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OZET

KARISIK GECIKMELI BiR SINIR AGI MODELI ICiIN HOPF
CATALLANMA VE KARARLILIK ANALIZI

Giilsah Cebi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Uygulamali Matematik

Tez Danismani: Dog. Dr. Canan Celik Karaaslanl

Nisan 2014, 48 sayfa

Bu tezde karigik gecikmeli iki sinir hiicresinin hareketini ifade eden bir sistem incelenmis ve t
gecikme parametresi, catallanma parametresi olarak secilerek kararlilik ve Hopf catallanma
analizi ¢alisilmistir. Ayrica normal form teori ve Center Manifold teoremi kullanilarak kritik t
degerinde ¢atallanan periyodik ¢dziimiin yonii, kararlilig1 ve periyodu elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Karisik gecikmeli diferansiyel denklem, Hopf catallanma, Kararlilik,
Periyodik ¢6ziim.



ABSTRACT

HOPF BIFURCATION AND STABILITY FOR A NEURAL NETWORK MODEL
WITH MIXED DELAYS

Giilsah Cebi

Graduate School of Applied Sciences
Department of Mathematics

Thesis Supervisor: Dog. Dr. Canan Celik Karaaslanl

April 2014, 48 pages

In this thesis, a neural network model with mixed delays is investigated and by choosing
time delay t as bifurcating parameter, the stability and Hopf bifurcation analysis are
studied. Moreover, by using normal form theory and center manifold theorem, the
direction, stability and the period of the bifurcating periodic solution at critical values t

are obtained.

Keywords: Mixed delay, Hopf bifurcation, Stability, Periodic solution.
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SEMBOLLER

n-boyutlu reel Oklid uzay1 ; R"
Catallanma degerindeki 6z degerin reel kismi1 : a(z,)
Catallanma degerindeki 6z degerin sanal kismi : w(z,)

Sistemin ¢atallanma parametresine bagli olan Jakobian

matrisi ; A(7)
a =0 degerine karsilik gelen operator : A(0)
Lyapunov katsayisi ; c,(0)
Noronlarin hareketi : X1, X,
Sinaptik gecikme : 7,
Noronlarin hareket fonksiyonu : f;
Gecikme ve catallanma parametresi : T
Catallanma degerindeki 6z deger ; A7)
Catallanma degeri : Tk
Denge noktasi : E,
Hopf catallanmanin yoniinii belirleyen parametre : 17

Catallanmanin periyodik ¢oziimiiniin kararliligini
belirleyen parametre : B2

Catallanmanin periyodik ¢6ziimiiniin periyodunu

belirleyen parametre : T



1.GIRIS

1.1 GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLERE GENEL BiR BAKIS

Gecikmeli diferansiyel denklem sistemleri, bilimin bir¢ok alaninda onemli bir yere
sahiptir. Belirli bir uyariya biyolojik sistemin cevabi genellikle hemen olmaz, biraz
gecikmeli olur. Zaman gecikmesi neredeyse her durumda karsimiza c¢ikmaktadir.
Biyoloji, tip, kimya, fizik, matematik, miithendislik ve ekonomi gibi hem dogal hem de
insan eli ile olusturulmus bir¢ok siireg, zaman gecikmesi igerdiginden, gecikmeli
diferansiyel denklem teorisi giindeme gelmistir. Zaman gecikmesine dogadan
verilebilecek en giizel 6rnek ormanlik alanlarin agaclandirilmasidir. Bir agag kesildikten
sonra yerine dikilenin olgunluga erigsmesi yirmi yil gibi bir siirede ger¢eklesmektedir.

Bu siireci inceleyen bir matematiksel model zaman gecikmesi icermek zorundadir.

Matematik, miihendislik, fizik v.b. uygulamali bilim dallarinin pek ¢ogunda ele alinan
problemin matematiksel modellenmesine bir diferansiyel denklem karsilik gelir. Ayrica
pek cok fiziksel olayda bir sistemin mevcut andaki durumu ge¢mis durumuna bagh
kalinarak da ifade edilebilir. S6z konusu sistemin hareketi hakkinda yorum yapabilmek
i¢cin onu temsil eden diferansiyel denklem ve denklemin ¢6ziimleri hakkinda bilgi sahibi
olmak gerekir. Asagidaki denklemler gecikmeli diferansiyel denklemler igin birer
Ornektir:

X'(t) = f(t, x(t), x(t — z(t)); z(t) > 0,

X'(t)=f(t,x(t—7),x(t-7,));7,,7, >0,

x"(t) = f(t, x(t), X' (t), x(t — z(t), X' (t — ().

Yukaridaki orneklere bakildiginda gecikmeli diferansiyel denklemler, bilinmeyen
fonksiyon ve onun tiirevleri (en yiiksek tiirevleri hari¢) t ve t anindan 6nceki anlara bagl

olarak ortaya c¢ikan diferansiyel denklemlerdir.

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin bir uygulamasi popiilasyon dinamigidir. Izole
edilmis bir ortamda, bir hayvan kolonisinin herhangi bir t anindaki popiilasyonu y(t) ile

gosterilirse, popiilasyonun biiyiimesi matematiksel olarak asagidaki gibi belirlenir:



{y'(t)za.y(t) t>t,,
y(ts) = Yo-

Bu diferansiyel denklemin ¢dziimii, y(t) =Y,.e" seklindedir ve popiilasyonun {istel

siirsiz artig sagladig agikca goriilmektedir. Bundan dolayi, belli bir zaman sonra asir1
artan popiilasyon sonucu kitlik olusacak ve kolonide ani o6limler goriilecektir. Bu
popiilasyon modellemesinin sadece dogumlarla ilgili oldugu diisiiniilmektedir. Ancak
kolonideki Sliimlerin popiilasyon dinamigini etkileyecegi diisiiniilmelidir. Bu nedenle

sistemi,

v (©=afi- 2V
p

y(to) =Yo-

Iy(®) t=1,,

bigiminde modellemek daha dogru olacaktir. Bu baslangi¢ deger probleminde « ve p

degerleri pozitif sabittir.

Adi diferansiyel denklemler kullanilarak, modelleme yapilmasi istenen sistemlerde
mevcut gecikmeler daima goz ardi edilir, ancak sistemdeki ¢ok kiiclik gecikme
miktarlar bile, sistemin mevcut durumda c¢ok biiyiik degisiklikler goriilmesine neden
olabilir. Bu nedenle karsilagilan problemlerin bir¢cogunun modellemesi yapilirken,

gecikmeli diferansiyel denklemlerin kullanilmasi daha gercekgcidir.

Niifus artisin1 belirlemek i¢in yaptigimiz 6nceki modellemede, grubun sadece o anki
mevcut niifusla orantili oldugunu kabul ettik. Ancak ¢ogu zaman sistemin daha 6nceki
bir zamandaki durumu, sistemin gelecekteki durumunu biiyiik oOlgiide etkiler.
Sistemlerin gegmisteki durumlarmi belirtmek ig¢in, gecikme miktarlarini kullaniriz ve
bdylece modelleme yaparken sistemlerin gegmise olan bagimliliklarini da hesaba katmis

oluruz.

Simdi topluluktaki niifus degisiminin o andaki niifus ile degil de, belirli bir siire (7 )
onceki niifus ile orantili oldugunu kabul edelim. Bu durumda asagida verilen gecikmeli

diferansiyel denklem elde edilir:



y(t-7)

y'(t) = ay(t)[1-
y(ty) = o(t) @y > 0.

] t>1,,

Bu denklem literatiirde sik¢a gegmektedir. Wright denklemi olarak da adlandirilir.

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin bir baska uygulamasi ise elektrodinamik
problemlerde karsimiza ¢ikmaktadir. Sadece bir digerinin olusturdugu alanin etkisi ile
hareket eden iki yiiklii parcacik iceren bir sistemde gecikme, elektromanyetik etkinin bir

parcaciktan digerine ulagmasi sirasinda gegen zamani temsil etmektedir.

Dinamik sistemlerde kendini tekrar eden siiregler sz konusudur. Boyle bir durumda
sistem periyodik ¢ozlimlere sahiptir. Periyodik ¢oziimlerin varligini inceleyen teoriler
arasinda en Onemlilerinden biri E. Hopf tarafindan gelistirilmistir. Hopf, parametreye
bagli bir diferansiyel denklemin hangi kosullar altinda periyodik c¢oziimlere sahip

oldugunu incelemis ve Hopf Catallanma Teoremi olarak bilinen teoremi 6ne siirmiistiir.
1.2 LITERATURDE GECiKMELI SISTEMLER

Bu saha ile ilgili matematik literatiiriine bakildiginda 1960’lardan bu yana gecikmeli
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kararlilik ve smirhilik durumlarini ele alan

degisik caligmalar yapilmistir.

1973’te May,

X(t) = x(t)[r, —a, x(t—7) —a;,y(t)]
y(t) = y(O)[-r, +a,x(t) —a,,y(t)]

gecikmeli av-avci sistemini ortaya koymus ve incelemistir. Burada x(t) ve y(t) sirasiyla
av ve avcinin t anindaki popiilasyonlarmi ifade eder. z>0 gecikme parametresidir.

Burada r, >0 av popiilasyonundaki bilyiime orani, r, >0 ise avcinin 8liim oranini

vermektedir (a; >0,1,j=1,2).



2008’de Celik,

T - iNw-PONO,
dP(t) P(t-7)
PO -0 1

stirekli ve gecikmeli diferansiyel denklemini incelemistir. Burada N(t) ve P(t) sirasiyla

av ve avcmin t amndaki popiilasyon yogunluklarini ifade eder. r, >0 av

popiilasyonunun, r, >0 avci popiilasyonunun biiylime orani, 7 ise gecikme

parametresidir.
2011°de Celik,

T - iNw-PONO,

dP(t) e b
T—P(t){rz TR r)P(T)dr}

0

dagilmli gecikmeli av-aver sistemini incelemistir. Burada F(s) fonksiyonu [0,0)

araliginda negatif olmayan sinirl gecikme ¢ekirdegini gostermektedir.

Son 20 yildir sinir ag1 modeli ¢alismalarinda ilging bir artis vardir. 1984’te Hopfield
genis aglarin dinamiklerini anlayabilmek i¢in iki ndron arasindaki iletisimi incelemistir.
Hopfield’den beri de genis aglarin dinamiklerini anlayabilmek i¢in ilk olarak iki ndron
arasindaki iletisim ag1 incelenmektedir. Bu incelemelere 6rnek olarak 1991°de Marcus,
Waugh ve Westervelt tarafindan gergeklestirilen gecikmeli sinir agi modeli tizerindeki
calisma ve 1994’te Baldi ve Atiya tarafindan ortaya koyulan gecikmenin sinir

dinamikleri izerindeki etkileri konusunda yapilan incelemeler verilebilir.

Sinir aglarinda, noronlar arasindaki sinyal aktarimlarinda gecikmeler ortaya ¢ikar. Bu
gecikmeler sinir aglarint daha kullanigh ve ¢ok yonlii hale getirir. Bu nedenle ayrik ya
da siirekli gecikmeler iceren sinir ag1 modelleri i¢in lokal ve global kararlilik hakkinda
birgok sonug vardir (Campbell, Ruan ve Wei, 1999; Cao, 1999; Cao ve Wang, 2004;
Chen ve Wu, 2001; Faria, 2000).



Gecikmeli sinir ag1 modellerinde kararlilik, periyot ve catallanma gibi diger dinamik
davraniglar 2003°’de Guo ve Huang, 2001°de Huang ve Wu, 1999°da Liao, Wu ve Yu,

2003’de Guo ve Huang tarafindan incelenmistir.

1999°da Liao, Wu ve Yu, 2003°’de Guo ve Huang, 2005°de Wei ve Yuan, 2007°de
Cao ve Xiao, 2006’da Cheng ve Cao gecikmeli sinir ag1 modellerinde Hopf ¢atallanma

yoluyla periyodik ¢oziimlerin varligini arastirmiglardr.

Son yillarda ayrik ya da siirekli gecikme igeren iki néronun iletisim aginin ¢atallanma

ve lokal kararlilig1 {izerinde ¢aligmalar yapilmaktadir. 1997°de Olien ve Belair 7, ve
7, gecikmelerini igeren gecikmeli sinir ag1 modellerini incelemislerdir  (burada

T,=T,=7).

1999°da Wei ve Ruan basit bir sinir agt modelini iki ayrik gecikme ile analiz
etmislerdir. Wei ve Ruan iki gecikmenin toplami kritik bir noktadan gegtiginde Hopf
catallanmanin meydana geldigini bulmuslardir. Aynt zamanda Hopf c¢atallanmanin

yonii ve kararliligin1 da belirlemislerdir.

2000’de Shayer ve Campbell li¢ gecikme iceren diferansiyel denklemler {izerinde
cahigmiglardir. Ug¢ farkhh 7,,7,,7, gecikmeleri i¢in 7, +7, =27, olarak kabul

etmislerdir.

Daha sonra 2007°de C. Huang, He, L. Huang ve Yuan ile 2004’de Guo, L. Huang ve

Wang, ii¢ gecikmeli iki sinir ag1 sistemi {izerinde ¢alismiglardir. Burada gecikmeler

7,,7,,7 dir. Yine t¢ farkli gecikme i¢in, 7, + 7, = 27 oldugu varsayilmigtir.

1987°de Tank ve Hopfield dagilimli gecikme igeren sinir agi modellerini

incelemislerdir.

2001°de Liao, Wong, Wu dagilimhi gecikme igeren sinir ag1 modelinin ¢atalanma

analizini yapmuslardir.



2004’de Ruan ve Filfil ayrik ve dagilimli gecikme iceren iki sinir agr modelinin

dinamigini inceleyen bir ¢alisma gergeklestirmislerdir.

Daha sonralar1 2009°da Zhou ayrik ve dagilimli gecikme igeren sinir agi modelinin

kararlilik ve Hopf catallanma analizini yapmislardir.

1.3 BIYOLOJIK SINiR AGI MODELI

Insan beyninin nasil ¢alistig1 heniiz tam olarak anlasilabilmis degildir. Ancak bu konuda
beyni olusturan milyarlarca sinir hiicresinin 6nemli rol oynadiklari bilinmektedir.

Beynin ¢aligmasi genel olarak 3 asamadan olusur:
a) Bilgi girisi,
b) Sentezleme ve karsilastirma,
c) Bilgi ¢ikisi ve eylem.

Beynin bu islevlerini yerine getirebilmesini saglayan ise temel yap1 elemani olan sinir
hiicreleri yani néronlardir. Sinir hiicreleri birbirleri ile iliski halindedirler. Bu siki iliski,

sinirsel islevin temelini olusturan bilgi akisini saglar.
Biyolojik sinir agini olusturan insan beynindeki néronlar 3 temel bolgeden olusur:

I. Cekirdek ve Soma (Hiicre Govdesi): Hicrenin govde kisminda bulunan
cekirdek hiicrenin temel islevlerini belirleyen ve DNA molekiilii tizerinde
kodlanmis halde bulunan genetik bilgiyi icerir. DNA {izerindeki bilgi, hiicrenin
bulundugu ortama, ortamdaki degisimlere ve hiicrenin i¢ gevresine bagh olarak
desifre edilerek, hiicre i¢i olaylarin meydana gelmesini saglar. Hiicre
etkinliklerine iliskin yapim/yikim faaliyetlerinin biiylik bir cogunlugu ise hiicre

govdesinde yriitiiliir.

ii. Dendritler ve Akson: Hiicre gbévdesinden ¢ikan uzantilardir. Kisa agag¢ dallari
biciminde ve genellikle cok sayida olan yapilar dendrit adini alir. Diger

hiicrelerin aksonlartyla gelen sinir sinyallerini alarak ait olduklari hiicre



govdesine tasirlar. Akson ise uzun ve tek olup, u¢ kisimlarindan genellikle
dallanmalar gosterir. Hiicre govdesinde iiretilen sinyalleri diger ndronlarin

dendritlerine tasimakla yiikiimliidiir.

iii. Sinapslar: Akson ve dendritlerin veri iletisimi amaciyla bir araya geldikleri
birlesim yerlerine sinaps adi verilir. Sinapslar bir hiicrede tretilen sinyalleri,
yapisina ve biyofiziksel 6zelliklerine bagli olarak sonraki hiicreye iletirler. Genel
olarak bir sinir hiicresi, gévde ve dendritleri araciligiyla sinyalleri alir. Bu
sinyaller akson vasitasiyla, hiicre i¢cindeki genel duruma ve gelen tiim sinyallerin

toplam etkisine gore diger bir hiicreye aktarilir.

Kisacas1 noronlar kendi aralarinda baglantilar kurarak, elektrik devrelerine benzer
yollarla iletisim saglayip, beyin islevlerinin ortaya ¢ikmasini saglayan ana elemanlardir.
Bu sistem bir biitlin olarak, bir sinir bilimcinin bile hayal edebileceginin ¢ok Stesinde

bir karmasikliga sahiptir.

Biyolojik sistemlerde dgrenme noronlar arasindaki sinaptik baglantilar ile olur. Insan
beyni dogumdan itibaren siirekli bir 6grenme siireci i¢indedir. Beyin siirekli bir gelisme
gosterir. Bu gelisim sadece yeni beyin hiicrelerinin olusumuyla degil, 6zellikle ndronlar
arasindaki baglant1 ya da diger bir ifadeyle sinaps sayisinin artmasiyla meydana gelir.
Noronlar arasindaki baglantilar arttik¢a, beyin daha ayrintili islemler yapabilir ve daha

¢ok 6grenmis olur.

1.4 TEZ CALISMASININ AMACI

Bu ¢alismada karisik gecikmeli iki sinir hiicresinin hareketini ifade eden (1) sistemi

incelenmistir.

Burada dagilimli gecikmeler sinirsel geri bildirimleri ve ayrik gecikmeler sinirsel

etkilesim gecmisini tanimlar.



B )+, 1= ) + 2 [ F 9%, (5- 7))
®
dx,

t
at ==, (t) + azlle(_[_00 F(t—s)x(s—7;)ds) +ayf,, (X, (t—7,)

Bu tezin amaci, (1) sisteminin dinamigini ve 7 gecikme parametresi degisirken bu
degisimin sisteme olan etkilerini incelemektir. ilk énce sistemin kararliigin1 ve Hopf
catallanmanin varligimni incelemek igin, pozitif denge noktasi bulunarak, bu denge
noktas1 etrafinda sistem lineerlestirilmistir. Elde edilen lineer sistemin kararlilik
kriterleri bulunmustur. Daha sonra 7 gecikme parametresi ¢atallanma parametresi
olarak segilerek, pozitif denge noktasinin kararlihigini kaybettigi ve Hopf catallanma
meydana geldigi gozlenmistir. Ayrica 1981°de Hassard ve Kazarinoff tarafindan analiz
edilen Center Monifold Teoreminden yararlanilarak, (1) sisteminin Hopf ¢atallanma
Ozelliklerini tanimlayan catallanma sabitleri elde edilmistir. Bu sabitler yardimiyla Hopf
catallanmanin Kkararliligi, yonii, tirti ve belirli kosullar altinda catallanan periyodik

¢oztimlerin periyodu tespit edilmistir.

Yapilan bu ¢alismada sirasiyla;

i.  Birinci boliimde, problem hakkinda genel bilgiler verilmis, gecikmeli sistemler
genel olarak incelenmis, literatiirdeki gecikmeli sistemler hakkinda agiklama
yapilmis ve tez ¢aligmasinin amacindan bahsedilmistir.

ii. Ikinci boliimde, Hopf catallanma teorisi incelenmistir ve Center Manifold
Teoremi agiklanmstir.

iii.  Uglincii boliimde, sistemin kararlilik analizi ve Hopf ¢atallanmasi incelenmistir.
iv.  Son boliimde ise, Center Manifold Teoremi kullanilarak bu modelde Hopf
catallanmanin goriilmesi igin gerekli kosullar verilmis, ¢atallanmanin kararlihigr,

tiiri, yonii ve periyodu belirlenmistir.



BOLUM 2

2. CATALLANMA VE HOPF CATALLANMA TEORISI

2.1 CATALLANMA TEORISI

Catallanma teorisi, diferansiyel denklemlerin ¢dziimler ailesinin niteliksel ya da
topolojik yapisinda meydana gelen degisimlerin incelenmesidir. Catallanma, bir
sistemde sistemin pozitif denge noktasi etrafinda secilen ¢atallanma parametresindeki
kiigiik degisikligin, sistemin davramigindaki topolojik degisiklige neden olmasiyla
meydana gelir. Coziimiin davranmisindaki degisim, parametre denge noktasinin

kararliligin1 degistirdiginde olusur.

Tanmm 2.1: Parametre degisimi altinda topolojik olarak denk olmayan faz portrelerinin

ortaya ¢ikmasina ¢atallanma denir.

Catallanma analizi siirekli ve kesikli denklemler ile modellenen sistemler i¢in incelenir.
2.1.1 Catallanma Tiirleri

Lokal ve global olmak tizere iki tiir catallanma vardir:

2.1.1.1 Lokal Catallanma: Sistemdeki parametrelerin degisimiyle denge noktasinin,
periyodik yoriingelerin veya invaryant kiimelerin 6zelliklerindeki degisimler

analiz edilir.

2.1.1.2 Global Catallanma: Sistemin invaryant kiimelerinin birbirleriyle veya sistemin
denge noktasiyla ¢akismasi durumunda ortaya ¢ikar. Bu ¢atallanma tiirii, sistemin denge

noktasinin kararlilik analiziyle tamamen tespit edilemez.
2.1.2 Ayrik Zamanh Sistemlerde Lokal Catallanma ve Tiirleri

Parametrede olusan degisimin, denge noktasimin kararliligini degistirmesiyle lokal
catallanma ortaya ¢ikar. Burada X, = f(X,) birinci mertebeden fark denklemlerinin
parametresine olan bagliligi,

X = F(%,7) 2.1)



ile gosterilecek ve bu fark denkleminin dinamigi géz Oniine alinacaktir. Denge
noktalarinin 7 bagliligi ise X(z) ile ifade edilecektir. Fark denklemlerinin davranisi 7
degistikce degismektedir. Davranisin degistigi bu 7 degerleri catallanma parametresi

ve bu (z,X(z)) noktalar: ise catallanma noktalar: olarak adlandirilir.

(2.1) ile verilen fark denklemi i¢in olusabilecek ¢atallanma tipleri f'(X(7)) =+1

denklemi ile belirlenmektedir. Lokal ¢atallanma tiirleri asagidaki gibi siniflandirilir:

a) Fold (saddle node, tangant) ¢atallanma
b) Tirmik (pitchfork) catallanma

c) Transkritik (transcritical) ¢atallanma
d) Flip (period-doubling) catallanma

e) Hopf ¢atallanma.

2.1.2.1 Fold Catallanma: Kritik catallanma degeri gecilirken biri kararl1 digeri kararsiz

olmak tizere iki denge noktas1 kaybolur.

Sekil 2.1: Fold ¢atallanma

2.1.2.2 Tirmik Catallanma: Kritik ¢atallanma degeri gegilirken, bir kararsiz denge

noktas: tarafindan ayrilan iki kararli denge noktas: olmak iizere ii¢ denge noktasi
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meydana gelir. Bu tip catallanmaya "siiperkritik tirmik catallanma" denir. Bunun tam
tersine, yani bir kararli denge noktas: tarafindan ayrilan iki kararsiz denge noktasi

meydana geliyor ise bu tip ¢atallanmaya da "subkritik tirmik ¢atallanma” denir.

Sekil 2.2: Tirmik catallanma

2.1.2.3 Transkritik Catallanma: Bu catallanma tiiriinde bir kararli bir kararsiz iki
denge noktasi, catallanma parametresi gegilirken kararlilik yapilarint degistirirler. Yani,

kararli olan kararsiz, kararsiz olan kararl: hale gelir.

Sekil 2.3: Transkritik catallanma

()
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2.1.2.4 Flip Catallanma: Kritik ¢atallanma degeri geg¢ilirken, kararli denge noktasi
kararsiz olur ve kararli 2-devir ortaya ¢ikar. Bu tipine "sliperkritik flip ¢atallanma"
denir. Tam tersine ise yani ortaya c¢ikan 2-devir kararsiz ise de "subkritik flip

catallanma" adin alir.

Sekil 2.4: Flip ¢atallanma

x(n)

2.1.2.5 Hopf Catallanma: Iki veya daha fazla birinci mertebeden diferansiyel denklem
iceren sistemlerde meydana gelen catallanma tiiriine "Hopf Catallanma" denir. Ayni
zamanda, Fransiz matematik¢i Jules Henri Poincare (1854-1912), Rus matematik¢i
Alexander A. Andrnov (1901-1952) ve Alman matematik¢i Heinz Hopf (1894-1971)’un
bu teoriyi gelistirmek i¢in yaptiklart Kkatkilardan dolay: Poincare-Andronov-Hopf

catallanma olarak da anilir.
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2.2 HOPF CATALLANMA
2.2.1 Hopf CatallanmaTeoremi
Hopf ¢atallanma olusmasi i¢in en az 2x2’lik bir sistem gerekir.

f ve g, r catallanma parametresine bagli fonksiyonlar olmak iizere

= _ txy.7)
Y g(x,y,7)
dt 1 1

diferansiyel denklem sistemi ele alinsin. Burada (X(z), y(z)), (2.3) sisteminin denge
noktas: ve a(7)£if(r), bu denge noktasinda hesaplanan Jakobian matrisin 6zdegerleri
olsun. f(x,y,7)=0 ve g(x y,r)=0 esitliklerinin ¢6ziimii parametrenin siirekli
tiirevlenebilir fonksiyonu olarak (X(z),y(z)) denge noktasim verir. a(z ) =0 olmak
tizere kararlilik yapisindaki degisim 7=7" degerinde meydana gelsin. (2.3)
diferansiyel denkleminin periyodik ¢dziimlerin varligini saglayabilmesi igin ilk 6nce sirf

sanal Ozdegere sahip olacak sekilde denge noktasi orijin ve 7 parametresi 7" =0

olacak sekilde degisken degistirmeleri yapilarak

dx

at a,,(7)x+a,(z)y+ f,(x,y,7),

& (2.4)
dt 8,,(¢)x + a5 (7)Y + 9, (%, y,7)

sistemine doniistiiriiliir. Hopf Catallanma Teoremi olarak bilinen bu teorem, (2.3)

diferansiyel denklem sistemi igin asagidaki gibi verilir:
Teorem 2.2.2: (Hopf Catallanma Teoremi)

(2.4) sistemindeki f, ve @, fonksiyonlari X ve y degiskenlerine gore digiincii

mertebeden siirekli tlirevlere sahip olmak tizere yeteri kadar kiiglik |z'

’lar i¢in (2.4)

denkleminin bir denge noktasi ve
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)(e)- (au(f) au(f)j

aZl(T) azz(T)

matrisinin sistemin Jakobian matrisi oldugu kabul edilsin. Ayrica a(O)z 0, W(O)?&O
ve 42| #0 olmak iizere a(r)i iW(T), J(T) Jakobian matrisinin 6zdegerleri olsun.
Bu takdirde R? uzayinda orijini kapsayan herhangi U agik kiimesinde 7, >0 icin
[ |<7, degerivardir yleki (2.4) diferansiyel denklemi 7 =17, i¢in U'da periyodik

¢oziimlere sahiptir (periyot yaklasik olarak T ~ JZ&5).
2.2.3 Hopf Catallanma Tiirleri

Hopf Catallanma Teoremi 7 =7, i¢in periyodik ¢oziimlerin varligi i¢in yeterli
kosullar1 vermektedir. 7 catallanma parametresi, 7, ise ¢atallanma degeridir. Sistemin

parametresinin  degeri degisirken sistemin dinamigi kararli spiralden merkeze,

merkezden de kararsiz spirale doniisiir. Buna gore iki tiir Hopf ¢atallanma goriiliir:

2.2.3.1 Siiperkritik Hopf Catallanma: Sistemin kararli denge noktasi asimptotik
olarak kararli bir limit dongiisiine doniisiirse olusan ¢atallanmaya siiperkritik

Hopf c¢atallanma denir.

2.2.3.2 Subkritik Hopf Catallanma: Sistemin kararli denge noktas: kararsiz bir limit

dongiisiine doniigiirse olusan ¢atallanmaya subkritik Hopf ¢atallanma denir.

2.2.4 Yiiksek Mertebeden Diferansiyel Denklemler I¢in Hopf Catallanma

X e R" ver sistemin reel degerli ¢atallanma parametresi olmak iizere

% = f(x,7) (2.5)

otonom adi diferansiyel denklem sistemi incelenecektir. X =X.(z), (2.5) sisteminin

ayrik denge noktasi ve
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A(r)=D, f(x.(7),7) = (c;ij (X (2),7); 1,j=1,...,n)

J

Jakobian matrisi 7 =z, i¢in
w(z,)=wW, >0, a(r,)=0vea'(r,)#0 (2.6)

kosullarim saglayan A, (z) = 4,(7) = a(r) +iw(r) kompleks eslenik 6zdegerlere sahip
olsun (7,7 degerinin kritik degeridir). (2.6) kosulu sistemin parametresi degisirken
denge noktasinda kararlilik yapisinin degistigini ifade etmektedir. Bazi ek kosullar

altinda da yeterince kiiciik &, ve maxt|

p, (t)—X.(z,) || genligini veren 0< ¢ <g, igin

(2.5) sistemi x = p, (t) periyodik ¢dziim ailesine sahiptir.

2.2.5 Adi Diferansiyel Denklemler I¢cin u,, B,, T, Katsayilarinin Hesaplanmasi

f diizgiin bir fonksiyon, 7 ¢atallanma parametresi ve X € R" olmak iizere
x=f(x,7) (2.7)

otonom adi diferansiyel denklem sistemi ele alinsin. Bu boliimde (2.7) gecikmeli
sistemi i¢in Hopf catallanmanin hangi kosullar altinda ortaya ¢iktigi, ¢atallanmanin
yonil, periyodik ¢Ozlimlerinin periyodu ve bu c¢oziimlerin kararlilik yapisinin

incelenmesi icin gerekli olan adimlar kisaca aciklanacaktir.

i) X.(7), (2.7) sisteminin denge noktas1 olsun. Sistemin bu denge noktasindaki Jakobian

matrisi

ile ifade edilir. Bu matrise karsilik gelen 6zdegerleri hesaplanirsa, bu o6zdegerler;
Red >2ReA, >...>2Re/, olacak sekilde siralansin (sistem n-boyutlu oldugundan

sistemin en fazla n tane ayrik 6zdegere sahip olmasi beklenir).
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i) Re A,(z.) =0 olacak sekilde 7, degeri bulunmalidir.

* A, ve A, kompleks eslenik ¢ift

*ReA,'(r,)#0
*ImA,(r,) =0
*Re1;(r.)<0, (=3,.,n)

sartlarin1 saglamalidir.

(1) ve (2) kosullar1 saglandiginda X.(z) denge noktasinda Hopf ¢atallanma goriiliir.

Bundan sonraki adimlar g, 5,,Ve7, degerlerinin hesaplanmasi igin gerekli olan

adimlardir.

iif) w, =1mA,(z,) > 0 olmak iizere sistemin Jakobian matrisi

0 —-w, O
A(z,))=lw, 0 O
0 0 D

Seklinde oldugundan sistemde degisken degistirmesi yapilmasi gerekmez. Dolayisi ile

bu asama atlanabilir. Aksi takdirde g, 4,(7,) = iw, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor ve
{kl,..., kK. }iser =7 de ..., 4, Ozdegerleri icin Ozvektér uzaymi geren reel n-2

vektoriin herhangi bir kiimesi olmak tizere
P =(Req,—Imq,ks,....k,)
aliir ve q vektoriinii sifirdan farkli ilk bileseni bir olacak sekilde normallestirilir.

iv) Jakobian matris istenilen yapida degilse P matrisi yardimi ile X=X.(z,)+ Py
degisken degistirmesi yapilir ve sistem y degiskeni cinsinden Y =F(Yy) seklinde

yeniden yazilir. Elde edilen yeni sistemin Jakobian matrisi olan

oF (0) %% O
T = WO 0 O
0 0 D
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reel kanonik yapidadir.

v) Center Manifold Teoremi kullanilarak n-boyutlu sistem iki boyutlu sisteme

indirgenir. Bu indirgeme islemi sirasinda verilen sistemin Poincaré Normal Formunun
1=22+9(z,2)

seklinde  oldugu  goriilir. Hopf c¢atallanma  teoremini uygulamak icin

r =17,y =00Ilmak Uzereg; katsayilar1 hesaplanmalidir. Bunun igin,

1.0°F! 62F1 . O°F? 52F2
== -+ (— )]

4 8yl ayz ayl ay2

1.0°F! 82F1 0’F? . 0°F? O°F? 0°F!
== =2 +i( —+ —+2 )]
4oy oy, 0Y,0Y, oy, oy, 0Y,0Y,

1. 0%F! 62F1 0°F? . 0%F? O%F? O°F!
== >+ 2 +i( = =2 )]
4" oy’ oy, 0Y,0Y, oy, oy, Y,0Y,

1.0 l:l O°F! O°F? O°F? . O°F? O°F? O°F! 6 o =
== st 2 + 3 i ( 3 T 2 -2 2 3 )
8" oy’ aylﬁ)/z oy, oy, oy, oy;  OY,0y, oy, 0y, 0y,

11

02

20

21

formiillerinden yararlanilir.

n=2 ise 0,,=G,, almr ve ¢,(0), x,, B, degerlerinin formiiller ile hesaplanmasina

gecilir. n>2 ise ek olarak asagidaki katsayilarin da hesaplanmasi gerekmektedir.

L, 1.0%F¢ a g=
hllkzz [ 2] (k=3,...,n)
4" oy,° 0y2
2k 2k 2k
2 :l[a Fk 0%F . 0°F ] (K=3,..1)

ol Ty ovy,

olsun. D, (n-2)x(n-2) tipinde A,,...,A, 0zdegerlerini veren matris olmak iizere (n-2)-

boyutlu w,,, w,, vektorleri i¢in

Dw, =-h;,
(D = 2iwy )W,y = —hy,

lineer sistemleri ¢oziiliir. Bu ¢oziimlerden elde edilen
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e 1 0°F' 0°F* . 0°F* O°F'

T AL S /AL S
e 2°0y,0y  OY,0¥, Oy, 0¥, OY,0¥,
o 1. 0°FY  o*F° . O°F' O°F°
Gt " =l ——- +i( -——)]
2°0y,0¥,  OY,0¥c  OY,0¥c  OY10Y,
degerleri yardimu ile
I koo ok k. k
0, = GZl + Z (Gllo Wy, + G101 Wao )
k=1

seklinde elde edilir.

vi) a'(0)=ReA'(r,) vew'(0) =ImA,'(z,) olmak iizere sirasi ile Lyapunov katsayisi,

periyodik ¢oziimlerin yonii, periyodu ve kararlilig

_ _olg 1?—Lig 214 92
¢,(0)= W, (920911 2|911| 3|gzo| 1+ 5 (2.8)
~ —Rec,(0)
Hy = 2'(0) (2.9)
=m0 ) 210
S, =2Rec,(0) (2.11)

denklemleri ile elde edilir.

T,

vii) & = +(r —1,)? olmak iizere ¢oziimlerin periyodu ( 4, # 0)

H

T =214 3,62 + 3,6%) + 0(*)
WO

ve karakteristik tisteli

ﬂ:ﬂzgz +ﬁ353 +0(54)
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ifadeleri ile verilir.

y,=Rezy,=Imz,
(Yo ¥2)' = Wef2]" + Re(woz”) +0(2)

ve

it o et asit
Z=ce" +—[gpe T -39, 7 +6g,,]+0(c)
6w,

olmak iizere X = X.(7) + Py periyodik ¢dziimlerdir.

2.2.6 Gecikmeli Diferansiyel Denklemler i¢in Hopf Catallanma Analizi

Bu boliimde daha once bahsedilen teori gecikmeli diferansiyel denklemlere tasinacaktir.
Bunun i¢in Center Manifold Teoremi kullanilacaktir. Ilk 6nce sistem iki boyuta
indirgenecek ve boylece daha onceki bolimde denge noktasindan g¢atallanan periyodik
¢oziimlerin periyodu, kararliligt ve catallanmanin yonii icin verilen formiiller

uygulanacaktir.

C*[-r,0], [-1,0] araiginda tanimli, k-kez siirekli tiirevlere sahip n-boyutlu, reel, vektor
degerli fonksiyonlari gostersin. t,r>0, ueR, 8e[-r0] icin

X:[-r,0] > R" ve X, (6) = x(t+ 8) olmak iizere

O _Lx+ 150 (212)

otonom sistemi ele alnacaktir. Burada L, :C[-r,0] - R" siirekli lineer operatorlerin

ailesi ve f(.,u):C[-r,0] > R" kuadratik terimden baslamak iizere lineer olmayan

terimleri igeren ve f(0, ) =0,D, f(0, 1) =0 kosullarini saglayan bir operatordiir.

Catallanmanin varhigindan bahsedebilmek i¢in once (2.12) sistemi tek degiskene bagh

olan
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X = A(L)X, + RX, (2.13)

denklemine donistiirilmelidir. Riesz Temsil Teoremi geregince
n; :[-r,0] >R, (i,j=1,2,..,n) bilesenleri [-1,0] lizerinde smirh degisimleri olan ve her

¢ € C[-r,0] igin

L¢ = [dn(0)¢(6) (2.14)

esitligini saglayan 7 :[-r,0] = R™" fonksiyonu mevcuttur. Ornegin, 6(6) Dirac delta

fonksiyonunu gostermek tizere

(0, 1) = —(g +1)5(6+1)
ise (2.15)

L%, :—(%+y)x(t—1)

seklinde elde edilir.

Catallanmanin yonii, periyodik ¢ozlimlerin periyodu ve kararliligi hakkinda bilgi

edinebilmek i¢in asagidaki tanimlara ihtiyag¢ vardir:

¢ € C'[-r,0]icin
dg

AGp=1 N
[dn(s.ps)=Lp  0=0
- (2.16)

ve
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0 -r<6<0,
(2.17)

f(4, 1) 0=0.

olarak  tanimlanirsa  baslangigtaki  sistem  (2.13)  denklemine  doniisiir.
u=01iken u,, B,, T, degerleri, gecikmeli diferansiyel denklem igin de
hesaplanmalidir. Bunun igin ilk olarak £ =0 atayarak A(0) operatoriiniin = A1(0) 6z
degerine karsilik gelen q(f) ozvektorii ve A(0) 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii

hesaplanmalidir.

n', n nm transpozu olmak iizere A(0) operatdriiniin adjoint (ek) operatérii

- M 0<s<r,
A O)a(s)=] (2.18)
j dn" (t,0)a(-t) s=0.

-r

ile tamimlamir. A(0) yerine A, A"(0) yerine A" ve 7(s,0) icin 7(s) ifadeleri

kullanilacaktir.
A(0)a(0) =iw,q(0)
esitligi ile A operatoriiniin 4 6zdegerine karsilik gelen q 6zvektorti,

A'(0)g’(0) =-iw,q"(0)

esitligi ile de A” adjoint operatoriiniin A 6zdegerine karsilik gelen ¢ Ozvektorii

hesaplanir.

Sifir denge noktasi civarinda C, Center Manifoldunu tanimlamak i¢in 6énce manifoldun

koordinatlar1 belirlenmelidir. Bunun i¢in ise 6zel bir i¢ carpima gerek vardir.

w €C[0,r] ve ¢ eC[-1,0] olmak iizere,
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(v.8)=w () pQ) - [ [ (&-0)dn©O)p(&)dé (2.19)

0=-1 £=0

seklinde tanmimlanir. Elde edilen q ve q ozvektorleri bu i¢ carpim altinda

normallestirilir. Center Manifold’un koordinatlarin1 veren (z,w) ikilisinin olugturulmasi

gerekmektedir.
2=(q",) (2.20)
ve
w=X-2q-2q = x(6) - 2Re{z(1)a(0)} (2.21)

esitlikleri ile tamimlanir. £ =0 degerinde (2.13) denkleminin x, ¢dziimleri igin (2.20)
z=<q*,xt> ve (2.21)

W= X, — 20~ 20 = x,(6) ~ 2Re{z(t)q(6)}
olarak tanimlanir. C, manifoldu iizerinde

2 52 3

w(z,2,0) = wzo(e)%+w11(9)zz+w20(9)%+w30(9)%+... (2.22)

olmak iizere W(t,8) =w(z(t),Z(t),0). Buradaki z ve Zsirasiyla q ve ? vektorleri
yoniindeki C, manifoldunun yerel koordinatlaridir. Buradan <q*,W> =0. (2.13)

denkleminin x, € C, ¢oziimleri igin,
2= <q*, xt> = <q*, AX, + th>
4 =0 oldugundan

2(t) = iw,z(t) + $(0) f(w(z,z,0))+2Re{z(t)q(0)}

- (2.23)
=iw,z+q (0)f,(z,2)
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elde edilir ve kisaca
z=1iw,z(t) +9(z,2) (2.24)

seklinde ifade edilir. g fonksiyonunun @ degiskenine olan baglihigi kaldirilmistir.
Uy, B, Ve T, degerlerini hesaplayabilmek igin g fonksiyonunun g; katsayilarinin

bulunmasi gerekir. (2.23) kullanilarak
9(2,2)=q"(0) ,(2,2) (2.25)

elde edilir. g; katsayilart W, katsayilarma baglidir. (2.21) denkleminin ¢ degiskenine

gore tiirev alinirsa

W=x —2q-2q

(2.13) ve (2.24) kullanilarak

W AW—ZRe{_(j (0).f,a(8)}, -r<6<0 (2.26)

Aw —2Re{q (0).f,q(0)}+ f,, 6=0
olarak elde edilir. Elde edilen bu ifade
Z2 22 Z3
H(z,zZ,0) = H20(0)3+ H,,(0)zz + H20(0)3+ H?’O(Q)EJF'"
olmak tzere
W=Aw+H(z,z,60) (2.27)

olarak yeniden ifade edilebilir. Orijin civarinda C; manifoldu {izerinde
W=W,Z+W,Z

elde edilir. w, ve z ifadeleri denklemde yerine yazilir ve (2.26) kullanilirsa
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(2iw, — A)W,,(0) = H ,,(0)
- Wll(e) = Hll(g) (2-28)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler kullanilarak w;; katsayilart hesaplanir.

2 52 ZZZ

- z _ z

L=WyZ+0yg—+091Z2+0p,——+0p, —+...
2 2 2 (2.29)

olarak yazilabilir. Poincaré Normal Form’unda gegen ve ¢atallanmanin yoniinii

belirlemede yardimci  olan €, (0) katsayisimin, g, B, ve T, katsayilarinin

hesaplanmasindan daha 6nceki boliimde bahsedilmistir.
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2.3 CENTER MANIFOLD TEOREMIi

Bir dinamik sistemin Center Manifoldu, denge noktasi etrafindaki davranis1 kararli
manifoldun ¢ekimi ya da kararsiz denge noktasinin itimi tarafindan kontrol edilemeyen
yoriingelerden olusmaktadir. Dinamik sistemlerin denge noktasini incelerken ilk 6nce
sistem lineerlestirilir. Negatif reel kisma sahip 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorler
kararlt manifoldu veren kararli 6z uzaylar olusturur. Pozitif reel kisma sahip 6z degerler
ise kendisine yakin yoriingeleri iten kararsiz manifoldu verirken reel kismi sifir olan 6z
degerler ise Center Manifold’u verir. Sistemin ilgi ¢eken davranis1 Center Manifold
tizerinde meydana geldiginden Center Manifold’lar c¢atallanma teorisinde onemli bir

konuma sahiptir.

f(0)=0 iken,
x=f(x), xeR" *)

dinamik sistemi i¢in, X.=0 denge noktasinda A Jakobian matrisinin 6zdegerleri
A Ay A, olsun, Kabul edelim ki, 6zdegerlerinin gergel kismi sifir olsun ve
ReA>0 oldugunda sayilabilir goklukta N, ozdegerleri, ReA=0 oldugunda n,
ozdegerleri ve© ReA<0 oldugunda ise N_ odzdegerleri olsun. T° sanal eksen
tizerindeki N, 0Ozdegerlerinin birlesimine karsilik gelen lineer 6zvektor uzay olsun.
Sanal eksen tizerindeki 6zdegerler (Re}t = 0) T° 6zvektor uzayinda oldugu gibi

genellikle kritik 6zdeger olarak adlandirihr. @' fonksiyonu (*) esitligine karsilik gelen

aki olarak tanimlansin. Bu kabullerle asagidaki teorem verilir:

Teorem 2.3.1: (Center Manifold Teoremi) (*) sisteminin n, boyutlu W_,(0)
invaryant manifoldu, X=0 da T° &zvektor uzayina tegettir. Ayrica, X, =0 1n bir
U komsulugunda, her t20 (t<0) icin (¢p')xeU ise, t—>+o0 (t—>—o0) igin

(0" )x > W (0).

Tamm: W, manifoldu ‘Center Manifold’ olarak adlandirilir.

loc
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3. SONUC

3.1. KARARLILIK ANALIiZi VE HOPF CATALLANMA

Bu tezde asagidaki siirekli ve gecikmeli diferansiyel denklem sistemi incelenecektir:

S0 2 =)+ ([ R 9%, (5 )ds)
(3.1)
dditz =15, (1) + &, le([w F(t—s)x (s—7,)ds) +a,, f,, (X, (t — 7).

Burada X; ve X, sirastyla iki néronun hareketini belirtmektedir. Bu sistemde x>0 ve
7, sinaptik gecikmedir ve f; :R—R (1<i, j<2) noronlarm hareket fonksiyonunu
tanimlamaktadir ( f; e C"(R), f;(0)=0,r>4). Sistemdeki F, [0,00) aralifinda

integrallenebilir, negatif olmayan sinirli gecikme ¢ekirdegidir ve néronlarin t zamaninda

gecmiste kendine olan etkisini tanimlar. Dagilimli gecikmenin varligr denge noktasini
t
etkilemediginden bu gekirdek fonksiyonu J._ F(t —s)ds =1 olarak normallestirilebilir.

Parametrelerin sayisini diislirmek icin gecikme g¢ekirdegi asagidaki sartlar1 saglayacak

sekilde secilebilir:

) [ F(s)ds=1ve F(s)=pe ",

i) [ Ft-s)ds=1ve F(s)=re™, u>0.
[k olarak,

X0 =[ F(t-s)%(s—7,)ds

X, =] Ft-s)x(s—z,)ds

olarak alinir. Bu esitlikler kullanilarak
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X3'(t) = 4, (t —7,) — pX5 ()

X, ' () = px (t —7,) — 4%, (1)

elde edilmis olur. Yeni denklem sistemi
X' (1) =%, (6) + 3, £, (0t~ 7)) + 3, (| F(t=5), (5 - 7,)ds))

X' (1) = —ux, (1) + azlle(J._too F(t—s)x(s—7)ds)) +a,, (X, (t—7,)
(3:2)
X' (1) = px, (t —7y) — 1%, (1)

X,' () = 10 (t = 7;) — 12X, (1)

sekline doniisiir. Bu sistemin tek pozitif denge noktasi olan E, = (X, ,X, , X5 ,X, ),

& g B g B B

dt dt  dt dt

esitliklerinden faydalanarak

seklinde bulunur.

Sistemin (0,0,0,0) denge noktas1 etrafinda kararliligini incelemek igin dnce sistem bu

nokta etrafinda lineerlestirilir.
X (1) =% () — %
X, (t) =X, (t) =X,
Xy (t) = X, (1) — X,
df

X, (1) =X, (1) - X4*’ b; =a d_X”

degisken degisimi yapilirsa yeni sistem asagidaki sekle doniisiir:
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X, (1) = —pxy (t) + by, (%, (t — 7)) + by, X, (1),
X, ' (1) = =2, (1) + Dyy X, (1) + by, (X, (t—7),

(3.3)
Xsl(t) = X, (t- 2'1) — HXg (1),

X, '(t) = px, (t—7,) — px, ().

Bu lineerlestirilmis sistemin karakteristik denklemi, yani det(A-A1)=0. O halde

A+ p—b e 0 b, 0
0 A+pu—-be™ 0 —b, |=0
0 e Atu 0
— Iue*/kl 0 0 A+ u

Burada 27, =7 ve b,; +b,, =0 olarak alinirsa;

A+ AP u+622 1" + 8 + 't + e (b by, AP+ 22uby by, + 1% (b by, —b,b,)) =0 (3.4)

elde edilir.
4u=a,
6,112 =a, b11b22 = bz
4,U3 _a Zﬂbllbzz = bl
/14 —a 1 (by,by, — b12b21)lu2 = bo
=dp

olarak alinir ve denklemde yerine yazilirsa (3.4) denklemi
A +al +a, 2 +ad+a, +e7 (0,2 +bA+by)=0 (3.5)
seklinde yazilmais olur.

Teorem 3.1: 7 =0 durumundaki (3.5) sistemi i¢in pozitif denge noktasi asimptotik

kararhdir.
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Ispat : 7 =0 olarak alindiginda sistemin karakteristik denklemi
A +a, 2’ +(a, +b,)A* +(a, +b)A+a, +b, =0

sekline dontisiir. Bu denklemin koklerini bulmak i¢in Routh-Hurwitz kriterlerinden

yararlanilacaktir.

Routh-Hurwitz kriterlerine gore ~ P(1)=A"+c, A" +...+¢C,,A+C, seklindeki bir

polinoma goére denklemin katsayilari

C, =4,
c,=4a,+bh,
C,=a,+b
C, =a,+h,
oldugu goriiliir.
—N2u<by, <~2u
b,,b,, —b;,b,; > _,Uz
b12b21 > Zbll2

kosullar1 altinda

¢,>0,¢,>0,¢,>0 ve c,c,c,>cC’+c’c,

esitsizlikleri dogrudur. Yani Routh-Hurwitz kriterleri saglanmis olur.

Dolayisiyla 7 =0 durumunda koklerin negatif veya negatif reel kisma sahip oldugu
ispatlanmig olur. Koklerin siirekliliginden ve Routh-Hurwitz kriterinden en az bir

7, >0 vardir 6yle ki 7€[0,7,) i¢in ReA<0. Boylece teoremin ispati tamamlanmis

olur.

Sistemin (0,0,0,0) noktasindaki kararliligi karakteristik denklemin koklerine baglidir.

Bu nedenle ilk olarak karakteristik denklemin kokleri incelenir. Re A(7) =0 oldugunda
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denge noktas1 kararliligim kaybettiginden ReA(r")=0 olacak sekilde bir 7" >0’m

olup olmadig: arastirilacaktir. Baska bir deyisle (3.4) denkleminin sirf sanal olan

koklerinin var olup olmadig1 incelenecektir.

Yardimc teorem 3.2: (1) sistemi igin, (3.4) transandental denklemi sanal koke

sahiptir.
Ispat: w>0 ve 7=7" olmak iizere A =iw (3.5) denklemin de yazilirsa;

w* —a,w’i —a,w” +a,wi +a, + (-b,w* +b,wi + b, )(coswz —isinwz) =0
denklemi elde edilir. Gergek ve sanal kisimlar ayrilarak;

w' —a,w” +a, = (b,w* —b,)coswz —b,wsinwr 356)
a,w’ —a,w=(w’h, —b,)sinwz +b,wcoswr

esitlikleri elde edilir. Denklem sistemindeki esitliklerin her iki tarafin kareleri alinip

toplanirsa,
w —a,w? +a,)% + (a,w* —a,w)? = (b,w? —b,)? + w?b,”
esitligi elde edilmis olur. Bu denklemde;

p=a,” —2a, =4u*

q=a, +2a, —2a,a, —b,” =6u" —b,’b,,’

u=a,’ —2a,a, + 2bb, —b,®> =4u° +2u%b,b,,(~b,;b,, —b,,b,,)
v=a,’ —b,> = u*(u* - (b, b,, —b,,b,,)?)

ve w? =z olarak alinirsa denklem,
4 3 2 _
2"+ pz°+qz°+uz+v=0 (3.7)
sekline doniisiir.

h(z)=z* + pz® +qz° +uz +v=0
h'(z)=4z° +3pz* +2gz +u
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olarak isimlendirilir. Burada,
i'LLL h(z) = yglh (2) =0
ve
h(0)=a,” —b,” = p* (u* — (b,,b,, —by,0,,)?).

Yardimar teorem 3.3: Kabul edelim ki b,,* +b,,b,, > 11® ya da b, +b,b, <—u? ve

b, =-b,, olsun.
Bu durumda v=h(0)<0.

lim h(z) = ve v<0 oldugundan (3.5) denkleminin en az bir tane pozitif kokii vardir.

Z—>o

(3.6) sisteminden,

(ash, —b)w,” + (a,b, —ab, —ab,)w,” + (a,b, —agh;)w,
bzwk6 + (aSbl - azbz - bo)Wk4 + (azbo - aobz - albl)sz - aobo
ZlublleZWks + 4,U3(b11b22 + b12b21)Wk3 +2u° (byb,, — 20,y )W,
by, W, + 127 (Byyb,, + 10, )W, * =312 (by,b,, + 20,0, )W, * — 12° (by;b,, —by,b,,)
s=0,£112,...

tanw, 7 =

tanw, 7z = +2sr,

21, W, + 4425 (Db, +byoby )W, +244° (by by, — 20,0, )W,
bllbzzwk6 + /12 (by by, + blzbzl)wk4 -3u* (byiby, + Zblzbzl)wk2 - /16 (byb,, —by,0,,)
r = i[arctan[ Gzﬂbllbzzwk5 + 4% (byby, + by, )W, +242° (byyb,, — 2b,0,)W,

S Wy by by, W~ + u (byb,, + b12b21)Wk4 -3u’ (byb,, + 2b12b21)Wk2 -’ (byb,, —b;,0,,)

w, 7, = arctan[ 1+2s7

1+ 2s7

olarak bulunmus olur.
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Yardimc1 Teorem 3.4: (3.5) denklemi i¢in =7, ve k=0,1,2... iken denge noktasinda

asagidaki transversality sart1 saglanir.

dA(z,)
dr

Re =0

ispat: F(1)=(4+ ,U)4 +[(A+ ,U)Z by,0,, — blzbzyuz]e%r =0

F(2) =4+,

F,(1)=(A+ /U)z b,,b,, — b12b211u2

olarak adlandirilirsa,
F(2)=F (1) +e " F, (1)

seklinde yazilmais olur.

F(A) =F, (1) +e™F,(1) =0 denkleminin 7’ ya gére tiirevi alinir ve bu esitlikten 3—/1
T

cekilirse

di_ AF,(A)
dz F (A)+F (1) -, (A)e”

esitligi bulunur. Bulunan bu esitlik kullanilarak ve 4 =iw yazilarak;

(d_/i),l _ R RW n 1 2w+ pmbbyy 4
dr’ [, AR AR'(D) A W (iw+p)’byb,, +bfu? W
(d_l),l _ (2w? —2u% —AALP) +i(—4wp) |
do” | (—WPu?A=3w’u® +wh) +i(we® + WAL’ — 3w i)
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Payda eslenigi ile ¢arpilir ve reel kismi alinirsa

2w + W2 12 (2w (- 3A) + 24° (L +5A) + 4A2 47)

Re((j—/1)’1 = >0
dr” |, (we* + Awg® = 3w’ ) + (-WPu® A=3w? u® +w*)?
L-3A=1-32u _3_3(Pa) g
b22 b22

oldugu goriilmektedir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Bu teoremin ispatiyla ayn1 zamanda ¢atallanmanin da biitiin kosullar1 saglanmais olur.

Teorem 3.5: (1) sistemi i¢in,
i. Eger 7€[0,7,) isesistemin denge noktasi asimptotik kararlidir.
ii. Eger r>r, isesistemin denge noktas: kararsizdir.

iii. Eger r=71,(k=0,12.) ise sistemin denge noktasinda Hopf c¢atallanma

meydana gelir.

3.2. Hopf Catallanmanin Yonii Ve Kararhlik Analizi

Bu boliimde, Hopf catallanmanin yonii ve (3.3) denkleminin ¢atallanmis periyodik
¢oztimlerinin kararlilig1 analiz edilecektir. Bu yaklagimlar i¢in Center Manifold Teoremi

kullanilacaktir.

Gegen Dboliimden T=Tk(i) (3.1) denkleminin Hopf c¢atallanma noktalaridir.

" =7, =min_,_,{r,”} olarak alalm. Kolaylik agisindan, 7" =27," =2(r, +a)
olarak alalim. O<a= 71* —17,, (3.1) denkleminin Hopf c¢atallanma parametresidir.

C=C([-z,,0],c*) olmak iizere X, = (X, (£), X, (t), X, (t), X, (1)) ve X, (8) = x(t + ) eC.

(3.1) denkleminde a=0 noktasinda Hopf catallanma meydana gelir. Diger taraftan (3.2)
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denklemi asagidaki forma doniistiiriilebilir:

X' =L, (x)+ f(a,x) (3.8)

L, (x,)=—Bg(0) - B,¢(-7, )

ve
a, f," f," f,® ©
11211 (012(_1'0_3-)‘|'_a12212 (032(0) +_311611 ¢13(_T0_a)+—3-1222 9°(0)
a, f," a,,f," a,, f,,° a,,f,,"
fap)=| 222 (0) 4 22 2 gy )+ 28 B2 (0)+ P2 2, - )
2 2 6 6
0
0

Burada, ¢(6) = (¢,(6), ¢,(0), ¢,(6), ¢,(0))" €C ve

# 0 —-b, O —b,e™ 0 0 0

0 -b,e™ 0 0
B= uo 0 2| ve B, = 0 22 .

0 0 u 0 - 00

0 0 O u e 0 00

Riesz Gosterim Teoremine gore Oe(—r ,0) icin elemanlar1 smirh degisimli bir

n(6,a) matris fonksiyonu vardir dyle ki;

0
L= j dn(0,a)e(0), p<C. (3.9)
Burada
-B 6=0,
6,a)= * *
n(0,a) {_ Bo(@+1,) Oel[-r, ,0]

(3.10)
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olarak alinmistir. & Dirac fonksiyonu olmak iizere ;

0 =0,
6(0) =
1 9=0 (3.11)
olarak tanimlanir. ¢ € C igin,
d_(p e [—Tl* 0],
A,p(0) =1 d¢
j .dn(s, a)p(s) =0
e (3.12)
ve
Ra(p(e):{o 6 c[-7,0],
f(a, ¢) 0=0 (3.13)
formunda tanimlanir.
(3.2) denklemi asagidaki gibi yeniden yazilabilir:
X = A, (%) + R, (%) (3.14)

weC™,C" =C([0, z'l*], ¢*) olmak iizere 9 eC ve w € C’ igin A operatdriiniin adjoint
operatoru:

dy se(0,7,)
Ap(s)=1 0 7

[ sow(-s)  s=0
(3.15)

ile verilir.
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Yardimci Teorem 3.2.1: A(0) ve A" adjoint operatérlerdir.

Ispat: ¢GC1([—1,0],R2) ve l//GCl([—l,O],(R3)*) iken (4.4), A@) ve A"’m

tanimindan
(w(s), AQ)H(O)) = (A (s), 4(0))
oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olacaktir.

(w(5), AQ)H(0)) = 7 @A) - [ [ 7~ O)dn(O)AO)()de
=7 (O [ dn()(s) - [ [ 7 - 0)dn©O)()de
=7 [ dn)p(s) - [ 7 - O)dn@ )],

I d"”@ D danoye)

- 7 0dn@0) - [° jj_o(%f]dn(em(f)dg’

. O 0 . —
= A7 OO - [ [ A7~ 0)dn©)4(S)
= (A'y(s),4(0))
esitligi bulunur. Béylece A(0) ve A"’in adjoint operatorleri oldugu gosterilmis ve

ispat tamamlanmais olur.

Daha sonra yapilacak islemler i¢in bilineer i¢ ¢arpim,;
— 0 6 —T
(W (©).00) =y e~ [ .[ v (&-0)dn@)p(&)ds (3.16)

seklinde tanimlanir.

Ayrica £iwz, , A ve A" ’m 6zdegerleridir. A(0)'m A=iwr, Szdegerine karsilik gelen
Szvektorii q(0) dir. A”’m A =—iWr, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii q (S) dir.
Yani;

Aq(d)=iwz,q(d) ve A'q (s)=—-iwz,q (s) dir.
O halde q(8)=( a, B,7)"e"™’ olarak secer ve A(0)q(0) =iwz,q(0) esitliginde A(0)

ve q(0) degerleri yerlerine yazilirsa;
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b,e™ — u—iw 0
0 b,e ™ — u—iw
0 lLle_iWT

Buradan

iwzr

a :bi((y+iw)e

22
po H baste™
by, by, (e +iw)?
_ e
L+ 1w

degerleri elde edilir.
q'(s)=D@a", B,y ) e™ ve A(0)

denkleminde yerine yazarsak

0
— 1 —1w

b,, 4
L+

0 1 0
b,, al |0
0 Bl |0
—u—iw| 7 0

degerlerini A" (0)q(0) =—iwz, q(0)

U

b,e™ — u+iw 0
0 b,e ™ — u+iw
Tk
b, 0
0 b,,
esitliginden;
a” :i((ﬂ_iw)zeiwr _ by, (4 —iw)
by H
. b,
H—iw
. bya’
U—1w

degerleri elde edilir.
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<q*(¢9), q(9)> =1 oldugundan ve bilineer i¢ ¢arpimin tanim1 kullanilarak;

(a©).90)=a @O - [.['a” (£ -0)dn@.0a(&)d

=D f @ p) - [ [Da By )e ™ Ydn0,0k a f.7) e ds

=Da’ By e py) [ .Dla’, f )& dnO.0)La B.7)
= 5(1’ a*’ ﬁ*i 7*)(1’ o, ﬂ’ 7/)T - 5(11 OC*, ﬂ*’ 7/*)(_71*)(_81)(1’ aq, ﬂ’ 7/)T
= 5((1"' aa’ + BB +yy") - (e_iwrfl* (b, + aa*bzz + a?ﬂ + 77/1)»

D=(+aa + B8 +7")— (€™ (b, +aa'b, +af u+y u))*

hesaplanmus olur.

a=0 iken Center Manifoldu tanimlamak i¢in 6nce koordinatlar hesaplanmalidir. Bunun
i¢in;

z=(q", %) ve W(t,0) =x,(9) - 2Re{z(t)a(6)} (3.17)

esitliklerini tanimlayalim. Center Manifoldunun lokal kordinatlart igin;

—2
- z° - Z z°
W (z(t), z(t), 8) =W, (€) — + W, (0)2Z + W, () — +W,, (0) — + ...
2 2 6 (3.18)
esitligi tanimlansin.
R(a)’nin tanimindan ve A ve A”’1mn adjoint operatorler olusundan;
Z(t)=(a" X (©) = (A " %)+ 0 (R, (0, %,)
—iw,X(t) + 4" (OR, (0,W (2, 2) + 2Re{zq(O)})
=iw, X(t) +q" ()R, (z, z) (3.19)

~iw,X(t) + g(z, 2)

Burada

2 2 3 2

— z — z YA YAy
9(z,2) = 920(0)7 +0,(0)zz + 902(9)7 + 930(«9)3 + 921(0)7 +..  (3.20)
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X, = (X (0), X50 (6), X5 (6), X (8)) =W (1, 0) + 20(6) + 20(6) ve q(0)=(La,B.y) e™’

esitlikleri kullanilarak
-2

_ 72 B .
Xy (0) = fiz + oz + W20(3) (0) 2 * W11(3) (0)zz + Woz(S) (0) 2 + ..

—2

_ 2 _
X4 (0) = 7z + 7z + W, (0) Z? +w,,“ (0)zz +w, " (0) Z? ¥

—2

2
. - z - z
X, (—7,) = z& ™% 4+ ze™0% 4w, Y (—To)? + Wy, (=74)22 + W,V (—7,) ot

—2

2
i — iw @ z @ - @ z
Xo (—70) = 028" + aze™" + W, (—ro)7 + Wy, (=74)2Z + Wy, (—ro)? +...
ifadeleri yazilir. Bu esitliklerde &, =@ olarak almnirsa;

9(2.2)=q (OR,(2,2)

Do f )| e Oy ), BT 0)

g " @® ® a g
o Oy e By B Do) Bale B3 B

39



olarak ifade edilirse

-2

-. D i - 2° - z
9(z,2) = > b, ® (ze ™ + ze™ 4w,V (—ro)? +w,, @ (-7,)zz + wp,” (—10)7 +.)% +

—2

D . - z? - z

—b,, P (ze™" + ze™ +w,,® (-7,) St w,,® (-7,)z2z + w,p,"” (—10)7 +.)° +
— —2

D b @ - @ 2 @) (o3 @) /e Z 2

E o (BL+ PL+ Wy, (0)?+W11 (0)2z + wy, (0)7"‘) +

— —2

D _ 72 _ -
Eblz(s) (Br+ pr+ Wzo(S) (0) 7 + Wll(s) 0)zz + W02(3) 0) 7 + )3 +

(2 52

_ — 2 -
De, 2; (z+yz+ W20(4) (0) % + W11(4) (0)zz + W02(4) (0) Z? +o) +

(©) 52

JR— —_ 2 -
Day == (2+ 72 + Wy, (0) % +w, @ (0)zz +wy, (0) % +.)0

—2

(2) 2
A - z
@ (_To)? + W11(2) (-70)z2 + W02(2) (_To)? +.)% +

Da, 222 (aze™" + aze™™ +w,,

® -,

2
= e z - z
De, 22 (aze ™™ + aze™™ +w,,” (-7,) S+ w,,? (-7,)22 + w,,? (~7,) S )°

-2
2 3 2
z

YA - Z z Z
= 920(9)?"‘ 0,,(0)zz + 902(9)?"‘ gso@)?"‘ 921(‘9)7"'---

Bu esitlik kullanilarak;

U, (0) = B(bll(z)e_mw"r" + blz(z)ﬁz + 0{1b21(2)7/2 + 0(1b22(2)a2e—2iw070 )
0.1(0)= Db, +b,” 57 + a0, 777 + a7

00,(0) = D(b,, Ve +b,,"” B+ a,h,,? P a,h,,”? o e2ven)

9,,(0) = D(b,,? (€™ w,," (-7, ) + 28 ™o w,, (=7,)) + b, Te ") +

Db, (Woe® (0)8 + 280, (0)) + b, 82 B) + o, D(0,,® (W, (0) + 27, (@) + b, 77 7) +

ala(bzz(Z) (ae iWy7o WZO(Z) (_TO) + Zae—iwor0 Wll(2) (_To )) n b22(3)a2 Ee,iwofo )

degerleri elde edilmis olur.
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0020 950,95, Ve 0,,’i hesaplamak igin W,, ve W,,’i hesaplamamiz gerekir. (3.17)
denklemi kullanilarak
W (t,0) = X, (0) — 2Re{2(t)q(0)}
= (AX, + Rx,) — 2Re([iw, z(t) + mRO (z,2)]q(9))
= A[w(t,0) + 2Re{z(t)q@)}] + Rx, — 2 Re(iw,z(t)q(0)) — 2 Re(mR0 (z,2)q(0))
= Aw(t,0) + 2Re(z(t)Aq(0)) + Rx, — 2Re(iw,z(t)q(d)) — 2 Re(mRO (z,2)q(9))
= Aw(t,0) + 2Re(z(t)iw,q(F)) + Rx, — 2Re(iw,z(t)q(8)) — 2 Re(mR0 (z,2)q(0))
W (t,0) = Aw(t,8) - 2Re(q” (0)R, (2, 2)q(O))RX,

W xrq- T _{ AW -2Re{d ORA@O}.  0<l-5 0]
AW —2Re{q" (O)R,q(O)}+R, 6=0 (3.21)

def

— AW +H(z,2,0)

esitligi elde edilir. Burada;

-2

- z? - z z°
H(z,2)=H,,(0) —+H(0)z2 + H,(0) — + H;,(0) — +
2 2 6 (3.22)

olmak iizere
W = AW +H(z,7,6)
AW -W =—H(z,,6) (3:23)
H(z z,60) = —2Re{q" (O)R, (z, 2)q(6)}

H(2.2,6) = -[4"(0R; (2.2)4(6) + 4 (OR, (2.2)q(6)]
=-{9(2,2)4(60) + 9(2,2)(0)]

-2 —2
z° z z?
=-[q(0)(9, — "'91122"'902 5 )"‘q(e)(gzo +91122+902?+ 2 (3.24)

2 =2

= [(4(6)g,0 + a(e)éoz)% ~(4(0)9:; +(0)5.,) 22— (A(0) gy + a(e)azo)% —ymt]

(3.22) ve (3.23) denklemleri karsilastirilirsa;
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H . =—(a(0)g,, +a(8)9,,)
Hy = _(q(e)gll + q(e)gll)
Ho, =—(a(0)g,, +a(0)9,)

esitlikleri elde edilir.

W(t,0) fonksiyonunun tanimi kullanilarak

W=w,2+Ww.Z
esitliginde

. - z?
W, =W,,(0)z +w,,(0)z +W30(9)?+...

Wy = W4 (0)Z + Wy (0)Z + ...
degerleri yerine yazilirsa,

W = W, (0)22 + Wy, (0)(2Z + 22) + Wo, (0) ZZ + ...

=W,,(@)z(iwz + 9(z,Z) +w,,(@)[Z(iwz + 9(z, Z)) + z(—iwZ + §(z, Z)))]
+ Wy, (@)Z(—IWZ + §(z,2)) +...= §2iwwzo(¢9) +...

Wi ve Hj katsayilar1 arasinda bir iliski kurabilmek icin (3.23) esitliginin sol tarafi

hesaplanir:

2 2 3

Aw(t, ) = szo(t,e)% AW, (L, 0)7Z + szo(t,e)z7 ; AWSO(t,H)% o

2

AW(E, 6) — W = (A— 2iw)w,y (t, 9)% - AW, (t,0)2Z + ...

(A-2W)w,,(0) =—H,,(0) (3.25)

AW11(‘9) = _H11(‘9) (3-26)
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seklinde esitlenebilir. (3.25) ve (3.26) esitlikleri kullanilarak wij(0) katsayilar
hesaplanabilir:

) W20(0) Katsayisinin Hesaplanmasi:

(3.25) esitligi kullanilarak,

(A= 2w, )o(6) = G(0) G0+ T(6) Ty

Vo = 2o, = G(6) 050 +(0) G,

(W ™)'= € (Q(0) Uy + T (6)Ty)

W " = [ (9,00(0)e ™" + T, q(0)e *")do

= 920(1’a’ﬂ’7/)-r e_iWQ _ D(].,Ol*aﬂ*a?/*)T goze_giwg + K
—iw 3iw !

— igzo(l,a,ﬂ,)/)T eiW@ + igozD(l,O,’*,ﬂ*,}/*)T e—iwa

2iwg 0
W,, = o
20 w 3w

+Ke

_ig50(0)"™” | iG0(0) -iwo

W, = + K g2M? 3.27
20 WO 3W0 1 ( )

i) W;1(0) Katsayisimin Hesaplanmasi:
(3.26) esitliginden,;
AW11(9) = q(e)gll + q(@) gll
W11 = Q(9)911 + ﬁ(@) GM

= (1’ a’ﬁv 7)T eiWHgll + gll(]'!a*’ﬁ*’}/*)T e—iw9
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w0 = b ) € s e Y e

(106ﬁ7)T 'W9+911 Lo 5y ) e™

- —'g’iqm)e‘w . ﬂa(om-w +K,
Wo Wo (3.28)
olarak hesaplanmis olur. K, =(Ki(l),Ki(z),Ki(3),Ki(4))eR4,i=1,2. Wy ve Wiqs'i
hesaplamak i¢in K, ve K, sabitlerinin bilinmesi gerekir. €=0 igin

9:00(0) _ i5,,0(0)

W20(0)= K1 ( 3 .
w, 3w,

W, (0) = - 91 g0+ D g0y + K, (3.
WO WO

degerleri elde edilir.

K, ve K, degerleri hesaplanmalidir. A’nin tanimindan ve (3.25) ile (3.26)’dan

0
[ dn(6)W,0(6) = 2iw 7, W, (0) — H,4(0) (3.31)
ve
0
[dn(@)W.,(6) =—H., (0) (3.32)
denklemleri bulunur.
bPe ™" + b HE
= by +abPate ™ | | HEP
Hioo(6) = ~0:0(0) - Go0(0) 4 417 741 =l 0| 633
20
0 HY
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ve

b121 + blZZﬂﬁ Hl(]i)
—— |abiy+abiaa| |H?
H,,(0)=-0,,0(0) - 9,,q(0) +| 27 "I = Hlé) (3.34)
11
0 H
seklinde yazilir.
(3.31) ve (3.33)’den
0 .
iwz, | — je'w’kedn(e) q(0)=0
0 -
—iwr, | - je—””k@dn(e) q(0)=0
yardimi ile
0 -
2iwz, | - [e“dn(0) K, = H,,(0) (3.35)
yani
2iW—A—p+b e ™™ 0 | by, 0 HY
0 2iw— A — u+b, e 0 b,, « | H IR
—iwr, . 1=
Q L 2iw— A — i 0 HO
e 0 0 2iw—A—u H

elde edilir. Burada
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2iw— A4 - H+ blle—ier 0 b12 0

0 22— p+bye™ 0 by |_g
0 e 2w — A - u 0
e 0 0 2iw - A — u
olarak adlandirilip sistem ¢oziildiigiinde
Hzo 0 by, 0
o _ L1 |HE 2w-2-pu+bye™ 0 b,,
' detG| H é?)) lue_iWTk 2iW — A — p 0
H o 0 0 2iw - A—
2iw—A—pu+be™ HY by, 0
K@ =1 0 HE 0 b,y
' detG 0 HY 2iw-2-u 0
/Je_lwrk Hz(g) 0 2iW—l—,u
2iw— A — pu+b e 0 | H 0
ko __1 0 2W—A—pu+be ™ HP b,
to —iwry
detG 0 L H® 0
lue—lwrk 0 H ég) 2w — A — p
2W— A — g1+ blle_iwrk 0 _ by, H g))
@__1 0 2iW— A — s +b, e 0 HO
- 06 0 e 2wy HY
lue—iwrk 0 0 Hég)

olarak bulunur. Benzer sekilde (3.28), (3.32) ve (3.34) denklemleri kullanilarak
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—A—pu+b g™ 0 by, 0
0 —A—p+b, e 0 b,,
0 ﬂe—iwrk _ ﬂ, _ /,[ O
ﬂefiWTk O 0 _ /I _ /l
elde edilir. Burada
—A—pu+b ™ 0 by, 0
0 — A=+ e 0 b,,
0 e ~A-u 0
e 0 0 —-A-u
olarak adlandirilir ve sistem ¢oOziiliirse
HY 0 | b,, 0
koL |HY —A-psbue™ 0 b,

2 detM|H® L —A-u 0
H 0 0 ~A-pu
~A-p+be™ HY® b, 0

@_ 1 0 HY 0 b,,

2 detM 0 HO® —A1-u4 0

e HY 0 —A-u
—A—p+b e 0 HY
KO — 1 0 _ﬂ_ﬂ+_bzze_lwrk H

2" detM 0 e HY

ﬂe_iwrk O Hl(f_)
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—A- M+ blleiiwrk 0 b12 Hl(i)

w_ 1 0 — A= g+ e™ 0 H/2
2 T detM 0 e —A-u HY
e 0 0 HY

elde edilmis olur. Bdylece Center Manifold’da 7, kritik degerindeki c¢atallanan

periyodik ¢6ziimlerin gatallanma katsayilari

i 1 1
¢,(0) :m(gzogn - 2|911|2 _§|902|2) + E J2:
0

_ Re{c(0)}
M T T ReA (o)}

T, == (e, O} + s 12 ()}

v, = 2Re{c, (0)},

seklinde hesaplanir. Dolayisiyla Hopf catallanmanin yonii, kararliligi ve periyodu ile

ilgili agsagidaki genel teorem elde edilmis olur:

Teorem 3.2.2: Hopf gatallanmanin yoniinii belirleyen g, igin; eger 4, >0 ise
T>7, icin ¢atallanan periyodik ¢6ziim vardir ve Hopf catallanma siiperkritiktir,
U, <0 ise 7<7, icin ¢atallanan periyodik ¢6ziim vardir ve Hopf ¢atallanma
subkritiktir. Catallanan periyodik ¢oziimiin kararlihgini belirleyen f, igin; £, <0
ise catallanan periyodik ¢oziim kararli, [, >0 ise kararsizdir. Catallanan ¢6ziimiin

periyodunu ifade eden T, igin; T, <O iken periyotartar, T, >0 iken periyot azalr.
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“Bifurcation Theory” erisim adresi:

http://en.wikipedia.org/wiki/Bifurcation theory

“Center Manifold Teoremi” erisim adresi:

http://en.wikipedia.org/wiki/Center Manifold

“Delay Diferential Equation” erisim adresi:

http://en.wikipedia.org/wiki/Delay diferential equation
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