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OZET

BIR TUMOR-BAGISIKLIK MODELI ICIN HOPF CATALLANMA VE KARARLILIK
ANALIZi

Veysel Kiling

Fen Bilimleri Enstitiisii
Uygulamali Matematik

Tez Danismani: Dog¢. Dr. Canan Celik Karaaslanl

Nisan 2014, 42 sayfa

Bu tezde gecikmeli bir tiimor-bagisiklik sisteminin dinamigi incelenmis ve t gecikme
parametresi, catallanma parametresi olarak secilerek kararlilik ve Hopf catallanma analizi
calisilmistir. Ayrica normal form teori ve Center Manifold teoremi kullanilarak kritik T degerinde
catallanan periyodik ¢dziimiin yonii, kararlilig1 ve periyodu elde edilmistir.
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ABSTRACT
DYNAMICAL ANALYSIS OF A TUMOR-UMMIN SYSTEM WITH TIME DELAY

Veysel Kiling

Graduate School of Applied Sciences
Department of Mathematics

Thesis Supervisor: Dog¢. Dr. Canan Celik Karaaslanl
April 2014, 42 pages

In this thesis, the dynamics of a delayed tumor-immune system is investigated and by
choosing time delay t as bifurcating parameter, the stability and Hopf bifurcation
analysis are studied. Moreover, by using normal form theory and center manifold
theorem, the direction, stability and the period of the bifurcating periodic solution at

critical values t are obtained.

Keywords: Tumor-immune system, Delayed differential equation, Hopf bifurcation,
Stability.
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1. GIRIS

1.1 TUMOR-BAGISIKLIK MODELI

Viriislerin tiimor hiicrelerini 61ldiirmek iizere kullanilabilecegine iliskin eski hipotez, son
20 yilda yaygin bir bigimde yeniden ¢aligilmistir. Onkolitik viriisler pek ¢ok calismada
tespit edilmistir. Kanser hiicrelerini etkileyen ve cogaltan ancak saglikli hiicreleri
etkilemeyen viriisler onkolitik viriis islevi gorebilirler. Ideal bir durumda kanserli
hastaya onkolitik viriisler asilandiginda veya dogrudan tiimore enjekte edildiginde
bunlar tiimoriin etrafin1 sarar ve tiimor hiicrelerinin yapisini bozar. Tiimor hiicrelerine
giren virlisler ¢cogalir. Yapist bozulmus tiimorlii hiicrenin erimesi sonucunda yeni bir
virlis grubu ortaya ¢ikar ve komsu timorlii hiicrelerin yapisini bozar. On dokuzuncu
ylizyillin basindan itibaren tiim tiimorlii hiicrelerin yapisinin bozulacagi ve tiimoriin
temizlenecegi hipotezi savunulmustur. Ne var ki ¢ogu durumda viral enfeksiyon
bagisiklik sistemi tarafindan durdurulmus ve tiimor gelisimi tizerinde herhangi bir etki
yaratamamistir. Yeni ters genetik teknolojisi tiimor secici virtisler olusturmak iizere yeni
yontemler gelistirmis ve onkolitik viriislerin  molekiiler viral sitotoksisite
mekanizmasinin kanserli hastalar i¢in harika bir tedavi yontemi olusturabilecegine
iliskin savda 6nemli gelismeler kaydedilmesini saglamistir. Ne var ki, bu onkolitik
viriislerin tedavi edici 6zellikleri heniiz tamamiyla kabul edilmemistir.

Timor viroterapinin etkinligini etkileyen ¢ok sayida faktor bulunmaktadir. Baslica
faktorler arasinda hiicre i¢i yasam dongiisii ve tiimoOrli hiicreler i¢indeki viral
replikasyon, viral lokalizasyon ya da timor i¢indeki hiicre dagilimi ve viral
enfeksiyonun sebep oldugu bagisiklik sistemi tepkileri yer almaktadir. Hayvanlarda
yapilan pek ¢ok deney ve 1. asama klinik denemeler bu faktorleri incelemek iizere
gergeklestirilmistir. Ornegin, deneysel olarak yiiksek miktarda hiicre i¢i viral yasam
dongiisti tespit edilmistir. Viriisler hiicrenin icine girdiklerinde hiicresel proteinleri
hedef alan bir dizi gen {iriinii ortaya c¢ikarir ve apoptozun engellenmesi ya da hiicre
dongiisti girdisine sebep olunmas1 gibi c¢esitli hiicresel siiregleri modiile eder. Bu da
viral replikasyonu ve nihayetinde hiicre erimesine ve viral {irlinlerin serbest
birakilmasina sebep olan viral proteinlerin liretimine sebep olur. Her bir adim c¢esitli
molekiil gruplar1 tarafindan gergeklestirilir ve her bir adimm tamamlanmasi i¢in belli bir

stireye ihtiya¢ vardwr. Ne var ki viroterapinin etkinligine iliskin tahmin edilebilir



faktorlerin tespit edilmesi i¢in viral kinetigin entegre ve nicel bir sekilde anlagiimasi
gerekmektedir. Boyle bir anlayis olmadan, klinik c¢alismalarin ¢ogu deneme ve
yanilmadan ibaret olacaktir. Bu baglamda matematiksel modelleme olasi tiim sonuglar1
iceren bir yelpazeye sahip olmamizi ve tedavileri optimize etmek i¢in gerekli mantigi
saglayabilir. Matematiksel modeller araciligiyla viral dinamigini anlamak ve karakterize
etmek iizere bir¢ok girisimde bulunulmustur. Bu calismalar dogalar1 itibariyle
cogunlukla nitel simiilasyonlar olup viral ve kiime parametrelerindeki degisimin
tedavinin sonuglarmi nasil etkileyecegini incelemektedir. Viroterapinin sonuglari
virtisler ve tiimorli hiicreler arasindaki etkilesimlere karmasik bir bicimde baghdir.

Viroterapinin dinamiklerine iliskin daha net bir resme ihtiya¢ bulunmaktadir.

1.2 GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLERE GENEL BiR BAKIS

Gecikmeli diferansiyel denklem sistemleri, bilimin birgok alaninda 6nemli bir yere
sahiptir. Mevcut sistemin herhangi bir girdi veya uyariya cevabi genellikle hemen
olmaz, biraz gecikmeli olur. Biyoloji, tip, kimya, fizik, matematik, miithendislik ve
ekonomi gibi hem dogal hem de insan eli ile olusturulmus bircok siire¢, zaman
gecikmesi igerdiginden, gecikmeli diferansiyel denklem teorisi giindeme gelmistir.
Zaman gecikmesine dogadan verilebilecek en giizel o6rnek ormanlik alanlarin
agaclandirilmasidir. Bir aga¢ kesildikten sonra yerine dikilen agacin olgunluga erigsmesi
yirmi yil gibi bir siirede gerg¢eklesmektedir veya hasta olan bir insana tedavisi i¢in
verilen ilacin etkisini hemen gostermemesi gibi 6rnekler verilebilir. Bu siireci inceleyen

herhangi bir matematiksel model, zaman gecikmesini icermek zorundadir.

Dinamik sistemlerde kendini tekrar eden siirecler s6z konusudur. Boyle bir durumda
sistem periyodik ¢Oziimlere sahiptir. Periyodik ¢oziimlerin varligini inceleyen teoriler
arasinda en Onemlilerinden biri E. Hopf tarafindan gelistirilmistir. Hopf, parametreye
bagli bir diferansiyel denklemin hangi kosullar altinda periyodik ¢dziimlere sahip

oldugunu incelemis ve Hopf Catallanma Teoremi olarak bilinen teoremi 6ne stirmiistiir.
1.3 LITERATURDE GECiKMELI SISTEMLER

Wodarz ve Komarova 2011 yilinda kiitleler etki yasasina bagl olarak, tiimor hiicresi ve

hastalikl1 timdr hiicresi biiylimesine iligkin asagidaki genel modeli 6ne stirmiistiir:
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sisteminde, x hastaliksiz timor hiicresi sayisini, y ise hastalikli timor hiicresi sayisini
ifade eder. F fonksiyonu, hastaliksiz tiimér hiicrelerinin biiyiime 6zelliklerini ifade eder
ve buna gore, F(0,0) maksimum biiyiime hizina karsilik gelirken, G fonksiyonu ise
tiimOr hiicrelerinin viriisten etkilenme hizini ortaya koyar. Bu iki fonksiyon, modele ne
kadar biyolojik ayrmtinin dahil edildigine bagli olarak cesitli sekiller alir. B katsayisi,
virtisiin hastalikli timorler yoluyla bulasicilik giiciinii temsil eder. Hastalikli tiimorler,
ay hiziyla 6liir. Bu bilgilerin, viroterapinin zamanla sagladig: etkinin tanimlanmasi i¢in
kii¢iiltiilmiis basit bir ¢cer¢eve oldugunun unutulmamasi gerekir. Genel olarak, hastalikl
timor hiicreleri, hastaliksiz tiimor hiicrelerine dogrudan bulagmaz. Ancak hiicre dis1
matrisindeki serbest virlisler timor hiicrelerine bulagabilir. Bu nedenle, yukaridaki

model, agik viriis dinamigine sahip asagidaki modelin diizenlenmis halidir:

dx
x'=—=xF (x,y) - bvg (x,y),
dt
’ dy
y'=—=bvg (x,y) - ay
dt

denkleminde min{k,d} >> F(0,0) Ve  yG (x.y) = b-yg (x, y) olacaktr. Burada
d

vg (x, y) virilisiin hastaliksiz tiimor hiicreleriyle temas hizini1 gdsterir. b virlis bulagsma

katsayisini (hizini), k ise hastalikli bir hiicrenin virlis iiretme hizini, d ise viriisiin 6liim
.. . e . . y . k . .. .
hizini gosterir. Diger bir deyisle, v’nin yukaridaki modelde gegen — y isleminin yerine
d

kullanilmasiyla, virlis dinamiginin genellikle tiimor hiicresinden ¢ok daha hizh

olmasinin avantaji kullanilabilir.

Tipik bir viriis ¢miir dongiisiinde belirli evreler vardir. ilk evre, tutunma evresidir.
Serbest bir viriis, tlimdr hiicresinin belirli bir mesafesi igerisine girdiginde, viriis ile
timoriin reseptor alanlari arasinda kimyasal baglar olusur ve timor hiicresinin yiizeyine
yapisir. Ikinci evre ise, viriis DNA’smin gekirdekten gegerek tiimor hiicresine yerlestigi
penetrasyon evresidir. Viriis, tiimor hiicresine girdiginde, biyosentez evresi baslar.
Viriis, hiicre proteinlerini hedef alan ve ¢esitli hiicresel siirecleri degistiren gen iirlinleri

ortaya ¢ikardigindan, konak¢min protein sentezi durur ve konak¢min transkripsiyon ve



translasyon engellenir. Bu arada virlis, DNA’sin1 kopyalamak ic¢in konak¢mnin
niikleotidlerini; enzim ve proteinlerini sentezlemek i¢in ise konak¢inin ribozomlarini,
enzimlerini ve amino asitlerini kullanir. Olgunlasma evresinde viriis kapsitleri birlesir,
virlis DNA’lar1 baga toplanir ve kuyruk lifleri complex’lere eklenir. Son adim, salgilama
evresidir. Yeni dogmus virlisler tiimor hiicresinden salgilanir ve tiimor hiicresi oliir.
Hiicre i¢i virlis yasam dongiisii, viriisiin tiiriine gore farklilik gosterir ve dakikalarla
giinler arasinda degigir. Viriisin  yasam dongilislinlin  tiim  ayrintilarinin,
komplikasyonlardan kagmmak icin tiimor dinamigiyle ilgilendigimiz bir matematik
modeline dahil edilmesi gerekli degilse de, tiimor viroterapisinde viriisiin hiicre ici
yasan dongiisiiniin ne tiir dinamiklerin baslatabilecegini gérmek ilgi ¢ekici olabilir.
Hiicre i¢i virlis yasam dongiisiiniin baslattigi dinamikleri arastirmanin basit bir yolu,
dongii zamani gecikme parametresini mantikli bir modele dahil etmektir.

Hiicre i¢i virlis yasam donglisii zamanii, virlisiin timor hiicresine tutunmasindan yeni
viriislerin ortaya ¢ikmasina kadar gecen siire olarak tanimlayacagimiz t olarak alalim.
Hastalikli fakat heniiz viriis iiretmeyen timor hiicrelerinin sabit 6liim oranini ise n
olarak alalim. Bu durumda, hastalikli timor hiicrelerinin t — t ile t arasindaki siirede
hayatta kalma olasilig1 e™ olacaktir. (Daha genel bir tabirle, hayatta kalma olasiligi, 0
ve 1 arasmnda artis gostermeyen bir p(t) fonksiyonu ile verilir). Daha basit olmasi
acisindan, hastalikli tiimor hiicrelerinin dogal dliimiiyle virlis salgilamasimi bir araya

getiriyoruz. Bu da sonug olarak asagidaki modeli verir.

dx
— = xF (X, y) - BYG (X, )
dt

d
ﬁ: By(t—7)G (x(t— 7). y(t—r))e " —ay.

1973’te May ,

X(t) = x()[r, —a, x(t-7)—a, y(t)]

y(t) = y(O[-r, +a, x(t) —a,, y(t)]

gecikmeli av-avci sistemini ortaya koymus ve incelemistir. Burada x(t) ve y(t) sirasiyla

av ve avcinin t anindaki popiilasyon yogunluklarmi ifade eder. >0 gecikme



parametresidir. r, >0 av popiilasyonundaki biiylime orani, r, >0 ise avemmn Slim

oranim vermektedir. a, > 0,i, j=12

2008’de Celik,

N N (t) - &P (t)N (t)
dt

dP (t) P((r, -6 P(t-r1)
dt N (t)

stirekli ve gecikmeli diferansiyel denklemini incelemistir. Burada N(t) ve P(t) sirasiyla

av ve avcmin t anindaki popilasyon yogunluklarini ifade eder. r >0 av
popiilasyonunun, r, >0 avcit popiilasyonunun biliylime orani, - ise gecikme

2

parametresidir.

2011°de Celik;

N ) _ r,N (t) — 2P (t)N (t)
dt
dP (t) I 0o |
—= =P, 7—J'F(tfr)P(r)dr|
dt L N(t-7) °, ]

dagilimli gecikmeli av-aver sistemini incelemistir. Burada F(s) fonksiyonu [0, «)
araliginda negatif olmayan sinirli gecikme ¢ekirdegini gostermektedir.

2002“de E.Beretta ve Y. Kuang, 2000“de B.R.Dix, S.J. OCarroll ve 2006“da
A.Friedman ve J.P. Tian timor bagisiklik modellerinde Hopf catallanma yoluyla

periyodik ¢oziimlerin varhigini aragtirmiglardir.

1.4 TEZ CALISMASININ AMACI

Tian ve Kuang’in 2012°de calistigi gecikmeli tiimor-bagisiklik modelinde, sistemin
tamaminda bagisiklik popiilasyonuna - gecikme parametresi eklenirse, asagidaki

gecikmeli timor-bagisiklik sistemi elde edilir.

d
ﬁ: X (1)(1 - X(t) = y(t — 7)) = bx (1) y(t - 7)

(1*)
dy
—=bx(t)y(t —7)e
dt

—ay(t-17)



(1") sisteminde;

x(t) : Ttimor t anidaki popiilasyon yogunlugu,

y(t) : Bagisiklik t anindaki popiilasyon yogunlugudur.

Hiicre i¢i viral yasam dongiisii timor viroterapisinde Onemli bir siiregtir. TuUmor
viroterapisi i¢in kullanilan matematiksel yontemlerin ¢ogunda hiicre i¢i viral yasam
dongiisii kullanilmaktadir. Bu makalede hiicre i¢i yagsam dongiisii kullanilarak yapilan
timor viroterapisine iliskin bir model sunulmakta ve tartisilmaktadir. Model asmti
diferansiyel denklemlere ait dogrusal olmayan bir sistemdir. lging ve zengin dinamik
davranislar sergilemektedir. Hiicre i¢i viral yasam dongiisii arttik¢a iki cesit stabilite
anahtar1 ortaya ¢ikmaktadir. Bunlardan biri enfeksiyonsuz denge soliisyonunda digeri
ise pozitif denge soliisyonunda ortaya ¢ikar. Bu hiicre i¢i yasam dongiisli, daha 6nceki
pek c¢ok caligmada goézlemlenen titresim olaymi da anlamamiza yardimci olabilir.
Onemli klinik implikasyonlardan biri hiicre i¢i yasam dongiisii siiresinin, bir viriisiin
tiirlinlin viroterapi sebebiyle degistirilmesi durumunda modifiye edilmesi gerektigidir,
zira bu sayede hiicre i¢i yasam dongiisiiniin siiresi i¢ denge soliisyonunun stabilitesini

ortadan kaldirabilecek uygun bir aralikta olmas1 saglanir.

Yapilan bu ¢calismada sirasiyla;

i.  Birinci bolimde, ele alinan problem hakkinda genel bilgiler verilmistir. Bu
kapsamda yapilmis olan c¢alismalardan bahsedilmis ve kisaca gecikmeli
diferansiyel denklemlere deginilmistir.

ii. Ikinci bdliimde, tezin temel teorisi olan Hopf Catallanma teorisi detaylica
incelenmistir. {lk olarak, catallanmanim genel tamimi verilmistir, daha sonra fark
denklemleri ve adi diferansiyel denklemler i¢in catallanma tiplerinden, ozel
olarak da Hopf Catallanmadan bahsedilmis ve Center Monifold Teoremi ifade
edilmistir.

iii.  Uglincii boliimde, sistemin denge noktasimin Kararlihgi ve Hopf Catallanmas:
incelenmistir.

iv.  Dordiincii boliimde, Center Monifold Teoremi kullanilarak bu modelde Hopf
Catallanmanimn goriilmesi igin gerekli kosullar verilmis, ¢atallanmanin kararliligi,

tirti, yoni ve periyodu belirlenmistir.



2. CATALLANMA VE HOPF CATALLANMA TEORISI

2.1 CATALLANMA TEORISI

Catallanma, bir sistemde sistemin pozitif denge noktasi etrafinda secilen g¢atallanma
parametresindeki kiiclik degisikligin, sistemin davranigindaki topolojik degisiklige
neden olmasiyla meydana gelir. Catallanma analizi siirekli ve kesikli denklemler ile
modellenen sistemler i¢in incelenir. Catallanma teorisi, diferansiyel denklemlerin
coziimler ailesinin niteliksel ya da topolojik yapisinda meydana gelen degisimlerin
incelenmesidir. Dinamik sistemler incelendiginde, ¢atallanmanin parametre degerindeki

degisim sonucu ortaya ¢iktig1 gozlemlenmistir.
2.1.1 Catallanma Tiirleri
Lokal ve Global olmak iizere iki tiir ¢atallanma vardir.

Lokal Catallanma: Sistemdeki parametrelerin degisimiyle denge noktasinmn, periyodik

yoriingelerin veya invaryant kiimelerin 6zelliklerindeki degisimler analiz edilir.

Global Catallanma: Sistemin invaryant kiimelerinin birbirleriyle veya sistemin denge
noktasiyla cakismasi durumunda ortaya ¢ikar. Bu catallanma tiirii, sistemin denge

noktasinin kararlilik analiziyle tamamen tespit edilemez.
2.1.2 Lokal Catallanma ve Tiirleri

Parametredeki degisimin, denge noktasmin Kkararliligin1 degistirmesiyle lokal

catallanma ortaya ¢ikar. Bu kisimda x,, = f(x,) birinci mertebeden fark

denklemlerinin r parametresine olan bagliligini

Xy = F(X07) (2.1)
ile gosterecegiz ve bu fark denkleminin dinamigi gbéz Oniine alinacaktir. Denge
noktalarinm - baglihgini ise x(r) ile ifade edilecektir. Fark denklemlerinin davranisi
r degistikge degismektedir. Davranisin degistigi bu - degerlerine "catallanma degeri"
ve bu (r,x(z)) noktalar: ise "¢atallanma noktasi" olarak adlandirilir.

(2.1) ile verilen fark denklemi i¢in olusabilecek catallanma tipleri f'(x (7)) = +1

denklemi ile belirlenmektedir. Bu denklemler icin dort farkli tipte catallanma s6z



konusudur. Ozetle lokal ¢atallanma tiirleri,

a) Fold (saddle node, tangant) catallanma,
b) Tiwmik (pitchfork) catallanma,

c) Transkritik (transcritical) ¢atallanma,
d) Flip (period-doubling) ¢atallanma,

e) Hopf catallanmadir.

2.1.2.1 Fold catallanma
Kritik ¢atallanma degeri gecilirken biri kararli digeri kararsiz olmak tizere iki denge
noktas: kaybolur.

Sekil 2.1: Fold catallanma

2.1.2.2 Tirmik ¢atallanma

Kritik ¢atallanma degeri gegilirken, bir kararsiz denge noktas: tarafindan ayrilan iki
kararl denge noktasi olmak {izere ii¢ denge noktasi meydana gelir. Bu tip gatallanmaya
"stiperkritik tirmik catallanma" denir. Bunun tam tersine, yani bir kararli denge noktasi
tarafindan ayrilan iki kararsiz denge noktasi meydana geliyor ise bu tip ¢atallanmaya da

"subkritik tirmik ¢atallanma” denir.



Sekil 2.2: Tirmik ¢atallanma

2.1.2.3 Transkritik catallanma

Bu c¢atallanma tiirinde bir kararli bir kararsiz iki denge noktasi, gatallanma parametresi
gegilirken kararlihk yapilarini degistirirler. Yani, kararli olan kararsiz, kararsiz olan
kararl hale gelir.

Sekil 2.3: Transkritik ¢atallanma

0)




2.1.2.4 Flip catallanma

Kritik gatallanma degeri gecilirken, kararli denge noktas: kararsiz olur ve kararli 2-devir
ortaya ¢ikar. Bu tipine "stiperkritik flip catallanma" denir. Tam tersine ise yani ortaya

¢ikan 2-devir kararsiz ise de "subkritik flip ¢atallanma" adini alir.

Sekil 2.4: Flip catallanma

x(r)

2.1.2.5 Hopf catallanma

Iki veya daha fazla birinci mertebeden diferansiyel denklem igeren sistemlerde meydana
gelen catallanma tiirtine "Hopf Catallanma" denir. Ayn1 zamanda, Fransiz matematikg¢i
Jules Henri Poincare (1854-1912), Rus matematik¢i Alexander A. Andrnov (1901-
1952) ve Alman matematik¢i Heinz Hopf (1894-1971)’un bu teoriyi gelistirmek igin

yaptiklar1 katkilardan dolay: Poincare-Andronov-Hopf ¢atallanma olarak da anilir.

2.2 HOPF CATALLANMA

2.2.1 Hopf CatallanmaTeoremi

f ve g , r catallanma parametresine bagl fonksiyonlar olmak tizere
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ot (2.3)

diferansiyel denklem sistemi ele alindiginda kabul edilsin ki  (x(z), y(z)) (2.3)
sisteminin denge noktasi ve «(7)+ig (), bu denge noktasinda hesaplanan Jakobian
matrisin 6zdegerleri olsun. Ayrica «(r )=0 olmak lizere kararlihk yapisindaki
degisim ¢ = 7 da meydana gelsin.

(2.3) diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimlerin varligint saglayabilmesi igin ilk
once sirf sanal 6zdegere sahip olacak sekilde denge noktasi orijin ve  parametresi

" =0 olacak sekilde degisken degistirmeleri yapilarak

d_X: a11(7)x+a12(7)y+ fl(x-}’,T)

N (2.4)
dy

= a21(f)x+azz(f)y+gl(X,y,r)

dt

sistemine doniistiiriilir. Hopf Catallanma Teoremi olarak bilinen bu teorem, (2.3)

diferansiyel denklem sistemi i¢in asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 2.1: (Hopf Catallanma Teoremi):

(2.4) sistemindeki f, ve g, fonksiyonlar1 x Ve y degiskenlerine gore iiciinci

mertebeden siirekli tiirevlere sahip olmak iizere yeteri kadar kiigiik |r

’lar igin (2.4)

denkleminin bir denge noktasi ve

J(T): [621(2') ay, (7)]

matrisinin sistemin Jakobian matrisi oldugu kabul edilsin. Ayrica «(0)=0,w(0)=0 Ve
de| +0 olmakiizere a(r)xiw(r) , J(r) Jakobian matrisinin 6zdegerleri olsun bu

takdirde R* wuzaymda orijini kapsayan herhangi U agik kiimesinde <, >0 ig¢in

0

|| <7, degerivardir yleki (2.4) diferansiyel denklemi - =, igin U'da periyodik

¢Oziimlere sahiptir (periyot yaklagik olarak 1 ~ 2=.).
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2.2.2 Hopf Catallanma Tiirleri

Hopf Catallanma Teoremi ¢ =, igin periyodik ¢oziimlerin varlig: adina yeterli olan

kosullar1 vermektedir. - c¢atallanma parametresi, r, ise ¢atallanma degeridir. Sistemin

k
parametresinin  degeri degisirken sistemin dinamigi kararl1 spiralden merkeze,

merkezden de kararsiz spirale doniisiir. Buna gore iki tiir Hopf ¢atallanma goriiliir.
2.2.2.1 Siiperkritik Hopf Catallanma

Sistemin kararl: denge noktas: asimptotik olarak kararh bir limit dongiisiine doniisiirse

olusan ¢atallanmaya denir.
2.2.2.2 Subkritik Hopf Catallanma

Sistemin kararli denge noktas: kararsiz bir limit dongiisiine doniisiirse olusan

catallanmaya denir.

2.2.3 Hopf Catallanma Teorisi

f diizgiin bir fonksiyon, - c¢atallanma parametresive x ¢ R" olmak iizere

%= f(x7) (2.5)
otonom adi diferansiyel denklem sistemi ele alinsin. Bu boliimde yukaridaki gecikmeli
sistem i¢in Hopf catallanmanin hangi kosullar altinda ortaya ¢iktigi, catallanmanin

yonii, periyodik ¢Oziimlerinin periyodu ve bu ¢Oziimlerin kararlilik yapisi

incelenecektir.

1) Kapali fonksiyon teoreminden 1 =0 Jakobian matrisin 6zdegeri olmadigindan,
yeteri kadar kiiciik |1| i¢in orijinin bir komsulugunda, sistemin x,(z) denge noktasi
vardir. Koordinat degisikligi yapilmasiyla, denge noktasi orijine tasimr. O halde
genellikten birsey kaybetmeden kabul edilebilir ki, yeterince kiiciik |r| icin x=0,
sistemin denge noktasidir. Bu denge noktasindaki Jakobian matrisi

A(r)= i(xo(f),f);i,J =1,2,..n
6xj

ile ifade edilir. Bu matrise karsihk gelen 6zdegerleri hesaplanirsa, bunlar;

12



Re 4, Re 4, > .. > Re 1, olacak sekilde siralansin.

2) Iki boyutlu sistem i¢in bu Jakobian matrisi
b
(0 %)

seklindedir. «(0)=0 ve w(0)=0 olmak iizere A(r) matrisinin Ozdegerleri

A(r)=al(r)+iw(r) seklindedir. Bu ozdegerler = 4<| =0 olmak {izere sanal

=0

eksenden gegen A,(r)= A(z), 4,(r)= A(7)

Bu takdirde (1) ve (2) kosullar altinda x,(-) denge noktasinda Hopf catallanmanin

goriildiigii bir sistemin tasidigi 6zellikler elde edilmis olur. Bundan sonra verilen
adimlar «,, p, ve T, degerlerinin hesaplanmasinda izlenilmesi gereken yolu

2

vermektedir.

3) ueR i¢in t=1t,+u Ve

x,(t)= N(tr)- N
Xz(t): P(tf)_ P,

0

degisken degistirmeleri yapilirsa sistem c(-1,0,R?) °de fonksiyonel denklem

2

sekline doniisiir L, : ¢ > R*, f :RxC - R’ve ¢ =(4,.4,)c C icin

|—a0¢l + b0¢2—|

Lg=(c, +u Lalfﬁl . b1¢zJ
ve
. d) = [a,4,4, + b,4,4, |
La1¢2¢1 + b1¢z¢2J
elde edilir.

4) Riesz Gosterim Teoremine gore ¢ e [-1,0] i¢in elemanlar1 sinirl degisimli 2 x 2

tipinde bir » (0, x) matris fonksiyonu vardir, 6yle ki
geCign L ¢= jidn(e,o)¢(9)

seklinde yazilir. (¢, ) fonksiyonu, s = Dirac Delta Fonksiyonu olmak iizere,

13



n<e,u)—<fk+ﬂ>{: Z}a(a)—mw)[k g

seklinde secilirse ¢ < C'([-1,0L,R*) icin

Alu)g 4[ - 0el-L0)
I[,[ = 0
U—ld”(ﬂ's)¢(3) , 6 =0

ve

([0, 6He[-1,0)
R(u)¢ =
L f(u.¢) . 6=0

seklinde tanimlanir. Boylece sistem

X, = A(u)x, + R(u)x,
formunda yazilir. Burada ¢ € [-1,0) i¢in x, (8) = x(t + 0).
y € C'([-1,0] (R*)") i¢in

. [ 28 se(01]
Aw(s)=4, |
[[Ldn (t0)y(-t), s=0

ve 7(6)=7(6,0) iken bilineer i¢ garpim
W () 9(0)) = (090~ [ [y (&-0)dn(0)p(£)de
olarak tanimlanir. A(0) ve A" adjoint operatorleridir. A(0) ’in iwr, 6z degerlerine

karsilik gelen 6z vektorii p(s) dir. <q*(s),q(9)>:1 ve <q*(s),q‘(9)>=o olmak

uzere

A(0)q(0) =iw 7, q(0)
ve

A"p(s) =—iwz, p(s)
yazilir.

5) Center Manifold Teoremi kullanilarak n-boyutlu sistem 2 boyutlu sisteme indirgenir.

u =0 1iken c_, Center Manifold’unu tanimlamak igin, x, = (x',x*’) sistemin

t

¢Oziimii olmak tizere, z ve z , c_, Center Manifold’un q ve p yoniindeki lokal

koordinatlar belirlenir. ¢ Center Manifold’u {izerinde

o]
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W (t,0) =W (z(t), z(t), 8) = x, — 2Re z(t)q(0),

2 -2

YA _ YA
W (t,0) =W, (0)—+W_ (0)2Z +W , (6) — + ..
2 2

dir. x. ecC

e C, ¢Oziimil icin, x =0 1iken x, = A(0)x, + R(0)x,. Bu indirgeme islemi
sirasinda verilen sistemin Poincare Normal Formunun

t=22+9(z,7)
seklinde oldugu goriiliir. Bu durumda

2 =2 2 =
Z Z 7

g(z,z_): 92 7"' 91122_+ 90 7"’ 9

+ ..

iken
9(z,7)=q7(0) f,(z,2)
elde edilir ve Hopf teoremini uygulayabilmek icin g(z,z) esitliklerinin her ikisinin de

sag taraflarinmn karsilastinlmasiyla g¢,,, g,,, 9,, Ve g, katsayilar bulunur.

2 -2

_ z _ z
H(z,2,0)=H,(@)—+H_ (0)zz+H,(0)—+ ..
2 2
olmak tuzere

W = x, - 2q + ch

A(0)x, + R(0)x, - 2Re {iw z,2(t) + p(0) f,(z(t), Z(t))]a (0)}
A(0)[w(t, @)+ 2Re {z(t)q(@)}]+ R(0)x, — 2 Re {iw 7, z(t)q(9)}
- 2Re {p(0) f,(z(t), z(1))a(6)}

= A(0)w(t,0)+ 2Re {z(t)A(0)q(8)}+ R(0)x,

— 2Re {iw 7, 2(t)q(0) - 2Re{ p(0) f,(2(t), Z(t))a(0)}}
A(O)w(t,8)+ R(8)x, ~ 2Re {p(0) f,(z(t), (1)) a(0)}

W J AW — 2 Re{ cT_*(O) f,q(0)}, 0 e [-1,0)
| AW —2Re{q (0)f,q(@)}+ f, 0 =0,
W = A(O)W (t,8)+ H (z(t), Z(t), 9)
dir. Buradan
AO)W(t,0)-W = -H(z,7,60)

yazilr.
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W =W, 2+W.7
=W, (0)z22 + W, (0)(2Z + 22)+ ...
=W, (0)z(iwz, z+ g(z,2))
+w, (@){[iwe, z+9g(z,2)]z+ z[-iwe, 2+ g(z,2)]+..}

2
YA

= 2wz, w, (0)—+ ..
2

ve
oldugundan

dir. Buradan

[A(0)- 2iw 7, Jw,, (9)27+ AW, (6)2Z + . = —H , (0)27_ H,(0)2z - H,, (9)27...

elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin katsayilar karsilastirilirsa
[A(0)-2iwz, Jw, (6)=—H , (0),
A0)w, (0)=-H,(0)
ve 6 [-1,0] igin
H(z,z,0)=-2Re {p(0) f,(z(t), z(t))a(0);

= p(0) f,(z(t). Z(t)a(e)) - p(0) f,(z(t). z(t)a(6))
-9(z,2)q(0) - g(z.2)q(0)

2

_ z — _
= —(g,0a(0)+ gozq(a))T— (9,,0(0)+ §,,0(0))zZ + ...

oldugundan
H, (8)=-9,0(8) - g,a(9),
H,(0)=-9,0a(0)-9,0d()
ve A(0)'1n tamimindan
W, (0) = 2iwr W, (0) - 9,,4(0) - 9,0(0),
W, (0)=9,d(8)+9,q(9)

2

bulunur. e, = (E™,E/”)e R® ve E, = (E",E!”)e R? sabit vektdrler olmak {izere

16



Ig ior Ig— — —ior ot
W, (0) = —=2q(0)e' " + —2—q(0)e "’ + E,e”",
T, 3, @
i i I_ — —ior
Wli(a):—kq(O)e'wkg+£q(0)e Y+ E,
Tka) Tka)

seklinde hesaplanir. E , E,’yi bulmak i¢cin A(0)’1in tanimi ve q(0)'in  A(0)’1n

10

0zvektori oldugunun bilinmesinden dn =7,(0,0) olmak iizere

JO dn ()W, (0) = 2ior W, (0) — H ,, (0)

Ig 20 0

= == dn(0)a(0)
T, w !
9,4,

3, w

2iwr, 0

[ an@a@)] dne,e

i g _ 0
22 q(0) + —E-g(0) + [ dn(0)E,e

T, W 3, W

2iw 7,0

gOZ

2iw 7, 0

0,8(0) + “EG(0) + [ dn(0)E e
ve benzer sekilde
[ an@W, (0)=9,a(0)+ §,80) + [ dn(O)E,
elde edilir.
- 0,000~ 5,(0) + 2w r, [ an (@)™ |, = H, (0)
ve
- 9,800~ §,3(0) - | dn(0)E, = H,, ()
yazilarak €, ve E, bulunur. Buradan w, () ve w, (¢) degerlerinin bulunmasiyla

g, katsayilar: belirlenir.
ij

6) Boylece Center Manifold’da -, kritik degerlerinde olusan Hopf Catallanmanin

yoniini, ¢atallanan periyodik ¢oziimiin kararliligini ve ¢atallanan ¢6ziimiin periyodunu

belirleyen u«,, p,. T, katsayilari
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. 2
!
c,(0) = | 94 | )+gzl

(gzogn _2|911 |z -

201 2
Re{ c, (0)}
Hy=——————
Re{ 4 (r,)}
B, =2Re{c (0)}
om0+ a, Im{ 4 (z,)}

2

ot

denklemleri ile hesaplanir.

Yukarda verilen analizden asagidaki sonuglar elde edilir.

Yardimer Teorem 2.1: (z,7,7) ’nun diizgiin bir fonksiyonu g = 0(|z|) olmak iizere,

z kompleks degigkeni kullanilarak, yeterince kiigiik |r| igin, (2.2) sistemi asagidaki

gibi yazilr:
1=A(t)z2+9(z,2,7) (2.6)

2

Ispat: A(z)’nun  a(r) Ozdegerine karsilik gelen 6zvektdrii q(a)e Cc’® olsun. O

halde,
A(r)a(z) = A(z)a(r)
dirve AT(z)’nun 1 (c) ozdegerine karsihik gelen dzvektorii p(z)e c* olsun. O
halde,
AT (2)p(r) = 2 (7)p(r)
dir. <> C ? ’de standart skaler carpma ve
(p.q)=p,q, +p,aq,
olmak tizere p ’nin q ’ya gore normalize edilmesi
(p(z)a(r))=1
seklindedir. Herhangi bir x e R* vektori,
x = 2q (r) + 2q (7) (2.7)
seklinde tek olarak tanimlanabilir. z ’yi tanimlayan agik formiil
z=(p(r).x)
seklindedir. Bu formiilii ger¢ceklemek icin, (2.4) denkleminin her iki tarafi p ile

skaler garpilir ve <p(z'), q (‘r)> = 0 oldugunun gosterilmesi gereklidir.
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ve buradan

Yeterince kiigik her || i¢in w(z)>0 oldugundan 2 = 2. Béylece (p.g)=0
oldugu goriiliir. Buradan z kompleks degiskeni asagidaki denklemi saglar.
2= ()2 +(p(e). F(za(z)+ 2q(z).7)

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Yardimct Teorem 2.2: A(r)=al(r)xip(z) , wu(0)=0,w(0)=w, >0 ve
9, =9, =g, (r) olmak lizere
z'=iz+gzoz—+ 9,2z + gozz—+0(|z|3) (2.8)
2 2

denklemi, yeterince kii¢iik her |r| icin

20 2 — 02 —2
Z=W+—W +h ww+—w

2 2
parametreye bagl kompleks koordinat degisimiyle, kuadratik terim igermeyen
w = 2w+ 0w
denklemine doniisiir.

Ispat:

h _ h, _
w=z-—"7"-h, 2z -2 22+O(Jz|3)

2 2

ifadesinden

W=2-h,2zz-h,(2z+2z)~-h,zz2 + ...

= /12+{9220 _/“']zo}z2 +(g11 - 4h, —;hu)ZZ_
+(g°2 —ZhUZWz_2+
L 2

1
= Aw + ;(g20 — 2h, )w?® + (g11 - Ah, )WW

+(9y - (24 - 2)nw? +ofw]’)
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elde edilir.

9% 9u 90
hyp = v hy == hy, = —

A A 21 -1

yazilmasiyla  (2.5)  denklemindeki tiim kuadratik terimler yok olur. w, >0,

2(0)=iw, iken, yeterince kiigiik her |r| icin paydalar sifirdan farkli oldugundan

yukaridaki esitlikler dogrudur ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Yardimcr Teorem 2.3: A(r) = a(r)+iw(r) , a(0)=0,w(0)=w, >0 Ve g, =g,(r)

olmak tizere

z %7 227 z 4
=27+ 9, ?"' 9. T+ 95 T+ 90 ?+O(|Z| )

=3

denklemi, yeterince kiigiik her |r| icin

h h h h
3 22— —2 —3
z=w+ 2w EZwiw+ Zww’+ 2w

6 2 2 6
parametreye bagli kompleks koordinat degisimiyle, c, =c,(r) olmak ilizere yalnizca

bir kiibik terim igeren
. 2— 4
W=Aw+cw W+OQW| )

denklemine doniisiir.

Ispat:

ifadesinden
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Ny N (22?2+zzf)

W= 2-—27% -
2 2
h _ . .
—i(z‘zz+2222)— S 7 74
2
g Ah Ah _
:lz-}—( 30 _ 30}23_’_ ng —ﬂ,hn— 21 ZZZ
L6 2 ) 2 2
ih. — _ ah, )
+(g12 _ 12 —lhlzwzzz-}— gO3 _ 03 Z3+
L2 2 ) 6 2
= Aw+ —(g, —21h, )w’ + (921 (ﬂ+ﬂ)h21)w2v7
1 — _
+ (g12 2/1h12)ww2

elde edilir.
g 03

95,
12 =, hy = —=
21

v Mg
34 -4

yazilmasiyla w*w terimi disindaki tiim kiibik terimler yok olur. Yeterince kiigiik her

icin paydalar sifirdan farkli oldugundan yukaridaki esitlikler dogrudur. w’w

|
teriminin yok edilmesi i¢in

h, = —Ja_

2242

yazilr. Fakat « = 0 iken yukaridaki denklemin paydasi 4(0) + 4 (0) = iw, — iw

ya bagli bir doniisiim elde etmek i¢in h, = 0 yazilmasiyla

bulunur.
Uyarn: Kalan w®w kiibik terimi "rezonans terim" olarak adlandirihir. Bu terimin

katsayisi, orijinal denklemdeki z*z kiibik teriminin katsayisiyla aynidir.

Yardimci Teorem 2.4: (Hopf Catallanma igin Poincare Normal Form)
A(r)=a(r)+iw(r) , a(0)=0,w(0) = w,>0 V& g, =g, =9,() olmak tizere
(2.9)

. 1 k-1 4
7I=2Az+ z '—gklz z+O(|z|)

2<k+1<3 kll
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denklemi, yeterince kii¢lik her |r| icin

h h h h h
2 — —2 3 —2 —3
Z=w+ 2w +h,ww + —w o+ 2w+ —Eww W

2 2 6 2 6
parametreye bagli kompleks koordinat degisimiyle, ¢, =c, (s) olmak iizere yalnizca
bir kiibik terim i¢eren
W:ﬂw+c1w2W+O(‘W4‘) (2.10)
denklemine doniistir.

Ispat: Yardimc: Teorem 2.2 de,

gzo g gUZ
hy = hy, = = N = —=
A A 21 -4
iken
hZO 2 — hOZ —2
Z=w+——w +h,ww+——w (2.11)
2 2

seklinde tanimlanan doniisiim, tiim kuadratik terimleri yok etmekle birlikte kiibik
terimlerin katsayilarini da degistirir. w*w ’nin katsayist +g, Yyerine tg, olurve
Yardimc: Teorem 2.3 deki doniisiimle de, katsayist % g,, olan rezonans terim disindaki
tiim kiibik terimler yok olur.

2

Boylece, (2.8) kuadratik doniisiimiiyle, bulunmasi gereken c, Katsayisy, w’w
teriminin yeni katsayist g, .
z,w Ve w cinsinden iki sekilde ifade edilebilir. (2.8) denklemi, (2.6) orijinal
denkleminde yerine yazilir veya (2.6) ’nin (2.7) ‘ye doniistiiriilebildigi bilindiginden,
z, (2.8)’in tiirevlenmesi ile hesaplanir.
Z=W+h,ww+h, (WW+Ww)+h,w

ve (2.7) kullanilarak w ve kompleks eslenigi yerlerine yazihr. Yukarda h, , h,, ve

h,, ’leri igeren ifadede kuadratik terimlerin katsayilarinin karsilastiriimasiyla ve w|w|2

teriminin katsayilarinin esitlenmesiyle

c1:911gzo(21+;)+|gu|2+ |902|2_+gzl

2|2|" i 22i-2) 2

elde edilir. z = 0 catallanma parametresi degerinde yukaridaki denklem
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Cl(o) = #(gngzo - 2|g11|2 - §|goz |2}+ 9221
0

denklemine indirgenir.

Yardimci Teorem 2.5: «(0)=0, w(0)=w, > 0 olmak iizere

e R TOI RN I M ECI
t

denklemi ele alinsin. Kabul edelim ki, «'(0)=0 ve Rec,(0)=0 olsun. Denklem,
parametreye bagli lineer koordinat doniisiimii, yeni zaman 6l¢egi ve lineer olmayan yeni
zaman parametrizasyonu ile

Qo (B +i)u+su |u|2 +O(|u|4)
do

formuna doniigiir. s =sign(Re c¢,(0)) = £1, U yeni kompleks koordinat, ¢ ve g
sirastyla yeni zaman ve yeni zaman parametresini gosterir.
Ispat:

1.Adm: (Lineer zaman 6l¢egi) Yeni zaman parametresi » = w(r)t seklinde tanimlanir.

Yeterince kiigiik her |r| icin, w(r)> 0 oldugundan zaman korunur. Buradan,

PRI PN D)
w(z) w(z(p)
olmak tuzere
dw 2 4
d—:(ﬂ+i)w+d1(ﬂ)w|w| +O(|W| )
T
elde edilir.
p0)=0 s =20
w(0)
oldugundan yeni g parametresi
b pey- L) g gy BEWD
w(z) w(z(p))

olarak alinabilir ve ters fonksiyon teoremi, : ya baghi p fonksiyonunun lokal

varhigin garanti eder. Ayrica d, kompleks bir fonksiyondur.

2.Adim: (Lineer olmayan zaman parametresi) e, () = Im d, (8) igin
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46 = L+ e, (B)|w[)dy
olmak {izere, yeni zaman parametresi 6 = 0(y,) seklinde tanimlanarak orbitler
boyunca zaman parametresi degigir. Zamandaki degisim orijinin kiigiikk bir
komsulugunda 6zdeslik doniisimiidiir. Zamanin yeni parametresinin kullaniimasiyla,

1,(B) =Re d,(B)- pe, (B) gergel olmak iizere

dw . 2 4
—=(p+i)w+ Il(/f)w|w| + O(|W| )
deo
Ve
,(0) = Re ¢,(0) (2.12)
w(0)
elde edilir.

3.Adm: (Lineer koordinat 6lgegi) U yeni kompleks degisken olmak iizere,

u

Jdho|

Re ¢,(0) # 0 oldugundan 1, (0) = 0. Denklem, s =sign( I,(0)) =sign(Re c,(0)) olmak

W =

uzere

E— —u|u|2+O(|u|4):([j’+i)u+su|u|2+0(|u|4)

formunda yazilir.

Tanim: 1, (g) fonksiyonu “birinci Lyapunov katsayisi” olarak adlandirilir.

(2.9) denkleminden, p = o ’daki birinci Lyapunov katsayisi

. 2 Re (ig uY20 * W0921) (213)

1,(0) =
2w,

seklinde hesaplanir.

Boylece, catallanma noktasindaki 1, (0) ’in hesaplanmast i¢in sag taraftaki ikinci ve
iclincli mertebeden tiirevlerin bilinmesi gerekir. I, (0) i degeri p ve q Ozdegerlerinin
normalizasyonuna baghdir ve bu degerin isareti, <p , q> =1 normalizasyonunu saglayan

p,q degerlerine invaryanttir.
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Asagidaki teoremle, elde edilen sonuglar 6zetlenir.

Teorem 2.2:

d—X= f(x,7), xeR’,reR (214)
dt

iki boyutlu sistemi, yeterince kiigiik her |r| icin x =0 denge noktasinave «(0)=0,
w(0) = w, > 0 olmak iizere

A, (7)) = a(r)*iw(r)
0zdegerlerine sahiptir.

Asagidaki kosullar saglandiginda;

(B.1): a'(0) = 0
(B.2): 1, birinci Lyapunov katsayist olmak iizere, 1, (0) = 0 koordinat, parametre

1

degisimiyle ve zaman doniisiimiiyle, (2.11) sistemi

d y1 ﬂ -1 y1 2 2 yl 4
d}/ yz 1 ﬂ yz y2

olur.

Teorem 2.3 © (Hopf Catallanma i¢in topolojik normal form)
x = f(x,7)
bir parametreli, iki boyutlu sistemi, r =0 da x =0 denge noktasina ve
A,,(0) =+iw , w, >0

Ozdegerlerine sahiptir ve asagidaki normal formlardan bir tanesine orijin civarinda lokal

topolojik esdegerdir.

d yl ﬂ -1 y1 2 2 yl 4
d}/ y2 1 ﬁ yz y2

Teorem2.1, Teorem2.2 ve (2.10) denklemi, iki boyutlu sistemlerde Hopf ¢atallanma

analizi i¢in tiim gereksinimleri saglar.
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2.3 CENTER MANIFOLD TEOREMIi

f(0) = 0 iken,
x=f(x), xeR" (2.15)

dinamik sistemi i¢in, x, =0 denge noktasinda A Jakobian matrisinin dzdegerleri
s Ay 2, olsun, Kabul edilsin ki, 6zdegerlerinin gercel kismi sifir olsunve Re 2 > 0
oldugunda sayilabilir coklukta n,_ Ozdegerleri, Re 2 =0 oldugunda n; Ozdegerleri
Ve Re 2 <0 oldugunda ise n_  0Ozdegerleri olsun. T ° sanal eksen iizerindeki n

0

Ozdegerlerinin birlesimine karsilik gelen lineer 6zvektér uzay olsun. Sanal eksen

tizerindeki 6zdegerler (Re 4 =0) T° Ozvektor uzayinda oldugu gibi genellikle kritik

ozdeger olarak adlandirilir. ¢ fonksiyonu (2.12) esitligine karsilik gelen aki olarak

tanimlansin.

Yukaridaki kabullerle asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.4: (Center Manifold Teoremi) (2.12) sisteminin n, boyutlu w: (o)
invaryant manifoldu, x =0 da T° 6zvektor uzayna tegettir. Ayrica, x, =0 ‘1bir u
komsulugunda, her t>0 (t<0) icin (p')xeU ise, t— 4o (t—> —o) icin

(0')x > w, (0).

Tanm: w ¢ manifoldu ‘Center Manifold’ olarak adlandirilir.
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3. KARARLILIK ANALIiZi VE HOPF CATALLANMA

Bu tezde
dx
P (1@ - x(t) = y(t—7)) - bx (1) y(t - 7)
(1%)
dy
—=bx()y(t-r)e " —ay(t-r)
dt

stirekli ve gecikmeli diferansiyel denklem sistemi incelenecektir. Bu sistemin tek pozitif

denge noktasiolan E; = (x,y)),

esitliklerinden faydalanarak

elde edilir.
E, denge noktasmin isareti incelenirse,
a>b ise y o<O0.

a < b 1ise iki durum vardir.

1.durum
1 b . e . .
0<z<—h— ¢ degerini bu aralikta se¢tigimizde E, denge noktasi pozitif olur.
n a
2.durum;

1 b . .
r>—Ih — seklinde almirsa denge noktasi negatif oluyor. Sonug¢ olarak denge
n a

.- .. 1 b o .
noktasmin pozitif olmasiigin a <b Ve 0 <z < —In — sartlarinin saglanmasi gerekir.
n a

(1) sisteminde X" (1) = x(t) = .

y (1) =y(t) -y,

degisken degisimi uygulanirsa

d . . . . .
d—::r(x(t)-rx Jo-x(@) = x" =yt -—7) =y )-blx() + x Nyt -c)+y")
d * * nr *
d—i': (x® +x Nytt-e)+y " —alyt-2)+y")
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sistemi elde edilir. Bu degisken degisimi ile (x,,y,) denge noktasi

taginmis olur. (3.1) sisteminin lineerlestirilmesi sonucu

d_X: (r —2rx - ry* _ by*)x(t)— (rx* + bx*)y(t—r),
dt

Y (by "e " Jx(t) + (bx e " —a)y(t - r)

dt

denklem sistemi elde edilir. (3.2) denklem sistemi

dx
—= A x(t) - A,y(t-17),
dt

dy
—= A x(t) + A, y(t-7)

dt

seklindeki denklem sistemine doniisiir. Burada

Al=r-2mx —-ry -by ,

A =rx +bx ,

Lineer denklem sisteminde;
x = Ke *' ve y:Le“

doniisiimii kullanilirsa

Kie™ = AKe """ + A, Le ™,
Lie™ = Ajke ““"7 4 A, Le ™
elde edilir. Buradan
- At
A -2 - Afe .
A, Ae " -2

esitligi bulunur. Bu esitligin saglanmasi i¢in

28

(0,0)

(3.1)

noktasina

(3.2)



esitligi saglanmalidir. Lineerlestirilmis sistemin karakteristik denklemi, A, = o
oldugundan  ;* - A 2+ A,A,e ™ =0 seklinde elde edilmis olur.
Teorem 3.1: Asagidaki i ve ii kosullar1 altinda,

ad +1> 6,

ii)6(2+ad)<(l+ad) (L+P)
r = 0 durumundaki sistemimiz i¢in £ pozitif denge noktas1 asimptotik kararhdir.
Ispat: - = 0 alindiginda sistemin karakteristik denklemi trA = (A, + A )ve det A = A,
olmak sartiyla

A2 —(trA)A + det A=0.

—————[6(2+ a5 ) - (1+as ) (1+ 5 )] = trA
1+ ad)

S(2+a8)-(L+as ) L+ p5) <0,
5QR+ad)<(+ad )@+ p5)

oldugundan trA <0 ve det A > 0. Buradan asagidaki kosullar1 elde ederiz.

)1+ad > 6

i) 5(2+as)<@+ad ) @A+ B5).
(3.2) lineer sisteminin (0,0) noktasindaki kararliligi, (3.3) Karakteristik denkleminin
koklerine baghdir. Bu nedenle (3.3) transandantal denkleminin koklerinin durumu

incelenir ise bu koklerin siirekli bagimliligindan ve Routh-Hurwitz kriterinden en az bir

r,>0 vardir ki 7z e[0,r,) icin Re(7r)<0. Re A(z)=0 oldugunda e  asimptotik

kararhiligii kaybettiginden Re i(z') =0 olacak sekilde bir z" > 0 ’in olup olmadigi

incelenir. Yani, (3.3) denkleminin sirf sanal olan koklerinin olup olmadigi arastirilir.

Bu boliimde ilk olarak denge noktasinin lokal kararliligi incelenir. r =" i¢in w > 0

gercel olmak tizere 1 = iw kabul edildiginde asagidaki yardimci teorem elde edilir.

Yardimal teorem 3.1: (3.1) sistemi i¢in, (3.3) transandantal denklemi sirf sanal

29



koke sahiptir.
Ispat: :=-:" ve w gercel kok olmak iizere 4 =iw , (3.3) transandantal
denkleminde yerine yazilirsa genellikten birsey kaybetmeden w > 0 alinabilir. Boylece

wr

(iw)* — Ajiw + A,A,e ™ =0
elde edilir. Yani
2 . ..
-w" - Ajiw + A A cos(wr) - A, Ajisin(wz)=0

Bu esitligin gercel ve sanal kisimlarini ayr1 ayr1 yazarsak

A,A cos(wz)=w’ (3.4)
A A sin(wr)=-Aw (3.5)
elde edilir. (3.4) ve (3.5) esitliklerin de her iki tarafin kareleri alinip taraf tarafa
topladiginda
w' o Alzw2 - A22A32 =0

esitligi elde edilir. Bu denklemde yazildiginda

olmak uzere
f(z)=22+qz+r=0
denklemi elde edilir.

lim f(z)=o Ve r=-A?<0 oldugundan bu denklemin en az bir tane pozitif kokii

X—> o0

vardir. O halde genellikten birsey kaybetmeden bu pozitif koklerden biri z, yani

k
w, = +/z, olsun.

. Aw
sin(wrz) = —
AZAS
ve z
cos(wr) =
AZ A3
o, g . Al
esitliklerinden tan(wr) = - ——
w
1 A,
r, = —{arctan( ——) + 2kz} k=01,2,3,....
w w
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Seklinde bulunur. Boylece (3.3) denkleminin sirf sanal kdke sahip oldugu bulunmus

olur. Boylelikle Yardimc1 Teorem (3.1) 'in ispati tamamlanir.

Yardimer Teorem 3.2: f'(z)=0 oldugunu varsayalim, bu durumda asagidaki
transversalite sart1 elde edilir;

dRe A(r,)
—_— >
da

0, k=0,12,3,..

dRe A(ry)

f'(z) ve ayni igarete sahiptir. Yani, (1°) sistemii¢in r=r,, k =0,1,2...

iken e, = (N, P, ) pozitif denge noktasinda Hopf ¢atallanma olur.

Ispat: w gercel ve genellikten birsey kaybetmeden w > 0 alinarak A = iw ’y1 7 = r,
icin (3.3) denkleminin bir kokii olarak alalim. (3.3) karakteristik denkleminin - ’ya
gore tiirevi alirsa,

di da P

dAa
2A——-A —+[e (-—7-4)A,A, =0,
dr dr dr

denklemi elde edilir. Yani

di_,  24-A ¢
G AALe T 4
olur.
d_/1 a 224 - A, T
(dz') - A2A3/1e’1iW iw

dz [2iw cos(wz) — 2wsin( wz) — A cos(wz) — Ajisin( wrz) |
Re( —) " = Re|
dr L A, A iw ]

Re( d;z')& _ 2A2A3W2 cos(wr)— A A A, wsin( wr)
dr AJA w?

cos(wz) Ve sin( wr) degerleri yerlerine yazildiginda

-1 4 2
(dﬂ 2w+ ACw
Re| — =

\dz ) ASAIw?
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denklemi elde edilir.Buradan

di
Re( —) |
dr

>0

A=iw

esitsizligi bulunur. Elde edilen sonuglar 6zetlenecek olursa sistemin kararliligi ve Hopf

catallanma asagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 3.2: (17) sistemi igin,

I. Eger r<[0,r,) isesistemin E, = (x,,y,) denge noktasi asimptotik kararlidir.

ii. Eger r >, isesistemin E, = (x,,y,) denge noktasi kararsizdir.

iii. Eger r=r (k=0,1,2.) Iise sistemin E_, =(x,,y,) denge noktasinda Hopf

catallanma meydana gelir.
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4. HOPF CATALLANMANIN YONU VE KARARLILIGI

Bu boliimde Normal Form Teorisi ve Center Manifold Teoremi kullanilarak Hopf

catallanmanin yonii, periyodik ¢oziimlerin kararliligi ve periyodu incelenecektir. Burada
Hopf (1") sisteminin z =¢, i¢cin E, = (x,,y,) pozitif denge noktasma sahip oldugu

kabul edilecektirve w >0 olmak tzere 4 =iw, E_

0

= (x,,y,) pozitifdenge
noktasinda karakteristik denklemin sirf sanal kokudiir.
ueR dgin =7, +u vyazilrsa x=0 da (1') sisteminin Hopf catallanma

parametresiolur. x, =x-x,, x,=y-y,, t=—, 1=17, +u

N e

degisken degistirilmesi yapildiginda, ¢ = C ((-1,0], R*) ’de

(1) =L, (x)+ f(u.x).

Burada x(t) = (x,(t), x,(t) " e R* ve L :C — R’,

H

f : RxC > R® igin

. ~ (A, 01[4,(0)] o - A,17¢, (-1
S P Y A PR [P ETR
[ fy, ]
yazilir. Buradan, f(ﬂ,¢):(rk+ﬂ)tf J

f,=-r¢, (0)-rg,(0)¢,(-1)~bg, (0)4,(-1)
ve

f12 = b¢1(0)¢2 (_1)e7n7

elde edilir. Riesz Gosterim Teoremine gore 6 e [-1,0] igin, elemanlar1 siirh degisimli

2x 2 tipinde bir 5 (6, ) matris fonksiyonu vardir dyle ki,

L,é=[ an(0.0)p(0) e C

seklinde yazilabilir. 7» (¢, «) fonksiyonu, s = Dirac Delta Fonksiyonu olmak {iizere,

A, - A,
n(g’ﬂ):(TkJrﬂ)LA J5(9+1)

3

0] [o
0Jﬁ(ﬁ) + (7, + ﬂ)LO

4
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seklinde secilirse, ¢ e C*([-1,0],R?) i¢in

[ 28 9e[-1,0)
Alu)g =4
[[dn(u,8)p(s), 6=0
ve
(0,0 e[-1,0)
R(u)g =4
| f(u.¢)0=0
formunda tanimlanir. Boylece
X'(t) = A(u)x, + R(u)X, (4.3)

seklinde yazilir. Burada ¢ < [-1,0) igin x,(6) = x(t+6). v e C'([-1,0], (R*)") igin

dy (s)
-l se (0,1]

Ay(s)=4, .
|[dn (60)y (=t), s=0

Ve 75(0)=n(0,0) iken bilineer i¢ carpim
(v (9).9)) =7 (@4~ [ [ 7z -0)an©)p(&)de, (4.4)

olarak tanimlanir.

Yardimer Teorem 4.1: A(0) and A" adjoint operatorlerdir.
Ispat: g e c'([-1,0,R?*) ve y ec'(-1,0](R®)") iken (4.4), A(®) Ve A" ’m
tanimindan
(v (), A)3(9)) = (A'w (5).4(9))
oldugu gosterilirse,
(v (). A(@) = 7 (O)A0(0) - [ [ 77 ~0)dn(0) A0 (£)d
SO dn ) [ [ (- 0dn@)p(£)d

=y O [ dn()p(s) - [ 7 (&~ 0)dn @],

o0 dy (6-0
D g ey
—1de-0 dé

o__ oo (dy (£-0
=I W(—H)dﬂ(9)¢(0)—j I {M]dﬂ(g)(ﬁ(f)df
-1 —1d¢-0 dé

AT - [ [ AT -0)dn(0)8(E)
A

v (5),6(0))
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esitligi bulunur. Boylece A(0) ve A"’ adjoint operatorleri oldugu gosterilmis ve

ispat tamamlanmis olur.

Ayrica +iwr, , A(0) i Ozdegerleridir. A(0)’m iwr, Ozdegerine karsilik gelen

Ozvektori q(9) ve A'’m -iwr, Ozdegerine karsilik gelen 6zvektorii q” (s) . Yani,
A(0) q(8) =iw 7, q(d)
ve
A'q (s)=-iwz,q (s).
O halde q(o) ve q'(s) Ozvektorleri bulunur.
A(0) q(0) =iwz,q(0) > A(0)q(0) =iwr,q(0)

esitliginde A(0) Vve q(0) degerleri yerine yazildiginda,

[oA +iw I ro]
Tk{— A" A"+ inQ(o) B LOJ

2

denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziildiigiinde
a0) = (La) "™
bulunur.
<q “(s), q (9)> =1, olabilmesi i¢in bilineer i¢ ¢arpimin tanimindan

0o @

(a')1a@)= D@ Da) - [ [ D@ D" dn@)1a) e de
~1¢-0
—I — ’ — w0 T]
=D{a+a —J(a Le” “odn(0)L,a)
L g J

= E{a +a +rke7iW”(AloT* + A3)}

1

D = -
—_— —iw 7y —_—
a+a +r7,8 (Al +A))

seklinde D elde edilmis olur. Yani, <q "(s), q(9)> =1 Ve <q* (s), q_(9)> = 0 esitlikleri

elde edilmis olur.

u = 0 iken Center Manifold’u tanimlamak igin 6nce koordinatlar hesaplanmalidir.
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Bunun i¢in,
20 = (9", x,) (4.5)
ve
W (t,0) = x, - 2Re z(t)q(0) (4.6)
esitliklerini tanimlansin z, z ve q, q° vektorleri yoniinde ¢, Center Manifold’unun

lokal koordinatlar olmak lizere

2 -2

W (t,0) =W (z(t), Z(t), 8) =W, (9)2—+w11 (0)2z +W,, (9)2—+ 4.7)
2 2

(4.7) esitligi hesaplanir. (4.1) sisteminin x =0 iken x, e C, ¢Ozimi igin (4.3)
denkleminden
X, = A(0)x, + R(0)x,.

R (x) ’'nin tammmimdan, Yardimci Teorem 4.1°den, (4.5) ve (4.6) denklemlerinden,

i(t) = <q*,xt>: <q*,Axt+ Rx1>
= <q*,Axt>+<q*,th>

(A0 x )+ TR, - [ [ (6~ 0)dn(0)Rx, (£)de (4.8)

=iw,z+q (0)f(x,(0), u)
2(t) = iw,z(t) + g (0) f,(z(t), Z(1))

elde edilir.

Kuznetsov, Y.’dan (1981) hatirlanacagi iizere Hopf ¢atallanmanin normal formunun
z=iwr, z(t)+ 9(z,2)

seklinde oldugu bilinmektedir. Burada

2 =2 2 =
z Z Z

_ z —
9(z,2) = 92 ?"’ 9uZ22+ 0y 7"’ 9x

+ ..

Bu durumda
g(z,z) =q (0)f,(z(t), zZ(t)

esitligi gegerlidir. W (t,0) hesaplandiginda,
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W (t,0) = x, - 2Re z(t)q(9)
W (t,0) = X, - 2Re 2(t)q(0)
= [Ax, + Rx,]-2Re (fiw,z(t) + 37 (0) f, (2, )]0 (6))
= Alw(t,0) + 2Re {z(t)q(0)}]+ Rx, - 2Re (iw,z(t)q(9)) - 2Re( g (0) f,(z,2)q(0))
= Aw + 2 Re( 72Aq (0)) + Rx, — 2 Re( iw ,2(t)q(#)) — 2Re( g (0) f,(z,2)q(0))
= Aw + 2 Re( ziw ,q(#)) + Rx, — 2 Re( iw ;z(t)q(6)) - 2Re( q (0) f,(z,2)q(d))

= Aw + Rx, - 2Re( q (0)f, (z,2)q(0))

. :vv'(t,a):l AW — 2 Re{ q_*(O)qu(e)}, 0 e [-1,0) (4.9)
| AW -2Re{ g (0)f,q(0)}+ f, 6 =0,

olarak bulunur.

2 -2

H(z.2,0)=H, (a)z—+ H,(0)zz + H,, (9)2—+ (4.10)
2 2
olmak tiizere
W = AW + H (z.Z,6), (4.11)
AW -W =-H(z.2,0) (4.12)
seklinde tanimlansin.

W (t,0) =W (z(t), (1), 0) =W, (9)2—+w11 (0)27 + W, 0) 21—+ .
2 2

oldugu bilinmektedir. Bunu kullanarak W (t,¢) yeni bir formda hesaplanmalidir.
W =W, 2+W.7 &)
(+) ifadesindeki esitlik, z ve 7 'a gore tiirevlenirse,

2

— z
W =W_ (0 W.. (6 W, @)—+..,
z 20 ( )Z + 11 ( )Z + 30 ( ) 3 + (**)
W =W, (0)2+W,(0)7
elde edilir. (**) ifadesi (*)’da yerine yazildiginda

W =W, ()22 + W (0)(2Z + 22.)+ W, (0)7Z. + ...
=W, (0)z{iw,z + g(z,2)}
+W , (0)[z(iw,z + g(z,2)) + z(iw,z + g (z,2)) ]+ ...

2
Z .
= 72|W0W20 @)+ ...

elde edilir. w_ ve w_ Kkatsayilar1 arasinda bir iliski kurabilmek i¢in (4.12)

ij ij

esitliginin sag tarafi hesaplanmalidir.
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2 -2

YA _ YA
AW (t,0) = AW , (t,0) — + AW  (t,0)2Z + AW , (t,0) — + ..,
2 2

2

z —
AW (t,0) =W = (A= 2iw)W,, — + AW _ 27 + ..
2

seklinde olur. O halde

A — 2i W 0)=—-H 9),
( lot k) 20( ) 20( ) (413)
AW 11 (‘9) = _Hn (0)

seklinde katsayilari esitlenebilir. (4.9) ’da verilen ifadelerden ise 6 < [-1,0) i¢in

H(z.z2,0) = —[q‘"(O) f,0(0)+q (0) foq(ﬂ)]
= -[g(z. D)a(0) + §(2,1)q(0)]
B [ q(g)(gzo %"’ gMZZ_+ 90 %4') 1|
L+ 0Ty 5+ Ty 22+ Ty o+
- [9(0)a,, +q‘(e)g‘oz]%
-la®)g, +q(0)9,, ]2z - [a(0)g,, +q_(o9)g_20]27—---
esitliginden

H, (8)=-[a(8)g, +3(8)a,, ]
H11 (‘9) = _[q(g)gu + q_(g)au]' (414)
H, (0)=-[a(8)a, +d(0)7q, ]

seklinde elde edilir. H, (¢) katsayilarmi belirleyebilmek i¢in ¢, ve g, Kkatsayilari
hesaplanmalidir. Daha 6nceden gosterildigi gibi

9(z,2) =g (0)f,(z(t) z(t)).

Oyleyse

2 =2 2=
z Z Z

_ . _ z _
g(z,z) =9 (0)f,(z,2) = g, ?+ 9,22 + 9, 7+ g, 5

‘. (4.15)

seklinde yazilabilir. (4.5) ve (4.6) ’y1 kullanarak

T wr 6

X, (X, (0) X, (0)) =W (t,0) + 29 (9) + 2q(0) , q@)=Q1Q,a) e ve
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2 -2

_ z _ z _
X, (0) = 2+ Z+W ) (0) —+W . (0)zz +W , (0) —+0(z, 2]),
) 2

2 =2

I z _ z —|3
X, (0) = za +7a +W ), (0)7+W1f(0)zz W (0)7+O(|z,z| ),

2 -2
wz, 0

R — 1 4 1 - 1 z =3
X, (~1) = ze +ze" ™ ew ) (—1)7 W (D27 W) (—1)7+O(|z,z| ),
2 -2
w0 —— w0 2 z 2 = 2 z —|3
X, (-1) = zae +zae” ™ sw )] (—1)7+Wn(—1)zz W (—1)7+O(|z,z| ),

esitlikleri saglanir. f (x,x,) 'nin tanimindan

0
11
ol
12

9(2,2) = (0)f,(2,2) = Dr, (@ ",1)]

burada fo=-m/(0)-rx, (0)x, (1) - bx, (0)x,, (~1)

11

ve

0 -nr
f, =bx, (0)x, (-1)e

kullanarak yazilir. Buna gore

=, T ) =, (0)x,,(~1) = bx, (0)x,, (-1) |
g(z,z)= Dz, (a 1) s |
L bx , (0)x,, (-1)e ]

seklinde bulunur.

P
4

9(z,2)=q (0)f,(2,2) V& g(z,Z)=0, % +0,22+0, > +9, 5-+.. denklemlerinin

sag taraflar1 birbirine esitlendiginde;

- — JE— i 0 J— i 9 i 0
9, = 2Drk(— ra —ra ae " —ba ae " +bae” e m),

. — —*— w8 —*— w8 — w6 -
9, = 2Dz (-ra - ra ae" ™ —ba ae" ™ +bae" e "),

1— l—2ba "W/} (-1)-2ba aw ! (0)e ™™ + 20w (-1)e "
9. :_DTk|

2 |+ 2baW (0)e e " —ra W, (0)-ra W, (0)

—-iwz, @

(— 4ra W (0)-2ra W/ (-1)-2ra aW(0)e "™ W
|
|
|
|
)

[ .
- ra aW, (0)e —ra W, (-1)
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katsayilar1 bulunmus olur.

g, hesaplayabilmek icin W, (9) ve W, (¢) ’y1 hesaplamak gerekir. O halde

W’:x;—z'q—z'q
[AW -2 Re( q (0)f,q(0)), 0 e[-1,0)
| AW - 2Re(q (0)f,q(8))+ f,, 6=0

def

= AW +H (z,Z,0)

burada

2 =2

_ z _ z
H(z,z,0)=H,@)—+H,_ ,(0)zz+H_,@)—+ ..,
2 2

(A~ 2iar )W, (8)=-H, (0), AW (8) = -H ,(0)
Ve 0 e[-1,0) i¢in

H(z.z,0)=q (0)f,q(6)—-q (0)f,(0)q(#)=—-9q(6)-gq (o)

H,(0)=-9,0(0)-9,0(0), H,(0)=-9,d(0)-9,q(9)
esitliklerinde

W, (0) = 2iwr W, (8) = 9,,4(0) — §,,0(6)
olur.
q(8) = q(0)e "’ oldugundan
19,

i i — —-iwr ior
W, (0) = ﬁq(O)e'””" + —2-q(0)e " + E, (4.16)
T, 0 3rka)

bulunur. Burada £, = (E”,E/”)e R? sabit vektoriidiir. Benzer yolla

i : g, —
_kq(o)e'mk" +hq(0)e
TkCU Tka)

—ior, 0

+E,, (4.17)

2

W, (0)

1)

elde edilir. Burada E,=(E” ,E{’)e R’ sabit vektordiir. Simdi E, ve E

2

bulunmalidir. A 'nin tanimindan ve (4.13) ’den
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0

[dn(0IW ,, (0) = 2iw 7, W, (0) = H 4 (0), (4.18)

-1
ve

0

[dn (@)W, (0) =-H, (0), (4.19)

-1

dn(0) =n(0,0) olmak lizere (4.18) Ve (4.19) denklemleri bulunur. (*) ve (4.9) ’dan

|—_ r—re wz 6 —be iwrkg—‘

Hzo (0):—920(](0)— g_OZ(T(O)-’—ZTk' -nr _iwr @ ‘
L be e f ] (4-20)
ve
o [-2r-D]
Hn(e):—gnq(O)—gllq(0)+21ﬂ be - J (4.21)

seklinde yazilir. (4.18) ve (4.20)’den

-1

[iw 7, —Ie‘w”"dn(e)}qw) =0,

[—iwrkl —Ieiw”gdn(e)}q(O) =0

-1

yardimui ile

|

- 0 N |’_ r—re w60 _ be iwrk6‘|
2|erl—je dn(0) |E, = 27 E

-1

|— A1+iW A3 —1 r_r_reiwrkﬁ_beiwrkﬁw

w oz, w oz, P El -nz _iwz, 0 |
- Ae A,e + iw | be e f |
elde edilir. E, 'i bulmak i¢in bu sistem ¢oziildiiglinde;

-1 . .
[ A +iw A, T Tor—re™™ —pe™™’]

E1:2 iwrK iwrk . ‘ -nz _iwr, 0 |
- Ae A e +iw | be e * ]

4

bulunur. Benzer sekilde
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bulunur.
Boylece Center Manifold’da -, kritik degerindeki c¢atallanan periyodik ¢dztimlerin

catallanma katsayilar:

i 2 |g()2 |2 ng
Cl(o): (gzog11_2|g11| _—)+ y
20t |, 3 2
Re{ c, (0)}
H, = -~
Re{ 4 (r,)}
B, =2Re{c, (0)},

Im{ c,(0)} + u, Im{ 2 (z,)}

T

k

seklinde belirlenir. Burada x,; Hopf ¢atallanmanm yoniinii, g,; c¢atallanan

periyodik ¢oziimiin kararliligini ve T,; catallanan ¢6ziimiin periyodunu ifade eder. Bu

bilgilerle asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.1: Hopf ¢atallanmanimn yoniinii belirleyen x, igin;eger ux, >0 ise 7 >z,
icin ¢atallanan periyodik ¢oziim vardir ve Hopf catallanma siiperkritiktir, », <0 ise
r <7, 1¢in catallanan periyodik ¢o6ziim vardir ve Hopf catallanma subkritiktir.
Catallanan periyodik ¢6ziimiin kararliligint belirleyen g, icin; g, < 0 ise catallanan

periyodik ¢oziim kararli, g, > 0 ise kararsizdir. Catallanan ¢oziimiin periyodunu ifade

eden T, i¢in; T, <0 iken periyot artar, T, > 0 iken periyot azalir.
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