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   ÖZET 

 

 

BĠR TÜMÖR-BAĞIġIKLIK MODELĠ ĠÇĠN HOPF ÇATALLANMA VE KARARLILIK 

ANALĠZĠ 

 

 

 

Veysel Kılınç 

 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Uygulamalı Matematik 

 

Tez DanıĢmanı: Doç. Dr. Canan Çelik Karaaslanlı 

 

 

Nisan 2014, 42 sayfa 

 

 

Bu tezde gecikmeli bir tümör-bağıĢıklık sisteminin dinamiği incelenmiĢ ve τ gecikme 

parametresi, çatallanma parametresi olarak seçilerek kararlılık ve Hopf çatallanma analizi 

çalıĢılmıĢtır. Ayrıca normal form teori ve Center Manifold teoremi kullanılarak kritik τ değerinde 

çatallanan periyodik çözümün yönü, kararlılığı ve periyodu elde edilmiĢtir.  

 

 

Anahtar Kelimeler: Tümör-bağıĢıklık sistemi, Gecikmeli diferansiyel denklem, Hopf 

çatallanma, Kararlılık. 
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In this thesis, the dynamics of a  delayed tumor-immune  system is investigated and by 

choosing time delay τ  as bifurcating parameter, the stability and Hopf bifurcation 

analysis are studied. Moreover, by using normal form theory and center manifold 

theorem, the direction, stability and the period of the bifurcating periodic solution at 

critical values τ are obtained.  
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1. GİRİŞ 

1.1 TÜMÖR-BAĞIŞIKLIK MODELİ 

Virüslerin tümör hücrelerini öldürmek üzere kullanılabileceğine iliĢkin eski hipotez, son 

20 yılda yaygın bir biçimde yeniden çalıĢılmıĢtır. Onkolitik virüsler pek çok çalıĢmada 

tespit edilmiĢtir. Kanser hücrelerini etkileyen ve çoğaltan ancak sağlıklı hücreleri 

etkilemeyen virüsler onkolitik virüs iĢlevi görebilirler. Ġdeal bir durumda kanserli 

hastaya onkolitik virüsler aĢılandığında veya doğrudan tümöre enjekte edildiğinde 

bunlar tümörün etrafını sarar ve tümör hücrelerinin yapısını bozar. Tümör hücrelerine 

giren virüsler çoğalır. Yapısı bozulmuĢ tümörlü hücrenin erimesi sonucunda yeni bir 

virüs grubu ortaya çıkar ve komĢu tümörlü hücrelerin yapısını bozar. On dokuzuncu 

yüzyılın baĢından itibaren tüm tümörlü hücrelerin yapısının bozulacağı ve tümörün 

temizleneceği hipotezi savunulmuĢtur. Ne var ki çoğu durumda viral enfeksiyon 

bağıĢıklık sistemi tarafından durdurulmuĢ ve tümör geliĢimi üzerinde herhangi bir etki 

yaratamamıĢtır. Yeni ters genetik teknolojisi tümör seçici virüsler oluĢturmak üzere yeni 

yöntemler geliĢtirmiĢ ve onkolitik virüslerin moleküler viral sitotoksisite 

mekanizmasının kanserli hastalar için harika bir tedavi yöntemi oluĢturabileceğine 

iliĢkin savda önemli geliĢmeler kaydedilmesini sağlamıĢtır. Ne var ki, bu onkolitik 

virüslerin tedavi edici özellikleri henüz tamamıyla kabul edilmemiĢtir. 

Tümör viroterapinin etkinliğini etkileyen çok sayıda faktör bulunmaktadır. BaĢlıca 

faktörler arasında hücre içi yaĢam döngüsü ve tümörlü hücreler içindeki viral 

replikasyon, viral lokalizasyon ya da tümör içindeki hücre dağılımı ve viral 

enfeksiyonun sebep olduğu bağıĢıklık sistemi tepkileri yer almaktadır. Hayvanlarda 

yapılan pek çok deney ve 1. aĢama klinik denemeler bu faktörleri incelemek üzere 

gerçekleĢtirilmiĢtir. Örneğin, deneysel olarak yüksek miktarda hücre içi viral yaĢam 

döngüsü tespit edilmiĢtir. Virüsler hücrenin içine girdiklerinde hücresel proteinleri 

hedef alan bir dizi gen ürünü ortaya çıkarır ve apoptozun engellenmesi ya da hücre 

döngüsü girdisine sebep olunması gibi çeĢitli hücresel süreçleri modüle eder. Bu da 

viral replikasyonu ve nihayetinde hücre erimesine ve viral ürünlerin serbest 

bırakılmasına sebep olan viral proteinlerin üretimine sebep olur. Her bir adım çeĢitli 

molekül grupları tarafından gerçekleĢtirilir ve her bir adımın tamamlanması için belli bir 

süreye ihtiyaç vardır. Ne var ki viroterapinin etkinliğine iliĢkin tahmin edilebilir 
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faktörlerin tespit edilmesi için viral kinetiğin entegre ve nicel bir Ģekilde anlaĢılması 

gerekmektedir. Böyle bir anlayıĢ olmadan, klinik çalıĢmaların çoğu deneme ve 

yanılmadan ibaret olacaktır. Bu bağlamda matematiksel modelleme olası tüm sonuçları 

içeren bir yelpazeye sahip olmamızı ve tedavileri optimize etmek için gerekli mantığı 

sağlayabilir. Matematiksel modeller aracılığıyla viral dinamiğini anlamak ve karakterize 

etmek üzere birçok giriĢimde bulunulmuĢtur. Bu çalıĢmalar doğaları itibariyle 

çoğunlukla nitel simülasyonlar olup viral ve küme parametrelerindeki değiĢimin 

tedavinin sonuçlarını nasıl etkileyeceğini incelemektedir. Viroterapinin sonuçları 

virüsler ve tümörlü hücreler arasındaki etkileĢimlere karmaĢık bir biçimde bağlıdır. 

Viroterapinin dinamiklerine iliĢkin daha net bir resme ihtiyaç bulunmaktadır. 

 

1.2 GECİKMELİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERE GENEL BİR BAKIŞ 

Gecikmeli diferansiyel denklem sistemleri, bilimin birçok alanında önemli bir yere 

sahiptir. Mevcut sistemin herhangi bir girdi veya uyarıya cevabı genellikle hemen 

olmaz, biraz gecikmeli olur. Biyoloji, tıp, kimya, fizik, matematik, mühendislik ve 

ekonomi gibi hem doğal hem de insan eli ile oluĢturulmuĢ birçok süreç, zaman 

gecikmesi içerdiğinden, gecikmeli diferansiyel denklem teorisi gündeme gelmiĢtir. 

Zaman gecikmesine doğadan verilebilecek en güzel örnek ormanlık alanların 

ağaçlandırılmasıdır. Bir ağaç kesildikten sonra yerine dikilen ağacın olgunluğa eriĢmesi 

yirmi yıl gibi bir sürede gerçekleĢmektedir veya hasta olan bir insana tedavisi için 

verilen ilacın etkisini hemen göstermemesi gibi örnekler verilebilir. Bu süreci inceleyen 

herhangi bir matematiksel model, zaman gecikmesini içermek zorundadır. 

Dinamik sistemlerde kendini tekrar eden süreçler söz konusudur. Böyle bir durumda 

sistem periyodik çözümlere sahiptir. Periyodik çözümlerin varlığını inceleyen teoriler 

arasında en önemlilerinden biri E. Hopf tarafından geliĢtirilmiĢtir. Hopf, parametreye 

bağlı bir diferansiyel denklemin hangi koĢullar altında periyodik çözümlere sahip 

olduğunu incelemiĢ ve Hopf Çatallanma Teoremi olarak bilinen teoremi öne sürmüĢtür. 

1.3  LİTERATÜRDE GECİKMELİ SİSTEMLER  

Wodarz ve Komarova 2011 yılında kütleler etki yasasına bağlı olarak, tümör hücresi ve 

hastalıklı tümör hücresi büyümesine iliĢkin aĢağıdaki genel modeli öne sürmüĢtür: 
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sisteminde, x hastalıksız tümör hücresi sayısını, y ise hastalıklı tümör hücresi sayısını 

ifade eder. F fonksiyonu, hastalıksız tümör hücrelerinin büyüme özelliklerini ifade eder 

ve buna göre, F(0,0) maksimum büyüme hızına karĢılık gelirken, G fonksiyonu ise 

tümör hücrelerinin virüsten etkilenme hızını ortaya koyar. Bu iki fonksiyon, modele ne 

kadar biyolojik ayrıntının dahil edildiğine bağlı olarak çeĢitli Ģekiller alır. β katsayısı, 

virüsün hastalıklı tümörler yoluyla bulaĢıcılık gücünü temsil eder. Hastalıklı tümörler, 

ay hızıyla ölür. Bu bilgilerin, viroterapinin zamanla sağladığı etkinin tanımlanması için 

küçültülmüĢ basit bir çerçeve olduğunun unutulmaması gerekir. Genel olarak, hastalıklı 

tümör hücreleri, hastalıksız tümör hücrelerine doğrudan bulaĢmaz. Ancak hücre dıĢı 

matrisindeki serbest virüsler tümör hücrelerine bulaĢabilir. Bu nedenle, yukarıdaki 

model, açık virüs dinamiğine sahip aĢağıdaki modelin düzenlenmiĢ halidir: 

                                           

ayyxbvg
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y
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denkleminde min{k,d} >> F(0,0) ve  ),(),( yxyg
d

k
byxyG  olacaktır. Burada 

),( yxvg  virüsün hastalıksız tümör hücreleriyle temas hızını gösterir. b virüs bulaĢma 

katsayısını (hızını), k ise hastalıklı bir hücrenin virüs üretme hızını, d ise virüsün ölüm 

hızını gösterir. Diğer bir deyiĢle, v‟nin yukarıdaki modelde geçen y
d

k
 iĢleminin yerine 

kullanılmasıyla, virüs dinamiğinin genellikle tümör hücresinden çok daha hızlı 

olmasının avantajı kullanılabilir.  

Tipik bir virüs ömür döngüsünde belirli evreler vardır. Ġlk evre, tutunma evresidir. 

Serbest bir virüs, tümör hücresinin belirli bir mesafesi içerisine girdiğinde, virüs ile 

tümörün reseptör alanları arasında kimyasal bağlar oluĢur ve tümör hücresinin yüzeyine 

yapıĢır. Ġkinci evre ise, virüs DNA‟sının çekirdekten geçerek tümör hücresine yerleĢtiği 

penetrasyon evresidir. Virüs, tümör hücresine girdiğinde, biyosentez evresi baĢlar. 

Virüs, hücre proteinlerini hedef alan ve çeĢitli hücresel süreçleri değiĢtiren gen ürünleri 

ortaya çıkardığından, konakçının protein sentezi durur ve konakçının transkripsiyon ve 
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translasyon engellenir. Bu arada virüs, DNA‟sını kopyalamak için konakçının 

nükleotidlerini; enzim ve proteinlerini sentezlemek için ise konakçının ribozomlarını, 

enzimlerini ve amino asitlerini kullanır. OlgunlaĢma evresinde virüs kapsitleri birleĢir, 

virüs DNA‟ları baĢa toplanır ve kuyruk lifleri complex‟lere eklenir. Son adım, salgılama 

evresidir. Yeni doğmuĢ virüsler tümör hücresinden salgılanır ve tümör hücresi ölür. 

Hücre içi virüs yaĢam döngüsü, virüsün türüne göre farklılık gösterir ve dakikalarla 

günler arasında değiĢir. Virüsün yaĢam döngüsünün tüm ayrıntılarının, 

komplikasyonlardan kaçınmak için tümör dinamiğiyle ilgilendiğimiz bir matematik 

modeline dahil edilmesi gerekli değilse de, tümör viroterapisinde virüsün hücre içi 

yaĢan döngüsünün ne tür dinamiklerin baĢlatabileceğini görmek ilgi çekici olabilir. 

Hücre içi virüs yaĢam döngüsünün baĢlattığı dinamikleri araĢtırmanın basit bir yolu, 

döngü zamanı gecikme parametresini mantıklı bir modele dahil etmektir. 

Hücre içi virüs yaĢam döngüsü zamanını, virüsün tümör hücresine tutunmasından yeni 

virüslerin ortaya çıkmasına kadar geçen süre olarak tanımlayacağımız τ olarak alalım. 

Hastalıklı fakat henüz virüs üretmeyen tümör hücrelerinin sabit ölüm oranını ise n 

olarak alalım. Bu durumda, hastalıklı tümör hücrelerinin t – τ ile t arasındaki sürede 

hayatta kalma olasılığı e
-nτ

 olacaktır. (Daha genel bir tabirle, hayatta kalma olasılığı, 0 

ve 1 arasında artıĢ göstermeyen bir p(τ) fonksiyonu ile verilir). Daha basit olması 

açısından, hastalıklı tümör hücrelerinin doğal ölümüyle virüs salgılamasını bir araya 

getiriyoruz. Bu da sonuç olarak aĢağıdaki modeli verir. 

.))(),(()(

),(),(
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gecikmeli av-avcı sistemini ortaya koymuĢ ve incelemiĢtir. Burada x(t) ve y(t) sırasıyla 

av ve avcının t anındaki popülasyon yoğunluklarını ifade eder. 0  gecikme 
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parametresidir. 0
1
r  av popülasyonundaki büyüme oranı, 0

2
r  ise avcının ölüm 

oranını vermektedir. 1,2.ji, ,0 
ij

a
 

2008‟de Çelik, 
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sürekli ve gecikmeli diferansiyel denklemini incelemiĢtir. Burada N(t) ve P(t) sırasıyla 

av ve avcının t anındaki popülasyon yoğunluklarını ifade eder. 0
1
r  av 

popülasyonunun, 0
2
r  avcı popülasyonunun büyüme oranı,   ise gecikme 

parametresidir. 

2011‟de Çelik; 
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dağılımlı gecikmeli av-avcı sistemini incelemiĢtir. Burada F(s) fonksiyonu ),0[          

aralığında negatif olmayan sınırlı gecikme çekirdeğini göstermektedir. 

2002‟de E.Beretta ve Y. Kuang, 2000‟de B.R.Dix, S.J. OCarroll  ve 2006‟da 

A.Friedman ve J.P. Tian tümör bağıĢıklık modellerinde Hopf çatallanma yoluyla 

periyodik çözümlerin varlığını araĢtırmıĢlardır. 

 

1.4 TEZ ÇALIŞMASININ AMACI 

Tian ve Kuang‟ın 2012‟de çalıĢtığı gecikmeli tümör-bağıĢıklık modelinde, sistemin 

tamamında bağıĢıklık popülasyonuna   gecikme parametresi eklenirse, aĢağıdaki 

gecikmeli tümör-bağıĢıklık sistemi elde edilir. 

                              

)()()(

)()())()(1)((











tayetytbx

dt

dy

tytbxtytxtrx
dt

dx

n

                         (1*) 
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)1(


 sisteminde; 

)( tx  : Tümör t anındaki popülasyon yoğunluğu, 

)( ty  : BağıĢıklık t anındaki popülasyon yoğunluğudur. 

Hücre içi viral yaĢam döngüsü tümör viroterapisinde önemli bir süreçtir. Tümör 

viroterapisi için kullanılan matematiksel yöntemlerin çoğunda hücre içi viral yaĢam 

döngüsü kullanılmaktadır. Bu makalede hücre içi yaĢam döngüsü kullanılarak yapılan 

tümör viroterapisine iliĢkin bir model sunulmakta ve tartıĢılmaktadır. Model asıntı 

diferansiyel denklemlere ait doğrusal olmayan bir sistemdir. Ġlginç ve zengin dinamik 

davranıĢlar sergilemektedir. Hücre içi viral yaĢam döngüsü arttıkça iki çeĢit stabilite 

anahtarı ortaya çıkmaktadır. Bunlardan biri enfeksiyonsuz denge solüsyonunda diğeri 

ise pozitif denge solüsyonunda ortaya çıkar. Bu hücre içi yaĢam döngüsü, daha önceki 

pek çok çalıĢmada gözlemlenen titreĢim olayını da anlamamıza yardımcı olabilir. 

Önemli klinik implikasyonlardan biri hücre içi yaĢam döngüsü süresinin, bir virüsün 

türünün viroterapi sebebiyle değiĢtirilmesi durumunda modifiye edilmesi gerektiğidir, 

zira bu sayede hücre içi yaĢam döngüsünün süresi iç denge solüsyonunun stabilitesini 

ortadan kaldırabilecek uygun bir aralıkta olması sağlanır. 

Yapılan bu çalıĢmada sırasıyla; 

i. Birinci bölümde, ele alınan problem hakkında genel bilgiler verilmiĢtir. Bu 

kapsamda yapılmıĢ olan çalıĢmalardan bahsedilmiĢ ve kısaca gecikmeli 

diferansiyel denklemlere değinilmiĢtir. 

ii. Ġkinci bölümde, tezin temel teorisi olan Hopf Çatallanma teorisi detaylıca 

incelenmiĢtir. Ġlk olarak, çatallanmanın genel tanımı verilmiĢtir, daha sonra fark 

denklemleri ve adi diferansiyel denklemler için çatallanma tiplerinden, özel 

olarak da Hopf Çatallanmadan bahsedilmiĢ ve Center Monifold Teoremi ifade 

edilmiĢtir. 

iii. Üçüncü bölümde, sistemin denge noktasının kararlılığı ve Hopf Çatallanması 

incelenmiĢtir.                                                         

iv. Dördüncü bölümde, Center Monifold Teoremi kullanılarak bu modelde Hopf 

Çatallanmanın görülmesi için gerekli koĢullar verilmiĢ, çatallanmanın kararlılığı, 

türü, yönü ve periyodu belirlenmiĢtir. 

 



 

 

 

 

7 

2. ÇATALLANMA VE HOPF ÇATALLANMA TEORİSİ 

2.1 ÇATALLANMA TEORİSİ 

Çatallanma, bir sistemde sistemin pozitif denge noktası etrafında seçilen çatallanma 

parametresindeki küçük değiĢikliğin, sistemin davranıĢındaki topolojik değiĢikliğe 

neden olmasıyla meydana gelir. Çatallanma analizi sürekli ve kesikli denklemler ile 

modellenen sistemler için incelenir. Çatallanma teorisi, diferansiyel denklemlerin 

çözümler ailesinin niteliksel ya da topolojik yapısında meydana gelen değiĢimlerin 

incelenmesidir. Dinamik sistemler incelendiğinde, çatallanmanın parametre değerindeki 

değiĢim sonucu ortaya çıktığı gözlemlenmiĢtir. 

2.1.1 Çatallanma Türleri 

Lokal ve Global olmak üzere iki tür çatallanma vardır. 

Lokal Çatallanma: Sistemdeki parametrelerin değiĢimiyle denge noktasının, periyodik 

yörüngelerin veya invaryant kümelerin özelliklerindeki değiĢimler analiz edilir. 

Global Çatallanma: Sistemin invaryant kümelerinin birbirleriyle veya sistemin denge 

noktasıyla çakıĢması durumunda ortaya çıkar. Bu çatallanma türü, sistemin denge 

noktasının kararlılık analiziyle tamamen tespit edilemez. 

2.1.2 Lokal Çatallanma ve Türleri 

Parametredeki değiĢimin, denge noktasının kararlılığını değiĢtirmesiyle lokal 

çatallanma ortaya çıkar. Bu kısımda )(
1 tt

xfx 


 birinci mertebeden fark 

denklemlerinin     parametresine olan bağlılığını 

                                                          ),(
1


tt

xfx 


                                                   (2.1) 

ile göstereceğiz ve bu fark denkleminin dinamiği göz önüne alınacaktır. Denge 

noktalarının    bağlılığını ise )(x  ile ifade edilecektir. Fark denklemlerinin davranıĢı  

   değiĢtikçe değiĢmektedir. DavranıĢın değiĢtiği bu   değerlerine "çatallanma değeri" 

ve bu  ))(,(  x   noktaları ise "çatallanma noktası" olarak adlandırılır. 

 )1.2(   ile verilen fark denklemi için oluĢabilecek çatallanma tipleri  1))((  xf   

denklemi ile belirlenmektedir. Bu denklemler için dört farklı tipte çatallanma söz 
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konusudur. Özetle lokal çatallanma türleri, 

a) Fold (saddle node, tangant) çatallanma, 

b) Tırmık (pitchfork) çatallanma, 

c) Transkritik (transcritical) çatallanma, 

d) Flip (period-doubling) çatallanma, 

e) Hopf çatallanmadır. 

2.1.2.1 Fold çatallanma 

Kritik çatallanma değeri geçilirken biri kararlı diğeri kararsız olmak üzere iki denge 

noktası kaybolur. 

Şekil 2.1: Fold çatallanma  

 

 

 

 

 

 

 

2.1.2.2 Tırmık çatallanma 

Kritik çatallanma değeri geçilirken, bir kararsız denge noktası tarafından ayrılan iki 

kararlı denge noktası olmak üzere üç denge noktası meydana gelir. Bu tip çatallanmaya 

"süperkritik tırmık çatallanma" denir. Bunun tam tersine, yani bir kararlı denge noktası 

tarafından ayrılan iki kararsız denge noktası meydana geliyor ise bu tip çatallanmaya da 

"subkritik tırmık çatallanma” denir. 
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Şekil 2.2: Tırmık çatallanma 

 

2.1.2.3 Transkritik çatallanma 

Bu çatallanma türünde bir kararlı bir kararsız iki denge noktası, çatallanma parametresi 

geçilirken kararlılık yapılarını değiĢtirirler. Yani, kararlı olan kararsız, kararsız olan 

kararlı hale gelir. 

Şekil 2.3: Transkritik çatallanma 
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2.1.2.4 Flip çatallanma 

Kritik çatallanma değeri geçilirken, kararlı denge noktası kararsız olur ve kararlı 2-devir 

ortaya çıkar. Bu tipine "süperkritik flip çatallanma" denir. Tam tersine ise yani ortaya 

çıkan 2-devir kararsız ise de "subkritik flip çatallanma" adını alır. 

Şekil 2.4: Flip çatallanma 

 

2.1.2.5 Hopf çatallanma 

Ġki veya daha fazla birinci mertebeden diferansiyel denklem içeren sistemlerde meydana 

gelen çatallanma türüne "Hopf Çatallanma" denir. Aynı zamanda, Fransız matematikçi 

Jules Henri Poincare (1854-1912), Rus matematikçi Alexander A. Andrnov (1901-

1952) ve Alman matematikçi Heinz Hopf (1894-1971)‟un bu teoriyi geliĢtirmek için 

yaptıkları katkılardan dolayı Poincare-Andronov-Hopf çatallanma olarak da anılır. 

2.2 HOPF ÇATALLANMA 

2.2.1 Hopf ÇatallanmaTeoremi  

f  ve g  ,    çatallanma parametresine bağlı fonksiyonlar olmak üzere 
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 

 



,,

,,

yxg
dt

dy

yxf
dt

dx





                                                (2.3) 

diferansiyel denklem sistemi ele alındığında kabul edilsin ki  ))(),((  yx )3.2(   

sisteminin denge noktası ve  )()(  i , bu denge noktasında hesaplanan Jakobian 

matrisin özdeğerleri olsun. Ayrıca  0)(
*

   olmak üzere kararlılık yapısındaki 

değiĢim  
    da meydana gelsin. 

)3.2(   diferansiyel denkleminin periyodik çözümlerin varlığını sağlayabilmesi için ilk 

önce sırf sanal özdeğere sahip olacak Ģekilde denge noktası orijin ve     parametresi  

0


   olacak Ģekilde değiĢken değiĢtirmeleri yapılarak           

                                            

   

     



,,

),,(

12221

11211

yxgyaxa
dt

dy

yxfyaxa
dt

dx





                                (2.4) 

sistemine dönüĢtürülür. Hopf Çatallanma Teoremi olarak bilinen bu teorem, )3.2(   

diferansiyel denklem sistemi için aĢağıdaki gibi verilebilir. 

Teorem 2.1: (Hopf Çatallanma Teoremi): 

)4.2(  sistemindeki
1

f  ve 
1

g  fonksiyonları x  ve y  değiĢkenlerine göre üçüncü 

mertebeden sürekli türevlere sahip olmak üzere yeteri kadar küçük   ‟lar için )4.2(   

denkleminin bir denge noktası ve    

 
   

    



















2221

1211

aa

aa
J  

matrisinin sistemin Jakobian matrisi olduğu kabul edilsin. Ayrıca      00,00  w   ve  

0|
0






d

d   olmak üzere      iw  ,   J   Jakobian matrisinin özdeğerleri olsun bu 

takdirde  
2

R   uzayında orijini kapsayan herhangi U açık kümesinde  0
0
   için  

0
 

k
  değeri vardır öyle ki  )4.2(   diferansiyel denklemi  

k
    için U'da periyodik 

çözümlere sahiptir (periyot yaklaĢık olarak  
 0

2

w
T


 .). 
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2.2.2 Hopf Çatallanma Türleri 

Hopf  Çatallanma Teoremi  
k

    için periyodik çözümlerin varlığı adına yeterli olan 

koĢulları vermektedir.   çatallanma parametresi,  
k

   ise çatallanma değeridir. Sistemin 

parametresinin değeri değiĢirken sistemin dinamiği kararlı spiralden merkeze, 

merkezden de kararsız spirale dönüĢür. Buna göre iki tür Hopf çatallanma görülür. 

2.2.2.1 Süperkritik Hopf Çatallanma 

Sistemin kararlı denge noktası asimptotik olarak kararlı bir limit döngüsüne dönüĢürse 

oluĢan çatallanmaya denir. 

2.2.2.2 Subkritik Hopf Çatallanma 

Sistemin kararlı denge noktası kararsız bir limit döngüsüne dönüĢürse oluĢan 

çatallanmaya denir. 

2.2.3 Hopf Çatallanma Teorisi 

f  düzgün bir fonksiyon,     çatallanma parametresi ve  n
x R   olmak üzere                                                                

                                                              ,xfx                                                       (2.5) 

otonom adi diferansiyel denklem sistemi ele alınsın. Bu bölümde yukarıdaki gecikmeli 

sistem için Hopf çatallanmanın hangi koĢullar altında ortaya çıktığı, çatallanmanın 

yönü, periyodik çözümlerinin periyodu ve bu çözümlerin kararlılık yapısı 

incelenecektir. 

1) Kapalı fonksiyon teoreminden  0   Jakobian matrisin özdeğeri olmadığından, 

yeteri kadar küçük     için orijinin bir komĢuluğunda, sistemin  )(
0
x   denge noktası 

vardır. Koordinat değiĢikliği yapılmasıyla, denge noktası orijine taĢınır. O halde 

genellikten birĢey kaybetmeden kabul edilebilir ki, yeterince küçük     için x=0, 

sistemin denge noktasıdır. Bu denge noktasındaki Jakobian matrisi 

    


















 nJix

x

f
A

o

j

i

,...2,1,;,  

ile ifade edilir. Bu matrise karĢılık gelen özdeğerleri hesaplanırsa, bunlar; 
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n
 Re....ReRe

21



 olacak Ģekilde sıralansın. 

2)  Ġki boyutlu sistem için bu Jakobian matrisi  

   

    



















11

00
)(

ba

ba
A  

Ģeklindedir.   00  ve    00 w   olmak üzere   A  matrisinin özdeğerleri  

      iw  Ģeklindedir. Bu özdeğerler  0|
0






d

d   olmak üzere sanal 

eksenden geçen          
21

, . 

Bu takdirde (1) ve (2) koĢullar altında   
0

x  denge noktasında Hopf çatallanmanın 

görüldüğü bir sistemin taĢıdığı özellikler elde edilmiĢ olur. Bundan sonra verilen 

adımlar 
2

 , 
2

  ve 
2

T  değerlerinin hesaplanmasında izlenilmesi gereken yolu 

vermektedir. 

3)  R  için   
k

 ve 

   

   
02

01
,

PtPtx

NtNtx








 

değiĢken değiĢtirmeleri yapılırsa sistem    2
R,0,1C ‟de fonksiyonel denklem 

Ģekline dönüĢür    CveCfCL 
21

22
,RR:,R: 


 için 

  














2111

2010







ba

ba
L

k
 

ve 
















221121

210110
),(






ba

ba
f  

elde edilir. 

4) Riesz Gösterim Teoremine göre   0,1   için elemanları sınırlı değiĢimli  22   

tipinde bir    ,   matris fonksiyonu vardır, öyle ki 

   


0,için  
0

1

dLC 
  

Ģeklinde yazılır.   ,   fonksiyonu,     Dirac Delta Fonksiyonu olmak üzere, 
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         1, 


















 

nm

lk

dc

ba

kk
 

Ģeklinde seçilirse    21
R,0,1 C   için 

 

 

   











0  ,  ,

)0,1[  ,      

0

1

0










ssd
A

d

d

 

ve 

 
 









0   ,   ,

)0,1[    ,  0






f
R  

Ģeklinde tanımlanır. Böylece sistem 

ttt
xRxAx )()(    

formunda yazılır. Burada  )0,1[   için  )()(   txx
t

. 

 ))R(],0,1([
21 

 C   için 
















0    ),()0,(

]1,0(       ,
)(

0

1

)(

sttd

s
sA

T

ds

sd






 

ve     0,    iken bilineer iç çarpım 






dds )()()()0()0()(),(
0

0

1

  

 

olarak tanımlanır.  )0(A  ve  
 

A  adjoint operatörleridir.  )0(A ‟ın  
k

iw    öz değerlerine 

karĢılık gelen öz vektörü  )( sp  dir.  1)(),( 


qsq    ve  0)(),( 


qsq   olmak 

üzere 

)()()0(  qiwqA
k

  

ve 

)()( spiwspA
k


  

yazılır. 

5) Center Manifold Teoremi kullanılarak n-boyutlu sistem 2 boyutlu sisteme indirgenir. 

0   iken  
0

C   Center Manifold‟unu tanımlamak için,     
),(

21

ttt
xxx    sistemin 

çözümü olmak üzere,  z   ve  z  ,  
o

C   Center Manifold‟un q ve p yönündeki lokal 

koordinatlar belirlenir.  
o

C   Center Manifold‟u üzerinde 
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),()(Re2)),(),((),(  qtzxtztzWtW
t


  
 

...
2

)()(
2

)(),(

2

0211

2

20


z
WzzW

z
WtW   

dır. 
0

Cx
t
   çözümü için,  0   iken  

ttt
xRxAx )0()0(  . Bu indirgeme iĢlemi 

sırasında verilen sistemin Poincare Normal Formunun 

 zzgzz ,   

Ģeklinde olduğu görülür. Bu durumda 

  ...
222

,

2

21

2

0211

2

20


zz
g

z
gzzg

z
gzzg  

iken 

  ),()0(,
0

zzfqzzg


  

elde edilir ve Hopf teoremini uygulayabilmek için   zzg ,   eĢitliklerinin her ikisinin de 

sağ taraflarının karĢılaĢtırılmasıyla  
20

g , 
11

g , 
02

g  ve 
21

g   katsayılar bulunur. 

...
2

)()(
2

)(),,(

2

0211

2

20


z
HzzH

z
HzzH   

olmak üzere 

   

      

  

   

  

    )()(),()0(Re2)(,)0(

)}()(),()0(Re{2)()(Re2

)0()()0()(Re2,)0(

)()(),()0(Re2

)()(Re2)0()()(Re2,)0(

)()(),()0()(Re2)0()0(

 

0

0

0

0

.













qtztzfpxRtwA

qtztzfpqtziw

xRqAtztwA

qtztzfp

qtziwxRqtztwA

qtztzfptziwxRxA

qzqzxW

t

k

t

kt

ktt

t













 

 
















      ,0   )}()0(Re{2   

)0,1[        )},()0(Re{2

00

0





fqfqAW

qfqAW
W  

    ),(),(,)0( tztzHtWAW   

dır. Buradan 

    ,,,)0( zzHWtwA    

yazılır. 
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 

    

        

  ...
2

2

...,,

,

...)()(

2

20

11

20

1120











z
wiw

zzgziwzzzzgziww

zzgziwzW

zzzzWzzW

zWzWW

k

kk

k

zz







 



 

ve 

            ...0
2

00
11

2

20,
 zzwA

z
wAtwA   

olduğundan 

           ...0
2

20,0
11

2

20
 zzwA

z
WiwAWtWA

k
   

dır. Buradan 

               ...
22

0...0
2

20

2

0211

2

2011

2

20

z
HzzH

z
HzzwA

z
wiwA

k
   

elde edilir. Yukarıdaki eĢitliğin her iki tarafının katsayılar karĢılaĢtırılırsa 

    

     



1111

2020

0

),(20

HwA

HwiwA
k




 

ve   0,1   için 

           

           

 

    ...)()(
2

)()(

)(),()(,

)(),)0()(),0

,0Re2,,

1111

2

0220

00

0









zzqgqg
z

qgqg

qzzgqzzg

qtztzfpqtztzfp

qtztzfpzzH









 

olduğundan 

),()()(
022020

 qgqgH   

)()()(
111111

 qgqgH   

ve  )0( A ın tanımından 

)()()(

),()()(2)(

111111

02202020





qgqgW

qgqgWiW
k









 

bulunur. 
2)2(

1

)1(

11
R),(  EEE   ve  

2)2(

2

)1(

22
R),(  EEE   sabit vektörler olmak üzere 
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,)0(
3

)0()(
2

1

0220

20




 kkk

ii

k

i

k

eEeq
gi

eq
ig

W 
  

2

1111

11
)0()0()( Eeq

gi
eq

ig
W kk

i

k

i

k


 


  

Ģeklinde hesaplanır. ,
1

E
2

E ‟yi bulmak için )0(A ‟ın tanımı ve  )0( q ın  )0(A ‟ın 

özvektörü olduğunun bilinmesinden   0, d   olmak üzere 




















k

k

k

iw

iw

kk

iw

k

k

k

eEdq
g

qg

eEdq
w

gi
q

w

ig

eEdqd
w

gi

qd
w

ig

HWiWd

2

1

0

1

02

20

2

1

0

1

0220

2

1

0

1

0

1

02

0

1

20

202020

0

1

)()0(
3

)0(

)()0(
3

)0( 

)()()(
3

)()(

)0()0(2)()(



































 

ve benzer Ģekilde 

2

0

1
111111

0

1

)()0()0()()( EdqgqgWd   

  

elde edilir. 

)()(2)0()0(
201

2
0

1
0220




HEediwqgqg k
iw

k









 

 

ve 

)()()0()0(
112

0

1
1111

 HEdqgqg  
 

yazılarak  
1

E   ve  
2

E   bulunur. Buradan  )(
11

w   ve  )(
20

w   değerlerinin bulunmasıyla  

ij
g   katsayıları belirlenir. 

6) Böylece Center Manifold‟da  
k

   kritik değerlerinde oluĢan Hopf Çatallanmanın 

yönünü, çatallanan periyodik çözümün kararlılığını ve çatallanan çözümün periyodunu 

belirleyen  ,
2

  ,
2

  
2

T  katsayıları 
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k

k

k

k

c
T

c

c

gg
ggg

i
c













)}(Im{)}0(Im{

)}0(Re{2

)}(Re{

)}0(Re{

2
)

3

||
||2(

2
)0(

21

2

12

1

2

21

2

022

1111201














 

denklemleri ile hesaplanır. 

Yukarda verilen analizden aĢağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Yardımcı Teorem 2.1:   ,, zz ‟nun düzgün bir fonksiyonu  )(
2

zOg    olmak üzere, 

z kompleks değiĢkeni kullanılarak, yeterince küçük     için, )2.2(   sistemi aĢağıdaki 

gibi yazılır: 

                                                          ,,)( zzgzz                                             (2.6) 

İspat:  )(A ‟nun  )(   özdeğerine karĢılık gelen özvektörü    2
Cq    olsun. O 

halde, 

)()()()(  qqA   

dır ve  )(
T

A ‟nun  )(   özdeğerine karĢılık gelen özvektörü  
2

)( Cp    olsun. O 

halde, 

)()()()(  ppA
T

  

dır. ,.,.  2
C ‟de standart skaler çarpma ve 

2211
, qpqpqp   

olmak üzere  p ‟nin  q ‟ya göre normalize edilmesi 

1)(),(  qp  

Ģeklindedir. Herhangi bir  2
Rx   vektörü, 

                                                         )()(  qzzqx                                                  (2.7) 

Ģeklinde tek olarak tanımlanabilir. z ‟yi tanımlayan açık formül 

xpz ),(  

Ģeklindedir. Bu formülü gerçeklemek için,  )4.2(   denkleminin her iki tarafı  p   ile 

skaler çarpılır ve  0)(),(  qp   olduğunun gösterilmesi gereklidir. 
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qpqpAqApqp
T

,,
11

,,






  

ve buradan 

.0,1 







 qp




 

Yeterince küçük her     için    0w  olduğundan    . Böylece  0, qp   

olduğu görülür. Buradan z kompleks değiĢkeni aĢağıdaki denklemi sağlar. 

   ,()(),()( qzzqFpzz   

olduğu görülür ve böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Yardımcı Teorem 2.2:       i)(  ,   0)0(,00
0
 ww   ve 

)(
ijijij

ggg    olmak üzere 

                                     3
2

0211

2

20

22
zO

z
gzzg

z
gzz                                   (2.8) 

denklemi, yeterince küçük her     için 

202

11

220

22
w

h
wwhw

h
wz   

parametreye bağlı kompleks koordinat değiĢimiyle, kuadratik terim içermeyen 

 3

wOww    

denklemine dönüĢür. 

İspat: 

 3202

11

220

22
zOz

h
zzhz

h
zw   

ifadesinden 

 

   

   32

0202

1111

2

2020

2

02

02

111111

2

20

20

021120

)2(

2

1

...
2

2

...)(

wOwhg

wwhgwhgw

zh
g

zzhhgzh
g

z

zzhzzzzhzzhzw








































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elde edilir.    

,
20

20



g
h  ,

11

11



g
h   

 



2

02

02

g
h  

yazılmasıyla  )5.2(   denklemindeki tüm kuadratik terimler yok olur. 0
0
w , 

 
0

0 iw   iken, yeterince küçük her     için paydalar sıfırdan farklı olduğundan 

yukarıdaki eĢitlikler doğrudur ve böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Yardımcı Teorem 2.3:      iw)(   ,   0)0(,00
0
 ww   ve  )(

ijij
gg    

olmak üzere 

 4
3

03

2

12

2

21

3

30

6226
zO

z
g

zz
g

zz
g

z
gzz    

denklemi, yeterince küçük her     için 

303212221330

6226
w

h
ww

h
ww

h
w

h
wz   

parametreye bağlı kompleks koordinat değiĢimiyle,  )(
11
cc    olmak üzere yalnızca 

bir kübik terim içeren 

 42

1
wOwwcww    

denklemine dönüĢür. 

 

İspat:  

 3303212221330

6226
zOz

h
zz

h
zz

h
z

h
zw   

ifadesinden 
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 

 

    

 

   )(3
6

1

2
2

1

2

1
2

6

1

...
2622

2226

...
2

2
2

2
22

43

0303

2

1212

2

2121

3

3030

303032

12

1212

221

21

2133030

203212

221230

wOwhg

wwhg

wwhgwhgw

z
hg

zzh
hg

zz
h

h
g

z
hg

z

zz
h

zzzzz
h

zzzzz
h

zz
h

zw



















































































 

elde edilir. 

 


3
 ,

2
 ,

2

03

03

12

12

30

30

g
h

g
h

g
h  

yazılmasıyla  ww
2   terimi dıĢındaki tüm kübik terimler yok olur. Yeterince küçük her  

   için paydalar sıfırdan farklı olduğundan yukarıdaki eĢitlikler doğrudur. ww
2   

teriminin yok edilmesi için 

 


21

21

g
h  

yazılır. Fakat 0  iken yukarıdaki denklemin paydası 0)0()0(
00
 iwiw .   

ya bağlı bir dönüĢüm elde etmek için 0
21

h  yazılmasıyla 

2

21

1

g
c   

bulunur. 

Uyarı: Kalan ww
2  kübik terimi "rezonans terim" olarak adlandırılır. Bu terimin 

katsayısı, orijinal denklemdeki zz
2

  kübik teriminin katsayısıyla aynıdır. 

Yardımcı Teorem 2.4 :  (Hopf Çatallanma için Poincare Normal Form) 

     iw)(   ,   0)0(,00
0
 ww   ve  )(

ijijij
ggg    olmak üzere 

                               (2.9) 
)(

!!

1 4

32

zOzzg
lk

zz
lk

kl

lk







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denklemi, yeterince küçük her     için 

303212330202

11

220

62622
w

h
ww

h
w

h
w

h
wwhw

h
wz   

parametreye bağlı kompleks koordinat değiĢimiyle,  )(
11
cc    olmak üzere yalnızca 

bir kübik terim içeren 

                                               )(
42

1
wOwwcww                                              (2.10) 

denklemine dönüĢür. 

İspat: Yardımcı Teorem 2.2 de, 

 


2
,,

02

02

11

11

20

20

g
h

g
h

g
h  

iken 

                                              202

11

220

22
w

h
wwhw

h
wz                                   (2.11) 

Ģeklinde tanımlanan dönüĢüm, tüm kuadratik terimleri yok etmekle birlikte kübik 

terimlerin katsayılarını da değiĢtirir.  ww
2 ‟nin katsayısı  

212

1 g   yerine  
122

1
g   olur ve 

Yardımcı Teorem 2.3 deki dönüĢümle de, katsayısı  
122

1
g   olan rezonans terim dıĢındaki 

tüm kübik terimler yok olur. 

Böylece, )8.2(  kuadratik dönüĢümüyle, bulunması gereken 
1

c  katsayısı, ww
2   

teriminin yeni katsayısı  
122

1
g . 

 wz ,   ve  w   cinsinden iki Ģekilde ifade edilebilir. ( )8.2   denklemi,  )6.2(   orijinal 

denkleminde yerine yazılır veya  )6.2( ‟nın ( )7.2 „ye dönüĢtürülebildiği bilindiğinden,  

,z    )8.2( ‟in türevlenmesi ile hesaplanır. 

whwwwwhwwhwz 
021120

)(   

ve  )7.2(   kullanılarak  w   ve kompleks eĢleniği yerlerine yazılır. Yukarda 
20

h ,
11

h  ve  

02
h ‟leri içeren ifadede kuadratik terimlerin katsayılarının karĢılaĢtırılmasıyla ve  

2

ww   

teriminin katsayılarının eĢitlenmesiyle 

 

  2222

2
21

2

02

2

11

2

2011

1

ggggg
c 










 

elde edilir.  0   çatallanma parametresi değerinde yukarıdaki denklem 
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23

1
2

2
)0(

21
2

02

2

112011

0

1

g
gggg

w

i
c 








  

denklemine indirgenir. 

Yardımcı Teorem 2.5:    ,00   0)0(
0
 ww  olmak üzere 

     )()(
42

1
wOwwcwiw

dt

dw
   

denklemi ele alınsın. Kabul edelim ki,  0)0(    ve  0)0(Re
1

c   olsun. Denklem, 

parametreye bağlı lineer koordinat dönüĢümü, yeni zaman ölçeği ve lineer olmayan yeni 

zaman parametrizasyonu ile 

  )(
42

uOusuui
d

du
 


 

formuna dönüĢür.  ,1))0(sign(Re
1

 cs    u   yeni kompleks koordinat,     ve     

sırasıyla yeni zaman ve yeni zaman parametresini gösterir. 

İspat: 

1.Adım: (Lineer zaman ölçeği) Yeni zaman parametresi  tw )(    Ģeklinde tanımlanır. 

Yeterince küçük her     için,  0)( w   olduğundan zaman korunur. Buradan, 

 

 

 

 )(

)(
)( ,)(

1

1











w

c
d

w
  

olmak üzere 

  )()(
42

1
wOwwdwi

d

dw
 


 

elde edilir. 

  0
)0(

)0(
)0( ,00 




w


  

olduğundan yeni     parametresi 

 

 

 

 )(

)(
)( ,)(

1

1











w

c
d

w
  

olarak alınabilir ve ters fonksiyon teoremi,     ya bağlı     fonksiyonunun lokal 

varlığın garanti eder. Ayrıca  
1

d   kompleks bir fonksiyondur. 

2.Adım: (Lineer olmayan zaman parametresi)  )(Im)(
11
 de    için 
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 dwed ))(1(
2

1
  

olmak üzere, yeni zaman parametresi    ,   Ģeklinde tanımlanarak orbitler 

boyunca zaman parametresi değiĢir. Zamandaki değiĢim orijinin küçük bir 

komĢuluğunda özdeĢlik dönüĢümüdür. Zamanın yeni parametresinin kullanılmasıyla,  

)()(Re)(
111
 edl    gerçel olmak üzere 

  )()(
42

1
wOwwlwi

d

dw
 


 

ve 

                                                           
)0(

)0(Re
)0(

1

1

w

c
l                                                 (2.12) 

elde edilir. 

3.Adım: (Lineer koordinat ölçeği)  u   yeni kompleks değiĢken olmak üzere, 

.

)(
1
l

u
w   

0)0(Re
1

c   olduğundan  0)0(
1

l . Denklem,  ))0(sign(Re))0(sign(
11

cls    olmak 

üzere 

    )()(
)(

)( 4242

1

1
uOusuuiuOuu

l

l
ui

d

du
 







 

formunda yazılır. 

Tanım:  )(
1
l   fonksiyonu “birinci Lyapunov katsayısı” olarak adlandırılır. 

 )9.2(  denkleminden,  0 ‟daki birinci Lyapunov katsayısı 

                                               
21020112

0

1
Re

2

1
)0( gwgig

w
l                                     (2.13) 

Ģeklinde hesaplanır. 

Böylece, çatallanma noktasındaki  )0(
1

l ‟ın hesaplanması için sağ taraftaki ikinci ve 

üçüncü mertebeden türevlerin bilinmesi gerekir. )0(
1

l ‟ın değeri p  ve q  özdeğerlerinin 

normalizasyonuna bağlıdır ve bu değerin iĢareti,  1, qp   normalizasyonunu sağlayan  

qp ,   değerlerine invaryanttır. 
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AĢağıdaki teoremle, elde edilen sonuçlar özetlenir. 

Teorem 2.2: 

                                              R,R        ),,(
2

  xxf
dt

dx
                                    (2.14) 

iki boyutlu sistemi, yeterince küçük her     için  0x   denge noktasına ve    ,00   

0)0(
0
 ww  olmak üzere 

)()()(
2,1

 iw  

özdeğerlerine sahiptir. 

AĢağıdaki koĢullar sağlandığında; 

 )1.( B : 0)0(    

 )2.( B : 
1

l   birinci Lyapunov katsayısı olmak üzere, 
1

l 0)0(   koordinat, parametre 

değiĢimiyle ve zaman dönüĢümüyle,  )11.2(  sistemi 

  )(
1

1 4

2

12

2

2

1

2

1

2

1
yO

y

y
yy

y

y

y

y

d

d











































 





















 

olur. 

 

Teorem 2.3 :  (Hopf Çatallanma için topolojik normal form) 

),( xfx   

bir parametreli, iki  boyutlu sistemi,  0   da  0x   denge noktasına ve 

0  ,)0(
002,1
 wiw  

özdeğerlerine sahiptir ve aĢağıdaki normal formlardan bir tanesine orijin civarında lokal 

topolojik eĢdeğerdir. 

  )(
1

1 4

2

12

2

2

1

2

1

2

1
yO

y

y
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y

y

y

y

d

d











































 





















 

Teorem2.1, Teorem2.2 ve  )10.2(   denklemi, iki boyutlu sistemlerde Hopf çatallanma 

analizi için tüm gereksinimleri sağlar. 
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2.3 CENTER MANİFOLD TEOREMİ 

 0)0( f   iken, 

                                                        
n

xxfx R ),(                                                  (2.15) 

dinamik sistemi için,  0
0
x   denge noktasında  A   Jakobian matrisinin özdeğerleri  

n
 ,...,,

21
  olsun, Kabul edilsin ki, özdeğerlerinin gerçel kısmı sıfır olsun ve  0Re    

olduğunda sayılabilir çoklukta  


n   özdeğerleri,  0Re    olduğunda  
0

n   özdeğerleri 

ve  0Re    olduğunda ise  


n   özdeğerleri olsun.  c
T  sanal eksen üzerindeki  

0
n   

özdeğerlerinin birleĢimine karĢılık gelen lineer özvektör uzay olsun. Sanal eksen 

üzerindeki özdeğerler   0Re     c
T   özvektör uzayında olduğu gibi genellikle kritik 

özdeğer olarak adlandırılır. 
t

  fonksiyonu )12.2(  eĢitliğine karĢılık gelen akı olarak 

tanımlansın. 

Yukarıdaki kabullerle aĢağıdaki teorem verilir. 

Teorem 2.4: (Center Manifold Teoremi)  )12.2(   sisteminin  
0

n   boyutlu   0
c

loc
W   

invaryant manifoldu,  0x   da  
c

T   özvektör uzayına teğettir. Ayrıca,  0
0
x  „ı bir  U   

komĢuluğunda, her  0t     0t   için    Ux
t

   ise,  t     t   için  

    . 0
c

loc

t
Wx     

Tanm:  c

loc
W   manifoldu „Center Manifold‟ olarak adlandırılır. 
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3. KARARLILIK ANALİZİ VE HOPF ÇATALLANMA 

Bu tezde 

                        

                                                                                                         

 

                             (1*) 

 

 

sürekli ve gecikmeli diferansiyel denklem sistemi incelenecektir. Bu sistemin tek pozitif 

denge noktası olan  ),,(
000


 yxE   

0    ve0 
dt

dy

dt

dx
 

eĢitliklerinden faydalanarak 

 

                                                   

 

elde edilir. 

*

0
E  denge noktasının iĢareti incelenirse, 

ba   ise  .00
*

y  

ba   ise iki durum vardır. 

1.durum  

a

b

n
ln

1
0        değerini bu aralıkta seçtiğimizde 

*

0
E  denge noktası pozitif olur.  

2.durum; 

 
a

b

n
ln

1
   Ģeklinde alınırsa denge noktası negatif oluyor. Sonuç olarak denge 

noktasının pozitif olması için  ba   ve  
a

b

n
ln

1
0    Ģartlarının sağlanması gerekir. 

)1(


 sisteminde 

 

 

değiĢken değiĢimi uygulanırsa 

                                                                                                                                                                                                                                               

 

)()()(

)()()()(1)(











tayetytbx

dt

dy

tytbxtytxtrx
dt

dx

n





























1

1

,
*

0

*

0

*

0

r

b

e
b

a

ye
b

a
xE

n

n








0

*
)()( xtxtx




0

*
)()( ytyty

     

    ***

*****

)()()(

,)()()()(1)(

ytyaeytyxtxb
dt

dy

ytyxtxbytyxtxxtxr
dt

dx

n










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                                                                                                                           (3.1) 

 

sistemi elde edilir. Bu değiĢken değiĢimi ile  ),(
*

0

*

0
yx  denge noktası  )0,0(   noktasına 

taĢınmıĢ olur. )1.3(  sisteminin   lineerleĢtirilmesi sonucu 

 

                                                                                                                           (3,2) 

 

 

 

denklem sistemi elde edilir. )2.3(  denklem sistemi 

 

 

 

 

Ģeklindeki denklem sistemine dönüĢür. Burada 

 

                                                                  

                                                                 

                                                                                    

 

                                                        . 

Lineer denklem sisteminde; 

tt
LeyKex


     ve  

dönüĢümü kullanılırsa 

ttt

ttt

LeAKeAeL

LeAKeAeK









4

)(

3

2

)(

1
,









 

elde edilir. Buradan 

 

 

 

eĢitliği bulunur. Bu eĢitliğin sağlanması için  

   

    )()(

),()(2

**

*****











tyaebxtxeby

dt

dy

tybxrxtxbyryrxr
dt

dx

nn

)()(

),()(

43

21









tyAtxA
dt

dy

tyAtxA
dt

dx

,2
***

1
byryrxrA 

,
**

2
bxrxA 

,
*

3

n
ebyA




aebxA
n


 *

4

0

43

21


















eAA

eAA
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0

43

21


















eAA

eAA
 

eĢitliği sağlanmalıdır. LineerleĢtirilmiĢ sistemin karakteristik denklemi, 

olduğundan                                                  Ģeklinde elde edilmiĢ olur. 

Teorem 3.1: AĢağıdaki i ve ii koĢulları altında, 

                                              ,1)  i  

),1()1()2()
2

 ii  

0  durumundaki sistemimiz için 

0
E  pozitif denge noktası asimptotik kararlıdır. 

İspat: 0  alındığında sistemin karakteristik denklemi  
514

det  ve)( AAAAtrA     

olmak Ģartıyla 

0det)(
2

 AtrA  . 

trA


)]1()1()2([
)1(

1 2

2



 

,0)1()1()2(
2

   

)1()1()2(
2

   

olduğundan  0trA  ve  0det A . Buradan aĢağıdaki koĢulları elde ederiz. 

                                             1 i)  

).1()1()2( ii)
2

   

)2.3( lineer sisteminin )0,0(  noktasındaki kararlılığı, )3.3(  karakteristik denkleminin 

köklerine bağlıdır. Bu nedenle )3.3(  transandantal denkleminin köklerinin durumu 

incelenir ise bu köklerin sürekli bağımlılığından ve Routh-Hurwitz kriterinden en az bir  

0
0
  vardır ki  ),0[

0
   için  0)Re(  .  0)(Re z   olduğunda  *

0
E   asimptotik 

kararlılığını kaybettiğinden  0)(Re 


z   olacak Ģekilde bir  0


z ‟ın olup olmadığı 

incelenir. Yani,  )3.3(   denkleminin sırf sanal olan köklerinin olup olmadığı araĢtırılır. 

Bu bölümde ilk olarak denge noktasının lokal kararlılığı incelenir. 
   için 0w  

gerçel olmak üzere  iw   kabul edildiğinde aĢağıdaki yardımcı teorem elde edilir. 

 

Yardımcı teorem 3.1:  )1.3(   sistemi için,  )3.3(   transandantal denklemi sırf sanal 

0
321

2


 
 eAAA

0
4
A
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köke sahiptir. 

İspat:  
    ve  w   gerçel kök olmak üzere  iw  ,  )3.3(   transandantal 

denkleminde yerine yazılırsa genellikten birĢey kaybetmeden  0w   alınabilir. Böylece 

 

elde edilir. Yani 

                                                                                                            .  

Bu eĢitliğin gerçel ve sanal kısımlarını ayrı ayrı yazarsak 

                                                                                                                                 (3.4) 

                                                                                                                           (3.5) 

elde edilir. )4.3(  ve )5.3(  eĢitliklerin de her iki tarafın kareleri alınıp taraf tarafa 

topladığında 

 

eĢitliği elde edilir. Bu denklemde   yazıldığında 

 

olmak üzere 

0)(
2

 rqzzzf  

denklemi elde edilir. 

 


)(lim zf
x

  ve  0
2

5
 Ar   olduğundan bu denklemin en az bir tane pozitif kökü 

vardır. O halde genellikten birĢey kaybetmeden bu pozitif köklerden biri  
k

z   yani  

kk
zw    olsun. 

 

 

 

 

ve  

 

 

eĢitliklerinden 

 

 

0)(
321

2


 iw
eAAiwAiw

0)sin()cos(
32321

2
  wiAAwAAiwAw

wAwAA

wwAA

132

2

32

)sin(

)cos(









0
2

3

2

2

22

1

4
 AAwAw
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ġeklinde bulunur. Böylece )3.3(  denkleminin sırf sanal köke sahip olduğu bulunmuĢ 

olur. Böylelikle Yardımcı Teorem )1.3( 'in ispatı tamamlanır. 

Yardımcı Teorem 3.2: 0)(  zf  olduğunu varsayalım, bu durumda aĢağıdaki 

transversalite Ģartı elde edilir; 
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denklemi elde edilir.Buradan 

0|)Re(
1





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d

d






 

eĢitsizliği bulunur. Elde edilen sonuçlar özetlenecek olursa sistemin kararlılığı ve Hopf 

çatallanma aĢağıdaki teoremle verilebilir. 

Teorem 3.2:  )1(


  sistemi için, 

i. Eğer  ),0[
0

    ise sistemin ),(
*

0

*

0

*

0
yxE   denge noktası asimptotik kararlıdır. 

ii. Eğer  
0

    ise sistemin  ),(
*
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*

0

*

0
yxE   denge noktası kararsızdır. 

iii. Eğer ...)2,1,0(  k
k

  ise sistemin ),(
*

0

*
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0
yxE   denge noktasında Hopf 

çatallanma meydana gelir. 
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4. HOPF ÇATALLANMANIN YÖNÜ VE KARARLILIĞI  

Bu bölümde Normal Form Teorisi ve Center Manifold Teoremi kullanılarak Hopf 

çatallanmanın yönü, periyodik çözümlerin kararlılığı ve periyodu incelenecektir. Burada 

Hopf  )1(

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0
yxE    pozitif denge 
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 R   için   
k

  yazılırsa  0   da  )1(


  sisteminin Hopf çatallanma 

parametresi olur. 





k

t
tyyxxxx  , , ,

0201
 

değiĢken değiĢtirilmesi yapıldığında,  )],0,1([
2

RCC  ‟de  

                                               ),()()(
tt

xfxLtx 


 .                                    

Burada  
2

21
))(),(()( Rtxtxtx

T
   ve  ,:

2
RCL 


   

2
: RCRf     için 

 

                                                                                    

 

                                             (4.2) 

 

yazılır. Buradan,         ,)(),(

12

11












f

f
f

k
  

 

ve 

 

 

elde edilir. Riesz Gösterim Teoremine göre   0,1   için, elemanları sınırlı değiĢimli  

22    tipinde bir  ),(    matris fonksiyonu vardır öyle ki, 

CdL 


 , )()0,(
0

1
  

Ģeklinde yazılabilir.  ),(    fonksiyonu,    Dirac Delta Fonksiyonu olmak üzere, 

 

 























 






















)1(

)1(

0

0
)(

)0(

)0(

0

0
)()(

2

1

4

2

2

1

3

1












A

A

A

A
xL

kkt

)1()0()1()0()0(
2121

2

111
  brrf




n
ebf


 )1()0(

2112

)1(
0

0
)()(

0

0
)(),(

4

2

3

1









 










 

A

A

A

A

kk



 

 

 

 

34 

Ģeklinde seçilirse,  )R],0,1([
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formunda tanımlanır. Böylece 
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xRxAtx )()()(                                             (4.3)                                      
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olarak tanımlanır. 

Yardımcı Teorem 4.1:  )0(A   and  
A   adjoint operatörlerdir. 
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eĢitliği bulunur. Böylece  )0(A   ve  
A ‟ın adjoint operatörleri olduğu gösterilmiĢ ve 

ispat tamamlanmıĢ olur. 

Ayrıca  
k

iw   ,  )0(A ‟ın  özdeğerleridir. )0(A ‟ın  
k

iw    özdeğerine karĢılık gelen 

özvektörü   )(q   ve  
A ‟ın  

k
iw    özdeğerine karĢılık gelen özvektörü  )( sq


. Yani, 

)()()0(  qiwqA
k

  

ve 

).()( sqiwsqA
k


   
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Ģeklinde  D   elde edilmiĢ olur. Yani,  1)(),( 


qsq    ve  0)(),( 


qsq  eĢitlikleri 

elde edilmiĢ olur. 

0   iken Center Manifold‟u tanımlamak için önce koordinatlar hesaplanmalıdır.  
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Bunun için, 
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eĢitliklerini tanımlansın ,z z  ve  ,q
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q  vektörleri yönünde 
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C  Center Manifold‟unun 

lokal koordinatlar olmak üzere 
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elde edilir. 

Kuznetsov, Y.‟dan (1981)  hatırlanacağı üzere Hopf çatallanmanın normal formunun 
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olarak bulunur. 
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katsayıları bulunmuĢ olur. 
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bulunur. 

Böylece Center Manifold‟da 
k

  kritik değerindeki çatallanan periyodik çözümlerin 

çatallanma katsayıları  
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Ģeklinde belirlenir. Burada  ;
2

   Hopf çatallanmanın yönünü,  ;
2

   çatallanan 

periyodik çözümün kararlılığını ve  ;
2

T   çatallanan çözümün periyodunu ifade eder. Bu 

bilgilerle aĢağıdaki teorem verilir. 

Teorem 4.1: Hopf çatallanmanın yönünü belirleyen  
2

   için; eğer  0
2
   ise  

0
    

için çatallanan periyodik çözüm vardır ve Hopf çatallanma süperkritiktir, 0
2
   ise  

0
    için çatallanan periyodik çözüm vardır ve Hopf çatallanma subkritiktir. 

Çatallanan periyodik çözümün kararlılığını belirleyen  
2

   için;  0
2
   ise çatallanan 

periyodik çözüm kararlı,  0
2
   ise kararsızdır. Çatallanan çözümün periyodunu ifade 

eden  
2

T   için ;  0
2
T   iken periyot artar,  0

2
T   iken periyot azalır. 
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