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OZET

ESNEK HiPER TOPOLOJILER VE ESNEK TOPOLOJIK UZAYLARDA
TANIMLI KUME DEGERLI DONUSUMLER

Fethullah EROL
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damsmani: Prof. Dr. Metin AKDAG
2016, 129+xi sayfa

Esnek hiper topolojileri ve esnek kiime degerli doniisiimleri incelemeyi amaglayan bu
calisma alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, konunun literatiirdeki 6nemi ve
tarihgesi ele alinmistir. ikinci béliimde, sonraki boliimlerin daha iyi anlasilabilmesi igin
esnek kiimeler, esnek topolojik uzaylar ve esnek fonksiyonlar ile ilgili temel tanim ve
teoremler verilmistir. Uciincii boéliimden itibaren son béliime kadar tezin 6zgiin
calismalar1 sunulmustur. Ugiincii boliimde, esnek topolojik yapilar arasinda tanimlanan
kiime degerli doniisim kavrami verilmis ve bu doniligimiin temel o6zellikleri
incelenmistir. Dordiincti boliimde, ilk olarak esnek agik kiimeler kullanilarak esnek
kiime aileleri iizerinde alt ve iist esnek Vietoris topolojiler tanimlanmis ve bazi temel
ozellikleri verilmistir. Daha sonra esnek kompakt, esnek Lindelof, esnek quasi H-kapali
ve esnek Fy kapali kiimelerden yararlanarak esnek kiime aileleri lizerinde bazi hiper
topolojiler tanimlanip temel 6zellikleri incelenmis ve bu topolojiler arasindaki iligkiler
incelenmistir. Besinci boliimde, 6nce esnek kiime degerli doniisiimlerin ¢esitli stireklilik
tipleri (sirasiyla esnek siirekli, esnek alfa-siirekli, esnek yari-siirekli, esnek on-siirekli,
esnek b-siirekli ve esnek beta-siirekli) tanimlanarak bu siireklilik tiplerinin bazi temel
ozellikleri verilmis ve arasindaki iligkiler incelenmistir. Daha sonra esnek kiime degerli
dontigiimlerin bazi kararsizlik tipleri (sirasiyla esnek yari-kararsiz, esnek on-kararsiz,
esnek b-kararsiz) tanimlanarak bu kararsizlik tiplerinin bazi temel 6zellikleri verilmistir.
Tezin altinci ve son boliimiinde, esnek kiime degerli doniisiimler kullanilarak medikal

teshis i¢in bir uygulama 6rnegi ile esnek kiime degerli bilgi sistemi 6rnegi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Esnek kiime, esnek topolojik uzay, esnek kiime degerli doniigiim,

esnek hiper uzaylar, esnek stireklilik.



ABSTRACT

SOFT HYPER TOPOLOGIES AND MULTIFUNCTIONS DEFINED BETWEEN
SOFT TOPOLOGICAL SPACES

Fethullah EROL
Doctor of Philosophy (Ph. D.)
Institute of Sciences Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Metin AKDAG
2016, 129+xi pages

This thesis, the purpose of which is to investigate the soft hyper topologies and the
multifunctions defined between soft topological spaces, composes six chapters. In the
first chapter, the importance and history of the issue in the literature were discussed. In
the second chapter, for better understanding of the next sections, the definitions and
theorems about soft set, soft topological spaces and soft mapping were expressed. From
the third chapter until the last part of the thesis, original work is presented in. In the
third chapter, the concept of multifunction which defined between soft topological
spaces and some basic properties of these multifunction were given. In the fourth
chapter, first by use soft open set the upper and lower soft Vietoris topological space
which defined on family of soft sets and some basic properties of it were given. Then by
use soft compact, soft Lindelof, soft quasi H-closed and soft Fs sets, some hyper
topological spaces which defined on family of soft sets were given and their properties
were investigated. In the fifth chapter, the definitions of various types of soft continuous
multifunction (soft continuous, soft alpha-continuous, soft semi-continuous, soft pre-
continuous, soft b-continuous and soft beta-continuous, respectively) were expressed
Then, basic features of these soft continuous multifunctions were given and the
relationships among them were investigated. Also, various types of soft irresolute
multifunction (soft semi-irresolute, soft pre-irresolute, soft b-irresolute, respectively)
were expressed. Finally, in the sixth chapter, by use the soft multifunction an example

medical diagnosis application and soft set-valued information systems were given.

Key Words: Soft sets, soft topological space, soft multifunction, soft hyper spaces, soft

continuity.
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Elemant

Eleman degil

Esnek elemant

Esnek elemani degil

Tiimleyen

Esnek tiimleyen

Fark

Esnek fark

Birlesim

Kesigsim

Esnek birlesim

Esnek kesisim

Alt kiime

Kapsama

Esnek alt kiime

Esnek kapsama

Bostan farkli evrensel kiime

X in kuvvet kiimesi

Parametreler kiimesi

Bos kiime

Esnek bos kiime

Mutlak esnek kiime

X lizerindeki tiim acik kiimelerin ailesi
X tizerindeki tiim esnek agik kiimelerin ailesi
X tizerindeki tiim kapali kiimelerin ailesi
X tizerindeki tiim esnek kapali kiimelerin ailesi

Esnek kiime ailesi {izerinde alt topoloji
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X - (G E)
Bsv+

KISALTMALAR DIiZiNi

Arkadaslari

(F, E) esnek kiimesinin X uzayina gore kapanisi

(F, E) esnek kiimesinin X uzayina gore igi
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1. GIRIS

Miihendislik, tip, ekonomi, ¢evre, yapay zeka ve bilgisayar gibi alanlarda ¢alisan birgok
bilim adam1 uzun siiredir belirsizlik igeren verileri modellemeye ve matematiksel olarak
ifade etmeye ¢alismaktadir. Ancak klasik mantik yaklasimiyla bu ¢alismalarin basariya
ulastigini sdylemek pek de miimkiin degildir. Kesin ve tam olmayan bilgi ve olaylarin
varligi nedeniyle belirsizlik igeren sistemlerin modellenmesinde kullanilan klasik
mantik yetersiz kaldigindan, belirsizlik ile ilgili ortaya ¢ikan problemlerin iistesinden
gelebilmek i¢in birgok teori ortaya atilmistir. Bunlardan bazilar1 olasilik teorisi, bulanik

kiime teorisi, yaklagimli kiime teorisi ve esnek kiime teorisidir.

17. ylizyil baslarinda Pascal ve Fermat olasilik kuramini ortaya atarak ilk olarak belirsiz
bir durumu matematiksel olarak incelemisler, fakat klasik mantigin yukarida bahsedilen
yetersizligini gidermede kullanilan bu teorinin kendisi de, ara degerleri hesaba

katmamasi nedeniyle yetersiz kalmaktadir.

Belirsizlik i¢eren olaylarin modellenmesine imkan taniyan bulanik (Fuzzy) kiime teorisi
1965' te Zadeh tarafindan ortaya atilmis ve bu teorinin belirsizlik igeren sistemlere
uygulanabildigi de yine kendisi tarafindan gosterilmistir. Giinliik hayatimizda otomatik
kontrol sistemleri, bilgi sistemleri, goriintii sistemleri gibi bir¢ok uygulama alani
olmasima ragmen bu teori, her bir durum igin bir {iyelik fonksiyonu insa etme zorlugu

nedeniyle yetersiz kalmaktadir.

1982 de Pawlack tarafindan tanimlanan ve klasik kiime teorisinin bir genislemesi
niteliginde olan yaklagimli (Rough) kiime teorisinde, nitelik degerlerini ve kararlari
kullanarak durumlar1 ifade eden karar tablolarindaki bilgilerin tam oldugu varsayailir,
ancak pratikte bu miimkiin olmayabilir. Bu nedenden dolayi, iiyelik fonksiyonundan ve

niteliksel ifadelerden bagimsiz yeni yaklasimlara ihtiya¢ vardir.

1999 yilinda Molodtsov tarafindan ortaya atilan esnek (Soft) kiime teorisi, bulanik
kiimenin aksine reel degerli bir fonksiyon yerine, kiime degerli bir fonksiyon ile
belirsizligi ortadan kaldirmaya caligmaktadir. Uyelik fonksiyonu kurma problemi
olmamasi bu teoriyi pratikte daha uygulanabilir kilmaktadir. Bu teori, Molodtsov ve
arkadaglar1 (1999, 2006) tarafindan ortaya konan, ¢esitli alanlarda pratik uygulamalar
icin zengin bir potansiyele sahiptir. Esnek kiime teorisi, bilgi sistemleri, sinir sistemleri,

karar verme problemleri, optimizasyon teorisi, oyun teorisi, cebirsel yapilar ve



matematiksel analiz (Riemann integrali, Perron integrali, 6l¢iim teorisi) gibi belirsizlik
iceren bir¢ok alana uygulanmistir. 2002 yilinda Maji ve arkadaglar1 6zellikle bilgisayar
uygulamalarinda kullanigshi olan karar verme problemleri igin ilk uygulamay1 esnek
kiimeler yardimiyla vermisler, 2003 yilinda ise esnek kiimeler igin cebirsel islemleri
tanimlayarak Ozelliklerini incelemislerdir. Daha sonra Chen ve arkadaslar1 (2005), Maji
ve arkadaslarinin (2002) ¢alismasii gelistirmiglerdir. Pei ve Miao (2005) ise esnek
kiimeler ve 6zel bilgi sistemleri arasindaki iliskiyi incelemisler ve esnek kiimelerin 6zel
bilgi sistemlerinin bir sinifi oldugunu gostermislerdir. Cagman ve Enginoglu (2010),
soft matris teorisini tanimlamiglar ve bir optimum deger bulma probleminde karar

verme algoritmasini gelistirmislerdir.

Esnek kiimeleri temel alan topolojik yapilar ile ilgili ilk ¢alismalar Shabir ve Naz (2011)
ile Cagman ve ark. (2011) tarafindan yapilmistir. Bu c¢alismalarinda; Shabir ve Naz,
esnek topolojik uzaylardaki bazi temel kavramlarin yanisira esnek ayirma aksiyomlarini
tanitmiglar, Cagman ve ark. ise esnek topolojik uzaylarin bazi 6zelliklerini vermislerdir.
Daha sonra Min (2011) esnek ayirma aksiyomlar1 ile ilgili bazi yeni sonuglar elde
etmistir. Zorlutuna ve arkadaslar1 (2012) ise esnek topolojik uzaylarda, i¢ nokta, ig,
komsuluk, siireklilik ve kompaktlik gibi 6nemli kavramlara giris yapmislardir.
Aygiinoglu ve Aygiin (2012) esnek carpim topolojiyi tanimlayarak, Alexander alt taban
teoremi ile Tychonoff teoremini esnek topolojik uzaylara genellestirmislerdir. Kharal ve
Ahmad (2011) esnek dontisiimleri tanimlayarak ¢esitli 6zeliklerini incelemislerdir. Chen
(2013), esnek yart acik kiime kavramina girig yapmis ve esnek topolojik uzaylarda ilgili
ozellikleri caligmistir. Nazmul ve Samanta (2013) ile Roy ve Samanta (2014) esnek
taban ile ilgili 6zellikleri vermislerdir. Georgiou ve arkadaslari (2013) ise esnek
topolojik uzaylarda ayirma aksiyomlar1i ve yakinsaklik ile ilgili yeni sonuglar elde
ederek, esnek O-topoloji ile esnek 6-siireklilik kavramlarini ortaya atmislardir. Esnek
topolojik uzaylar ile ilgili diger ¢alismalar ise Hussain ve Ahmad (2011), Varol ve
Aygiin (2013), Feng ve arkadaslar1 (2008), Kandil ve arkadaslar1 (2014) iin yapmis
oldugu calismalar olarak listelenebilir. Giiniimiizde halen esnek topolojik uzaylar ile

ilgili galigmalar artarak devam etmektedir.

Cagdas matematigin gelisme alanlarindan biri de kiime degerli analizdir. Bazi
problemler incelenirken ortaya ¢ikan doniisiimler tek degerli veya diferansiyellenebilir

olmayabilir. Bu durumda problemin incelenmesi igin klasik analiz yontemleri yeterli



olmamaktadir. Bu nedenle yeni altyapilarin olusturulmasi gerekmektedir. Bunlardan biri

de kiime degerli dontisiimlerdir.

Klasik kiime topolojilerinde 6nemli rol oynayan cesitli fonksiyon tiirleri iizerinde
yapilan ¢alismalarin biiyiik cogunlugu degisik arastirmacilar tarafindan kiime degerli
dontigiimlere genisletilmistir. Son yillarda bu teori, ¢esitli alanlarda (ekonomi,
noncooperative games, yapay zeka, tip, bilgi sistemleri, optimizasyon teorisi ve karar
verme teorisi gibi) uygulama alani bulabildiginden giderek 6nemli hale gelmektedir.
Ayrica kiime degerli doniisiimlerin tiirev kavrami kontrol teorisinin problemlerinin

arastirilmasinda kullanilmaktadir.

1930'lu yillardan beri ayr1 bir konu olarak ¢alisilmaya baglanan ve ¢agdas matematigin
onemli Kkonularindan biri olan kiime degerli doniisiimlerin ¢esitli 6zellikleri
(tiirevlenebilirlikleri, integrallenebilirlikleri, Olctilebilirlikleri, homotop olmalart v.b.)
Stroter (1955), Jacobs (1968), Bridgland (1970), Smithson (1972) v.d. tarafindan,
stireklilikleri ise Wallace (1941), Choquet (1947), Ratner (1949), Michael (1951),
Stroter (1955), Ponomarev (1964), Lechicki (1979), Popa (1982), Ozer (1986), Kiigiik
(1994), Akdag (1991) ve Zorlutuna (2000) tarafindan c¢alisilmistir. Michael (1951) de
kiime degerli bir doniisiime tek degerli bir fonksiyon karsilik getirmis ve tek degerli
dontigiimlerin  siirekliliginden  yararlanmistir.  Goriinti  uzaylarini  yeniden
topolojilendirerek kuvvet kiimesi iizerinde yeni topolojiler elde etmis, bu topolojiler
yardimiyla da bir kiime degerli doniisiimiin siirekliligi ile buna karsilik gelen tek degerli
dontistimiin siirekliligi arasindaki iligki incelenmistir. Boylece kiime degerli doniistimler
ile ilgili pek ¢ok problemin tek degerli fonksiyona indirgenmesi saglanmistir. Kiime
degerli doniisiimlerin siirekliligi ile ilgili ilk toplu ¢alisma Stroter (1955) tarafindan
yapilmistir. Stroter “Continuous Multivalued Functions” adli ¢aligsmasi ile verilen tiim

stireklilik ¢esitleri arasindaki iliskileri incelemistir.

Fuzzy topolojik uzaylarda ise kiime degerli doniisiimler Papageorgiou (1985) tarafindan
tanimlanmis, bu doniisiimlerin siireklilikleri ise kendisi ile birlikte, Mukherjee ve
Malakar (1991), Ozbakir (1994), Zorlutuna (1996), Ekici (1996), Khaled ve ark. (2010),
Akdag ve ark. (2015) tarafindan ¢alisilmistir. Kiime degerli doniistimler ile ilgili yapilan
calismalar da halen devam etmektedir.

Hiper topolojiler ile ilgili ¢caligmalar 1900 1i yillarin baslarinda baslamistir. Bilinen en

eski hiper topoloji olan Hausdorff topoloji Hausdorff tarafindan, Vietoris tooloji ise



Vietoris tarafindan tanimlanmistir. Michael (1951) de alt ve iist Vietoris topolojiyi
tanimlamigtir. Bunun yanisira Kiigiik (1987) ile Akdag (1991, 2003) hiper topolojiler
tizerinde degisik caligmalar yapmislardir. Ayrica Zorlutuna (2000) hiper topolojilerde

ayirma aksiyomlari iizerine ¢alisma yapmuistir.

Bu tez calismasinda, ilk olarak esnek kiimeler iizerine yapilan c¢alismalar, esnek
kiimeler, esnek topolojik yapilar ve esnek fonksiyonlarin temel 6zelikleri verilmistir.
Daha sonra esnek topolojik uzaylar arasinda kiime degerli doniisim kavrami
tanimlanarak bu doniisiimiin temel 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra esnek kiimeler
araciligiyla esnek kiime aileleri lizerinde bazi hiper topolojiler tanimlanmis ve bu
topolojilerin temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica bazi esnek kiimeler (sirasiyla esnek
acik, esnek alfa-agik, esnek yari-agik, esnek on-agik, esnek b-acik ve esnek beta-agik)
kullanilarak esnek kiime degerli doniisiimlerin cesitli siireklilik tipleri (sirasiyla esnek
stirekli, esnek alfa-siirekli, esnek yari-siirekli, esnek on-siirekli, esnek b-siirekli ve
esnek beta-siirekli) tanimlanmistir. Daha sonra esnek kiime degerli doniisiimlerin
stireklilik tiplerinin bazi temel Ozellikleri verilmis ve bu siireklilik tipleri arasindaki
iliskiler ele alinarak 6rnekler yardimi ile bu iligkilerin semasi ¢ikarilmistir. Bunlara ek
olarak esnek kiime degerli doniisiimlerin bazi kararsizlik tipleri (sirasiyla esnek yari-
kararsiz, esnek on-kararsiz, esnek b-kararsiz) tanimlanarak bu kararsizlik tiplerinin bazi
temel Ozellikleri verilmis ve arasindaki iligkiler incelenmistir. Son olarak, esnek kiime
degerli doniistimler ile ilgili bir tibbi teshis uygulama 6rnegi ve esnek kiime degerli bilgi

sistemi Ornegi verilmistir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu béliimde, esnek kiime teorisiyle ilgili temel kavramlar tanitilmig ve bunlarin temel

ozellikleri verilmistir.

Bu tez boyunca X: baslangi¢c evreni ya da evrensel kiime, E: parametreler kiimesi,
P(X): X’in kuvvet kiimesi olarak alinmistir. Ayrica, aksi ifade edilmedigi miiddetce
tezin timiinde X ve Y uzaylar sirasiyla (X, T, E) ve (Y, 7, K) esnek topolojik uzaylar

yerine kullanilmislardir.

Tamm 2.1. X evrensel kiime, E parametrelerin kiimesi ve P(X) de X’in kuvvet kiimesi
olsun. F: E = P(X), e € E igin F(e) € X olmak iizere (F,E) ikilisine X tizerinde bir

esnek kiime denir.

Diger bir deyisle, esnek kiime, X evreninin alt kiimelerinin parametrize edilmis bir
ailesidir. Her e € E i¢in F(e) deger kiimesi, (F, E) esnek kiimesinin e-elamanlarinin ya
da e-yaklasimli elemanlarinin bir kiimesi olarak g6z oniine alinabilir. Bir (F, E) esnek
kiimesi asagidaki sekilde ikililer yardimiyla ifade edilir: (F,E) = {(e,F (e)): e€E }
(Molodtsov, 1999).

Ornek 2.2. Bir (F,E) esnek kiimesi, Bay X’in satin alacagn "arabalarin cekiciligi"
olarak tanmimlansin. X gozoniline alinan biitiin arabalarin kiimesi ve E bir parametre
kiimesi olsun. Her parametre bir kelime veya bir ciimledir. E = {pahali, ucuz, gri renkli,
beyaz renkli, otomatik vitesli, dizel, elektrikli}. Bu durumda, bir esnek kiimeyi ifade
etmek; pahali arabalar, gri renkli arabalar, otomatik vitesli arabalar, dizel arabalar...

gibi arabalarin 6zelliklerini vurgulamak anlamina gelir.

Burada, F(e) kiimelerinin keyfi olabilecegi yani; bazilarinin bos olabilecegi gibi

bazilarinin arakesitlerinin bos olmayacagina dikkat edilmelidir.

Ornek 2.3. (X,7) bir topolojik uzay olsun. Burada, X bir kiime ve T bir topolojidir.
Diger bir ifadeyle 7, X in a¢ik kiime olarak adlandirilan alt kiimelerinin bir ailesidir. Bu
taktirde 7(x) = {V € 7: x € V} olarak gosterilen x noktasinin 7(x) agik komsuluklarinin
ailesi (x’1 ihtiva eden 7’daki agiklarin kiimesi), (t(x), t) esnek kiimesi olarak gz oniine

alinabilir (Molodtsov, 1999).

Maji ve arkadaslar1 esnek kiime tanimini asagidaki gibi genellestirmislerdir.



Tanim 2.4. A c E ve F: A - P(X) bir doniisiim olmak iizere (F, A) ciftine X tizerinde
bir esnek kiime denir (Maji ve ark., 2003).

Majumdar ve Samanta’ya (2008) goére herhangi bir (F,A) esnek kiimesi e € A iken
F(e)#® ve e€ E\A iken F(e) =@ olmak iizere bir (F,E) esnek kiimesine
genisletilebilir. Bundan sonra parametre kiimesi E ’nin bir alt kiimesi olan X {lizerindeki

tiim esnek kiimelerin ailesi S(X, E) ile gosterilecektir.

Tamm 2.5. X iizerinde (F,A) ve (G, B) iki esnek kiime ve A € B olsun. Ve € A igin
F(e) c G(e) ise (F,A), (G,B) nin esnek alt kiimesidir denir ve (F,A) € (G, B) ile

gosterilir.

Eger (G,B), (F,A) nin esnek alt kiimesi ise (F,A)’ya (G, B)’nin bir esnek iist (esnek
stiper) kiimesidir denir ve (F,A) 5 (G, B) ile gosterilir (Feng ve ark., 2008).

Tamm 2.6. Eger (F,A), (G, B)’nin esnek alt kiimesi ve (G, B) de (F,A)’nin esnek alt
kiimesi ise (F, A) ve (G, B) esnek kiimelerine X {izerinde esit esnek kiimeler denir (Maji
ve ark., 2003).

Tammm 2.7. Bir (F,A) esnek kiimesinin (F,A)¢ ile gosterilen esnek tiimleyeni
(F,A)¢ = (F¢,A) ile tammlanir. Burada F¢:A — P(X) doniisimii her e € A icin
F¢(e) = X \ F(e) ile verilen bir doniisiimdiir (Ali ve ark., 2009).

Tamim 2.8. Her e € A i¢in F(e) = @ ise, (F, A) esnek kiimesine X iizerinde bos esnek

kiime denir ve @ ile gosterilir (Maji ve ark., 2003).

Tanim 2.9. Her e € A i¢in F(e) = X ise, (F, A) esnek kiimesine X iizerinde A-evrensel

(mutlak) esnek kiime denir ve 4 ile gosterilir.

Eger A = E ise, bu durumda A-evrensel esnek kiimesine bir evrensel esnek kiime denir

ve X ile gosterilir.
Tanimlardan kolayca gériilebir ki X¢ = @ ve @€ = X dir (Maji ve ark., 2003).

Maji ve arkadaslarinin (2003) yukaridaki bos ve mutlak esnek kiimeleri A c E alt
kiimesine bagl oldugundan tek degildir. Bu yiizden bu kiimeler sirasiyla ¢, ve X, ile

gosterilir. Eger A = E ise bunlar icin sirastyla @ ve X gosterimleri kullanilir ve bu



kiimeler sirasiyla tam bos ve tam mutlak kiimeler olarak adlandirilir (Kharal ve Ahmad,
2011).

Bu tez boyunca tam bos ve tam mutlak esnek kiimeler sirasiyla @ ve X ile gosterilmistir.

Tammm 2.10. (F,A) ve (G,B), X izerinde iki esnek kiime ve C = AU B olsun. Bu

durumda her e € C igin

F(e) ,e € A\ B ise
H(e) ={G(e) ,e €EB\ Aise
F(e) U G(e) ,e EANBise

ile tamimli (H, C) esnek kiimesine (F, A) ve (G, B) esnek kiimelerinin birlesimi denir ve
(H,C) = (F,A) U (G, B) ile gosterilir (Maji ve ark., 2003).

Tammm 2.11. (F,A) ve (G,B), X lzerinde iki esnek kiime ve C = AN B olsun. Bu
durumda her e € C i¢in H(e) = F(e) N G(e) ile taniml1 (H, C) esnek kiimesine (F, A)
ve (G, B) esnek kiimelerinin kesigimi denir ve (F,A) N (G,B) = (H,C) ile gosterilir
(Feng ve ark., 2008).

Teorem 2.12. (F,A), (G,B), (H,C) € S(X,E) ve I bir indeks kiimesi olmak iizere her
i € I igin (F;, A), (G;, B) € S(X, E) olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

i. (F,A) A (F,A) = (F,A) ve (F,A) T (F,A) = (F,A)

ii. (F,A) 1 (G,B) = (G,B) I (F,A) ve (F,A) T (G,B) = (G,B) U (F,A)
iii.(F,A) A ((G,B)A (H,0)) = ((F,A) A (G,B)) A (H,C)

ve (F,A) U ((6,B)T (H,¢)) = ((F,A) T (G,B)) T (H,C)

iv. (F,A) = (F,A) U ((F,A) A (G,B)) ve (F,A) = (F,A) A ((F,A) T (G,B))
V. (F,A) A (Ui (G, B)) =Ui¢; ((F,A) A (G, B))

vi. (F,A) U (Nie; (G, B)) =0, ((F,A) U (G, B))

vii. ((F,A)%)¢ = (F,4)

viii. (g, (Fi:A))C =Nie; (F, A)E



ix. (Mg (Fi;A))C =Uie; (F;, A
x. (F,A) € (G,B) ise, (G,B)¢ € (F,A)¢

xi. (F,A)U(F,A¢=4, (F,AN(F,A°=ad (Maji ve ark., 2003; Cagman ve
Enginoglu, 2010).

Not: Esnek kiimeyi (F,A) olarak aldigimizda mutlak esnek kiime, mutlak bos esnek
kiime ve esnek tiimleyen gibi kavramlar sikintili oldugu i¢in bundan sonra (F, A) esnek

kiimesi yerine (F, E) esnek kiimesini kullanacagiz.

Tamim 2.13. X tizerinde (F,E) ve (G, E) esnek kiimelerinin esnek farki (H, E) olsun.
Bu durumda (H, E) esnek kiimesi her e € E i¢in H(e) = F(e)\G(e) olarak tanimlanir
ve (F, E)\(G, E) ile gosterilir (Shabir ve Naz, 2011).

Tammm 2.14. (F,E), X tlizerinde bir esnek kiime ve x € X olsun. Her e € E igin
x € F(e) oldugunda x elemanina (F,E) esnek kiimesine aittir denir ve x € (F,E) ile

gosterilir.
Dikkat edelim ki eger bir e € E igin x & F(e) ise x & (F, E) dir (Shabir ve Naz, 2011).

Tanmm 2.15. x € X olsun. Her e € E igin x(e) = {x} ise, bu esnek kime (x,E) ile
gosterilir (Shabir ve Naz, 2011).

Lemma 2.16. (F,E), X tzerinde bir esnek kiime ve x € X olsun. Bu durumda

asagidakiler dogrudur:
i.x € (F,E) & (x,E) € (F,E)
ii. (x, E) N (F,E) = @ ise, x & (F,E) dir (Min, 2011).

Tanmm 2.17. Y, X’in bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olsun. Bu durumda Y ,here e E

icin Y(e) =Y ile X iizerinde (Y, E') esnek kiimesini gosterir (Shabir ve Naz, 2011).

Tamm 2.18. (F, E), X iizerinde bir esnek kiime ve Y de X in bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda Y iizerinde alt esnek (F,E) kiimesi ('F,E) ile gdsterilir ve her
e € E icin YF(e) = Y n F(e) ile tanimlanir. Diger bir deyisle (YF,E) = Y & (F,E) ile
de ifade edilebilir (Shabir ve Naz, 2011).



Tamm 2.19. (F,E) € S(X,E) olsun. Bir e € E i¢in F(e) # @ ve her e’ € E\{e} i¢in
F(e") = @ ise (F,E) esnek kiimesine esnek nokta denir ve ey ile gosterilir (Zorlutuna
ve ark., 2012).

Tamm 2.20. Ortak X evreni tizerinde ey ve (G, B) iki esnek kiime olsun. Eger e € B
icin F(e) c G(e) ise, er esnek noktasi (G, B) esnek kiimesinin bir elemanidir denir ve

er € (G, B) ile gosterilir (Zorlutuna ve ark., 2012).

Onerme 2.21. Ortak X evreni iizerinde e ve (G, B) iki esnek kiime olsun. Bu durumda

er € (G, B) ise er & (G, B)¢ dir (Zorlutuna ve ark., 2012).
Uyan 2.22. Yukaridaki 6nermenin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 2.23. X = {x1,x,, x5} evreni iizerinde parametre kiimesi E = {eq, e,} olmak
lizere er = (ey, {x1, x2}) esnek noktasi ve (G, B) = {(ey, {x1,x3}), (e, {x1,x2})} esnek

kiimesi icin ex & (G,B) ve er & (G, B)¢ = {(e1,{x3}), (e, {x3})} tiir.

Tammm 2.24. (F,A) € S(X,E) olsun. Her e € A i¢in F(e) = {x,} olacak sekilde bir
Xo € X noktasi varsa ve her e € E\A i¢in F(e) = @ ise, (F,A) esnek kiimesine esnek

nokta denir ve F,° ile gosterilir (Aygiinoglu ve Aygiin, 2012).

F;° esnek noktasina mutlak esnek nokta denir. Ayrica her e € A igin x, € G (e) ise F, °,

G, B) esnek kiimesine aittir denir ve bu durum F;° € (G, B) ile gosterilir.
A g

Tamm 2.25. (F,E), X tlizerinde bir esnek kiime ve x € X olsun. Her e € E igin
F(e) = {x} oluyorsa (F,E) kiimesine esnek tek nokta kiime denir ve x ile gosterilir.

Tiimleyeni de x§ dir (Kandil ve Tantawy, 2014).

Tanmm 2.26. (E,A), X lizerinde bir esnek kiime olsun. Bir a € 4 i¢in E(a) = {x}
olacak sekilde x € X varsa ve her B(# ) i¢in E(B) = @ ise (E,A) kiimesine esnek

nokta denir ve E ile gosterilir. (Nazmul ve Samanta, 2013).

Ornek 2.27. X = {x1,x,} ve E = {e4, e} olsun. Bu durumda X iizerindeki biitiin esnek

noktalar asagidaki gibi olur:

(e1, {x1}), (en,{x2}), (ez{x1}), (€2 {x2})

Not. Esnek kiime teorisi ile ilgili yapilan ¢aligmalarda temel kavramlardan biri olan

esnek nokta kavrami yukarida tanimlar verildigi iizere dort sekilde tanimlanmistir. Biz
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tezin orjinal kismi boyunca (3. bolimden 6. bolimiin sonuna kadar) Nazmul ve

Samanta'nin tanimladigi esnek nokta tanimini (Tanim 2.26) kullanacagiz..

Asagida esnek topolojik uzay, esnek acik (kapali) kiime, esnek komsuluk, esnek ig¢

(kapanis) ve esnek taban (alt taban) ile ilgili 6zellikler verilmistir.

Tamm 2.28. 7, X {izerinde esnek kiimelerin bir sinifi ve E parametrelerin kiimesi olsun.

T asagidaki ozellikleri saglarsa 7 ya X tizerinde bir esnek topoloji denir.
TlL.o,XE*F

T2. T daki esnek kiimelerin her hangi sayida birlesimi 7 ya aittir.

T3. 7 daki her hangi iki esnek kiimenin kesisimi 7 ya aittir.

Bu durumda (X, E) tgliisiine X tizerinde esnek topolojik uzay denir. ’nun her
elemanina X de esnek agik kiime, X deki bir esnek agik kiimenin tiimleyenine de esnek

kapali kiime denir. X uzayindaki tiim esnek kapali kiimelerin ailesi ¥’ ile gosterilir
(Shabir ve Naz, 2011).

Teorem 2.29. (X, 1, E) bir esnek topolojik uzay ve 7', X deki esnek kapali kiimelerin

ailesi olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

F1.o,XEF

F2. ¥’ niin elemanlarinin her hangi sonlu birlesimi 7’ dedir.

F3. ¥’ nin elemanlarinin her hangi kesisimi ¥’ dedir (Shabir ve Naz, 2011).

Tamim 2.30. 7 ve 7, X tlizerinde iki esnek topoloji ve ¥ < T* ise t esnek topolojisi T*

topolojisinden daha kabadir denir (Aygunoglu ve Aygun, 2012).

Onerme 2.31. Aym X evreni iizerinde (X, %, E) ve (X, 5, E) esnek topolojik uzaylari
verilsin. Bu durumda (X,%,; N %, E), X iizerinde esnek topolojik uzaydir (Shabir ve
Naz, 2011).

Uyan 2.32. Herhangi bir X evreni tlizerindeki iki esnek topolojinin birlesimi X tizerinde

esnek topoloji olmayabilir (Shabir ve Naz, 2011).
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Ornek 2.33. X = {x, x5, x5} evreni iizerinde parametre kiimesi E = {e} olmak iizere

T, = {(D,X’,{(e, {xl})}} ve 1, = {CD,)?,{(e, {xz})}} esnek topolojileri i¢in 7, Ut, =

{cp, £,{(e, 1D} (e {xz})}} bir esnek topoloji degildir.

Onerme 2.34. (X,% E) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda her e € E igin
7, = {F(e): (F,E) € t} ailesi X tizerinde bir topolojidir (Shabir ve Naz, 2011).

Ayrica bu son 6nerme gosterir ki, her e € E parametresi i¢in X tizerinde bir 7, topolojisi
vardir. Boylece X izerindeki bir esnek topoloji, X {izerindeki topolojilerin

parametrelendirilmis bir ailesini verir.

Onerme 2.35. (X, %, E) bir esnek topolojik uzay ve Y de X’in bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. Bu durumda her e € E i¢in (Y, T,y), (X, T.) ’nin bir alt uzayidir. Burada

Toy ={Y N F(e),| F (e) € 7.} dir. (Shabir ve Naz, 2011).

Tamim 2.36. (X, T, E) bir esnek topolojik uzay ve Y de X’in bos olmayan bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda %, = {(YF,E)|(F,E) € %} ailesine Y iizerine esnek indirgenmis

topoloji denir.

(Y, 1y, E) uzayma (X, T, E) esnek topolojik uzaymin bir esnek alt uzayr denir (Shabir ve
Naz, 2011).

Onerme 2.37. (Y,%,,E), (X,%,E) esnek topolojik uzaymin bir esnek alt uzayr ve
(F,E), Y de bir esnek agik kiime olsun. Eger ¥ € 7 ise, (F,E) € t dur (Shabir ve Naz,
2011).

Teorem 2.38. (Y,%y,E), (X,1,E) esnek topolojik uzayinin bir esnek alt uzayr olsun.
Eger (F,E) kiimesi Y de esnek kapali ve Y € 7’ ise (F,E) € ' dur (Zorlutuna ve Cakir,
2015).

Teorem 2.39. (X, 1, E) bir esnek topolojik uzay, Y € X ve (F,E) de X tizerinde bir

esnek kiime olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur:
i. (F,E), Y’de esnek aciktir & (F,E) = Y 1 (G, E) olacak sekilde bir (G, E) € £ vardr.
ii. (F,E), Y’de esnek kapahdir & (F,E) =Y A (G, E) olacak sekilde bir (G,E) € ¥’

vardir (Shabir ve Naz, 2011).
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Tamm 2.40. (X, %, E) bir esnek topolojik uzay, er € S(X, E) bir esnek nokta ve (G, E)
de X de bir esnek kiime olsun. Eger ey € (H,E) € (G, E) olacak bi¢imde bir (H,E)
esnek acik kiimesi varsa, (G,E) esnek kiimesine erp esnek noktasinin bir esnek

komsulugu denir.

er esnek noktasinin 7 esnek topolojisine goére biitiin esnek komsuluklarindan olusan aile

N (er) ile gosterilir (Zorlutuna ve ark., 2012).

Teorem 2.41. (X, T, E) bir esnek topolojik uzay ve er € S(X, E) olsun. Bu durumda

N;(er) komsuluklar ailesi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

i. (G,E) € N.(ep) iseep € (G, E)

ii. (G,E) € N,(ep) ve (G, E) € (M,E) ise (M,E) € N,(ep)
iii. (G,E),(M,E) € N.(eg) ise (G,E) N (M,E) € N.(ef)

iv. (G,E) € N (ep) ise dyle bir (M,E) € N, (er) vardir dyle ki her ey € (M, E) igin
(G,E) € N.(ey) dir (Zorlutuna ve ark., 2012).

Tamim 2.42. (X, %, E) bir esnek topolojik uzay ve (F,E) ile (G,E) de X iizerinde iki
esnek kiime olsun. Eger (F,E) € (H,E) € (G, E) olacak sekilde bir (H,E) € T varsa,
(G, E) esnek kiimesine bu uzayda (F, E)’nin bir esnek komsulugu denir (Zorlutuna ve
ark., 2012).

Teorem 2.43. (X, 1, E) esnek topolojik uzayinda bir (G, E) esnek kiimesi esnek agiktir
ancak ve ancak (G,E) tarafindan kapsanan her (F,E) esnek kiimesi i¢in (G,E),

(F, E)’nin bir esnek komsulugudur (Zorlutuna ve ark., 2012).

Tanmm 2.44. (X,7,E) bir esnek topolojik uzay, x € X ve (G, E) bir esnek kiime olsun.
x € (F,E) € (G,E) olacak sekilde bir (F,E) esnek agik kiimesi varsa, x elamanina
(G, E)’nin esnek i¢ noktas1 denir (Shabir ve Naz, 2011).

Tamim 2.45. (X, T, E) bir esnek topolojik uzay, x € X ve (G, E) bir esnek kiime olsun.
x € (F,E) € (G,E) olacak sekilde bir (F,E) esnek acik kiimesi varsa, (G,E) ye x

elamaninin esnek komsulugudur denir (Shabir ve Naz, 2011).

Onerme 2.46. (X,%,E) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler

saglanir:
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I. Her x € X elemani bir esnek komsuluga sahiptir.

ii. x € X elamaninin esnek komsuluklar1 (F, E) ve (G,E) ise (F,E) N (G, E) de x’in bir

esnek komsulugudur.

lii. x € X elamaninin esnek komsulugu (F,E) ve (F,E) € (G,E) ise (G,E) de x in bir
esnek komsulugudur (Shabir ve Naz, 2011).

Onerme 2.47. (X,% E) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda X iizerindeki
herhangi bir (F, E) esnek agik kiimesi igin (F,E), N,cg F(e)’nin her noktasinin esnek
komsulugudur (Shabir ve Naz, 2011).

Tamim 2.48. (X, , E) bir esnek topolojik uzay ve (F,E) de bu uzayda bir esnek kiime

olsun.

I.(F, E) esnek kiimesinin esnek kapanisi

cl(F,E) =N {(G,E): (G,E) esnek kapali ve (F,E) € (G, E)} (Shabir ve Naz, 2011).
Ii.(F, E) esnek kiimesinin esnek i¢i

int(F,E) =0 {(0,E): (0,E) esnek agik ve (0,E) C (F,E)} big¢iminde tanimlanir
(Zorlutuna ve ark., 2012).

Esnek kapali kiimelerin Teorem 2.29 (F2) ozelliginden, cl(F,E) esnek kapalidir ve
(F,E)’yi kapsayan en kiigiik esnek kapali kiimedir. Yani cl(F,E), (F, E)’yi kapsayan
tim esnek kapali kiimeler tarafindan kapsanir. Benzer sekilde esnek agik kiimelerin
Tanim 2.28 (T3) den int(F,E) esnek agiktir ve (F, E) tarafindan kapsanan en biyiik
esnek acik kiimedir (Shabir ve Naz, 2011).

Teorem 2.49. (X, T, E) bir esnek topolojik uzay ve (F,E), (G,E) de X tzerinde iKi

esnek kiime olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur:
i. int(®) = & ve int(X) =X

ii. int(F,E) & (F,E)

iii. int(int(F,E)) = int(F, E)

iv. (F, E) esnek acik kiimedir & int(F,E) = (F,E)
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v. (F,E) € (G,E) ise int(F,E) € int(G,E)
vi. int((F,E) A (G,E)) = int(F,E) A int(G, E)
vii. int((F,E) U (G, E)) 3 int(F,E) U int(G,E) (Hussain ve Ahmad, 2011).

Teorem 2.50. (X, T, E) bir esnek topolojik uzay ve (F,E), (G,E) de X iizerinde iki

esnek kiime olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur:

i. cl(®) = @ ve cl(X) =X

ii. (F,E) € cl(F,E)

iii. cl(cl(F,E)) = cl(F,E)

iv. (F, E) esnek kapali kiimedir < cl(F,E) = (F,E)

V. (F,E) € (G,E) ise cl(F,E) € cl(G,E)

vi. cl((F,E) A (G,E)) € cl(F,E) A cl(G,E)

vii. cl((F,E) U (G,E)) = cl(F,E) U cl(G, E) (Shabir ve Naz, 2011).

Teorem 2.51. (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve (F, E) de X iizerinde bir esnek kiime

olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur:
i. int((F,E)¢) = (cl(F,E))¢

ii. cl((F,E)¢) = (int(F,E))°¢

ii. int(F, E) = (cl((F, E)?)) (Hussain ve Ahmad, 2011).

Tamm 2.52. (X, 1, E) bir esnek topolojik uzay ve g da = nun bir alt ailesi olsun. T daki
her bir esnek kiime, § daki bazi esnek kiimelerin birlesimi olarak ifade edilebiliyorsa 8

ya T nun agik bir esnek tabani denir (Nazmul and Samanta, 2012).

Ornek 2.53. X = {x1, X2, X3, %4, x5} Ve E = {eq, e,} kiimeleri verilsin. Bu durumda
(F1, E) = {(e1, {x1}), (e2, {x21)},

(F2, E) = {(e1, {xa}), (€2, {x3})},

(F3,E) = {(e1, {x2,x3}), (€2 {x1,xa})},
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(Fy, E) = {(e1, {x1,x4}), (€2, {x2, x3})},

(Fs, E) = {(e1, {x1, X2, x3}), (2, {X1, X2, xa})},

(Fe, E) = {(e1,{x2,x3,x4}), (€2 {x1,x3,x4})},

(F7,E) = {(e1, {x1, X2, X3, x4}), (€2, {x1, X2, X3, x4} }}

esnek kiimeleri i¢in t = {®, X, (F, E), (F,, E), (F5,E), (Fy, E), (Fs, E), (Fg, E), (F,, E)}

esnek ailesi X iizerinde bir esnek topolojidir. Ayrica § = {®, X, (F1, E), (F,, E), (F3,E)}
esnek ailesi de bu esnek topoloji igin bir esnek agik tabandir (Nazmul and Samanta,
2012).

Onerme 2.54. (X,, E) bir esnek topolojik uzay ve 8 da t nun bir agik alt ailesi olsun.
Bu durumda B, T nun bir esnek agik tabanidir eger V(F,E) € 7 ve VE,* € (F,E) igin
3(G,E) € B vardir 6yle ki E,* € (G,E) € (F, E) dir (Nazmul and Samanta, 2012).

Onerme 2.55. (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve B da t nun bir alt ailesi olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar1 saglayan 8 ya t nun bir esnek agik tabani denir.
Hoep
(i) X, B daki esnek kiimelerin birlesimidir.

(iii) Eger (F,E),(G,E)€p ise (F,E)N (G,E) esnek kiimesi B daki bazi esnek
kiimelerin birlesimidir yani (F,E), (G,E) € B ve E,* € (F,E) N (G,E) ise 3(H,E) € B

~

vardir yle ki E,* € (H,E) € (F,E) N (G, E) dir (Nazmul and Samanta, 2012).

Tamm 2.56. (F,A) nin esnek alt kiimelerin bir sinifi olan (F,A) tizerindeki 7 ya

asagidaki 6zellikleri saglarsa (F, A) lizerinde bir esnek topoloji denir.
TL. @, (F,A) € ©
T2.(G,B),(H,C) e tise (G,B)N(H,C) €T

T3. I bir indeks kiimesi olmak tizere her i € [ igin (F;,A) € T ise U ;¢ (F;, A) € 7 dur.
(Roy and Samanta, 2014).

Tamm 2.57. Asagidaki sartlar1 saglayan (F,A) nin bazi alt kiimelerinin koleksiyonu
olan g ailesine (F, A) iizerindeki bir topoloji i¢in esnek agik taban (veya kisaca esnek

taban)dir denir.
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() € B

(i) U B = (F,A) yani her bir e € A ve x € (F,A)(e) i¢in B € A olmak iizere (G,B) €
B vardir dyle ki x € (G, B)(e) dir. Burada x € (F,A)(e) ifadesi (e, {x}) € (F,A) yani

(e, {x}) esnek noktasi (F, A) esnek kiimesine aittir anlaminda kullanilmustir.

(iii) Eger (G,B),(H,C) € B ise her bir ee BNC ve x € ((G,B)N (H,C))(e) =
(G,B)(e)n(H,C)(e) i¢cinD € BNC olmak fiizere (I,D) € vardir Oyle
(I,D) € (G,B) N (H,C) ve x € (I,D)(e) dir. (Roy and Samanta, 2014).

Ornek 2.58. X = {xy, X2, X3, X4, X5, X, X7, Xg, X0, X10}, E = {€1, €2, €3,€4,€5} V&
A = {ey, ey, e3, €4} kiimeleri olmak iizere

(F,A) = {(e1, {x1, x5, x8}), (€2, {x2, X6, X90}) (€3, {x3, X7, Xo}) (€4, {Xa, X7, X10})}
esnek kiimesi verilsin. Bu durumda (F, A) nin alt kiimelerinden olusan

(F1,4) = {(ez {x2})},

(F2,A) = {(es, {xa})},

(F3,4) = {(e1, {x1}), (es, {x3}},

(Fa, A) = {(e2, {x2}), (s, {xa})},

(Fs5, A) = {(e2,{x2, Xo}), (€, {x4, x7})},

(Fs, A) = {(e1,{x1}), (e2, {x2}), (€3, {x3})},

(F7,A) = {(ex, {x1}), (e3,{x3}), (ea, {xa})},

(Fg, A) = {(e1, {x1, x5}), (€2, {x2, x6}), (€3, {x3, x7}) },

(Fo, A) = {(e1, {x1,Xs}), (€3, {x3, Xo}), (€4, {X4, X101},

(Fi0,4) = {(ew, {x1}), (e2,{x2}), (e3, {x3}), (es {x2})},

(Fi1, 4) = {(ex, {x1}), (e2,{x2, xo}), (€3, {x3}), (€4, {x4, X7} },

(F12,A) = {(ex, {x1, x8}), (€2, {x2}), (€3, {x3, xo}), (€4, {X4, x10})},

(F13,4) = {(ew, {x1, x5}), (€2, {x2, X6}), (€3, {x3, X7}), (€4, {xa})},

(Fia,A) = {(e1, {x1, x8}), (€2, {X2, X0}), (€3,{x3, Xo}), (€, {X4, X7, X101 },
(Fis,A) = {(ew, {x1,x5}), (€2, {x2, X6, X0}), (€3, {X3, x7}), (€, {x4, x7})},

(Fi6,A) = {(ew, {x1, x5, x8}), (€2, {x2, X6}), (€3, {X3, X7, X0}), (€4, {X4, X10})}
esnek kiimeleri i¢in T ={ @, (F, A), (Fy, A), (F,, A), (F3, A), (F,, A), (Fs, A), (Fg, A),
(F7,A), (Fg, A), (Fo, A), (F19, A), (F11, A), (F12, A), (F13, 4), (F14, A), (F15, 4), (F16, A)}
esnek ailesi (F, A) kiimesi tizerinde bir esnek topolojidir.
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Ayrica B = {®, (F, A), (F,, A), (F5,A), (Fs, A), (Fg,A), (Fy,A)} esnek ailesi de (F,A)

tizerindeki bu 7 esnek topolojisi igin bir esnek tabandir (Roy and Samanta, 2014).

Teorem 2.59. B, (F, A) tizerindeki bir esnek topoloji i¢in bir esnek taban olsun. Kabul
edelim ki 7z, (F,A) nin (G, B) alt kiimelerinden olussun &yle ki her bir e € B ve
x € (G,B)(e) igin C S B olmak iizere (H,C) € f vardir dyle ki (H,C) € (G,B) ve
x € (H,C)(e) dir. Bu durumda tg, (F,A) iizerinde bir esnek topolojidir (Roy and
Samanta, 2014).

Tanmmm 2.60. B, (F,A) lizerindeki bir esnek topoloji i¢in bir esnek taban olsun. Bu
durumda yukaridaki teoremde bahsedilen 7z ye f tarafindan iiretilen esnek topoloji

denir ve B ya 7z igin bir esnek tabandir denir (Roy and Samanta, 2014).

Ornek 2.61. X = {x1, %2, x3, X}, E = {€1,e5,e3,e,} Ve A = {e;, e5, e5} olmak iizere
(F,A) = {(ey, X), (e2,X), (e3,X)} esnek kiimesi verilsin.

(F1,4) = {(ew, {x1,x2}), (2, {x2, x3})},

(F2,4) = {(e1,{x3, x4}), (2, {x1 1},

(F3,4) = {(e2 {x4}), (e5,X)}}

(F,A) nmin esnek alt kiimeleri olmak tizere

B ={®,(F,A),(F,A),(F; A} esnek ailesi (F,A) tizerindeki bazi esnek topolojiler
i¢in bir tabandir. Ayrica

(F1, A) = {(e1, {x1,x2}), (€2, {x2, xs})},

(F2, 4) = {(e1, {x3,x4}), (€2, {x1})},

(F3,4) = {(e2,{x4}), (e5, X))},

(Fa, A) = {(e1, X), (€2 {x1,x2,x3})},

(Fs, 4) = {(ex, {x1, x2}), (€2, {x2, X3, X4}), (€3, X)},

(Fo, A) = {(e1,{x3,x4}), (e2,{x1,x4}), (e3,X)}

olmak tlizere
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Tﬁ = {(I)’ (F' A)' (FllA)' (FZIA)' (F3' A)' (F4'A)' (FS' A)' (F6'A)}
esnek ailesi g tarafindan iiretilen esnek topolojidir.

Teorem 2.62. B, (F,A) tuzerindeki bir esnek topoloji igin bir esnek taban olsun. Bu
durumda (G, B) € 73 dir ancak ve ancak (G, B) = U(G;, B;) dir. Burada her bir i € A
icin (G;, B;) € B dir ve A bir indeks kiimedir (Roy and Samanta, 2014).

Teorem 2.63. ((F,A),7) bir esnek topolojik uzay ve g da t nun bir esnek alt ailesi
olsun dyle ki 7 nun her bir eleman1 f nin bazi elemenlarinin birlesimi olsun. Bu
durumda B, (F,A) iizerindeki T esnek topolojisi igin bir esnek tabandir (Roy and
Samanta, 2014).

Tamim 2.64. t bir esnek topolojik uzay ve t daki elemanlarin bir koleksiyonu 2 olsun.
Bu durumda 2 nun elemanlarinin biitiin sonlu kesisimleri T i¢in bir taban oluyorsa 2 ya

T esnek topolojisi i¢in bir esnek alt tabandir denir (Roy and Samanta, 2014).

Ornek 2.65. Ornek 2.58 de verilen esnek topolojiyi goz oniine alalim. Bu durumda
(Fs, A) = {(e2,{x2,x0}), (€ {xs,x7})},

(Fg, A) = {(ex, {x1, x5}), (€2, {x2, x¢6}), (€3, {x3,x7}) },

(Fy, A) = {(e1, {x1,x8}), (e3,{x3,%9}), (€4, {Xs,X10})} esnek kiimeleri icin
0 = {(Fs,A), (Fg, A), (Fy,A)} esnek ailesi de (F,A) tizerindeki bu 7 esnek topolojisi
i¢in bir esnek alttabandir (Roy and Samanta, 2014).

Teorem 2.66. (F, A) nin esnek alt kiimelerinin bir koleksiyonu olan 2 ya asagidaki iki
sart1 saglamast durumunda, (F, A) tizerindeki bir T esnek topolojisi i¢in bir alt tabandir

denir.

I. @ € ) dir yada @,  nin sonlu sayidaki elemanlarinin kesigimidir
ii. (F,A) = U dir (Roy and Samanta, 2014).

Asagida esnek fonksiyon ve esnek siireklilik ile ilgili temel 6zellikler verilmistir.

Tammm 2.67. S(X,E) ve S(Y,K) esnek kiime aileleri ile u:X —>Y, p:E—>K
fonksiyonlar1 verilsin. Bu durumda bir f: S(X, E) — S(Y, K) esnek doniisiimii agagidaki

gibi tanimlanir.
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i. (F,E) € S(X,E) olsun. Bu durumda (F,E) nmin f altindaki goriintiisi f(F,E) =
(f(F),p(E)), S(Y,K) da bir esnek kiimedir. Burada f(F,E), her k € B c K igin

Y = Jeer Tons YF ) PTRINE 20
0 'p_l(k) NE=0¢

ile tanimlanir.

. (G,K)€S(Y,K) olsun. Bu durumda (G,K) nin f altindaki ters goriintiisii
(G, K) = (f1(6),p (K)), S(X,E) de bir esnek kiimedir. Burada f~*(G, K), her

e € E i¢cin
FYG,K)(e) = {u_l (G(P(e))) ,p(e) €K
0 ,p(e) € K

ile tanimlanir (Kharal ve Ahmad, 2011).

Ornek 2.68. X = {x;,%,,%3,%4,%Xs} ile Y ={y1,V2,¥3 Vs Vs} evrensel kiimeler,
E ={es, ez e3,e,} ile K ={kq, ko k3 k,} kimeleri de sirasiyla X ve Y evrensel
kiimelerinin nesnelerinin 6zelliklerini temsil eden parametre kiimeleri olmak iizere

S(X,E) ile S(Y, K) esnek aileleri verilsin. u: X = Y ve p: E — K doniigiimlerini de
u(x1) = y1, u(xz) = ys, u(xz) = ¥z, u(xs) = ya, u(xs) = y2

p(e1) = ka, p(ez) = ki, p(e3) = ks, p(es) = ks

bi¢ciminde tanimlayalim.

Bu durumda (F,E) = {(e1, {x1, xa}), (2, {x1, x3,x5}), (€3, {x2}), (€4, ®)} € S(X, E)

ile tanimlanan esnek kiimesinin f esnek fonksiyonu altindaki goriintiisii

f(F,E) = {(kw,{ys}), (kz, {1, ¥4}), (k3,{y1, y2,¥3}), (k4, @)} seklindedir.

Diger taraftan (G,K) = {(k1,{y2}), (k2,{y1, y3}), (k3,0), (k4, {¥2, Y1 ¥s})} € S(¥,K)

ile tamimlanan esnek kiimenin f esnek fonksiyonu altindaki ters gorlntiisii de

G, K) = {(e1,{x1,x3,%3}), (€2, D), (s, X5), (€4, x5)} seklindedir.

Tanmim 2.69. Eger u: X — Y ve p: E — K fonksiyonlar1 bire-bir ise f esnek doniigiimiine
bire-birdir, u: X - Y ve p: E — K fonksiyonlar1 orten ise f esnek doniisiimiine ortendir
denir (Zorlutuna ve ark., 2012).

19



Tanmm 2.70. f:S(X,E) = S(Y,K) bir esnek donisim ve (F,E), (G, E) € S(X,E)
olsun. Bu durumda (F,E) ve (G,E) nin esnek goriintiilerinin birlesimi ve kesisimi

sirastyla k € K igin,
(fF(F,E)U (G E))(k) = f(F,E)k) U f(G,E)(k)
(fF(F,E)Df(G E))(k) = f(F,E)(k) n f(G,E)(k)
bigiminde tanimlanir (Kharal ve Ahmad, 2011).

Tanm 2.71. f:S(X,E) - S(Y,K) bir esnek dontisim ve (H,K), (M,K) € S(Y,K)
olsun. Bu durumda (H, K) ve (M, K) nin esnek ters goriintiilerinin birlesimi ve kesisimi

sirastyla e € E igin,
FHHE) UM, K)(e) =fH(H K)(e) VU f1(M,K))(e)
FHHK)N M K)(e) = fH(H, K)(e)n f1(M,K))(e)
bigiminde tanimlanir (Kharal ve Ahmad, 2011).

Teorem 2.72. u: X —» Y ve p:E - K fonksiyonlar olmak tizere f: S(X,E) = S(Y,K)
esnek doniisimii verilsin. Bu durumda (F,E),(G,E) € S(X,E) esnek kiimeleri ve

((F, E)):i € I} € S(X, E) esnek kiime ailesi icin asagidakiler dogrudur.

i f(@) =2,

i. FHer,

iii. f((F,E)U (G,E)) = f(F,E) U f(G, E) ve genel olarak

f(©; (F, E)) =U; f(F, Ey) dir.

iv. f((F,E) A (G,E)) € f(F,E) A f(G,E) ve genel olarak

f(; f(F, E)) € B f(F, Ey) dir.

v. Eger (F,E) € (G,E) ise f(F,E) € f(G,E) dir. (Kharal ve Ahmad, 2011).

Teorem 2.73. u:X - Y ve p: E —» K fonksiyonlar olmak tizere f: S(X,E) — S(Y,K)
esnek doniligimii  verilsin. Keyfi (F,K),(G,K) € S(Y,K) esnek kiimeleri ve
{(F;,K;):i € I} € S(Y, K) esnek kiime ailesi igin asagidakiler dogrudur.
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i f(P) =

i. f1(7) =X

iii. f72((F,K) U (G,K)) = f~X(F,K) U £ (G, K) ve genel olarak
£ f(F, K)) =U; f(F, Ky) dir.

iv. f1((F,K) 0 (G,K)) = f*(F,K) 1 f"*(G, K) ve genel olarak
fH @ f(FLKD) =0 f7(F, K;) dir.

v. Eger (F,K) € (G,K) ise, bu durumda f~*(F,K) € f~1(G,K) dir. (Kharal ve
Ahmad, 2011).

Teorem 2.74. u:X — Y ve p: E — K fonksiyonlar olmak tizere f:S(X,E) = S(Y,K)
esnek doniistimii verilsin. Keyfi (F,E) € S(X,E) ve (G,K) € S(Y,K) esnek kiimeleri

icin agagidakiler dogrudur.
i. F71((G,K)) = (f71(G,K))°

ii. £((F, E)°) 2 (f(F, B))°

iii. (F,E) € f(f(F, E)) dir.

Eger f bire-bir ise, (F, E) = f~(f(F, E)) dir.

iv. f(f7((G,K))) < (G, K) dir.

Eger f orten ise, f (f"X((G, K))) = (G, K) dir (Zorlutuna ve ark., 2012).

Tamm 2.75. (X, 1,E), (Y,v,K) esnek topolojik uzaylar, f: (X,t,E) = (Y,v,K) esnek

bir doniisiim ve er € S(X, E) olsun.

i. Her (G,K) € N,(f(ep)) icin f(M,E) & (G,K) olacak bicimde en az bir (M,E) €

N (er) var ise bu f doniisiimiine e esnek noktasinda esnek siireklidir denir.

ii. Her er € S(X,E) esnek noktasinda f dontisimii siirekli ise f doniisiimiine, X

tizerinde esnek siireklidir veya kisaca esnek siireklidir denir (Zorlutuna ve ark., 2012)
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Tammm 2.76. (X,7,E), (Y,v,K) esnek topolojik uzaylar, f:(X,t,E) - (Y,v,K) bir
esnek doniisiim olsun. 7' ve v’ da sirasiyla 7 ve v topolojik uzaylarinin kapali alt

kiimeler ailesini gostersin.
I. Her bir (F,E) € tigin f(F,E) € v ise, f ye esnek acgik doniisiim denir.

ii. Herbir (F,E) € 7' igin f(F,E) € V' ise, f ya esnek kapali dontisiim denir (Zorlutuna
ve Cakir., 2015).

Asagida esnek oOrtli, esnek kompakt, esnek Lindelof, esnek Lindelof kapali, esnek

Hausdorff topolojik uzay tanimlar1 verilmistir.

Tamim 2.77. Esnek kiimelerin bir ¥ ailesi, (F,A) € U{(F;,A): (F;,,A) e Y vei€ I}

sartin1 sagliyor ise (F, A) nin bir ortiisii olarak isimlendirilir. (Zorlutuna ve ark., 2012).

Tamm 2.78. X in her bir acik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa (X, t,E) esnek

topolojik uzayina esnek kompakt uzay denir (Zorlutuna ve ark., 2012).

Tamm 2.79. X in her bir agik ortiisiiniin sayilabilir bir alt ortiisii varsa (X, 1, E) esnek

topolojik uzayina esnek Lindelof uzay denir (Weijian Rong, 2012).

Tamm 2.80. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda her esnek Lindelof kiime esnek kapali

ise bu uzaya esnek Lindelof kapali uzay denir.

Onerme 2.81. (X, 7, E) esnek kompakt topolojik uzayinda her esnek kapal1 kiime, esnek
kompakttir (Varol ve ark., 2012).

Tamim 2.82. (X, 1,E) bir esnek topolojik uzay ve x # y olmak iizere x,y € X olsun.
x € F,E), y € (G,E) olacak sekilde (F,E) N (G,E) = ¢ sartim1 saglayan (F,E) ve
(G,E) esnek agik kiimeleri varsa (X,7,E) uzayma esnek Hausdorff topolojik uzay
denir (Shabir ve Naz, 2011).
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3. ESNEK KUME DEGERLi DONUSUMLER VE OZELLIiKLERIi

Bu boéliimde, esnek kiime degerli donilisiim kavrami tanimlanmis ve bu doniisiimlerin
gorlintli, alt (iist) ters goOrlinti gibi bazi temel Ozellikleri Orneklerle beraber
incelenmistir.

Tamm 3.1. S(X, E) ve S(Y, K) esnek kiime aileleri ile p: E — K doniligimii ileu: X - Y
kiime degerli doniisiimii verilsin. Bu durumda bir F: S(X,E) = S(Y,K) esnek kiime

degerli doniisiimii agagidaki gibi tanimlanir;

i. (G,E) € S(X,E) olsun. Bu durumda (G,E)’nin F altindaki goriintiisi F(G,E) =
(F(G),p(E)), S(Y,K) da bir esnek kiimedir. Burada F(G); her k € K igin

F(G,E)(k) = eer-n u(G(e)) DY K)NE *0
0 ) NE =@

~

bi¢iminde tamimlanir. Ayrica F(G,E) =U {F(E,*):E,* € (G, E)} dir.

ii.(H,K) € S(Y,K) olsun. Bu durumda (H, K) esnek kiimesinin F altindaki iist ve alt
ters goriintiileri S(X, E) de birer esnek kiime olup sirasiyla F*(H,K) ve F~(H,K) ile

gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir:

~

FY*(H,K) ={E,*€EX:F(E,”) € (H,K)}

~

F~(H,K)={E,“€EX:F(E,) N (H,K) + ®}

Ayrica K;;” € Y esnek noktasinin F altindaki {ist ve alt ters goriintiisii asagidaki sekilde

tanimlanabilir:

~

F~(Ki”) = {E.” € X:K,” € F(E.")}

~

F*(Ki”) = {E.* € X:K,” = F(E.™)}

Ornek 3.2. X = {x1,x5,x3}, Y ={y1,y2,y3} evrensel kiimeler, E = {eq, ey, €3},
K = {k4, k,} parametre kiimeleri olsun. u: X — Y kiime degerli doniistimii ve p: E - K
doniisimi u(x1) = {y1}, ulxz) ={y2}, u(xs) ={y2ys}, pe1) = ki, pez) =k,
p(es) = k; seklinde tanmimlansin. Bu durumda F: S(X,E) = S(Y,K) bir esnek kiime

degerli doniistimdiir.
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i) (X,E) deki tim esnek noktalarin F altindaki goriintiisii asagidaki gibi bulunur;

F((ex, (1)) = {Uer, (11}
F((ex {x:2)) = {(k, (¥ 1)}
F((ew{x3})) = {(ks, {y2,y3 1)}
F((ez, (x1))) = {Ukz, (1)}
F((e2 {x2)) = {(ka, {y21)}
F((e2 {x3})) = {(k2, {y2, y3D)}
F((es, {x1))) = {Uer, (1)}
F((es {x)) = {(ks, {y21)}

F((e3; {x3})) = {(kv, {y2,y3})}

i) (X,E) deki (G,E)={(es{x2}), (e {x2}), (€3 {x1,x3})} esnek kiimesinin F
dontisiimii altindaki goriintiisii F(G,E) = {(k,Y), (k2,{y,})} olarak bulunur, ¢iinkii

F(G,E)(ky) = U(G(‘31)) U u(G(e3)) =u(x)) Vulxy,xz) ={yjuy =Y,
F(G,E)(ky) = u(G(e) = u(xy) = {y,} dir.

iii) (Y, K) daki esnek noktalarin F altindaki iist ve alt ters goriintiileri séyle bulunur;
F*((ky, (1)) = {(ea, {x1)), (es, {x1])}

F*((ks, {12)) = {(e, {223), (€3, {221}

F*((ks, {ys}) = 0

F*((kz, (1)) = {(ea, {x1])}

F*((kz, (72)) = {(e2, {x21)}

F*((ko, {ys}) = 0

F~(CUer, 1)) = {(en, fx1)), (&5, {xa )}

F~((k1, {y2])) = {(e1, {x2, x3}), (€3, {x2, x31)}
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F_((kl; {yg})) = {(e1,{x3}), (e3 {x3})}
F_((kz; {)’1})) = {(ez {x1 1}
F_((kz; {)’2})) = {(e2, {x2,x3})}

F~((ka, (ysD) = {(e2, {x3))}

iv) (Y,K) daki (H,K) = {(k1,{y.}), (k2,{y1,y3})} esnek kiimesinin F doniisiimii
altindaki tist ve alt ters goriintiisii sirasiyla F*(H, K) = {(e1, {x2}), (€2, {x1}), (es, {x2})}
ve F~(H,K) = {(e1, {x2,x3}), (€2, {x1,x3}), (es, {x,, x3})} olarak bulunur.

Tanmm 3.3. F: S(X,E) - S(Y,K) ve G:S(X,E) - S(Y,K) esnek kiime degerli iki
doniisiim olsun. Bu durumda her E,* esnek noktas1 i¢in F(E,*) = G(E,*) ise F ve G

esittir denir ve F = G ile gosterilir.

Tanmmm 3.4. p:E - K dondsimi ile u: X =Y kiime degerli donilisimii Orten ise

F:S(X,E) = S(Y, K) esnek kiime degerli doniisiimiine ortendir denir.

Tammm 3.5 F: S(X,E) — S(Y, K) bir esnek kiime degerli doniisiim olmak tizere (G, E),
(H,E) € S(X,E) ve (U,K), (V,K) € S(Y,K) olsun.

i) k € K i¢in (G,E) ile (H,E) kiimelerinin esnek goriintiilerinin birlesimi ve kesigimi

sirastyla
(F(G,E)UF(H,E))(k) = F(G,E)(k) U F(H,E)(k)
(F(G,E)AF(H,E))(k) = F(G,E)(k) n F(H,E)(k)
bigiminde tanimlanr.

i) e € E i¢in (U,K) ile (V,K) kiimelerinin esnek iist ve esnek alt ters goriintiilerinin

birlesimi ve kesigimi sirasiyla
(F*(U,K) TF*(V,K))(e) = F*(U,K)(e) U F*(V,K)(e)
(F*(U,K)DF*(V,K))(e) = F*(U,K)(e) N F*(V,K)(e)

(F~(U,K)TF~(V,K))(e) = F~(U,K)(e) U F~(V,K)(e)
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(F~(U,K)DF~(V,K))(e) = F~(U,K)(e) N F~(V,K)(e)
bi¢giminde tanimlanir.

Lemma 3.6. S(X,E) de (G,A), (H, B) esnek kiimeler ve E,” de bir esnek nokta olsun.
(G,A) € (H,B) dir ancak ve ancak her E,* € (G, A) i¢in E,* € (H, B) olmasidir.

Ispat. Tanim 2.5 ve Tanim 2.20. den agiktir.

Teorem 3.7. S(X,E) de (G, A), (H, B) esnek kiimeler ve i € I igin (G;, E) de bir esnek
kiimeler ailesi olsun. Bu durumda F: S(X,E) — S(Y, K) esnek kiime degerli doniisiimii

icin agagidakiler dogrudur;

i) F(®) = @

iy F(£) &7

iif) F((G,A) U (H,B)) = F(G,A) U F(H, B) ve genel olarak
F(Uier (G, E)) =Uie; F(G, E)

iv) F((G,A) 0 (H,B)) € F(G,A) A F(H, B) ve genel olarak
F(Rier (G, E)) ERie F(Gy, E)

V) (G,E) € (H,E) ise F(G,E) € F(H,E) olur.

vi)F(X) = F(G,E) € F(X - (G,E))

Ispat. i, ii ve vi agiktir.

iii) k € K icin p~1(k) n (AU B) = @ ise ispat agiktir. Eger p~1(k) N (AU B) # @ ise

ti¢ durum s6z konusudur;

1.Durum: e € p~ (k) n (A — B) ise

F((6,4) T (H,B))(K) = Ueep-1onu-n (1(6(e))) = F(G, A)(k) = F(G, A) (k) U ®
= (F(G, () U (F(H, B)(K))

2.Durum: e € p~ (k) n (B — A) ise
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((6,4) T (H, B)) (k) = Ueep-ronca-a (u(H(e))) = F(H, B)(k) = 9

F(H,B)(k) = (F(G,A)(k)) u (F(H,B)(k))

3.Durum:e € p~1(k) N (BN A) ise

F((G,A) T (H,B))(k) = Ueep-100n@na) (u(G(e)) U u(H(e))) =

(Ueep‘l(k)n(BnA) (u(H(e)))) U (Ueep‘l(k)n(BnA) (u(G(e)))) = (F(G,Ak))u
(F(H,B)(K))

iv) k€K icin p (k)N (ANB) =@ ise ispat aciktir. p (k) N(ANB) = @ ise
(FG, D) n (FH,BYK)) = (Ueep-100na (G (€))) N (Ueep-1ans u(H(e))) =
(Ueep-10nans u(G(e) N H(e))) = (F(G,A) n F(H,B))(k)

V) k € K icin p~1(k) N A = @ ise ispat aciktir. Eger p~1(k) N A # @ ise F(G,A)(k) =
Ueep-100na u(G(€)) € Ueep-100ns u(H(e)) = F(H, B) (k)

Asagidaki iki 6rnekte ii) ve iv) ifadelerinde esitlik olmadigi gosterilmistir.

Ornek 38. X ={x;,x,}, Y = {y;,y,} evrensel kiimelerine ait parametre kiimeleri
sirastyla E = {eq,e,}, K = {ky,k,} olsun. u:X - Y kiime degerli doniisiimii ve
p: E - K doniisimiinii u(x;) = {y1}, u(xy) = {y1}, p(e1) = kq, p(ez) = k, seklinde

tanimlansin. Bu durumda F: S(X,E) — S(Y,K) esnek kiime degerli doniistimii igin
F(X) = {(kv, 1}), (ka, {y1 )} olup F(X) # ¥ bulunur.

Ornek 3.9. X = {x1, %2, %3, x4}, Y = {¥1, V2, V3, Y4} evrensel kiimeler, E = {e4, e,, €3},
K = {k4, k3, k3} parametre kiimeleri olsun. u: X — Y kiime degerli doniisiimii ve

p: E = K donisimi u(x1) = {y1,¥2}, u(x2) = {y2,¥s}, u(xs) = {(ya}, ulxy) =

{v1, Y3V}, p(e1) = ky, p(ez) = k3, p(es) = k; seklinde tanimlansin. Bu durumda
F:S(X,E) = S(Y, K) esnek kiime degerli doniisiimii ve

(G, E) = {(e1,{x1}), (e2,{x3}), (e3, {x1, x2})}

(H,E) = {(e1,{x2}), (e2,{x3}), (e3, {x3})} esnek kiimeleri i¢in

F((G,E) A (H,E)) # F(G,E) A F(H,E) dir.
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Teorem 3.10. S(Y,K) de (G,K), (H,K) esnek kiimeler ve i € I igin (H;, K) de esnek
kiimeler ailesi olsun. Bu durumda F: S(X,E) — S(Y, K) esnek kiime degerli doniisiimii

icin agagidakiler dogrudur;

) FH (@) =D ve F (D) =

i) FH(Y)=XveF (¥)=X

i) F~((G,K) U (H,K)) = F~(G,K) U F~(H, K) ve genel olarak
F~(Uies (H, K)) =Uie; F~(H;, K) dir.

iv) F*(G,K) UF*(H,K) € F*((G,K) U (H,K)) ve genel olarak
Uies FT(H, K) € F* (U, (H, K)) dir,

v) F~((G,K) 0 (H,K)) € F~(G,K) A F~(H,K) ve genel olarak
F~(Rie (H, K)) ERyep F~(Hy, K) dir.

vi) F*((G,K) A (H,K)) = F*(G,K) N F*(H,K) ve genel olarak
F*(Pie; (H, K)) =Ry, FF(H, K) dir.

vii) (G,K) € (H,K) ise F*(G,K) & F*(H,K) ve F~(G,K) € F~(H,K) dir.
Ispat. i) ve ii) agiktur.

i) E,.* € F~((G,K) U (H,K)) olsun. Bu durumda F(E,*) 0 ((G,K) T (H,K)) # &
ve (F(E;*) A (G,K)) U (F(E.®) A (H,K)) # @ olur. Buradan (F(E,*) A (G, K)) + @
veya (F(E,X)A(H,K))+@ elde edilir O halde E,*E€F (GK) veya
E,*€ F~(H,K)olupE,* € F~(G,K) U F~(H,K) bulunur.

Tersine E.,* € F~(G,K)UF (H,K) alalim. Bu durumda E,* € F~(G,K) veya
E,* € F~(H,K) olup F(E,*) A (G, K) # & veya F(E,) @ (H,K) # ® dir. Buradan
(FEEX)A(GK)T(FEHAMHK) =P ve FENN(GKTHK)) =+
olur. Bdylece E,* € F~((G,K) U (H, K)) oldugu elde edilir.
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~

iv) E,E€F*(G,K)UF*(H,K) olsun. Bu durumda E,* € F*(G,K) veya

E,* € Ft*(H,K) dir. O halde F(E,*) € (G,K) veya F(E,*) € (H,K) olur. Dolayisiyla

F(E,®) € (G,K) U (H,K) ve bdylece E,* € F*((G,K) U (H,K)) oldugu elde edilir.

~

v) E.* €F((G,K) A (H,K)) olsun. Bu durumda F(E,*) A ((G,K) A (H,K)) + &
olur. Buradan F(E,*)N(G,K)#® ve F(E,*)N(H,K)# @ oldugu elde edilir.

Béylece E,* € F~(G,K) ve E,* € F~(H,K) olur. O halde E,* € F~(G,K) A F~(H, K)

bulunur.

~

vi) E,* € F*((G,K) A (H,K)) olsun. Bu durumda F(E,™) € ((G,K) A\ (H,K)) olup
buradan F(E.*) € (G,K) ve F(E,*) € (H,K) bulunur. Boylece E,* € F*(G,K) ve
E,* € F*(H,K) dolayisiyla E,* € F*(G,K) 0 (H,K) oldugu elde edilir.

~

Tersine E,* € F*(G,K) N (H,K) oldugunu kabul edelim. Bu durumda E.* € F*(G,K)
ve E*EF*(H,K) olup buradan F(E,*) € (G,K) ve F(E,*) € (H,K) olur.
Béylece F(E,*) € (G,K) 0 (H,K) ve E,* € F*((G,K) A (H,K)) oldugu elde edilir.

vii) E,* € F~(G,K) olsun. Bu durumda F(E,*) 0 (G,K) # @ olur. (G,K) € (H,K)
oldugundan F(E,*) 0 (H,K) # @ ve E,* € F~(H, K) elde edilir.

E,*€F*(G,K) olsun. Bu durumda F(E.,*) € (G,K) olur. (G,K)E (HK)
oldugundan F(E,*) € (H,K) ve E,* € F*(H, K) elde edilir.

Asagidaki 6rnekte iv) ve v) ifadelerinde esitlik olmadig1 gosterilmistir.

Ornek 3.11. X = {x1, %5, %3, x4}, Y = {y1, V2, V3, Y4} evrensel kiimeler, E = {e4, e,, €3},
K = {k4, k3, k3} parametre kiimeleri olsun. u: X — Y kiime degerli doniisiimii ve

p:E - K dontisimii u(x1) = {y1,¥2}, u(x2) = {¥2,¥3}, u(xz) = {ya}, u(xy) =
{v1,¥3,y4}, p(e1) = k,, p(ez) = k3, p(e3) = ky olacak sekilde F: S(X,E) - S(Y,K)
esnek kiime degerli doniisiimiinii tanimlayalim. Bu durumda

(G, K) = {(ks, {y1}), (k2. {y1, 23), (k3, {2 })}

(H,K) = {(k1, {y2}), (k2, {y2,¥3}), (k3, {y1,¥2})} esnek kiimeleri i¢in

(G,K) & (H,K) = {(ks, {y2)} olup F~((G,K) A (H,K)) = {(ex, {x1, x21)} ve
F~(G,K)NF~(H,K) = {(eq, {x1,%3}), (e2, {x4}), (e3, {x,})} dir. O halde

F~((G,K)A (H,K)) # F(G,K) N F~(H,K) dir.
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Ayrica (G, K) U (H,K) = {(ks, {y1, y23), (k2, {y1, Y2, ¥3}), (k3, {y1,¥2, ¥4})} olup
F+((G; K)U (H, K)) = {(e1, {x1, x2}), (€2, {x1, x3}), (€3, {x1 1)}

F*(G,K) U F*(H,K) = {(eq, {x1,x5}), (e2,{x1, x3})} dir. Dolayisiyla

F*((G,K) U (H,K)) # F*(G,K) U F*(H,K) dir.

Onerme 3.12. (G,E) € S(X,E) ve (H,K), (V,K) € S(Y,K) esnek kiimeleri verilsin. Bu
durumda F:S(X,E) = S(Y,K) esnek kiime degerli donisiimii i¢in asagidakiler

dogrudur;

) (G,E) € F*(F(G,E)) € F~(F(G,E)) dir. Eger F érten ise (G,E) = F*(F(G,E)) =
F~(F(G,E)) olur.

i) F(F*(H,K)) € (H,K) € F(F~(H,K))
iii) Eger (H,K) A (V,K) = ®ise F*(H,K) NF~(V,K) = &

Ispat. i) E,* € (G, E) olsun. Bu durumda F(E,*) € F(G,E) olur ve boylece F* nin
tanimindan E,* € F*(F(G, E)) bulunur.

E,* € F*(F(G,E)) olsun. O halde F(E,*) € F(G,E) olup F(E,*) # @ oldugundan
F(E,) A F(G,E) # @ olur. Boylece F~ min tanimindan E,* € F~(F(G, E)) bulunur.

i) K,,” € F(F*(H,K)) alalim. Bu durumda en az bir E,* € F*(H,K) vardir dyle ki
K,” € F(E,) dir. O halde F(E,*) € (H,K) ve K;” € F(E,*) dir. Buradan da
Ki” € (H,K) elde edilir. Dolaywsiyla F(F*(H,K)) & (H,K) bulunur.

K> € (H,K) esnek noktas1 icin F~(K,”) € F~(H,K) olup

F~(K,”) ={E,* € X:F(E,”) N K;” # ¢} oldugundan en az bir E,* € X vardir 6yle ki
K> € F(E,*) ve E,* € F~(H,K) dir. Dolayisiyla

Ki” € U{F(E.):E,* E F~(H,K)} =F(F~(H,K)) elde edilir. O halde

(H,K) € F(F~(H,K)) dir.

iii) (H,K) 0 (V,K) = ® olmak iizere E,* € F*(H,K) 0 F~(V,K) oldugunu
varsayalim. Bu durumda E,* € F*(H,K) ve E,* € F~(V, K) olup buradan da
F(E,*) € (H,K) ve F(E,) D (V,K) # & dir. Bdylece (H,K) D (V,K) # &

celiskisine ulasmis oluruz. O halde F*(H,K) N F~(V,K) = & dir.
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Tammm 3.13. F: S(X,E) - S(Y,K) ve G:S(Y,K) - S(Z,L) esnek kiime degerli iki
doniisiim olsun. Bu durumda GoF: S(X,E) = S(Z,L) esnek kiime degerli doniisiimiine
G ile F esnek kiime degerli doniisiimlerinin bileskesi denir ve (GoF)(E,*) =

G(F(E.)) ile tammlanir.

Onerme 3.14. F: S(X,E) - S(Y,K) ve G:S(Y,K) - S(Z,L) esnek kiime degerli iki
dontsim ve (H,L), S(Z,L) de bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidakiler
dogrudur;

)(F7)"=F

ii) (GoF)™(H,L) = F~(G™(H,L)) ve (GoF)*(H,L) = F*(G*(H,L))

Ispat. i) (F)~(E,) = {K,” EY:F~(K,”) A E,* # &} = {K,” EV:K,” € F(E,®)}
= F(E,*) dir. O halde E,* € X keyfi oldugundan (F~)~ = F olur.

ii(GoF)~(H,L) = {E,* € X: (GoF)(E,”) A (H,L) # &}

={E.,*E€X:G(F(E,*)) N (H,L) # &}

={E, € X:3K,” EF(E,) icinG(K,>) A (H,L) = &}

={E,*€X:3K,” EF(E,)) icinK,” € G~ (H,L)}
={E,*€X:3K,” EF(E,Y) icin F(E,*) NG~ (H,L) # ¢}

~

={E*€EXESEF (G~ (HL)}=F (G (HL))
Benzer sekilde (GoF)*(H,L) = F +(G“”(H, L)) oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.15. F:S(X,E) = S(Y,K) esnek kiime degerli bir doniisim ve (G,K),
S(Y, K) de bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur;

i) F* (17 - (G,K)) =% —F(G,K)
ii) F~ (17 - (G,K)) =% — F*(G,K)

Ispat. i) E,XEF* ()7 — (G,K)) alalm. Bu durumda F(E,®) €Y — (G,K) olup

buradan F(E,*) A (G,K) = @ elde edilir. O halde E,* € F~(G,K) olup dolaysiyla

~

E,* € X — F~(G,K) bulunur.
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Tersine E,* € X — F~(G,K) alalm. Bu durumda E,* € F~(G,K) ve dolayisiyla

~

F(E.*) A (G,K) = & dir. Buradan F(E,*) € ¥ — (G,K) olup E,* € F* (¥ - (6,K))

oldugu elde edilir.

i) E*€F (7= (G,K)) alalm. Bu durumda F(E,") (7 —(G,K))#® olup
3K,” € F(E,®) icinK,” € ¥ — (G, K) dir. Buradan 3K,” € F(E,”) icin K,,” & (G,K)
ve F(E,*) & (G,K) elde edilir. O halde E,* € F*(G,K) olup dolayisiyla E,* € X —
F*(G,K) bulunur.

Tersine E,* € X — F*(G,K) alalm. Bu durumda E,* € F*(G,K) ve dolayisiyla

F(E,)®) & (G,K)dir. Buradan F(E,*) N (17 - (G,K)) # @ oldugu elde edilir. O halde
EXEF- (17 - (G,K)) dir.

Tamm 3.16. F,G: S(X,E) - S(Y,K) iki esnek kiime degerli doniisiim ve E,* de X de
bir esnek nokta olsun. Bu durumda F ile G nin birlesimi ve kesisimi sirasiyla asagidaki

gibi tanimlanir;
(FUG)(E.™) =F(E.*) UG(E"),
(FNG)(E.™) = F(E.”) N G(E.™).

Onerme 3.17. F,G:S(X,E) » S(Y,K) iki esnek kiime degerli doniisiim olsun. Bu
durumda Y deki (H, K) esnek kiimesi igin asagidakiler dogrudur;

i) (FUG) (H,K) = F (HK) UG (H,K).
i) (FUG)*(H,K) = F*(H,K) U G*(H,K)
iii) (F N G)~(H,K) € F-(H,K) N G"(H,K)
iv) F*(H,K) 0 G*(H,K) c (F n G)*(H, K) dir.

Ispat. i) E/€((FUG) (H,K) oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(FUG)(E) N (H,K) # @ bulunur ve buradan da (F(E,*) G G(E,*)) N (H,K) # ®
oldugunu elde ederiz. Béoylece (F(E,*) N (H,K))U (G(E.,) N (H,K))# @ dir. O
halde F(E,)N(H,K)+® veya G(EN(H,K)#® dir. Dolayisiyla
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~ ~

E,* € F(H,K) veya E,* € G~ (H,K) duir. Béylece E,* € F-(H,K) U G (H,K) dir. O
halde (F U G)~(H,K) € F~(H,K) U G~(H, K) dir.

Benzer sekilde F~(H,K) U G~ (H,K) € (F U G)™(H, K) oldugu gosterilebilir.

iv) E,* € F*(H,K) 0 G*(H,K) oldugunu kabul edelim. Bu durumda F(E,*) € (H,K)
ve G(E,)*) € (H,K) tir. Boylece F(E,*)NG(E,*) € (H,K) ve dolayisiyla da

~

(FnG)(E,") € (H,K) dir. O halde E,* € (F n G)*(H, K) dir.
i) ve iii) tin ispat1 da benzer sekilde yapilabilir.

Onerme 3.18. S(X, E), S(Y,K) iki esnek kiime ailesi olsun. Bu durumda F;: S(X,E) —

S(Y, K) esnek kiime degerli doniisiimleri i¢in asagidakiler dogrudur;
i) (UF;)"(H,K) = UF; (H,K)

i) (UF)*(H,K) = UF,"(H,K)

i) (N F;)~(H,K) cn F;” (H,K)

iv)NF*Y(H,K) € (nF)*(H,K)

Ispat. Yukaridaki 6nermeye benzer sekilde ispat: yapilabilir.
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4. ESNEK KUME AILELERI UZERINDE HiPER TOPOLOJILER
Bu boliimde esnek kiime aileleri {izerinde tanimlanan hiper topolojiler tanimlanarak bu

topolojiler arasindaki iligkiler verilmistir. Asagida bu hiper topolojileri tanimlarken ve
incelerken kullanacagimiz bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Tanmm 4.1. S(Y, K), Y tizerindeki biitiin esnek kiimelerin ailesi ve (U, K), Y de bir esnek

kiime olsun. (U, K)* ve (U, K)~ esnek kiime ailelerini asagidaki sekilde tanimlayalim;
(U,K)*={(T,K) € S(Y,K): (T,K) € (U,K)},
(U,K)"={(T,K) € S(Y,K): (T,K) 0 (U,K) # ®}.

Onerme 4.2. S(Y,K) de bos esnek olmayan (G,K) ve (H,K) esnek kiimeleri igin
asagidakiler dogrudur;

i) (G,K)* 0 (H,K)* = ((G,K) A (H,K))*

ii) (G,K)* U (H,K)* c ((G,K) U (H,K))*

i) ((G,K) A (H,K))" < (G,K)" n (H,K)"

iv) (G,K)" VU (H,K)” = ((G,K) U (H,K))"

V) (G,K) € (H,K) < (G,K)* c (H,K)*

Vi) (G, K) € (H,K) < (G,K)™ < (H,K)

vii) (G, K) A (H,K) = ® < (G, K)* n (H,K)* = ¢
viii) (G,K)™ N (H,E)" # ¢

ispat. i) (T, K) € (G,K)" n (H,K)" i¢in (T, K) € (G,K)* ve (T,K) € (H,K)* olur. Bu
durumda (T,K) € (G,K) ve (T,K) € (H,K) olup (T,K) € (G,K) N (H,K) bulunur. O
halde (T,K) € ((G,K) n (H,K))* olur.

Tersine, (T,K) € ((G,K) n (H,K))* olsun. Bu durumda (T, K) € (G,K) 0 (H,K) olup
(T,K) € (G,K) ve (T,K) € (H,K) olur. O halde (T,K) € (G,K)* ve (T,K) € (H,K)*
dir. Boylece (T,K) € (G,K)" n (H,K)" oldugu elde edilir.

i) (T,K) € (G,K)"U (H,K)* olsun. Bu durumda (T,K) € (G,K)* veya (T,K) €
(H,K)* dir. O halde (T,K)Z (G,K) veya (T,K)C (H,K) olur. Buradan
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(T,K) € (G,K) U (H,K) oldugu elde edilir. Sonug olarak (T,K) € ((G,K) U (H,K))*

bulunur.

iii) (T,K) € ((G,K) N (H,K))™ alalim. Bu durumda (T,K) N ((G,K) N (H,K)) # &
olup (T,K) N (G,K) #® ve (T,K)N (H,K) # @ dir. O halde (T,K) € (G,K)~ ve
(T,K) € (H,K)~ dir. Boylece (T,K) € (G,K)™ n (H,K)~ oldugu elde edilir.

iv) (T,K) € ((G,K) U (H,K))™ alalm. Bu durumda (T,K) N ((G,K) U (H,K)) # &
olup ((T,K) 0 (G,K)) U ((T,K) N (H,K)) # @ dir. O halde (T,K) N (G,K) # & veya
(T,K) 0 (H,K) # @ olur. O halde (T,K) € (G,K)~ veya (T,K) € (H,K)~ dir. Boylece
(T,K) € (G,K)” VU (H,K) oldugu elde edilir.

Tersine, (T,K) € (G,K) U (H,K)” alalm. Bu durumda (T,K) € (G,K)~ veya
(T,K) € (H,K)™ olur. O halde (T,K) 0 (G,K) # ® veya (T,K) 0 (H,K) # ® oldugu
elde edilir. Boylece ((T,K)N (G,K))U ((T,K)N (H,K)) #® ve buradan da
(T,K) A ((G,K) U (H,K)) # @ dir. O halde (T,K) € ((G,K) U (H,K))" olur.

V) K. € (G,K) olsun. Bu durumda K> € (G,K)* dir. (G,K)* € (H,K)* oldugundan
K> € (H,K)* ve boylece K;” € (H,K) dir. Sonug olarak, (G,K) € (H,K) olur,

Tersine, (T,K) € (G,K)* olsun. Bu durumda (T,K) € (G,K) olup (G,K) € (H,K)
oldugundan (T,K) € (H,K) ve boylece (T,K) € (H,K)*oldugu elde edilir.

vi) (T,K) € (G,K)™ olsun. Bu durumda (T,K) N (G,K) # ® olup (G,K) € (H,K)
oldugundan (T,K) N (H,K) # @ olur. Boylece (T,K) € (H,K)~ ve dolaysiyla
(G,K)™ c (H,K) dir.

Tersine, K,” € (G,K) olsun. Bu durumda K,” € (G,K)™ olup (G,K)  c (H,K)~
oldugundan K;” € (H,K)~ dir. Boylece K,” 0 (H,K) # @ olur. O halde K;” € (H,K)
ve (G, K) & (H,K) dir.

vii) (G, K) & (H,K) = & oldugunu kabul edelim. Bu durumda ((G,K) i\ (H,K))" = ¢

olup (G,K)* n (H,K)* = ((G,K) & (H,K))" oldugundan (G, K)* n (H,K)* = @ olur.

Tersine, (G,K)*n (H,K)* =@ olsun. Bu durumda ((G,K) A (H, K))+ =@ dir. O
halde (G,K) 0 (H,K) = @ olur.
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viii) YA (G,K) # @ oldugundan Y € (G,K)™ ve YA (H,K) # @ oldugundan ¥ €
(H,K) olup Y € (G,K)™ n (H,K)~ dir. O halde (G,K)™ n (H,K)™ # @ dir.

Onerme 4.3. S(Y,K) bir esnek kiime ailesi ve (G,K) € S(Y,K) olsun. Bu durumda

Y — (G, K) kiimesi (G, K) nin esnek tiimleyeni olmak iizere asagidakiler dogrudur;

S, K) = (6K = (V- (6K)

i) S, K) — (6. 5)" = (7= (G,K))

Ispat. i) (B,K) € S(Y,K) - (G,K)* & (B,K)¢ (G,K)* < (B,K)Z (G,K) &

(B,K) A (Y - (G,K)) +¢ < (BK)€ (17 - (G,K))_.

i) (B,K)eS(Y,K)—(G,K)- & (B,K)¢(GK) & (BKINGK=¢ <
- - +

(B,K) & (Y — (G, K)) = (B,K) € (Y — @, K)) .

Lemma 4.4. S(Y, K) bir esnek kiime ailesi olsun. Bu durumda (C;, K) ve (C,, K) esnek

kiimeleri i¢in asagidakiler dogrudur,
I [S(Y,K) = (C, K)TIA[S(Y,K) = (C2, K)7] = S(Y,K) — [(C1, K)™ U (C2, K)7]
“ S(Y!K) - [(CliK)+ U (CZlK)+] = [S(Y, K) - (CI'K)+] ﬁ [S(Y, K) - (CZlK)+]

ispat.i. (H,K) € [S(Y,K) — (C,,K) 1 A [S(Y,K) — (C,, K)~]
& (H,K) € S(Y,K) — (C,K)~ ve (H,K) € S(Y,K) — (C,, K)~
o (H,K) & (C.,K)™ ve (H,K) & (C,,K)~

& (H,K)A(CLK) =¢ve (H,K)A(CpK) = ¢

e (H,K) A [(C,K)U(C,K)] = ¢

< (H,K) ¢ [(C,K) U (C, K)]™

& (H,K) € S(Y,K) — [(CL,K) U (Cp, K)]™

& (H,K) € S(Y,K) — [(C1,K)™ U (C,, K)7].

i. (H,K) € S(Y,K) — [(C,, K)T U (Cy, K)*]

< (H,K) € [(C,K)" U (Co, K)*]

< (H,K) ¢ (C,K)"ve (H,K) ¢ (C,,K)*

< (H,K) € S(Y,K) — (C,K)* ve (H,K) € S(Y,K) — (C,,K)*
< (H,K) € [S(Y,K) — (C,, K)T]1N[S(Y,K) — (C,, K)*].
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4.1. Esnek Ust ve Alt Vietoris Topolojiler

Bu kisimda, (Y, 7, K) esnek topolojik uzaymin esnek agik alt kiimelerinden yararlanarak
esnek kiime aileleri tizerinde ist (alt) Vietoris topolojiler tanimlanmistir. Daha sonra
esnek kiime degerli bir doniisiimiin iist (alt) Vietoris siirekliligi tanimlanarak bu kiime
degerli doniisiimiin siirekliliginin, buna karsilik gelen tek degerli bir esnek fonksiyonun
siirekliligi cinsinden ifadesi verilmistir. Oncelikle asagida esnek {ist (alt) Vietoris

topolojiler tanimlanirken kullandigimiz bir teorem verilmistir.

Teorem 4.1.1. (Y, 7, K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda
Bsy+ = {(U,K)*: (U,K) esnek agik kiime}
Ssv- ={(U,K)™:(U,K) esnek acik kiime}

esnek kiime aileleri S(Y, K) tizerindeki farkli iki esnek topolojik uzay igin sirasiyla bir

taban ve alt tabandir.

Ispat. ¥ € 7 esnek kiimesi igin Y* = S(Y,K) < B+ ve S(Y,K) = Ugep,, . Y*olur.
(Uy, K)*, (Uy, K)* € Bgy+ olmak tizere (G,K) € (Uy, K)* n (U,, K)™ alahm. (Uy, K)

ve (U,, K) esnek agik kiimeler oldugundan, (U, K) = (U,,K) N (U, K) da esnek agik
kiimedir. Ayrica (U, K)* n (U,, K)* = (U, K) N (Uy, K))* oldugundan

(G,K) € (U3, K)* olup (U5, K)* € Bsy+ ve (Us, K)* < (U, K)* n (Uy, K)™ dir.
Dolayisiyla S+ bir esnek topoloji i¢in tabandir.

Yukaridakine benzer sekilde Sg,- nin de bir esnek topoloji igin alt taban oldugu

gosterilebilir.

Tanmm 4.1.2. i) S(Y,K) iizerinde fSg,+ ailesini taban kabul eden topolojiye esnek iist

Vietoris topoloji denir ve 7g,+ ile gosterilir.

i) S(Y,K) tizerinde Sgy- ailesini alt taban kabul eden topolojiye esnek alt Vietoris

topoloji denir ve gy, - ile gosterilir.

i) S(Y,K) fzerinde PBg+USsy- ={(U,K)*", (U K)":(U,K) esnek agik kiime}
ailesini alt taban kabul eden topolojiye (veya t4,+ U tg,- ailesini taban kabul eden

topolojiye) esnek Vietoris topoloji denir ve bu topoloji zgy, ile gosterilir.
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Ornek 4.1.3. Y = {y;, y,} evrensel kiimesine ait parametre kiimesi K = {k4, k,} olsun.

(F1, K) = {(k1, {1 D},

(F2, K) = {(ks, {y21},

(F3, K) = {(k1, )},

(Fa, K) = {(k2, {y1 D},

(Fs, K) = {(k1, {y1}), (k2, {y1 D},
(Fe, K) = {(k1,{y2}), (k2, {y1 1)},
(F7, K) = {(k1,Y), (k2, {y1D},
(Fg, K) = {(k2, {y21},

(Fo, K) = {(k1, {y1}), (k2. {21},
(F10,K) = {(k1,{y2}), (k2. {y21)},
(F11,K) = {(k1,Y), (k2, {2},
(Fi2, K) = {(k2, )},

(Fi3,K) = {(kq, {y1}), (k2, )},
(Fi4,K) = {(k1, {y2}), (k2, Y)}

esnek kiimeler olmak tizere
S(Yr K) ={ (b; (Fl,K), (FZ,K), (F3, K), (F4,K), (FS'K); (FG;K); (F7,K), (FB,K), (F9; K),
(F101 K), (Flll K), (F12: K), (F13I K): (F14-; K); ?}

esnek kiime ailesi ve
t={0,7Y, (F,K), (Fs,K), (Fo,K)}

esnek topolojisi verilsin. Bu durumda
(FHK)+ = {(FLK)}

(Fg, K)* = {(Fg, K)}

(Fo, K)* = {(F1, K), (Fg, K), (Fo, K)'}
Y+ =S(Y,K) olur.
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O halde Bgy+ = {(Fy, K)*, (Fg, K)*, (Fo, K)*,¥*} ailesi S(Y, K) iizerinde bir esnek
topoloji i¢in tabandir. Ciinki,

Y+t =S(,K)

(FLK)* n (Fg, K)™ =0,

(FL, K)* n (Fo, K)* = (F1,K)* € Bgy+,

(FLK)*nY* = (F,K)* € Bgy+,

(Fg, K)* n (Fo, K)* = (Fg, K)* € Bgy+,

(Fe, K)* nY*+ = (Fg,K)* € Bgy+,

(Fo, K)* N Y™ = (Fy,K)* € Bgy+ dir.

Bu esnek topoloji (iist esnek Vietoris topoloji) de
TSV+ = {(FlyK)+) (F81 K)+) (Fll K)+ U (FSI K)+I (F9ﬁ K)+F ?+; @}

:{{(FL K)}, {(Fg, K)}, {(Fl; K), (FS' K)}, {(Fl: K)’ (FS’ K); (F9; K)}r S(y; K); @} Olur-
Ornek 4.1.4. Ornek 4.1.3 deki esnek topolojiyi ele alalim. Bu durumda

(Fi, K)~ = {(FL,K), (F5,K), (Fs, K), (F;, K), (Fo, K), (F11,K), (F13,K), Y}

(Fg, K)~ = {(Fg, K), (F3, K), (F10, K), (F11, K), (F12,K), (F13,K), (F14, K), Y’}
(Fo, K)™ ={(Fy, K), (F3,K), (F5, K), (F7, K), (Fg, K), (Fo, K), (Fy0, K), (F11, K),
(Fi2,K), (F13,K), (F14, K), ¥}

Y~ =S(Y,K) olur.

O halde Ssy- = {(F;,K)~, (Fg,K)~, (Fo,K)~, Y~ }ailesi S(Y, K) iizerinde bir esnek
topoloji icin alt tabandir. Ciinkii, (F;, K)™ N (Fg, K)™ = {(F, K), (F11,K), (F13,K), Y}
olmak iizere Bgy- = {(Fy,K)~, (Fs,K)~,(Fo,K)~,Y~, (F;,K)~ n (Fg, K)~} ailesi
S(Y, K) tlizerinde bir esnek topoloji igin tabandir. Bu esnek topoloji (alt esnek Vietoris
topoloji) de

Toy- = {(F1,K)~, (Fg,K)~, (Fo,K)~, Y=, (F, K)™ n (Fg, K)~, @} olarak bulunur.

Ornek 4.15. Ornek 4.1.3 deki esnek topolojiyi ele alalm. Bu durumda
Toy+ U Tov- = {(F, K)*, (Fa, KDY, (F, K)* U (Fg, K)*, (Fo, K)*, Y+, 8, (F1, K)™,
(Fs,K)~, (Fo,K)~,(F;,K)™ n (Fg,K)~} nin taban oldugu esnek Vietoris topoloji de
Ty ={0, S(Y, K),{(Fy, KD}, {(Fg, KD}, {(F1, K), (Fg, KD}, {(F1, K), (Fg, K), (Fo, KD},

{(F1, K), (F3,K), (Fs, K), (F7, K), (Fo, K), (F11, K), (F13, K), Y3,
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{(Fs, K), (Fo, K), (F10,K), (F11, K), (Fi2, K), (F13,K), (F14, K), ¥},

{(F, K), (F5,K), (Fs, K), (F7, K), (Fg, K), (Fo, K), (F10, K), (F11, K),

(F12,K), (Fi3, K), (F14, K, Y},{(F, K), (F11, K), (F13,K), Y3,

{(FL, K), (F,K), (Fo, K), (F10, K), (F11, K),(F12, K), (F13, K), (F14, K), Y},

{(FL, K), (F5,K), (F11,K),(Fi3,K), Y},

{(FL, K), (F5, K), (Fs, K), (F5, K), (Fg, K), (Fo, K), (F11, K), (F13,K), V3,

{(Fs, K), (Fo, K), (F11,K), (F13, K), Y3}, {(Fy, K), (F, K), (Fo, K), (F11, K), (F13,K), Y3}
olur.

Uyan 4.1.6. Esnek doniistimlerin siirekliliginden bahsedebilmek i¢in tanim ve deger
kiimeleri {izerinde topolojik yapilar olmasi gerekir. Bu nedenle esnek doniisiimlerin
stirekliligi ile ilgili ¢alismalarda S(X, E) ve S(Y, K) esnek kiime aileleri yerine (X, 7, E)
ve (Y,7,K) esnek topolojik uzaylar alinacak, dolayisiyla F:S(X,E) = S(Y,K) esnek
kiime degerli dontistimii F: (X,7,E) — (Y, 7, K) bi¢giminde diisiiniilecektir.

Tamm 4.1.7. (X, 0,E), (Y, 7, K) iki esnek topolojik uzay, E,*® X de bir esnek nokta ve
F:(X,0,E) = (Y,1,K) da bir esnek kiime degerli doniisiim olsun.

(i) E,* € F*(H,K) olan Y deki her (H,K) esnek agik kiimesi igin (P,E) € F*(H,K)
(yani her E,* € (P,E) i¢in F(E,*) € (H, K)) sartin1 saglayan E,*® i bir (P, E) esnek

agik komsulugu var ise F ye E,*° da esnek iistten Vietoris yar siireklidir denir.

(ii) E,** € F~(H,K) olan Y deki her (H,K) esnek agik kiimesi igin (P,E) € F~(H,K)
(yani her E,* € (P,E) igin F(E,”) N (H,K) # ®) sartim saglayan E,*° 1n bir (P,E)

esnek acik komsulugu var ise F ye E,*° da esnek iistten Vietoris yari siireklidir denir.

(iii) F doniisimii X in her E,* esnek noktasinda esnek iistten (alttan) Vietoris yari

stirekli ise F ye X iizerinde esnek lstten (alttan) Vietoris yar1 siireklidir denir.
(iv) F, tstten ve alttan esnek Vietoris siirekli ise F ye esnek Vietoris siireklidir denir.

Tanim 4.1.8. (X,0,E),(Y,t,K) iki esnek topolojik uzay ve P(Y) de Y nin kuvvet
kiimesi olsun. Bu durumda u: X — Y kiime degerli doniisiimii ve p: E — K fonksiyonu
aracilig ile tamimlanan F:(X,0,E) — (Y,1,K) esnek kiime degerli doniisimiinii ele
alalim. u'(x) =u(x), u:X->P() ve p'(e) =p(e), p":E — K fonksiyonlari
aracthgiyla f:(X,0,E) - (S(Y,K), Tsv k), K) esnek fonksiyonunu tanimlayalim. Bu
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sekilde tamimlanan f esnek fonksiyonunan F esnek kiime degerli doniisiimiine karsilik

gelen esnek fonksiyon adi verilir. Bu durumda X deki her E,* esnek noktasi icin

f(E,®) = F(E,®) olur.

Teorem 4.19. (X,0,E),(Y,t,K) iki esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda
F:(X,0,E) = (Y,1,K) esnek kiime degerli doniisiimiiniin iistten (alttan) esnek Vietoris
yari siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart f esnek fonksiyonunun S(Y, K) tizerindeki

T+ (Tsy-) esnek topolojisine gore esnek siirekli olmasidir.

Ispat. (=) F, E,* da esnek iistten Vietoris yari siirekli ve f(E,*) € (G,K)" € Bsy+
olsun. (G,K)* = {(H,K): (H,K) € (G,K)} oldugundan f(E,*) €& (G,K) oldugunu
elde ederiz. Boylece F(E,*) € (G,K) dir. F: X — Y, esnek iistten Vietoris yar1 siirekli
oldugundan E,*° m bir (P, E) esnek agik komsulugu vardir 6yle ki her E,* € (P, E) i¢in
F(E,®) € (G,K) dir. O halde f(E,*) € (G,K) olup f: (X,0,E) » (S(Y,K), Tgy+, K)

fonksiyonu E,*® da esnek siireklidir.

(€) f: (X,0,E) - (S(Y,K), 15y+, K) fonksiyonu E,*° da esnek siirekli ve (G,K) da
F(E,*°) € (G, K) sartim saglayan bir esnek acik kiime olsun. Bu durumda f(E,*°) €
(G,K)* € Bgy+dir. f esnek fonksiyonu 7g,+ ye gore esnek siirekli oldugundan E,*° 1n
bir (P,E) esnek agik komsulugu vardir 6yle ki f(P,E) € (G,K) dir. O halde her
E,* € (P,E) igin f(E.*) € (G,K)" ve bdylece F(E,*) € (G,K) dir. Buda F:X »Y

nin E,*° da iistten esnek Vietoris yari siirekli oldugunu gosterir.

Benzer sekilde alttan esnek Vietoris yari siireklilik i¢in de ispat yapilabilir.
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4.2. Esnek Ust ve Alt Ko-Kompakt Topolojiler

Bu kisimda, (Y, 7, K) esnek topolojik uzaymin kompakt alt kiimelerinden yararlanarak
S(Y,K) tizerinde st (alt) ko-kompakt topolojiler tanimlanmistir ve bu topolojiler tist
(alt) esnek Vietoris topolojiler ile kiyaslanmigtir. Asagida S(Y, K) tizerinde esnek tist ve

alt ko-kompakt topolojileri tanimlarken kullandigimiz bir 6nerme verilmistir.
Onerme 4.2.1. (Y, 1, K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda
Bsc+ ={S(Y,K) — (C,K)™: (C,K) esnek kompakt kiime} ve

Ssc- = {0} U {S(Y,K) — (C,K)*: (C,K) esnek kompakt kiitme} esnek kiime aileleri

S(Y, K) tizerinde farkli iki esnek topoloji i¢in sirasiyla esnek taban ve esnek alt tabandir.
Ispat. (C,K) = ¢ esnek kompakt bir kiime olup (C,K)~ = @ oldugundan
SY,K)—(C,K)"=S(Y,K) — 0 =S(Y,K) € Bsc+ olur.

Boylece S(Y,K) = Usv epger S(Y,K) dir.

SY,K) = (C,K)~, S(Y,K) — (C3,K)™ € Bgc+ olmak lizere

(H,K) € [S(Y,K) — (CL, K)TI N [S(Y, K) — (€2, K) 7] igin

[SY,K) = (CL, K)TIN[S(Y,K) = (C2, K)7] = S(Y, K) — [(C1, K)™ U (€2, K)7]
oldugundan (H,K) € S(Y,K) — [(C,K)~ U (C,, K)~] bulunur.

Ayrica (C;,K)”™ U (C5,K)™ = ((CL,K) U (C1,K)) dir ve (C,K), (CyK) esnek
kompakt kiimeleri i¢in (C;, K) U (C,, K) esnek kompakt kiime oldugundan S(Y,K) —
[(C1,K)™ U (Cy, K)7] € Byc+ tur. O halde Sg.-+ bir esnek topolojik uzay igin tabandir.

Benzer sekilde Sg-- nin de bir esnek topolojik uzay igin alt taban oldugu gosterilebilir.

Tanmm 4.2.2. i) S(Y, K) tizerinde S+ ailesini taban kabul eden topolojiye esnek st ko-

kompakt topoloji denir ve tg+ ile gosterilir.

i) S(Y, K) tizerinde Sg.- ailesini alt taban kabul eden topolojiye esnek alt ko-kompakt

topoloji denir ve 7.~ ile gosterilir.
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Lemma. 4.2.3. Bir esnek kompakt topolojik uzaymnda esnek kapali bir kiime esnek
kompakttir.

Ispat. (X, 7, E) bir esnek kompakt topolojik uzay ve (H, E) bu uzayda bir esnek kapali
kiime ve {(G;, E):i € I} ailesi (H,E) nin bir esnek agik ortiisii olsun. Bu durumda
{(G,E):iel}U ()? — (H, E)) ailesi X in bir esnek acik ortiisii olup (X, 7,E) esnek
kompakt topolojik uzay oldugundan {(G, E), ..., (G;,, E)} U (¥ — (H,E)) ailesi X in
sonlu bir esnek alt ortiisiidiir. Dolayisiyla {(Gil,E), ...,(Gin,E)} ailesi (H,E) nin bir

esnek alt ortiisti olup (H, E') esnek kompakttir.

Lemma. 4.2.4. Bir Hausdorff esnek topolojik uzayinda esnek kompakt bir kiime esnek

kapalidir.

Ispat. (X,7,E) bir Hausdorff esnek topolojik uzay ve (C,E) bu uzayda bir esnek
kompakt kiime olsun. X — (C,E) min esnek acik kiime oldugunu gésterecegiz.
E,* € X — (C,E) esnek noktasi i¢in E,* & (C,E) olur. E,* ten farkli her E,” € (C,E)
esnek noktast icin (X, 7, E) esnek Hausdorff oldugundan E,* ve E,” nin (U, E) ve
(Py, E ) gibi iki esnek agik komsuluklar1 vardir 6yle ki (Uy,E ) N (Py,E ) = ¢ dir. Bu
durumda {(Py,E):Eey € (C,E)} ailesi, (C,E) nin bir esnek agik ortiisiidiir. (C, E)
esnek kompakt oldugundan, (C,E) € UjL, (Pyi, E ) sartin1 saglayan sonlu bir esnek alt
ortisi  vardir. Her y; € {y4, ..., y,} i¢in (in,E ) n (Pyi,E ) = ¢ oldugundan

( . (in,E)) N (Pyi,E) = ¢ olup UL, (in,E) esnek kiimesi E,* nin esnek agik

komgulugudur. Her y; € {y, ..., ¥} i¢in (U?zl (in, E)) n ( o (Pyi,E)) = ¢ olur.
O halde (UL, (Uy, E)) & (C,E) = ¢ ve béylece E.* € (UL, (Uy, E)) € £ = (€, E)

olur. Bu durumda X — (C, E) esnek acik dolayisiyla (C, E) esnek kapali kiime olur.

Sonug 4.2.5. Kompakt olan bir Hausdorff esnek topolojik uzayinda bir kiimenin esnek

kompakt olmasi igin gerek ve yeter kosul esnek kapali olmasidir.

Onerme 4.2.6. (Y, 1, K) bir esnek topolojik uzay olsun. < sembolii, esnek kiime aileleri
tizerindeki alt topoloji olma durumunu gostersin. Bu durumda S(Y,K) iizerindeki

Tgc+, Tsc—r Tgy+, Tsy— esnek topolojiler i¢in asagidakiler dogrudur;
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i) (Y, 7, K) Hausdorff esnek topolojik uzay ise tgc+ < Tgy+ Ve Tgc- < Tgp- dir.

i) (Y, 7, K) Hausdorff ve kompakt esnek topolojik uzay ise tso+ = Tgy+ Ve Tge- = Tgy-

olur.

. - +
Ispat. i) S(Y,K) — (C,K)™ € Bsc+ olsun. S(Y,K) — (C,K)™ = (Y - (C, K)) oldugunu
biliyoruz. (C,K) esnek kompakt kiime ve (Y,7,K) Hausdorff esnek topolojik uzay

oldugundan (C,K) esnek kapali kiime, dolayisiyla ¥ — (C, K) bir esnek agik kiimedir.

= +
Boylece (¥ = (C,K)) € Tgy+ ve S(Y,K) = (C,K)™ € Tgy+ OlUp Tgcs < Tgy+ olur.

Benzer sekilde S(Y,K) — (C,K)* € Sgc- alalim. S(Y,K) — (C,K)" = (17 - (C, K))_
oldugunu biliyoruz. (C, K) esnek kompakt kiime ve (Y, t, K) Hausdorff esnek topolojik
uzay oldugundan Y — (C,K) bir esnek agik kiime olup (17 - (C, K))_ € Tgy- Ve
S(Y,K) — (C,K)* € tgy- olup 75¢- < Tgy- oldugu elde edilir.

i) Hausdorff ve kompakt bir esnek topolojik uzayda kompakt kiimeler ve kapali

kiimeler ¢akistigindan tg.+ = Tgy+ V€ Tge- = Tgy- OlUI.

Asagida bir kiime degerli doniisiimiin esnek istten (alttan) C yar siireklilik tanimi
verilmistir. Daha sonra bir esnek kiime degerli doniisiimiin esnek istten (alttan) C yari
stirekli olusu, bu doniisiime karsilik gelen esnek fonksiyonun siirekliligi cinsinden

verilmistir.

Tamm 4.2.7. (X, 0,E), (Y, 7, K) iki esnek topolojik uzay, E,* X de bir esnek nokta ve
F:(X,0,E) = (Y,1,K) da bir esnek kiime degerli doniigiim olsun.

i) F(E,*) N (C,K) = ¢ olan bir (C,K) esnek kompakt kiimesi ve her E,* € (P,E)
icin F(E,*) 0 (C,K) = ¢ sartim saglayan E,*° 1 bir (P,E) esnek acik komsulugu

varsa F ye E,*° da esnek iistten C yart siireklidir denir.

i) F(E,*°) N (C,K) # ¢ ve ¥ — (C,K) esnek kompakt olan bir (C,K) esnek kiimesi
verilsin. Her E,* € (P,E) i¢in F(E,*) 0 (C,K) # ¢ sartim saglayan E,*° n bir (P, E)

esnek acik komsulugu varsa F ye E,*° da esnek alttan C yar siireklidir denir.

iii) F doniisiimii X in her E,*° esnek noktasinda esnek iistten (alttan) C yar siirekli ise

F ye X iizerinde esnek {istten (alttan) C yar1 siireklidir denir.
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Onerme 4.2.8. F: (X,0,E) — (Y,1,K) bir esnek kiime degerli doniisiim olsun.

i) F nin E,*° da esnek iistten C yar1 siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart F ye karsilik

gelen f: (X,0,E) - (S(Y,K), T+, K) esnek fonksiyonunun E,*° da siirekli olmasidir.

ii) F nin E,*° da esnek alttan C yari siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart F ye karsilik

gelen f: (X,0,E) - (S(Y,K), tgc-, K) esnek fonksiyonunun E,*® da siirekli olmasidur.

Ispat. i) (=) f(E. )€ S(Y,K)—(C,K)™ € Bsc+ olsun. Bu durumda f(E,*) €
(17 —(, K))+ = {(4,K): (A, K) € ¥ — (C,K)} ve f(E,*) &7 — (C,K) dir. O halde

f(E,*) N (C,K) = ¢ ve dolayisiyla F(E,*) N (C,K) = ¢ dir. F, E,* da esnek iistten
C yarn siirekli oldugundan E,*° m bir esnek acik komsulugu vardir 6yle ki her bir
E.,* € (P,E) i¢in F(E,*) 0 (C,K) = ¢ dir. Boylece f(E,*) & (C,K)~ ve dolayisiyla
f(E,X) € S(Y,K)—(C,K)~ oldugunu elde ederiz. Sonu¢ olarak f:(X,0,E) —
(S(Y,K), T5c+, K) esnek fonksiyonu E,*° da siireklidir.

(&) F(E,*) N (C,K) = ¢ sartim saglayan bir (C, K) esnek kompakt kiimesini alalim.
Bu durumda f(E,*) ¢ (C,K)~ oldugundan f(E,*) € S(Y,K) — (C,K)~ € Bgc+ dir.
f:(X,0,E) - (S(Y,K),t5c+ K) esnek fonksiyonu E,*° da siirekli oldugundan, E,*° m
bir (P,E) esnek agik komsulugu vardir 6yle ki f(P,E) € S(Y,K)— (C,K)~ tir.
Boylece her E,* € (P,E) i¢in f(E,)€S(Y,K)—(C,K)~ dir. O halde
F(E,*) 0 (C,K) = ¢ dir. Dolayisiyla F, E,*° da esnek iistten C yari siireklidir.

11) Benzer sekilde ispat1 yapilabilir.

Asagidaki onermelerde bir esnek kiime degerli doniisiimiin esnek istten (alttan) C yari

siirekli olusuna denk kosullar verilmistir.

Onerme 4.2.9. F: (X,0,E) — (Y,1,K) bir esnek kiime degerli doniisiim ve (Y, , K) bir

Hausdorff esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler denktir;
i) F esnek tstten C yari siireklidir.

ii) ¥ — (V, K) esnek kompakt olan her esnek acik (V, K) kiimesi i¢in F*(V, K) kiimesi
X de esnek agiktir.

iii) Y deki her (H,K) esnek kompakt kiimesi i¢in F~(H,K) kiimesi X de esnek
kapalidir.
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Ispat. (i=1ii) (V,K) esnek acik kiime olmak iizere ¥ — (V,K) esnek kompakt ve
E,*° € F*(V,K)olsun. Buradan F(E,*) & (V,K) olup F(E,*) R (17 —(V, K)) =¢
oldugu elde edilir. F, E,*° da esnek iistten C yar1 siirekli oldugundan E,*° 1n bir (P, E)
esnek acik komsulugu vardir 6yle ki her bir E,* € (P,E) i¢in F(E,*) € (V,K) dir. Bu
durumda E,*° € (P,E) & F*(V,K) dir ve bdylece E,* € int(F*(V,K)) oldugu elde
edilir. O halde F*(V,K) € int(F*(V,K)) dolayistyla F*(V, K) esnek agik bir kiimedir.

(ii = iii) (H,K), Y de herhangi bir esnek kompakt kiime olsun. Bu durumda Y
Hausdorff oldugundan (H,K) esnek kapali kiimedir. O halde ¥ — (H,K) esnek agik

kiime ve ¥ — (17 — (H, K)) esnek kompakt kiimedir. ii) den, F* (17 — (H, K)) esnek
agik kiimedir. Ayrica F* (17 — (H, K)) =X - (F_(H, K)) oldugundan X — (F_(H, K))

esnek agik kiimedir ve boylece F~(H, K) esnek kapali kiimedir.

(iii = i) (C, K) kiimesi, F(E,*) A (C,K) = ¢ sartim saglayan bir esnek kompakt kiime
olsun. Bu durumda F(E,*) &Y — (C,K) dir. iii) den F~(C,K) bir esnek kapal

kiimedir. Boylece X — (F‘(C, K)) =F* (17 —(C, K)) esnek acik kiimedir ve E,*° €
F* (17 - (C, K)) dir. (P,E) =F" (17 - (C, K)) olarak alinirsa, (P,E) kiimesi E,*° n

bir esnek agik komsulugudur. O halde her E,* € F* (17 - (C, K)) icin F(E, )€ Y —

(C,K) dir ve boylece F(E,*)N(C,K)=¢ dir. O halde F esnek kiime degerli

doniisiimii E,*° da iistten esnek C yari siireklidir.

Onerme 4.2.10. F: (X,0,E) — (Y,1,K) bir esnek kiime degerli doniisim ve (Y, 1, K)

bir Hausdorff esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler denktir;
1) F esnek alttan C yar siireklidir.

i) Y — (V,K) esnek kompakt olan her (V,K) esnek acik kiimesi icin F~(V, K) esnek

acgik kiimedir.
iii) Y deki her esnek kompakt (H, K) kiimesi i¢in F*(H, K) kiimesi esnek kapalidir.

Ispat. Onceki 6nermeye benzer sekilde ispat1 yapilabilir.
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4.3. Esnek Ust ve Alt Ko-Lindelof Topolojiler

Bu kisimda, (Y, 1, K) esnek topolojik uzayinin Lindelof alt kiimelerinden yararlanarak
S(Y, K) lizerinde st (alt) ko-Lindel6f topolojileri tanimlanmis daha sonra bu topolojiler
ile iist (alt) esnek Vietoris topolojiler kiyaslanmustir. Oncelikle asagida S(Y, K) iizerinde

esnek tist (alt) ko-lindel6f topolojileri tanimlarken kullandigimiz bir 6nerme verilmistir.
Onerme 4.3.1. (Y, 7, K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda
Bsi+ ={S(Y,K) — (L,K)™: (L, K) Lindelsf esnek ktime},

Ssi- = {0}V {S(Y,K) — (L,K)*: (L,K) Lindelof esnek kiime}
esnek kiime aileleri S(Y,K) tizerinde farkli iki topoloji igin sirasiyla taban ve alt

tabandir.

Ispat. (L,K) = ¢ esnek Lindelof bir kiime olup (L,K)~ = @ oldugundan S(Y,K) —
(L,K)~ =S(Y,K) € Bg.+ ve boylece S(Y,K) = User,x)epg, + S(Y,K) bulunur.

S(Y,K) —(L,K)"S(Y,K) — (L,,K)™ € B+ olmak iizere (H,K)€|[S(Y,K)—
(L, K)TIN[SEY, K) — (Lo, K)7] igin [S(Y,K) — (L, K)TIN[S(Y,K) — (Lo, K)7] =
S(Y,K) — [(Ly, K)~ U (Ly, K)~] oldugundan (H,K) € S(Y,K) — [(Ly,K)~ U (Ly, K)~]
dir. Ayrica (L1, K)”™ U (L3, K)™ = ((Ly, K) U (L, K)) dir ve (Ly,K), (L, K) esnek
Lindeldf kiimeleri igin (L, K) U (L,, K) esnek Lindeldf kiime oldugundan S(Y,K) —
[(L1,K)™ U (Ly, K)~] € Bg;+ olur. O halde Bg,+ bir esnek topolojik uzay igin tabandir.

Benzer sekilde Sg;- nin da bir esnek topolojik uzay i¢in alt taban oldugu gosterilebilir.

Tanmm 4.3.2. i) S(Y, K) lizerinde B+ ailesini taban kabul eden topolojiye esnek iist ko-

lindel6f topoloji denir ve g, + ile gosterilir.

ii) S(Y,K) tizerinde Sg;- ailesini alt taban kabul eden topolojiye esnek alt ko-lindelof

topoloji denir ve tg; - ile gosterilir.
Lemma 4.3.3. Esnek kompakt kiimeler esnek Lindelof'tiir.
Ispat. Esnek kompakt kiime ve esnek Lindelf kiime tanimlarindan agiktir.

Tamim 4.3.4. Bir esnek topolojik uzayin biitiin esnek Lindelof alt kiimeleri esnek kapali

ise bu uzaya Lindel6f kapali esnek uzay denir.
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Onerme 4.3.5. (Y, 7, K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda S(Y, K) iizerindeki

Tgi+, Tsi—» Tsctr Tsc—» Tsy+, Tsy— €snek topolojileri i¢in asagidakiler dogrudur;

i) (Y, 7, K) Lindel6f kapali esnek topolojik uzay ise tg,+ < 7g,+ Ve Tg- < Tgp- OlUI.

) Tge+ < Tgp+ Ve Tgo- < Tgp-

Ispat. i) S(Y,K) — (L,K)~ € g+ olsun. (L,K) Lindelof esnek kiime oldugundan
hipotezden (L, K) esnek kapali kiimedir. O halde ¥ — (L, K) esnek agik kiime olup

- + - +
(Y—(L,K)) € 1o+ olur. Ayrica S(Y,K) — (LK)~ = (Y—(L,K)) oldugundan

S(Y,K) — (L,K)™ € 74,+ bulunur. Boylece 75;+ < Tg,+ oldugu elde edilir.
Benzer sekilde 75~ < 75— oldugu gosterilebilir.

i) Bir (Y, 1, K) esnek topolojik uzayinda, kompakt esnek kiimeler Lindel6f oldugundan
ispat agiktir.

Sonu¢ 4.3.6. Bir (Y, 7, K) Lindel6f kapali esnek topolojik uzayinda tgp+ < 75+ < Tgp+

Ve Tgo- < Tg- < Tgy- ifadeleri dogrudur.

Asagida bir kiime degerli doniisiimiin esnek istten (alttan) L yari siireklilik tanimlart
verilmistir. Daha sonra bir esnek kiime degerli doniisiimiin esnek {iistten (alttan) L yar1
stirekli olusu ile bu dontisiime karsilik gelen esnek fonksiyonun stirekliligi arasindaki
iligki verilmistir. Son olarak bir esnek kiime degerli doniisiimiin esnek istten (alttan) L

yari stirekli olusuna denk kosullar verilmistir.

Tamm 4.3.7. (X, 0,E), (Y, 7, K) iki esnek topolojik uzay, E,*° X de bir esnek nokta ve
F:(X,0,E) = (Y,1,K) da bir esnek kiime degerli doniisiim olsun.

i) F(E,2*) N (L,K) = ¢ olan bir (L,K) esnek Lindeldf kiimesi verilsin. E,* € (P,E)
oldugunda F(E.,*) A (L,K) = ¢ sartim saglayan E,*° m bir (P,E) esnek acik

komsulugu varsa F ye E,*° da esnek iistten L yari siireklidir denir.

i) F(E,*) A (LK) # ¢ ve Y — (L,K) esnek Lindelof olan bir (L, K) esnek kiimesi
verilsin. E,* € (P,E) oldugunda F(E,*) 0 (L,K) # ¢ sartim saglayan E,* 1 bir

(P, E) esnek agik komsulugu varsa F ye E,*° da esnek alttan L yar siireklidir denir.
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iii) F doniisiimii X in her E,*® esnek noktasinda esnek iistten (alttan) L yari siirekli ise F

ye X lizerinde esnek listten (alttan) L yar1 siireklidir denir.

Onerme 4.38. F:(X,0,E) — (Y,1,K) bir esnek kiime degerli doniisim olsun. Bu

durumda asagidakiler dogrudur;

i) F nin E,* da esnek iistten L yari1 siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart

f:(X,0,E) - (5(Y,K), 1+, K) fonksiyonunun E,*° da esnek siirekli olmasidir.

i) F nin E,* da esnek alttan L yar siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
f:(X,0,E) - (S(Y,K),t5,-, K) fonksiyonunu E,*® da esnek siirekli olmasidir.

Ispat. Onerme 4.2.8. e benzer sekilde ispat1 yapilabilir.

Onerme 4.3.9. F:(X,0,E) — (Y,7,K) bir esnek kiime degerli doniisim ve (Y, 1, K)

Lindelof kapali esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur;

i) F nin E,*° da esnek iistten L yar1 siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart ¥ — (V, K)
esnek Lindeldf kiime olmak iizere F(E,*°) € (V,K) olan her (V, K) esnek agik kiimesi
icin E,* € (P,E) oldugunda F(E,*) € (V,K) sartin1 saglayan E,*° m bir (P, E) esnek

acik komsulugunun bulunmasidir.

i) F nin E,* da esnek alttan L yar siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart ¥ — (V, K)
Lindeldf esnek kiime olmak iizere F(E,*) N (V,K) # ¢ olan her (V,K) esnek acik
kiimesi i¢in E,* € (P, E) oldugunda F(E,*) 0 (V,K) # ¢ sartim saglayan E,*° 1n bir

(P, E) esnek agik komsulugunun bulunmasidir.
Ispat. Tanim 4.3.7. den ispat1 agiktir.

Onerme 4.3.10. F: (X,0,E) — (Y,1,K) bir kiime degerli déniisim ve (Y,7,K) esnek
Lindel6f kapali topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur;

i) F nin E,* da esnek iistten L yar siirekli olmast i¢in gerek ve yeter sart ¥ — (V,K)
esnek Lindelof kiime olmak iizere her (V,K) esnek acik kiimesi i¢in FY(V,K) nin

esnek acik kiime olmasidir.

i) F nin E,* da esnek alttan L yari siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart ¥ — (V,K)
esnek Lindelof kiime olmak tizere her (V,K) esnek a¢ik kiimesi i¢in F~(V,K) nin

esnek acik kiime olmasidir.
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Ispat. i) () Y — (V,K) esnek Lindelof kiime olacak sekilde (V, K) esnek acik kiime
ve E,* € F*(V,K) olsun. Bu durumda F(E,*) & F(F*(V,K)) & (V,K) dir ve
boylece F(E™) A\ (¥ = (V,K)) = ¢ dir. ¥ — (v, K) esnek Lindel5f kime ve F, E,™
da esnek iistten L yar siirekli oldugundan E,*° 1n bir (P,E) esnek agik komsulugu
vardir dyle ki F(P,E) 7 (17 —w, K)) — 4 dir. O halde F(P,E) & (V, K) dir ve boylece
E € (P,E) € F*(V,K) dir. O halde E,™ € int(F*(V,K)) dir. Dolayisiyla
F*(V,K) € int(F*(V,K)) bulunur ki buda F*(V,K) nin esnek acik bir kiime

oldugunu gosterir.

(&) (L,K) bir esnek Lindeldf kiime olmak iizere F(E,*°) A (L, K) = ¢ olsun. Bu
durumda F(E,*°) € Y — (L,K) dir. (Y,7,K) esnek Lindeldf kapali topolojik uzay
oldugundan, (L,K) esnek kapali kiime olup ¥ — (L,K) esnek agik bir kiimedir.

Hipotezden F* ()7 — (L, K)) bir esnek agik kiimedir ve E,*° € F* (17 — (L, K)) dir.
(P,E)=F" (17 — (L, K)) olarak alinirsa (P, E) esnek kiimesi, E,*® 1n bir esnek agik

komsulugudur. Buradan F(E,**) € F(P,E) € (17 - (LK )) oldugu elde edilir. Ayrica

F(P,E)N (LK) = ¢ dir. Dolayisiyla F, E,*® da esnek iistten L yan siireklidir

i) (=) ¥ — (V,K) bir esnek Lindeldf kiime olacak sekilde (V, K) esnek agik kiime ve
E,** € F~(V,K) olsun. Bu durumda F(E,*)N(V,K)# ¢ dir. ¥ —(V,K) esnek
Lindelof kiime olup F doniisiimii E,*° da esnek alttan L yar1 siirekli oldugundan E,*° in
bir (P,E) esnek agik komsulugu vardir 6yle ki F(P,E) N0 (V,K) # ¢ dir. Buradan
Ej* € (P,E) EF~(V,K) dir ve bdylece E,* €int(F~(V,K)) dir. O halde
F~(V,K) € int(F~(V,K)) ve F~(V, K) bir esnek agik kiimedir.

(&) Y= (V,K) bir esnek Lindelof kiime ve F(E,“°) N (V,K) # ¢ olsun. (Y,1,K)
esnek Lindeldf kapali topolojik uzay oldugundan ¥ — (V,K) esnek kapali ve (V,K)
esnek acik bir kiimedir. Hipotezden F~(V, K) esnek acik kiime ve E,*° € F~(V,K) dir.
(P,E) =F (V,K) olarak alinirsa, (P,E)esnek kiimesi, E,*° m bir esnek acik
komsulugudur. O halde F(P,E) 0 (V,K) # ¢ dir. Boylece F doniisiimii E,*° da esnek

alttan L yar1 siireklidir.
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4.4. Esnek Ust ve Alt ko-quasi H-kapal Topolojiler

Bu kisimda, (Y, 7, K) esnek topolojik uzayinin esnek quasi H-kapali alt kiimelerinden
yararlanarak S(Y, K) iizerinde ist (alt) ko-quasi H-kapali topolojiler tanimlanmuistir.
Daha sonra bu topolojiler ile esnek st (alt) Vietoris topolojiler arasindaki iliski
verilmistir. Oncelikle asagida esnek iist (alt) ko-quasi H-kapali topolojileri tanimlarken

kullandigimiz tanim ve 6nerme verilmistir.

Tammm 4.4.1. (Y,7,K) bir esnek topolojik uzay ve (H,K) bu uzayda bir esnek kiime

olsun.

i) (H,K) nin her agik ortiistiniin esnek kapanislari (H, K) y1 6rten sonlu bir alt ortiisii
varsa yani (H,K) mnin her {(G,K)|i€A} esnek agik  Ortistnin
(H,K) € UL, cl(G;Ll.,K) sartin1 saglayan bir {(GM,K) , (GAZ,K) R (G/‘ln’ K)} sonlu

esnek alt ortiisti varsa (H, K)esnek kiimesine quasi-H-kapalidir denir.

i) ¥ nin her agik ortiisiiniin esnek kapanislar1 ¥ yi 6rten sonlu bir alt 6rtiisii varsa yani ¥
nin her {(G;, K)| i € A} esnek agik Ortiistiniin U?=1Cl(Gzi,K) = ¥ sartin1 saglayan bir
{(G1,K),(Gay K) -+, (Gy,, K)} sonlu bir esnek alt ortiisii varsa (Y,7,K) esnek
topolojik uzayma quasi-H-kapalidir denir. Kisaca ¥ nin kendisi quasi-H-kapali ise

(Y, 7, K) esnek topolojik uzayma quasi-H-kapalidir denir.

iii) Esnek Hausdorff ve esnek quasi H-kapali topolojik uzaya esnek H-kapali topolojik

uzay denir.

iv) Y in her esnek quasi H-kapali kiimesi esnek kapali ise (Y,7,K) ye esnek HC

topolojik uzay denir.

V) X in her esnek kapali kiimesi esnek quasi H- kapali ise (Y, 7, K) ye esnek C-kompakt

topolojik uzay denir.

Onerme 4.4.2. (Y,7,K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda
Bsuy+ = {S(Y,K) — (H,K)™: (H,K) esnek quasi H — kapali kiime}

Ssu- = {03V {S(Y,K) — (H,K)": (H,K) esnek quasi H — kapali kiime}

esnek kiime aileleri S(Y, K) tizerinde iki farkli topoloji i¢in sirasiyla bir taban ve alt

tabandir.
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Ispat. (H,K) = ¢ bir esnek quasi H-kapali kiime ve (H,K)” =@ oldugundan
S(Y,K) = (H,K)~ = S(Y,K) — @ € Bg+ tir. O halde S(V,K) = Usy xyeps,. S, K)
dir.

(G,K) e S(Y,K) — (H;,K)~ ve (G,K)eS(Y,K)— (H,,K)~ olsun. Bu durumda
(G!K) € [S(Y,K) - (HllK)_] N [S(Y,K) - (HZFK)_] = S(Y, K) - [(HllK)_ V)
(H,, K)~] dir. O halde Bgy+ bir esnek topolojik uzay i¢in tabandir.

Benzer sekilde Sg;- nin da bir esnek topolojik uzay igin alt taban oldugu gosterilebilir.

Tamm 4.4.3. 1) S(Y, K) tizerinde S+ ailesini taban kabul eden topolojiye esnek tist ko-

quasi H-kapali topoloji denir ve 7g,+ ile gosterilir.

i) S(Y, K) tizerinde Sgy- ailesini alt taban kabul eden topolojiye esnek alt ko-quasi H-

kapali topoloji denir ve t5y- ile gosterilir.

Ornek 4.4.4. Y = {y} evrensel kiimesine ait parametre kiimesi K = {k,k,} olsun.
(G,K) = {(ky,{y})} esnek kiime olmak iizere ¥ = {®,Y,(G,K)} esnek topolojisi
verilsin. O halde ¥ = {®,Y, (H, K)} olup burada (H,K) = {(k2,{y})} dir. Bu durumda
¢ =0

(G, K)”={(G,K),7}

(H,K)~ = {(H,K),Y}

Y- =S(,K) ={(G,K),(H,K),Y} oldugundan

S(Y,K)— ¢~ =S,K) ={(G,K),(H,K),7}

SY,K) — (G, K)” ={(H,K)}

SY,K) — (H,K)™ ={(G,K)}

S(Y,K)—Y~ =¢dir.

O halde B¢+ = {S(Y,K) — ¢~, S(Y,K) — (G,K)~, S(Y,K) — (H,K)~,S(Y,K) =Y~}
= {{(6.K), (H,K), 7}, {(H,K)}, {(G,K)}, ©} ailesi S(V,K) iizerinde bir esnek
topoloji i¢in tabandir. Bu esnek topoloji (iist esnek ko-quasi H-kapali topoloji),

tow+ = {{(G,K), (H,K), 7}, {(H, KD}, {(G,K)}, 8, {(G,K), (H,K)}} seklindedir.

Ornek 4.4.5. Y = {y} evrensel kiimesine ait parametre kiimesi K = {kq, k}

olsun. (G, K) = {(k4, {y})} esnek kiimesi icin ¥ = {®, Y, (G, K)} esnek topolojisi
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verilsin. O halde (H, K) = {(kz, {y})} esnek kiime olmak iizere ¥’ = {®, ¥, (H,K)}
olur. Bu durumda

¢ =0

G, K" ={(GK)}

(H,K)* ={(H,K)}

Y+ = S(Y,K) oldugundan

S(Y,K)— ¢t =S,K) ={(G,K),(H,K),Y}

S(Y,K)— (G, K)* ={(H,K),Y}

S(Y,K)— (H,K)* = {(G,K),Y}

S(Y,K)—Y* = ¢dir.

O halde Ssy- = {S(Y,K) — ¢+, S(YV,K) — (G, K)*,S(Y,K) — (H,K)*, S(Y,K) — Y}
= {{(G, K),(H,K),Y}, {(H,K),V}, {(G K),Y}, (D} ailesi 25K jizerinde bir esnek

topoloji igin alt tabandir.

Dolayisiyla By~ = {{(G,K), (H,K), ¥}, {(H,K),7}, {(G,K),7}, {7}, @} ailesi

S(Y, K) tizerinde bir esnek topoloji i¢in tabandir.

Bu esnek topoloji (alt esnek ko-quasi H-kapali topoloji) de

tsu- = {{(G. K), (H,K), 7}, {(H,K),7}, {(G,K), 7}, {7}, o} olur.

Onerme 4.4.6. (Y,7,K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda S(Y, K) iizerinde
tanumlt Tgy+, Tsy-, Top+, Tsy—- topolojileri i¢in asagidakiler dogrudur;

i) (Y, 7, K) HC esnek topolojik uzay ise tgy+ < Tgy+ Ve Tgy- < Tgp- dir.

i) (Y, 7, K) HC ve C-kompakt esnek topolojik uzay ise T+ = Tgp+ Ve Tsy—- = Tgp- dir.

Ispat. i) S(Y,K)— (H,K)™ € Bsy+ olsun. (H,K) quasi H-kapali ve (Y,7,K) HC

esnek topolojik uzay oldugundan (H, K) esnek kapali dolayisiyla ¥ — (H, K) esnek agik
- + _ +

bir kiimedir. O halde (Y —(H, K)) € 1o+ dir. S(V,K) — (H,K)~ = (Y — (H, K))

oldugundan S(Y,K) — (H,K)™ € tg,+ ve dolayisiyla tgy+ < Tgp+ dir.

Benzer sekilde S(Y,K) — (H,K)* = (17 —(H, K))_esitligi kullanilarak 7g- < Tgy-
oldugu gosterilebilir.
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i) Bir HC ve C-kompakt esnek topolojik uzayda esnek quasi H-kapali kiimeler ve esnek

kapali kiimeler ¢akisik oldugundan tgy+ = Tg,+ Ve Tgy- = Tgy- esitlikleri elde edilir.
Sonug¢ 4.4.7. Bir esnek topolojik uzayda esnek kompakt kiimeler esnek quasi H-kapali
oldugundan tg+ < Tgy+ Ve Tgo- < Tgy- dir.

Sonug 4.4.8. (Y, 1,K) bir HC esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda 4.+ < T+ <

Toy+ VE Tgc- < Tsy— < Tsy— dir.

Asagida bir kiime degerli doniisiimiin esnek istten (alttan) H yar1 siireklilik tanimi
verilmistir. Daha sonra bir esnek kiime degerli doniisiimiin esnek iistten (alttan) H yar1
stirekli olusu ile bu dontisiime karsilik gelen esnek fonksiyonun stirekliligi arasindaki
bagint1 verilmistir. Son olarak bir esnek kiime degerli doniisiimiin esnek tiistten (alttan)

H yar siirekli olusuna denk kosullar verilmistir.

Tamm 4.4.9. (X, 0,E), (Y, 7, K) iki esnek topolojik uzay, E,*°, X te bir esnek nokta ve
F:(X,0,E) — (Y,1,K) esnek kiime degerli doniisiim olsun.

i) F(E,)RN(V,K)=¢ ve ¥ — (V,K) esnek quasi H-kapali olan bir (V,K) esnek
kiimesi i¢in E,* € (P, E) oldugunda F(E,*) 0 (V,K) = ¢ sartin1 saglayan E,*° m bir

(P, E) esnek agik komsulugu varsa F ye E,*° da esnek iistten H yar siireklidir denir.

i) F(E,*)N (V,K) #¢ ve ¥ — (V,K) esnek quasi H-kapali olan bir (V,K) esnek
kiimesi i¢in E,* € (P, E) oldugunda F(E,*) 0 (V,K) # ¢ sartim saglayan E,*° 1n bir

(P, E) esnek agik komsulugu varsa F ye E,*° da esnek alttan H yar1 siireklidir denir.

iii) F doniisiimii X in her E,*° esnek noktasinda esnek iistten (alttan) H yar siirekli ise

F ye X iizerinde esnek iistten (alttan) H yar siireklidir denir.

Onerme 4.4.10. (X,0,E), (Y,7,K) esnek topolojik uzaylar ve F: (X,0,E) = (Y,1,K)

esnek kiime degerli doniisiim olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur;

i) F nin E,*° da esnek iistten H yar1 siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart

f:(X,0,E) - (S(Y,K), tgy+, K) esnek fonksiyonunun E,*° da siirekli olmasidir.

i) F nin E,* da esnek alttan H yari siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f:(X,0,E) - (S(Y,K),tgy-,K) esnek fonksiyonunun E,*° da siirekli olmasidur.
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Ispat. i) (=) f(E,*) € S(Y,K)— (H,K)~ € Bgy+ olsun. Bu durumda f(E,™) €
S(Y,K) — (H,K)~ = (17 — (H, K))+ ve f(E,®)&F7—(H,K) olur. O halde
F(E,*) N (H,K) = ¢ dir. F, E,*° da esnek iistten H yar1 siirekli oldugundan E,* 1n
bir (P,E) esnek acik komsulugu vardir o6yle ki E,* € (P,E) oldugunda
F(EX)A(P,E)=¢ dir. Boylece F(E,*)=f(E,*) ¢ (H,K)~ olup f(ES) €
S(Y,K) — (H,K)~ dir. Dolayisiyla f: (X,0,E) = (S(Y,K), tgy+, K) esnek fonksiyonu

E.*° daesnek siireklidir.

(&) (H,K), F(E,*°) N (H,K) = ¢ sartim saglayan bir esnek quasi H-kapali kiime
olsun. Bu durumda f(E,*) ¢ (H,K)~ ve boylece f(E,*) € S(Y,K) — (H,K)™ € Bgy+
dir. f:(X,0,E) - (S(Y,K), 75y+,K) fonksiyonu E,* da esnek siirekli oldugundan
E.*° 1 bir (P,E) esnek acik komsulugu vardir dyle ki f(P,E) € S(Y,K) — (H,K)~
dir. O halde her E,*€ (P,E) icin f(E,*)€S(Y,K)— (H,K)~ dir. Boylece
F(E,*) 0 (H,K) = ¢ dir. Dolayisiyla F, E,*° da esnek iistten H yar1 siireklidir.

ii) Benzer sekilde ispat edilebilir.

Onerme 4.4.11. Bir F:(X,0,E) — (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimii icin
asagidaki ifadeler denktir;

I) F esnek tstten H yari siireklidir.

i) ¥ — (V,K) esnek quasi H-kapali olan Y deki her (V, K) esnek kiimesi i¢in F*(V, K)

kiimesi X de esnek agik kiimedir.

iii) Y deki her (H, K) esnek quasi H-kapali kiimesi i¢in F~(H,K) kiimesi X de esnek

kapal1 kiimedir.
Ispat. (i=ii) Y — (V,K) esnek quasi H-kapali olmak iizere (V,K) bir esnek kiime ve

E.™ € F*(V,K) olsun. Buradan F(E*™) & (V,K) olup F(E.) A (7 - (V.K)) = ¢
dir. F, E,* da esnek iistten H yan siirekli oldugundan E,*® 1 bir (P,E) esnek acik
komsulugu vardir dyle ki her bir E,* € (P,E) icin F(E,*) € (V,K) dir. O halde
E,* € (P,E) € F*(V,K) dir ve buradan E,* € int(F*(V,K)) oldugu elde edilir. O
halde F*(V,K) € int(F*(V,K)) dir. Dolayisiyla F*(V, K) bir esnek agik kiimedir.
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(ii=>iii) (H, K) bir esnek quasi H-kapal kiime olsun. Hipotezden, F* (Y — (H, K)) bir
esnek acik kiimedir. F* ()7 — (H, K)) =X- (F"(H, K)) oldugundan X — (F"(H, K))
esnek agik kiime ve boylece F~(H, K) esnek kapali kiimedir.

(iii=i) (V,K), F(E,*) N0 (V,K) = ¢ sartin1 saglayan bir esnek quasi H-kapali kiime
olsun. Bu durumda F(E,*) &Y — (V,K) tir. Hipotezden F~(V,K) esnek kapal

kiimedir. Ayrica, X — (F~(V,K)) = F* (Y —(, K)) oldugu icin F* (17 —(, K)) bir
esnek acik kiimedir ve E,* € F* (Y —w, K)) dir. Eger (P,E) = F* (17 —, K))
olarak alinirsa, F* ()7 —(V, K)) kiimesi E,*® m bir esnek acik komsulugu olup, her
E* e F* (Y —w, K)) icin F(E,®) & ¥ — (V,K) olur. Bdylece F(E,) A (V,K) = ¢

olur. Dolayisiyla F, E,*° da esnek iistten H yar1 siireklidir.

Onerme 4.4.12. Bir F:(X,0,E) — (Y,7,K) esnek kiime degerli déniisiimii igin
asagidaki ifadeler denktir;

1) F esnek alttan H yart siireklidir.

i) ¥ — (V,K) esnek quasi H-kapali olan Y deki her (V, K) esnek kiimesi i¢in F~(V, K)

X de esnek acgik kiimedir.
iii) Y deki her (H, K) esnek quasi H-kapali kiimesi i¢in F*(H, K) esnek kapali kiimedir.

Ispat. (i=ii) ¥ — (V,K) quasi H-kapali bir esnek kiime olmak iizere (V,K) esnek
kiimesi i¢in E,*° € F~(V,K) olsun. Bu durumda F(E,**) 0 (V,K) # ¢ dir. F, E,*° da
esnek alttan H yar siirekli oldugundan E,*° m bir (P,E) esnek agik komsulugu
vardr  oyle ki her E,2*€(P,E) i¢in F(E, )N (V,K)# ¢ dir. Buradan
E,* € (P,E) € F~(V,K) oldugu, dolayisiyla da E,*° € int(F~(V,K)) oldugu elde
edilir. O halde F~(V,K) € int(F‘(V, K)) dir ve boylece F~(V, K) esnek agik kiimedir.

(ii=iii) (H,K) esnek quasi H-kapali bir kiime olsun. Hipotezden F~ (17 — (H, K)) =

X — (F*(H,K)) kiimesi X de esnek agik bir kiimedir. Dolayisiyla F*(H,K) esnek

kapali kiimedir.
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(iii=i) ¥ — (V,K) esnek quasi H-kapali kiime olmak iizere (V,K) esnek kiimesi igin
F(E,*) A (V,K) # ¢ olsun. Hipotezden F* (17 — (v, K)) =X—(F~(V,K)) esnek

kapali bir kiimedir. Boylece F~(V,K) esnek acik kiime ve E,* € F~(V,K) dir.
(P,E) =F (V,K) kiimesi E,* 1n bir esnek agik komsulugu olarak alinirsa, her
E.,* € F~(V,K) i¢in F(E,*) 0 (V,K) # ¢ elde edilir. O halde F, E,*® da esnek alttan H

yart siireklidir.
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4.5. Esnek Ust ve Alt D Topolojiler

Bu kisimda, (Y,7,K) esnek topolojik uzaymin esnek kapali Gg alt kiimelerinden
yararlanarak S(Y, K) flizerinde tist (alt) D topolojiler tanimlanmistir. Daha sonra bu
topolojiler ile iist (alt) esnek Vietoris topolojiler kiyaslanmistir. Oncelikle asagida esnek

iist (alt) D topolojileri tanimlarken kullandigimiz tanim ve ilgili 6nerme verilmistir.

Tanmmm 4.5.1. (Y, 7,K) bir esnek topolojik uzay ve (G,K) bu uzayda bir esnek kiime

olsun.

i) (G, K) kiimesi sayilabilir sayida esnek kapali kiimenin birlesimi olarak yazilabiliyorsa
yani (F;, K) ler esnek kapali kiimeler olmak iizere (G,K) = U;L,(F;,K) olarak
yazilabiliyorsa (G, K) ya esnek F; kiime denir.

i) (G, K) kiimesi Sayilabilir sayida esnek agik kiimenin kesisimi olarak yazilabiliyorsa
yani (U;,K) ler esnek acgik kiimeler olmak iizere (G,K) = N;Z,(U; K) olarak
yazilabiliyorsa (G, K) ya Gg esnek kiime denir.

Onerme 4.5.2. Bir (Y, 1, K) esnek topolojik uzaymnda esnek F, ve esnek Gy alt kiimeler

icin asagidakiler dogrudur;
i) Her esnek kapali kiime esnek F,; kiimedir.
i) Her esnek acgik kiime esnek G kiimedir.

iii) Bir esnek F; kiimenin tiimleyeni esnek Gs kiimedir ve bir esnek G5 kiimenin

tiimleyeni esnek F; kiimedir.

IV) F; kiimelerin sayilabilir birlesimi ve sonlu kesigimi F; kiimedir.
V) Gs kiimelerin sayilabilir kesisimi ve sonlu birlesimiF,; kiimedir.
Ispat. i) ve ii) esnek F, ve esnek Gs kiime tanimlarindan agiktir.

iii) (G, K) bir esnek F; kiime olsun. Bu durumda (F;, K) ler esnek kapali kiimeler olmak
iizere (G,K) = UZ,(F, K) olup ¥ = (G,K) = ¥ — UZ,(F, K) = N2y (7 = (F, K))

dir. ¥ — (F;, K) lar esnek agik kiimeler oldugundan ¥ — (G, K) esnek G kiimedir.

58



Diger taraftan (G,K) bir esnek Gs kiime olsun. Bu durumda (U;, K) ler esnek agik
kiimeler olmak iizere (G,K) = N72,(U,K) olup ¥ —(G,K)=Y—-N2,(U,K) =
Uiz, (17 - (Ui,K)) dir. ¥ — (U;,K) lar esnek kapali kiimeler oldugundan ¥ — (G, K)

esnek F; kiimedir.

IV) 1) den agiktir.

V) ii) den agiktir.

Onerme 4.5.3. (Y, 1, K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda
Bsp+ ={S(Y,K) — (V,K)~: (V,K), esnek kapal: G5 kiime}

Ssp- = {0} U {S(Y,K) — (V,K)*": (V,K), esnek kapali G5 kiime}
esnek kiime aileleri S(Y, K) tizerinde iki farkli topoloji igin sirasiyla bir taban ve alt

taban olustururlar.

Ispat. (V,K) = ¢ bir esnek kapali Gg kiime ve (V,K)~ = @ oldugundan S(Y,K) —
(V,K)~ =S(Y,K) — @ € Bgp+ dir. Boylece S(Y,K) = Usr.epgps S(Y,K) dir.

(H,K) e S(Y,K) — (V;,K)~ ve (H,K)eS(Y,K)— (V,,K)~ alahm. Bu durumda
(H,K) €[SCY,K) — (V, K)TIN[SCY,K) — (V, K)T] = S(Y,K) — [(V,K)~ U
(V,,K)~] dir. Dolayisiyla S+ bir esnek topolojik uzay i¢in tabandir.

Ayrica  Ssp- C Bsp- = (N1 (S(Y, K) — (Vi K)): SV, K) — (Vi K)™ € Ssp-} =
(N, S, K)— WV, K)*): (V;,K) esnek kapali Gg kime} dir. (V;,K) = ¢ olursa
(V,K)* =@ oldugundan S(Y,K) — (V,K)* = S(Y,K) — @ € Bsp- dir. (H,K) €
[N (S, K) = (V, K)P)]n [ﬂ}”zl (S(Y, K) - (I/j,K)+)] alalm. Buradan (H,K) €
N, (S(Y,K) — (V;, K)*) ve (H,K) € n;’;l(S(Y,K) - (Vj,K)+) olur. O halde her i
icin (H,K) € S(Y,K)— (V;,K)* ve her j icin (H,K)€ S(Y,K)— (Vj,K)+ olup
buradan (H,K) ¢ (V;,K)* ve (H,K) ¢ (Vj,K)+ oldugunu elde ederiz. O halde en az bir
io igin (H,K) & (Vi,,K)" ve en az bir j, icin (H,K) & (Vi,,K)" dir. Dolayisiyla
K) vy

(H,K) & (V; K)+ olup (H,K) €S, K) - ((ViO,K)+ U (VjO,K)+) =

o’ o’

+ + .. . .
(S(Y, K) — (v, K) ) N (S(Y, K) — (v, K) ) dir. O halde Sqp-, S(Y, K) iizerinde bir
topoloji i¢in alt tabandir.
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Tanmm 4.5.4. i) S(Y,K) tizerinde Bgp+ ailesini taban kabul eden topoloji tg,+ ile

gosterilir.
i) S(Y, K) tlizerinde Sqp- ailesini alt taban kabul eden topoloji tgp- ile gosterilir.

Ornek 4.55. Y = {y;,y,} evrensel kiimesine ait parametre kiimesi K = {k} olmak
izere ¥={®,Y,(G K),(H K)} =% esnek diskre topolojisi verilsin. Burada
(G,K) = {(k, {y:D}, (H,K) ={(k,{y,})}} dir. Bu durumda @, Y, (G, K), (H, K) esnek

kapali Gg kiimeler olup

¢ =0

(G,K)” ={(G,K),Y}

(H,K)~ ={(H,K), Y}

Y~ =5,K) ={(G,K),(H,K),Y} oldugundan

S(Y,K) =&~ ={(G,K),(H,K), Y}
S(Y,K) — (G,K)” ={(H,K)}
S(Y,K) — (H,K)™ ={(G,K)}
SY,K)-Y =09

O halde fgp+ = = {{(G,K), (H,K), 7}, {(H,K)}, {(G,K)}, (2)} ailesi S(Y, K) iizerinde
bir esnek topoloji i¢in tabandir. Bu esnek topoloji (iist esnek D topoloji),

Toor = {{(G, K), (H,K), 7}, {(H,K)}, {(G.K)}, B, {(G,K), (H,K)}} olarak bulunur.

Ornek 45.6. Y = {y,,y,} evrensel kiimesine ait parametre kiimesi K = {k} olmak
izere ¥={®,Y,(G K),(H ,K)} =% esnek diskre topolojisi verilsin. Burada
(G,K) = {(k, {y:)}, (H,K) ={(k,{y,})}} dir. Bu durumda @, Y, (G, K), (H, K) esnek

kapali Gg kiimeler olup

¢t =0

(G, K)*" ={(G,K)}

(H,K)*" ={(H,K)}

Y+ =5(,K) ={(G,K),(H,K),Y} oldugundan

S(YrK) - (1)+ = {(G’K)’(H: K)’?}
S(Y,K)—(G,K)" ={(H,K),V}
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S(Y,K) — (H,K)* ={(G,K),V}
SY,K)-Y* =09

O halde Sep- ={{(G,K),(H,K), 7}, {(H,K),7}, {(G,K), 7}, 9} ailesi S(¥,K)

tizerinde bir esnek topoloji i¢in alt tabandir.

Dolayssiyla fsp- = {{(G, K), (H,K), 7}, {(H,K),7}, {(G,K), T}, (T}, 0} ailesi

S(Y, K) tizerinde bir esnek topoloji i¢in tabandir.

Bu esnek topoloji (alt esnek D topoloji) de

Tgp- = {{(G,K),(H,K),?}, {(H,K),Y}, {(G,K),Y}, {V}, (D} olarak bulunur.

Onerme 4.5.7. (Y,7,K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda tgp+ < T+ Ve

Tgp- < Tgy- Olur.

Ispat. i) S(Y,K) — (V,K)~ € Bsp+ olsun. (V,K) esnek Gs kapali bir kiime oldugundan

ayn1 zamanda esnek kapali kiimedir, dolayisiyla ¥ — (V, K) esnek acik bir kiimedir. O
- + - +

halde (7 —(V,K)) €rg+ olup S(Y,K) = (V,K)™ = (¥ = (V,K)) oldugundan

S(Y,K) — (V,K)™ € tg+ olur. Boylece tgp+ < Tq,+ oldugu elde edilir.

Benzer sekilde S(Y,K) — (V,K)* = (¥ = (v, K))_ esitligi kullanilarak Tgp- < Top-
oldugu gosterilebilir.
Asagida bir kiime degerli doniisiimiin st (alt) D-siireklilik tanimi verilerek bu esnek

kiime degerli doniisiimiin esnek istten (alttan) D yar1 siirekli olusu, bu doniisiime

karsilik gelen esnek fonksiyonun stirekliligi cinsinden verilmistir.

Tamm 4.5.8. (X,0,E), (Y,7,K) iki esnek topolojik uzay, E,* X in bir esnek noktas:

ve F:(X,0,E) — (Y,1,K) esnek kiime degerli bir doniistim olsun.

i) F(E,)A(V,K) =¢olan ¥ — (V,K) esnek acik F, kiimesi i¢in E,* € (P,E)
oldugunda F(E.,*) A (V,K) = ¢ sartim1 saglayan E,* m bir (P,E) esnek acik

komsulugu varsa F ye E,*° da esnek iistten D yari siireklidir denir.
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i) F(E,*) A (V,K) # ¢olan ¥ — (V,K) esnek kapali G5 kiimesi i¢in E,* € (P,E)
oldugunda F(E,*) N (V,K) # ¢ sartim saglayan E,*° 1 bir (P,E) esnek acik

komsulugu varsa F ye E,*° da esnek alttan D yar1 siireklidir denir.

iii) F doniisiimii X in her E,*° esnek noktasinda iistten (alttan) D yar siirekli ise F ye X

tizerinde iistten (alttan) D yar stireklidir denir.

Onerme 4.5.9. (Y,7,K) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler

dogrudur;

i) F nin E,*° da esnek iistten D yar siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f:(X,0,E) - (S(Y,K),t5p+, K) esnek fonksiyonunun E,*° da esnek siirekli olmasidir.

i) F nin E,* da esnek alttan D yan siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
f:(X,0,E) - (5(Y,K),tsp-, K) esnek fonksiyonunun E,*° da esnek siirekli olmasidur.

Ispat. i) (=) (V,K) bir esnek kapali Gs kiime ve f(E,*) € S(Y,K) — (V,K)~ olsun.
~ + ~
Bu durumda f(E, ) € (Y —w, K)) olacagidan f(E,*) & ¥ — (V,K) dir. O halde

F(E,*) A (V,K) = ¢ dir. Y — (V,K) esnek agik F, kiime ve F, esnek iistten D yari
siirekli oldugundan E,*® 1n bir (P,E) esnek acik komsulugu vardir dyle ki her bir
E.,* € (P,E) i¢in F(E,*) 0 (V,K) = ¢ dir. Bdylece her E,* € (P,E) i¢in f(E,*) ¢
(V,K)~ dir. O halde her bir E,* € (P,E) i¢in f(E,*) € S(Y,K)— (V,K)~ dir.
Dolayisiyla  f:(X,0,E) — (S(Y,K),t5p+,K) esnek fonksiyonu E,* da esnek

stireklidir.
() Y — (V,K) kiimesi F(E,**) A (V,K) = ¢ sartim saglayan bir esnek acik F, kiime

5 - +
olsun. Bu durumda F(E,*) & ¥ — (V,K) dir ve boylece F(E.™) € (¥ = (v,K)) " dir.

O halde F(E,*) € S(Y,K) — (V,K)~ ve f(E,*°) € S(Y,K) — (V,K)~ dir. f, E,* da
esnek siirekli oldugundan E,*° m bir (P,E) esnek acik komsulugu vardir dyle ki her
E,* € (P,E) i¢in f(E,*)€S(Y,K)— (V,K)~ dir. Boylece F(E,*) € S(Y,K)—

(V,K)~ ve F(E) )€ (17 — (v, K))+olur. O halde F(ESEY—-(V,K) ve

F(E,*) 0 (V,K) = ¢ dir. Dolayisiyla F, E,*° da esnek iistten D yari siireklidir.

i) Benzer sekilde gosterilebilir.
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5. ESNEK KUME DEGERLI DONUSUMLERIN BAZI SUREKLILIiK VE
KARARSIZLIK TIPLERI

Bu béliimde, oncelikle esnek kiime tipleri (sirasiyla esnek a-agik kiime, esnek yari-agik
kiime, esnek on-agik kiime, esnek b-acik kiime ve esnek S-agik kiime) kavramlari ile
temel Ozellikleri verilmistir. Daha sonra bu kiimeler yardimiyla esnek kiime degerli
doniistimlerin bazi stireklilik tipleri (sirasiyla siirekli, a-siirekli, yari-siirekli, on-siirekli,
b-siirekli, -siirekli) ile bazi1 kararsizlik tipleri (sirasiyla yari-kararsiz, on-kararsiz ve b-
kararsiz) tamitilmis ve gesitli ozellikleri incelenmistir. Son olarak, bu esnek kiimeler
arasindaki iliskilerden yararlanarak esnek kiime degerli dontisiimlerin siireklilik tipleri

arasindaki iliskiler 6rneklerle beraber verilmis ve bu iligskilerin semasi ¢ikarilmistir.

5.1 Esnek Siirekli Kiime Degerli Doniisiimler

Bu kisimda, esnek kiime degerli donisiimler igin dstten (alttan) siireklilik tanimi

verilmig ve bu siireklilikler i¢in denk kosullar verilmistir.

Tammm 5.1.1. (X,7,E) ve (Y,7,K) iki esnek topolojik uzay ve F: (X,%,E) = (Y,7,K)

esnek kiime degerli bir doniisiim olsun.

a) F(E,*) € (G,K) olan her (G,K) esnek acik kiimesi i¢in E,” € (P,E) oldugunda
F(E,*) € (G,K) sartim saglayan E,” in bir (P,E) esnek agik komsulugu varsa F ye

E.” esnek noktasinda iistten siireklidir denir.

b) F(E,*)N(G,K)# ® olan her (G,K) esnek agik kiimesi i¢in E,” € (P,E)
oldugunda F(E,”)N (G,K) # & sartimm saglayan E,* in bir (P,E) esnek acik

komsulugu varsa F ye E,* esnek noktasinda alttan siireklidir denir.

¢) F doniisiimii X in her E,* esnek noktasinda esnek iistten (alttan) siirekli ise F ye X

izerinde esnek iistten (alttan) siireklidir denir.

Not. F nin iistten (alttan) stireklilik tanimi ile 4. bolimde gegen F nin Vietoris {istten

(alttan) yari siireklilik tanimi gakisiktir.

Teorem 5.1.2. F: (X,%,E) — (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimiiniin iistten stirekli
olmasi igin gerek ve yeter kosul Y deki her esnek acik (G, K) kiimesi i¢in F* (G, K) nin

X'de esnek acik kiime olmasidir.
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Ispat. (G,K), E,* € F*(G,K) sarti saglayan Y nin bir esnek agik kiimesi olsun. F
esnek iistten siirekli oldugundan E,* esnek noktasinin bir (P, E) esnek agik komsulugu
vardir dyle ki her E,? € (P,E) i¢in F(E,”) € (G,K) dir. O halde F(P,E) € (G,K)
olup (P,E) € F*(G,K) dir. Bu durumda E,* € (P,E) = int(P,E) € int(F*(G,K))
olur. Dolayisiyla F*(G,K) € int(F*(G,K)) olur. Bu da F*(G,K) nin X de esnek agik

kiime oldugunu gosterir.

Tersine Y deki her esnek acik (G, K) kiimesi i¢in F* (G, K), X de esnek acik bir kiime
olsun. E,* € F*(G,K) i¢in (P, E) = F*(G, K) almrsa istenen elde edilir.

Teorem 5.1.3. F: (X,1,E) = (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimiiniin alttan siirekli
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y deki her esnek acik (G, K) kiimesi igin F~ (G, K) nin

X de esnek acik olmasidir.

Ispat. Y deki herhangi bir esnek agik (G,K) kiimesi i¢in E,* € F~(G,K) alalm. Bu
durumda F esnek alttan siirekli oldugundan E,” esnek noktasinin bir (P, E) esnek acik
komsulugu vardir oyle ki her E,” € (P,E) icin F(E,”)N(G,K)+# @ dir. O
halde F(P,E) 0 (G,K) # @ olup (P,E) € F~(G,K) dir. Bu durumda E,* € (P,E) =
int(P,E) int(F‘(G,K)) olur. Dolayisiyla F~(G,K) € int(F_(G,K)) olur. Bu da
F~(G,K) nin X de esnek agik oldugunu gosterir.

Tersine Y deki her esnek agik (G,K) kiimesi i¢in F~(G,K), X de esnek agik kiime
olsun. E,* € F~(G,K) i¢in (P, E) = F~(G, K) alinirsa istenen elde edilir.

Ornek 5.1.4. X = {x1,x,}, Y = {y1,V2} evrensel kiimelerine ait parametre kiimeleri ve
esnek topolojiler sirasiyla E = {ey,e,}, K = {ky,k;} ve ={®,X,(G,E)} ve 0=
{®,Y,(H,K)} olsun. Burada (G, E) = {(e2, {x:})} ve (H,K) = {(ks, {y1}), (kz, {¥2})}
dir. u: X - Y kiime degerli dontisiimii ve p: E = K doniisimi u(x;) = {y1}, u(x,) =
Y, p(e1) = k2, p(ez) = kq seklinde tanimlansin. Bu durumda F: (X, %, E) = (Y,7,K)
esnek kiime degerli doniistimii tstten siireklidir, ¢linkii Y deki esnek agik (H, K) kiimesi
icin F*(H,K) = (G, E) kiimesi X de esnek agiktir.

Ornek 5.1.5. X = {x1,x,}, Y = {y1,¥.} evrensel kiimelerine ait parametre kiimeleri ve
esnek topolojiler sirasiyla E = {ej, ez}, K ={ky,k;} ve T={®, X, (G, E)} wve
v={®,Y,(H,K)} olsun. Burada (G,E)={(es,{x:})(e2X)} ve (HK)=
{(k1,{y1}), (k2,{y.}} dir. u: X = Y kiime degerli donilisimii ve p: E — K doniligimii
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u(xq1) = {y1}, ulxz) =Y, p(e1) = k, p(ez) = k; seklinde tanimlansin. Bu durumda
F:(X,T,E) = (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimii alttan stireklidir, ¢iinkii Y deki
esnek acik (H, K) kiimesi i¢in F~(H, K) = (G, E) kiimesi X de esnek agiktir.

Teorem 5.1.6. F: (X,%,E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli donlisiimii i¢in asagidakiler
denktir;

i) F esnek Ustten stireklidir.

i) Y deki her esnek kapali (H, K) kiimesi i¢in F~(H, K) kiimesi X de esnek kapalidir.
iii) Y deki her esnek (G, K) kiimesi i¢in cI(F~(G,K)) € F~(cl(G,K)) dir.

iv) Y deki her esnek (G, K) kiimesi igin F*(int(G,K)) € int(F*(G,K)) dur.

Ispat. (i= ii) Y de herhangi bir esnek kapali (H, K) kiimesi i¢in ¥ — (H, K) esnek acik

kiime olup F esnek kiime degerli doniisiimii esnek tstten siirekli oldugundan Teorem
512 den F* (17 — (H, K)) esnek ac¢ik kiimedir. Ayrica F7 (17 — (H, K)) =X-
F~(H,K) oldugundan X — F~(H,K) esnek acik kiime dolayisiyla F~(H,K) esnek
kapali kiimedir.

(ii= iii) Y deki herhangi bir (G, K) esnek kiimesi i¢in cl(G, K) esnek kapali kiime olup
i) den F‘(cl(G,K)) esnek kapali kiimedir. Ayrica F~(G,K) C F‘(cl(G, K))
oldugundan kapanis alinirsa cl(F‘(G, K)) C cl (F_(CI(G,K))) = F‘(cl(G, K))

oldugu elde edilir.

(iii=iv) iii) de (G,K) esnek kiimesi yerine Y — (G,K) esnek kiimesi yazilirsa

cl (F‘ (17 - (G, K))) CF~ (cl (17 - (G, K))) olur. iki tarafin esnek tiimleyeni alinirsa

Ft (17 —cl (17 - (G,K))) & int (}? —F- (17 - (G,K))) bulunur. O  halde
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F* (int (17 -(7-G K)))) & int <F+ (17 - (7- (G,K))))
ve boylece F*(int(G,K)) € int(F*(G,K)) oldugu elde edilir.

(iv=>i) Y nin herhangi bir (G,K) esnek ac¢ik kiimesi ig¢in iv) den
F*(int(G,K)) € int(F*(G,K)) yazlabilir. Buradan F*(G,K) € int(F*(G,K)) elde
edilir. Bu ise F*(G, K) nin esnek agik oldugunu gosterir. O halde Teorem 5.1.2 den F

esnek ustten sureklidir.

Teorem 5.1.7. F: (X,%,E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli donlisiimii i¢in asagidakiler
denktir;

i) F esnek alttan siireklidir.

ii) Y deki her esnek kapali (H, K) kiimesi i¢in F*(H, K) kiimesi X de esnek kapalidur.
iii) Y deki her esnek (G, K) kiimesi i¢in cl(F*(G,K)) € F*(cl(G,K))

iv) Y deki her esnek (G, K) kiimesi igin F~(int(G,K)) € int(F~(G,K))

Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde ispat: yapilabilir.
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5.2. Esnek a-siirekli Kiime Degerli Doniisiimler

Bu kisimda, oncelikle esnek a-agik (a-kapali) kiimeler ile ilgili 6zellikler verilmistir.
Daha sonra esnek topolojik uzaylarda a-siirekli kiime degerli doniistimler tanimlanip

temel Ozellikleri incelenmistir.

Tanim 5.2.1. (X,%,E) esnek topolojik uzayinda (F,E) bir esnek kiime olsun. Eger
(F,E) € int (cl(int(F, E))) ise (F,E) ye esnek a-acik kiime denir. Bir esnek a-agik

kiimenin tiimleyenine de esnek a-kapali kiime denir.

(X,7,E) esnek topolojik uzayindaki tiim esnek a-agik ve esnek a-kapali kiimelerin
ailesi sirastyla Sa0S(X) ve SaCS(X) ile gosterilmistir. (Akdag and Ozkan, 2014)

Onerme 5.2.2. Her esnek acik (esnek kapali) kiime esnek a-agik (esnek a-kapalr)

kiimedir. Bu 6nermenin tersi genelde dogru degildir. (Akdag and Ozkan, 2014)

Teorem 5.2.3. (X,7,E) esnek topolojik uzayinda (F,E) ile (G,E) iki esnek kiime

olsun.

i. (F,E) € Sa0S(X) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (0,E) € (F,E) © int(cl(O, E))

olacak sekilde bir (0, E) esnek agik kiimesinin var olmasidir.

ii. (F,E) € Sa0S(X) ve (F,E) € (G,E) € int(cl(F,E)) ise (G,E) € Sa0S(X) olur
(Akdag and Ozkan, 2014)

Teorem 5.2.4. (X, T, E) esnek topolojik uzayinda bir (F, E) kiimesinin esnek a-kapali
olmast i¢in gerek ve yeter kosul cl(int(K, E)) C (F,E) € (K,E) olacak sekilde bir

(K, E) esnek kapali kiimesinin var olmasidir (Ilango ve ark., 2014).
Onerme 5.2.5. Bir (X, %, E) esnek topolojik uzayimda asagidakiler dogrudur:
i. Esnek a-agik kiimelerin keyfi birlesimleri de esnek a-agik kiimedir.

ii. Esnek a-kapali kiimelerin keyfi kesisimleri de esnek a-kapali kiimedir.
(Akdag and Ozkan, 2014)

Tanmm 5.2.6. (X,7,E) esnek topolojik uzayinda (F,E) bir esnek kiime olsun. Bu

durumda
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I. (F, E) esnek kiimesinin esnek a-kapanisi

sacl(F,E) =N {(G,E): (G,E) esnek a-kapali kiime ve (F,E) € (G, E)}
ii. (F, E) esnek kiimesinin esnek a-igi

saint(F,E) =U {(0,E): (0,E) esnek a-acik kiime ve (0,E) € (F,E)}
bi¢iminde tanimlanir.

O halde sacl(F,E) kimesi, (F,E)’yi kapsayan en kiigiik esnek a-kapali kiimedir.
saint(F,E) kiumesi de (F,E)’nin kapsadigi en biyik esnek a-agik kiimedir.
(Akdag and Ozkan, 2014)

Onerme 5.2.7. (X, %, E) esnek topolojik uzayinda (F, E) ve (G, E) esnek kiimeleri i¢in
asagidaki ozellikler dogrudur;

I. sacl(®) = ¢ ve saint(®) =
ii. sacl(F, E) esnek a-kapalidir ve saint(F, E) esnek a-agiktir.
iii. (F,E) € (G,E)ise sacl(F,E) € sacl(G,E) ve saint(F,E) € saint(G,E) olur.

iv. sacl(sacl(F, E)) = sacl(F,E) ve Saint(saint(F, E)) = saint(F, E) olur.
(Akdag and Ozkan, 2014)

Onerme 5.2.8. (X, % E) esnek topolojik uzayinda (F,E) esnek kiimesi igin asagidaki

ozellikler dogrudur;
i. (F,E) € SaCS(X) & (F,E) = sacl(F,E)
ii. (F,E) € Sa0S(X) © (F,E) = saint(F,E). (Akdag and Ozkan, 2014)

Teorem 5.2.9. (X, 1, E) esnek topolojik uzayinda (F,E) ve (G, E) esnek kiimeleri igin
asagidaki ozellikler dogrudur;

i. (sacl(F, E))C~ = saint((F,E)°) ve (saint(F, E))C~ = sacl((F,E)°)

ii. sacl(X) = X ve saint(X) = X
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iii. sacl((F,E) U (G,E)) = sacl(F,E) Usacl(G,E) ve
sacl((F,E) A (G,E)) € sacl(F,E) A sacl(G, E)

iv. saint((F,E) A (G,E)) = saint(F,E) A saint(G, E) ve
saint((F,E) U (G,E)) 3 saint(F,E) U saint(G, E) olur. (Akdag and Ozkan, 2014)

Onerme 5.2.10. (X, %, E) esnek topolojik uzaymda (F, E) esnek kiimesi i¢in asagidaki

Ozellikler denktir;

I. (F, E) esnek a-kapali kiimedir.
i. int (cl(int(F,E)°)) 5 (F, E)°.
i, cl (int(cz(F, E))) & (F, E). (Akdag and Ozkan, 2014)

Tamm 5.2.11. (X, %, E), (Y,0,K) iki esnek topolojik uzay ve F:(X,%,E) = (Y,7,K)

esnek kiime degerli bir doniisiim olsun.

a) F(E,*) € (G,K) olan her (G,K) esnek acik kiimesi i¢in E,” € (P, E) oldugunda
F(E,”) € (G,K) sartim saglayan E,* in bir (P, E) esnek a-agik komsulugu varsa F ye

E,” esnek noktasinda iistten a-siireklidir denir.

b) F(E,*)N (G,K)# ® olan her (G,K) esnek acgik kiimesi icin E,” € (P,E)
oldugunda F(E,?) N (G,K) # @ sartim1 saglayan E,* in bir (P,E) esnek a-acik

komsulugu varsa F ye E,* esnek noktasinda iistten a-siireklidir denir.

c) F, X in her esnek noktasinda esnek tistten (alttan) a-siirekli ise F ye X tizerinde esnek

iistten (alttan) a-stireklidir denir.

Onerme 5.2.12. F: (X, %,E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimiiniin esnek iistten
a-siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart Y deki her (G,K) esnek agik kiimesi igin

F*(G, K) kiimesinin X de esnek a-agik olmasidir.

Ispat. F(E,*) € (G, K) sartim saglayan bir (G, K) esnek acik kiimesini alalim. F iistten

a-sirekli oldugundan E.* in bir (P,E) esnek a-agik komsulugu vardir dyle ki

~

E.,” € (P,E) oldugunda F(E,”) € (G,K) dir. Boylece (P,E) € F*(G,K) olup

E,* & (P,E) € int (cl(int(P, E))) & int (cl (int(F+(G,K)))> oldugu elde edilir. O
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halde F*(G,K) € int (cl (int(F*(G,K)))) olur. Bu da F*(G,K) nin X de esnek a-

acik kiime oldugunu gosterir.

Tersine, F*(G,K) kiimesi X de esnek a-agik bir kiime olmak iizere E,* € F~(G,K)
alalm. Bu durumda F~ (G, K)esnek kiimesi E,* esnek noktasmn bir esnek a-acik
komsulugu olup E,” € F~(G, K) oldugunda F(E,”) 0 (G,K) # ® dir. O halde F esnek

dontisimii alttan a-stirekli olur.

Onerme 5.2.13. F: (X, %,E) — (Y, 7,K) esnek kiime degerli doniisiimii esnek alttan a-
stireklidir ancak ve ancak Y deki her esnek agik (G, K) kiimesi i¢in F~(G, K) kiimesi X

de esnek a-agiktir.
Ispat. Yukaridaki 6nermeye benzer sekilde ispat: yapilabilir.

Teorem 5.2.14. F: (X, %,E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimii i¢in asagidakiler
denktir;

1) F esnek tstten a-stireklidir.

ii) Y deki her esnek kapali (H, K) kiimesi i¢in F~(H, K) kiimesi X de esnek a-kapalidir.
iii) Y deki her esnek (B, K) kiimesi i¢in acl(F‘(B, K)) CF~ (cl(B, K)) dir.

iv) Y deki her esnek (G, K) kiimesi i¢in F*(int(G,K)) € aint(F*(G,K)) dur.

Ispat. (i = ii) Y deki herhangi bir esnek kapali (H, K) kiimesi i¢in X — (H, K) kiimesi
esnek acik olup Onerme 5.2.12. den F* ()? —(H, K)) esnek a- agik kiimedir. Ayrica
F+ ()? — (H, I()) =X — F~(H,K) oldugundan X — F~(H,K) kiimesi esnek a- acik
dolayisiyla F~(H, K) kiimesi X de esnek a-kapalidir.

(ii=iii) Y de (B, K) esnek kiimesi i¢in cl(B, K) esnek kapali olup ii) den F~ (CI(B, K))
esnek a-kapalidir. O halde acl(F~(B,K)) € acl (F-(cl(B, K))) = F~(cl(B,K))

bulunur.

(ili=iv) Y de herhangi bir esnek (G,K) kiimesi alalim. Bu durumda elde ederiz ki

F*(int(G,K)) = F* (17 - (7- (int(G,K)))) =K -F- (cl (7 - (G,K))) dir. O
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halde hipotezden acl (F ( - (G, K))) F~ ( (Y (G, K))) yazilabilir. Esnek

timleyen alinirsa X—F‘( Y - (G, K) ) cX—acl F (Y G, K)) elde edilir.

Buradan X — acl (F‘ (17 - (G,K))) = aint <F+ (Y - (Y - (G'K))>>

= aint(F*(G,K)) dir. O halde F*(int(G,K)) € aint(F*(G,K)) bulunur.

(iv=>i) Y de herhangi bir (G,K) esnek agik kiimesini alalim. Hipotezden
aint(F*(G,K)) € F*(G,K) = F*(int(G,K)) € aint(F*(G,K)) bulunur. O halde

F*(G,K) esnek a-agik kiimedir. Dolayisiyla F esnek iistten a-siireklidir.

Teorem 5.2.15. F: (X, %, E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimii i¢in agsagidakiler
denktir;

i) F esnek alttan a-stireklidir.

ii) Y deki her esnek kapali (H, K) kiimesi igin F*(H, K) kiimesi X de esnek a-kapalidir.
iii) Y deki her esnek (B, K) kiimesi i¢in acl(F*(B,K)) € F*(cl(B,K)) dur.

iv) Y deki her esnek (G, K) kiimesi i¢in F~(int(G,K)) € aint(F~(G,K)) dur.

Ispat. Yukaridaki 6nermeye benzer sekilde ispat: yapilabilir.
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5.3. Esnek Yari-Siirekli ve Esnek Yari-Kararsiz Kiime Degerli Doniisiimler

Bu kisimda, ilk olarak esnek yari-agik (yari-kapali) kiimeler ile ilgili 6zellikler verilmis,
daha sonra esnek topolojik uzaylar arasinda tanimlanan yari-siirekli ile yari-kararsiz

(semi-irresolute) kiime degerli doniistimler tanimlanarak bazi 6zellikleri incelenmistir.

Tammm 5.3.1. (X, 7,E) esnek topolojik uzaymnda (F,E) bir esnek kiime olsun. Eger
(0,E) € (F,E) € cl(0,E) olacak sekilde bir (0, E) esnek agik kiimesi varsa (F,E)
kiimesine esnek yari-agiktir denir (Chen, 2013).

Tamim 5.3.2. (X,7,E) esnek topolojik uzay ve (G,E), X iizerinde bir esnek kiime
olsun. Eger (G,E)’nin tiimleyeni esnek yari-agik ise, (G,E) kiimesine esnek yari-
kapalidir denir (Chen, 2013).

(X, T, E) esnek topolojik uzayindaki tim esnek yari-agik ve esnek yari-kapali kiimelerin

ailesi sirasiyla SSOS(X) ve SSCS(X) ile gosterilmistir.

Esnek yari-acik ve esnek yari-kapali kiimenin tanimindan asagidaki uyariy1 yazabiliriz.
Uyan 5.3.3. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda asagidakiler dogrudur;

I. Her esnek agik kiime esnek yari-agiktir.

ii. Her esnek kapali kiime esnek yari-kapalidir (Chen, 2013).

Teorem 5.3.4. (X, T, E) esnek topolojik uzayinda bir (F, E) esnek alt kiimesinin
esnek yari-agik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (F,E) € cl(int(F, E))
olmasidir (Chen, 2013).

Onerme 5.3.5. (X,% E) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler

dogrudur;
I. Esnek yari-agik kiimelerin keyfi birlesimleri de esnek yari-agiktir.

ii. Esnek yari-kapali kiimelerin keyfi kesisimleri de esnek yari-kapalidir. (Mahanta ve
Das, 2012).

Teorem 5.3.6. (F, E) kiimesi (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda bir esnek yari-agik
kiime ve (F,E) € (G,E) € cl(F,E) olsun. Bu durumda (G,E) esnek yari-agik
kiimedir (Chen, 2013).

72



Not 5.3.7. (G, E) kiimesi (X, T, E) esnek topolojik uzayinda bir esnek kiime olsun. Bu
durumda (G,E) esnek yari-kapalidir ancak ve ancak int(F,E) € (G,E) € (F,E)
olacak sekilde bir (F, E') esnek kapali kiimesi vardir (Chen, 2013).

Teorem 5.3.8. (X, 7,E) esnek topolojik uzayinda bir (G,E) esnek kiimesinin esnek

yari-kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul int(cl(G,E)) € (G,E) olmasidir (Chen,
2013).

Tamim 5.3.9. (F, E) kiimesi (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda bir esnek kiime olsun.

Bu durumda;

I. (F, E) esnek kiimesinin esnek yari-kapanist

sscl(F,E) =0 {(G,E): (G, E) esnek yari-kapali kiime ve (F,E) € (G,E)}
ii. (F, E) esnek kiimesinin esnek yari-igi

ssint(F,E) =U {(0,E): (0, E) esnek yari-acik kiime ve (0,E) € (F,E)}
bi¢iminde tanimlanir (Chen, 2013).

O halde sscl(F,E) kiimesi, (F,E)’yi kapsayan en kiigiik esnek yari-kapali kiimedir.
ssint(F, E) kiimesi, (F, E)’nin kapsadigi en bilyiik esnek yari-agik kiimedir.

Onerme 5.3.10. Bir (X, £, E) esnek topolojik uzayinda esnek yar: kapanis (esnek yar
i¢) i¢in asagidakiler dogrudur;

i. sscl(®) = @ ve ssint(P) = &

ii. (F,E) € (G,E) ise sscl(F,E) € sscl(G,E) ve ssint(F,E) € ssint(G,E)

iii. (F, E) esnek yari-kapali & (F,E) = sscl(F,E)

(F,E) esnek yari-a¢ik & (F,E) = ssint(F,E)

iv. sscl(sscl(F,E)) = sscl(F,E) ve ssint(ssint(F,E)) = ssint(F, E) (Chen, 2013).

Teorem 5.3.11. (F,E), (X,t,E) esnek topolojik uzayinda bir esnek kiime olsun. Bu

durumda asagidakiler dogrudur;
i. (sscl(F, E))C~ = ssint((F, E)°)

73



ii. (ssint(F, E))C~ = sscl((F,E)°)

iii. ssint(F,E) = (sscl((F, E)é))é (Chen, 2013).

Lemma 5.3.12. (F,E), (X,t,E) esnek topolojik uzayinda bir esnek kiime olsun. Bu

durumda asagidakiler dogrudur;
i. sscl(F,E) = (F,E) Uint(cl(F,E))
ii. ssint(F,E) = (F,E) 0 cl(int(F,E)) (Chen, 2013).

Teorem 5.3.13. (F,E), (X, 1, E) esnek topolojik uzayinda herhangi bir esnek kiime
olsun. Bu durumda int(F,E) € ssint(F,E) € (F,E) € sscl(F,E) € cl(F,E) dir
(Chen, 2013).

Teorem 5.3.14. Bir (X, £, E) esnek topolojik uzay1 i¢in asagidaki iliskiler dogrudur;
i. sscl((F,E) U (G,E)) 3 sscl(F,E) Usscl(G,E)
ii. sscl((F,E) A (G,E)) € sscl(F,E) N sscl(G, E) (Chen, 2013).

Teorem 5.3.15. Bir (X, T, E) esnek topolojik uzayinda (F, E) ve (G, E) esnek kiimeleri
icin asagidaki ifadeler dogrudur;

i. ssint((F,E) U (G,E)) 3 ssint(F, E) U ssint(G, E)

ii. ssint((F,E) A (G, E)) € ssint(F,E) A ssint(G, E) (Akdag and Ozkan, 2014).
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5.3.1. Esnek Yari-Siirekli Kiime Degerli Doniisiimler

Bu kisimda, esnek topolojik uzaylar arasinda tanimli yari-siirekli (Semi-continuous)

kiime degerli dontisiimler tanimlanmig ve 6zellikleri incelenmistir.

Tamm 5.3.1.1. (X, T, E), (Y,7,K) iki esnek topolojik uzay ve F:(X,%7,E)— (Y,0,K)

esnek kiime degerli bir doniisiim olsun.

a) F(E,®) € (G,K) olan her (G,K) esnek acik kiimesi i¢in E,” € (P,E) oldugunda
F(E,*) € (G, K) sartim saglayan E.”* in bir (P,E) esnek yari-agik komsulugu varsa F

ye E,* esnek noktasinda iistten yari-siireklidir denir.

b) F(E,*)N (G,K)# ® olan her (G,K) esnek acgik kiimesi icin E,” € (P,E)
oldugunda F(E.?) 0 (G,K) # @ sartiz1 saglayan E,* in bir (P,E) esnek yari-agik

komsulugu varsa F ye E,* esnek noktasinda alttan yarz-siireklidir denir.

C) F, X in her esnek noktasinda esnek tstten (alttan) yari-siirekli ise F ye X tizerinde

esnek Ustten (alttan) yari-stireklidir denir.

Teorem 5.3.1.2. F: (X,%,E) = (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimiiniin alttan yari-
stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y deki her esnek acik (G,K) kiimesi igin

F~(G,K) nin X de esnek yari-agik olmasidir.

Ispat. Y deki herhangi bir esnek acik (G,K) kiimesi i¢in E,* € F~(G,K) alalim. F,

listten yari-siirekli oldugundan E,* in bir (P, E) esnek yari-agik komsulugu vardir dyle

~

ki E,” € (P,E) oldugunda F(E,”) N (G,K) # & dir. Boylece (P,E) € F~(G,K) ve
E,* € (P,E) = sint(P,E) € sint(F~(G,K)) dir. O halde F~(G,K) € sint(F~(G,K))

olur ki bu da F~(G, K) nin X de esnek yari-agik kiime oldugunu gosterir.

Tersine, F~(G, K) kiimesi X de esnek yari-acik bir kiime olmak iizere E,* € F~(G,K)
alalim. Bu durumda F~(G, K)esnek kiimesi E,* esnek noktasinin bir esnek yari-agik
komsulugu olup E,” € F~ (G, K) oldugunda F(E,*) N (G,K) # @ dir. O halde F esnek

doniistimi alttan yari-siirekli olur.

Teorem 5.3.1.3. F: (X,%,E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimiiniin istten yari-
stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y deki her esnek acik (G,K) kiimesi igin

F*(G,K) nin X de esnek yari-agik kiime olmasidir.
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Ispat: Yukaridaki teoreme benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 5.3.1.4. F: (X, %, E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimii i¢in asagidakiler
denktir;

i) F esnek alttan yari-siireklidir.

ii) Y deki her esnek kapali (H,K) kiimesi i¢in F*(H,K) kiimesi X de esnek yari-
kapalidir.

iii) Y deki her esnek kapali (G, K) kiimesi igin int (cl(F*(G, K))) & F*(G,K) dr.
iv) Y deki her esnek agik (G, K) kiimesi i¢in F~(G,K) € cl (int(F" (G, K))) dir.
V) Y deki her esnek (B, K) kiimesi i¢in scl(F*(B,K)) € F*(cl(B,K)) dur.

vi) Y deki her esnek (N, K) kiimesi i¢in F~(int(N,K)) € sint(F~(N,K)) dur.

Ispat. (i=ii) Y de herhangi bir (H, K) esnek kapali kiimesi i¢in ¥ — (H, K) esnek acik
kiime olup Teorem 5.3.1.2 den F~ (17 —(H,K )) kiimesi esnek acgiktir. Ayrica
F~ (17 — (H, K)) =X — F*(H,K) oldugundan X — F*(H,K) esnek yari-acik kiime

dolayisiyla F*(H, K) esnek yari-kapali kiimedir.

(ii=iii) Y de herhangi bir (G,K) esnek kapali kiimesini alalim. ii) den F*(G,K) nin
esnek yari-kapali kiime oldugunu séyleyebiliriz. O halde cl(F*(G,K)) € F*(G,K) dir.

Buradan int (cl(F+(G, K))) & int(F*(G,K)) & F*(G,K) bulunur.

(iii=iv) Y de herhangi bir (G, K) esnek acik kiimesi icin ¥ — (G, K) esnek kapal1 kiime
olup iii) den int (cl (F*(7 - 6. K) ))) & F* (7 - (6,K)) oldugu elde cdir
Buradan da elde ederiz ki int (cl (F*(Y — (G, K) ))) = int (cl ()? — (F(G,K) ))) =
int (% — int(F(6,K))) =X —cl (int(F~(G,K))) ve F*(V=(GK))=X-
(F7(G,K)) oldugundan X —cl (int(F‘(G,K))) € X — (F~(G,K)) bulunur. Esnek

timleyen alinirsa F~ (G, K) € cl (int(F‘(G, K))) olur.
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(iv=>V) Y de herhangi bir (B, K) esnek kiimesi i¢in ¥ — cI(B, K) esnek agik kiime olup

iv) den F~ (17 - cl(B,K)) ccl <int (F‘ (17 - cl(B,K)))) dir. Bu durumda tiimleyen

almirsa X — cl (int (F‘ ()7 — cl(B,K)))) cX—-F" (17 — cl(B,K)) dir ve buradan

da int (cl (}? - (F— (7- cz(B,K)))>> & F (? ~(7- cl(B,K))) oldugu  elde

edilir. O halde int (cl (F*(cl(B,K)))) & F*(cl(B,K)) dir ve Lemma 5.3.12 den
scl (F+(cl(B,K))) & F*(cl(B,K)) dir. Dolayisiyla scl(F*(B,K)) & F*(cl(B,K))
bulunur.

(v=vi) Y de herhangi bir (N, K) esnek kiimesini alalim. Bu durumda ¥ — (N, K) esnek

kiimesi i¢in hipotezden scl (F+ (17 — (N, K))) cF* (cl(? —(N,K) )) yazilabilir.

Tiimleyen alinirsa X — F* (cl (17 — (N, K))) & X — scl <F+ (17 — (N, K))) ve boylece
F- (17 - (cl (17 — (N, K)))> & sint ()? - <F+ (17 — (N, K)))) bulunur. Buradan da

F- (int (17 ~(7-w, K)))) & sint <F‘ (17 ~(7-a, K)))) olur. O halde
F~(int(N,K)) € sint(F~ (N, K)) elde edilir.

~

(vi=i) Kabul edelim ki (G,K), E,* € F~(G,K) sartim1 saglayan bir esnek agik kiime
olsun. Bu durumda vi) dan F~(int(G,K)) € sint(F~(G,K)) dir ve buradan da
F7(G,K) c Sint(F‘(G, K)) elde edilir. Boylece F~(G,K), E,” esnek noktasmi igeren
bir esnek yar: agik kiimedir. F~(G,K) = (U, E) alinirsa F nin esnek alttan yari-stirekli

oldugu elde edilir.

Teorem 5.3.1.5. F: (X,%,E) — (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimii i¢in asagidakiler
denktir;

I) F esnek tstten yari-siireklidir.

i) Y deki her esnek kapali (H, K) kiimesi i¢in F~(H, K) kiimesi X de esnek yari-kapal

kiimedir.
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iii) Y deki her esnek kapali (G, K) kiimesi i¢in int (cl(F‘(G, K))) c F7(G,K)
iv) Y deki her esnek acik (G, K) kiimesi i¢in F*(G,K) € cl (int(F+ (G, K)))
V) Y deki her esnek (B, K) kiimesi igin scl(F~(B,K)) & F~(cl(B,K))

Vi) Y deki her esnek (N, K) kiimesi i¢in F*(int(N,K)) € sint(F*(N,K)) dur.

Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde yapilabilir.

Uyan 5.3.1.6. Her iistten (alttan) esnek siirekli kiime degerli doniisiim tistten (alttan)
esnek yari-stireklidir, fakat tersi asagidaki orneklerde gosterildigi gibi genelde dogru
degildir.

Ornek 5.3.1.7. X = {x;,x,}, Y = {y1, y-} evrensel kiimelerine ait parametre kiimeleri
ve esnek topolojiler sirastyla E = {e;, e}, K = {ky, k,} ve ¥={®,X, (G E)} ve
o ={®,Y,(H,K)} olsun. Burada (G,E) = {(e,, {x, )} ve (H,K) ={(ki,{y,}).(k2,Y)}
dir. u: X =Y kiime degerli doniistimii ve p: E = K doniisimi u(x;) =Y, u(x,) =
{y2}, p(e1) = k4, p(ez) = k, seklinde tanimlansin. Bu durumda F: (X,7,E) — (Y,7,K)
esnek kiime degerli doniisiimii Gistten yari-siireklidir fakat listten siirekli degildir, ¢linkii
Y deki esnek acik (H,K) kiimesi i¢cin F*(H,K) = {(e1, {x,}), (e5, X)} kiimesi X de

esnek yari-agik kiimedir fakat esnek agik kiime degildir.

Ornek 53.1.8. X = {x;,x,} ile Y ={y;,y,} evrensel kiimelerine ait parametre
kiimeleri sirasiyla E = {e;,e;} ve K = {ky, k;} olmak iizere ¥ = {®,X,(G,E)} ve
v ={®,Y,(H,K)} esnek topolojileri verilsin. Burada (G,E) = {(e, {x,})} ve
(H,K) ={(ki,{y1}).(Kz,{y2})} dir. u:X - Y kiime degerli doniisimii ve p:E — K
dontisimiit u(x;) =Y, u(xy) = {y2}, p(e;) = k1, p(ez) = k, seklinde tanimlansin. Bu
durumda F:(X,7,E) » (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisimii alttan yari-siireklidir
fakat alttan siirekli degildir, ¢linkii Y deki esnek agik (H,K) kiimesi i¢in F~(H,K) =
{(e1, {x,}), (e2,X)} kimesi X de esnek yari-agik kiimedir fakat esnek agik kiime
degildir.
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5.3.2. Esnek Yari-Kararsiz Kiime Degerli Doniisiimler

Bu kisimda, esnek topolojik uzaylar arasinda tanimli yari-kararsiz (semi-irresolute)

kiime degerli dontisiimler tanimlanmis ve 6zellikleri incelenmistir.

Tamm 5.3.2.1. (X,%,E), (Y,0,K) iki esnek topolojik uzay ve F:(X,%7,E) = (Y,0,K)

esnek kiime degerli bir doniisiim olsun.

a) F(E,)*) € (G,K) olan her (G,K) esnek yari-acik kiimesi i¢in E,” € (P,E)
oldugunda F(E.?) € (G,K) sartim1 saglayan E,* in bir (P,E) esnek yari-agik

komsulugu varsa F ye E,* esnek noktasinda iistten yari-kararsizdir denir.

b) F(E,*) 0 (G,K) # ® olan her (G,K) esnek yari-agik kiimesi i¢in E,” € (P,E)
oldugunda F(E.?) 0 (G,K) # ® sartiz1 saglayan E,* in bir (P,E) esnek yari-agik

komsulugu varsa F ye E,* esnek noktasinda alttan yari-kararsizdir denir.

C) F, X in her esnek noktasinda esnek iistten (alttan) yari-kararsiz ise F ye X lizerinde

esnek listten (alttan) yari-kararsizdir denir.

Teorem 5.3.2.2. F: (X,%,E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimiiniin stten yari-
kararsiz olmasi igin gerek ve yeter kosul Y deki her esnek yari-agik (G, K) kiimesi i¢in

F*(G,K) nin X de esnek yari-agik olmasidir.

Ispat. F esnek iistten yari-kararsiz ve (G,K), Y de E,* € F*(G, K) sartim1 saglayan bir
esnek yari agik kiime olsun. Bu durumda F esnek iistten yari-kararsiz oldugundan E,*
esnek noktasmim bir esnek yari agik (U, E) komsulugu vardir éyle ki E,” € (U,E)
oldugunda F(E,”) € (G,K) dir. Béylece F(U,E) € (G,K) ve (U,E) € F*(G,K) dir.
(U, E) esnek yart agik kiime oldugundan (U, E) = sint(U,E) © sint(F+ (G,K)) dir. O
halde E,* € sint(F*(G,K)) ve dolayisiyla F*(G,K) € sint(F*(G,K)) dir. Bu da

F* (G, K) nin esnek yari-a¢ik oldugunu gosterir.

Tersine, Y de herhangi bir (G, K) esnek yari-agik kiimesi i¢in F* (G, K) esnek yari-agik
kiime olsun. E,* € F*(G,K) alalm. (U,E) = F*(G,K) alinirsa bu durumda (U, E),
E.” esnek noktasinin bir esnek yar: agik komsulugu olup E.” € (U,E) oldugunda
F(E.?) € (G,K) dir. O halde F esnek iistten yari-kararsizdir.
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Teorem 5.3.2.3. F: (X,T,E) — (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimiiniin alttan yar-
kararsiz olmasi igin gerek ve yeter kosul Y deki her esnek yari-agik (G, K) kiimesi igin

F~(G,K) nin X de esnek yari-agik olmasidir.
Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde yapilabilir.

Ornek 5.3.2.4. X = {x;,x,}, Y = {y1,y-} evrensel kiimelerine ait parametre kiimeleri
sirastyla E = {ey,e,}, K = {ky, k;} olmak iizere ¥ = {®,X, (G,E)}, 1 = {®,Y, (H,K)}
esnek topolojileri verilmis olsun. Burada (G,E) = {(e2 {x:})} ve (H,K) =
{(k1,{y1}), (k2,{y.}} dir. u: X = Y kiime degerli doniisimii ve p: E —» K donilisimii
u(xq1) = {y1}, u(xz) =Y, p(e1) = k4, p(ez) = k, seklinde tanimlansin. Bu durumda
F:(X,%7,E) = (Y,7,K) esnek kiime degerli doniistimii listten yari-kararsizdir, ¢iinkii Y
deki esnek yari-agik {(k2,{y.}}, (H,K) ve {(ki,{y1}), (k2 Y)} kimeleri i¢in
F*({(kz, {y2)}) = (G, E) = F*(H,K) ve F*({(k1,{y1}), (k2,Y)}) = (ez, X)} kiimeleri
X de esnek yari-agiktir.

Ornek 5.3.25. X = {x;,x,}, Y = {y1, y.} evrensel kiimelerine ait parametre kiimeleri
sirasiyla E = {eq,e,}, K = {ky, k,} olmak iizere ¥ = {®, X, (G, E)}, v = {®,¥, (H,K)}
esnek topolojileri verilmis olsun. Burada (G,E) = {(ez {x,})} ve (H,K)=
{(k1,{y1}), (k2,{y.}} dir. u: X - Y kiime degerli donilisiimii ve p: E — K dontisimii
u(xy) = {y1}, u(xy) =Y, p(e1) = k4, p(ez) = k; seklinde tanimlansin. Bu durumda
F:(X,7,E) - (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimii alttan yari-kararsizdir, ¢iinkii Y
deki esnek yari-agik {(kz,{y.})}, (H,K) ve {(ky,{vi}), (k2 Y)} kiimeleri i¢in
F~({(k2, {y2D}) = {(e2, X)},

F~(H,K) = {(e1,{x1}), (e2,X)} = F~({(k1, {y1}), (k2,Y)}) kiimeleri X de esnek yari-
aciktir.

Teorem 5.3.2.6. F: (X,%,E) = (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimii i¢in asagidakiler

dogrudur;
I) F esnek istten yari-kararsizdir.

ii) Y deki her (H, K) esnek yari-kapali kiimesi i¢in F~(H, K) kiimesi X de esnek yari-
kapalidir.

iii) Y deki her (M, K) esnek yari-kapali kiimesi igin sint (scz(F- M, K))) & F-(M,K)
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iv) Y deki her (G, K) esnek yari-agik kiimesi icin F* (G, K) & scl (sint(F+(G, K)))
V) Y deki her (B, K) esnek kiimesi i¢in scl(F~(B,K)) &€ F~(scl(B,K))
vi) Y deki her (N, K) esnek kiimesi i¢in F*(sint(N,K)) € sint(F*(N,K)) dur.

Ispat. (i=ii) Y deki bir (H, K) esnek yari-kapali kiimesi i¢in ¥ — (H, K) esnek yari-agik
kiime olup F donilisimii esnek iistten yari-kararsiz oldugundan Teorem 5.3.2.2.
geregince F*(Y —H,K) esnek yari-agik kiimedir. O halde F*(Y —H,K) =X -
F~(H,K) esitliginden X — F~(H, K) esnek yari-agik kiime dolayisiyla F~(H, K) esnek

yari-kapali kiime olur.

(ii=iii) Y deki herhangi bir esnek yari-kapali (M, K) kiimesi i¢in (M,K) = scl(M, K)
olup ii) den F~(M,K) kiimesi X de esnek yari-kapalidir. O halde scl(F~(M,K)) =

F~(M, K) dir. Boylece sint (SCZ(F_(M, K))) € F~ (M, K) oldugu elde edilir.

(iii=iv) Y de herhangi bir (G,K) esnek yari-agik kiimesi i¢in ¥ — (G, K) esnek yari-

kapali kiime oldugundan iii) den sint (scl (F‘(? - (G,K) ))) CF~- (17 — (G, K)) dir.

Esnek tiimleyen alimirsa X — F~ (17 - (G, K)) c X — sint (scl (F_ (17 - (G,K) ))) ve

buradan F* (17 — (Y — (G, K))) & scl (sint <)? — (F‘ (Y — (G,K))))) bulunur. O
halde F*(G, K) & scl (sint <F+ (Y ~(7- (G,K))))) = scl (sint(F* (G, K))) di.

(iv=v) Aciktir.

(v=vi) Y deki herhangi bir (N, K) esnek kiimesi i¢in v) de (B, K) yerine ¥ — (N, K)

yazilirsa scl (F"()7 — (N,K) )) CF~ (scl ()7 — (N, K))) bulunur. Esnek tiimleyen

almirsa X —F~ (scl (17 — (N, K))) c X — scl (F_ (17 — (N, K))) ve buradan da

F* (17 — scl ()7 — (N, K))) & sint ()? - (F‘ (17 — (N, K)))) bulunur. Sonug olarak

F*(sint(N,K)) & sint(F*(N,K)) bulunur.
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(vi=>i) Y deki herhangi bir (G,K) esnek yar: agik kiimesi i¢in vi) dan
F*(sint(G,K)) € sint(F*(G,K)) yazlabilir. Buradan F*(G,K) € sint(F*(G,K))
bulunur. O halde F*(G,K) esnek yar: agik kiime dolayisiyla F esnek iistten yari-

kararsizdir.

Teorem 5.3.2.7. F: (X,%,E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimil i¢in asagidakiler

dogrudur;
i) F esnek alttan yari-kararsizdir.

ii) Y deki her (H,K) esnek yari-kapal kiimesi i¢in F*(H, K) kiimesi X de esnek yari-
kapalidir.

iii) Y deki her (M, K) esnek yari-kapali kiimesi i¢in sint (scl(F+ (M, K))) c F*(M,K)
iv) Y deki her (G, K) esnek yari-acik kiimesi icin F~ (G, K) & scl (sint(F-(G, K)))
V) Y deki her (B, K) esnek kiimesi igin scl(F*(B,K)) &€ F*(scl(B,K))

vi) Y deki her (N, K) esnek kiimesi i¢in F~ (sint(N, K)) c sint(F"(N, K)) dir.

Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde ispat: yapilabilir.
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5.4. Esnek On-Siirekli ve Esnek On-Kararsiz Kiime Degerli Doniisiimler

Bu kisimda, ilk olarak esnek dn-agik (6n-kapali) kiimeler ile ilgili 6zellikler verilmistir.
Daha sonra esnek topolojik uzaylar arasinda tanimlanan én-siirekli (pre-continuous) ile
on-kararsiz (pre-irresolute) kiime degerli doniistimler tanimlanarak bazi 6zellikleri

incelenmistir.
Tamm 5.4.1. (X, T, E) esnek topolojik uzayinda (F, E’) esnek bir esnek kiime olsun.
i.(F,E)C int(cl(F, E)) ise (F, E) ye esnek on-agik kiime denir.

ii. (F,E) 3 cl(int(F,E)) ise (F, E) ye esnek on-kapali kiime denir. (Arockiarani ve
Lancy, 2013).

Tanimlardan agiktir ki esnek on-agik kiimenin tiimleyeni esnek on-kapal kiime ve on-
kapal1 kiimenin tiimleyeni esnek on-agik kiimedir. (X, T, E) esnek topolojik uzayindaki
tim esnek on-agik ve esnek on-kapali kiimelerin ailesi sirasiyla SPOS(X) ve SPCS(X)

ile gosterilmistir.

Onerme 5.4.2. Her esnek acik (esnek kapali) kiime esnek on-agik (esnek on-kapali)
kiimedir. (Akdag and Ozkan, 2014)

Teorem 5.4.3. Bir (X, T, E) esnek topolojik uzaymda asagidakiler dogrudur;
I. Esnek dn-agik kiimelerin keyfi birlesimleri esnek n-agiktir.

ii. Esnek ¢n-kapal1 kiimelerin keyfi kesisimleri esnek én-kapalidir. (Akdag and Ozkan,
2014)

Tanmm 5.4.4 (X, T, E) esnek topolojik uzayinda (F, E) bir esnek kiime olsun.
I. (F, E) esnek kiimesinin esnek on-kapanisi

spcl(F,E) =N {(G,E): (G,E) esnek on-kapali kiime ve(F,E) € (G, E)}

il. (F, E) esnek kiimesinin esnek on-ici

spint(F,E) =U {(0,E): (0, E) esnek on-agik kiime ve (0,E) € (F,E)}

bi¢iminde tanimlanir.
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O halde spcl(F,E) kiimesi, (F,E) yi kapsayan en kii¢iik esnek on-kapali kiimedir.
spint(F,E) kimesi de (F,E) nin kapsadigi en biyiik esnek dn-agik kiimedir.
(Akdag and Ozkan, 2014)

Teorem 5.4.5. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda (F, E) bir esnek kiime olsun.

i. (F,E) esnek on-kapali kiimedir ancak ve ancak (F,E) = spcl(F,E)
ii. (F,E) esnek on-agik kiimedir ancak ve ancak (F,E) = spint(F,E) dir. (Akdag and
Ozkan, 2014)

Onerme 5.4.6. Bir (X, %, E) esnek topolojik uzayinda esnek én-kapanis ve esnek én-ig

ile ilgili asagidaki ifadeler dogrudur;
i. spcl(®) = @ ve spint(P) = @
ii. (F,E) € (G,E) ise spcl(F,E) C spcl(G,E) ve spint(F,E) € spint(G,E)

iii. spcl(spcl(F,E)) = spcl(F,E) ve spint(spint(F,E)) = spint(F,E) dir. (Akdag
and Ozkan, 2014).

Teorem 5.4.7. (X,%,E) esnek topolojik uzayinda (F,E) bir esnek kiime olsun. Bu

durumda asagidakiler dogrudur;
i. spcl((F, E)) = (spint(F,E))

ii. spint((F, E)°) = (spcl(F,E)) (Akdag and Ozkan, 2014).

Lemma 5.4.8. (X,%,E) esnek topolojik uzayinda (F,E) bir esnek kiime olsun. Bu

durumda asagidakiler dogrudur;
i. spcl(F,E) = (F,E) U cl(int(F,E))
ii. spint(F,E) = (F,E) 0 int(cl(F,E)) (Akdag and Ozkan, 2014).

Teorem 5.4.9. (X, %, E) esnek topolojik uzaymnda (F,E) ve (G, E) esnek kiimeleri i¢in
asagidakiler dogrudur;

i. spcl((F,E) U (G, E)) 3 spcl(F,E) U spcl(G, E)
ii. spcl((F,E) A (G,E)) € spcl(F,E) N spcl(G,E) (Akdag and Ozkan, 2014).
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Teorem 5.4.10. (X, T, E) esnek topolojik uzayinda (F, E) ve (G, E) esnek kiimeleri igin
asagidakiler dogrudur;

i. spint((F, E)U (G,E)) 5 spint(F,E) U spint(G, E)

ii. spint((F,E) 0 (G, E)) € spint(F,E) A spint(G, E) (Akdag and Ozkan, 2014).

5.4.1. Esnek On-Siirekli Kiime Degerli Doniisiimler

Tamm 5.4.1.1. (X,%,E), (Y,0,K) iki esnek topolojik uzay ve F:(X,%7,E) = (Y,0,K)

esnek kiime degerli bir dontisiim olsun.

a) F(E,*) € (G,K) olan her (G,K) esnek acgik kiimesi i¢in E,” € (P,E)
oldugunda F (E.?) € (G, K) sartim saglayan E,”* in bir (P, E) esnek on-agik komsulugu

varsa F ye E,* esnek noktasinda iistten esnek on-siireklidir denir.

b) F(E,*) 0 (G,K) #  olan her (G, K) esnek acik kiimesi i¢in E,? € (P, E) oldugunda
F(E,”) N (G,K) # ¢ sartim saglayan E,” in bir (P, E) esnek én-agik komsulugu varsa

F ye E,* esnek noktasinda alttan esnek én-siireklidir denir.

¢) F doniisiimii X in her E,* esnek noktasinda esnek {istten (alttan) on-siirekli ise F ye X

izerinde esnek iistten (alttan) on-siireklidir denir.

Teorem 5.4.1.2. F: (X,%,E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimil i¢in asagidakiler

dogrudur;
i) F esnek tistten gn-stireklidir.
ii) Y deki her esnek acik (V, K) kiimesi i¢in F*(V, K) kiimesi X de esnek én-agiktir.

iii) Y deki her esnek kapali (H,K) kiimesi i¢in F~(H,K) kiimesi X de esnek on-
kapalidir.

iv) Y deki her esnek (G, K) kiimesi i¢in pcl(F~(G,K)) € F~(cl(G,K)) dur.

V) X deki her E,* esnek noktas1 ve F(E,) in Y deki her esnek (H, K) komsulugu icin
F*(H,K) kiimesi E,* in bir esnek on-acgik komsulugudur.
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vi) X deki her E,* esnek noktasi ve F(E,”) inY deki her esnek (V, K) komsulugu i¢in
E.” in bir (U, E) esnek én-a¢ik komsulugu vardir dyle ki F(U,E) € (V,K) dir.

vii) Y deki her (H,K) esnek kiimesi igin F*(int(H,K)) & pint(F*(H,K)) dur.
viii) Y deki her (G, K) esnek acik kiimesi i¢in F*(G,K) € int (Cl(F+ (G, K))) dir.

iX) X deki her E,” esnek noktas1 ve F(E,*) in Y deki her (V,K) esnek agik komsulugu
icin cl(F*(V,K)) kiimesi E,” in bir esnek komsulugudur.

Ispat. (i=ii) (V,K), Y de herhangi bir esnek agik kiime ve E,* € F*(V, K) olsun. Bu
durumda F(E,*) € (V,K) dir. F esnek iistten on-siirekli oldugundan E,* esnek

noktasini igeren (U,E) esnek om-agik kiimesi vardir 6yle ki F(U,E) € (V,K) dir.
Buradan (U,E) € F*(V,K) olup E,* € (U,E) € int(cl(U,E)) € int (cl(F*(V, K)))
oldugundan F*(V,K) € int (cl(F+(V, K))) oldugunu elde ederiz. Boylece F*(V,K)

esnek on-agik kiimedir.

(ii=iii) Y deki herhangi bir (H,K) esnek kapali kiimesi icin ¥ — (H,K) esnek acik
kiime olup ii) den F* ()7 — (H, K)) esnek on-acik kiimedir. Ayrica F* (17 — (H, K)) =
X — (F~(H,K)) oldugundan X — (F~(H,K)) kiimesi esnek dn-agik kiime dolayistyla
F~(H, K) kiimesi esnek on-kapalidir.

(iii=ii) Y nin bir (V,K) esnek agik kiimesi i¢in ¥ — (V,K) esnek kapali olup iii) den
F~ (17 — (v, K)) esnek on-kapalidir. Ayrica F~ (17 —(V, K)) =X- (F+(V, K))
oldugundan X — (F*(H,K)) kiimesi esnek odn-kapali kiime dolayisiyla F*(V,K)
kiimesi esnek on-agiktir.

(ili=iv) Y nin herhangi bir (G,K) esnek kiimesi i¢in cl(G,K) esnek kapali kiime
oldugundan iii) ozelliginden F~(cl(G,K)) kiimesi esnek on-kapali olur. Ayrica
F~(G,K) € F~(cl(G,K)) olup pcl(F~(G,K)) E pel (F~(cl(G,K))) = F~(cl(G, K))

oldugu elde edilir.
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(iv=>iii) Y deki herhangi bir (H,K) esnek kapali kiimesi i¢in 1iv) den
pcl(F~(H,K)) € F~(cl(H,K)) = F~(H,K) dir. Bu da F~(H,K) nin esnek kapali

kiime oldugunu gosterir.

(ii=>v) E,*, X de herhangi bir esnek nokta ve (H,K) kiimesi de F(E,*) in Y deki
herhangi bir esnek komsulugu olsun. Bu durumda bir (G, K) esnek agik kiimesi vardir
oyle ki F(E,*) € (G,K) € (H,K) dir ve dolayisiyla E,* € F*(G,K) € F*(H,K) dur.
ii) den dolayr F*(G,K) esnek ¢n-agik kiime oldugundan F*(H,K) kiimesi E,* in bir

esnek on-acik komsulugudur.

(v=vi) E.*, X de herhangi bir esnek nokta ve (V,K) kiimesi de F(E,*) in Y deki
herhangi bir esnek komsulugu olsun. (U,E) = F*(V,K) alirsak (U, E) esnek kiimesi
F(E,™) inY deki bir esnek komsulugudur ve F(U,E) € (V,K) dur.

(vi=i) E,*, X de herhangi bir esnek nokta ve (V,K) da F(E,*) € (V,K) sartim
saglayan Y de bir esnek kiime olsun. Bu durumda (V,K), F(E,*) in bir esnek
komsulugudur ve vi) dan E,”* in bir esnek ¢n-acik komsulugu (U,E) vardir 6yle ki
F(U,E) & (V,K) dir. O halde (P,E) esnek on-agik kiimesi vardir oyle ki

~

E,* € (P,E) € (U,E) dir. Boylece F(P,E) € (V,K) bulunur. Bu da F nin esnek iistten
on-stirekli oldugunu gosterir.

(ii=vii) Y deki herhangi bir (H, K) esnek kiimesi i¢in int(H, K) esnek ag¢ik kiime olup
ii) den igin F*(int(H, K)) kiimesi X de esnek dn-agiktir. Boylece F* (int(H, K)) =

pint (F+(int(H, K))) & pint(F*(H, K)) bulunur.

(vii=ii) Y nin herhangi bir (V,K) esnek a¢ik kiimesi i¢in vii) den F*(V,K) =
F*(int(V,K)) € pint(F*(V,K)) olur. Bu da F*(V,K) nin esnek én-agik bir kiime

oldugunu gosterir.
(il viii) Esnek on-agik kiime tanimindan agiktir.

(ii=ix) E,*, X de herhangi bir esnek nokta ve (V,K) kiimesi de F(E,*) in Y deki
herhangi bir esnek a¢ik komsulugu olsun. Bu durumda ii) den F*(V,K) esnek acik
kiime olup E,* € F*(V,K) € cl(F*(V,K)) dir. Béylece cl(F*(V,K)) E,” in bir esnek

komsulugudur.
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(ix=>viii) (G,K), E,* € F*(G,K) sartin1 saglayan Y de herhangi bir esnek acik kiime
olsun. Bu durumda cI(F*(V,K)), E,* in bir esnek komsulugudur. O halde
E,* € (UE) € cl(F*(G,K)) olacak sekilde (U,E) esnek agik kiimesi vardir.

Dolayisiyla  E,* € (U, E) = int(U, E) € int (cl(F*(G,K))) oldugu elde edilir
Boylece F*(G,K) € int (cl(F+ (G, K))) dir.

Teorem 5.4.1.3. F: (X, %, E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimii i¢in asagidakiler
dogrudur;

i) F esnek alttan on-siireklidir.

ii) Y deki her esnek agik (V, K) kiimesi igin F~(V, K) kiimesi X de esnek on-agiktir.

iii) Y deki her esnek kapali (H,K) kiimesi i¢in F*(H,K) kiimesi X de esnek on-
kapalidir.

iv) Y deki her esnek (G, K) kiimesi igin pcl(F*(G,K)) € F*(cl(G,K))

V) X deki her E,”* esnek noktas1 ve F(E,*) 0 (H,K) # ® olan Y deki her esnek (H, K)

kiimesi i¢in F~(H, K) kiimesi E,* in bir esnek én-agik komsulugudur.

vi) X deki her E,” esnek noktas1 ve F(E,*) N (V,K) # @ olan Y deki her esnek (V,K)

~

kiimesi i¢in E,”* in bir (U, E) esnek én-agik komsulugu vardir dyle ki her E,* € (U, E)
icin F(E,2) N (V,K) = @

vii) ¥ deki her esnek (G, K) kiimesi igin F~(int(G, K)) € pint(F~(G,K))
viii) Y deki her esnek agik (H, K) kiimesi i¢in F~(H,K) € int (cl(F"(H, K)))

ix) X deki her E,* esnek noktas1 ve F(E,*) 0 (V,K) # ® olan Y deki her esnek agik
(V, K) kiimesi i¢in cl(F"(V, K)) kiimesi E,”* in bir esnek komsulugudur.

Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde yapilabilir.

Ornek 5.4.1.4. X = {x;,x,}, Y = {y1, >} evrensel kiimelerine ait parametre kiimeleri
sirastyla E = {e;,e,}, K = {ky, k,} olmak iizere ¥ = {®,X, (G,E)}, 1 = {®,Y, (H,K)}
esnek topolojileri verilmis olsun. Burada (G,E) = {(ey,{x1})(es {x,:})} ve (H,K) =
{(k1,{y1}), (k2,{y2})} dir. u: X =Y kiime degerli doniisiimii ve p: E — K doniisimii
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u(x1) =Y, u(xz) = {y2}, p(er) = k41, p(ez) = k, seklinde tanimlansin. Bu durumda
F:(X,T,E) = (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimii Gistten on-siireklidir, fakat {istten
siirekli degildir. Ciinkii Y deki esnek agik (H,K) kiimesi i¢in F*(H,K) = {(e2, {x,})}

kiimesi X de esnek dn-agiktir fakat esnek agik degildir.

Ornek 5.4.15. X = {x;,x,}, Y = {y1, y.} evrensel kiimelerine ait parametre kiimeleri
sirasiyla E = {e;,e,}, K = {ky, k,} olmak iizere ¥ = {®, X, (G, E)}, v = {®,¥, (H,K)}
esnek topolojileri verilmis olsun. Burada (G,E) = {(ey,{x1})(ez {x:})} ve (H,K) =
{(k1,{y1}), (k2,{y.}} dir. u: X = Y kiime degerli doniisimii ve p: E —» K donilisimii
u(xy) =Y, ulxz) = {y2}, p(e1) = k1, p(ez) = k; seklinde tanimlansin. Bu durumda
F:(X,T,E) - (Y,7,K) esnek kiime degerli donlisiimii alttan on-siireklidir, fakat alttan
stirekli degildir. Ciinkii, Y deki esnek ac¢ik (H,K) kiimesi i¢in F~(H,K) =
{(eq, {x2}), (e2, X)} kiimesi X de esnek on-agiktir fakat esnek agik degildir.

5.4.2. Esnek On-Kararsiz Kiime Degerli Doniisiimler

Tamm 5.4.2.1. (X,%,E), (Y,0,K) iki esnek topolojik uzay ve F: (X,%7,E) = (Y,0,K)

bir esnek kiime degerli doniistim olsun.

a) F(E,*) € (G,K) olan her (G, K) esnek ¢n-acik kiimesi i¢in E,* € (P, E) oldugunda
F(E,*) € (G,K) olacak sekilde E,* in bir (P, E) esnek én-agik komsulugu varsa F ye

E.” esnek noktasinda iistten on-kararsizdir denir.

b) F(E,) N (G,K) # @ olan her (G,K) esnek én-acik kiimesi i¢in E,” € (P,E)
oldugunda F(E,”) N (G,K) # @ olacak sekilde E,* in bir (P,E) esnek oén-acik

komsulugu varsa F ye E,” esnek noktasinda alttan ¢n-kararsizdir denir.

¢) F doniisiimii X in her E,”* esnek noktasinda esnek iistten (alttan) én-kararsiz ise F ye

X lizerinde esnek tistten (alttan) on-kararsizdir denir.

Ornek 5.4.2.2. X = {x;,x,}, Y = {y1, .} evrensel kiimelerine ait parametre kiimeleri
sirasiyla E = {ey,e,}, K = {kq, k»} olmak iizere ¥ = {&, X, (F,E), (F,, E), (F5,E)} ve
v ={®,Y,(H,K),(H,, K), (Hs, K)} esnek topolojileri verilmis olsun. Burada (F;, E) =
{(e2, {21}, (F, E) = {(e2,X)}, (F3,E) = {(e, X)(ez, {x21)}, (Hy, K) = {(kv, {y1 D},
(Hz, K) = {(k2,{y2})}, (H3,K) = {(ks, {y1}), (k2, {y2})} dir. w:X —Y kiime degerli
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donilisimii ve p: E —» K doniisimii u(x,) =Y, u(xz) = {y.}, p(ey) = k4, p(ez) =k,
seklinde tanimlansin. Bu durumda F:(X,7,E) — (Y,0,K) esnek kiime degerli
donlisgimii  iistten on-kararsizdir, c¢linkii Y deki esnek om-acik {(ki,{y1})},
{(k2,{y2D)}, (H3,K), {(k1,{y1}), (k2,Y)}, {(ks,Y), (k2 {y2})} kiimelerinin st ters
goriintileri  olan  F*({(ks, {y: D} =@, F*({(kz, {y2))}) = (F1, E) = F*(Hs,K),
Fr({(ks, {y1}), (k2. VD)) = {(e2,X)},  FT({(ky,Y), (k2 {y2)}) = {(e1, X)), (€2, {x2 1)}

kiimeleri X de esnek dn-agiktir.

Ornek 5.4.2.3. X = {x;,x,}, Y = {y1, v} evrensel kiimeler, E = {ej, e,}, K = {k, k2}
parametre kiimeleri olmak tdizere 7 ve @ esnek topolojileri sirasiyla
7= {‘D'X' (F, E), (Fy, E), (F5, E), (Fy, E), (Fs, E), (F, E), (F7, E)},

o ={®,Y,(H,K),(H,, K),(Hs,K)} seklinde verilsin. Burada (Fy,E) = {(es,{x: D},
(Fp, E) = {(er, {x1]), (e2, {x1 )},  (F3,E) ={(e, X)}, (Fu E) = {(e1, {x1}), (e2, X0},
(Fs,E) ={(e1, X), (e2,{x1})},  (Fo,E) ={(ez{x1})}, (F,E) ={(ezX)} ve
(Hy, K) = {(ky, {y:D}, (Hp, K) = {(k2,{y2})}, (H3 K) = {(ks, {y1}), (k2, {y.})} dir.
u: X - Y kiime degerli dontisimi ve p: E — K doniisimi u(x,) =Y, u(xy) = {y.},
p(e;) = k1, p(ez) = k, seklinde tamimlansin. Bu durumda F:(X,%,E) - (Y,7,K)
esnek kiime degerli doniistimii alttan esnek on-kararsizdir, ¢iinkii Y deki esnek on-agik
{(k1, {y:1 D} {lk2, {21}, (H3, K), {(k1, {y1}), (k2, YD}, {(k1,Y), (k2,{y-})} kiimelerinin
alt ters gorintiileri olan F~({(k1, {y1D}) = {(e1, {x1})}, F~{(k2 {y2)}) = {(e2, X)},
F~(H3,K) = {(e1, {x1}), (e2, X)}=F~({(k1, {y1}), (k2, VI 1},

F~({(ky,Y), (k2,{y2)}) = X kiimeleri X de esnek on-aciktir.

Teorem 5.4.24. F: (X,%,E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimil i¢in asagidakiler

dogrudur;
i) F esnek stten on-kararsizdir.
ii) X deki her E,* esnek noktas1 ve F(E,*) € (G,K) olan Y deki her esnek én-agik

(G, K) kiimesi igin E,* € int (cl(F*(G, K)))

iii) X deki her E,* esnek noktas1 ve F(E,*) € (G,K) olan Y deki her (G,K)
esnek on-agik kiimesi i¢in bir (U,E) esnek agik kiimesi vardir o6yle ki
E,* € (U,E) E cl(F*(G,K))
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iv) X deki her E,* esnek noktas1 ve F(E,*) in Y deki her (G,K) esnek on-agik

komsulugu i¢in F* (G, K) kiimesi de E,” in bir esnek ¢n-acik komsulugudur.

V) X deki her E,”* esnek noktas1 ve F(E,*) in her (G, K) esnek én-a¢ik komsulugu icin
E.”* in bir (U, E) esnek én-a¢ik komsulugu vardir dyle ki F(U,E) € (G,K)

vi) Y deki her esnek on-acik (G, K) kiimesi i¢in F* (G, K) kiimesi X de esnek on-agiktir.

vii) Y deki her esnek on-kapali (H, K) kiimesi i¢in F~(H,K) kiimesi X de esnek dn-
kapalidir.

viii) Y deki her esnek (B, K) kiimesi icin pcl(F~(B,K)) € F~(pcl(B,K)) dir.

Ispat. (i=ii) Y de F(E,*) € (G, K) sartim saglayan herhangi bir (G, K) esnek én-acik

kiime olsun. i) den E,” esnek noktasmi igeren bir (P, E) esnek on-acik kiimesi vardir

~

oyle ki E,” € (P,E) oldugunda F(E,”) € (G,K) dir. Buradan da F(P,E) € (G,K)
oldugu elde edilir. Ayrica (P,E) esnek on-agik bir kiime oldugundan dolayi

E.* € (P,E) € int(cl(P,E)) € int (cl(F*(G,K))) bulunur.

(ii=iii) Eger ii) de (U,E) = int (cl(F+(G,K))) almirsa E,* € (U,E) € cl(F*(G,K))

oldugu elde edilir.

(iii=iv) (G,K) esnek kiimesi F(E,*) in bir esnek on-acik komsulugu olsun. Bu
durumda E,* € F*(G,K) dir ve iii) den bir (U,E) esnek acik kiimesi vardir dyle ki
E,* € (U,E) € cl(F*(G,K)) dir. E,* € (U,E) = int(U,E) € int (cl(F+(G,K))) ve

F*(G,K) € int (cl(F+(G, K))) dir. O halde F*(G,K), E,* esnek noktasmim esnek 6n-

acik komsulugudur.

(ivav) (G, K), F(E,®) in bir esnek én-agik komsulugu olsun. Eger (U,E) = F*(G,K)
olarak almirsa iv) den (U,E) kiimesi, E,* esnek noktasinin esnek on-acik

komsulugudur ve F(U,E) € (G, K) dir.

(v=vi) (G,K), Y de E,* € F*(G,K) sartim1 saglayan herhangi bir esnek dn-agik kiime
olsun. hipotezden E.”* esnek noktasmn bir (U, E) esnek dn-agik komsulugu vardir dyle

~

ki F(UE) € (G,K) dir. Bu durumda E.,* € (U,E) € F*(G,K) olur ve bdylece
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E.* € (U,E) € int(cl(U, E)) € int (cl(F*(G,K))) oldugu elde edili. O halde
F*(G,K) € int (cl(F+ (G, K))) dir. Dolayisiyla F* (G, K) esnek on-agik kiimedir.
(vi=vii) (H,K), Y de herhangi bir esnek ¢n-kapali kiime olsun. Bu durumda ¥ — (H,K)
esnek on-agik kiime olup vi) dan F* (17 — (H,K )) esnek om-acik kiimedir. Ayrica
F*t (17 - (H, K)) =X —F (H,K) oldugundan X — F~(H,K) esnek on-acik kiime
dolayisiyla F~(H, K) esnek on-kapali kiimedir.

(vii=>viii) (B,K), Y de herhangi bir esnek kiime olsun. Bu durumda pcl(B, K) esnek
on-kapali kiime olup vii) dan F~(pcl(B,K)) esnek on-kapali kiimedir. Boylece

pel(F~(G,K)) € pel (F~(pel(6,K))) = F~(pcl(G, K)) oldugu elde edilir.

(viii=i) (G,K), Y de E,* € F*(G, K) sartin1 saglayan herhangi bir esnek dn-acik kiime
olsun. Bu durumda F(E,") & (G,K) dir ve dolayisiyla F(E,) 7 (? - (G,K)) * @
dir. Boylece E,* & F~ (¥ = (G,K)) = F~ (¥ = pint(G,K)) = F~ (pcl (7 -, K)))
dir ve viii) den E,* € pcl (F_ (17 — (G,K))) dir. Bu durumda E,” i igeren esnek on-
acik (U,E) kiimesi vardir oyle ki F~ (17 — (G,K)) € X— (UE) ve dolayisiyla

(U,E)AF- (17 - (G,K)) — @ dir. Buradan F(U,E) & (G, K) elde edilir. O halde F

esnek tstten on-kararsizdir.

Teorem 5.4.25. F: (X,T,E) — (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniigiimii i¢in asagidakiler
denktir;

i) F esnek alttan on-kararsizdir.
ii) X deki her E,* esnek noktas1 ve F(E,*) N (G,K) # @ olan Y deki her esnek on-agik

(G, K) kiimesi igin E,* € int (cl(F~(G, K)))

iii) X deki her E,* esnek noktas1 ve F(E,*) N (G,K) # @ olan Y deki her bir esnek
on-agcik (G,K) kiimesi igin bir (U,E) esnek acgik kiimesi vardir oyle ki
E,* € (U,E) E cl(F~(G,K))
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iv) X deki her E,* esnek noktas1 ve F(E,*) 0 (G,K) # @ olan Y deki her bir (G,K)
esnek on-acik komsulugu igin F~(G,K) kiimesi de E,* in bir esnek on-acik

komsulugudur.
V) Y deki her esnek on-agik (G, K) kiimesi i¢in F~ (G, K) kiimesi X de esnek on-agiktir.

vi) Y deki her esnek on-kapali (H,K) kiimesi i¢in F*(H, K) kiimesi X de esnek on-
kapalidir.

vii) Y deki her esnek (G, K) kiimesi igin cl (int(F*(G,K))) & F*(pcl(G,K))
viii) X deki her esnek (U, E) kimesi igin F (cl(int (U, E))) & pel(F(U, E))
iX) X deki her esnek (U, E) kiimesi igin F(pcl(U, E)) € pcl(F (U, E))

X) Y deki her esnek (G, K) kiimesi igin pcl(F*(G,K)) € F*(pcl(B,K))

Ispat. Biz sadece iv=v, vi=viii, vii=viii ve viii=ix un ispatin1 yapacagiz. Digerlerinin

ispat1 yukaridaki teoremdekine benzer sekilde yapilabilir.

(iv=v) (G,K), Y de E,* € F~(G,K) sartim1 saglayan herhangi bir esnek én-acik kiime

olsun. iv) den F~(G, K) kiimesi E,* esnek noktasinin bir esnek én-agik komsulugudur.
Boylece E,* € F~(G,K) € int (cl(F‘(G,K))) olur. O halde F~(G,K) kiimesi X de

esnek dn-aciktir.

(vi=vii) (G, K), Y de herhangi bir esnek on-agik kiime olsun. pcl(G, K) én-kapali esnek
kiime oldugundan vi) dan F +(pcl(G, K )) kiimesi X de esnek on-kapalidir. Ayrica

F*(G,K) € F*(pcl(G,K)) oldugundan pcl(F*(G,K)) € pel (F*(pcl(G, K))) =
F*(pcl(G,K)) dir. pcl(F*(G,K)) = F*(G,K) Ucl (int(F*(G,K))) oldugundan
el (int(F*(6,K))) & F*(pcl(G, K)) bulunur.

(vii=viii) X de herhangi bir (U, E) esnek kiimesi i¢in (U,E) € F+(F(U, E)) olup vii)

den cl(int(U,E)) € cl (int (F+(F(U, E)))) & Ft (pcl(F(U, E))) olur. Buradan

F(cl(int(U,B))) € F (F+ (pei(F, E)))) & pcl(F(U, E)) bulunur.
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(viii=ix) X deki herhangi bir (U,E) esnek kiimesi icin
pcl(U,E) = (U,E) Ucl(int(U,E))  oldugundan  viii) den  F(pcl(U,E)) =

F(W,E) T cl(int(U, E))) = F(U, E) T F (cl(int(U, E))) & pcl(F(U, E)) olur.

(ix=>x) Y de herhangi bir (G, K) esnek kiimesi i¢in F*(B, K) X de bir esnek kiime olup

ix) dan  F(pcl(F*(B,K))) € pel (F(F*(B,K)))  yazilabilir. Buradan da

pcl(F*(B,K)) & F* (pcl (F(F+(B,K)))) & F*(pcl(B, K)) bulunur.
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5.5. Esnek b-Siirekli ve Esnek b-Kararsiz Kiime Degerli Doniisiimler

Bu kisimda, ilk olarak esnek b-agik (b-kapali) kiimeler ile ilgili 6zellikler verilmistir.
Daha sonra esnek topolojik uzaylarda iistten (alttan) b-siirekli ile b-kararsiz kiime

degerli doniistimler tanimlanmis ve temel 6zellikleri incelenmistir.
Tamm 5.5.1. (X, £, E) esnek topolojik uzayinda (F, E') bir esnek kiime olsun.
i. (F,E) € int(cl(F,E)) Ucl(int(F,E)) ise (F,E) ye esnek b-agik kiimedir denir.

ii. (F,E) 3 int(cl(F,E)) A cl(int(F,E)) ise (F,E) ye esnek b-kapali kiimedir denir.
(Akdag and Ozkan, 2014).

(X,T,E) esnek topolojik uzaymndaki tiim esnek b-agik ve esnek b-kapali kiimelerin

ailesi sirastyla SBOS(X) ve SBCS(X) ile gosterilmistir.

Teorem 5.5.2. (X,T,E) esnek topolojik uzayinda (F,E) bir esnek kiime olsun. Bu

durumda asagidakiler dogrudur;

i. (F,E) nin esnek b-acik kiime olmas1 icin gerek ve yeter kosul (F,E)¢ nin esnek b-

kapali olmasidir.

ii. (F,E) nin esnek b-kapali kiime olmast igin gerek ve yeter kosul (F, E) nin esnek b-
acik olmasidir. (Akdag and Ozkan, 2014).

Teorem 5.5.3. Bir (X, T, E) esnek topolojik uzayinda asagidakiler dogrudur;
I. Esnek b-agik kiimelerin keyfi birlesimleri esnek b-agiktir.

ii. Esnek b-kapal kiimelerin keyfi kesisimleri de esnek b-kapalidir. (Akdag and Ozkan,
2014).

Teorem 5.5.4. Bir (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda asagidakiler dogrudur;
i. Her esnek én-agik kiime esnek b-agiktir.

ii. Her esnek yari-acik kiime esnek b-agiktir. (Akdag and Ozkan, 2014).
Tamm 5.5.5. (X, T, E) esnek topolojik uzayinda (F, E') bir esnek kiime olsun.

I. (F, E) esnek kiimesinin esnek b-kapanisi
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sbcl(F,E) =0 {(G,E): (G, E) esnek b-kapali kiime ve(F,E) € (G, E)}
ii. (F, E) esnek kiimesinin esnek b-igi

sbint(F,E) =U {(0,E): (0, E) esnek b-acik kiime ve (0,E) € (F,E)}
bigiminde tanimlanir.

O halde sbcl(F,E) kimesi, (F,E) yi kapsayan en kiigiik esnek b-kapali kiimedir.
sbhint(F,E) kiimesi, (F,E) nin kapsadigi en biliylik esnek b-acik kiimedir.
(Akdag and Ozkan, 2014).

Teorem 5.5.6. (X, T, E) esnek topolojik uzayinda (F, E) esnek kiimesi igin asagidakiler

dogrudur;

i. (F,E) nin esnek b-kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (F,E) = sbcl(F,E)

olmasidir.

ii. (F,E) nin esnek esnek b-acik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (F, E) = sbint(F,E)
olmasidir. (Akdag and Ozkan, 2014).

Onerme 5.5.7. (X,1,E) esnek topolojik uzayinda (F,E), (G,E) esnek kiimeler olsun.
Bu durumda asagidakiler dogrudur;

i. sbcl(®) = @ ve shint(®) = @
ii. (F,E) € (G,E) ise sbcl(F,E) € sbcl(G,E) ve sbint(F,E) € sbhint(G,E)

iii. sbcl(sbcl(F, E)) = sbcl(F,E) ve sbint(sbint(F, E)) = sbint(F,E) (Akdag and
Ozkan, 2014).

Teorem 5.5.8. (X, T, E) esnek topolojik uzayinda (F, E') esnek kiimesi i¢in agagidakiler

dogrudur;

i. sbcl((F,E)°) = (sbint(F, E))°¢

ii. sbint((F,E)¢) = (sbcl(F,E))¢ (Akdag and Ozkan, 2014).

Lemma 5.5.9. (X, T, E) esnek topolojik uzayinda (F, E) esnek kiimesi i¢in asagidakiler

dogrudur;
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i. sbcl(F,E) = sscl(F,E) N spcl(F,E)
ii. shint(F,E) = ssint(F,E) U spint(F,E) (Akdag and Ozkan, 2014).
Sonug¢ 5.5.10. (X, %, E) esnek topolojik uzayinda (F, E) bir esnek kiime olsun.

i. sbcl(F,E) kimesi (F,E) esnek kiimesini kapsayan en kiigiik esnek b-kapali kiime
olacagindan sbcl(F, E) = (F,E) U [int(cl(F,E)) A cl(int(F, E))] olur.

Il. sbint(F, E) kiimesi (F, E) esnek kiimesinin kapsadigi en biiyiik esnek b-acik kiime
olacagindan shint(F,E) = (F,E) N [int(cl(F,E)) U cl(int(F,E))] olur. (Akdag and
Ozkan, 2014).

Teorem 5.5.11. Bir (X, ,E) esnek topolojik uzayinda (F,E), (G,E) esnek kiimeleri

icin asagidaki ozellikler dogrudur;

i. sbcl((F,E) U (G,E)) 3 sbcl(F,E) U sbcl(G, E)

ii. shcl((F,E) A (G,E)) & sbcl(F,E) A sbcl(G, E) (Akdag and Ozkan, 2014).
Teorem 5.5.12. Bir (X, £, E) esnek topolojik uzayinda asagidaki 6zellikler dogrudur;
i. sbint((F,E) U (G,E)) 3 sbint(F,E) U sbint(G, E)

ii. shint((F,E) 0 (G, E)) € sbint(F,E) 0 sbint(G, E) (Akdag and Ozkan, 2014).

Teorem 5.5.13. Bir (X,%,E) esnek topolojik uzaymnda (F,E) esnek kiimesi i¢in

asagidaki ozellikler dogrudur;
i. sbcl(F,E) € sscl(F,E) N spcl(F,E)
ii. shint(F,E) 3 ssint(F,E) U spint(F,E) (Akdag and Ozkan, 2014).

Tanmm 5.5.14. (X,7,E) esnek topolojik uzayinda (F,E) bir esnek kiime olsun. Eger
(F,E) = cl(int(F,E)) ise (F,E) ye esnek regiiler kapali, (F,E) = int(cl(F,E)) ise
(F, E) ye esnek regiiler agik kiime denir (Arockiarani ve Lancy, 2013).

Teorem 5.5.15. (X, T, E) esnek topolojik uzaymda (F, E') esnek b-agik bir kiime olsun.
Bu durumda asagidakiler dogrudur:

I. (F, E) esnek regiiler-kapali ise (F, E') esnek én-agiktir.
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ii. (F,E) esnek regiiler-agik ise (F, E) esnek yari-agiktir (Akdag and Ozkan, 2014).

Teorem 5.5.16. (X, T, E) esnek topolojik uzaymnda (F, E) bir esnek b-agik kiime olsun.

Bu durumda asagidakiler dogrudur;
I. (F, E) esnek regiiler-kapali ise (F, E') esnek yari-kapalidir.
ii. (F,E) esnek regiiler-acik ise (F, E) esnek én-kapalidir (Akdag and Ozkan, 2014).

Teorem 5.5.17. (X,%,E) esnek topolojik uzayinda herhangi bir (F,E) esnek b-agik
kiimesi i¢in cl(F, E) esnek kiimesi esnek regiiler-kapalidir (Akdag and Ozkan, 2014).

Teorem 5.5.18. Bir (X, ,E) esnek topolojik uzayinda herhangi bir (F,E) esnek b-
kapal kiimesi icin int(F, E) esnek regiiler aciktir (Akdag and Ozkan, 2014).

Onerme 5.5.19. (X, T, E) esnek topolojik uzayinda (F, E) esnek b-acik (esnek b-kapali)
bir esnek kiime olsun. Eger int(F,E) =@ ise (F,E) esnek on-agik kiimedir
(Akdag and Ozkan, 2014).

Onerme 5.5.20. (X, , E) esnek topolojik uzayinda (F, E) esnek b-agik bir esnek kiime
olsun. Eger cl((F,E)) =@ ise (F,E) esnek yari-agik kiimedir (Akdag and Ozkan,
2014).

Teorem 5.5.21. (X, %, E) esnek topolojik uzayinda (G, E) esnek agik kiime ve (F,E)
esnek b-agik kiime ise (F, E) N (G, E) esnek b-acik kiimedir (Akdag and Ozkan, 2014).

Teorem 5.5.22. (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda (G, E) esnek a-acik ve (F, E) esnek
b-agik ise (F,E) A (G, E) esnek b-agik kiimedir (Akdag and Ozkan, 2014).

Teorem 5.5.23. (X, 7,E) esnek topolojik uzayinda (F,E) nin esnek b-agik (esnek b-
kapal1) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (F, E)’nin bu uzayda esnek yari-agik ve esnek
on-acik kiimelerin birlesimlerinin (kesisimlerinin) alt kiimesi olarak yazilabilmesidir.

(Akdag and Ozkan, 2014).
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5.5.1. Esnek b-Siirekli Kiime Degerli Doniisiimler

Bu alt kisimda, esnek topolojik uzaylar arasinda tanimli b-siirekli (semi-continuous)

kiime degerli dontisiimler tanimlanmis ve 6zellikleri incelenmistir.

Tamm 5.5.1.1. (X,%,E), (Y,0,K) iki esnek topolojik uzay ve F:(X,%7,E) = (Y,0,K)

esnek kiime degerli bir doniisiim olsun.

a) F(E,) € (G,K) olan her esnek acik kiimesi i¢in E,” € (P,E) oldugunda
F(E,?) € (G, K) sartim saglayan E,” in bir (P, E) esnek b-acik komsulugu var ise F ye

E,” esnek noktasinda iistten b-siireklidir denir.

b) F(E,*) A (G,K) # @ olan her esnek acik kiimesi i¢in E,” € (P,E) oldugunda
F(E,”) N (G,K) # @ sartim saglayan E,” in bir (P, E) esnek b-acik komsulugu var ise

F ye E,” esnek noktasinda alttan b-siireklidir denir.

C) F, X in her esnek noktasinda esnek {istten (alttan) b-siirekli ise F ye X tlizerinde esnek

iistten (alttan) b-siireklidir denir.

Teorem 5.5.1.2. F: (X,%,E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimii i¢in asagidakiler
denktir;

i) F esnek tstten b-siireklidir.

ii) Y deki her esnek acik (G, K) kiimesi i¢in F* (G, K) kiimesi X de esnek b-agiktir.

iii) Y deki her esnek kapali (H, K) kiimesi i¢in F~(H, K) kiimesi X de esnek b-kapalidir.
iv) Y deki her esnek (B, K) kiimesi igin bcl(F" (B, K)) c F‘(bcl(B, K)) dir.

V) Y deki her esnek (G, K) kiimesi i¢in F*(int(G,K)) € bint(F*(G,K)) dur.

Ispat. (i=ii) E,* € F*(G,K) olmak iizere Y de herhangi bir esnek (G,K)
kiimesi alalm. Bu durumda F(E,*) € (G,K) oldugundan i) den E,* i igeren bir
(U,E) esnek b-acik kiimesi vardir o6yle ki F(U,E) € (G,K) dir. O halde

E* € (U,E) € int(cl(U, E)) U cl(int(U, E)) € int (cl(F+(G,K))) el (int(F+(G,K)))

olacagindan F*(G,K) € int (cl(F*(G, K))) Ucl (int(F+(G, K))) oldugunu elde

ederiz. Dolayisiyla F* (G, K) kiimesi X de esnek b-agiktir.
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(ii=iii) Y de herhangi bir (H, K) esnek kapali kiimesi i¢in ¥ — (H, K) esnek acik kiime
olup ii) den F* (17 — (H, K)) esnek b-acik kiimedir. F* (17 — (H, K)) =% —F (H,K)

oldugundan X — F~(H, K) esnek b-acik kiime dolayistyla F~(H, K) esnek b-kapalidir.

(ili=iv) Y de herhangi bir (B,K) esnek kiimesi i¢in cl(B,K) esnek kapali kiime
oldugundan iii) ozelliginden F~(cl(B,K)) esnek b-kapali kiimedir. O halde

bel(F~(B,K)) € bel (F~(cl(B,K))) = F~(cl(B,K)) dur.

(iv=>v) Y deki herhangi bir (G,K) esnek kiimesi igin iv) Ozelliginden
bcl (F_ (Y — (G,K))) CF~ (cl (17 — (G,K))) oldugundan esnek tiimleyen alinirsa
%—F- (cl (7- G K))) & X — bel (F- (7- G K))) oldugu elde edilir. Boylece
F* (Y —cl (Y — (G,K))) & bint ()? —F~ (17 - (G,K))) bulunur ve buradan da
F* (int (r-(7-@ K)))> & bint <F+ (7-(7- (G,K)))) elde edilir. O halde
F*(int(G,K)) € bint(F*(G,K)) bulunur.

(v=>i) Y deki herhangi bir (B,K) esnek kiimesi igin v) Ozelliginden
F*(G,K) = F*(int(G,K)) € bint(F*(G,K)) olur. O halde F*(G,K) esnek b-agik

kiimedir.

Teorem 5.5.1.3. F: (X,%,E) = (Y,7,K) esnek kiime degerli dontisiimii i¢in asagidakiler
denktir;

1) F esnek alttan b-siireklidir.

i) Y deki her esnek acik (G, K) kiimesi i¢in F~ (G, K) kiimesi X de esnek b-agiktir.

iii) Y deki her esnek kapali (H, K) kiimesi i¢in F*(H, K) kiimesi X de esnek b-kapalidir.
iv) Y deki her esnek (B, K) kiimesi igin bcl(F*(B,K)) € F*(bcl(B, K)) dir.

V) Y deki her esnek (G, K) kiimesi i¢in F~(int(G,K)) € bint(F~(G,K)) dur.

vi) X deki her esnek (U, E) kiimesi igin F(bcl(U, E)) c cl(F(U, E)) dir.
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Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde i), ii), iii), iv) ve v) in denk oldugu

gosterilebilir. Biz sadece V) ile vi) nin denk oldugunu gosterecegiz.

(v=>vi) X deki herhangi bir (U,E) esnek kiimesini alalim. Bu durumda

F(bel(U,E)) = F (U, E) T [int(cl(U, E)) A cl(int (U, E))]) =

F(U,E) U F (int(cl(U, E)) A cl(int(U, E))) € F(U, E) T F(cl(U, E)) = F(cl(U, E))

bulunur.

(vi=iii) Y deki herhangi bir (H,K) esnek kiimesini alalim. Bu durumda

F(F*(H,K)) € (H,K) oldugundan F*(H,K) esnek kiimesi igin vi) ozelliginden
F (bcl(F+(H, K))) & cl (F(F+(H, K))) & cl(H,K) = (H,K) bulunur. Dolayistyla

bel(F*(H,K)) € F*(H,K) bulunur ki bu da F*(H,K) nin esnek b-kapali oldugunu

gosterir.

Ornek 5.5.1.4. X = {x1,%,,%3,%,}, Y = {y1,y2} evrensel kiimeleri, E = {e}, K = {k}
parametre kiimeleri ve ¥ = {®, X, (G1, E), (G,,E), (G5, E)} ve © = {®,Y, (H,K)} esnek
topolojileri verilmis olsun. Burada (G, E) = {(e,{x4})}, (G1,E) = {(e,{x1, 221},
(G, E) ={(e,{x1,x2,x,})} ve (H,K)={(k {y:}} dir. w:X—>Y kiime degerli
doniisimii ve p: E — K doniisimii u(x1) = {y2}, u(xz) = {y2}, u(x3) = {y1}, u(xy) =
Y, p(e) = k seklinde tanimlansin. Bu durumda F: (X, %, E) — (Y,7,K) esnek kiime
degerli donligimii iistten b-siireklidir, ¢iinkii Y deki esnek agik (H,K) kiimesi i¢in

F*(H,K) = {(e, {x,})} kiimesi X de esnek b-agiktr.

Ornek 5.5.1.5. X = {x;,%5,X3,%4}, Y = {y1,y2} evrensel kiimeler, E = {e}, K = {k}
parametre kiimeleri ¥ = {®, X, (G{,E), (G5, E), (G5, E)} ve 0 ={®,Y,(H,K)} esnek
topolojiler olsun. Burada (Gy,E) = {(e,{x4})}, (G, E) = {(e,{x1,x2:})}, (G1,E) =
{(e,{x1,x2, x4} ve (H,K) = {(k,{y.})} dir. w:X =Y kiime degerli doniisiimii ve
p:E — K donistimii u(x1) = {y2}, u(xz) = {y2}, u(x3) = {y1}, ulxs) =Y, ple) =k
seklinde tanimlansmn. Bu durumda F:(X,7,E) — (Y,0,K) esnek kiime degerli
doniisimii alttan b-siireklidir, ¢iinkii Y deki esnek acik (H, K) kiimesi i¢in F~(H,K) =

X kiimesi X de esnek b-agiktir.
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5.5.2. Esnek b-Kararsiz Kiime Degerli Doniisiimler

Bu alt kisimda, esnek topolojik uzaylar arasinda tanimli b-kararsiz (b-irresolute) kiime

degerli doniistimler tanimlanmig ve 6zellikleri incelenmistir.

Tamm 5.5.2.1. (X,%,E), (Y,0,K) iki esnek topolojik uzay ve F:(X,%7,E) = (Y,7,K)

esnek kiime degerli bir doniisiim olsun.

a) F(E,®) € (G,K) olan her (G,K) esnek b-acik kiimesi i¢in E,” € (P, E) oldugunda
F(E.?) € (G,K) sartin1 saglayan E,* in bir (P, E) esnek b-agik komsulugu varsa F ye

E.” esnek noktasinda iistten b-kararsizdir denir.

b) F(E,* )N (G,K) # @ olan her (G,K) esnek b-acik kiimesi i¢in E,” € (P,E)
oldugunda F(E,”) N (G,K) + @ sartim saglayan E,* in bir (P,E) esnek b-agik

komsulugu varsa F ye E,* esnek noktasinda alttan b-kararsizdir denir.

¢) F, X in her esnek noktasinda esnek lstten (alttan) b-kararsiz ise F ye X {izerinde

esnek iistten (alttan) b-kararsizdir denir.

Teorem 5.5.2.2. F: (X,%,E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimii i¢in asagidakiler
denktir;

i) F esnek alttan b-kararsizdir.
ii) Y deki her esnek b-agik (G, K) kiimesi igin F~ (G, K) kiimesi X de esnek b-agiktir.

iii) Y deki her esnek b-kapali (H,K) kiimesi i¢in F*(H,K) kiimesi X de esnek b-
kapalidir.

Ispat. (i=ii) E,* € F~(G,K) olmak iizere Y de herhangi bir (G,K) esnek b-agik
kiimesi alalim. F esnek alttan b-kararsiz oldugundan E.* esnek noktasinin bir
(U,E) esnek b-agik kiimesi vardir oyle ki (U,E) € F~(G,K) dir. O halde
(U,E) = bint(U,E) € bint(F~(G,K)) bulunur ve E,* € bint(F~(G,K)) olur.
Boylece F~(G,K) € bint(F (G, K )) ve dolayisiyla F~ (G, K) kiimesi esnek b-agiktir.

(ii=iii) Y de herhangi bir (H,K) esnek b-kapali kiimesi icin ¥ — (H,K) esnek b-acik

kiime olup hipotezden F~ (17—(H,K)) bir esnek Db-agik kiimedir. Bu durumda
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F- (Y — (H, K)) =X — F*(H,K) oldugundan X — F*(H,K) esnek b-agik kiime
dolayisiyla F*(H, K) esnek b-kapalidir.

~

(iii=i) E,* € F~ (G, K) olmak iizere Y de herhangi bir (G, K) esnek b-agik kiimesi igin
7 — (G, K) esnek b-kapals kiime olup iii) F* (¥ — (6,K)) = X — F~(G, K) esitliginden
F~(G,K) esnek b-a¢ik kiimedir. F~(G,K) = (U, E) olarak alirsak (U, E) kiimesi E,” i
iceren bir esnek b-acik kiime olup (U,E) € F~(G,K) dir. O halde F esnek alttan b-

kararsizdir.

Teorem 5.5.2.3. F: (X, %, E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimii i¢in asagidakiler
denktir;

I) F esnek istten b-kararsizdir.
ii) Y deki her esnek b-acik (G, K) kiimesi i¢in F* (G, K) kiimesi X de esnek b-agiktir.

iii) Y deki her esnek b-kapali (H,K) kiimesi i¢in F~(H,K) kiimesi X de esnek b-
kapalidir.

Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde ispat1 yapilabilir.

Teorem 55.24. F:(X,T,E) - (Y,0,K) ve G:(Y,0,K) = (Z,6,L) iki esnek kiime
degerli doniistim olsun. Bu durumda GoF:(X,T,E) — (Z,6,L) esnek kiime degerli

doniisiimii i¢in asagidakiler dogrudur;

i) F esnek lstten (alttan) b-siirekli ve G esnek tistten (alttan) siirekli ise GoF esnek

iistten (alttan) b-siireklidir.
il) F ve G esnek tstten (alttan) b-kararsiz ise GoF esnek iistten (alttan) b-kararsizdir.

iii) F esnek istten (alttan) b-kararsiz ve G esnek iistten (alttan) b-siirekli ise GoF esnek

iistten (alttan) b-siireklidir.

Ispat. i) (H,T) kiimesi Z de esnek agik bir kiime olsun. G esnek iistten siirekli
oldugundan G*(H,T) kiimesi Y de esnek agiktir. F esnek {istten b-siirekli oldugundan
F +(G *(H, T)) = (GoF)*(H,T) esnek b-acik kiimedir. Dolayisiyla GoF esnek iistten b-

stureklidir.
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i) (H,T) kiimesi Z de esnek b-agik bir kiime olsun. G esnek iistten b-kararsiz bir

doniisiim oldugundan G*(H,T) kiimesi Y de esnek b-acik kiimedir. F esnek iistten
b-kararsiz bir déniisim oldugundan F*(G*(H,T)) = (GoF)*(H,T) esnek b-agik

kiimedir. Dolayisiyla GoF esnek listten b-kararsizdir.

iii) (H,T) kiimesi Z de esnek agik bir kiime olsun. G esnek tistten b-siirekli bir doniisiim
oldugundan G*(H,T) kiimesi Y de esnek b-acik kiimedir. F esnek {istten b-kararsiz
bir doniisiim oldugundan F*(G*(H,T)) = (GoF)*(H,T) esnek b-acik kiimedir.

Dolayistyla GoF esnek iistten b-siireklidir.

Teorem 5.5.25. F:(X,%,E) - (Y,0,K) ve G:(Y,0,K) = (Z,6,L) iki esnek kiime
degerli doéniisiim olsun. Bu durumda GoF:(X,T,E) — (Z,6,L) esnek kiime degerli

dontisiimii i¢in asagidakiler dogrudur;
i) F esnek alttan b-siirekli ve G esnek alttan siirekli ise GoF esnek alttan b-stireklidir.
i) F ve G esnek alttan b-kararsiz ise GoF esnek alttan b-kararsizdir.

iii) F esnek alttan b-kararsiz ve G esnek alttan b-siirekli ise GoF esnhek alttan b-

sureklidir.

Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde yapilabilir.
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5.6. Esnek B-siirekli Kiime Degerli Doniisiimler

Bu kisimda, oncelikle esnek S-acik (B-kapali) kiimeler ile ilgili temel &zellikler
verilmistir. Daha sonra esnek topolojik uzaylarda S-siirekli kiime degerli doniisiimler

tanimlanarak temel 6zellikleri incelenmistir.

Tammm 5.6.1. (X,7,E) esnek topolojik uzayinda (F,E) bir esnek kiime olsun. Eger
(F,E) € cl (int (cl((F, E)))) ise (F,E) esnek kiimesine esnek B-agiktir denir. Esnek

B-acik kiimenin tiimleyenine de esnek S-kapalidir denir (Arockiarani ve Lancy, 2013).

(X, T,E) esnek topolojik uzayindaki tiim esnek [-agik ve esnek f-kapali kiimelerin
ailesi sirastyla SBOS(X) ve SBCS(X) ile gosterilmistir.

Tamm 5.6.2. (X, T, E) esnek topolojik uzayinda (F, E') bir esnek kiime olsun.
I.(F, E) esnek kiimesinin esnek B-kapanist

sBcl(F,E) =N {(G,E): (G, E) esnek B-kapali kiime ve (F,E) € (G,E)}

ii. (F,E) esnek kiimesinin esnek S-igi

sBint(F,E) =U {(0,E): (0,E) esnek B-a¢ik kiime ve (0,E) € (F,E)}
bigiminde tanimlanir.

O halde sBcl(F,E) kiimesi, (F,E)’yi kapsayan en kiiciikk esnek [-kapali kiimedir.
Ayrica spBint(F,E) kimesi, (F,E)’nin kapsadigi en biiyiik esnek B-agik kiimedir
(Akdag and Ozkan, 2014).

Onerme 5.6.3. Bir (X, %, E) esnek topolojik uzayimnda asagidakiler dogrudur;
i. Esnek B-agik kiimelerin keyfi birlesimleri de esnek S-agiktir.

ii. Esnek B-kapali kiimelerin keyfi kesisimleri de esnek [-kapalidir. (Yumak ve
Kaymakei, 2013).

Onerme 5.6.4. Bir (X,%,E) esnek topolojik uzaymnda (F,E) esnek kiimesi igin
asagidakiler dogrudur;

i. (F,E) € SBCS(X, T, E) ancak ve ancak (F,E) = sBcl(F,E)
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ii. (F,E) € SBOS(X,%,E) ancak ve ancak (F,E) = sBint(F,E) (Akdag and Ozkan,
2014).

Teorem 5.6.5. (X,7,E) esnek topolojik uzayinda (F,E), (G,E) esnek kiimeleri igin
asagidakiler dogrudur:

i. (sBel(F,E))" = spint((F, E)°)

ii.(spint(F, E))" = sBcl((F, E)°)

iii. (F,E) € (G,E) ise sBcl(F,E) € sBcl(G,E)

iv. (F,E) € (G, E) ise sBint(F,E) € sBint(G,E)

V. sBcl(@) = @ ve spcl(X) = X

Vi. spint (@) = @ ve spint(X) = X

vii. spcl((F,E) A (G, E)) € sBcl(F,E) A spcl(G,E)

viii. sgint((F,E) 0 (G, E)) 3 sBint(F,E) U sBint (G, E)

ix. sBcl(sBcl(F,E)) = sBcl(F,E)

X. spint(spint(F,E)) = spint(F,E) (Akdag and Ozkan, 2014).
Teorem 5.6.6. Bir (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda asagidakiler dogrudur;
i. T € SROS(X).

ii. X’de (G, E) esnek kiime olmak tizere (F,E) € (G,E) C cl(int(F, E)) olacak sekilde
(F, E) esnek én-acik kiimesi varsa, (G, E) esnek S-aciktir. (Akdag and Ozkan, 2014).

Teorem 5.6.7. Bir (X, 7, E) esnek topolojik uzaymda (F, E) esnek kapali kiime ve
(G, E) esnek B-agik kiime ise, (F,E) U (G, E) esnek B-agiktir (Akdag and Ozkan,
2014).

Tammm 5.6.8. (X,7,E), (Y,0,K) iki esnek topolojik uzay ve F:(X,%,E) - (Y,0,K)

esnek kiime degerli bir doniisiim olsun.
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a) F(E,®) € (G,K) olan her esnek acik (G,K) kiimesi i¢in E,” € (P,E) oldugunda
F(E,?) € (G, K) sartim saglayan E,* in bir (P, E) esnek -agik komsulugu var ise F ye

E.” esnek noktasinda iistten a-siireklidir denir.

b) F(E,*) 0 (G,K) # @ (G,K) olan her esnek acik (G,K) kiimesi i¢in E,” € (P,E)
oldugunda F(E.?) N (G,K) # @ sartim1 saglayan E,* in bir (P,E) esnek fB-acik

komsulugu var ise F ye E,* esnek noktasinda alttan a-siireklidir denir.

¢) F doniisimii X in her esnek noktasinda esnek tstten (alttan) B-siirekli ise F ye X

tizerinde esnek iistten (alttan) f-siireklidir denir.

Onerme 5.6.9. F: (X,T,E) = (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimii esnek {istten f3-
siireklidir ancak ve ancak Y deki her esnek agik (G, K) kiimesi i¢in F*(G, K) kiimesi X
de esnek S-aciktir.

Ispat. Kabul edelim ki (G,K), F(E,*) € (G, K) sartinz1 saglayan bir esnek acik kiime
olsun. Bu durumda F iistten fB-siirekli oldugundan E,” in bir (P,E) esnek S-acik
komsulugu vardir dyle ki her E,” € (P,E) i¢in F(E,?) € (G,K) dir. Bu da F*(G,K)
nin X de esnek f-agik kiime oldugunu gosterir. Diger yonii F in esnek istten f3-

stireklilik tanimindan agiktir.

Onerme 5.6.10. F: (X, %,E) — (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimii esnek alttan -
stireklidir ancak ve ancak Y deki her esnek agik (G, K) kiimesi i¢in F~(G, K) kiimesi X
de esnek S-agiktir.

Ispat. Yukaridaki 6nermeye benzer sekilde ispat: yapilabilir.

Teorem 5.6.11. F: (X,%,E) — (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimii i¢in asagidakiler
denktir:

1) F esnek lstten S-siireklidir.

ii) Y deki her esnek kapali (H, K) kiimesi i¢in F~(H, K) kiimesi X de esnek -kapalidir.

i ¥ deki her esnek (6, K) kiimes icin int (cl (int(F~(G,K)) ) ) & F~(c1(6, K))
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Ispat. (i = ii) Y deki herhangi bir esnek kapali (H, K) kiimesi i¢in X — (H, K) kiimesi
esnek acik kiime olup F* (17 — (H, K)) =X —F (H,K) esnek B-acik kiimedir.

Dolayisiyla F~(H, K) kiimesi X de esnek S-kapali kiimedir.

(ii=i) Kabul edelim ki (G,K), F(E,*) € (G,K) sartim1 saglayan bir esnek acik kiime
olsun. Hipotezden, F* (G, K) kiimesi E,” i iceren bir esnek kiimedir. F*(G,K) = (P,E)
olarak alirsak F(P,E) € (G, K) dir. O halde F esnek tistten S-stireklidir.

(ii=iii) Y deki herhangi bir (G, K) esnek kiimesi i¢in cl(G,K) Y de f-kapali kiimedir.
Dolaysiyla F~(cl(G,K)) X de B-kapali kiimedir. O halde int (cl (int(F"(G, K)))) c
int <cl (int (F—(cz(G,K))))> & cl (F—(cl(c, K))) = F~(cl(G, K)) bulunur.

(iii=i) (G,K), Y deki herhangi bir esnek acik kiime olmak iizere Y — (G,K)
esnek kapalidir. (B,E) =F* (17 — (G,K)) olarak almirsa (B,E) C F‘(F(B,E))
oldugundan int (cl(int(B, E))) € int (cl (int(F~(F (8, E)) ))) & F~(cl(F(B,E)))

olur. Boylece F (int (cl(int(B,E)))) c cl(F(B,E)) oldugu elde edilir. Yani
F| int (cl <int (F+ (-, K))))) & cl (F <F+ (-G, K))))zcl (7-@G.0)

:(17 - (G, I()) dir. Buradan int <cl <int <F+ (17 — (G,K))))) c F* (17 — (G,K))
olur. Bu da F*(G,K) € int (cl (int(F+(G,K)))> oldugunu dolayisiyla F*(G,K) nin
esnek [-acik kiime oldugunu gosterir. O halde F esnek tistten S-siireklidir.

Teorem 5.6.12. F: (X,T,E) — (Y, 7, K) esnek kiime degerli doniisiimii i¢in asagidakiler
denktir;

1) F esnek alttan g-stireklidir.

ii) Y deki her esnek kapali (H, K) kiimesi i¢in F*(H, K) kiimesi X de esnek B-kapalidur.

i) ¥ deki her esnek (G, K) kiimesi icin int (d (int(F* (G, K)))> & FH(cl(G, )
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iv) X deki her esnek (A, E) kiimesi igin F (int (cl(int(a, E)))) & cl(F(4,E)) dir.

Ispat. (iii = iv) (4, E), X deki herhangi bir esnek kiime olsun. (4,E) € F+(F(A, E))

oldugundan Y deki F(A,E) esnek kiimesi icin iii) Ozelliginden elde ederiz ki
int (cl(int(4,E))) € int <cl (int (F*(F4, E))))) & F* (cl(F(4, E))) dir. O halde
F (int (ct(int(a, E)))) & cl(F(A,E)) olur.

(iv=1) (G,K), Y deki herhangi bir esnek agik kiime olmak iizere ¥ — (G,K) esnek

kapali kiime olup (A,E)=F~ (17 - (G, K )) olarak almirsa bu durumda
F <int <cl int (F— (7- (G,K))))) & cl <F (F— (17 - (G,K)))) &F- (17 — (G, K))
bulunur. O halde int (cl <int (F- (7-, K))))) & F~ (7 - (6,K)) ve buradan

F~(G,K) € int (cl (int(F- (G, K)))) dir. Dolayssiyla F~(G, K) esnek B-acik kiimedir

ve F esnek alttan S-siireklidir.

Teorem 5.6.13. F:(X,%,E) — (Y,0,K) ve G:(Y,0,K) - (Z,9,L) iki esnek kiime
degerli doniisiim olsun. Eger F esnek iistten f-siirekli ve G esnek iistten siirekli ise bu
durumda GoF: (X,%,E) - (Z,9,L) esnek kiime degerli doniisiimii de esnek iistten f3-

sureklidir.

Ispat. (M,L), Z de herhangi bir esnek kiime olsun. G esnek iistten siirekli oldugundan
G*(M,L) kiimesi Y de esnek agik bir kiimedir. F esnek {istten S-siirekli oldugundan
F*(G*(M,L)) = (GoF)*(M,L) kiimesi X de esnek B-agik bir kiimedir. Dolayisiyla

GoF esnek kiime degerli doniisiimii esnek tistten B-siireklidir.

Teorem 5.6.14. F:(X,%,E) » (Y,0,K) ve G:(Y,0,K) — (Z,9,L) iki esnek kiime
degerli doniisiim olsun. Eger F esnek alttan S-siirekli ve G esnek alttan siirekli ise bu
durumda GoF:(X,%) — (Z,9,L) esnek kiime degerli doniisiimii de esnek alttan f3-

sureklidir.

Ispat. Yukaridaki teoreme benzer sekilde ispat: yapilabilir.
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5.7. Esnek Kiime Degerli Doniisiimlerin Siireklilik Tiirleri Arasindaki Tliskiler

Bu kisimda, tez i¢inde tanimlanan esnek siirekli kiime degerli doniisiimler arasindaki
iligkiler incelenmis, ters gerektirmeler igin drnekler verilmis ve son olarak bu iligkilerin

bir semasi olusturulmustur.

Onerme 5.7.1. Esnek siirekli kiime degerli doniisiimler arasinda asagidaki iliskiler

vardir.

i) Her tistten esnek siirekli kiime degerli doniisiim iistten esnek a-siireklidir.

i) Her iistten esnek a-stirekli kiime degerli doniisiim {istten esnek én-stireklidir.
iii) Her tstten esnek a-siirekli kiime degerli doniisiim tistten esnek yari-siireklidir.
Iv) Her tstten esnek on-siirekli kiime degerli dontisiim iistten esnek b-stireklidir.
V) Her iistten esnek yari-siirekli kiime degerli doniisiim iistten esnek b-siireklidir.
vi) Her iistten esnek b-siirekli kiime degerli doniisiim tistten esnek S-stireklidir.
Ispat. Esnek kiimelerin tanimlar1 dikkate alindiginda ispat agiktir.

Uyari 5.7.2. Bu 6nermelerin terslerinin her zaman dogru olmadig1 asagidaki 6rneklerle

gosterilmistir.

Ornek 5.7.3. X = {x;,x,}, Y = {y1, .} evrensel kiimelerine ait parametre kiimeleri ve
esnek topolojiler sirasiyla E = {e;,e,}, K = {ky, k,} ve #={®,X,(G,E)} ve 0=
{®,Y,(H,K)} olsun. Burada (G,E) = {(e,, {x,D} ve (H,K) ={(ki.{y,}).(k2,Y)} dir.
u: X - Y kiime degerli dontisiimii ve p: E —» K dontsimi u(x;) =Y, u(xy) = {y.},
p(e;) = k1, p(ez) =k, seklinde tanimlansin. Bu durumda F:(X,7,E) — (Y,7,K)
esnek kiime degerli doniistimii tistten a-siireklidir fakat tistten siirekli degildir, ¢linkii Y
deki esnek acik (H, K) kiimesi i¢in F*(H,K) = {(ey, {x,}), (e2, X)} kiimesi X de esnek

a-agik kiimedir fakat esnek agik kiime degildir.

Ornek 5.7.4. X = {x;,x5,%3}, Y = {y1,y2y3} evrensel kiimelerine ait parametre
kiimeleri ile esnek topolojiler sirasiyla E = {eq, ez}, K ={ky,k2} ve
F={®,X,(G,E),(G,,E),(G3,E)} ve ©v={a,¥,(H,K)} olsun. Burada
(G1, E) = {(e1, {x1}), (e2, {x2 1)}, (G2, E) = {(eq, {x2}), (e2, {x3}}, (G3,E) =
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{(es, {x1,x5}), (€2, {x2,x3})} ve (H,K) ={(ky,{y: D} dir. w:X > Y kiime degerli
déniisiimii ve p: E > K déniisimii u(xy) = {y1}, ulxz) = {y1, y2}, ulxs) = {yz y3}
p(e;) = k1, p(e;) = k, seklinde tamimlansin. Bu durumda F:(X,%,E) - (Y,7,K)
esnek kiime degerli donlisiimii tstten b-siireklidir fakat tstten yari-siirekli degildir,
ciinkii Y deki esnek acgik (H, K) kiimesi igin F*(H,K) = {(e, {x,})} kiimesi X de esnek
b-ag¢ik kiimedir fakat esnek yari-agik kiime degildir.

Ornek 5.7.5. X = {x1,%5, %3}, Y = {y1, V2 y3} evrensel kiimelerine ait parametre
kiimeleri ile esnek topolojiler swrasiyla FE ={ej,e;}, K ={ki, k2} Ve
#={®,X,(G,E), (G, E),(G3,E)} ve 0 ={d,Y,(H,K)} olsun. Burada (G, E) =
{(er, {x1}), (€2, {x21}.(G2, E) = {(ey, {x2}), (2, {x31)},

(G3, E) = {(eg, {x1,x2}), (€2, {x2, 231} ve  (H,K) ={(ki{y1}).(k2{y1, y.}} dir.
u:X -» Y kime degerli dontisimii ve p: E — K dontstimi u(xy) = {y;}, u(xy) =
{yi,v2} ulxs) ={yy, v3} p(e;) = k1, p(ez) = k, seklinde tanimlansin. Bu durumda
F:(X,7,E) - (Y,7,K) esnek kiime degerli doniistimii tistten yari-siireklidir fakat tistten
a-siirekli degildir, ¢iinkii Y deki esnek agik (H,K) kiimesi i¢in F¥(H,K) =
{(e1, {x1}), (e4, {x1,x,})} kiimesi X de esnek yari-agiktir fakat esnek a-agik degildir.

Ornek 5.7.6. X = {x;,x,,%3}, Y = {y1,y2,y3} evrensel kiimelerine ait parametre
kiimeleri  ile esnek topolojiler sirasiyla E = {e;, ez}, K ={ky,k2} Ve
T ={®,X,(G,E),(Gy,E),(G3,E)} ve 9 ={d,Y,(H K)} olsun. Burada (G, E) =
{(e1, {x1}), (e2, (22D },(G2, E) = {(e1, {x2}), (€2, Ix31)},

(G3, E) = {(eq, {x1,x2}), (€5, {x2, %31} ve (H,K) ={(k1,{y1,y.}} dir. u: X - Y kiime
degerli doniisimi ve p:E — K doniisimi u(x;) = {y,}, u(x) = {yy,y2}, ulxz) =
{v.,vs} p(ey) = k1, p(ez) = ky seklinde tanimlansin. Bu durumda F:(X,%,E) —
(Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimii Ustten on-siireklidir fakat lstten a-siirekli
degildir, ¢linkii Y deki esnek agik (H,K) kiimesi i¢in F*(H,K) = {(eq, {x1,x: )}

kiimesi X de esnek dn-agik kiimedir fakat esnek a -acik kiime degildir.

Ornek 5.7.7. X = {x1,%3,%3,%4}, Y = {y1,y2} evrensel kiimeleri, E = {e}, K = {k}
parametre kiimeleri ve £ = {®, X, (G, E), (G5, E), (G3,E)}ve © = {&,Y,(H,K)} esnek
topolojiler olsun. Burada (Gi,E) = {(e,{x4s})}, (G1,E) ={(e,{x1,x,})}, (G1,E) =
{(e,{x1,x2, x4} ve (H,K) = {(k,{y:})} dir. w:X - Y kiime degerli doniigiimii ve
p:E — K doniisimi u(x1) = {y2}, u(x2) = {2}, u(x3) = {y1}, u(xs) =Y, p(e) =k
seklinde tanimlansm. Bu durumda F:(X,7,E) — (Y,0,K) esnek kiime degerli

111



doniistimii istten b-siireklidir fakat tistten esnek yari-siirekli degildir, ¢iinkii Y deki
esnek agik (H, K) kiimesi i¢in F*(H,K) = {(e, {x,})} kiimesi X de esnek b-agiktir fakat
esnek yari-agik degildir.

Ornek 5.7.8. X = {x1,%5,%x3}, Y = {y1, V2 y3} evrensel kiimelerine ait parametre
kiimeleri  ile esnek topolojiler swrasiyla E = {ej,e;}, K ={ki, k2} Ve
#={®,X,(G,E),(G,,E),(G3,E)} ve 9 ={d,Y,(H,K)} olsun. Burada (G, E) =
{(er, {x1}), (€2, {x21)}, (G2, E) = {(ey, {x2}), (€2, {x31)},

(G3,E) = {(e1, {x1,x2}), (2, {x2, x3})} ve (H,K)={(k2{yy.}} dir. w:X->Y
kiime degerli dontisimi ve p:E — K dontsimi u(x;) = {y;}, u(xy) = {y1,v2},
u(xs) ={y2y3} p(ey) =ki, p(ez) =k, seklinde tamimlansin. Bu durumda
F:(X,7,E) - (Y,7,K) esnek kiime degerli doniisiimii tistten B-stireklidir fakat iistten b-
strekli ~ degildir, ¢tnkii Y deki esnek agik (H,K) kiimesi igin
F*(H,K) = {(ey, {x1,x,})} kiimesi X de esnek B-agiktir fakat esnek on-agik degildir.

Not. Ustten esnek siirekli kiime degerli doniisiimler arasindaki iliskileri asagidaki sema

ile gosterebiliriz;

tistten esnek siirekli kiime degerli doniistim

H

uistten esnek a-siirekli kiime degerli doniisiim

7/ )

tistten esnek yari-siirekli iistten esnek on-siirekli

kiime degerli doniisiim kiime degerli doniisiim

\ i

ustten esnek b-siirekli kiime degerli doniisiim

H

iistten esnek S-siirekli kiime degerli dontisiim

Not: —> sembolil uygulamalarin her zaman dogru olmadigini géstermektedir.
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Onerme 5.7.9. Esnek siirekli kiime degerli doniisiimler arasinda asagidaki iliskiler

vardir;

1) Her alttan esnek siirekli kiime degerli dontisiim alttan esnek a-siireklidir.

ii) Her alttan esnek a-siirekli kiime degerli doniisiim alttan esnek én-siireklidir.
iii) Her alttan esnek a-siirekli kiime degerli doniisiim alttan esnek yari-stireklidir.
Iv) Her alttan esnek on-siirekli kiime degerli doniisiim alttan esnek b-siireklidir.
V) Her alttan esnek yari-siirekli kiime degerli doniisiim alttan esnek b-siireklidir.
vi) Her alttan esnek b-siirekli kiime degerli doniisiim alttan esnek g-siireklidir.
Ispat. Esnek kiimelerin tanimlar1 dikkate alindiginda ispat agiktir.

Uyar 5.7.10. Bu 6nermelerin terslerinin her zaman dogru olmadig: asagidaki 6rneklerle

gosterilmistir.

Ornek 5.7.11. X = {x;,x,}, Y = {y1, y.} evrensel kiimelerine ait parametre kiimeleri ve
esnek topolojiler sirasiyla E = {e;, e}, K = {ky,k;} ve ={®,X,(G,E)} ve ¥ =
{®,Y,(H,K)} olsun. Burada (G, E) = {(e;, {x, )} ve (H,K) ={(k1,{y1}).(Kz,{y.})} dir.
u: X - Y kiime degerli dontisiimii ve p: E —» K dontisimi u(x;) =Y, u(xy) = {y.},
p(e;) = k1, p(ez) =k, seklinde tanimlansin. Bu durumda F:(X,7,E) — (Y,7,K)
esnek kiime degerli doniistimii alttan a-siireklidir fakat alttan siirekli degildir, ¢iinkii Y
deki esnek acik (H, K) kiimesi i¢in F~(H,K) = {(es, {x,}), (€2, X)} kiimesi X de esnek

a-agik kiimedir fakat esnek agik kiime degildir.

Ornek 5.7.12. X = {x,x,,x3}, Y = {y1, V2, V3} evrensel kiimelerine ait parametre
kiimeleri ile esnek topolojiler swrasiyla E = {ej,e;}, K ={ki k;} Ve
t={®,X,(G,E), (G, E),(G3,E)} ve ©={d,Y,(H,K)} olsun. Burada (G, E) =
{(e1,{x1}), (e2, {21}, (G2, E) = {(e1, {x2}), (€2, {231},

(G3, E) = {(ey, {x1,x2}), (€2, {22, x31)} ve (H,K) ={(k1,{y:})} dir. w:X - Y kiime
degerli doniigimii ve p: E —» K doniisimi u(x;) = {y,}, u(xy) = {y1,y2}, ulx3) =
{v2,v3} p(ey) = ki1, p(ez) = k; seklinde tanimlansin. Bu durumda F:(X,%,E) -

(Y,0,K) esnek kiime degerli doniisimii altttan on-siireklidir fakat altttan a-siirekli
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degildir, ¢linkii Y deki esnek acik (H,K) kiimesi i¢in F~(H,K) = {(es, {x1,x,})}

kiimesi X de esnek dn-agik kiimedir fakat esnek a-acik kiime degildir.

Ornek 5.7.13. X = {x;,x5,x3}, Y ={y1,v2} evrensel kiimelerine ait parametre
kiimeleri ile esnek  topolojiler  sirasiyla E = {e}, K = {k} ve
T ={®,X,(G,E), (G, E),(G3,E)} ve 0={d,Y,(H K)} olsun. Burada (Gy,E) =
{(e,{x1}}, (G2, E) ={(e,{x2})}, (G3,E) = {(e,{x1,x2})} ve (H,K) ={(k{y.})} dir.
u: X - Y kiime degerli dontisiimii ve p: E = K dontsumi u(x,) = {y;}, u(xy) = {y2},
u(x3) =Y, p(e) = k seklinde tanimlansin. Bu durumda F: (X,%,E) - (Y,7,K) esnek
kiime degerli donlisiimii altttan yari-siireklidir fakat altttan a-siirekli degildir, ¢linkii Y
deki esnek acik (H, K) kiimesi igin F~(H, K) = {(eq, {x2,x3})} kiimesi X de esnek yari-
acik kiimedir fakat esnek a-acik kiime degildir.

Ornek 5.7.14. X = {x;,x,,x3}, Y = {y1,y.} evrensel kiimelerine ait parametre
kiimeleri ile esnek topolojiler sirastyla E = {e}, K = {k} ve
T ={®,X,(G,E),(Gy,E),(G3,E)} ve 9 ={d,Y,(H,K)} olsun. Burada (G, E) =
{(e,{fx1D}, (G2, E) = {(e,{x2D}, (G3,E) = {(e,{x1,x2})} ve (H,K) ={(k.{y:})} dir.
u: X - Y kiime degerli doniistimii ve p: E — K dontistimi u(x;) = {y;}, u(xy) = {y2},
u(x;) =Y, p(e) = k seklinde tanimlansin. Bu durumda F: (X,%,E) — (Y,0,K) esnek
kiime degerli doniistimii altttan b-siireklidir fakat altttan on-siirekli degildir, ¢linkii Y
deki esnek acik (H,K) kiimesi i¢in F~(H,K) = {(e, {x,,x3})} kiimesi X de esnek b-

acik kiimedir fakat esnek on-agik kiime degildir.

Ornek 5.7.15. X = {x, x5, %3}, Y = {y1, V2, V3} evrensel kiimelerine ait parametre
kiimeleri ile esnek topolojiler swrasiyla E = {ej,e;}, K ={ky k;} Ve
t={®,X,(Gy,E), (G, E), (G3,E)} ve o ={®,¥,(H,K)} olsun. Burada (Gy,E) =
{(er, {x1}), (€2, {x21)}, (G2, E) = {(eq, {x2}), (€2, {x31)},

(G3, E) = {(e1,{x1,x2}), (€3, {x2, x3})} ve (H,K) ={(ki,{y:})} dir. w:X - Y kiime
degerli doniisimi ve p:E — K dontsimi u(x;) = {y1}, u(xy) = {y1, y2}, ulxs) =
{y.,y3} pv(ey) = kq, p(ez) =k, seklinde tanimlansin. Bu durumda F:(X,7,E) —
(Y,0,K) esnek kiime degerli doniisiimii altttan b-stireklidir fakat altttan yari-siirekli
degildir, ¢linkii Y deki esnek acik (H,K) kiimesi i¢in F~(H,K) = {(e1, {x1,x2})}

kiimesi X de esnek b-agik kiimedir fakat esnek yari-agik kiime degildir.
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Ornek 5.7.16. X = {x;, x5, x3,%,}, Y = {y1, Y.} evrensel kiimeler, E = {e}, K = {k}
parametre kiimeleri ¥ = {®, X, (G, E), (G3, E), (G5, E)}ve v = {&,Y, (H,K)} esnek
topolojiler olsun. Burada (G4, E) = {(e,{xs )}, (G5, E) = {(e, {x1, %, D}, (G3,E) =
{(e,{x1,x2, x4} ve (H,K) = {(k,{y: )} dir. u: X - Y kiime degerli déniisiimii ve
p:E — K dontstimii u(x1) = {y2}, u(x2) = {y2}, u(xs) = {y1}, u(xs) =Y, p(e) = k
seklinde tanimlansin. Bu durumda F: (X, %, E) = (Y, 7, K) esnek kiime degerli
doniistimii alttan B-stireklidir fakat fakat alttan esnek b-siirekli degildir, ¢iinkii Y deki
esnek agik (H, K) kiimesi i¢in F~(H,K) == {(e, {x3,x4})} kiimesi X de esnek £ -
aciktir fakat esnek b-acik degildir.

Not. Alttan esnek siirekli kiime degerli doniisiimler arasindaki iligkileri asagidaki sema

ile gosterebiliriz;

alttan esnek siirekli kiime degerli doniisim

H

alttan esnek a-siirekli kiime degerli doniisiim

7/ )

alttan esnek yari-siirekli alttan esnek on-siirekli

kiime degerli doniisiim kiime degerli doniisiim

\ i

alttan esnek b-siirekli kiime degerli doniigiim

alttan esnek S-siirekli kiime degerli dontigiim

Not: —> sembolii uygulamalarin her zaman dogru olmadigini gostermektedir.
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6. ESNEK KUME DEGERLI DONUSUMLER iCiN UYGULAMALAR

Bu boliimde ilk olarak esnek kiime degerli doniisiimlerin medikal teshis yonteminde
kullanilmas: ile ilgili bir uygulama 6rnegi verilmistir. Ikinci olarak Pawlak (1981)
tarafindan tamimlanan bilgi sistemi verilmis, daha sonra esnek kiime degerli bilgi

sistemi tanimlanarak bununla ilgili bir uygulama 6rnegi verilmistir.

6.1. Esnek Kiime Degerli Doniisiimlerin Tibbi Teshis Uygulamasi

Tibbi uzmanlik Sisteminin onemli gorevlerinden birisi hastalarin sikayetleri ile bu
sikayetlerin 6nem derecelerini, muhtemel sebeplerin kiimesine ve tedavinin derecesine

doniistiirmektir. Bunun i¢in asagidaki adimlart inceleyelim.

1. Adim: X evreni hastaliklarin kiimesi ve E parametre kiimesi sikayetlerin 6nem
dereceleri kiimesi olmak tizere S(X,E) esnek kiime ailesi olusturulur. Bu durumda

(G, E) esnek kiimesi hastanin sikayetleri ve 6nem derecesini gosterecektir.

2. Adim: Y evreni hastaligin nedenleri kiimesi ve E parametre kiimesi tedavi yontemleri
kiimesi olmak tizere S(Y, K) esnek kiime ailesi olusturulur. Tedavi yontemi ile beraber
hastalik nedenleri esnek kiimeye kodlanir. Bu durumda (H, K) esnek kiimesi hastalik

nedenleri ve tedavi yontemini gosterecektir.

3. Adim: Hastanin sikayetleri alinarak bu sikayetlerin hasta icin 6nem dereceleri

belirlenir. Onem dereceleri ile beraber hastanin sikayetleri esnek kiimeye kodlanur.

4. Adim: u: X — Y kiime degerli doniistimii hastanin sikayetlerini hastaligin muhtemel
nedenlerine doniistiiren bir doniisim ve p:E — K fonksiyonu hastaligin 6nem
derecesini tedavi yontemine doniistiiren bir fonksiyon olsun. Bu durumda F:S(X,E) —
S(Y,K) esnek kiime degerli doniisiimii, hastanin sikayetlerini ve hastaligin onem

derecesini, hastaligin nedenleri ve tedavi yontemine doniistiiren bir doniisiim olacaktir.
Asagidaki kapsamli 6rnegi inceleyelim.

Ornek 6.1.

1. Adim: S(X, E) esnek kiime ailesi olusturalim.

x;= egzema
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X,= migren

x3=ucuk

x,= tedirginlik

Xs= bel agris1

X¢= eklem agrisi

x,= uykusuzluk

Xg= bas agrist

Xo= mide yanmasi

olmak tlizere X = {x4, x5, X3, X4, X5, X6, X7, Xg, Xo } hastaliklar kiimesi ve
e,= yiiksek 6nemde

e,= orta dbnemde

e;= diisiik 6nemde

e,= cok diisiik onemde

es= Onemsiz

olmak iizere E = {e4, e,, e3, e,} parametreler kiimesi olsun.
2. Adim: S(Y, K) esnek kiime ailesi olusturalim.
y,= istahsizlik

y,= alerji

y3= obezite

y,= moral bozuklugu

ys= depresyon

Ye= durus bozuklugu

y7= yorgunluk
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yg= kan basinci

Vo= asitlik

olmak iizere Y = {y1, ¥2, V3, Y4 Vs, Vo, V7, Vg, Vo } hastalik nedenleri kiimesi ve
k.= sik ve yiiksek etkili

k,= sik olmayan ve yiiksek etkili

ks= sik ve diisiik etkili

k4= sik olmayan ve diisiik etkili

k5= etkisiz

olmak tlizere K = {kq, k,, k3, k4, ks} tedavi yontemleri kiimesi olsun.

3. Adim: Tedavi i¢in uzmana gelen hastanin sikayetleri sdyledir:

Migren, tedirginlik ve bas agris1 hastaliklarindan 6nemli derecede muzdaribim. Bel
agris1 ve eklem agrisi sikayetlerim var. Bazen egzema, uykusuzluk ve mide yanmasi

rahatsizliklarim oluyor. Nadiren dudagimda uguklar olusuyor.

Hastanin verdigi bilgilere gore,

(G! E) = {(elt {xz, X4, x8}); (62' {x5' x6})' (63' {xll X7, xg}), (64_, {X3}), (eSl Q)}

esnek kiimesi olusturulur..

4. Adim: Medikal uzmanlik sistemi, elde edilen tibbi bilgileri asagidaki sekilde uygular.
u: X — Y kiime degerli doniistimii asagidaki sekilde tanimlansin.

u(xy) = {y2, ys}

u(xz) = {ya ¥s, yo}

u(x3) = {y7}

u(xs) = {4, ¥s}

u(xs) = {ye ¥7}

u(xe) = {y7}
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u(x7) = {y3,ys}
u(xg) = {y1,¥2}

u(x9) = {ys, ¥o}

Omegin u(x,) = {y,, ys} ifadesi egzema hastaligmin nedenlerinin alerji ve kan basinci

oldugunu ifade etmektedir.

p: E — K doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

ple)) =k
p(ez) =k,
p(es) = k3
ples) = ky
p(es) = ks

Ormnegin p(e;) = k; ifadesi 6nemli derecede sikayet edilen bir hastalik icin sik ve

yiiksek etkili tedavi yontemi uygulanmasi gerektigini ifade etmektedir.

F:S(X,E) = S(Y,K) esnek kiime degerli dontisiimii yardimiyla asagidaki sonug elde
edilir.
F(G,E) = {(ky, {y1,¥2, Y4 Y5, Yo}), (k2 {¥6, ¥7}), (k3,{¥2, ¥3, ¥5, V8, ¥o}), (ks {y7 1) }-

Ornegin sik ve yiiksek etkili tedavi uygulanmasi gerekenler; istahsizlik, alerji, moral

bozuklugu, depresyon ve asitliktir.
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6.2. Esnek Kiime Degerli Doniisiimler ve Bilgi Sistemleri

Asagida esnek kiime degerli donilisiimler ile bilgi sistemleri arasinda bazi iligkiler
oldugu gosterilmistir. Iyi bilinmektedir ki esnek kiimeler, 6zel bilgi sistemlerinin bir
sinifidir. Ayrica esnek kiimeler ve bilgi sistemleri ile ilgili aragtirma yapan
arastirmacilar ayni yapilarla ugrasmaktadir. Asagida oncelikle bilgi sistemi tanimi
verilmis, daha sonra da kiime degerli bilgi sisteminin tanimi verilmistir. Son olarak

kiime degerli bilgi sistemi ile ilgili bir 6rnek verilmistir.

Tanmm 6.2.1. U = {x;, x5, ..., X} tiim ilgili nesnelerin kiimesi ve A = {a,,a,, ..., a;,}
parametrelerin (nitelik) kiimesi olmak tizere (U, A, F,V) dortliisiine bir bilgi sistemi
(information system-1S) adi verilir. Burada V;, a; parametrelerinin deger kiimesi olmak

lizere V = UL, V; ve f;: U - V; olmak iizere F = {f}, f5, ..., fin} dir. (Pawlak, 1981)

Ornek. 6.2.2. U = {x1, %2, x3, X4, x5} kiimesi bir isletmenin bir departmaninda ¢alisan
kisileri ve A = {c, m, y} kiimesi de bu kisilere ait baz1 6zellikleri (c= cinsiyet, m= maas,
y= yas) gostersin. V;, ={erkek, kadm}, V},, = {diisiik, normal, yiiksek}, V,, ={geng, orta,
yasli} kiimeleri de sirasiyla cinsiyet, maas ve yas parametrelerine ait deger kiimelerini
gostersin. F = {f}, f>, f3} de asagidaki tabloda tanimlan f;:U — V; fonksiyonlar

araciligi ile belirli olsun.

f:U -V f1:U =V fi:U =V,
x; — erkek x; — normal X, — geng
x, — erkek x, — diisik X, = yash
x3 — kadmn x5 — yliksek X3 — yash
x4 — kadin x, — normal X4 = geng
xs — erkek x5 — yiiksek Xs — orta

Bu durumda x, ¢alisanma ait bilgi sistemi F,, = {erkek, diisiik, yash} seklinde olur.

Bunu asagidaki sekilde tablo ile de gosterebiliriz:

E, = cinsiyet maas yas

2

erkek distk yaslt
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Not. 6.2.3. i. Tanim 6.2.1. de V; = [0,1] olarak alinirsa bulanik bilgi sistemi (fuzzy

information system-FIS) adin1 alir.

il. Tamm 6.2.1. de f; fonksiyonu f;: U — P(I/}) kiime degerli doniisiim olarak alinirsa
kiime degerli bilgi sistemi (set-valued information system-SIS) adini alir. (Pei and
Miao, 2015)

Tamm 6.2.4. Eger tamm 6.2.1. deki f; fonksiyonu her j < m igin f;: U — P(V;) esnek
kiime degerli doniisiim olarak alinirsa bu durumda bu esnek bilgi sistemi, esnek kiime

degerli bilgi sistemi adin1 alir.
Esnek kiime degerli bilgi sistemi ile ilgili asagidaki kapsamli 6rnegi inceleyelim.

Ornek 6.25. U= {x;,x,}, a;=ev, a,=araba, a3 =sehir olmak iizere
A= {al, a,, a3} Olsun. Ayl‘lca I/ev = {hll hz, h3}, Varaba = {bll bz, b3, b4} ve

V.

senir = {€1, C2} olmak tizere V =V, U Vgpgpa U Viepir OlSUN. e; =ucuz, e, =giizel ve

e; =rahat olmak lizere E = {e,, e,,e5} olsun. G = {G,, G,, G3} i¢in
G1:U > Vo, Gy(x1) = (F, E) Ve Gy (xz) = (F,, E)

G2:U = Varapa  G2(x1) = (Hy, E) Ve Gy(x;) = (Hy, E)

G3:U = Vienir G3(x1) = (K, E) ve G3(x;) = (K3, E) olsun.

Burada gecen (Fi,E), (F,,E), (Hi,E), (HyE), (K,E), (K, E) esnek kiimeleri

asagidaki sekilde tanimlanmis olsun.

Fi:E = P(Vey), Fi(ey) = {hy, h3}, Fi(er) = {hy}, Fies) = {hy, hs}
Fp:E = P(Vey), Fy(er) = {hy, by}, Fi(ez) = {h3}, Fi(es) = {hy, hs)
H{:E - P(Vgrapa), Hi(ey) = {by, b3, by}, Hi(ey,) =@, Hi(e3) = {b,, by}
Hy: E = P(Varapa), Ha(er) = @, Hy(e;) = {bs}, Hy(e3) = {by, by}

Ki:E = P(Vsenir), K1(er) = {c1, 2}, Ki(ep) = {2}, Ki(es) = {c1}

Ky E - P(Vsehir)1 K;(e1) = {c1}, Kz(ep) ={cp}, Ky(e3) =@
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S(V) kiimesi V iizerindeki tiim esnek kiimeler olmak flizere p:U XA — S(V)

fonksiyonu asagidaki tabloda gosterildigi sekilde tanimlansin;

U a, a, as
xl (FllE) (HIIE) (Kle)
X2 (FZIE) (HZﬂE) (KZfE)

Her bir x € U igin p,: A — S(V) fonksiyonunu p, (a) = p(x, a) seklinde tanimlayalim.

Bu fonksiyonu x in kiime degerli bilgisi olarak gosterecegiz.

Ornegin, x, igin kiime degerli bilgi sistemi asagidaki sekilde olur;

Px, = ev araba sehir
(FZ;E) (HZJE) (KZIE)

Ev: e; =ucuz e, =giizel e; =rahat
{hy, hy} {hs} {h2, h3}

Araba: e; =ucuz e, =giizel e; =rahat
0 {b3} {by, b4}

Sehir: e; =ucuz e, =giizel e; =rahat

{c1} {c2} @

122




KAYNAKLAR

Akdag, M. (1991). 2Y-Uzerindek@' Cesitli Topolojiler ve Cogul-Degerli Fonksiyonlarin
Sureklilikleri. Cumhuriyet Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisti Matematik Bilim
Dali (Yiksek Lisans tezi), 54s, Sivas.

Akdag, M., Erol, F. (2014). Upper and Lower Continuity of Soft Multifunctions. Appl.
Math. Inf. Sci.,7, 1-8.

Akdag, M., Erol, F. (2015). Fuzzy Almost g-Continuous Multifunctions. Internat.
Jour. of Physical and Mathematical Sciences, Vol 5, No 1, pp.197-205.

Akdag, M., Ozkan, A. (2014). Soft a-Open Sets and Soft a-Continuous Function.
Hindawi Publishing Corporation Abstract and Applied Analysis Volume, Article
ID 891341, 7 pages.

Akdag, M., Ozkan A. (2014). On Soft Preopen Sets and Soft Pre Separation Axioms.
Gazi University Journal of Science GUJ Sci. 27(4):1077-1083.

Akdag, M., Ozkan, A. (2014). On Soft 8-Open Sets and Soft g-Continuous Functions.
Hindawi Publishing Corporation, Scientific World Journal Volume, Article ID
843456, 6 pages.

Akdag, M., Ozkan, A. (2014). Soft b-open sets and soft b-continuous functions. Math
Sci 8:124 DOI 10.1007/s40096-014-0124-7.

Aktas, H., Cagman, N. (2007). Soft sets and soft groups. Inform. Sci., 177 (13), 2726-
2735.

Ali, M.1., Feng, F., Liu, X., Min, W.K,, and Shabir, M. (2009). On some new
operations in soft set theory. Computer and Mathematics with Applications, 57,
1547-1553.

Arokia, L., Arockiarani, L. (2013). On soft 5-separation axioms. International Journal
of Mathematical Archive, 1 (5).

Arockiarani, L., Lancy, A.A. (2013). Generalized soft gS-closed sets and soft gsg-
closed sets in soft topological spaces. International Journal of Mathematical
Archive, 4 (2), 1-7.

Aygunoglu, A., Aygun, H. (2012). Some notes on soft topological spaces. Neural
Computer and Applications, 21 (1) 113-1109.

Berge, C. (1959). Topological Spaces. Macmillian, New York, 1963. English
translation by E. M. Patterson of Espaces Topologiques et Fonctions Multivoques,
published by Dunod, Paris.

Bridgland, T.F., (1970). Trajectory integrals of set valued functions. Pasific J. Math.,
33, 43-67.

Cagman, N., Enginoglu, S. (2010). Soft set theory and uni-int decision making. Eur. J.
Oper. Res., 207, 848-855.

123



Cagman, N., Enginoglu, S. (2010). Soft matrix theory and its decision making.
Computers and Mathematics with Applications, 59: 3308-3314.

Cagman, N., Karatas, S., and Enginoglu, S. (2011). Soft topology. Computer and
Mathematics with Applications, 62, 351-358.

Chen, D.G., Tsang, E.C.C., Yeung, D.S., and Wang, X.Z. (2005). The
paremeterization reduction of soft sets and itsapplications. Comput. Math. Appl.,
49757-763.

Chen, B. (2013). Soft semi-open sets and related properties in soft topological spaces.
Applied Mathematics and Information Sciences,7 (1), 287-294.

Choquet, G. (1947). Convergences. Grenoble Uni. Anall., vol. 23, 57-112.

Ekici, E. (1996). Fuzzy Fonksiyonlarin ve Fuzzy CoZul Fonksiyonlarm Cesitli
Siireklilik Tiplerinin Birlestirilmesi. Cumhuriyet Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii Matematik Bilim Dali (Yiksek lisans tezi), 53s, Sivas.

Feng, F., Jun, Y.B., and Zhao, X.Z. (2008). Soft semirings. Computers and
Mathematics with Applications, 56, 2621-2628.

Georgiou, D.N., Megaritis A.C., and Petropoulos, V.I. (2013). On Soft Topological
Spaces, Appl. Math. Inf. Sci. 7, No. 5, 1889-1901.

Georgiou, D.N., Megaritis, A.C. (2013). Soft Set Theory and Topology, Applied
General Topology, 14.

Hussain, S., Ahmad, B. (2011). Some properties of soft topological spaces. Computer
and Mathematics with Applications, 62, 4058-4067.

llango, G., Arun, B., and Kumar,S.K. (2014). Some properties of soft a-open sets in
soft topological space. IOSR Journal of Mathematics (IOSR-JM). Volume 9, Issue
6, 20-24.

Jacobs, M.Q. (1968). Measurable multivalued mappings and Lusin’s theo. Trans.
Amer. Math. Soc., 143, 471-481.

Kandil, A., Tantawy, O.A.E., and El-Latif, S.A. (2014). Soft semi separation axioms
and some type of soft functions. Volume 7, No. 2, (February), pp. 181-196.

Khaled Al-Hamadi M.A., Nimse S.B. (2010). On fuzzy a-continuous multifunctions.
Misc. Math. Not., Vol 11, No.2, pp. 105-112.

Kharal, A., Ahmad, B. (2011). Mappings of soft classes. New Math. Nat. Comput., 7
(3), 471-481.

Kiigiik, Y. (1994). On strongly 6-continuousness and almost strongly 6-continuousness
of multifunctions. Pure and Appl. Math. Sci., Vol XXXX, No 1-2, 43-54.

Kiigiik, Y. (1987). 2Y-Uzerinde1§i Cesitli Topolojiler ve Cogul-Degerli Fonksiyonlarin
Sureklilikleri. Hacettepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Bilim
Dali (Doktora tezi), 59s, Ankara.

124



Lechicki, A. (1979). On continuous and measurable multifunctions. Amer. Math. Soc.
Polonea, seriesl, XXI, 141-156.

Mabhanta, J., Das, P.K. (2014). On soft topological space via semiopen and semiclosed
soft sets. KYUNGPOOK Math. J. 54, 221-236.

Maji, P.K., Roy, A.R., and Biswas, R. (2002). An application of soft sets in desicion
making problem. Comput. Math. Appl., 44, 1077-1083.

Maji. P.K, Biswas, R., and Roy, A.R. (2003). Soft set theory. Computers and
Mathematics with Applications, 45 (4-5), 555-562.

Majumdar, P., Samanta, S.K. (2008). Similarity measure of soft set. New Math. Nat.
Comput., 4 (1), 1-12.

Michael, E. (1951). Topologies on spaces of subsets. Trans. Amer. Math. Soc., 71, 152-
182.

Min, W.K. (2011). A note on soft topological space. Computers and Mathematics with
Applications, 62, 3524-3528.

Molodtsov, D. (1999). Soft set theory-first results. Computers and Mathematics with
Applications, 37 (4-5), 19-31.

Molodtsov, D.A., Leonov, V.Y., and Kovkov, D.V. (2006). Soft sets technique and its
application, Nechetkie Sistemy i Myagkie Vychisleniya, 1, 8-39.

Mukherjee M.N., Malakar S. (1991). On almost continuous and weakly continuous
fuzzy multifunctions. Fuzzy sets and systems, 41, 113-125.

Nazmul, S.K., Samanta, S.K. (2013). Neighbourhood properties of soft topological
spaces. Annals of Fuzzy Mathematics and Informatics. Volume 6, No. 1, (July),
pp. 1-15.

Ozbakar O. (1994). Fuzzy Cogul Degerli Fonksiyonlarin Siirekliligi. Ege Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Bilim Dali, (Doktora Tezi), 63s.,Izmir.

Ozer, O. (1986). On almost strongly 6 upper semi-continuous multifunctions.
Demonstratio Math., Vol 26, No 2, 363-380.

Papageorgiou, N.S. (1985). Fuzzy Topology and Fuzzy Multifunctions. J. Math. and
Appl., 109, 397-425.

Pawlak, Z. (1981). Information Systems Theoretical Foundations. Information
Systems, Vol. 6, No 3, 205-218.

Pawlak, Z. (1982). Rough sets. Int. J. of Information and Computer Sciences, 11 (5),
341-356.

Pei, D., Miao, D. (2005). From soft sets to information systems. In Proceedings of the
IEEE International Conference on Granular Computing, 2, 617-621.

Ponomarev, V.I. (1964). Properties of topological spaces preserved under multivalued
continuous mappings on compacta. Amer. Math. Soc. Translations, (2) (38), 119-
140.

125



Popa, V. (1982). Almost continuous functions. Mat. Vesnik, 6(19) (34), 75-84.
Ratner, L. (1949). Multivalued transformations. University of California.

Roy, S., Samanta, T.K. (2014). A note on Soft Topological Spaces. Punjab University
Journal of Mathematics, 46(1), pp. 19-24.

Shabir, M., Naz, M. (2011). On soft topological Spaces. Computers and Mathematics
with Applications, 61 (7), 1786-1799.

Smithson, R.E. (1972). Multifunctions. Nieuw Arch. Wiskd. (5), XX, 31-53.

Stroter, W.L. (1955). Continuous multivalued functions. Boletim do Sociedade de S.
Paulo, 10, 87-120.

Varol, B.P., and et al. (2012). A New Approach to Soft Topology. Hacettepe Journal of
Mathematics and Statistics Volume 41 (5), 731-74.

Varol, B.P., Aygiin, H. (2013). On soft Hausdorff spaces. Annals of Fuzzy
Mathematics and Informatics, 5(1), 15-24.

Vietoris, L. (1923). Bereiche Zweiter Ordnung. Monatshefte fiir Mathematik und
Physik, vol. 33, pp. 49-62.

Wallace, A.D. (1941). A fixed-point theorem for trees. Bull. Amer. Math. Soc., 47,
757-760.

Weijian Rong. (2012). The countabilities of soft topological spaces. International
Journal of Computational and Mathematical Sciences, 6, 159-162.

Yumak, Y., Kaymakel, A.K. (2015). Soft B-open sets and their aplications. Journal of
New Theory, Number: 4, Pages: 80-89.

Zadeh, L.A. (1965). Fuzzy sets. Inform. and Control, 8(1), 338-353.

Zorlutuna, I. (1996). Fuzzy Topolojik Uzaylar Uzerinde Tanimli Olan Cogul Degerli
Fonksiyonlarin Cesitli Siireklilikleri Uzerine. Cumhuriyet Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisti Matematik Bilim Dali (Yiiksek lisans tezi), 62s, Sivas.

Zorlutuna, i. (2000). 2" Uzerindeki Topolojiler ve Ozellikleri. Cumhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Bilim Dali (Doktora tezi), 69s, Sivas.

Zorlutuna, 1., Akdag, M., Min, W. K., and Atmaca, S. (2012). Remarks on soft
topological spaces. Annals of Fuzzy Mathematics and Informatics, 3 (2), 171-185.

Zorlutuna, i., Calkar, H. (2015). On Continuity of Soft Mappings. Appl. Math. Inf.
Sci. 9, No. 1, 403-400.

126


http://www.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=235934
http://www.ams.org/mathscinet/search/journaldoc.html?cn=Bull_Amer_Math_Soc

OZGECMIS

Kisisel bilgiler

Ad1 Soyadi Fethullah EROL

Dogum Yeri ve Tarihi ~ Sanliurfa, 20.06.1980

Medeni Hali Evli (2 ¢ocuk)

Yabanci Dil Ingilizce

fletisim Adresi Cumhuriyet Universitesi Fen Fakiiltesi
Matematik Boliimii 58140 Sivas

E-posta Adresi feerol@cumhuriyet.edu.tr

Egitim ve Akademik Durumu

Lise Sanlwrfa IHL, 1997

Lisans Ondokuz May1s Universitesi, 2004
Yiiksek Lisans Cumbhuriyet Universitesi, 2012
Doktora Cumhuriyet Universitesi, 2016

Is Tecriibesi

Ozel Kurum ) Matematik Ogretmenligi 2004-2009

Cumbhuriyet Uni. Ogretim Gorevlisi 2009-...

Yayinlar

Ulusal -

Uluslararasi 1. Akdag, M., Erol, F. (2014). Upper and Lower

Continuity of Soft Multifunctions. Appl. Math. Inf.
Sci. 8, No. 6, 2873-2880.

2. Akdag, M., Erol, F. (2014). Upper and Lower
a-1-Continuous Multifunctions. International
Mathematical Forum, Vol. 9, no. 5, 225 — 235.

3. Akdag, M., Erol, F. (2014). Soft | Sets and Soft |
Continuity of Functions, Gazi University Journal of
Science GUJ Sci 27(3):923-932.

4. Akdag, M., Erol, F. (2014). Upper and Lower
Pre(uy, y) Continuous Multifunctions, Scientific
Journal of Mathematics Research, Vol. 4, Iss.5, Pp.
46-52.

127



10.

11.

12.

13.

14.

Akdag, M., Erol, F. (2014). Upper and Lower a-
Continuity of Soft Multifunctions. American
Scientific  Research Journal for Engineering,
Technology, and Sciences (ASRJETS) Volume 8, No
1, pp 96-107.

Akdag, M., Karatas, S., and Erol, F. (2015). Upper
and Lower Continuity of Fuzzy Soft Multifunctions.
Journal of New Theory, Pp.59-68.

Akdag, M., Erol, F., and Bingol, Y. (2015). Soft
Semi I-Continuous Functions. Gazi University
Journal of Science GUJ Sci. 28(1):37-44.

Akdag, M., Erol, F. (2015). a(uy,uy) Continuous
Multifunctions. Journal of Linear and Topological
Algebra, Vol. 04, No. 01, 1-9.

Akdag, M., Erol, F. (2015). Multifunction between
Soft Topological Spaces. International Journal of
Mathematics Trends and Technology, Volume 20
Numberl-April, pp. 62-69.

Akdag, M., Erol, F. (2015). Upper and Lower Semi
Continuous and Semi-Irresolute Soft Multifunctions.
International Journal of Mathematics Trends and
Technology, Volume 19 Number 1 Mar. pp 74-79.
Akdag, M., Erol, F. (2015). Soft b-continuous and
soft b-irresolute multifunctions. Journal of Advanced
Studies in Topology 6:3, 82—89.

Akdag, M., Erol, F. (2015). Fuzzy Almost S-
Continuous Multifunctions. Internat. Jour. of Physical
and Mathematical Sciences Vol 5, No 1, pp.197-205.
Akdag, M., Erol, F. (2015). On Hyperspaces of Soft
Sets, Journal of New Theory 7, 86-97.

Akdag, M., Erol, F. (2015). On Soft Multifunctions.
Journal of Advanced Research in Scientific

Computing, Vol.7, Issue 4, pp.1-15.

128



15. Akdag, M., Erol, F. (2015). On Soft b—Open Sets
with Respect To Soft Ideal. Journal of New Theory,
No 9, pp.94-107.

16. Akdag, M., Erol, F. (2016). Remarks on
Hyperspaces of Soft Sets. Journal of Advanced
Studies in Topology, 7:1, 1-11.

Kongreler ve Bildiriler
Ulusal -

Uluslararasi Karatekin Mathematics Days (2014)

Odiiller, Tesvikler ve Uyelikler

129



