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OZET

RHEONOMIC MEKANIK SISTEMLERE AiT HAREKET DENKLEMLERININ
ELDE EDILMESI

Ekrem AKBUGA
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Prof. Dr. Mehmet TEKKOYUN
02/07/2014, 52

Bu calismada, zamana bagli hareket denklemleri igin ¢ok kullanish olan Lagrangian ve
Hamiltonian matematiksel modellemelerini kullanarak tanjant, kompleks ve parakompleks
yapili theonomic mekanik sistemlere ait hareket denklemleri elde edilecektir. Elde edilen
hareket denklemlerin ¢6zimu sembolik hesaplama ile yapilacaktir. Ayrica, rheonomic

mekanik sistemlere ait baz1 sonuglar verilecektir.

Anahtar sozcukler: Rheonomic Mekanik Sistemler, Lagrangian ve Hamiltonian

Formalizmi, Euler-Lagrange Denklemleri, Hamilton Denklemleri
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ABSTRACT

OBTAINING OF MOTION EQUATIONS ABOUT RHEONOMIC MECHANICAL
SYSTEMS

Ekrem AKBUGA
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Master of Science Thesis in Mathematics Department
Advisor : Prof. Dr. Mehmet TEKKOYUN
02/07/2014, 52

In this study, it will be obtained equations of motion about rheonomic mechanical systems
having tangent, complex and paracomplex structure using Lagrangian and Hamiltonian
mathematical modeling which is very useful for time-dependent equations. The solution of
the obtained motion equations will be made by a sembolic calculation. Also, some results

about rheonomic mechanical systems will be given.

Keywords: Rheonomic Mechanical Systems, Lagrangian and Hamiltonian Formalism,

Euler-Lagrange Equations, Hamilton Equations
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BOLUM 1
GIRIS

Mekanik bilimi insan hayatinda 6nemli bir yer tutar. Suyun akis1 olsun, u¢agin ugusu
olsun bunlarm hepsi yani dogadaki bltiin hareketler mekanik prensiplerine gére meydana
gelir. Mekanik bilim dali, kuvvetlerin etkisi altindaki cisimlerin hareketli ve sabit hallerini
inceler. Kaldiraglarin ve suyun kaldirma kuvvetini iceren tarihteki ilk kayithh mekanik
prensipler Arsimet’e (MO 287-MO 212) aittir. Bahsi gecen dénemde mekanik sadece bina
insaat: ihtiyaglarim karsilardi. Arsimet’ten sonra gelen Ibn-i Heysem, Ibn-i Sina gibi bilim
insanlart ile Leonardo da Vinci, Varignon, d’ Alembert, Stevinus, Newton ve Lagrange gibi
batili bilim insanlariin ¢abalar1 ve ¢alismalar1 sayesinde mekanik bugiinkii seviyesine
ulagmistir. Mekanik ¢ dala ayrilir. Bunlar kinematik, statik ve dinamikdir. Kinematik,
cisimlerin konumlarinin zamanla degisimini yani hareketlerini, statik cisimlerin dengede
olabilmeleri i¢in gerekli kosullari, dinamik ise par¢acigin hareketi ile buna etkiyen kuvvet

arasindaki bagntilari inceler (Rizaoglu ve Stinel,2008).

Manifold kavrami, gerek geometri ve topoloji gerekse analitik mekanik ve modern
teorik fizikte; Oklid uzayma ¢ok benzeyen matematiksel bir uzay olarak bilinir. n- boyutlu
bir manifoldun her noktasinin n- boyutlu Oklid uzayma homeomorfik bir komsulugu

vardir.

Bilim insanlar1 uzaydaki cisimlerin hareket mekanizmalar1 ile ilgili birgok caligma
yapmusglardir. Newton (1717-1738), Lagrange (1736-1813), Jacobi (1804-1851), Hamilton
(1805-1865) olmak iizere pek ¢ok arastirmacinin cabalariyla Newton yasalari iizerine

kurulan mekanik hemen hemen kusursuz bir yap1 meydana getirmistir (Panza,2003).

19. ylizyillda gelistirilen sistematik yapi, bugiin analitik dinamik yap1 olarak
bilinirken, Newton yasalar1 {lizerine kurulan yapi1 ise klasik mekanik veya Newton
mekanigi olarak bilinmektedir. Newton’un denklemleri vektdrel bir yapidadir. Bu nedenle
en buyitk giicligii toplam kuvvetin bilinmesinin gerekli olmasi olusturur. Bu giicligii
ortadan kaldirmak i¢in, daha basit skaler biiytikliiklerin kullanildig1 ve kuvvet vektoriiniin
icinde dogrudan yer almadigi ilke ve metotlarin bulunmasma da calisilmistir. Analitik
dinamikten elde edilen sonuclarla Newton denklemlerinden elde edilenler aymdir.
Lagrange ve Hamilton denklemleri analitik dinamigi olusturmaktadir (Panza,2003).



Mekanigin skaler biiyiikliikkler kullanarak yeniden kurulmasi acisindan Lagrange
yontemi 6nemlidir. Lagrange yontemi mekanik problemlerin ¢zumiinde gayet basarilidir.
Lagrange yontemi sayesinde Hamilton yontemlerinin ortaya ¢ikisina yol agmustir. Bu
yontem ile birlikte mekanik sistemlerin dinamik hareket denklemlerini elde etmek
asikarbir hale gelmistir. Ancak bu durum denklemlerin ¢oziilmesinde sistematik bir metot
sunmamaktadir. Lagrange yontemi mekanik problemlerin ¢oziimiinde basarilidir; en

onemli yan1 ise Hamilton yontemlerinin temelini olusturuyor olmasidir.

Klasik mekanik; cisimlerin hareketlerini, ancak cisimlerin boyutlarinin ve hizlarinin
belirli sinirlar iginde kalmasi durumunda deneysel ve gozlem sonuglariyla tam olarak
uyusan bir sekilde izah edilebilir. Bu smirlarin disina ¢ikildiginda bulunan sonuglar deney
ve gozlem sonuglariyla uyusmaz. Bu durum sonrasinda klasik mekanik yerini daha sonra
kurulan teorilere birakir. Bunlar ise 6zel ve genel rolativite teorileri ile kuantum mekanigi
ve kuantum alanlar teorileridir. Klasik mekanik, gunimizde godkdelenlerden ucaklara
kadar pek cok sistemin parcalanmadan kalabilmesi ile ilgili gerekli sartlar1 bulundurmasi

acisindan oldukga 6nem arz eder (Celik, 2014).

Matematik ile mekanik iligkisine katkida bulunan Euler, Lagrange ve Hamilton bir
mekanik sistemin hareket prensiplerinin denklemlerini uygun bir sistemle agiklayarak
matematik ile mekanik iligkisini saglam temellere oturtulmustur. Dolayisiyla 6zellikle
konumuzla ilgili olan rheonomic mekanik sistemlere ait hareketin uygun bir modelleme ile

aciklanabilecegi gortilmiistUr.

Newton deneylerle ispat edilen teoremler ortaya koyarak mekanigin temellerini
ortaya koymustur. Euler ise deneylerle 6l¢iilemeyen hizlarda ya da hizin maksimum ve
minimum oldugu durumlarinda sonuglarin bilinemeyecegini ileri siirmiistiir. Dolayisiyla
Euler hareketin maksimum ve minimum durumlarda matematiksel modellemesi ile
ugragsmistir. Her ne kadar sonuglarini Newton’un sonuglari ile karsilastirmigsa da yeni bir

hipotez gelistirdigi kabul edilebilir (Struik, 2002).

Lagrangian mekanigi tanjant demetlerdeki formalizmi de gelistirmistir. Lagrangian
mekanigine katkida bulunmus olan Klein ise Lagrangian formalizmi hemen hemen tanjant
geometrisinin gelisimine ve 6zel dis tiirev hesaplarina katki saglamistir. Boylece bu
formalizm yiiksek dereceden tanjant demetlere genisletilmistir. Bunun avantaji ise

kotanjant demetin simplektik formunu agiklamay1 miimkiin kilmasidir.



Sistem veya denklem zamana bagli agik degiskenler igeriyorsa rheonomic’tir
denir(Wikipedia(a)).

Bircok mekanik sistemlerin zamana bagl kisitlanan hareket denklemlerine

rheonomic denir (Wikipedia(a)).

Bir bagka deyisle, kisitlamalar gibi zamana bagli bir agik degiskenin kisitlamalarinin

denklemlerine theonomic kisitlamalar denir.

Bir¢ok mekanik sistemlere zamana bagli olmayan kisitlanan hareket denklemlerine

sclernomic denir (Wikipedia(a)).

Omegin basit sarkag, bir ipin ucuna rahatlikla sallanabilecek sekilde baglanilan bir
kiitle ile olusturulan bir diizenektir. (Wikipedia(a)).

Simdi tezimizde gecen rheonomic yapiy1 basit sarkag¢ drnegi ile agiklayalim:

O

Sekil 1.1. Basit Sarkag |

Sekil 1.1.’de, basit sarka¢ bir agirlik(kiire) ve bir ipten olusan bir Sistem

gorintilenmektedir. Boyle olan sistemlere sclernomic denir(Wikipedia(a)).

Va?+y? =L =0 (1.1)

Burada (x,y) kirenin bulundugu koordinatlar ve L ise O noktas: ile kiire arasindaki ipin

yada telin uzunlugunu ifade etmektedir.



Sekil 1.2. Basit Sarkac Il

Sekil 1.2.°deki gibi eger O noktasi (baslangi¢ noktasi) sabit degil de X— ekseni
boyunca basit harmonik yapiyorsa,

Ty = Tgcoswi (1.2)

Burada t zaman, W agisal hiz, X, ise genliktir. Ipin ucu sabit olmamasina ragmen hareket

halinde iken 1 ye bagl esnemeyen, uzamayan ipin uzunlugu olan L ise sabittir. Boylece bu

sistem zamana bagl agik degisken icerdigi i¢in rheonomic bir sistemdir.

_ 12 2 _ T —
\/(:1: rpcoswt)?+y? — L =10 (13)
Hamilton yontemi ile bulunan denklemler birinci mertebeden iken, Lagrange
yontemi ile elde edilen denklemler ikinci mertebedendir. Lagrange yontemiyle elde edilen
denklemlerle karsilastirildiginda Hamilton yontemi ile elde edilen denklemlerin

¢Oziilmeleri daha basit sekildedir.

Cesitli bilim adamlar1 tarafindan mekanik sistemler iizerinde cesitli uzaylar i¢in
hareket denklemleri bulunmustur. Bu uzaylardan bazilar1 Hermityen uzay, (para) Kahler
uzay1, Heisenberg uzayi, Cartan ve Finsler uzaylaridir. Bu ¢alismada rheonomic mekanik

sistemlere ait hareket denklemleri elde edilmistir.

Bu tanimlamalardan ve 6rnekten yola cikarak, bu tezin amaci; rheonomic mekanik
sistemin tanimlanmasi ve matematiksel modelleme kullanilarak, rheonomic mekanik

sistemelere ait uzaydaki dinamik cisimlerin zamana bagli hareketi gosteren diferansiyel
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denklemlerini bulmaktir. (2n+1) —boyutlu yerel koordinatlarini (Xi, y‘ ,1) olan rheonomic

mekanik sistemler icin de Euler-Lagrange ve Hamilton hareket denklemleri, matematiksel

modellemeler kullanarak bulunmaktadir.



BOLUM 2
ONCEKI CALISMALAR

2.1. Mekanik Sistemler Uzerindeki Literattir Ozeti

Newton (1642-1727) matematikei, fizik¢i, mucit, astronom ve filozoftur. 1687
tarihinde yayimlanan ‘Philosophie Naturalis Principia Mathematica’ (Doga Felsefesinin
Matematiksel Ilkeleri) adli ¢calismasinda, ilk kez bir cisim {izerine etki eden kuvvetler ve
cismin hareketi arasindaki iliskileri ortaya koymustur. Boylece Newton klasik mekanigin
temelini atan ilk kisi kabul edilmektedir. Newton fiziksel nesnelerin hareketleri ile ilgili
birgok olayin agiklanmasinda kullanilan harekete ait {i¢ kanun ilkesini ortaya koymustur.
Bu kanunlar sonraki ii¢ ylizyil boyunca bilim diinyasinda etken olmustur. Newton
calismasinin liclincli boliimiinde, bu hareket yasalar1 ile Kepler’in gezegensel hareket
yasalarinin olusturulabilecegini gostermistir. Newton matematigin hemen hemen her dalina
katkis1 olan bir bilim insanidir. Analitik geometri, egrilerin tegetleri (tiirev) ve egrilerin
olusturdugu alanlar gibi konularda ¢ok ©onemli katkilariolmustur. Zamanla 1s1k hizina
yaklasan hizlarda Newton yasalar1 olaylar1 agiklamakta yetersiz kalmistir. Isik hizina yakin
hizlarda, cisimlerin hareketleri incelenecek ise Albert Einstein’in gelistirdigi ‘Ozel
Gorelilik Teorisi’ dikkate alinmalidir (Caglar, 2011).

Lagrange (1736-1813) astronomi, giines sistemi, mekanik, olasilik ve genel
matematigin temelleri iizerine calismalar yapmustir.1788 yilinda °’Analitik Mekanik
isimli kitabi yaymlanmistir.Bu kitabin igerigi tamamiyla mekanik alaninda yapilmis olan
biitlin ~ caligmalar1  icermektedir.Newton  kuraminin  gezegenlerin  devinimine
uygulanabilecegini gostermistir.Newton hareket denklemlerini farkli bir yontemle ifade
etmistir.Bu yonteme Lagrangian mekanik adi verilmis olup Newton mekanigi ile ayni

yapidadir.

Hamilton (1805-1865) Irlandali matematikgi, fizik¢i ve astronomdur. Optik, dinamik
ve cebir iizerine 6nemli ¢aligmalar yapmistir. Modern gorecelik ve kuantum mekaniginin
temelinde yatan ilke Hamilton fonksiyonlaridir. Hamilton prensibi dinamik alanlarda

gecerlidir.

Einstein (1879-1955), 1905 yilinda ortaya attigi kurama Ozel gorelilik, denklik
ilkesinden yola ¢ikarak olusturdugu ve 1915-1916 yillarinda tamamladigi kurama genel

gorelilik adin1 vermistir. Matematik hesaplamalar ve denklemler ile olusturdugu kuramlari



sonradan deneysel olarak defalarca dogrulanmistir. E = mc?denklemi ile formiile ettigi
kitle-enerji esdegerligi yildizlarin nasil enerji olusturduguna agiklama getirmis ve niikleer
teknolojinin 6nilinii agmustir. Fotoelektrik etki ve Brown hareketine getirdigi matematiksel
aciklamalar, modern fizige diger Onemli katkilar1 arasindadir. Yasaminin buyik bir
bolimind biitlin kuramlar birlestiren bir birlesik alan kurami yaratmaya ¢aligarak gegirmis
ama bu cabalar1 sonugsuz kalmistir. Einstein kuantum mekaniginin bazi sonuglarina,
Ozellikle belirsizlik ilkesine oldukca slipheci yaklasmis fakat bu yaklagimlar ileride kabul
gormistiir (Celik, 2014).

Klein (1962), Lagrange mekanik sistemi ig¢in yeni bir bakis agisi gelistirmistir.

Lagrangian formalizmini,

i.® =dE, (2.1)

formunda ifade etmistir. Klein’ in Lagrangian formalizmini yeniden yorumlayarak hemen
hemen tanjant geometrisinin gelisimine ve 0©zel dis tirev hesaplamalarina katkida
bulunmustur. Hamilton mekanik sistemi icin de kotanjant demeti kullanmis ve

Hamiltonian formalizmini

iy, @ =dH (2.2)

formunda ifade etmistir.

Crampin (1981) Euler — Lagrange denklemlerinin diferansiyel geometrisi ve

Lagrangian dinamiginin ters problemleri lizerinde ¢aligmalar ortaya koymustur.

De Leon (1987) ikinci mertebeden diferansiyellenebilir denklemler ve korunumsuz

Lagrangian mekanigi ¢caligmasinda Lagrange teorisinin geometrik formunu incelemistir.

De Leon (1991a) zamana bagli dejenere Lagrangian formalizmin kisitlanmasi

izerinde ¢aligma yapmustir.
Ozer (1994) baglantili integre edilebilir Hamilton sistemlerini incelemistir.

Civelek (1996) vektér demetlerinde Lagrange ve Hamilton denklemlerini ele

almstir.

Tekkoyun (2002) genellestirilmis Kahler manifoldlar: {izerinde Euler- Lagrange ve

Hamilton denklemlerinin yiksek mertebeden liflerini bulmustur.
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Tekkoyun (2005) para-Kéhler manifoldlari tizerinde para-kompleks Euler-Lagrange
ve Hamilton denklemlerini elde etmistir.Ayrica mekanik sisteme ait baz1 geometrik ve

fiziksel sonuclar vermistir.

Tekkoyun (2006a) Para-Kahlerian manifoldlarda Poisson parantezli para-kompleks

Hamilton hareket denklemlerini hesaplamistir.

Tekkoyun (2006b) kisitlanmis reel Hamilton denklemlerini kompleks versiyonuna
genellemistir. Kisithh Kédhler manifoldlarda kompleks Hamilton hareket denklemlerini

ortaya ¢ikarmistir.

Tekkoyun (2009a) Kihler manifoldlart tizerinde kompleks Hamilton mekanik

sistemlerinin liftlerini ele almis, k. mertebeden dikey liftlerin zamana bagli olan kompleks

Hamilton denklemlerini bulmustur.



BOLUM 3
MATERYAL VE YONTEM

Yapilan bu ¢alismada; temel kavramlar olarak matematiksel yapilar, Lagrangian ve
Hamiltonian mekanik sistemler alinmistir. Rheonomic Lagrangian ve Hamiltonian
mekanik sistemlere ait denklemlerin elde edilmesinde ise analitik yontem kullanilmustir.

Bulunan denklemlerin ¢ozimiinde sembolik hesaplama kullanilmistir.

3.1. Tanimlar
Vektor uzayi: V' bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. Asagidaki 6nermeler
dogru ise V kimesi K cismi Ustinde bir vektor uzayidir denir. wu,v,weV ve

Va,beK igin

(V1) V kimesi + (toplama) islemine gore asagidaki dzellikler vardir.

(VL11) u+veV

(V1.2) (U+V)+w=u+(v+w)
(V13) u+0=0+u

(V1.4) u+(-u)=(-u)+u=0
(VL5) U+V=V+U

(V2) KxV -V, (a,u) — al bi¢iminde skaler ile carpma islemine gore asagidaki

ozellikler vardir.

(V2.1) a(u+v)=au+av
(V2.2) (a+b)u=au+hu
(v2.3) (ab)u=a(bu)

(V2.4) lu=u

Vektor: Bir vektor uzayinin her bir elemanina vektor adi verilir (Kasap, 2014).



Baz: V bir vektdr uzayr olmak iizere, WveV vektorl bir S =(U1,U2,---,Un) vektor

kiimesindeki vektorlerin tek bir lineer bilesimi olarak yazilabiliyorsa S kiimesi V nin bir

bazidir. Eger V' nin N-elemanli bir baz1 varsa V ye sonlu n-boyutlu veya N-boyutludur
denir (Kasap, 2014).

Lineer doniigiim: V' ve U bir F cismi lizerinde birer vektor uzayi ve f :V —U bir

fonksiyon olsun. VV;,V, €V ve VaeF igin,
(1) F+v,)=T(v)+(v,)
) f (avl) = af (Vl)
sartlart saglanirsa f ye V den U ya lineer doniigiim denir (Hacisalihoglu,2003).

Dual uzay: V bir vektor uzayr olsun. Bir V vektér uzayindan K cismine

tanimlanan lineer fonksiyonellerin kiimesi Ly ve L,, V de lineer fonksiyoneller ve

YueV, VkeK olmak lzere
@ (L+L)(u)=L(u)+L,(u)
(@) (K )(v) =Ly (v)

seklinde tanimlanan toplama ve skaler ¢arpim ozellikleriyle K (zerinde yine bir

vektor uzayi olusturur. Bu uzaya V nin dual uzay: denir ve V" ile gosterilir.

Dual baz: V bir vektor uzay1 ve K bir cisim olmak tizere, {V,,V,,...,V,} kiimesi V

* i=j ,1
nin bir bazi olsun. @,@,,...,4, €V, 4 (Vj ) =0; = {i . j 0 seklinde tanimlanan lineer

fonksiyoneller olsunlar. Bu durumda {¢1,¢2,---,¢n} kiimesi, V" 1n bir bazidir. Bu {¢i}ba21

{V j} ye dual olan baz veya dual baz olarak adlandirilir.

Lie parantez operatori:V bir K cismi iizerinde bir vektér uzayr olsun.

[, ]:V xV — V doniisiimii;

(L1) Bilineer
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(L2) Alternedir (VX,Y eV; [X,Y]=—-[Y,X]).

(L3) vX,Y,zeV; [X,]v,z]]+[v.[z,X]+[z.[X,Y]]=0
olarak verilsin. [ , ]doniistimiineV dsttinde bir Lie operatoru denir (Kasap, 2014).

Afin uzay:Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi istiinde tanimli bir vektor
uzayl V olsun. Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir f : Ax A—V fonksiyonu varsa A

ya V vektor uzayi ile birlestirilmis bir Afin uzay denir.
(Al) vP,Q,Re A igin f(P,Q)+ f(Q,R)= f(P,R)
(A2) YPeAve Ya eV igin f(P,Q) = « olacak bigcimde bir tek Q € A noktasi

vardir.

I¢ carpim uzayi: V reel cisim iizerinde bir vektor uzayi olsun. x,yeV vektorlerine
bir <,> fonksiyonuyla bir <X,y > reel sayisim karsilik getirsin. Bu fonksiyon

Vv x,y,zeV Vvektorlerive v o< R skalerleriigin,
(I¢1) x 20 ise <x,x>eR*
(Ig2) <X,y>=<y,x>
(Ig3) <X+Vy,2>=<X,2>+<Y,Z>
(Ig4) <aX,y>=a<y,x>

aksiyomlar1 saglaniyor ise \/ Uzerinde i¢ ¢arpim ve lizerinde bir i¢ carpim

tanimlanan \/ uzayinada bir i¢ ¢arpim uzayr adi verilir (Basar, 2012).

Oklid uzay: Bir reel Afin uzay A ve A ile birlesen vektdr uzayr V olsun. V de bir

i¢ carpim iglemi olarak;
<>VxV >R

(X, y) ><xy> :Zn:xi y, ,(=1..n)

i=1

11



Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ag1 gibi metrik
kavramlar tanimlanabilir. Béylece A Afin uzayi da yeni bir ad olarak Oklid uzay: adini alir

ve n —boyutlu Oklid uzay1 E" ile gosterilir.

<a,f>=3%Y; = |a]|s|coso -
i=1

Agi:vx,y,zeE" IGIN xglz acisinin dl¢ilisi

- -

cosg =2 Y2

N

0lvz

den hesaplanan @ reel sayisidir (Hacisalihoglu,2003).

Ortogonal: V bir i¢ ¢arpim uzayi olsun. Eger <u, v>=0 ise u, Vv ye ortogonaldir

ve u,v eV vektorlerine de ortogonal vektorler denir.

Oklid koordinat sistemi:E" de bir X noktasinin E" deki standart Oklid ¢atisina

gore ifadesi g x =Zn:Xi E g, dir. Burada X; 'E" >R, 1<i<n fonksiyonlar1 X

i=1
noktasmmin  Oklid koordinat fonksiyonlar: denir. {Xl,Xz,---,Xn}suah ve reel degerli

fonksiyon N —lisine de E"in Oklid koordinat sistemi denir.

Oklid koordinat fonksiyonu:U ve V siras1 ile E™ ve E" de birer agik ciimle

olsunlar. Bir

v:U -V
x =y (x) = (£,00,.... f,(x))
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fonksiyonu igin bitin f, :u — R koordinat fonksiyonlari Ck —smifindan iseler
w ec*U,v) dir denir. C*(U,\V)= {l//‘l// eC*(U,V), VkeN } f, fonksiyonlarinays nin

Oklid koordinat fonksiyonlar: denir.
Uzaklik:
d:E"xE" >R

06) = (% y) =] = > -

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E" de Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve

d(x,y) reel sayisina da x,y < E" noktalari arasindaki uzaklik denir (Kasap, 2014).
Oklid metrigi:
d:E"xE" >R
(% y) > d(x.y)=[]
bigiminde tanmimlanan d fonksiyonuna E" de Oklid metrigi denir.

Metrik: X bos olmayan bir kiime olsun.

d:XxX >R
(X,y) = d(x,y)

fonksiyonu verilsin. v x, y,z € X olmak uzere;
(M1) d(x,y)=0

(M2) d(x,y)=0<=x=Yy

(M3) d(x,y) =d(y,x)

(M4) d(x,2) <d(x,y)+d(y,2)

ozelliklerini saghiyorsa d ye X (zerinde bir metrikve (X, d) ikilisine de bir metrik

uzay denir. Sadece (M2), (M3) ve (M4) 6zellikleri saglaniyorsa d ye pseudo-metrigi denir.

Topoloji: X bos olmayan bir ciimle olsun. X in alt climlelerinin bir koleksiyonu 7

olsun. Bu koleksiyon asagidaki énermeleri dogrularsa X (izerinde bir topoloji adini alir.
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(T) @, X er

(12) VALA er=>ANAer

(13) Aeriel,UAer

Burada | bir indeks climlesidir (Mucuk, 2010).

Topolojik uzay:Bir X cumlesi ve Uzerindeki bir 7T topolojisinden olusan (X,r)
ikilisine bir topolojik uzay denir (Mucuk, 2010).

Homeomorfizim (Topolojik doniisiim): X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir

f : X —Y fonksiyonu strekli ise ve f~ tersi var ve T de surekli ise ye X den'Y

ye bir homeomorfizim (topolojik déniisiim) denir (Mucuk, 2010).
Hausdorff uzayi: X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli noktalari
icin X de siras1 ile P ve Q noktalarini igine alan Ap ve AQ acik alt climleleri

A, N A, = ¢ olacak bigimde bulunabilirse X topolojik uzayina bir Hausdorff uzay: denir.

Topolojik manifold:M bir topolojik uzay olsun. M igin asagidaki Onermeler

dogruysa M ye bir topolojik n-manifold denir.
(M1) M bir Hausdorff uzayidir.

(M2) M nin her bir agik alt ciimlesi E"’e veya E"’nin bir agik alt climlesine

homeomorftur.
(M3) M sayilabilir ¢oklukta agik ciimlelerle ortiilebilir (Mucuk, 2010).

Harita: M bir N-boyutlu topolojik manifold ve U da E" in bir agik alt ciimlesi

olsun. O zaman topolojik manifold tanimi geregince U bir i homeomorfizmi ile M nin

bir W agikaltciimlesine eslenebilir. ¥ :U c E" 5>W <M olmak tizere (v, W) ikilisine M

de bir koordinat komsulugu veya harita denir.

Atlas: M bir N-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir agik értiisii {U, } olsun. U,

acik climlelerinin o indislerinin ciimlesi A olmak tizere {U a} ortlsu icin {Ua }ae » yazilir.
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E", N-boyutlu Oklid uzayr olmak iizere, E" de Ua ya ¥, homeomorfizmi altinda
homeomorf olan agik cilimle Ua olsun. Boylece ortaya c¢ikan (l//a,Ua)haritalarmm

{(!//a U, )}aeA koleksiyonuna bir atlas(koordinat komsulugu sistemi) denir.

Diferansiyellenebilir yapi:Bir topolojik N-manifold M ve Mnin bir atlasi
S={(w.W,)} , olsun. Eger S atlasi igin, W, "W, #& olmak izere, Vo, fcA ya
karsilik ¢aﬁ ve ¢ﬂa fonksiyonlar C*-smifindan diferansiyellenebilir iseler S ye C*-
sinifindan diferansiyellenebilirdir denir. S atlasiM (zerinde C*-sinifindan oldugu zaman

S ye M izerinde C*-sinifindan diferansiyellenebilir yapr ad1 verilir.

Diferansiyellenebilir manifold: M bir topolojik N-manifold olsun. M {zerindeC*-
sinifindan  diferansiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye C*- sinifindan bir

diferansiyellenebilir manifold denir.

Diferansiyellenebilir doniisiim:E" ve E™ sirastyla N-ve M -boyutlu Oklid uzaylar
olmak Uzere F:E" —E™ fonksiyonu verilmis olsun. F fonksiyonunun koordinat
fonksiyonu olan f,:E" >R fonksiyonlar: diferansiyellenebilir ise F = ( fres fm)

fonksiyonu da diferansiyellenebilirdir. Bu durumda F:E" —E™ fonksiyonuna Dbir

diferansiyellenebilir doniisiim denir (Koca,2001).

Submersiyon:M ve N sirasiyla M ve N boyutlu manifoldlar olmak 0zere,
F:M — N diferansiyellenebilir doniisiim olsun. M>NverankF =n oluyorsa M nin her

noktasinda F ye bir submersiyondur denir.
Kanonik projeksiyon: TM  tanjant demetinden M manifoldu (zerine sirekli ve

orten 7,, : TM = M déniisiimiine kanonik projeksiyon denir.

Demet: E manifoldu total uzay, M manifoldu baz uzay ve p de projeksiyon olmak

lizere p:E —> M bir orten submersiyonsa (E, p,M ) iigliisiine bir demet ad1 verilir.

Lif:E ve M, manifoldlar, 7:E —>M bir C* doniisim olsun. Eger 77 Orten
submersiyon ise (E,7,M) gliisine bir lifli manifold denir. Bir (E,z,M) Iifli

manifoldunda E vye total uzay, M ye taban uzayi, 77 ye projeksiyon ve her bir pe M
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noktast igin E nin 77 (p)=E(p) alt ciimlesine de p (izerindeki lif denir. Yani, M bir

manifold olmak lizere Vx € M igin ﬂ‘l(p): E(p) ise pyeM nin X tizerindeki lifi denir.

Tanjant manifold: M bir manifold olmak tzere, TM = | T,(M)C” -manifolduna
peM

M nin bir tanjant manifoldu denir.

Tanjant demet: M bir manifold ve TM tanjant manifold olsun. 7, : TM =M dogal

projeksiyon olmak uzere (TM,;rM,M) ye M manifoldunun bir tanjant demeti denir

(Miron, 1997).

Kotanjant demet: M bir manifold olsun. 7, TM-o>M dogal projeksiyon olmak

Uzere(T*M , Ty M ) ye M manifoldunun kotanjant demeti denir (Miron, 1997).

Vektor alani: E" n-boyutlu boyutlu Oklid uzay: ve E" in P€ E" noktasindaki tanjant

uzayr T_,(P) olsun. Buna gore bir X E"> U T..(p) fonksiyonu icin 7zoX : E" — E"
peE"

olacak sekilde bir 7: U E" — E"fonksiyonu mevcutsa X e E" Uizerinde bir vekor alan:
peE"

adi1 verilir.

Yani, bir manifoldun bir alt kiimesinde tanimlanmis ve bu kiimenin her bir noktasina,
bu noktada bir teget vektor karsilik getiren bir fonksiyondur. Yada, bir manifoldun her

noktasina bir tanjant vektorii esleyen dontisiime bir vektor alan1 denir.

Integral egrisi:E™, (n+1) boyutlu Oklid uzayr ve E"'de parametrik bir egri
a1l —E™ olsun. Yani t > a(t) =(0!1(t),..-,0!n+1(t)) dir. E"*iizerinde bir vektor alani ¢

olmak lzere Vte ligin il_?zg(a(t)) ise & egrisine ¢ vektor alaninin integral egrisi

denir.

0-form:E" de bir agik alt ciimle U olmak (izere bir f:U — R fonksiyonunun k.
mertebeden biitiin kismu tiirevleri var ve siirekli iseler f fonksiyonuna C* sinifindan
diferansiyellenebilirdir denir. Ozel olarak f sadece siirekli ise C° simifindandir denir. U

tistiinde tanimli C* siifindan fonksiyona U sttunde bir O-form adi verilir.
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1-form:E"> in P e E" noktasindaki kotanjant uzale*En(P) olsun. Buna gore bir

w:E"— U T, (P) fonksiyonu ic¢in  zow:E" =% E"  olacak sekilde bir
PeE"

z: U T.,(P)—>E" fonksiyonu mevcut ise @ ye E" Ustiinde 1-form denir.

PeE"

Dug tiirev: f; € C(E",R) igin df, € z'(E") olsun. ® =)’ f,dx; 1-formu verilsin,
dod = dei A dx; 2 —formuna® 1-formunun dis tiirevi (diferansiyeli) denir.
Tensor alanmi: Matematik, fizik ve mihendislikte tensor alani bir matematiksel

uzaym (tipik olarak Oklid uzayr veya manifoldun) herhangi bir noktasina bir tensér

karsilik getirir.

Tensor alanlar1 diferansiyel geometri, cebirsel geometri, genel rdlativitede,
malzemelerin gerginlik ve basing analizinde ve miihendislik ve fiziksel bilimlerin sayisal
uygulamalarinda kullanilir. Tensor skaler (uzunluga benzer bir degeri temsil eden sade bir
say1) ve bir vektorilin (uzayda bir geometrik ok) bir genellestirmesi oldugu gibi, bir tensor
alani da uzayin her bir noktasina sirasiyla bir skaler veya vektor karsilik getiren bir skaler

alan veya vektor alaninin genellestirmesidir(Wikipedia(c)).

Grup homomorfizmi:(G,.), (H,*) iki grup olsun. f:G — H fonksiyonu
va,beG igin

f (ab) = f (a)* f (b)

oluyorsa f ye bir grup homomorfizmi denir.

Izomorfizm:Eger f grup homomorfizmi 1:1 ve 6rten ise izomorfizm adim alir.

Endomorfizm:Eger f grup homomorfizminde G=Hise f endomorfizm adimn

alir.

Diffeomorfizm: E", N-boyutlu bir Oklid uzay1 olmak iizere, E" in iki agik alt ciimlesi

U ve V olsun. Bir y:U —»V fonksiyonu igin asagidaki 6nermeler dogruysa ¥ ye C*

sinifindan bir diffeomorfizm ve U ile V ye de k. dereceden diffeomorfiktirler denir.

(D1) y €eC*(U;V)
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D2) ¥V >U varve y ' eC*(V;U)

Tiirev déniigiimii: M ve N, C* manifoldlar, o:M — N, C* donlisim m, pe M
ve V, €T, M tanjant vektorine P noktasinda teget olan bir egri @11 = R—>M olsun.
(¢),:T,M ->T  Mile tammlanan doniisime ¢ nin peM noktasindaki tiirev

doniistimii denir.

Regulerlik:E've E™, M ve N -boyutlu birer Oklid uzayr olmak iizere, bir
F:E" —E™ déniisiimiiniin VP € E" noktasindaki (F.)p tirev doniisimii 1:1 ise bu
(F.) p tiirev déniisiimiine regalerdir denir.

Bilineer form:V  bir reel vektdor uzayr olsun. <.,.>=V xV — Rdonilisimi

va,beR, Vu,v,weV igin,
(1) <au+bv,w>=a<u,w>+b<v,w>

(2) <u,av+bw>=a<u,w>+b<v,w> oluyorsa <,> doniisiimiine bir V vektor

uzayi tizerinde bir bilineer form denir.

Dejenerelik ve nondejenerelik:V  bir M-boyutlu reel vektdor uzayr ve

g:VxV — R bir simetrik bilineer doniisim olsun. Eger bir w=0 vektorl igin ,
g (W,V) =0 ise g ye dejeneredenir. Eger YW eV icin (W,V) =0 olmas1 w=0 olmasini

gerektiriyor ise g ye nondejenere denir.

Bir matrisin ranki: Bir A matrisi verilsin. A matrisinin basamak bigime
doniistiiriilmiisii olan matrisin, sifirdan farkli satirlari sayisina A matrisinin ranki denir ve

r(A) ile gosterilir.

Kovaryant tensér alani: Diferansiyellenebilir bir M " manifoldu icin S. mertebeden

bir kovaryant tensor alani (kisaca bir ( 0,s ) -tensor alani)
D: )((M ”)x;((M ”)x...x;((M " ) —>C” (M " R) seklinde tanimlanan ¢ok lineer bir

dontistimdiir.

2-form: M bir manifold olmak Uzere &, M Uzerinde k. dereceden bir
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diferansiyellenebilir form olsun. ¢ yi (0,k) tipinden anti-simetrik bir tensor alam olarak

diisiinebilir. Yani, &, k.- formdur. Eger k =2 alinirsa 2 -form elde edilmis olur.

a= Y a _ d¢ALAdX :%ai1 ..... XA AdX

h

Hemen hemen tanjant yapu:\-reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant demeti

TM olsun. TM lzerinde J2 =0 esitligini saglayan ve rank]=n ile verilen TM

izerindeki (L1) tipinden bir J tensor alanina bir hemen hemen tanjant yap: denir.

Riemann manifoldu:M bir C* -manifold ve reel degerli C™ - fonksiyonlarin
halkas: C”(M,R) olmak tizere g:7(M)xx(M)—C”(M,R) seklinde bir i¢ garpim

tanimliysa M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada g, M iizerinde bir i¢ ¢arpimdr.

Metrik tensor, Riemann metrigi veya diferansiyellenebilir metrik olarak da adlandirilir.

Semi-Riemann manifoldu:M bir C=- manifold olsun. M Uzerinde vektor
alanlarinin ciimlesi Z(M) ve reel degerli C*” -fonksiyonlarin halkas1 da Cw(M , R)

olmak lzere
(1) 2-Lineer; (2) Simetrik

(3) VX € x(M) igin <X,Y >=0 < Y =0e (M)

sartlar1 saglaniyorsa <.,.> fonksiyonu semi-Riemann metrigi ve M ye de semi-

Riemann manifoldu olarak adlandirilir.

Levi-Civita konneksiyonu:Bir M yari(semi)-Riemann manifoldu {zerinde

VXY, Z e (M) icin
(i) [X,Y]=V,Y -V, X

(i) X,(Y,Z)=9(V4Y,Z)+g(Y,V4Z) olacak sekilde bir tek V konneksiyonu

vardir. V' yaM nin Levi-Civita konneksiyonu denir.

Riemann egrilik tensorii:Bir N-boyutlu Riemann manifoldu M ve Levi-Civita
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konneksiyonu V olsun. VX,Y,Z € 7(M)igin,
Rix(M)xz(M)xgz(M)— (M)

(X,Y,Z)>R(X,Y,Z)=V,V,Z-V,V,Z-V Z

[xv]

seklinde tammlanan R fonksiyonu M izerinde tensérdir. R(X,Y)Zveya

R ( XY, Z) ile gosterilen bu tensére M nin Riemann egrilik tensorii denir.
Riemann-Christoffel egrilik tensérii: M bir semi-Riemann manifoldu olsun.
K :)((M )x;((M )x;((M )x;g(M)—)Ch(l\/l , R)
(X,Y,ZW)—>K(X,Y,ZW)=<X,R(ZW)Y >

olarak tamimlanan 4. mertebeden kovaryant tensére, M (zerinde Riemann-

Christoffel egrilik tensorii denir.

Konfigtrasyon manifoldu: Klasik mekanikte, dig sinirlamalar yardimiyla fiziksel bir
sisteme uygun durumlarin gergeklesebildigi uzaya bir konfigiirasyon uzay: denir. Tipik bir
sistemin konfigilirasyon uzay bir manifold yapisina sahiptir, bundan dolay1 konfigiirasyon
manifoldu olarak adlandirilir.

Hiz faz uzayi:M  bir konfigrasyon manifoldu olsun. 7, :TM =>M  dogal

projeksiyon olmak (izere (TM,?Z’M,M) ye M manifoldunun tanjant demeti denir. Bir

peM igin 7 [,,1( p) lifi TpM tanjant uzayidir. TM tanjant uzayi hiz faz uzayidir.

Momentum faz uzayr: M bir konfigiirasyon manifoldu olsun. 7z, :T'M =M dogal

projeksiyon olmak Uzere (T*M Ty M )ye M manifoldunun kotanjant demeti denir. Bir

peM igin ﬂh}l(p) lifi Tr: M kotanjant uzayidir. T°"M kotanjant uzayr momentum faz

uzayidir.

Hemen hemen simplektik manifold: 2m reel boyutlu bir M manifoldunun herhangi

bir P noktasinda ¢ anti simetrik 2-formu regiler yani boyM =ranke ise @ 2-formuna
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bir hemen hemen simplektik yapi denir. (M,(D)ikilisine bir hemen hemen simplektik
manifold denir.

Simplektik manifold: 2m reel boyutlu bir M manifoldunun (zerinde ¢ hemen
hemen simplektik yap1 kapali yani de =0 ise @ 2-formuna simplektik yap1 denir. (M ,(0)

ikilisine bir simplektik manifold denir.

Hemen hemen kompleks yapi:m-reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant

demeti TM olsun. TM {zerinde J% = —1 esitligini saglayan ve rankJ =m ile verilen TM

Uzerindeki bir (1,1) tipinden J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1 denir.

Hemen hemen kompleks manifold: Uzerinde hemen hemen kompleks yap1

tanimlanan manifolda bir hemen hemen kompleks manifold denir.

Holomorfik fonksiyon: D, C" nin bir agik alt kiimesi olsun. f , D Uzerinde

kompleks degerli bir fonksiyon olmak tizere D nin her bir P =Z;noktasinda

i f (25 +az")-f(z5)

(A = Ax“ +iAy”) her (@ =12,...,n) icin limit var ve bu limit
Az—0 Az?

a

Az* —0 a yaklastiginda yoniine bagli degilse, f fonksiyonu P noktasinda

a

holomorfiktir. Her peD i¢in bu sart saglaniyorsa f fonksiyonuna holomorfiktir
denir(Wikipedia(b)).
Holomorfik déniisiim:M ve M iki kompleks manifold, ¢:M — M slrekli bir

doniisim ve peM olmak Uzere (p(p) nin bir V. komsulugu iizerinde tanimlanan

holomorfik fonksiyon f olsun. Bu durumda p— @(Pp) ile tammlanan ¢ siirekli

*

doniigiimiiniin =~ @  dual doniistimii  1-formlar1  1-formlara doniistiiriiyorsa @

diferansiyellenebilir doniistimiine bir holomorfik doniisiim denir.

Kompleks manifold: M, 2n-boyutlu Hausdorff uzaymmn bir {U,} = acik ortiisii

HEN
icin @y cM—"5DucC" ve U,NU, #Dolmak izere ¢,(U,NU,) nin her bir p

noktasinda f,, =¢, ((ogl(p)) fonksiyonlar1 holomorfikse bu durumda M ye bir kompleks
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manifold denir.

Hermit metrigi:Bir J hemen hemen kompleks yapisiyla Mbir hemen hemen
kompleks manifold ve g deM iizerinde tanimli Riemann metrigi olsun. Bu durumda
g (Z,W) =0 (JZ,JW) , YVZ,W € y(M)esitligini saglayang Riemann metrigine M

tizerinde Hermit metrigi denir.

Hermit manifoldu:Bir Hermit metrigiyle bir M hemen hemen kompleks manifolda

bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Hemen hemen parakompleks yapi:m-reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant

demeti TM olsun. TM (zerinde J2 =1 esitligini saglayan ve rankd =m ile verilen TM

Uzerindeki bir (1, 1) tipinden J tensor alanina bir hemen hemen para-kompleks yapi1 denir.

Hemen hemen ¢arpim manifoldu: M N-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olsun.
M de J2? =0olmak Uzere J biir (1,1) tipinde tensor alani ve M hemen hemen c¢arpim

yapisiyla donatilmigsa M ye bir hemen hemen ¢arpim manifoldu denir.

Semispray: J N-reel boyutlu bir M manifoldunun TM tanjant demeti lzerinde bir

hemen hemen tanjant yapi olsun. TM demeti (zerinde yerel koordinatlar (qi,vi),

i a i 6 o i o o i . .
1<i<m ve &=V a—q,-l-f ﬁ , q' =V|, q' =V 25' vektor alanina M Uzerinde bir

semispray (ikinci mertebeden lineer homojen diferansiyel denklem) denir.

Liouville vektor alani: J bir hemen hemen tanjant yapt ve & bir semispray olmak

Uzerev =J& =V % ile verilen V vektor alanina Liouville vektor alani denir.

Kinetik enerji: m-reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant demeti TM olsun.
M manifoldu tzerinde lokal koordinatlar (q'), 1<i<m ve TM zerinde lokal
koordinatlar (q',v') olsun.M;, M iizerinde M pargacikli sistemin Kiitlesi olmak iizere
T =>m (q‘)2 :%mi (v‘)2 ile verilen T:TM — R déniisiimiine sistemin kinetik enerjisi

denir.

Potansiyel enerji: m-reel boyutlu bir manifold M ve M manifoldu Uzerinde lokal
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koordinatlar (q‘), 1<i<m olsun. M, M Uzerinde M pargacikl sistemin kiitlesi ¢, yer

cekimi ivmesi ve h, sistemin orijine uzakligi olmak iizere P =mM.Qh ile verilen

P:M — R doniisiimiine sistemin potansiyel enerjisi denir.

Lagrangian fonksiyonu: M -reel boyutlu bir manifold M, M nin tanjant demeti

™, 7, :TM =M kanonik projeksiyon olsun. T =%mi (qi)2 =%mi (v )2 ve P=mgh

stirastyla sistemin kinetik ve potansiyel enerjisi olmak iizere LZT—POTM ile verilen

L:TM — R doniisiimiine Lagrangian fonksiyonu denir.
Enerji fonksiyonu:v =/ % Liouville vektor alan1 ve L Lagrangian fonksiyonu
olmak tizere TM (tizerinde E, =VL—L fonksiyonuna L ye bagl Enerji fonksiyonu denir.

Dikey tiirev:BirM manifoldu tizerinde her bir X vektér alani i¢in, X ile bir @ p -

formunun ixa) i¢ carpimi veya dikey tiirevi asagidaki gibi tanimlanir.
1) i,0=0,p=0
) iyw=0(X),p=1
(3) iyw=o(X. Y Y,y ), VoY, € 2(M) budurumda iy@ e A" (M) olur.

Euler-Lagrange vektor alani: n —reel boyutlu bir M manifoldunun TM tanjant

demeti Uzerinde @, =-dd,L kapali 2-form ve x(TM), TM uzerindeki vektor

alanlarmin ciimlesi ve AT'M, T°M (zerindeki 1-formlarin ciimlesi olsun. Bu
durumda; TM,,: x(TM) > A'T'M  izomorfizmi igin i, ® =dE _ esitligini saglayan bir

tek X vektor alani vardir ki bu vektdr alanina Euler - Lagrange vektor alan: denir.

Lagrange sistem:TM, M nin tanjant demeti, ®, kapali 2—form, X  Euler-
Lagrange vektor alani (semispray) ve E , L ye bagh enerji fonksiyonu olmak tizere

(TM,®, X, ) veya (TM,®_,E,) Uclisiine Lagrange sistem ad verilir.
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Euler-Lagrange denklemleri: n—reel boyutlu bir M manifoldunun TM tanjant
demeti Uzerinde lokal koordinatlar (q‘, pi), I =1..., n olsun. Lagrange fonksiyonu L, E,
L ye bagl enerji fonksiyonu ve X, Euler-Lagrange vektor alani olmak {iizere

iy @ =dE_ esitliginden

ofaL)_d _,
ot\oq' ) oq'

Euler-Lagrange denklemi bulunur

Dual hemen hemen tanjant yapi: n—reel boyutlu bir manifold M ve M nin
kotanjant demeti T'M olsun. T°M Uzerinde J =0 esitligini saglayan ve rankJ” =nile
verilen T'M (zerindeki (1,1) tipinden J* tensér alanma T M (Uzerinde dual hemen

hemen tanjant yap: denir.

Liouville form: n—reel boyutlu bir manifold M ve M nin kotanjant demeti T'M
olsun. T'M (zerinde J° dual hemen hemen tanjant yapt ve @ 1—form olsun. M

manifoldu (zerinde lokal koordinatlar (qi), i=1..,n ve T'M lzerinde lokal
koordinatlar (q',p;) olmak iizere e 1—formu igin T'M zerinde lokal olarak

Q,, =J w ile verilen Q,, ye Liouville form adi verilir.

Hamilton fonksiyonu: n —reel boyutlu bir manifold M ve M nin kotanjant demeti

T'M olsun. H:T'M —Riile verilen ve L Lagrangian fonksiyona karsiik gelen H

enerji fonksiyonuna Hamilton fonksiyonu denir.

Hamilton vektor alani: n—reel boyutlu bir manifold M ve M nin kotanjant
demeti T°M olsun. H:T'M — R bir Hamilton enerji olsun. x(TM), TM zerinde
vektor alanlarm ciimlesi ve A'T'M , T°M (zerindeki 1—formlarin ciimlesi olsun. Bu
durumda TM,:y(TM) > A'T'M  izomorfizm déniisiimii iy, ®=dH  biciminde
tanimlanmak tizere T M (izerinde bir tek X, vektor alan1 vardir ki bu vektor alanina H

Hamilton enerjiyle beraber Hamilton vektor alan: denir.

Hamilton sistem: T'M M nin kotanjant demeti, ® kapali 2—form, X,
Hamilton vektdr alan1 olmak tizere (T"M,®, X, ) UglUstine Hamilton sistem denir.
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Hamilton denklemleri: T°"M =~ M nin kotanjant demeti ve M Uzerinde lokal
koordinatlar (q', p;), i =1..,n olsun. H Hamilton fonksiyon X,, Hamilton vektor alan

olmak tzere i, ®=dH esitliginden

dg' _oH dp_ oH
dt op, dt &g

seklinde elde edilen denklemlere Hamilton denklemleri ad: verilir.

3.2. Yontem

3.2.1. Matematiksel modelleme

Bilim adamlarinin diinyay1 daha iyi bir sekilde anlamak ve karsilasilan sorunlara en
iyl sekilde ¢6ziim bulmak icin herseyi matematiksel terimlerle ifade etmislerdir. Buna
matematiksel modelleme denir. Kisaca, matematiksel model, bir sistemin matematik
diliyle ifade edilmesidir. Degiskenlerdeki degisikligi gosteren matematiksel ifadeler
diferansiyel denklemler olarak isimlendirilir.

Matematiksel modellemenin amaci; gergek diinyanin farkli yonlerini tahmin etmek,
aciklamak, tanimlamak ve anlamaktir. Astronomlar gezegenlerin hareketlerini kusursuz

tahmin etmek i¢in matematiksel modellemeyi kullandilar.

Matematiksel modelleme, gercek diinya durumlarinin, beklentilerinin bir bolimunu
temsil etmek iizere secilen bir veya birden fazla matematiksel olusumlarin veya
aralarindaki iligkilerin birlesimidir (Niss, 1988).Matematiksel modelleme gercek hayat
icinde yapilandirilmamis problemlere hayatin uygulamasini gerektirir (Galbraith ve
Catworthy, 1990). Profesyonel matematik ve okul matematigindeki bu siireg; algoritmik
bir siire¢ degil, problem durumunu formiile etmeyi igeren zorlayict bir yapiya ragmen,
uygun degiskenleri se¢cme, bu degiskenler arasindaki baglantiyr ortaya ¢ikarma, bu
degiskenler ve baglantilara bagli olarak matematiksel bir model ortaya koyma ve bu model
ve uygulamalarin test edilmesi siirecidir ve bir sanattir (Burghes, 1980; Evans, 1980;

Galbraith, 1987).

Matematiksel modellemeyi kurabilmek icin sirasiyla problemin belirlenmesi,
problemin analizi, model analizi, modelsel becerilerin gelistirilmesi, matematiksel
modelleme becerileri, degiskenlerin tanimlanmasi gerekmektedir. Bu asamalarin sonunda

uygun bir matematiksel model kurulur.
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3.2.2. Lagrange matematiksel modelleme
Joseph-Lois Lagrange, 1766 da Berlin akademisinde Euler’in varisi olup 1762-1765
tarihleri arasinda n. mertebeden homojen diferansiyel denkleminin genel ¢Oziimiiniin, n

tane lineer bagimsiz ¢éziimlerinin lineer kombinasyonu oldugunu gosterdi.

Leonhard Euler ,yasaminin son 17 yilim1 gérme 6ziirlii olarak gecirmesine ragmen,
Olene kadar calismalarini devam ettirmistir. Mekanigi, matematiksel modellemeyle
uygulamasi 6ne ¢ikan ¢aligmalarindandir. Lagrange, Euler’in matematik uygulamalari i¢in

‘analizdeki hareketi bilime uygulayan en 6nemli ¢aligma’ ifadesini kullanmistir.

Lagrange sistemi adina verilen konfigiirasyon manifoldunun hiz ve momentum faz
uzaylar1 olan tanjant demetlerde tanimli uygun bir X vektor alani tarafindan karakterize

edilir. Bu karakterizasyonda; M, N— boyutlu bir konfiglirasyon manifold olsun. M

manifoldunun yerel koordinatlar (qi) tanjant demeti TM ’nin ise (qi,qi)dir. E=TMxR
(2n+1) —boyutlu bir manifold, sistemin kinetik enerjisi T ve potansiyel enerjisi P,

RL" = (TM,L(x,Y,t)) rheonomic Lagrange uzay1 ve L=T-P olan L:TM*xR—R bir regtler

Lagrange fonksiyonu olup;
i.®, =dE, (3.1)

olacak bigimde TM (zerinde bir tek & vektor alani1 vardir. Euler-Lagrange vektor alani
olarak adlandirilan & bir semispraydir, ¢linkii onun integral egrileri agagida verilen Euler-

Lagrange denkleminin ¢oziimleri ile ¢akigir (De Leon,1985,Sayfa 304).

4, a

—=0
dt 'og'" oq

(3.2)
(TM, @ L) ucliisi TM tanjant demeti tizerinde Lagrangian sistem olarak adlandirilir.

3.2.3. Hamilton matematiksel modelleme
Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton tarafindan 1883' de tanimlanan

Hamiltonian mekanigi, klasik mekanigin yeniden formiile edilmesidir.
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M—boyutlu bir manifold M ve M nin kotanjant demeti T M dir. T"M kotanjant

demetinin koordinati (q', p') olup burada 8_q' =P ’dir.

Hamilton fonksiyon H:T'M —>R ye H=T+P seklinde ifade edilir. Oyleki,
buradaki T kinetik enerjiyi sembolize ederken P potansiyel enerjiyi sembolize eder.
T M kotanjant manifold iizerindeki vektér alan1 X ile gosterilirken, kotanjant

demeti Uzerindeki simplektik 2-form ¢ ile gosterilir ve ¢ = —dAdir. Burada A Liouville
formudur ve A= J*(W) seklindedir (J* TM >T'™M ) Burada J” dual yapisi tanjant,

kompleks veya parakompleks olabilir. Ayrica W 1-formdur.

Hamilton fonsiyonunun dinamik formalizmi
i, ¢=cH (3.3)
seklinde ifade edilir. T"M kotanjant manifold, ¢ simplektik 2-form ve X vektor alani ile

beraber (T*M,¢, X) ticliisii Hamiltonian mekanik sistem olarak adlandirilir. Dinamik

denklemin temsil ettigi manifold yapisinin iizerine kurulan dinamik sisteme ait Hamilton

denklemlerinin formati

dp =— 8H , dq = 8H seklindedir.
dt oq' dt  op'
Bu g¢alisgmada E=TMxR (2n+1)—boyutlu, reel ve yerel koordinatlari

(x%,y%,t) olan bir manifold iizerinde tanjant, kompleks ve parakompleks yapili rheonomik
Euler  Lagrange ve  rheonomik  Hamilton  denklemleri  elde edilecek.

(M, L(x,y,t), F(x,y,t)) Uclisu Rheonomik Lagrangian mekanik sistemi olarak

adlandirilacak. Burada M  bir manifold, L lagrange fonksiyonu, F ise

RL" = (TM : L(X, y,t)) Rheonomic Lagrange uzayinin bir fonksiyonudur (Miron, 2009).
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BOLUM 4
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. Tanjant Yapilhi Rheonomic Lagrangian Mekanik Sistemleri

M sonlu N—boyutlu reel bir manifold ve (TM,z,M) tanjant demeti olsun.
E=TMxR (2n+1)—boyutly, reel ve yerel koordinatlar1 (x%,y%, t) olan bir manifoldtur.

Bu kissmda E=TM xR manifoldu Uzerinde tanjant yapiya ait rheonomic mekanik

sistemlere ait Euler-Lagrange denklemleri elde edilecektir (Miron, 2001).

E, (2n+1)—boyutlu oldugundan yerel koordinatlar1 (x,y%,t) ile hemen hemen

tanjant yapist da J ile verilsin. Ozel bir vektdr alami olan semispray’i asagidaki gibi

olusturalim:

ii ii Q i vl ivi gl i
E=X ax‘+Y ayi+at’ X =x=y,Y=X=V. (4.1)

E manifoldu tzerinde Liouville vektér alan1 vV = J& tarafindan belirlenen vektor

alanidir ve asagidaki formiille hesaplanir:

Vv :Jgf:XiJ(aXiHYiJ(%)H(%). (4.2)

i
Burada y(E), E tzerinde tanimli vektdr alanmm bir kismi ve J hemen hemen tanjant
yapist oldugundan (J 2= 0);

J 1 2(E) = x(E)

0 0 0
J(— J(—
( ) (ayl

0 3
x —ﬁ’ )—O,J(a)—o,l—l,...,n (4.3)

esitlikler saglanir ve boylece Liouville vektor alani

.0
V=X"— 4.4
Y (4.4)
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elde edilmis olur. E manifoldu (izerinde mekanik sistemin, L ’ye iliskin enerji

fonksiyonu E; =V(L)-Ldir. i joperatoriinii asagidaki sekilde tanimlanir:

i, A’E—>A'E (4.5)

i i 0 L . . o . .

d =—dx'+—dy'+—dt ile verilen d diferansiyeldir ve d; dis biikey tiirevi asagidaki
x o oy at

gibidir:

o .
d,=J(d =—idX'. 4.6
(d) 5 (4.6)

d j dis biikey tiirevi ayn1 zamanda asagidaki gibi Lie tiirevi olarak da tanimlanir:
d, =[i,.d]=i,d —di,. (4.7)

(4.3) ile gosterilen J hemen hemen tanjant yapist igin, ¢L =—dd 3 L ile elde edilen kapali 2

formdur. (4.6) ile gosterilen 0, dis biikey tirevi ile L yi dis carpim olarak uygularsak

asagidaki elde edilir:
oL
dJszdX. (48)

(4.8) ile gosterilen dJ L yi d ile dis carpim yaparsak @ kapali 2- form elde edilir:

2 2 2
OL g0 nax— 2L dyj/\dxi—aL

¢, =—dd,L=——2— — .
o0y oy'ey atoy

dt Adx'. (4.9)

(3.1) de verilen i.¢ =dE, ‘in sol tarafi

i L i P O'L iy 0L i O°L 4 0L i
¢ (&) =—X puEY. (8)dx' —dx!)+ X ooy dy’ -y ayjayiddx +X ooy dt ooy dx
(4.10)
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Diger taraftan E, enerji fonksiyonu

oL
E =X'—-L 4.11
Y. (4.11)

olup bu enerji fonksiyonun diferansiyeli

2 2 2
dE, = X' a.L dx! + X' —— oL dy! + X' 8Ldt_$d ’—idyl—@dt
oxloy' oy'oy' otoy' ox! oy’ ot
(4.12)

olarak bulunur.
i §¢L =dE, dinamik formalizmi ve gerekli kisaltmalar dikkate alimnirsa;

a—l_i(—xiij@jdxi—Yiijé}jdXi dxj 8LJ —0,%=0

yLox % oA (4.13)

-y i 11 I - . .
elde edilir. & = {O : Jj} kronecker delta doniisimii yapilir ve Semispray yerine yazilirsa,
A

_g@ijdx L =0 (4.14)

elde edilir. a:1 < R— Eegrisié’ nin integral egrisi,yani Z_fzg(a(t)) ise bu durumda

asagidaki denklem elde edilir.

ﬁ(‘ij L o (4.15)
atloy' ) ox

Elde edilen bu denklemlere E manifoldu (zerinde tanjant yapiya ait rheonomic Euler-

Lagrange denklemleridenir. Bu Euler-Lagrange denkleminin ¢dzimi E Uzerindeki ¢
semisprayin yoringeleridir. Sonu¢ olarak bu (E,¢L,§) uclustinlin, rheonomic mekanik

sistem oldugu gortlir (Frigiou, 2011).
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4.2. Tanjant Yapili Rheonomic Hamiltonian Mekanik Sistemleri
Bu kissmda E manifoldu (zerindetanjant yapiya ait rheonomic mekanik sistemlere
ait Hamilton denklemleri elde edilecektir. E™tizerinde

J™ =0esitligini saglayacak sekilde
J'(dx')=dy',3"(dy")=0,J"(dt) =0 (4.16)

seklinde tanmimlanir. J°, (4.16) ile verilen bir hemen hemen tanjant yapr ve
w=x'dx' + y‘dyi olsun. J*(W) = x‘dy‘ esitligiyle hesaplanan A Liouville formu E™ de
1- formdur. ¢=—dAkapali oldugu i¢in E  iizerinde kapali 2 formu yapisindadir. Kabul

edelim ki H Hamilton enerjiye bagh XH Hamilton vektor alan1 agagidaki gibi olsun.
Xy =X, +— (4.17)

Burada X, soyle tammlansn:

i 0 i O
Xt = XI—.+YI—. (418)

OX' oy'
E™ de 4 kapali 2 formu asagidaki gibi hesaplanir:
¢g=—dA=dy’ ndx! (4.19)
iXt¢ = ¢(Xt) den isleme devam edilirse;
#(X,)=-X"dy' +Y'dx’ (4.20)
elde edilir. Diger taraftan H Hamilton fonksiyonun diferansiyelini alalim:

dH :—.dXi +—.d !
a0 Xt (4.21)

(4.20) ile (4.21) denklemlerini (3.3) de verilen i, #=¢(X,) dinamik denklem geregi

esitlersek;
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i OH i _dH

8yi A & (4.22)
elde edilir ve X' ve Y' leri (4.18) de yerine yazilirsa
X e 429
oy’ oX OX oy
bulunur. Boylece Hamilton vektor alani asagidaki gibi bulunur:
M2 W oo
oy ox' ox oy ot
XH Hamilton vektor alaninin integral egrisinin,
a:lcR—>E" (4.25)
kabul edelim ve tanim geregi
Xy (at))=a() , tel (4.26)
oldugundan ve yerel koordinatlar a(t) = (xi, y' ,t) olur.
d(t):%[a(t)]=(1,dd—f,dd—3:]:§+dd—f§+dd—{% (4.27)

(4.24), (4.26) ve (4.27) denklemleri g6z 6nlinde bulundurulursa tanjant yapili rheonomic

Hamilton denklemleri asagidaki olur:

d oH dy' oH
dt ooyt odt X 2

Sonug olarak, E manifoldunun duali E* tzerinde (E",¢,X,, ) sistemi de bir rheonomic

Hamiltonian mekanik sistemi olarak adlandirilir (Frigiou, 2011).
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4.3. Kompleks Yapili Rheonomic Lagrangian Mekanik Sistemleri
M sonlu N—boyutlu bir manifold ve (TM,z, M) tanjant demeti olsun. E=TM xR

(2n +1) —boyutlu, kompleks ve yerel koordinatlar1 (x¢,y*,t) olan bir manifoldtur. Bu

kissmda E =TM xRmanifoldu (izerinde kompleks yapiya ait rheonomic mekanik

sistemlere ait Euler-Lagrange denklemleri elde edilecektir. E, (2n-+1)—boyutlu

oldugundan yerel koordinatlar1 (x‘,y% t) ile hemen hemen kompleks yapis1 da J ile

verilsin. E ° nin yerel bazlar asagidaki gibidir.

Ozel bir vektdr alam olan semispray’i asagidaki gibi alalim.

e=x' 2y L O xigioyiyi=gi=y,

X oy at (4.29)

E manifoldu iizerinde Liouville vektor alan1 V = J¢& tarafindan belirlenen vektor alanidir.
7(E), E Uzerinde tanimh vektor alaninin bir kiimesi ve J hemen hemen kompleks

yapisi oldugundan J? =—1 olup;
J: x(E) = x(E)

0 0 0 0 0
I =3 MG =5 =0 (430)

esitlikleri ile verilir. BOylece Liouville vektor alani

MR
V=Jé=-X 24y & (4.31)

ayi 5XI

elde edilir. E manifoldu Gzerinde mekanik sistemin, L ’ye iliskin enerji fonksiyonu

E, =V(L)-L olarak verilir. i, operatdrii (4.5) gibi tanimlansm.

X ooy at 4.32)
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ile verilen d diferansiyel olup dJ dis biikey tiirevi agsagidaki gibidir:

o ,. O ,
d :J d :——.dX'+—.5 ! .
; =J(d) Y FVi (4.33)

(4.30) ile gosterilen J hemen hemen kompleks yapisi igin, ¢,_ =—dd ;L ile elde edilen kapali

2- form yapisindadir. (4.33) ile gosterilen dJ dis biikey tiirevi ile L yi uygularsak

asagidaki elde edilir.
oL i oL .
d,L=——dx'+—0V' 4.34
J 6yl é‘xl y ( )

(4.33) ile gosterilen d ;L nin diferansiyeli alinip eksi isaretli olarak alinirsa ¢, kapali 2

form elde edilir.

2 2
d, :—deL:i_(a—L.)dxj L AOY + oL oy’ adx'
ox’ "oy’ ox'ox oy'oy'
2
—i.(g—l‘.)éyj ASY + oL
oy ox ot

0 .6L .
dt Adx' — = (==)dt A SY' 4.35
Adx 6t(5x') AOY (4.35)

Boylece (3.1) de verilen i.¢ =0E sol tarafi

R R I © I L I
=X'— () (5dx' —dx’ ) - X' ——8)oy' +Y' ———dx!’
$ (=X (ay.>(. ) s Y Y S
. 2L 0 Sl
xi oL Syl +Y &@de' _Yi i(‘S_".)@de' Y (Z5)sy (4.36)
oy'oy' oy'oy' oy’ ox oy’ "o
2 2
xt O Gy h (0 g DL gy O (9 )5y
oty ot ox otoy' ot Sx

Diger taraftan E, enerji fonksiyonu hesaplanirsa;

oL oL
E =V(L)-L=-XZ=4Y Z=_L
L =V(L) FYRRR (4.37)
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bulunur. Bu enerji fonksiyonun diferansiyelini alalim.

2 2
dE, =X ii(i)oll VT - L g - x 25 syrayi(2h) L sy
ox " X ooy 53 oy’
2
X TS ay v (S S-S (4.38)
aoy oy a

.4, =dE esitligi geregince gerekli sadelestirmeler yapildiginda;
X‘idxj+Yii5ijdxi+adx AL oL i
! oy’ ot EYREY

oX
[ xie SISy +Y a.éij5y‘+a5y oL  a syl |=6.%L -0
5x! oy’ ot X ay‘ ot (4.39)

elde edilir. Semispray yerine yazilirsa

May'] 5x! }d F(axij 8y1}§y =0 (4.40)

bulunur. a:1 c R — E egrisi¢’ nin integral egrisi ise bu durumda asagidaki denklemler

elde edilir:
ofadL) oL o(oL) oL
= : =0,—| — |+—=0. 441
at[ay'j SX ’8t(5x'} oy’ (4.41)
iizﬁl—N (x, yt) =0,..,n;neN
ox' Ox oy“’ (4.42)

ile tanimlanan ifadeyi (4.41)  deki denklemde yerine yazarsak;

0, 0L 8LO

ofaL) oL
—| = [+=—=-N¢ -0,— N/ t .
a[ay'j o (th) at(a') A (4.43)

elde edilir. Burada N(X,Y,t), E manifoldu iizerinde N lineer olmayan bagmtisinin

yerel katsayisidir. Elde edilen bu denklemlere kompleks yapiya ait rheonomic Euler-
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Lagrange denklemleri denir. Bu Euler-Lagrange denklemlerinin ¢6zimi E manifoldu
Uzerinde ¢ semisprayin yorungeleridir. Sonug olarak bu (E,¢L,§)UQIUsUnUn rheonomic

mekanik sistem oldugu goriiliir (Frigiou,2011).

4.4. Kompleks Yapili Rheonomic Hamiltonian Mekanik Sistemleri

M, N—boyutlu bir manifold, M * nin kotanjant demeti T"M dir. E" =T'M x Rise
(2n+1) —boyutlu E ’nin dual manifoldu olarak tanimlamir. Bu kisimda E’Uzerinde
kompleks yapiya ait rheonomic mekanik sistemlere ait Hamilton denklemleri elde

edilecektir. E™¢ in dual bazlar1 asagidaki gibidir.
ox' =dx'; 5y =dy' +N;dx!; 5t = dt + N/ dx’

(dX',8Y',dt) , E™ in dual bazlardir.
I (B - x(F)
I (dx')=-0y', J°(6y") =dx',3"(dt) =0 (4.44)

seklindeki esitlikler yardimiyla J =1 esitligi saglanir. J, (4.44) tarafindan verilen bir

hemen hemen kompleks yapi ve aym zamanda w:%(x‘dx‘+y‘5y‘)olsun.

J7(w) =%(—xi§yi + y‘dx‘)esitligiyle hesaplanan A Liouville formu E™* de 1- formdur.

¢=—dA 2-formu kapali oldugu igin E >de kosimplektik yapidir. H Hamilton enerjiye

bagli X,; Hamilton vektor alan1 (4.17) gibi olsun.Ayrica X, de asagidaki gibi tanimlansin.

X, =X 2 4y 2
ox 0y (4.45)

E™’ de ¢ kapali 2 formu asagidaki gibi hesaplanir:
¢p=-dA=dx' ASY’ (4.46)

iXt¢ =¢(X,) den isleme devam edilirse
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#(X,)= X' (5Y)-Y'S) (o) (4.47)

elde edilir. Diger taraftan H Hamilton fonksiyonun diferansiyeli asagidaki gibi alalim:

Sx oy (4.48)

(4.47) ile (4.48) denklemlerini Iy ¢ =¢(X,) dinamik denklem geregi esitlenirse;

i OH oH
X'=—Y=—— 4.49
ayl 5XI ( )
elde edilir. X'veY' leri (4.45) de yerine yazilirsa;
Loy ox ox oy '
bulunur. (4.17) olarak kabul edilen Hamilton vektor alan1 asagidaki gibi hesaplanir:
oH 6 oH 0 .
Ry=rei~ =it (4.51)

X, Hamilton vektor alaninin integral egrisicz:1 R —E olup (4.26) daki denklemi

dikkate alirsak;

dk oH dy' SH
a _oH dy __on 4.52
dad oy " dt X (4.52)

denklemleri elde edilir. (4.42)’ de tanimlanan ifadeyi (4.52) © de yerine yazarsak asagidaki
kompleks yapili rheonomic Hamilton denklemleri elde edilir.
d" _oH dy' oH oH

oy a0 (452)
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4.5. Parakompleks Yapili Rheonomic Lagrangian Mekanik Sistemleri

M sonlu n- boyutlu bir manifold ve (TM,z, M) tanjant demeti olsun. E=TM xR

(2n +1) —boyutlu, parakompleks ve yerel koordinatlar (x¢, y*, t) olan bir manifoldtur. Bu

kisimda E =TM xR manifoldu Uzerinde parakompleks yapiya ait rheonomic mekanik
sistemlere ait Euler-Lagrange denklemleri elde edilecektir.
E, (2n+1)—boyutlu oldugundan yerel koordinatlar1 (x%,y%,t) ile hemen hemen

parakompleks yapisi da J ile verilsin. E ¢ nin yerel bazlar1 asagidaki gibidir

Burada J hemen hemen parakompleks yapist J? =1 esitligini saglayacak sekilde

) ) 0
J(— —)=—,J(=)=0 4.54
( 5X.) 8y ( Y ) 5 ( at) (4.54)
tamimlanir. Ozel bir vektor alan1 olan semispray’i (4.29)° daki gibi alahm. E manifoldu

uzerinde Liouville vektor alan1 V = J¢& tarafindan belirlenen vektor alanidir ve asagidaki
formiille hesaplanir:

V=Jé= x‘i yi o
o X (4.55)

E iizerinde mekanik sistemin, L ’ye iliskin enerji fonksiyonunun E, =V(L)—L olarak

tanimlanir.

o i 0 .
d :J d :—.dX'-I-—.5 !
;=J(d) Y 5 y (4.56)

(4.56) ile gosterilen d ; dis biikey tiirevi ile L yi dig ¢arpim olarak uygularsak asagidaki
elde edilir:

oL
d,L :5dx +—0Y'

5y (4.57)
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(4.57) ile gosterilen diferansiyelin tekrar diferansiyeli alinirsa ¢|_ =—dd JLiIe elde edilen

kapal1 2 —form bulunur.

2 2
¢L:—ddjL::—i(a—L.)dx"/\dxi— 5.L.dxj/\5y‘— a.l‘.éy"/\dxi
ox! "oy’ ox'ox oy'oy'
2
_ 9 Ohysyiasy =L gt adk =2 (2hydt a5y (4.58)
oy! ox otoy' ot ox'
Boylece (3.1)’ de verilen i.¢_ =dE, dinamik formalizmin sol tarafi
N R I IR I
=—X'— (=) (5'dx' —dx’ |- X' ———=5'0y' +Y' ———dx’
() ox! (ay')(' ) sxlox y ox!oX'
oL el A N
+X' a.L.éy‘—Y'.—L.éi‘dx' —Y'i(g—l'.)&i‘dy' +Y —j(—i)éy‘ (4.59)
oy oy’ oy’oy’ oy’ ox o’ ox
2 2
Il gy B0 g L g (05
otoy' ot ox' otoy' ot Ox

elde edilir. Diger taraftan E, enerji fonksiyonu ile diferansiyelini hesaplarsak;

i 0 i oL
E =V(L)-L=X'—+Y'—-L 4.60
L ( ) ayl 5XI ( )
ve
2 2
dE, = X‘i.(a—l'.)dxj +Y'( oL )dx! — oL gipxi oL sy’ +Y‘(5—L.)i.6yj
ox! oy’ ox'ox’ ox’ oy’oy' ox'" oy’
2
+X! oL dt—a—l‘.5y"+Y‘(5—L.)gdt—a—Ldt (4.61)
otoy' oy’ ox'" ot ot

elde edilir. i§¢|_ =0dE, dinamik denklemi yardimiyla;
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Xii.dx"+Yi£.5ijdx‘+£dxi o _ ok g
Sx oy’ ot oyt ox
X‘i@jéy‘+Yii5yj+g5y‘ 5_"__8—L.5yj ~9.%_¢
Ox’ oy’ ot " )ox oy ot (4.62)

bulunur ve semispray yerine yazilirsa

L) oL |, = oLy . g
{f(ﬁj‘ﬁ}dx _O’Héx‘j ay’}(sy ’ e

elde edilir. a:1 c R— Eegrisi ¢’nin integral egrileri oldugundan asagidaki denklemler

elde edilir.

ofoL) 6L . 9foL) oL _
E(ﬁ]_ﬁ_o’ 6t(5xi) y (464

(4.42)’de tanimlanan ifadeyi (4.64)’deki denklemde yerine yazarsak;
o, oLy oL

_( a) i:O
ooyt oy (4.65)

denklemleri bulunur. Burada Ni“(x,y,t) E manifoldu Gzerinde N lineer olmayan

ofoL | oL oL 0 oL
_ — = — '0! _— - \— ) N_DC t
[ ij 6xi+N' (X, y,1) — 0’8t(8x') C Gy

bagintisinin yerel katsayisidir. Elde edilen bu denklemlere parakompleks yapili rheonomic

Euler-Lagrange denklemleri denir. Bu Euler-Lagrange denklemlerinin ¢6zimiu E
Uzerindeki ¢ semisprayin yorungeleridir. Sonu¢ olarak bu (E,¢L,§) uclisunan,

rheonomic mekanik sistem oldugu goriiliir (Frigiou, 2011).

4.6. Parakompleks Yapili Rheonomic Hamiltonian Mekanik Sistemleri

M, N—boyutlu bir manifold, M’ nin kotanjant demeti T'M dir. E"=T M xR ise
(2n+1)—boyutlu E ’nin dual manifoldu olarak tanimlamr. Bu kistmda E’(izerinde
parakompleks yapili rheonomic mekanik sistemlere ait Hamilton denklemleri elde

edilecektir. E*¢ i dual bazlar1 asagidaki gibidir.
ox' =dx'; 6y =dy' +Njdx’; 6t = dt + N dx’
Burada N, E manifoldu {izerinde lineer olmayan bagintidir.
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3 4(E) > #(E)
J(dx) =8y, (sy')=dxX',J"(dt) =0 (4.66)

seklindeki esitlikler yardimiyla J™ =1 esitligi saglanir. J°, (4.66) tarafindan verilen bir

hemen hemen parakompleks yap1 Ve W:%(xidxi—yi5yi) olsun.  Boylece
J*(W)zé(x@yi —y'dx') esitligiyle hesaplanan A Liouville formu E™* de 1- formdur.

¢ =—dA2-formu kapali oldugu i¢in E"de parakosimplektik yapidir.Farz edelim ki H

Hamilton enerjiye bagli X, Hamilton vektor alani (4.17) gibi, ayrica X, de (4.45) deki

gibi kurulsun. E™> de ¢ kapali 2 formu agagidaki gibi hesaplanir:

¢g=—dA=5y Adx’ (4.67)
in¢ = ¢(Xt) den isleme devam edilirse

#(X,)=-X'sy" +Y'dx (4.68)

elde edilir. Diger taraftan H Hamilton fonksiyonun diferansiyeli (4.48)’deki gibi alalim.
(4.48) ile (4.68) denklemlerini esitlersek;

X! oH Y! oH elde edilir. X' ve Y' leri (4.45) de yerine koyal
=Y =— ilir. \Y; eri (4. e :
& X (4.45) de yerine koyalim
« _H s +5H 0 4.69
Loy X o oy (4.69)

bulunur. (4.17) olarak kabul edilen Hamilton vektor alan1 asagidaki gibi hesaplanir:

y Mo oHo o

oy ox o oy ot (470

XH Hamilton vektor alaninin integral egrisiar: | = R — E”kabul edilirse ve tanim geregi

Xy (a)=a(t) , te1 dir. Yerel koordinatlar a(t)=(x',y',t)olur.
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integral egrisi tanimi dikkate alinirsa parakompleks rheonomic

asagidaki gibi bulunur:

d_ oH o' JH
dt oy T dt ox

(4.42)’de tanimlanan ifadeyi (4.71) ‘de yerine yazilirsa

X _ oH dl:a—H—Ni“(x,y,t)aH
dt oy dt ox oy*

Hamilton denklemleri

(4.71)

(4.72)

ile verilen parakompleks yapili rheonomic Hamilton hareket denklemleri elde edilir.
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BOLUM 5
SONUCLAR VE ONERILER

5.1. Rheonomic Dinamik Denklemlerinin C6zimu

Yapilan hesaplamalar sonucunda rheonomic mekanik sistemlere ait matematiksel
modelleme ile uzayda hareket eden cisimlerin hareketlerinin yortingelerini gosteren (4.15),
(4.28), (4.43), (4.53), (4.65) ve (4.72) diferansiyel denklemleri elde edilmistir. Bu
diferansiyel denklemlerin kapali ¢oziimleri sembolik hesaplama kullanilarak bulunabilir.

Asagida denklemlerin ve denklem sistemlerinin ¢6ziimii verilmistir.

5.1.1. (4.15) Denkleminin ¢6zUmu

Q(QJ_i:o
atloy' ) ox' (5.1)

Euler-Lagrange hareket denkleminin sembolik hesaplama programi ile ¢6zimu asagidaki
gibidir.

2

. 0 0 d
(ﬂf:: [8)}8[ L(-xsys t)]_ [al—/(xsyar)]:() ) EX(I): Y (52)

cevap =(L(x,y,t)= Fl(x) F2Ay) F3(z))&where

[{d_Fl(x)= ¢, FIx), & Fay)= _Fz(y),d_Fs(r)=c‘F3m}}
dx 1 dy 2 dt e
(5.3)
Buradaki fonksiyonlar1 asagidaki gibi alalim.
_Fl(x)=¢" _F2(y)=¢" _F3(1):=¢' (5.4)

(5.4) de elde edilen ¢ozumin t=0 i¢in grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 5.1.Euler-Lagrange Denklemi

5.1.2. (4.28) Denklem sisteminin ¢6zumu

o __aH oy _oH
dt oy ' dt ox (5.5)

Hamilton hareket denklemlerinin sembolik hesaplama ile ¢6ziimleri asagidaki gibidir.

~

-

. , d ) d d
sistem] = [—(;—VH(x,y, l))= EXU)’ %H(x,y, 1) = Ey(!)} ,ax(l)= v (5.6)

Xx(t):= t—=sin (t) ;y(t):= 1- cos () olarak alinirsa;
cevap = {H(x,y,1)=(y— _Fl(t))cos(t)+xsin(t)—y+ _F1(1)} (5.7)
elde edilir. Burada _F1 () := 1 olarak alinirsa asagidaki ¢oziim elde edilir.
{H(x,py,1)=(y—t)cos (1)+ xsin(1)- y+ 1} (5.8)

(5.8) de elde edilen ¢6ziimin t=r/4 igin grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 5.2.Hamilton Denklem Sistemi |

5.1.3. (4.43) denklem sisteminin ¢6zumu

ofoL) oL aL 0,0L, oL
—| — [+——-N“(x, y,t = \hs t +—=0. 59
&[ay'j o Ny ( ) (X, y)ét(ﬁy“) o (5.9)
Euler-Lagrange hareket denkleminin sembolik hesaplama programi ile ¢6ziimii asagidaki
gibidir.

Sisrem]::“ﬁyﬁt ] [fol(x,y,f)] N(x, y, 1)[@ L1(x, y,f)]

& 5 & (5.10)
[axatLl(x,y,l)J+(@L1(x,y,t)]— N(x, y,!)(aya LI(x, y,l)] }

cevap ;= {L1(x,y,t)= FI1(¢),N(x,y, 1) =N(x,y, 1)}

Li(x,y,1)=-1+¢" C2+ Fl(x)e' 2+ c,ye’ C2+ Cle' (2,

d
dx_Fl(x)]

o+ [
N(x,p, 1) = (5.11)

Burada _F1(x):=x+1; Cl:=1; C2:=-1 olarak alinirsa asagidaki ¢6zim elde edilir.
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{L1(x,y,1)= _F1(£),N(x,p,1) =N(x,»,1)},

c,+1
(Ll n=-1-2¢~(x+1)e— cpe'Naypn=—2— 12
-2
(5.12) deki ¢ozimin t=1 igin grafigi asagidaki gibidir.
L1
¥ X
Sekil 5.3.Euler-Lagrange Denklem Sistemi |
5.1.4. (4.53) denklem sisteminin ¢6zimu
oM Y B Ny
dt  oy' dt OX oy (5.13)

Hamilton hareket denklemlerinin sembolik hesaplama ile ¢oziimleri asagidaki gibidir.

0 d 0 0 d
sistem = [@ H(x,y, )= EX(Z‘), —(a H(x, y, t)) + N(x, 3, 1) (@ H(x, y, t)) = EYU)}
(5.14)

Burada N(X,y,t):=1; x(t):=t-sin(t); y(t):=1-cos(t) olarak alinirsa ¢dziim asagidaki gibi olur.
cevap ;=

{H(x, 3, 1) =

((=v—x+ _Fl(1))sin(t)+(cos(t)+ 1) (x— _FI1(#))) (=1 +cos(?))
sin(?) ;

(5.15)
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Burada _F1(7):=7 olarak alinirsa asagidaki ¢oziim elde edilir.

((=v=x+t)sin(t)+(cos(t)+1)(x—1)) (=1 +cos(t))

{H(x, p,1)= Sin(0) } (5.16)
(5.16) da elde edilen ¢ozimin t=n/2 icin grafigi asagidaki gibidir.
Sekil 5.4.Hamilton Denklem Sistemi Il
5.1.5. (4.65) denklem sisteminin ¢6zUmu
ofoL) oL 0, 0L
—| = + N7 (X, y,t =0,— N/ t :O. 5.17
oG-Sty S 0. S DN D S 517

Euler-Lagrange hareket denkleminin sembolik hesaplama programi ile ¢6ziimii asagidaki
gibidir.

_ N 0* o ) 0

sistem2 .—Hay Y L(x,y, 1)] - (ax L(x, ), I)J + N(x, ), 1) (ay

o? 0 o?
[_6)& Y L(x,y, I)] - [@ L(x, y, I)] —N(x, », 1) (ay a L(x,y, I)J = 0}

L(x, )y, !)J—

(5.18)

cevap .= {L(x,y,1)= FI1(#),N(x,y,1)=N(x, 1)}
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L(x,y,t)=-1+¢e" C2+ Fl(x)e' C2+ c,ye’ C2+ Cle' (2,

d
a_Fl (x)J

o
N(x,p, 1) = (5.19)

Burada _Fl(x):=2 c¢,x; Cl:=-2; C2:=2 olarak alinirsa ¢6ziim asagidaki gibi

olur.

{L(x,y, 1) = _F1(1),N(x,y, 1) =N(x, 5, 1)},
{L(x,p,1)==1-2¢€"+4 c,xe'+2 c ye ,N(x,y,1)=1} (5.20)

(5.20) deki ¢ozimin t=1 igin grafigi asagidaki gibi olur.

10
10 z

5
b -10

Sekil 5.5. Euler-Lagrange Denklem Sistemi Il

5.1.6. (4.72) denklem sisteminin ¢6zUmu

H_H M Ny
S 5 (5.21)

Hamilton hareket denklemlerinin sembolik hesaplama ile ¢oziimleri asagidaki gibidir.
ST '=—EH t—gZQH t N IQH z‘—iz‘
sisiem . ay (x7y’ ) _de( )7 ax (xaya ) - (x’y’ ) ay (xaya ) - ty()
(5.22)
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Burada N(X,y,t):=1; x(t):=t-sin(t); y(t):=1-cos(t) olarak alinirsa ¢oziim asagidaki gibi olur.

cevap =
(H(x, y. 1) =— ((=x+_FI(#)—y)sin(?) +(cossi(nt()t;- I)(x—=_F1(7))) (cos(r)—1) )
(5.23)
Burada _F1(t):=t olarak alinirsa asagidaki ¢6ziim elde edilir.
(H(x, . 1) = ((=x+t—=y)sin(t)+(cos(t)+1)(x—1))(cos(t)—1) | (5.24)

sin(7)

(5.24) deki ¢ozimiin t=n/2 i¢in grafigi asagidaki gibi olur.

Sekil 5.6. Hamilton Denklem Sistemi 111

Mekanik sistemlerle ilgili ileride yapilacak g¢alismalar icin rheonomic Euler —
Lagrange ve rheonomic Hamilton denklemleri; fizigin kollarindan olan klasik mekanik ve
kuantumun ilgilendigi elektrik, manyetik ve yercekimi alanlar1 ile ilgili problemleri

¢Ozlime kavusturmak i¢in onerilmektedir.

Lagrangian ve Hamiltonian modelleri ¢ok yaygin, onemli ve basit bir sekilde
kullanilan ara¢ olarak ortaya ¢ikar ¢ilinkii bu modeller rheonomic mekanik sistemler

modelini tanimlamak i¢in basit metotlar olusturmaktadir.
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Rheonomic mekanik sistemler zaman igeren agik degiskenler icerdigi i¢in elde edilen
Euler-Lagrange ve Hamilton denklemleri de bu uzaydaki cisimlerin dogrusal

yoriingelerinin zamana bagli oldugunu agiklayan denklemleri bulmamizi saglamistir.

Elde edilmis olan denklemler farkli degerler ve kabuller uygulanarak matematik i¢in

gelistirilmis 6zel programlar ile ¢oziilebilir ve yorumlanabilir hale gelmistir.

Daha fazla arastirma yaparak fizigin elektrik, manyetik ve kuantumun yer¢ekimi
alan1 ve klasik mekanigin problemleri ile ugrasan bilim insanlar1 Euler-Lagrange ve

Hamilton mekanik denklemlerinin yeni benzerlerini elde edilebilirler.
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