YAKIN HALKALARDA TUREVLER
UZERINE
DOKTORA TEZi

Zeliha BEDIR
(201392170022)

Matematik Anabilim Dali
Tez Damismani: Prof. Dr. Oznur GOLBASI

SivVAS
KASIM 2017



CUMHURIYET UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YAKIN HALKALARDA TUREVLER UZERINE

DOKTORA TEZI

Zeliha BEDIR
(201392170022)

Matematik Anabilim Dal

Tez Damsmani: Prof. Dr. Oznur GOLBASI

SiVAS
KASIM 2017



Zeliha BEDIR’in hazirladig ve “YAKIN HALKALARDA TUREVLER UZERINE”
adli bu calisma agagidaki jiiri tarafindan MATEMATIK ANA BILIM DALI'nda

DOKTORA TEZI olarak kabul edilmistir.

Tez Danismani Prof. Dr. Oznur GOLBASI
Cumhurivet Universitesi

Jiiri Uyesi Do¢. Dr. Hasret DURNA
CumhuriyetUniversitesi

Jiiri Uyesi Do¢. Dr. Yilmaz CEVEN
Siileyman Demirel Universitesi

Jiiri Uyesi Dog. Dr. Nese OMUR
Kocaeli Universitesi

Jiiri Uyesi Yrd. Do¢. Dr. M. Ali OZTURK
Adiyaman Universitesi

Bu tez, Cumhuriyet Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tarafindan DOKTORA TEZI

olarak onaylanmustir.

Prof. Dr. idris ZORLUTUNA
FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURU

e —




Bu tez, Cumhuriyet Universitesi Senatosu’nun 20.08.2014 tarihli ve 7 sayili karar ile kabul
edilen Fen Bilimleri Enstitiisii Lisansiistii Tez Yazim Kilavuzu (Y6nerge)’nda belirtilen

kurallara uygun olarak hazirlanmastir.

Bu tez, Cumhuriyet Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri (CUBAP) Komisyonu
tarafindan F- 496 Nolu proje kapsaminda desteklenmistir.



Butiin haklar1 saklidir.

Kaynak gostermek kosuluyla alint1 ve gonderme yapilabilir.

© Zeliha BEDIR, 2017



ETiK

Cumhuriyet Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Tez Yazim Kilavuzu (Yonerge)’nda

belirtilen kurallara uygun olarak hazirladigim bu tez ¢caligmasinda;

v' Biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar gergevesinde elde ettigimi,

v Gorsel, isitsel ve yazil tiim bilgi ve sonuglar1 bilimsel ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu,

v' Bagkalarinin eserlerinden yararlaniimas: durumunda ilgili eserlere, bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulundugumu ve atifta bulundugum eserlerin tiimiinii kaynak
olarak gosterdigimi,

v/ Biitiin bilgilerin dogru ve tam oldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik
yapmadigimi,

v' Tezin herhangi bir béliimiinii, Cumhuriyet Universitesi veya bir baska iiniversitede,

bir baska tez ¢alismasi olarak sunmadigimi; beyan ederim.

27.11.2017

Zeliha BEDIR



TESEKKUR

Bilgi ve deneyimleriyle bana yol gdsteren ve tezin her asamasinda yardimlarini
esirgemeyen saygi deger danisman hocam Prof. Dr. Oznur GOLBASI na, Cumhuriyet
Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii 6gretim iiyeleri ile idari personeline ve

hayatimin her aninda en biiyiik destek¢im olan degerli aileme ¢ok tesekkiir ederim.

Vi



OZET

YAKIN HALKALARDA TUREVLER UZERINE

Zeliha BEDIR

Doktora Tezi
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Oznur GOLBASI
2017, 47+x sayfa

Carpimsal tiirevli bir asal yakin halkanin degismeli halka olma kosullarin1 arastiran bu
tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde tez konusuyla ilgili genel bilgilerden bahsedilmis, ikinci boliimde ise
diger boliimlerde kullanilacak olan referans teoremler ispatsiz olarak verilmistir.
Ugiincii boliimde, N 3-asal yakin halkasmnin sifirdan farkli bir d carpimsal tiirevi i¢in
d(N) € Z kosulu ispatlanmistir. Ayrica, N 3-asal yakin halkasi {izerinde
homomorfizma veya anti-homomorfizma olan bir d ¢arpimsal tiirevinin sifir oldugu
gosterilmistir.

Dordiincli boliimde ise N 3—asal yakin halka, f bir c¢arpimsal genellestirilmis
(o, 1) —tlirev olmak tizere her x,y € N i¢in

D f([xy]) = £7([x, y])

i) f([x,y]) = £7(x0y)

kosullar1 incelenmistir. Ek olarak bu kosullar m, n birer dogal say1 olmak {izere

D f(xyD = @™ [x, ylx™ )

i) f([x,yD = £1(x™(x0y)x™)

bigiminde genellestirilmistir.

Anahtar kelimeler: Asal Yakin Halka, Tirev, Carpimsal Tiirev, Carpimsal

Genellestirilmis Tiirev.
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ABSTRACT

ON DERIVATIONS OF NEAR RINGS

Zeliha BEDIR

PhD Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Oznur GOLBASI
2017, 47+x pages

This thesis which investigates the conditions of being a commutative ring of prime
near rings with multiplicative derivation, is composed of four parts.

In the first part, the general information about the thesis is mentioned and in the second
part, reference theorems to be used in the other parts are given without proof.

In the third part, the condition d(N) < Z about commutativity is examined such that
N is a 3 —prime near ring and d is a nonzero multiplicative derivation. Further, it is
proved that if d acts as a homomorphism or anti-homomorphism on N, then d = 0.

In the fourth part, it is shown that if N 3 —prime near ring with multiplicative
generalized (o, 7) —derivation satisfies the following conditions for all x,y € N

D f([x,yD) = x([x,¥D

i) f([x,y]) = £r(xo0y),

then N is a commutative ring. In addition, these conditions are generalized as follows
forallm,n e N

D f(eyD = (=™ [x, y]x™ )

i) f([x,y]) = r(x™(xoy)x™).

Key Words: Prime Near Rings, Derivation, Multiplicative Derivation, Multiplicative
Generalized Derivation.
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GIRIS

Toplamsal doniistimler ile halkalar yapis1 yakindan iliskilidir. Bir halkanin hangi
kosullar altinda degismeli halka olacagi pek c¢ok arastirmacinin problemi
olmustur. Bu konular literatirde 1957 yilinda E.C. Posner tarafindan
arastirilmistir. E.C. Posner calismasinda asal halkalar {izerinde tiirev tanimini
vermistir. Bunun yaninda bazi kosullar altinda bir halkanin degismeli olmasini
tirev kavrami yardimiyla incelemistir. Halkalarda verilen tiirev tanimi su
sekildedir:

“R bir halka, d: R = R bir doniisiim olsun. Eger her x,y € R i¢in

d(x +y) = d(x)y + xd(y)
d(xy) = d(x)y + xd(y)
kosullar1 saglantyor ise d ye R halkasinin bir tiirevi denir.”

Bu ¢alisma konuyla ilgili bir 6n kaynak olmustur. E.C. Posner dan sonra pek ¢ok
arastirmaci tiirev yardimi ile ¢esitli kosullar altinda asal veya yariasal halkalarin
degismeliligini incelemistir. Sonraki yillarda asal halkalarda farkli tiirev
kavramlar1 tanimlanmig ve bu tiirevlerin sagladigi 6zellikler incelenmistir. Bu
tanimlardan biri olan carpimsal tiirev kavrami ilk kez 1969 yilinda W. S.
Martindale tarafindan yapilan bir ¢alismadan esinlenilerek, 1991 yilinda M. N.

Daif tarafindan tanimlanmistir. Bu tanim su sekilde verilmistir:

“R bir halka, d: R = R bir doniisiim olsun. Eger her x,y € R i¢in
d(xy) = d(x)y + xd(y)

kosulu saglaniyor ise d ye R halkasinin bir carpimsal tiirevi denir.”

Carpimsal tiirevler, tiirev tanimindaki toplamsal olma kosulu kaldirilarak elde

edildigi i¢in yeni ve daha genel bir tiirev tanimuidir.

Ote yandan 1905 yilinda L.E. Dickson tarafindan yapilan bir ¢alisma yakin
halkalar konusuna giris niteligindedir. Bu ¢alismada L.E. Dickson tek yanl

dagilma 6zelligine sahip cisimlerin varligin1 gostererek, bu yeni yapiya yakin

1



cisim adin1 vermistir. Yakin halka teorisi lizerine galisan tiim arastirmacilar
tarafindan, 1977 yilinda ilk baskist yapilan ve 1983 yilinda yenilenen Giinter
Pilz in “Near-Rings” isimli kitab1 temel kaynak olarak kabul edilmistir. Bu

kitapta yer alan yakin halka tanimi1 su sekildedir:

“N # @ bir kiime, N kiimesi tizerinde + ve . ikili islemleri tamimli olsun. Eger N

kiimesi

i) (N, +) grup (degismeli olmak zorunda degil)

i) Va,b,c € N igin (a.b).c = a.(b.c)

iii) Va,b,c e Nigina(b+c) =ab+ac ((a+ b)c = ac + bc)
kosullarini sagliyorsa (N, +,.) ya bir sol (sag) yakin halka denir.”

Bu tanimdan da goriildiigii gibi yakin halkalar halkalarin bir genellemesidir.
1987 yilinda H. E. Bell ve G. Mason tarafindan hazirlanan makalede ilk kez
yakin halkalar i¢in tiirev tanimi verilerek literatiire yeni bir ¢aligma alani
kazandirilmistir. Bu ¢alismadan sonra halkalar i¢in degismeli olma konusunda
ispatlanan teoremlerin bazilar1 yakin halkalar i¢in incelenmistir. Burada elde
edilen sonuglar i¢in iki temel hedef vardir. Bunlar yakin halkanin toplamaya ve
carpmaya gore degismeli oldugunun ispatlanmasidir. Bu durumda yakin halka
bir halka olur. Boylece tiirevler konusunda yapilabilecek en 1iyi

genellestirmelerden biri yakin halkalarda yapilan ispatlardir.

1978 yilinda I. N. Herstein tarafindan R Karakteristigi ikiden farkli bir asal halka
ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olmak tizere d(R) S Z kosulu
saglaniyorsa bu durumda R nin degismeli bir halka oldugu ispatlanmigtir. 1987
yilinda H. E. Bell ve G. Mason bu teoremi d bir tiirev iken yakin halkalar i¢in

incelemislerdir.

1989 yilinda H. E. Bell and L. C. Kappe ise bir yariasal R halkas1 veya R nin
sifirdan farkli bir sag ideali lizerinde tanimli olan d tiirevinin, homomorfizma
veya anti-homomorfizma iken bu tiirevin sifir oldugunu ispatlamislardir. Bu
teorem sag yakin halkalar icin 1997 yilinda N. Arga¢ tarafindan

genellestirilmistir.



Yine 1992 yilinda M. N. Daif ve H. E. Bell tarafindan,

"d, R yariasal halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ve I, R nin sifirdan farkli bir
ideali olmak tizere asagidaki kosullardan biri saglanirsa I ideali R halkasinin

merkezindedir.

i) d([x,y]) = x[x,y] , herx,y €N
ii) x,y € Nicind([x,y]) = [x,y] veyad([x,y]) = —[x,¥] "
teoremi ispatlanmustir.

Bu teorem yakin halkalar i¢in A. Boua ve L. Oukhtite tarafindan 2011 yilinda

incelenmis ve yine 2011 yilinda Y. Shang tarafindan k, [ € N olmak {izere

d([x,y]) = tx*[x, y]x*
biciminde genellestirilmistir.

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde ¢alismanin daha iyi
anlagilabilmesi i¢in yakin halkalar teorisi ile ilgili baz1 genel tanimlar verilmistir.
Ikinci béliimde tezin diger béliimlerinde kullanilan bazi lemma ve teoremlere
yer verilmistir. Uciincii ve dérdiincii boliimlerde ise ¢arpimsal tiirevli asal
halkalar itizerinde yukarida kisaca Ozetlenen teoremlerle ilgili daha genel
sonuglar elde edilmistir. Ayrica daha once bilinen degismeli olma ile ilgili bazi

0zdeslikler carpimsal tiirevler i¢in incelenmistir.



1. GENEL BiLGILER

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilecektir. Bu tanim ve teoremler i¢in yakin halkalar konusu iizerine temel
kaynak niteligindeki Giinter Pilz’e ait olan, ilk baskist 1977 yilinda ve
yenilenmis baskis1 1983 yilinda ¢ikan Near-Rings isimli  kitaptan
faydalanilmistir.

Her halka bir yakin halkadir. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir. Ciinkii
halkalar birinci isleme gore degisme 6zelligini sagliyorken, yakin halkalar i¢in
bu zorunlu degildir ve halkalarda ikinci islemin birinci islem tizerine iki yanh
dagilma o6zelligi var iken yakin halkalarda bu 6zelligin tek yonli saglanmasi

yeterlidir. Bu nedenle yakin halkalar aslinda genellestirilmis halkalardir.

Yakin halkalar asagidaki sekilde tanimlanir:

Tamim 1.1: N # @ bir kiime, N kiimesi tizerinde + ve . ikili islemleri tanimh

olsun. Eger N kiimesi

i) (N, +) grup (degismeli olmak zorunda degil)

i) Va,b,c € N igin (a.b).c = a.(b.c)

iii) Va,b,c € Ni¢ina(b +c) = ab + ac ((a + b)c = ac + bc)
kosullarini sagliyorsa (N, +,.) ya bir sol (sag) yakin halka denir.”
Baz1 yakin halka ornekleri asagida verilmistir.

Ornek 1.2: (I, +) herhangi bir grup ve “0,” bu grubun etkisiz elemani olmak

olsun ve
M(T') = {f:T - T'|f bir fonksiyon }

kiimesi tanimlansin. M (I") kiimesi fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri

altinda bir sag yakin halkadir.



Ornek 1.3: (I', +) herhangi bir grup ve “0,” bu grubun etkisiz elemani olmak
tizere fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda asagidaki kiimeler

birer sag yakin halkadir.

a) Mo(1) = {f € M(T) | F(Or) = O}

b) M.(T) = {f € M(T") | f sabit }

Ornek 1.4: (N, +) bir grup ve bu grup iizerinde ikinci islem V a, b € N igin

ab—{a’ b+0
— o, b=0

bi¢giminde verilsin. Bu durumda N bir sag yakin halkadir. Bu yakin halka

literatiirde agikar yakin halka olarak tanimlanir.

Ornek 1.5: M = {(aij)| a;; €Z, Vi,j = 1,2} = Z, - kiimesi matrisler halkas1

tizerinde bilinen toplama islemi ve

G D6 2)-6 7
c d/'\g h g h
bigiminde tanimli ¢arpma islemi ile birlikte bir sol yakin halkadir.

Ornek 1.6: Her grup igin bir yakin halka elde edilebilir. Gergekten eger (N, +)
grubu iizerinde ikinci islem Vx,y € N i¢in xy = 0 bi¢ciminde tanimlanirsa
(N, +,.) bir sag yakin halkadir. Benzer sekilde eger ikinci islem Vx,y € N igin
xy = x bi¢iminde ise yine (N, +,.) bir sag yakin halkadir.

Ornek 1.7: G bir degismeli grup ve End(G), G nin biitiin endomorfizmlerinin
kiimesi olmak tizere End (G) kiimesi fonksiyonlarda bilinen toplama ve bileske

islemleri altinda bir sag yakin halkadir.

Onerme 1.8: N bir sol yakin halka olsun. Bu durumda asagidaki o&zellikler

saglanir.
a) Vn € N i¢in n0 = 0 dur.

b) vn,n' € N i¢in n(—n") = —nn’ dir.



Ispat: @) Vn € N igin

n0 = n(0 + 0) = n0 + n0

dir. Buradan

n0 =0

elde edilir.

b) van,n’ € N igin

0 =n0 =n(n"+ (—n")) =nn' + n(—n")
dir. Buradan

—nn' = n(—n")

elde edilir.

Not: Bir N sol yakin halkasinda Vn,n' € N igin On = 0 ve (—n)n' = —nn’

olmak zorunda degildir.

Tamm 1.9: N bir sol yakin halka olsun.

a) Ny = {n EN | On = 0} kiimesine N yakin halkasinin sifir simetrik kismi

denir.
b) N.={neN |on = nj={neN |vn’ € Niginn'n = n} kiimesine N
yakin halkasinin sabit kismi denir.

N, bir yakin halka olup N = N, ise N yakin halkasina sifir simetrik yakin halka
denir. Benzer sekilde N = N, ise N yakin halkasina sabit yakin halka denir.

Teorem 1.10: Bir N yakin halkasi i¢in N = Ny + N, dir.

Ispat: n € N icin

0[n — (0n)] = 0[n + (—0n)] = 0[n + 0(—n)] = On + 0(0(—n))
=0n+0(-n)=0m+(-0n) =0

oldugundan

n—(0n) € Ny



elde edilir. Ayni1 zamanda Vk € N i¢in
k(On) = (kO)n = 0n

oldugundan On € N, dir. O halde
n=[n-(0n)] + (0n)

yazilabilir. Bu ise ispati tamamlar.

Tamim 1.11: (N, +,.) bir yakin halka olsun.

a) Eger d € N ve Va,b € N i¢in (a+ b)d = ad + bd ise d € N elemanina
dagilmali eleman denir. N yakin halkasinin tiim dagilmali elemanlarinin kiimesi

N, ile gosterilir. Eger N = N, ise N ye dagilmali yakin halka denir.

b) Eger (N, +) degismeli grup ise N ye abelyan yakin halka, (N, .) degismeli ise
N ye komutatif yakin halka, (N,.) birimli ise N ye birimli yakin halka denir.
Eger (N — {0},.) bir grup ise N ye yakin cisim denir.

Tanim 1.12: N bir yakin halka ve (M, +), (N, +) kiimesinin bir alt grubu olsun.
Eger Vm,,m, € M i¢in mym, € M saglaniyorsa, M ye N nin bir alt yakin

halkasi denir.

Ornek 1.13: N, ve N, kiimeleri N yakin halkasinin alt yakin halkasidr.
Tamm 1.14: N ve N’ iki yakin halka olsun. Bir h: N - N’ doniistimii her
x,y € N i¢in

h(x +y) = h(x) + h(y)

ve

h(xy) = h(x)h(y)

kosullarini sagliyorsa h doniisiimiine bir yakin halka homomorfizmi denir.

Bu tanimda oldugu gibi monomorfizm, epimorfizm ve otomorfizm tanimlart da

halkalar teorisinde var olan tanimlara benzer olarak yapilir.



Tanmm 1.15: N ve N’ iki yakin halka ve h:N — N’ bir yakin halka

homomorfizmi olsun.

cekh = {n € N|h(n) = 0y,}

kiimesine h homomorfizminin ¢ekirdegi,

imh = {n’ EN' |n’ = h(n),an € N}
kiimesine h homomorfizminin goriintiisii denir.

Halkalardaki modiil kavraminin yakin halkalara tasinmasi ile elde edilmis olan

N —grup yani N iizerinde yakin modiil kavrami asagidaki gibi tanimlanir.
Tamm 1.16: (", +) etkisiz eleman: 0 olan bir grup ve N bir yakin halka olsun.
WwNXI'->T,uny)=ny

doniisimii tamimlansin. Vx,y € N ve Vy € I’ igin

D (x+y)y=xy+yy

it) (xy)y = x(yy)

kosullar1 saglamyorsa (I", i) ikilisine bir N —grup yani N iizerinde bir yakin

modiil denir. Kisaca N ile gosterilir.

Tamim 1.17: N bir yakin halka ve I bir N —grup olsun. I' nin NA € A sartim

saglayan bir 4 alt grubuna, I nin bir N-alt grubu denir ve A <y I ile gosterilir.

Tamim 1.18: N bir yakin halka ve I, N nin bir normal alt grubu olsun. Bu

durumda eger

i. INCcI

ii. Vx,yeNveVie liginx(y+i)—xy€el
kosullar1 saglamyorsal ya N yakin halkasinin bir ideali denir. I = N ile
gosterilir.
Eger sadece (i) 6zelligi saglaniyor ise I ya N nin bir sag ideali denir ve | >, N
ile gosterilir. Sadece (i1) 6zelligi saglaniyor ise I ya N nin bir sol ideali denir ve

I &>; N ile gosterilir.



{0} ve N, N yakin halkasinin idealleridir. Bu ideallere N yakin halkasinin asikar

idealleri denir.

Teorem 1.19: R bir halka, A, B ve P R halkasinin idealleri olmak tizere

asagidakiler denktir:

a) P, R nin asal idealidir.

b) AB € Pise A< PveyaB <P dir.

Cc)a,b €ERi¢cinaRb S Pisea € Pveyab € P dir.

Not: Yakin halkalar, halkalardan farkli olarak ilk igsleme gore degismeli olmasi
gerekmeyen ve tek tarafli dagilma Ozelliginin saglandigi, genellestirilmis
halkalardir. Bu iki nedenden dolay1 halkalarda verilen asal ideal tanimi yakin
halkalarda farkl tiirlerde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu asallik tiirleri halkalarda
denk oldugu halde yakin halkalarda genelde denk degildir.

Tamim 1.20: N bir yakin halka ve P < N olmak tizere

a)VA,B< Nigin AB € Piken A € PveyaB < P ise P ye 0 —asal ideal,
b) VA,B <; N i¢in AB € P iken A € P veya B € P ise P ye 1 —asal ideal,
C)VA,B <y N i¢in AB € P iken A S PveyaB < P ise P ye 2 —asal ideal,
d)a,b € Ni¢inaNb < P ikena € P veya b € P ise P ye 3 —asal ideal,
e)a,b € Nicinab € P ikena € P veya b € P ise P ye ¢ —(tam) asal ideal,
f) a,x,y € N i¢in anx — any € P olacak sekildeki Vn € N igin a € P veya
x —y € P ise P ye e —asal ideal denir.

Tamm 1.21: Eger N yakin halkasiin sifir ideali v = 0,1,2,3, ¢, e olmak tizere

v —asal ideal ise N yakin halkasina bir v —asal halka denir.

Tamim 1.22: N bir yakin halka olsun. Eger N nin sifir ideali 3 —asal ise N ye bir
3 —asal yakin halka denir.

Tanim 1.23: N bir yakin halka olsun. Eger Va, b € N i¢in aNb = (0) oldugunda

a = 0 veya b = 0 oluyor ise N yakin halkasina 3 —asal yakin halka denir.



Tanmm 1.24: N bir yakin halka ve d: N = N bir doniisiim olsun. Eger her
x,y € N igin

dlx+y)=dx) +d)

ve

d(xy) = d(x)y + xd(y)

kosullar1 saglaniyor ise d ye bir tiirev denir.

Tamm 1.25: N bir yakin halka ve d: N = N bir doniisiim olsun. Eger her
x,y € N i¢in

d(xy) = xd(y) + d(x)y

kosulu saglaniyor ise d ye bir ¢carpimsal tiirev denir.

Ornek 1.26: S sifir simetrik bir sol yakin halka olsun. Buna gére

0 0 O
N = {(x 0 O)} x,v,2z0€S
y z 0

kiimesi matrislerde bilinen toplama ve ¢arpma islemleriyle birlikte bir sol yakin

halkadir. Ayrica d: N = N olmak iizere

0 0 O 0O 0 O
d <x 0 0> :< 0 0 O)
y z 0 x> 0 0
bi¢iminde tanimlanan doniisim N sol yakin halkasi iizerinde bir ¢arpimsal

tirevdir.

Tamim 1.27: N bir yakin halka ve o,7,d: N - N donisiimler olsun. Eger her

x,y € N i¢in

d(xy) = o(x)d(y) +d(x)T(y)

kosulu saglaniyorsa d ye N yakin halkasinda bir ¢arpimsal (o, T)-tiirev denir.
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Tamm 1.28: N bir yakin halka ve d: N = N bir ¢arpimsal tiirev olsun. Eger
f:N — N doniisiimii her x,y € N igin
fxy) = f(x)y + xd(y)

kosulunu sagliyor ise f ye d ile belirlenmis bir sag ¢arpimsal genellestirilmis

tiirev denir. Eger her x,y € N igin

fxy) =dx)y +xf(¥)
kosulu saglaniyor ise f ye d ile belirlenmis bir sol ¢arpimsal genellestirilmis

tirev denir.

Eger f donlisimi hem sag, hem sol carpimsal genellestirilmis tiirev ise f

doniigiimiine N yakin halkasi tizerinde bir carpimsal genellestirilmis tiirev denir.

Tamm 1.29: N bir yakin halka ve 0,7, f:N — N doniisiimler olsun. d: N - N

bir ¢arpimsal (o, T) —tiirev olmak tizere eger her x,y € N i¢in

fey) = f()a(y) + 1(x)d(y)

kosulu saglamyor ise f ye d ile belirlenmis bir sag ¢arpimsal genellestirilmis

(o, t) —tiirev denir. Eger her x,y € N igin

fxy) = d(x)a(y) + t(x)f(¥)

kosulu saglaniyor ise f ye d ile belirlenmis bir sol garpimsal genellestirilmis

(o, 1) —tiirev denir.

Eger f doniisiimii hem sag, hem sol ¢arpimsal genellestirilmis (o, T) —tiirev ise
f doniisimiine N yakin halkasi iizerinde bir carpimsal genellestirilmis

(o, 1) —tiirev denir.

Tamm 1.30: (N, +,.) bir yakin halka olsun. Vx,y € N i¢in

[x,y] =xy —yx

ifadesine x ve y elemanlarinin komiitator garpimi adi verilir. Ayrica
xoy = xy + yx

ifadesine x ve y elemanlarinin Jordan ¢arpimi ad1 verilir.
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Tanmmm 1.31: (N, +,.) bir yakin halka olsun. Halkanin tiim elemanlar1 ile
toplamsal degismeli olan elemanlarin kiimesine toplamsal merkez, ¢arpimsal
degismeli olan elemanlarin kiimesine de ¢arpimsal merkez adi verilir. Bir yakin

halkanin ¢arpimsal merkezi Z ile gosterilir.

Not: Bu calisma boyunca aksi belirtilmedik¢e yakin halka kavramu ile sol yakin
halka ifade edilecektir.
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2. TEMEL TEOREMLER

Bu béliimde tezin {icilincii ve dordiincii boliimlerinde kullanilacak olan bazi

teoremler verilecektir.

Lemma 2.1: ( H. Bell, G. Mason, 1987, Lemma 3) N, 3-asal yakin halka olsun.
i) Eger z € Z \ {0} ise bu durumda z bir sifir bolen degildir.
ii) Eger 0 # z € Z i¢in z 4+ z € Z ise bu durumda (N, +) degismelidir.

iii) Eger herhangiz € Z \ {0} vex € N i¢inxz € Z yada zx € Z ise bu durumda

x € Z olur.

Lemma2.2: (H. Bell, G. Mason, 1987, Lemma 1.5) N, 3-asal yakin halka olsun.
Eger Z, N yakin halkasinin sifirdan farkli bir yari idealini kapsiyorsa bu
durumda N degismeli bir halkadir.

Lemma 2.3: ( A. M. Kamal, K. H. Al-Shaalan, 2013, Lemma 2.1) Bir N yakin
halkasinda bir carpimsal tiirev var ise bu durumda N yakin halkast sifir

simetriktir.

Ispat: N sifir simetrik bir yakin halka olsun. Bu durumda sifir doniisiimii

N tzerinde bir tiirevdir.

Tersine kabul edelim ki N yakin halkas: iizerinde bir d ¢arpimsal tiirevi var
olsun. Herhangi bir yakin halka N = No + N, toplam: olarak ifade edilebilir.
Eger z € N bir sabit eleman ise Vk € N i¢in kz = z oldugundan d nin bir

carpimsal tiirev oldugu kullanilarak
d(z) =d(z*) = zd(z) + d(2)z = zd(2) + z

dir. Buradan
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d(z) =zd(z) +z

elde edilir.

Ayrica Vr € N i¢in

r(zd(z) +z)=rzd(z) +rz=2zd(z) + z

olur. Boylece zd(z) + z € N, yani d(z) € N, elde edilir. Yukaridaki esitlikte

bu ifade kullanilirsa
d(z)=d(z) +z

bulunur. Bu durumda z = 0 olur. O halde N = N,, dir. Boylece N yakin halkasi

sifir simetriktir.
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3. CARPIMSAL TUREVLI ASAL YAKIN HALKALAR

Literatiirde ¢arpimsal donilisim kavrami ilk kez 1969 yilinda W. S. Il
Martindale tarafindan tanimlanmistir. Bu kavramdan yola ¢ikarak M. N Daif.,
1991 yilinda yayinlanan ¢alismasinda halkalar {izerinde ¢arpimsal tiirev tanimini
yaparak, carpimsal tiirevli halkalarin degismeliligini incelemistir. H. Goldman
and P. Semrl ise ¢arpimsal tiirev kavramini 6rneklendirerek agiklamislardir. Bu
caligmalardan sonra tiirevli asal ve yariasal halkalar i¢in elde edilmis sonuglar

carpimsal tlirevler i¢in incelenmistir.

Yakin halkalar iizerinde tiirev tanimi ilk kez 1987 yilinda H. Bell and G. Mason
tarafindan yapilmistir ve daha 6nce asal halkalar i¢in ele alinan bazi degismelilik

kosullar1 asal yakin halkalar i¢in ispatlanmustir.

1978 yilinda I. N. Herstein tarafindan ispatlanan karakteristigi ikiden farkli bir
R asal halkasmin ve sifirdan farkli bir d tiirevi i¢in d(R) € Z iken R nin
degismeli bir halka oldugu teoremi, yakin halkalar tizerinde tiirevler teorisinin
gelisimiyle beraber H. Bell and G. Mason tarafindan dncelikle yakin halkalar ve

daha sonra yakin halkanin yar1 grup idealleri i¢in incelenmistir.

Yine 1989 yilinda H. E. Bell and L. C. Kappe nin bir yariasal R halkasi veya R
nin sifirdan farkl bir sag ideali lizerinde tanimli olan d tiirevinin, homomorfizma
veya anti-homomorfizma iken bu tiirevin sifir oldugunu ispatladiklari teorem,

1997 yilinda N. Argag tarafindan sag yakin halkalar icin ele alinmustir.

Bu boliimde yukarida bahsedilen teoremler N 3—asal yakin halkasinin sifirdan
farkli bir d c¢arpimsal tiirevi icin ispatlanacaktir. Ayrica tiirevli halkalarda
degismeli olma kosullar1 ile ilgili baz1 temel 6zdesliklerin ¢arpimsal tiirevli

yakin halkalar i¢in saglandig1 gosterilecektir.

Lemma 3.1: N bir 3-asal yakin halka ve d: N = N bir ¢arpimsal tiirev olsun.

Her x,y,z € N i¢in
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(xd(y) +d(x)y)z = xd(y)z + d(x)yz
esitligi saglanir.

Ispat: Her x,y,z € N icin d(xyz) carpimsal tiirevi iki farkli yol kullanilarak

hesaplanirsa

d((xy)z) = xyd(z) + d(xy)z

ve

d((x(yz)) = xd(yz) + d(x)yz = x(yd(z) + d(y)z) + d(x)yz = xyd(z)
+xd(y)z + d(x)yz

elde edilir. Bu iki esitlikten her x,y,z € N igin

d(xy)z = xd(¥)z + d(x)yz

yani

(xd(y) + d(0)y)z = xd(y)z + d(x)yz

bulunur.

Lemma 3.2: N bir 3—asal yakin halka, d bir sifirdan farkli ¢arpimsal tiirev olsun
ve a € N olsun. Eger d(N)a = (0) veya ad(N) = (0) ise bu durumda a = 0
dir.

Ispat : d(N)a = (0) olsun. Her x,y € N icin
d(xy)a=0

dir. Bu esitlik carpimsal tiirev tanimi1 kullanilarak agilirsa
(xd(y) + d(x)y)a =0

elde edilir. Lemma 3.1 kullanilarak
xd(y)a+d(x)ya=20

bulunur. Burada hipotez uygulanirsa her x,y € N i¢in

d(x)ya=0
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elde edilir. Boylece
d(x)Na = (0)

olur. N bir 3-asal yakin halka oldugundan d(x) = 0 veya a = 0 elde edilir.
Hipozden d sifirdan farkli bir ¢arpimsal tiirev oldugundan a = 0 sonucuna

varilir.

Benzer sekilde ad(N) = (0) alalim. Bu durumda her x,y € N igin
ad(xy)=0

dir. d bir ¢arpimsal tiirev oldugundan

a(xd(y) +d(x)y) =0

elde edilir. Buradan N bir sol yakin halka oldugu i¢in

axd(y) + ad(x)y =0

bulunur. Hipotez kullanilirsa her x,y € N i¢in

axd(y) =0
yani
aNd(y) = (0)

elde edilir. N bir 3-asal yakin halka ve d sifirdan farkli bir carpimsal tiirev

oldugundan a = 0 oldugu bulunur. Ispat biter.

Teorem 3.3: N bir 3-asal yakin halka ve d sifirdan farkli bir ¢arpimsal tiirev
olsun. Eger d(N) S Z ise bu durumda N degismeli bir halkadir.

ispat: d(N) € Z olsun. Bu durumda her x,y € N igin d(xy) € Z olur. Buradan
her x,y € N i¢in

d(xy)y = yd(xy)

dir. d bir ¢arpimsal tiirev oldugundan
(xd(y) + d(x)y)y = y(xd(y) + d(x)y)
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elde edilir. Burada N nin sol yakin halka oldugu ve Lemma 3.1 kullanilirsa
xd(y)y +d(x)yy = yxd(y) + yd(x)y

bulunur. Hipotezden d(N) € Z oldugundan

dy)xy + d(x)yy = d(y)yx +d(x)yy

ve boylece

dy)xy = d(y)yx

elde edilir. Yani her x,y € N igin

dy)[x,y] =0

dir. Lemma 2.1 (i) den bir y € N i¢in d(y) = 0 veya y € Z oldugu bulunur.

Simdi kabul edelim ki d(y) = 0 olsun. Bu durumda hipotezden her x € N igin
d(xy) € Z ve d bir carpimsal tiirev oldugundan
xd(y) +d(x)y€Z

dir. d(y) = 0 oldugundan d(x)y € Z bulunur. Burada hipotezden d(x) € Z
oldugundan Lemma 2.1 (iii) kullanilarak her x € N i¢in d(x) =0 veyay € Z
elde edilir. Hipotezden d sifirdan farkli bir ¢arpimsal tiirev oldugu i¢in y € Z
dir. O halde her iki durumda da y € Z bulunur. Buradan N € Z elde edilir.

Boylece Lemma 2.2 den N degismeli bir halkadir. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4: N bir 3-asal yakin halka ve d bir ¢arpimsal tiirev olsun. Eger her
x,y € N i¢in d(xy) = d(x)d(y) ise budurumda d = 0 dur.

Ispat : Her x,y € N igin

d(xy) = d(x)d(y)

olsun. d bir ¢arpimsal tiirev oldugundan

xd(y) +d(x)y = d(x)d(y) [3.1]

elde edilir. [3.1] esitliginde z € N i¢in y yerine yz yazarsak
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xd(yz) + d(x)yz = d(x)d(yz)

elde edilir. Bu esitlikte hipotezi kullanirsak

xd(y)d(z) + d(x)yz = d(x)d(y)d(2)

olur. Tekrar hipotezi kullanirsak

xd(y)d(z) + d(x)yz = d(xy)d(z)

elde edilir. Bu esitlik d nin bir ¢arpimsal tiirev oldugu kullanilarak diizenlenirse
xd(y)d(z) + d(x)yz = (xd(y) + d(x)y)d(z)

bulunur. Burada Lemma 3.1 kullanilirsa

xd(y)d(z) +d(x)yz = xd(y)d(z) + d(x)yd(2)

olur. Boylece

d(x)yz = d(x)yd(2)

oldugu elde edilir. N bir sol yakin halka oldugundan her x,y,z € N i¢in
d(x)y(d(z) —2) = 0

bulunur. Buradan her x, z € N i¢in

d(x)N(d(2) - z) = (0)

sonucuna varilir.

N bir 3—asal yakin oldugundan her x € N igin d(x) = 0 veya her z € N i¢in
d(z) = z oldugu elde edilir.

Kabul edelim ki her z € N i¢in d(z) = z esitligi saglansin. d bir ¢arpimsal tiirev

oldugundan her x,y € N i¢in

d(xy) = xd(y) + d(x)y

dir. d(z) = z oldugundan son esitlik diizenlenirse
Xy = xy + xy

elde edilir. Buradan her x,y € N i¢in xy = 0 oldugu sonucu elde edilir. N bir
3—asal yakin halka oldugundan son esitlik N = (0) oldugunu verir. Bu ise bir
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celiskidir. Bu nedenle her x € N i¢in d(x) = 0 yani d = 0 olmalidir. Ispat

tamamlanir.

Teorem 3.5: N bir 3—asal yakin halka ve d bir ¢arpimsal tiirev olsun. Eger her
X,y € N i¢in d(xy) = d(y)d(x) ise budurumda d = 0 dir.

Ispat : Her x,y € N igin

d(xy) = d(y)d(x)

olsun. d bir ¢arpimsal tiirev oldugundan

xd(y) + d(x)y = d(y)d(x) [3.2]
esitligi elde edilir. [3.2] esitliginde y yerine xy yazilirsa

xd(xy) + d(x)xy = d(xy)d(x)

olur. Bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse

xd(y)d(x) + d(x)xy = d(xy)d(x)

olur. Burada d nin bir ¢arpimsal tiirev oldugu kullanilirsa

xd(y)d(x) + d(x)xy = (xd(y) + d(x)y)d(x)

bulunur. Bu ifadeye Lemma 3.1 uygulanirsa

xd(y)d(x) + d(x)xy = xd(y)d(x) + d(x)yd(x)

elde edilir. Boylece her x,y € N igin

d(x)xy = d(x)yd(x) [3.3]

olur. [3.3] esitliginde y yerine z € N olmak tlizere yz yazilip ve [3.3] esitligi

tekrar kullanilirsa

d(x)xyz = d(x)yzd(x)
d(x)yd(x)z = d(x)yzd(x)
bulunur. Buradan her x,y,z € N igin

d(x)ylz,d(x)] =0
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elde edilir. Yani her x,z € N igin
d(x)N[z,d(x)] = (0)
olur. N bir 3—asal yakin halka oldugundan d(x) = 0 veya d(x) € Z dir.

Simdi kabul edelim ki d(x) = 0 olsun. Bu durumda d(x) € Z dir. O halde her
iki durumda da d(N) € Z elde edilir. Teorem 3.3 den N bir degismeli halkadir

veya d = 0 oldugu sonucuna varilir.

Eger N bir degismeli halka ise her x, y € N i¢in

d(xy) = d(y)d(x) = d(x)d(y)

elde edilir. Bu durumda d carpimsal tiirevi N yakin halkasi iizerinde bir

homomorfizm olur. Dolayisiyla Teorem 3.4 den d =0 elde edilir. ispat

tamamlanir.

Teorem 3.6: N bir 3—asal yakin halka ve d sifirdan farkli bir ¢arpimsal tiirev
olsun. Eger her x,y € N igin d([x, y]) = [d(x),y] ise budurumda N degismeli
bir halkadr.

Ispat: Her x,y € N igin

d([x,y]) = [d(x),y]
olsun.

Bu esitlikye y yerine xy yazilirsa

d([x, xy]) = [d(x), xy]

olur. N bir sol yakin halka oldugundan

d(x[x,y]) = [d(x), xy]

elde edilir. Son ifadede d nin bir ¢arpimsal tiirev oldugu kullanilirsa

xd([x,y]) +d(x)[x,y] = [d(x), xy]

bulunur. Burada hipotez uygulanirsa
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x[d(x),y] +dX@)[x,y] = [d(x),xy]

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse

xd(x)y —xyd(x) + d(x)[x,y] = d(x)xy — xyd(x) [3.4]
esitligine ulagilir.

Ote yandan hipotezde y yerine 0 yazilirsa d(0) = 0 esitligi elde edilir. Tekrar
hipotezde y yerine x yazilirsa [d(x),x] = d(0) olur. Boylece [d(x),x] =0

oldugu sonucuna varilir. Buradan her x € N igin
d(x)x = xd(x)

saglanir. Bu esitlik [3.4] ifadesinde kullanilirsa
d(x)xy — xyd(x) + d(x)[x,y] = d(x)xy — xyd(x)
olur. Boylece her x,y € N igin

d(x)[x,y] =0

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse her x,y € N igin
d(x)xy = d(x)yx

bulunur. Son esitlikte y yerine z € N olmak tizere yz yazilir ve ayni esitlik tekrar

kullanilirsa

d(x)xyz = d(x)yzx

d(x)yxz = d(x)yzx

ve buradan her x,y,z € N i¢in

d(x)y[x,z] = 0

olur. Yani

d(x)N[x,z] = (0)

elde edilir. N bir 3—asal yakin halka oldugundan bir x € N i¢in
d(x)=0veyax € Z

elde edilir.
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Eger d(x) = 0 ise 0 € Z oldugundan d(x) € Z dir. Diger yandan eger x € Z
olursa hipotezden her y € N i¢in [d(x),y] = 0 elde edilir. Bu ise d(x) € Z
demektir. Yani her iki durumda da d(x) € Z bulunur. Buradan d(N) € Z
sonucuna varilir. Dolayisiyla Teorem 3.3 den N degismeli bir halkadir. Ispat
biter.

Teorem 3.7: N bir 3-asal yakin halka ve d sifirdan farkli bir ¢arpimsal tiirev
olsun. Eger her x,y € N i¢in[d(x),y] = [d(x),d(y)] ise bu durumda N
degismeli bir halkadir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 i¢in d(N) € Z oldugunu gosterirsek Teorem 3.3 den

N degismeli bir halka olacaktir.

Hipotezden her x,y € N i¢in

[d(x), d(¥)] = [d(x),y]

olsun. Bu esitlikte y yerine d(x)y yazilirsa
[d(x), d(d(x)y)] = [d(x),d(x)y ]

elde edilir. Son ifadede d nin bir ¢arpimsal tiirev oldugu kullanilirsa
[d(x), d(x)d(y) + d*(x)y] = [d(x),d(x)y]
olur. N bir sol yakin halka oldugundan

[d(x), d(x)d(y) + d*(x)y] = d(x)[d(x),y ]
bulunur. Bu esitlikte hipotez kullanilirsa

[d(x), d(x)d(y) + d*(x)y] = d(x)[d(x), d ()]

elde edilir. Burada komiitator ¢arpim tanimindan

d()(@()d(y) + d*()y) — (d()d(y) + d*()y)d(x) =
d(x)d(x)d(y) — d(x)d(y)d(x)

bulunur. Lemma 3.1 den

d()d()d(y) + d(x)d*()y — (d()d(y)d(x) + d*()yd(x))
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= d(x)d(x)d(y) — d(x)d(y)d(x)

esitligine ulasilir. Bu son esitlik —(a + b) = —b — a o6zelligi uygulanarak

diizenlenirse

d(x) d(x)d(y) + d(x)d*(x)y — d*(x)yd(x) — d(x) d(y)d(x)

= d(x)d(x)d(y) — d(x)d(y)d(x)

olur. Bdylece her x,y € N igin

d(x)d*(x)y = d*(x)yd(x) [3.5]

elde edilir. [3.5] esitliginde y yerine z € N olmak iizere yz yazilip ve yine [3.5]

esitligi kullanilarak diizenlenirse her x,y,z € N igin
d(x)d?(x)yz = d?(x)yzd(x)

d?(x)yd(x)z = d?(x)yzd(x)

ve buradan

d?()yld(x),z] = 0

oldugu elde edilir. O halde her x,z € N igin

d?(x)N[d(x),z] = (0)

bulunur. Burada N bir 3—asal yakin halka oldugundan

d*(x) =0veyad(x) € Z

elde edilir.

Simdi d?(x) = 0 oldugunu kabul edelim. Hipotezde y yerine d(y) yazilirsa
[d(x),d() ] = [d(x),d*(¥)]

elde edilir. Burada d?(y)=0 oldugu kullanilirsa her y € N igin
[d(x),d(y)]=0

elde edilir. Bu son esitlik hipotezde kullanilirsa her y € N i¢in

[d(x),y] =0
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sonucuna vartlir. Buise d(x) € Z oldugunu verir. O halde her x € N igind(x) €
Z dir. Bu durumda d(N) € Z ve boylece Teorem 3.3 den N degismeli bir
halkadir. Ispat biter.

Teorem 3.8: N bir 3-asal yakin halka ve d sifirdan farkli bir ¢arpimsal tiirev
olsun. Eger her x,y € N igin [ d(x),y] € Z ise bu durumda N degismeli bir
halkadir.

Ispat: Her x,y € N i¢gin [ d(x),y] € Z ifadesi saglansin. Bu ifadede y yerine
d(x)y yazilirsa her x,y € N igin

[d(x), d(x)y] € Z

olur. N bir sol yakin halka oldugundan
dx)[d(x),y]€Z

saglanir.

Burada Lemma 2.1 (i) uygulanirsa d(x) € Z veya [d(x),y] = 0 bulunur. Bu
ifadeden her iki durumda d(N) € Z sonucuna varilir. O halde Teorem 3.3 den
N degismeli bir halkadir.
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4. CARPIMSAL GENELLESTIRILMIS (o,7) —-TUREVLI BAZI
OZDESLIKLER

1992 yilinda M. N. Daif ve H. E. Bell tarafindan "d, R yariasal halkasinin
sifirdan farkli bir tiirevi ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali olmak {izere asagidaki

kosullardan biri saglanirsa I ideali R halkasinin merkezindedir.

i) d([x,y]) = x[x,y] , herx,y €N
ii)x,y € Nigind([x,y]) = [x,y] veyad([x,y]) = —[x,y] "
teoremi ispatlanmistir. Ozel olarak I = R ise R halkas1 degismelidir.

Bu teorem 2011 yilinda A. Boua ve L. Oukhtite tarafindan tiirevli sol yakin
halkalar i¢in ispatlanmustir. 2011 yilinda ise Y. Shang tarafindan her k,l € N

icin d([x, y]) = +x*[x, y]x! alinarak genellestirilmistir.

Bu boliimde yukarida bahsi gecen teoremler, N 3—asal yakin halkasinin sifirdan
farkli bir d c¢arpimsal (o,7) —tiirevi ile belirlenmis bir f carpimsal
genellestirilmis (o, 7) —tlirevi igin ispatlanacaktir. Bu tirev (f,d) ile
gosterilecektir. Bunun yaninda tiirevli asal halkalarda daha Once ele alinan
degismeli olma kosullarindan bazilar1 3-asal yakin halkalarin ¢arpimsal
genellestirilmis (o, 7) —tlirevleri igin incelenerek daha genel sonuglar elde

edilecektir.

Bu bolim boyunca o,7: N = N iki otomorfizma ve d sifirdan farkli bir

carpimsal (o, T) —tiirev olarak alinacaktir.

Lemma 4.1: N bir 3-asal yakin halka, (f,d) bir ¢arpimsal genellestirilmis

(o, T) —tiirev olsun. Her x,y,z € N igin

(dxX)o() +1()f(¥)z = dx)o(¥)z + 1(0)f (y)z

esitligi saglanir.
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Ispat: Her x,y,z € N igin f(xyz) carpimsal genellestirilmis (o, 7) —tiirevi iKi

farklt yol kullanilarak hesaplanirsa

f((xy)z) = f(xy)o(z) + 1(xy)d(2)

ve

f((x(yz)) = d(x)a(yz) + 1(x)f (yz)

= d(x)a(yz) + 1) (f()a(2) + 1(»)d(2))

=d(x)a(yz) + T(x)f(y)o(2) + t(x)1(y)d(2)

elde edilir. Bu iki esitlikten her x,y, z € N igin

fxy)o(z) = d(x)a(y)o(z) + t(x)f (¥)a(z)

olur. f bir garpimsal genellestirilmis (o, T) —tiirev oldugundan
(d@)o) + () f())o(z) = d(x)o(yz) + 1(x)f (¥)o(2)
bulunur. ¢ bir otomorfizm oldugundan

(d@)o@) +1()f(¥)z = dx)a(y)z + 1(x)f (y)z

sonucu elde edilir.

Teorem 4.2: N bir 3-asal yakin halka, (f,d) bir ¢arpimsal genellestirilmis
(o,7) —tiirev olsun. Eger her x,y € N i¢in f(N) S Z ise bu durumda N

degismeli bir halkadir.

Ispat: Oncelikle d(Z) # (0) oldugunu kabul edelim. Bu durumda d(z) # 0

olacak sekilde en az bir z € Z vardir.

Hipotezden her x,y € N i¢in

f(zx)y = yf (zx)

dir. f bir ¢arpimsal genellestirilmis (o, 7) —tiirev oldugundan

(d(2)a(x) + 1(2)f (x))y = y(d(2)a(x) + 1(2) f (x))
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elde edilir. Bu esitlik Lemma 4.1 ve N nin 3-asal yakin halka oldugu kullanilarak

diizenlenirse

d(2)o(x)y +1(2)f(x)y = yd(2)o(x) + yr(2)f (x)

bulunur. Bu esitlikte hipotezden f(x) € Z oldugu kullanilirsa
d(2)o(x)y = yd(z)o(x) [4.1]
elde edilir. [4.1] esitliginde x yerine t € N olmak iizere xt yazilirsa
d(z)o(xt)y = yd(z)o(xt)

olur. Burada ¢ bir otomorfizm oldugundan

d(z)a(x)a(t)y = yd(z)o(x)a(t)

elde edilir. Burada [4.1] esitligi uygulanirsa

d(z)a(x)o(t)y = d(z)a(x)ya(t)

olur ve bdylece

d(z)a(x)[a(t),y] =0

elde edilir. o bir otomorfizm oldugundan her x, y € N igin
d(z)N[t,y] = (0)

saglanir. N bir 3 —asal yakin halka oldugundan z € Z i¢in d(z) = 0 veya her
t € N i¢in t € Z dir. Kabulden d(z) # 0 oldugu i¢in her t € N i¢in t € Z dir.
Bu ise N € Z demektir. O halde Lemma 2.2 den N degismeli bir halkadir. Ispat
biter.

Simdi ise d(Z) = (0) oldugunu kabul edelim. Hipotezden her x,y, k € N
i¢cin

f eyl = kf (xy)

dir. f bir ¢arpimsal genellestirilmis (o, 7) —tiirev oldugundan

(dx)a(y) + () f (¥)k = k(d(x)o(y) + () f ()

elde edilir. Bu ifade Lemma 4.1 kullanilarak diizenlenirse
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d@)oMk + () f W)k = kd(x)a(y) + kt(x)f (¥)

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

—kd(x)a(y) + d(x)a(y)k + t(x)f Mk —1(x)f (Y)k = —kd(x)a(y)
+kd(x)a(y) + kr(x)f () — () f Wk

ve boylece

—kd(x)o(y) + d(x)a(¥)k = kr(x)f (y) — () f (k

bulunur. Bu esitlikte hipotez kullanilirsa

—kd(x)a(y) + d(x)a(y)k = fF¥)kt(x) = f()T(x)k

olur. Komiitatér ¢arpim tanimindan

—kd(x)o(y) + d(x)a(y)k = f(W)[k, 7(x)]

elde edilir. Son esitlikte k yerine 7(x) yazilirsa

d(x)o(y)t(x) = 1(x)d(x)o(y) [4.2]

olur. [4.2] esitliginde y yerine t € N olmak iizere yt yazilirsa ve ¢ nin

otomorfizm oldugu kullanilirsa

d(x)o(y)o(®)t(x) = t(x)d(x)o(y)a(t)

elde edilir. Bu ifade [4.2] esitligi kullanilarak diizenlenirse her x,y,t € N
dx)o)[o(t),7(x)] =0

elde edilir. o bir otomorfizm oldugundan

d(x)N[t,7(x)] = (0)

bulunur.

N bir 3 —asal yakin halka oldugu i¢in bir x € N i¢in d(x) = 0 veya x € Z dir.
Eger x € Z ise bu durumda d(x) € d(Z) dir. Kabulden d(Z) = (0) oldugu i¢in
d(x) = 0 elde edilir. O halde her iki durum i¢in de d(x) = 0 bulunur. Yani her
X €N i¢in d(x) = 0 dir. Boylece d = 0 elde edilir. Bu ise d # 0 olusu ile

celisir. Bu ¢eliskiden ispat tamamlanir.
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Teorem 4.3: N bir 3-asal yakin halka, (f,d) bir ¢arpimsal genellestirilmis
(o, T) —tiirev olsun. Eger her x,y € N igin f([x,y]) = 0 ise bu durumda N
degismeli bir halkadir.

Ispat : Her x,y € N i¢gin
f(x,yD) =0 [4.3]
olsun.

Oncelikle d(Z) # (0) oldugunu kabul edelim. Bu durumda d(z) # 0 olacak

sekilde en az bir z € Z vardur.

Simdi [4.3] esitliginde x yerine zx yazilirsa

f(zx,yD) =0

olur. Bu esitlikte z € Z oldugundan

fGlx,yD) =0

olur ve f bir carpimsal genellestirilmis (g, T) —tiirev oldugu igin
d(2)o([x,y]) + t(2)f ([x,y]D) = 0

elde edilir. Bu ifadede [4.3] esitligi kullanilirsa her x, y € N i¢in
d(z)o([x,y]) =0 [4.4]
bulunur. Bu ifade diizenlenirse

d(z)o(xy —yx) =0

olur. Burada o bir otomorfizm oldugundan

d(z)o(x)o(y) = d(z)a(y)a(x) [4.5]

elde edilir. [4.5] esitliginde y yerine t € N olmak iizere yt yazilirsa ve tekrar

[4.5] esitligi kullanilirsa

d(z)a(x)a(y)a(t) = d(z)o(y)o(t)a(x)
d(z)a(y)a(x)a(t) = d(z)o(y)o(t)a(x)
olur. Bdylece her x,y, ¢t € N Ve z € Z igin
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d(z)o(y)[o(x),a()] =0

elde edilir. o bir otomorfizm oldugundan her x,t € N i¢in

d(z)N[x,t] = (0) [4.6]
dir.

N bir 3-asal yakin halka oldugundan d(z) = 0 veya her t € N i¢in t € Z dir.
Kabulden d(z) # 0 olduguiginhert € N i¢int € Z dir. Buise N € Z demektir.
O halde Lemma 2.2 den N degismeli bir halkadir.

Simdi d(Z) = (0) oldugunu kabul edelim. Her x,y € N i¢in hipotezden
f([x,y]) = 0 oldugundan bu esitlikte y yerine xy yazilarak

f(x,xy]) =0

elde edilir. N bir sol yakin halka ve f bir carpimsal genellestirilmis (o, 7) —tiirev

oldugu i¢in

0= f(x[x,y]) = d(x)o([x,y]D + () f ([x, y])

bulunur. Bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse her x,y € N igin
d(x)a([x,y]) =0 [4.7]
olur. Bu ifade diizenlenerek her x,y € N i¢in

d(x)o(x)a(y) = d(x)o(y)a(x) [4.8]

bulunur. Son esitlikte y yerine k € N olmak iizere yk yazilip ve tekrar bu esitlik

kullanilirsa

d(x)o(x)a(yk) = d(x)o(yk)o(x)
d(x)o(x)o(y)a(k) = d(x)o(y)a(k)o(x)
d(x)a(y)a(x) a(k) = d(x)a(y)a(k)a(x)
olur. Béylece her x,y, k € N igin
dx)o)[o(x),a(k)] =0

elde edilir. Bu ifadede o bir otomorfizm oldugundan
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d(x)N[o(x), k] = (0) [4.9]
bulunur.

N 3-asal yakin halka oldugundan bir x € N i¢in d(x) = 0 veya o(x) € Z dir.
Eger o(x) € Z ise her s € N igin

o(x)s = so(x)

dir. s yerine a(s) yazilirsa

o(x)o(s) = o(s)o(x)

olur. Burada ¢ bir otomorfizm oldugundan

o(xs) = o(sx)

elde edilir. Her tarafa ! uygulanirsa her s € N igin
XS = Sx

bulunur. Buradan x € Z oldugu elde edilir. x € Z ise bu durumda d(x) € d(Z)
dir. Kabulden d(Z) = (0) oldugu i¢in d(x) = 0 elde edilir. O halde her iki
durum i¢in de d(x) = 0 bulunur. Yani her x € N i¢in d(x) = 0 dur.

Boylece d = 0 elde edilir. Bu ise d # 0 olusu ile ¢elisir. Bu ¢eliskiden ispat

tamamlanir.

Teorem 4.4: N bir 3-asal yakin halka, (f,d) bir ¢arpimsal genellestirilmis
(o,7) —tirev olsun. Eger her x,y € N i¢in f([x,y]) = £t([x,y]) ise bu
durumda N degismeli bir halkadir.

Ispat : Her x,y € N igin
f(x,yD = £t([x,y]) [4.10]
olsun.

[k olarak d(Z) # (0) oldugunu kabul edelim. Bu durumda d(z) # 0 olacak

bi¢cimde en az bir z € Z vardir.
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[4.10] esitliginde x yerine zx yazilirsa
fzx,yD) = £7([zx,])

olur. Burada z € Z oldugu igin
fzlx,yD) = tt(z[x, y])

olur. Son esitlikte f nin bir garpimsal genellestirilmis (o, 7) —tlirev oldugu

kullanilirsa
d(2)o([x,yD + (@ f ([x,y]) = £7(z[x,y])
elde edilir. Bu ifadede [4.10] esitligi kullanilirsa
d(2)a([x,y]) + 1(2) (£ ([x,¥])) = tt(z[x,y])

bulunur. N bir sol yakin halka iken her n,n’ € N i¢in n(—n") = —nn' 6zelligi
saglandigindan, son ifade bu o6zellige gére ve T nun otomorfizm olmasi

kullanilarak diizenlenirse her x,y € N i¢in

d(2)o([x,yD + (@) (x1([x, ¥]) =1(@)(E7([x,¥])
olur. Buradan her x,y € N i¢in

d(z)o([x,y]) =0

elde edilir.

Bu esitlik Teorem 4.3 in ispatindaki [4.4] esitligi ile ayn1 oldugu i¢in benzer ispat

yontemleri kullanilarak N nin degismeli bir halka oldugu sonucu elde edilir.

Simdi d(Z) = (0) oldugunu kabul edelim. Her x,y € N i¢in hipotezden
f(x,yD = £r([x, ¥

dir. Bu esitlikte y yerine xy yazarsak

f(x, xy]) = £z([x, xy])

olur. N yakin halkasi soldan dagilma 6zelligine sahip oldugundan

f el yD) = 2o(x[x, y])

dir. f bir ¢arpimsal genellestirilmis (o, 7) —tiirev oldugundan bu esitlik
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d()a([x,y]) + () f ([x,y]) = r(x[x, y])

olur. Hipotezden £ ([x, y]) = +7([x,y]) ifadesi kullanilarak

d(x)o([x,y]) + t() (r([x, ¥])) = £r(x[x, y])

!

elde edilir. Burada N bir sol yakin halka iken her n,n’ € N iginn(—n") = —nn

Ozelligi kullanilarak gerekli diizenleme yapilirsa her x,y € N igin

d(x)o([x,y]) + () (Fz([x, y])) = 7(x) (Fz([x, y]))
bulunur. Yani her x,y € N i¢in

d(x)o([x,y]) =0

oldugu elde edilir.

Son esitlik Teorem 4.3 in ispatindaki [4.7] esitligi ile ayn1 oldugundan benzer

islemler tekrarlanarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.5: N bir 3-asal yakin halka, (f,d) bir carpimsal genellestirilmis
(o, T) —tiirev olsun. Eger her x, y € N i¢in f([x,y]) = tt(x0y) ise bu durumda
N degismeli bir halkadir.

Ispat: Her x,y € N igin
f(x,yD) = £1(x0y) [4.11]
olsun.

Oncelikle d(Z) # (0) oldugunu kabul edelim. Bu durumda d(z) # 0 olacak

sekilde en az bir z € Z vardur.

Hipotezde x yerine zx yazilirsa

f([zx,y]) = tt(zxo0y)

olur. z € Z oldugundan

zxoy = zxy + yzx = zxy + zyx = z(xy + yx) = z(xoy)

dir. Boylece
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fzlx, y]) = £1(z(x0y))

elde edilir. Bu esitlik f nin bir ¢arpimsal genellestirilmis (o, ) —tiirev oldugu

kullanilarak agilirsa

d(2)o([x,y]) + t(2)f ([x, y]) = £7(2(x0y))

elde edilir. Burada hipotezden f([x, y]) = t7(xoy) oldugu ve her n,n’ € N i¢in

n(—n") = —nn’' dzelligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa her
x,y € N igin

d(z)o([x,y]) =0

esitligine ulagilir.

Bu esitlik Teorem 4.3 in ispatidaki [4.4] ifadesi ile aynidir. Dolayisiyla benzer

ispat yontemi kullanilarak N nin degismeli bir halka oldugu sonucu elde edilir.
Simdi d(Z) = (0) alalim. Bu durumda hipotezde y yerine xy yazilarak

f([x, xy]) = £(xoxy)

elde edilir. N yakin halkasi soldan dagilma 6zelligini sagladigi i¢in

fxlx,y]) = tr(x(x0y))

olur ve burada f bir garpimsal genellestirilmis (o, T) —tiirev oldugundan

d(x)a(lx,y]) + t(x)f ([x, y]) = £7(x(x0y))

!

elde edilir. Son esitlikte hipotez kullanilir ve her n,n" € N igin n(—n") = —nn

ozelligi uygulanirsa

d(x)a([x,y]) + t(x)(£r(x0y)) = £r(x(x0Y))
ve boylece

d(x)a([x,y]) =0

esitligi bulunur.
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Bu esitlik Teorem 4.3 iin ispatindaki [4.7] ifadesi ile aynidir. [4.7] esitliginden
sonraki benzer igslemler yapilarak d = 0 ¢eliskisi elde edilir. Bu durumda ispat
biter.

Teorem 4.6: N bir sifir simetrik 3-asal yakin halka, (f,d) bir ¢arpimsal

genellestirilmis (o, T) —tiirev olsun. Eger her x,y € N i¢in

f(x,y]) = w([d(x), yD

ise bu durumda N degismeli bir halkadir.

Ispat: Her x,y € N i¢in

f(x,yD =7([d(x), y]) [4.12]
olsun.

Kabul edelim ki d(Z) # (0) olsun. Dolayisiyla d(z) # 0 olacak bigimde en az

bir z € Z vardir.

[4.12] esitliginde y yerine zy yazilirsa

f([x,zy]) = ([d(x), zy])

elde edilir. Bu ifadede z € Z oldugundan

fz[x,y]) = t(z[d(x), y])

olur. f nin bir ¢arpimsal genellestirilmis (o, T) —tiirev oldugu kullanilirsa

d(2)o([x,y]) + (@) f([x,y]) = 7(2[d(x), y])

bulunur. Son ifadede t bir otomorfizm oldugundan

d(2)o([x,y]) + (@) f([x, y]) = 1(2)7([d(x), ¥])

elde edilir. Bu esitlikte [4.12] ifadesi kullanilirsa her x,y € N igin

d(z)o([x,y]) =0

bulunur.
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Bu esitlik Teorem 4.3 iin ispatinda bulunan [4.4] ifadesi ile ayn1 oldugundan,

benzer ispat yontemleri kullanilarak N degismeli bir halkadir sonucuna varilir.
Simdi d(Z) = (0) olsun.

[4.12] esitliginde y yerine xy yazilirsa

f([x,xy]) = t([d(x), xy])

elde edilir. Buradan

[,y = t([d(x), xy])

yazilabilir. Bu esitlik f nin bir ¢arpimsal genellestirilmis (o, 7) —tiirev oldugu

kullanilirak diizenlenirse

d()o(fx,yD + ) f (e yD) = t([d(x), xy])
elde edilir. Hipotezden

d()o([x, yD +t()r([d(x), y]) = =([d(x), xy])

olur. Bu esitlik komiitator ¢arpim tanimi kullanilarak agilir ve T nun bir

otomorfizm oldugu kullamlarak diizenlenirse

d(®)a([x, y]) + () 7(d(x))r(y) — ()1 ()(d(x)) = 1(d(x))r(x)T(y)
—7()T()T(d(x))

bulunur. Boylece

d(x)a([x,y]) + t(x)t(d(x))r(y) = 7(d(x))r(x)(y) [4.13]
elde edilir.

Ote yandan hipotezde y = 0 yazilir ve N sifir simetrik yakmn halka oldugu
kullanilirsa f(0) = t(0) =0 elde edilir. Tekrar hipotezde y yerine x yazilirsa
7([d(x),x]) = £(0) = 0 bulunur. Boylece her x € N i¢in

t([d(x),x]) =0

elde edilir.
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Tekrar komutat6r ¢arpim tanimi ve T nun otomorfizm oldugu kullanilarak her
x € N igin

T(d(x))r(x) = r(x)r(d(x))

bulunur. Bu ifade [4.13] esitliginde kullanilirsa

d(x)a([x,y]) +7(d(x))t(x)(y) = 7(d(x))r () (y)

olur ve boylece her x,y € N igin

d(x)a([x,y]) =0

elde edilir.

Bu esitlik Teorem 4.3 in ispatinda bulunan [4.7] ifadesi ile ayn1 oldugundan
benzer islemler ile d = 0 sonucuna ulasilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 4.7 : N bir sifir simetrik 3-asal yakin halka, (f,d) bir ¢arpimsal

genellestirilmis (o, T) —tiirev olsun. Eger her x,y € N i¢in

f(yD =7([x, d)D)

ise bu durumda N degismeli bir halkadir.

Ispat: Her x,y € N igin

f(x,yD = ([x, d(y)]D [4.14]
olsun.

Simdi d(Z) # (0) oldugunu kabul edelim. Bu durumda d(z) # 0 olacak sekilde

en az bir z € Z vardir.

[4.14] esitliginde x yerine zx yazilirsa

f(lzx,y]) = t([zx, d(¥)])

elde edilir. Bu ifade z € Z oldugu kullanilarak diizenlenirse
fzlx,yD) = t(z[x,d(y)]
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olur. Bu esitlik ¢arpimsal genellestirilmis (o, 7) —tiirev tanimi kullanilarak

agilirsa

d(2)o([x,y]) + ©(2)f ([x, y]) = 7(z[x,d(¥)])

olur. Burada [4.14] esitligi kullanilirsa

d(2)o([x,y]) + t(2)t([x,d(Y)]D = 7(z[x,d(¥)])
bulunur. T bir otomorfizm oldugundan

d(2)a([x,y]) + t(@t([x,d¥)]) =1(@r([x,d(¥)])
bulunur. Yani her x,y € N igin

d(z)o([x,y]) =0

elde edilir.

Bu ifade Teorem 4.3 iin ispatinda bulunan [4.4] esitligi ile aynidir. Benzer ispat

yontemleri kullanilarak N nin degismeli bir halka oldugu sonucu elde edilir.
Simdi d(Z) = (0) olsun.

[4.14] esitliginde x yerine yx yazilirsa

flyx,yD = t([yx,d(y)])

elde edilir. N bir sol yakin halka oldugundan

fOlxyD = t([yx,d®)])

olur. Bu esitlik ¢arpimsal genellestirilmis (o, 7) —tiirev tanimi kullanilarak

agilirsa

d)o([x,yD + () f ([x, y]) = =([yx, d(y)])

olur. Burada [4.14] esitligi kullanilirsa
dy)o([x,yD + () t([x, d(y)] = t([yx, d(y)]
bulunur.

Son ifade komiitatdr ¢arpim tanimi ve T nun bir otomorfizm oldugu kullanilarak

dizenlenirse
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d)a([x, y]) + t1(»)t(x)t(d(¥)) — TN (d(¥))r(x) = ()T () (d(y))
—1(d(y))t(y)r(x) [4.15]
bulunur.

Diger yandan hipotezde x = 0 yazilir ve N nin sifir simetrik yakin halka oldugu
kullanilirsa £(0) = 7(0) = 0 elde edilir. Tekrar hipotezde x yerine y yazilirsa
([y,d(y)]) = f(0) = 0 bulunur. Béylece her y € N igin

t(d()) = () ()

elde edilir. Bu ifade [4.15] esitliginde kullanilirsa her x,y € N i¢in
d(y)a([x,y])=0

bulunur.

Bu esitlik Teorem 4.3 deki [4.7] esitligi ile aynidir. Benzer islemler tekrarlanarak

ispat tamamlanir.

Teorem 4.8: N bir 3-asal yakin halka, m,n € N ve (f,d) bir ¢arpimsal

genellestirilmis (o, 7) —tiirev olsun. Eger her x, y € N i¢in

f(x,yD) = 2™ [x, y]1x™)

ise bu durumda N degismeli bir halkadir.

Ispat: Her x,y € N igin

f(x,yD = 2™ [x, y]x™) [4.16]
olsun.

Ispat i¢in dncelikle kabul edelim ki d(Z) # (0) olsun. Bu durumda en az bir

z € Z vardir 6yle ki d(z) # 0 dir.

[4.16] esitliginde y yerine zy yazilirsa

f(x, zy]) = xt(x™[x, zy]x™)
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olur. Burada z € Z oldugundan

fx, y]) = £r(x™z[x, y]x™)

elde edilir. f bir carpimsal genellestirilmis (o, 7) —tiirev oldugundan
d(2)o([x,yD + (@ f ([x, y]) = £r(x™z[x, y]x™)

bulunur. Burada hipotez uygulanirsa

d(2)o([x,y]) + t(2)(£r(x™[x, y]x™)) = £r(x™z[x, y]x™)

elde edilir. Bu ifadede z € Z oldugundan

d(2)o([x,y]) + 1(2)(£r(x™[x, y]x™)) = £r(2x™[x, y]x™)

olur. Son esitlikte T nun bir otomorfizm olmasi ve n(—n") = —nn’ ozelligi

kullanilarak

d(2)o([x,y]) £ 1(2)(c(x™[x, y]x™) = £1(2) (z(x™[x, y]x™))
bulunur. Bu esitlikten her x, y € N igin

d(z)a([x,y]) =0

elde edilir.

Bu esitlik Teorem 4.3 deki [4.4] esitligi ile aymdir. Benzer islemler tekrar
edilerek N nin degismeli bir halka oldugu bulunur.

Simdi kabul edelim ki d(Z) = (0) olsun.
Eger [4.16] esitliginde y yerine xy yazilirsa

f([x,xy]) = £r(x™[x, xy]x™)

olur. N bir sol yakin halka oldugundan

fllx,y]D) = (™ x, y]x™)

bulunur. f bir carpimsal genellestirilmis (g, T) —tiirev oldugundan

d()o([x,y]) +1COf ([x,¥]) = 2o (™ [x, y]x™)

elde edilir. Bu esitlikte hipotez kullanilirsa
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d()a([x, y]) + ) (Fr(x™[x, y]x™)) = £r(x™ [x, y]x™)

elde edilir. N bir sol yakin halka iken n(—n') = —nn’ 6zelligi saglandigindan

ve T bir otomorfizm oldugundan

d@o([x, y]) + (cG™ [x, y]x™) = (™ [x, y]x™)
bulunur ki bu esitlik her x,y € N igin

d(x)o([x,y]) = 0

oldugunu verir.

Elde edilen son ifade Teorem 4.3 deki [4.7] esitligi ile aynidir. Benzer islemler

tekrarlanarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.9: N bir 3-asal yakin halka, m,n € N ve (f,d) bir ¢arpimsal

genellestirilmis (o, T) —tiirev olsun. Eger her x,y € N i¢in

f(x,yD = £r(x™(xoy)x™)

ise bu durumda N degismeli bir halkadir.

Ispat: Her x,y € N igin

f(x,yD = £r(x™(xoy)x™) [4.17]
olsun.

Oncelikle kabul edelim ki d(Z) # (0) olsun. Bu durumda en az bir z € Z vardir
oyle ki d(z) # 0 dir.

[4.17] esitliginde y yerine zy yazilirsa

f([x,zy]) = £t (x™ (xozy)x™)

olur. Bu esitlik z € Z oldugu kullanilarak diizenlenirse
fzlx,y]) = £1(x™z(x0y)x™)

elde edilir. f bir carpimsal genellestirilmis (o, T) —tiirev oldugundan

d(z)o([x,y]) + 1(2)f([x,y]) = £r(x™z(x0y)x™)
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bulunur. Hipotezden
d(2)o([x, y]) + 1(2) (£T(x™ (x0y)x™)) = +1(x™z(x0y)x™)
yazilir. Burada z € Z oldugundan

d(2)o([x, y]) + 1(2) (£T(x™ (x0y)x™)) = +1(zx™(x0y)x™)

bulunur. Son esitlikte n(—n") = —nn' 6zelligi ve T nun bir otomorfizm oldugu

kullanilirsa

d(2)o([x,y] £ (@) t(x™ (xoy)x™) = £1(2)T(x™ (x0y)x™)
olur. Buradan her x,y € N i¢in

d(z)a([x,y])=0

elde edilir.

Bu esitlik Teorem 4.3 deki [4.4] esitligi ile aynidir. Benzer yontem uygulanarak

N nin degismeli bir halka oldugu bulunur.
Simdi kabul edelim ki d(Z) = (0) olsun.
Hipotezde y yerine xy yazilirsa

f([x, xy]) = £7(x™ (xoxy)x™)

elde edilir. Burada N bir sol yakin oldugundan
fx[x,y]) = £r(x™ (xoy)x™)

bulunur. Bu esitlik ¢arpimsal genellestirilmis (o, T) —tiirev tanim1 kullanilarak

diizenlenirse
d()o([x,y]) + T f ([x, y]) = £r(x™** (x0y)x™)
elde edilir. Bu ifadede [4.17] esitligi kullanilirsa
d()a([x, y]) + ) (FT(x™ (x0y)x™)) = £r(x™* (x0y)x™)
olur. Bu ifadede n(—n") = —nn’ 6zelligi ve T nin bir otomorfizm oldugu
kullanilirsa
d()o([x,y]) £ 1™ (xoy)x™) = r(x™  (x0y)x™)
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elde edilir. Buradan her x,y € N igin
dx)o([x,y]) =0
saglanir.

Bu esitlik Teorem 4.3 in ispatindaki [4.7] esitligi ile aynidir. Benzer yontemle

ispat tamamlanir.
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