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OZET

ESLENIK GRADYAN METODU VE UYGULAMALARI

OZKAN AYHAN, Birsen

Uygulamali Matematik

Tez Danismani: Dog. Dr. Ersin Ozugurlu

Agustos, 2015, 60 sayfa

Bu calismada katsayilar matrisi simetrik ve pozitif tanimli olan lineer denklem
sistemlerini ¢6zmek i¢in bir grup ardisik metot ele alinmistir. Bu metotlardan 6zellikle
eslenik gradyan metodu incelenmistir. Eslenik gradyan metodunu Jacobi, Gaus-Seidel,
S.O.R. (successive over relaxation-ardisik asir1 rahatlamis) gibi ardisik yontemlerle hem
islem sayis1 hem de adim sayisi acisindan karsilastirilmistir. Ardisik metotlarin hangi
kosullarda yakinsadig1 analizi de gosterilmistir. Uygulama olarak da kimyasal reaksiyon
ve malzeme-denge denklemlerini igeren bir lineer denklem sistemi ele alinip yukarida

bahsi gecen ardisik metotlarla ¢oziilmiistiir.
Anahtar Kelimeler:

Jacobi, Eslenik Gradyan Metodu, Kosul Sayisi, Lineer Denklem Sistemi, Pozitif

Tanimli Matris.
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ABSTRACT

CONJUGATE GRADIENT METHOD AND ITS APPLICATIONS

OZKAN AYHAN, Birsen

Applied Mathematics Graduate Program

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ersin Ozugurlu

Agustos, 2015, 60 pages

In this thesis, some iterative methods for the solution of linear equation systems where
coefficient matrix is positive definite and symmetric are investigated. Conjugate
Gradient Method, which is one of these methods, is particularly discussed. Conjugate
Gradient Method is compared with Jacobi, Gauss-Seidel, S.O.R (Successive Over
Relaxation), etc. methods in terms of number of both operation and step. Analysis of
how iterative methods converge is also investigated. A lineer equation system which
includes chemical reactions and material-balance equations has been solved with

methods emphasized here as an application.

Keywords:
Jacobi, Conjugate Gradient Method, Condition Number, Linear Equations System,

Positive Definite Matrix
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1. GIRIS

Miihendislik problemlerinin yani sira is, ekonomi ve sosyal bilimler problemlerinin
cozlimiinde de sayisal yontemler kullanilir. Bu sayisal yontemler 6nce bir lineer
denklem sistemine indirgenir sonra o sisteme en uygun olan ¢ézliim yontemiyle ¢oziiliir.
Bu uygun olma kosulu; indirgenmis olan matrisin 6zelliklerine ve sistemin girdilerine
gore degisir.

Bu caligmada katsayilar matrisi, simetrik ve pozitif tanimli olan lineer denklem
sistemleri ele alindi. Bu denklem sistemlerini ¢dzmek igin bir ¢ok sayisal metot
olmasina ragmen calismada iteratif metotlardan bazilar1 se¢ildi ve bu metotlar Eslenik
Gradyan Metot (EGM) sonuglari ile karsilagtirildi.

Oncelikle ardisik metotlardan Jacobi, Gaus-Seidel, S.O.R. (successive over relaxation -
ardisik asir1 rahatlamig) gibi metotlar aciklanip ve bunlarla ilgili teoremler verildi; sonra
da bir kimyasal reaktér problemi ele alinip, bahsi gecen ardisik yontemlerle ¢oziim

yapilip bu sonuglar EGM ile karsilagtirildi.



2. LITERATUR OZETi

Eslenik Gradyan Metodu (EGM) ilk kez 1952 yilinda M.R. HESTENES ve E.
STIEFEL tarafindan yayinlanmistir. Bu metot miihendislik ve saglik alanlarinda cesitli
problemleri ¢6zmek i¢in kullanilmistir. Ayrica EGM 20. Yiizyilin en iyi
algoritmalarindan biri oldugu bilinmektedir.

Eslenik Gradyan Metodu sadece lineer denklem sisteminin katsayilar matrisi A
simetrik ve pozitif tanimli olmasi durumunda kullanilir. Eger A matrisi simetrik degilse
Ax = b denklem sistemi AT (A’ min transpozesi) ile carpilarak AT Ax = AT b haline
getirilir, burada AT A katsayilar matrisi simetrik ve pozitif tanimlidir. Baska bir deyisle,

cogu sistem i¢in uygulanabilirligi olan yeni ve hizli bir metottur.



3. GENEL TANIMLAR

3.1 MATRISLERIN VE VEKTORLERIN NORMLARI

f(x)=0 bigimindeki denklemlerin koklerini bulmak icin ardisik teknikler vardir. Once,
baslangi¢ degeri ele alinir ve bir sonraki adimda bulunan deger, bir dnceki degere ne
kadar yakin oldugu belirlenir. Lineer denklem sistemlerini ¢ézmede kullanilan ardisik
metotlar1 ele almak i¢in Oncelikle bir dizi vektoriin sistemin ¢dzlimiine yakinsayip
yakimsamadigin1 belirlemek icin n-boyutlu siitun vektorleri arasindaki mesafeyi
Ole¢meye ihtiyacimiz var. Bu aslinda lineer denklem sistemlerini dogrudan ¢ozerken de
gerekli bir 6l¢limdiir.

R™ ile bilesenleri reel sayilar olan biitiin n-boyutlu siitun vektoérlerinin bir kiimesini

temsil edelim. R™’de uzaklig1 tanimlamak i¢in bir norm notasyonuna ihtiyacimiz var.

TANIM 3.1: R™’de vektor normu, || . ||, R™®’den R* U {0} a asagidaki 6zelliklere sahip

bir fonksiyondur;

(1) || x|| =0, tim x € R™ igin,

(i1) || x|| = 0 sadece ve sadece x = 0,

(iii) || ax|| = |al|| x|| hera € R ve x € R"
(iv) 1+ yll < [l xll + | yll her x,y € R™

R™deki vektorler siitun vektorleri ve bir vektor bilesenleri ile gosteriliyorsa transpoze

notasyonu kullanmak daha uygundur. Ornek olarak, vektor;

X1

X3
x=]1.

xTL

X = (X1, X3, ..., X, )" yazilacaktir. Sadece R™’de belirli iki norma ihtiya¢ duyulacaktr.

TANIM 3.2: x = (xq, X3, ..., X,)® vektorii igin [, ve l,, normlar1 sdyle tanimlanir:

1
n 2
Il = {Z x?} ve xlle = max|x
1s<isn

i=1
Bu normlarin her biri n=1 olmasi durumunda mutlak degerine indirgenir. Norm [,, x
vektoriiniin Oklid normu olarak adlandirilir ciinkii x’in R, R? veya R3’de olmasi

durumunda  orijinden  uzakligin  genel  nosyonunu  gdsterir.  Ornegin,



x = (X1, %Xy, ..., X,)" vektdriiniin [, normu (0,0,0) ve (x;, x,, X3) noktalarim birlestiren

diiz ¢izginin uzunlugunu verir.

Sekil 3.1: Degeri 1’ den kii¢iik I, normlu vektorler.

2 X3
' Degeri 1'den kiigiik [,
v N N
Degeri 1'den kiigiik I, o norr{llu R*'lin 1lk oktantindaki
normlu R**deki ‘ 0o vektdrler bu figiirde.
vektorler
bu figiirde.
(1,0
0. -1

Kaynak:Burden ve Faires (2011, s. 433).

Sekil 3.2: Degeri 1’ den kii¢iik [,, normlu vektorler.

o
I‘;‘

©.1)

(1,

Xy

1) 0.0, 1)

10,1
' 2 . (0.1.1)

(—1.0) (L

(-1 -1

Degeri 1°den kiigiik I,
Nomnlu R?*deki
vektorler

bu figiirde

Kaynak:Burden ve Faires (2011, s. 433).

0, -1 (1,

(1,0,0)

X2

Degeri 1°den kiigiik 1.
Nomnlu R?"iin ilk oktantndaki
vektorler bu figiirde



TEOREM 3.3: (Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz Inequality for Sums) : R™"’de her

X = (X, %2, v, X))t ve ¥ = (Y1, Vo -, Y )t icin,
1 1

n n 2 (" 2
xty = inyi < {Z xlz} {z ylz} = llxllz - llyll

TANIM 3.4: Eger x = (X1, X3, ..., Xp)'ve ¥y = (¥1, Vo, -, Vo) R’ de vektorler, x ve y
arasindaki [, ve [, mesafeleri s0yle tanimlanir:

1
n =

2
Ix - yll, = {Z(xi —yi)Z} ve [lx = lloo = max|x; - yi

i=1

TANIM 3.5: Verilen her € > 0 i¢in N (&) tam sayis1 mevcut ve agsagidaki esitsizlik
|x —x®|| <&, herk = N(e) igin

saglaniyor ise bu takdirde R™’deki vektorlerin {x(k)}oo siralist ||+|| normuna gore x’e
k=1

yakinsadig1 soylenir.

TEOREM 3.6: {x(k)} vektori siralist [, normuna gore R™’de x’e yakinsar sadece ve

(k)

sadece heri = 1,2, ..., n igin limy o, X;~ = X.

TEOREM 3.7: Her x € R" igin,

Ixlleo < llxllz < Vnllxlle

TANIM 3.8: n x n matris seti lizerinde bir matris normu bir reel degerli fonksiyondur,
bu set tlizerinde tanimlanan ||-||, biitlin n X n boyutlu A ve B matrisleri ve biitiin reel
sayilar a i¢in :

@® Al = 0o;

(i1) ||A]l = 0, sadece ve sadece A=0 ise yani biitiin girdileri 0 olan matris;

(i)  [laAll = lalllAll;

iv)  [[A+ Bl < lIAlllIBIl-
nxn boyutlu A ve B matrisleri , bu matris normuna gore, aralarindaki uzaklik
||A — B|| dir. Matris normlarinin g¢esitli yollarla elde edilebilmesine ragmen, siklikla

diisiiniilen normlar [, ve [, vektor normlarinin dogal sonuglaridir.



TEOREM 3.9: ||:|| R™’de bir vektor normu ise ||4]| = ||rn”axlllell bir matris normudur.
xll=

Bir matrisin normu, vektdr normlari ile tanimlanan matris normlar1 ya da vektoér normu
ile iligkilendirilen matris normu (induced) olarak adlandirilir. Bu yazida biitiin matrisler
aksi belirtilmedigi siirece matris normu olarak diistintilecektir.

Her z # 0, x = z/||z|| vektorii birim vektordiir. Buradan,

( z )” |Az]|
Al—=]|| = max
Il z]|

z#0 ||z||

max |[|Ax|| = max
[lx]|l=1 z#0

ve alternatif olarak sdyle yazilabilir:

|| Az]|
1Al = max
z#0 || z||

SONUC 3.10: Her z # 0 vektorii, A matrisi ve herhangi bir norm igin ||-||,
|Az|| < ||A]l - [|z]] bulunur. Norm altinda bir matrise verilen 6lgiim, bu norma gore
matrisin birim vektorii nasil genislettigini gosterir. Maksimum uzama matrisin

normudur. Burada diisiliniilecek matris normlari su formlara sahiptir;

4|l = max ||Ax]|e l, normu
llxllo=1

|All, = max |[Ax]|, [, normu
llxll2=1

n = 2 i¢in bu normlarin gdsterimi sekil 3.3 ve 3.4’te verilmistir.

Sekil 3.3: [, normlu vektorler.
2 4 Ax

+2 |xll.=1 igin
Ixl. =1 b4l

-4
‘-
-

Kaynak: Burden ve Faires (2011, s. 439).



Sekil 3.4: I, normlu vektorler.

Ix]l. =1

Kaynak: Burden ve Faires (2011, s. 439).

Bir matrisin [, normu matrisin girdilerinden kolayca hesaplanabilir.

TEOREM 3.11: Eger A = (aij) bir nxn matris ise

n
Al = max > lay|
j=1

TANIM 3.12: Bir A matrisinin sagilim yarigap1 p(A4) soyle tanimlanir:

p(A) = 1m_axl)Ll-I, Ai, A vektorinin 6zdegeridir
<isn

(A =a+Biicin, || = (a2 + B2)2).

TEOREM 3.13: Eger A bir nxn matris ise

i 14l = [p(a ]2

(ii) p(A) < ||All , herhangi bir norm ||-|| i¢in
Bu teoremin ispat1 i¢in Ortega (1972, s. 21).



Ardisik matris tekniklerini c¢alismada matrisin kuvvetlerinin kii¢iildiiglinii bilmek
ozellikle onemlidir (matrisin biitiin elemanlarimin sifira yaklastigi zaman). Bu tip

matrisleri yakinsak olarak adlandiracagiz.

TANIM 3.14: nxn A matrisi yakinsak matris olarak tanimlanir eger

lim (4%);; = 0, heri=12,..,nvej=1,2,..,nicin.

k—co

TEOREM 3.15: Asagidaki ifadeler denktir:
(1) A yakinsak bir matristir.

(ii) lim ||A™|| = 0, baz1 normlar igin.
n—oo

(iii)  lim||A™|| = 0, biitiin normlar icin.
n—>0o

(v) pA) <1

(V) lim A"x = 0, her x igin.

n—-oo

Bu teoremin ispati i¢in Issacson ve Keller (1966, s. 14).

3.2 LINEER DENKLEMLERI COZMEK iCiN ARDISIK METODLAR

Bu boliimde Jacobi ve Gauss-Seidel gibi 18.yy’ in sonlarmma kadar dayanan klasik
ardisik metotlar1 ele alacagiz. Kii¢lik boyuttaki lineer denklem sistemlerini ¢ézmek igin
ardisik metotlar tercih edilmez. Bunlar yerine dogrudan metot olan Gauss yok etme
metodu kullanilir. Sifir1 ¢ok olan biiyiik sistemler i¢in ardisik teknikleri kullanmak hem
bilgisayar bellegi hem de islem sayisi agisindan daha verimlidir. Bu tip sistemler
genellikle kismi diferansiyel denklemlerin ve sinir deger problemlerin niimerik
¢coziimiinde, ayrica devre analizinde sik¢a karsimiza cikar.

nxn lineer denklem sistemi Ax = b yi ¢ozmek icin bir ardisik teknik baslangi¢
yaklasim vektorii x(9) ile baslar ve x e yakinsayan bir dizi (x(k)):; 0 vektorleri iiretilir.
Ardisik teknikler Ax = b sistemini x = Tx + ¢ sistemine doOniistiiren bir islev igerir,
burada T sabit bir matris ve ¢ sabit bir vektordiir. Baslangic vektorii x(© segildikten
sonra yaklasik ¢6ziim vektorleri dizisi asagidaki formiille olusturulur:

x® = Txk-1 4 ¢ her k > 1 icin

Bu sonug, bilinen sabit-nokta (fixed-point) iterasyonunu animsatir.



3.2.1 Jacobi Yontemi

Ax = b lineer denklem sistemini ¢6zmek icin kullanilan en basit yontem Jacobi
Metodudur. Bu metodun basit olusu hem iyidir hem de kotii. I yidir ¢iinkii, anlama
acisindan digerlerine nazaran basittir ve ardistk metotlar i¢in iyi bir baglangictir.
Kotiidiir ¢linkii, pratikte (gelismis paralel hesaplama ile tekrar diisliniilmiis olsa da)
tipik olarak kullanilmaz. Halen, daha karmasik ardisik yontemlerin anlagilmasinda
baslangi¢ noktasi olarak iyidir.

Oncelikle Ax = b denklem sistemini daha agik haliyle yazalim;

a 1%, + aq,X; + + A Xy, = b,
AyqXq + ayrX; + + AynXn = b,
An1X1 + An2X2 + + AnnXn = bn

x i¢in tahmini vektdrii sdyle alalim:,

K (k) (k k
x® = (), 0 x ) xy

Jacobi metodunun stratejisi, yeni degeri x.°*" bulmak igin, ilk esitligi ve simdiki

()
3

degerleri, x, yeees x,(lk) kullanmaktir ve benzer olarak, i. esitligi ve diger

degiskenlerin eski degerlerini kullanarak yeni deger xgk)’ y1 bulmaktir. Soyle ki; verilen

simdiki x® = (x,x, .., x%) degerlerini kullanarak,
a11x§k+1) + alzxék) + + @y - by
a21x§k) + azzxékﬂ) + + aanr(lk) - b,
w4 e+ - b,
sistemi elde edilir ve bu sistemden de,
a11x§k+1) =b; — a12x§k) — alnxr(lk)
azzxékﬂ) = b, — a21x§k) — aanr(lk)
annxr(lk+1) = b, — anzxék) - an1x§k)

denklemlerine ulasilir.



Icinde,
x+D) — (xik)+1 xék)+1, - xr(1k+1))
icin ¢ozerek yeni degerleri buluruz.

Bu sistem soyle de yazilabilir;

(k+1)
a1 a12
0 (k+1) " (k)
: - a(n 1)n
0 (k+1) e Apn-1 (k)

alt indis i, x> deki,
x® = (x(k) xék), ...,x,(lk))
vektoriin i. elemanint gosterir ve list indis k ise kaginci iterasyon oldugunu gdsterir.

Eger, A matrisini sirasiyla D, L ve U olarak kosegensel, alt ticgensel ve iist liggensel

a11 ¢ O
_|0 :
D = : 0
0 . Qnn-1 0

: . . An-1n
o .. O 0
elde ederiz. Boylece Jacobi Metodu matris-vektor notasyonu da soyle yazilabilir;

DxU+D) 4 (L + )x® = p

icin yazarsak;

Oyleyse,

x+D) = p=1[(—L — U)x® + b]
olur. Bu da x = Tx + ¢ formunda yazilabilir; buradaT = D™'(—L — U) vec=D"1b
dir.

3.2.2 Gauss- Seidel Yontemi

Jacobi Metodunu bir adim daha ileri gotiirelim. x = (xq, Xy, ..., x,) gercek ¢o6ziim

oldugunda, eger xi ) , X1 ’in gergek degerine x %)>dan daha i iyi bir tahmin ise, o zaman,

x§k+1) (k+1), (k+1)

s s Xy y1 bulmakta kullanmak i¢in, (eski deger x )>dan ziyade) yeni x;

degerini buldugumuzda daha anlamli olurdu. Oyleyse, x1 1) , Jacobi Metodundaki

(k) (k) (k)

. (k+1 .
gibi bulunur, ama x2 ) bulunurken, x;"” 'nin eski degeri ve x5 ,..,x, eski

10



(k+1) ) (k)

degerlerini kullanmak yerine x; ve X3 ,..,Xx, eski degerlerini kullaniriz ve
benzer sekilde x(k+1), s x,(lkﬂ) icin de uygulanur.
a11x§k+1) + a12x§k) + + A1nXp x - by
a21x§k+1) + azzxékﬂ) + + A2nXn xSy - b,
an1x§k+1) + an2x§k+1) + + annxr(lk+1) - bn
Lineer denklem sisteminden
(k+1) _ () _ k)
a11Xq =b; — appx, T QinXy
(k+1) _ (k+1) (k)
22X, = by — Az Xy T QanXy
(k+1) (k+1) (k+1)
nn¥Xn - b An2X; T ApaXq

yazilabilir.

Bunu ayn1 zamanda sdyle de yazabiliriz:

(k+1)
a, O Qi
az 1 aZZ (k+1) O (k)
: “ An-1 )n“ l “
anq Anm-1) Apn (k+1) (k)

(L +D)x*+D 4 yx® = p
buradan
x+D = (L + D) [-Ux® + b]
denklemine ulasilir. Bu formiilde x = Tx + ¢ formunda yazilabilir; burada

T = —(L +D)~'U ve ¢ = (L + D)~1b dir.

3.2.3 S.O.R. Yontemi

Ucgiincii bir yontem olan S.0.R Metodu, Gauss-Seidel Metodunun genellestirilmis ve
gelistirilmis bir versiyonudur.

x%>dan x*+D°j bulmakta kullanilan her ardistk yontem igin 6zel bir yonde x%®°dan
x*+De kesin bir miktar kaydiririz. Bu yon, x®*D = x® + (x*+1 — x0) oldugu

icin, x®*+D — x() yektoriidir. Farz edelim ki, x®’dan xk*V’¢ olan yon bizi x’in

11



gercek ¢oziimiine daha fazla yaklastirtyorsa o zaman, x**1 — x( yoniinde hareket
etmek daha anlamlidir.
Simdi Gauss-Seidel motodundan nasil S.O.R metoduna gegilir ona bakalim. Oncelikle
Gauss-Seidel metodunu bir daha yazalim:
Dx*+D = p — [xU+D — x®
buradan
x(k+1) — D—l[b _ Lx(k+1) _ UX(k)]
elde edilir. Bu denklemin her tarafindan x%® ¢ikaralim:
x+D — x(0) = p=1[p — [xt+D) — px(B) — yx®]
Simdi Gaus-Seidel diizeltmesi olarak (x(k“) - x(k))Gsdﬁsﬁnelim. Eger ki standart
Gauss-Seidel diizeltmesinin &tesine giderse, yukarida tavsiye edildigi ilizere, gercek
¢oziime ¢Oziim tahminleri siralilarimin x® — x yakinsamasi sik¢a daha hizlidir. SOR
metodu prensibi su iterasyonla baslar,
(kt+1) — (k) (k+1) _ (B
x x® + o(x x®)
daha 6nce buldugumuz,
GS
burada genel olarak 1 < w < 2. Farkina varalim ki eger w = 1 ise bu, Gauss-Seidel
Metodudur.
Detayl1 yazarsak, SOR Metodu,
x+D = x84 yp=1[p — Lxk+D — px®) — yx®)]

her iki tarafi D matrisi ile carpabiliriz ve her iki tarafi w’ya boliip yeniden yazarsak,

%Dx("“) = %Dx(") + [b — Lx+D) — px® — yx®)]

sol tarafta x(¥*1 terimlerini toplarsak,
(L lp) x4 = L po 4 [ — pxt — yrx]
) )
=(Zp-D-U)x® +b
w
x**D jcin ¢ozdiigiimiizde sunu elde ederiz,

1 N\t
x kD) = <L + 50) [(51) —-D - U) x k) 4 b]

12



Farkina varalim ki SOR metodu ayni zamanda x = Tx + ¢ formundadir. SOR Metodu

yakinsamasini hesaplayana T matrisinin iterasyonu,

1\ 1
<L+—D> <—D—D—U>
) )
Oyleyse optimum yakinsama, w’nin minimize edecek bir degerinin secilmesiyle olur,

(+20) (000

Pratikte bu iterasyonlar1 hesaplamak i¢in bilgisayar kullaniriz.

Genel iterasyon tekniklerinin yakinsakligim1 calismak icin asagidaki formiili ele
alacagiz:
x® = TxCk-1 4 ¢ her k > 1 icin

ve x(© keyfi baslangic vektorii olmak iizere.

YARDIMCI TEOREM 3.16: Eger sacilim yarigapi p(T) < 1’i sagliyorsa o zaman

(I — 7)™ mevcuttur ve
(-7t :1+T+T2+---=ZTJ'
=0

olur. Ciinkii (/ — T)x = (1 — A)x oldugunda Tx = Ax tam olarak dogrudur.
(I = T)’nin 6zdegeri tam olarak (1 —A) oldugunda T ’nin 6zdegeri A olur. Ancak
|A| < p(T) < 1ise, A =1 T’nin bir 6zdegeri degildir, ve 0, I — T’nin 6zdegeri olamaz.
Boylece, (I — T)~! mevcut olur.
Sp=1+T+T?+--T™ olsun.
I-7S,=U+T+T?*+-T™) = (T+T?+--TM*) =] —Tm+1,

ve T yakinsak oldugundan,

lim (I — T)S,, = lim (I — T™*) =1 .

Mo m-co
Boylece,

I-T1t= lim Sy = 1+7T + T? + .- = 352, T/ olur.

TEOREM 3.17: Her x(® € R™ igin, (x(k)):;o sOyle tanimlanir:

x) = x4 ¢ her k > 1 icin

sadece ve sadece p(T) < 1 oldugunda x = Tx + ¢ tek ¢ozlimiine yakinsar.

13



SONUC 3.18: Her matris normu i¢in ||T|| < 1 ve ¢ verilen bir vektor ise,

x®) = Txlk-1 4 ¢
ile taniml (x(k))]io kiimesi, her x(® € R™ i¢in, x = Tx + c ile x € R™’de bir vektore
yakinsar ve asagidaki hata sinirlar gegerli olur:

O fx=x®] < 1T x© -

i _x®] < T @) _
) flx— 2] < 205 x0 - 5
TEOREM 3.19: Eger A kosegensel tam baskin (strictly diagonal dominant) bir matris
ise, x(9°mn herhangi bir ¢6ziimii i¢in, Jacobi ve Gauss-Siedel metodlarinin her ikisi de,
Ax = b’m tek ¢Oziimiine yakinsayan (x(k))lio kiimesini verir.

(ispat i¢in Young (1971, s. 120-127)).

TEOREM 3.20 (Stein-Rosenberg): Eger a;; < 0 ise, her i # j ve a; > 0 i¢in, her
i =1,2,...,ni¢in, asagidaki ifadelerden sadece ve sadece bir tanesi gecerlidir:

i) 0<p(T)<p(M)<1

(i) 1<p(T;) <p(Ty)

(i) p(T;) = p(Ty) =0

i) p(T) = p(Ty) =1

TANIM 3.21: ¥ € R"’in, Ax = b ile tanimlanan lineer sisteminin ¢Oziimiine bir
yaklasim oldugunu varsayalim. ¥ i¢in bu sisteme gore kalint1 vektorii ¥ = b — AX olur.
Jacobi ve Gauss-Seidel metotlarindaki prosediirler gibi, kalintt vektorli, ¢6ziim
vektoriine yaklasik bir bilesenin her hesaplamasiyla iligkilidir. Asil amag, kalinti
vektoriiniin sifira yakinsamasima neden olacak bir tahmin dizisi olusturmaktir. Su

varsayimda bulunalim:

) _ (.. (k) '\
;= (ru I SV )

tahmini ¢6ziim vektorii, asagida tanimli xgk) "ya karsilik gelen Gauss-Seidel metodu i¢in
kalint1 vektorii gosterir.

(k) _ x(B) (K (k) .(k=1) (k-1)
X0 = (X1, Xy e, XX Xy )t
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(k)

7, 'mm m. bilesenti,
i—-1 n
k k k-1
r£m) = by — Amj x](‘ ) — Z Amj X ]( ) 3.1)
j=1 j=i
veya esit olarak,
i—-1 n
k k k-1 k-1
gm) —bm—Zam]x]() Z am]x]( ) — ApiX f )
j=1 j=i+1
herm = 1,2, ..., n i¢in.
Ozel olarak, rgk) nin 1. bileseni,
i—-1 n
k k k-1 k-1
rfl) —bl—ZaUx]() z aUx]( ) —a;Xx S )
j=1 j=i+1
Oyleyse,
i—-1 n
a;x "V + 1 = b, —Zal] W — Z a;; x Y (3.2)
j=1 j=i+1
olur. Hatirlayalim, ancak, Gauss-Seidel metodunda, x ( )
=il n
(k) _ X _ (k-1)
A = = Z ai; Z ai; (3.3)
j=1 j=i+1
bdylece 3.2 sdyle yazilabilir,
x4 7 ® = g2
Sonu¢ olarak, Gauss-Seidel metodu asagidaki esitligi saglamasi icin xgk)’yl secerek
karakterize edilebilir:
k k-1 ri
x) = D i (3.4)
Qi

Kalint1 vektorleri ve Gauss-Seidel metotlar1 arasinda bir baska baglant1 kurabiliriz.

x = (a0 B xEDYE vektorin ile iligkili Y kalnti vektSriini

Xit1 1 Xip1 e Xn i+1
diisiinelim. 3.1 kullanilarak r( ) 1 1n 1. bilesenti,
i n
TEIBA =b; - Z Qij 'x](k) Z aij x](k K
j=1 j=i+1
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i—-1 n

k k-1 k
= i—ZaUx]() ZQUXI( ) —a;Xx ()

() » )

‘nin tanimlandig1 denklem 3.3’teki mantikla, r( = 0. Bir anlamda Gauss-Seidel

*) »

i+1

X;

teknigi, r r® i, bileseni sifir olacak sekilde x

i1 yi secerek karakterize edilir.

k) »

Kalint1 vektoriin bir koordinati sifir olacak sekilde x;.7’yi se¢mek, xl i1 ) vektériiniin

normunu azaltmak i¢in ¢ok da verimli bir yontem degildir. Denklem 3.4’de verilen

Gauss-Seidel metodunu modifiye edersek:

k k i
xg ) _ xlg Dy i (3.5)

Qi

w’nin belirli poziitif se¢imleri i¢in kalinti vektoriin normunu azaltabiliriz ve daha da
hizl1 yakinsama elde ederiz.

Denklem 3.5° i de kapsayan metotlar rahatlatma metotlar1 (relaxation methods) olarak
adlandirilir. w’nin 0 < w < 1 araligr i¢in, bu prosediirlere alt-rahatlatma metotlar
(under-relaxation) denir. 1 < w aralig ile ilgilenecegiz ve buna da iist-rahatlatma
metotlart (over-relaxation methods) denir. Bu yontemler, Gauss-Seidel teknigiyle
yakinsatilan sistemlerin yakinsamasini hizlandirmak i¢in kullanilirlar. Bu metotlar
S.O.R. (Art arda asir1 rahatlamis) olarak kisaltilirlar ve bazi kismi diferansiyel
esitliklerin nliimerik ¢6ziimlerinin oldugu lineer sistemlerin ¢oziimlerinde 6zel olarak
kullanighdirlar.

SOR metodunun avantajlarindan bahsetmeden 6nce hesaplama amacli, denklem 3.2’

den 3.5’ e formiile edebiliriz,

n

-1
k k-1 k k-1
x® = (1 - w)a! )+ z a;j ]() z aux}( )

j=i+1
S.0.R. metodunun matris formunu hesaplamak i¢in yukaridakini tekrar yazarsak,

n
a; © + wz a;; ](k) =(1- a))ail-xgk_l) —w z a;j x](k Dy wb;

j=it+1
Vektor formunda,
(D - wl)ak = [(1 — @)D + wUlx®D + wb
Boylece,
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x*= (D - wLl) '[(1 - w)D + wU]x* D + (D — wlL)"'h (3.6)

Burada, T, =D - L) '[(1-w)D+wU] ve ¢, =w(D—wl) b olarak
belirlersek,

xk =T, x*V 4+ ¢, (3.7)

TEOREM 3.22 (Kahan): Eger a;; # 0, her i = 1,2, ...,n, o zaman p(T,) = |w — 1|
olur. Bu, S.O.R. metodu sadece 0 < w < 2 olursa yakinsar.

(ispat1 i¢in Ortega, 1972, s. 123-133).

TEOREM 3.23 (Ostrowski-Reich): Eger A pozitif taniml1 bir matris ve 0 < w < 2 ise

S.0O.R. metodu tahmini her baslangig¢ vektorii secimi x(*) igin yakinsar.

TEOREM 3.24: Eger A pozitif tanimli ve tridiagonal ise, p(Tg) = [p(T])]Z < 1 olur,

ve S.0.R. metodu i¢in w’nin optimum se¢imi,

2
1+ (1= [p(1)]

w’nin bu segimi ile, p(T,,) = w — 1 elde ederiz.

w =

3.3 HATA SINIRLARI VE ARDISIK GELiSTIRME

Eger ¥ , Ax = b’nin x ¢dziimiine yaklasik bir vektdr ve kalan vektoriir = b — AX
r’nin normu kii¢iik ise ||x — X||’ nin de kii¢iikk oldugunu 6ngérmek mantiklidir. Ama
bazi durumlarda bu 6zellik ise yaramaz. Ozellikle; kosul sayis1 biiyiik olan matrislerde

bu beklentide olmamiz yanlis olur.

ORNEK 1: Ax = b lineer sistemi soyle verilmistir:

10001 21xa) = 5.0001]
1.0001 211Xz 3.0001
ve x = (—1,1)¢ tek ¢Oziimiine sahiptir. ¥ = (3, —0.0001)¢ zayif tahmini igin kalinti

vektorill hesaplayiniz.
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COZUM: Elimizde,

r=b— A% = [ 0.0(())02]

3.0?)01] - [1.0%)01 g] [—0.3001] - [
var. Oyleyse ||1]le = 0.0002°dir. Kalinti vektdriin normu kiiciik olmasma ragmen,
x = (—1,1)" tahmini agik¢a goriiliir ki biraz zayiftir, aslinda, ||x — ¥||,, = 2°dir. 1}
Ornek 1°deki zorluk, sistemin ¢dziimii dogrularin kesim noktasi oldugu vurgulanarak
basitge agiklanmistir:
lLi: x4 +2x,=3 we [: 1.0001x; + 2x, = 3.0001.

(3,-0.0001) noktasi I, iizerindedir ve dogrular neredeyse paraleldir. Bu gosterir ki, (1,1)
kesim noktali sistemin ¢oziimiinden ¢ok farkli olsa da (3,-0.0001) noktas1 ayn1 zamanda

[, tizerindedir. (Sekil 3.5’e bakiniz.).

Sekil 3.5: lyve |, durumu.

o

Xz A

v\" \’
Y —o.oE)\ﬁl 1 :

. ‘ I

Kaynak: Burden ve Faires (2011, s. 470).

Ornek 1, ortaya ¢ikabilecek, aslinda ¢ikacak, olan zorluklar1 gdstermek igin tam olarak
hazirlanmistir. Dogrular yakin olarak cakigmis olmasaydi, daha dogru bir tahmin
gostermek adina kiiciik bir kalint1 vektor beklerdik.

Genel durumda, problem oldugunda isaret vermek icin sistem geometrisine
giivenemeyiz. Ancak, A matrisinin ve tersinin normunu diislinerek bu bilgiyi elde

edebiliriz.
TEOREM 3.25: Ax = b’ nin ¢0ziimiine X bir tahmin olsun, burada 4 tekil olmayan

bir matris, ve 1, X i¢in kalint1 vektér. O zaman her hangi bir norm i¢in,

llx =%l < lirll- 1A~
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veeger x # 0 ve b # 0 ise,

llx — %l _ Il

< ||A|l-||A7? 3.8
A < [lAll- 1A=l bl (3.8)

ISPAT: r = b — AX = Ax — AX ve A tekil degilse (nonsingular), x — ¥ = A~'r elde
ederiz.
llx — %Il = lA~ ]l < [JA7H] - Il
Dahasi, b = Ax oldugu i¢in, ||b|| < ||A]l - ||x]| elde ederiz.
Boylece, 1/||xIl < [lAll/1Ibl] ve

llx — Il _ llAll- 1A 1II
lixll = bl

TANIM 3.26: ||-|| normuna goére tekil olmayan A matrisinin kosul sayis;
K(A) = ||All - [IA~H].
Bu notasyon ile,

I = %l < K)o

olur ve

lx — | I
<K(A .
S S KO

olur.
Her tekil olmayan A matrisi ve norm ||| igin,

== 1A-ATH < 1Al A7 = K (A).
Bir A matrisi, eger K(A) 1’e yakinsa iyi kosullandirilmig (well-conditioned) ve K(A)
I’den ¢ok c¢ok biyiikk ise kotii kosullandirilmis (ill-conditioned) demektir.
Durumlandirma bu anlamda, kiiciik kalinti vektorlerin nispeten dogru yaklasik

cozlimlerin belirttigi géreceli giivenligi kasteder.
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1 2
1.0002 2

COZUM: Ornek 1’ de tam ¢oziim (1,1) olmasina ragmen yaklasik ¢oziimiimiiz

ORNEK 2: A = [ ] matrisi i¢in kosul sayis1 nedir?

(3,—0.0001)¢ idi. Buna karsilik kalinti vektoriimiiziin biytikligii ¢ok kiigiiktiir.
Burada A ’nin kosul sayisinin biiyiik olmasmi beklemeliyiz. [|All = max{|1]| +
|2],11.001| + |2|} = 3.0001, goriildiigi gibi biiyiik olarak diisiinemeyiz. Ancak,

A1 = [—10000 10000
5000.5 —5000F

Boylece,
|Allo = 20000,

Ve sonsuz norm igin, K(A) = (20000)(3.0001) = 60002. Bu 6rnekte kosul sayisinin
bliytikliigii, yaklasiklik kalintisina bagl olarak aceleci dogruluk kararlar1 vermekten bizi
kesinlikle alikoymalidir.
Bir matrisin kosul sayis1 tamamen matrisin ve tersinin normalarma bagli olsa da,
tersinin hesaplanmasi yuvarlama hatasina ve hesaplamanin yapildigi dogruluga baghdir.
Eger islemler ¢ kadar basamak dogrulukta aritmetik igeriyorsa, A matrisi i¢in yaklasik
kosul sayisi, #-basamakli aritmetik kullanilarak yapilan, matrisin normu kadar A’nin
tersine yaklasikligin normudur. Aslinda bu kosul sayisi A’nin tersini hesaplamada
kullanilan metoda da baghdir. Ek olarak, tersi bulmak i¢in kullanilan hesaplama sayisi
nedeniyle, direkt olarak tersi hesaplamadan kosul sayisini tahmin etmemiz gerekir.
Ax = b lineer sisteminin yaklagik ¢O0zliimiiniin #-basamakli aritmetik ve Gauss
eliminasyonu kullanilarak hesaplandigini varsayarsak, ¥ yaklasikligi i¢in r kalinti
vektoriiniin,

Il ~ 10~ || All - [I%]]. 3.9)

oldugu gosterilebilir.

TEOREM 3.27: A € R™*" mn saklanan kism1 A ve A = A + E dir. E € R™X" dir ve
IEll, < eps [lAllx
burada eps makine duyarlilik sayisidir.
ISPAT: Eger 4 = (&;) ve
8y = fl(ayy) = a;;(1 + &)

buradaki |el- j| < eps. Buradan
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m
1Bl = |4 - 4], = max > [ag - ay|
i=1

1<jsn
m m
< 3..6:.:.1 < 3..| =
< max ) [aey| < eps ax D Jay| = eps Il
i=1 i=1

Bu yaklasimdan, #-basamakli aritmetikte etkin bir kosul sayisi tahmini, A matrisini
tersleme geregi duymadan elde edilebilir. Aslinda bu yaklasiklik, Gauss Eliminasyon
teknigindeki biitliin aritmetik islemler #-basamakli aritmetik kullanilarak yapildigini
varsayar ama kalintiy1 hesaplamada gerekli islemler ¢ift duyarli aritmetikle (2t-digit)
yapilir. Bu teknik cokca sayisal efor gerektirmez ve kalinti hesaplarken olusan
neredeyse esit sayilarin ¢ikarmalarindan kaynakli dogruluk kaybinin ¢ogunu elimine
eder.
t-basamakli kosul sayist K (A)’ nin yaklasikligi asagidaki lineer sistemden gelir,
Ay =r.

Gauss eliminasyon metodu i¢in ¢arpanlar halihazirda hesaplandigi i¢in bu sisteme
¢oziim zaten tahmin edilebilir. Oyleyse A matrisi P'LU formunda faktorlenebilir,
aslinda y, Ay = r’nin yaklasik ¢6ziimii,

yrAlr=A"1(b-A%)=A"'b-A"%=x—-% (3.10)

saglar ve

olur.

Oyleyse ¥, x ¢dziimiinii, ¥ orijinal sisteme yaklastirdiginda {iretilen hatanin bir
tahminidir. 3.9 ve 3.10 denklemleri kullanarak,

I¥Il = llx = %I = [[A7 7|l < A7 - Il = (1A~ All - IZ]]) = 10~I%|IK (A).
Bu, Gauss Eliminasyon ve f-basamak tipli aritmetik kullanilarak Ax = b sisteminin
¢Oziimiinii iceren kosul sayis1 i¢in agagida tanimli bir yaklagim verir,

o
~—10" 3.11

Ax = b lineer sisteminde A ve b tam olarak temsil edilebilir. Gergekte, a;; ve b;
girdileri, 6a;; ve 6b; kadar degistirilecek ya da bozularak Ax = b olmasi durumunda

coziilecek asagidaki lineer sisteme neden olacaktir,

(A+6A)x = b+ 4b.
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Normalde, ||6A]| ve ||6b]| kiigiikse (107¢ derecesinde), z-basamakli aritmetik, paralel
olarak ||x — ¥|| kii¢iik olacak sekilde bir ¥ ¢oziimii verecektir. Ancak, kotii durumlu
sistemlerin olmast durumunda, A ve b tam olarak temsil edilse de yuvarlama hatalari,
||x — %||’nin ¢ok biiyiikk olmasina neden olabilir. Takip eden teorem lineer sistem

bozunmalarini bir matrisin kosul sayisiyla iliskilendirir.

TEOREM 3.28: Varsayalim ki A4 tekil olmayan bir matris ve

1
I6AIl < ==
lA=1]

olsun.
(A+ 84A)x = b + 6b’ye ¢oziim ¥, Ax = b’nin ¢6ziimii x’¢ su hata tahmini ile yaklasir.
Bu takdirde;

lx - _ K@l (II5bII II5AII> 3.12)

< +
[l Al = KCADISAIN [Ibll— NlAll

esitsizligi saglanir.
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4. MATERYAL VE METOT

4.1 EN DIK INiS METODU (THE METHOD OF STEEPEST DESCENT)

Ax =b 4.1)
lineer denklem sistemini ele alalim; burada A simetrik ve pozitif tanimli nxn boyutunda
bir matristir.

Vi, x#0 , xTAx>0 = 4 pozitif sabit bir matristir.

Asagidaki sekilde taniml bir fonksiyon ele alalim;

F(y) = %(y —x,A(y — %)) (4.2)
Burada x (4.1)’in ¢6ziimii ve (.,.) ise R™’de i¢ ¢arpimdir.
(Hatirlatma: i¢ Carpim; x, yeR™ olmak iizere ;
(x,y) = x1y1 + %y, + -+ + x,, ), seklinde tanimlanan fonksiyona i¢ ¢arpim denir.)
Acikega goriiliir ki F fonksiyonunun x’ e esit olan y’de tek bir minimumu vardir, o da

(4.1)’ in ¢dziimiidiir.

EQ) = FO) = F(0) = 5(,4y) ~ D) @3)
Bu esitlik (4.1)’in ¢oziimiinde tek bir minimuma sahiptir. En dik inis ve eslenik
gradyan metotlarinin her ikisi de iteratif metotlardir. Bu metotlar E’nin degerini
E(y)’nin en kiiciik veya kiiclige yakin degeri i¢in y vektorii elde edilene kadar her
adimda disiiriir. Bir ¢ok uygulamada E(y) sistemin enerjisi gibi 6nem miktarini temsil
eder. Bu durumlarda (4.1)’in ¢6ziimii minimum enerji durumudur. E(y) fonksiyonunun
gradyant,
Gy)=Ay—-b=—-r (4.4)
vektoriidiir. Burada r kalint1 olarak adlandirilir.

Bir fonksiyonunun gradyan1 en dik ¢ikis yoniinii isaret ettigi i¢in, fonksiyonun
degerini diisiirmek icin gradyanin kars1 yoniinde gitmek avantajlidir. Bu da en dik inis
yoniidiir. En dik inis metodu, ilk deger vektorii x°°dan baslayarak asagidaki gibi verilir:

k1 = xk 4 o, 1k (4.5)
Burada,
rk = b — Ax*

ve ay, bir parametredir.
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Buradaki kiiciik Roma harfleri vektorleri gosterecek ve iist sembollere sahip olacak.

Yunan harfleri ise sayisal degerleri verecek ve alt sembollere sahip olacak. v

1
vektoriiniin normu |v| ile gosterilecek ve burada |v| = (v, v)2.
(4.5)’teki a;, parametresi E(x**1) minimum olacak sekilde segilecek.

E(x**1) = E(xk + a, %)
1 1
=3 (xk, Ax*) + o (¥, Ax*) + Eakz(rk,Ark) — (x*,b) — ;. (¥, b)

1
= E(xk) — ay (¥, ) + Eakz(r", Ark).

0E /0a;, = 0 alirsak a; soyle olur,

k 4.k k|?
iy (S:‘,;r")) - (r|"1:1<1|rk) #0
(x**1) minimum oldugu degerdir. (4.5)’ ten,
rk+l = yk _ g Ark
ve (4.6)’dan,
(rk*t1 k) = (rk, rk) — q (r*, Ar*) = 0 4.7)
ardisik kalintilarin ortogonal oldugunu gosterir. a; 'nin optimum se¢imi i¢in elimizde,
1 |
E(x*+1) = E(x*) — E(rl", Alr")' (4.8)

k

bulunur ve k artarken E (xk) azalir. E (xk) ve r*’nin tanimdan sunun farkina

varilmalidir;
1
E(x¥) = > (A~trk k) — F(0)

ve boylece (4.8) suna esit oldugundan,

rk|*
(A_lrk+1, rk+1) — (A_lrk,rk) _ (rlk' A|rk) (4_9)
olur.

Simdi bu formiilleri en dik inis i¢in bir araya getirirsek,
xftl = xk 4 g, 1k (4.10a)
ril = rk — o, Ark (4.10b)

l2

Ay = % (4.10c)
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elde edilir.

Dikkat edelim ki A matrisini bellekte saklamaya gerek yok. Her bir adim i¢in sadece bir
matris ¢arpimina ihtiyacimiz var. Verilen bir r vektorii icin sadece Ar’ yi liretmeye
ihtiyacimiz var. (4.10b) formiili r* = b — Ax* yerine kullamlmalidir. b ve Ax*
vektorleri k> nin biiyiik degerleri i¢in biiyiikliikleri birbirine yakin olacagindan
hesaplamalarda sonlu duyarhilikli bilgisayarlar kullanildiginda digit kaybina yol
acacagindan (4.10b) formiilii bu problemi ortadan kaldirir.

Dik inis metodu A matrisinin simetrik ve pozitif tanimli olmasi1 durumunda gecerli
olmasina ragmen A’ nm simetrik olmadigt durumda da (4.10) algoritmasini

kullanabiliriz. Asagidaki teorem bu metodun yakinsayacagi kosullar1 verir.

TEOREM 4.1.1: A matrisi pozitif tanimli bir matris ise dyle ki ATA™! de pozitif
tanimlidir, bu takdirde (4.10) ile verilen algoritma her baslangic x° vektorii i¢in (4.1)’in
tek bir ¢ézlimiine yakinsar.
ISPAT: ilk olarak dikkat edelim ki eger A pozitif tanmimli ise A~* de pozitif tanimlidir.
Eger AT A~1 pozitif tammli ise bu takdirde C, ve C;sabitleri vardir ve bunlar asagidaki
esitsizlikleri saglar:
Co(x,A™1x) < (x,ATA 1x) (4.11)
C;(x,Ax) < (x,x) (4.12)
Simdi (r**1, A=1rk+1) denklemine bir bakalim. Buradaki r**1’in r¥’ya bagh
oldugunu (14.10b) * den biliyoruz ve r® = b — Ax° dir.
(rkt1 Atk l) = (rk A7Yrk) — qp (r5, 78) — o (ATK, A7MrK) +al(rk, Ark)
= (rk, A71rk) — a, (Ark, AT A1)

ifadesini a;’ nin denklemidir. (4.12) * yi kullanarak ,

(rk,rk)
e =
bulunur. (4.11) ‘i kullanarak
(r**1, Atk < (rk A7 4rR) (1 - €0 Cy), k = 0 (4.13)
elde edilir. Burada 1—-CyC; >0 dir. Cinkii; (4.13) denkleminde,

A7t pozitif tammh oldugu igin ~ (r¥*1, A=1rk*1) > 0 ve (r¥,A"'r¥) > 0dir. Bu da
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demektir ki; CyC; < 1, Cy ve C;’in tanimlarindan dolay1 ayn1 zamanda CyC; > 0’ dir
ve sonug olarak;
,11_{{)10(1 —CoC)F =0
Ardisik olarak gosterilebilir ki;
Tk, A7) < (%, A7) (1 - €, C)F
ve esitsizligin her iki tarafindan k — oo igin limit alinirsa; (r*, A=17%)’ nin sifira gittigi
goriiliir.
Ancak A™! matrisi pozitif tammli bir matris oldugundan bu da bize r*’ nin sifira
yakinsadigini soyler.
xk=A"1(b—1%)
oldugundan dolay1, x*, A='b’ye yakinsar, bu da (4.1) denkleminin tek bir ¢oziimiinii

verir, yani x = A~!b dir.

SONUC 4.1.2: A matrisi simetrik ve pozitif tanimli ise Dik Iniséntemi (DIY) yontemi
yakinsar. (4.13) esitsizligi sunu sdyler; eger CoC, ifadesi 1’e yakinsa DIY hizli yakinsar.

Ancak, eger kalan vektorler salinim yaparlarsa DIY oldukga yavas olabilir.

k rk = b — Axk
1 (<0.001,-0.002)
2 (0,001,0.02)

Sekil 4.1: r* vektoriiniin gésterimi.

_>l\'*1
A"
—h 1 — k
—r => T

DIY yavas oldugu i¢in bunu hizlandirmak miimkiindiir. Bu hizlandirma ydntemlerinden

bir tanesi Eslenik Gradyan Metodudur (EGM) (Conjugate Gradient Method). Bundan

26



sonraki boliimlerde DIY yénlendirmek icin dSnce EGM’yi sonra da 6n kosullu minimum

kalan metodlarini (Preconditioned Minimum Residual) ele alacagiz.

4.2 ESLENIK GRADYAN METODU (THE CONJUGATE GRADIENT
METHOD)
Bu béliimde en dik inis yonteminin hizlandirilmis hali olan eslenik gradyan metodunu
ele alacagiz.
Xl = xk 4o [rk + yk(xk _ xk—l)]
ay, ve y* sayisal parametrelerdir.
X+ = k4 g, pk
formiiliinii kullanarak yukar1 denklemi yeniden yazarsak,

p* =1k +y (k= x*) =1k 4y pF?

=18+ B p* !
elde edilir. Simdi bu formiilleri toparlarsak;
x* = xk 4 pk (4.14a)
k1 =k — g, Ap* (4.14b)
p*Hl = pk+l 4 gk (4.14¢)

buradaki a;, ve By tespit edilecek olan parametreler, p* vektorii ise k. adimdaki arama
dogrultusudur.

Simdi a;, ve B parametrelerini hesaplamak isteyelim ve de (4.14) miimkiin oldugunca
hizli yakinsayacak sekilde p® 'in ne olmasi gerektigini hesaplayalim. En dik inis
yontemiyle beraber, x**1 ve a, degerlerini E (x¥*1) y1 minimum yapacak sekilde segme

niyetindeyiz. Baslangi¢ i¢in p° 1n bilindigini farz edelim.
1 1
E(x*+1) = E(x",Ax") + ai (p*, Axk) Eakz(pk, Ap*) — (x*,b) — a;(p*, b)

= E(x¥) — a, (p*, %) + %akz(pk, Ap*)
E(x**1) in a;’ ya gore tiirevi alinirsa,
o))
— = —(p*, %) + a;.(p*, Ap*) = 0
day

denkleminden
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B (pk’rk)

a;’ nin en uygun degeri elde edilmis olur. Bu @} degerini kullanarak,

1 (pk 1k 2
E(x*1) = E(x%) _E%

elde edilir.
k = 0 icin p°’1 keyfi secebiliriz. Ancak, p° yerine 1° da secilebilir. Bu secim dik inis
yontemine esdegerdir. Yukaridaki formiilden anlasiliyor ki E(x!) < E(x°) olacaktir.
Buradan sonra p® = 10 kabul edecegiz ve bu segimin difer avantajlarmi ileride
gorecegiz.
(4.15) ve (4.14b) denklemlerini kullanarak
(p*, 1) = (p% %) — (@, Ap*) = 0 (4.16)
burada (4.14¢) kullanilirsa
(pk+1'rk+1) — (rk+1'rk+1) + B (¥, 1)
r |rk+1|2
her k = 0 igin yazilabilir.
Daha sonra bizim se¢imimizle p°
(p*, %) = (rk,r¥) = |r"|2 k=0 (4.17)
bulunur. Bu yontem eslenik gradyan metot analizinde tekrar tekrar kullanilacaktir.
(4.17) ve (4.15)’den;
o
ENCIVED
bu da a;’ y1 hesaplamak i¢in ¢ok uygun bir formiildiir. O zaman formiilii tamamlarsak;

k
£ = ) 2L

(4.18)

elde edilir.

Bu formiil gosteriyor ki p*, (pk,Apk) minimum olacak sekilde se¢ilmelidir ¢iinkii bu
verilen x* degeri igin E (xk+1) minimize edilecektir. (4.14c) formiilii yardimiyla
goriiyoruz ki verilen p*~1 degeri igin (pk, Apk)’ y1 minimize etmek icin fj_4
secilmelidir. Elimizde;

(pk,Apk) — (Tk, Ark) + 2,31(—1(Tk; Apk—l) + ,B]%_l(pk_l,Apk_l)
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Boylece S, ’in optimum se¢imi,

(Tk,Apk_l) -
Br-1 = _—(pk—l,Apk—l) , k> 1icin
veya esit olarak,
Tk+1,A k-1
Br = ——( ) , k>0icin (4.19)

(p*, Ap")
Bu formiilden ilk ¢ikarim, bu formiilii £, icin (4.14c¢) ile kullanirsak elimizde,
(pk+1'Apk) _ (rk+1'Apk) + ﬂk(pk’Apk) -0
Buradan su 6nemli sonucu elde ederiz;

(p**1,4p*) =0, k=0igin (4.20)
ardisik arama yoniinde eslenik oldugunu soyleriz. (4.20)’yi (4.14c) ile kullanirsak sunu
elde ederiz;

(pk’Apk) — (rk'Apk) + ,Bk—1(pk_1,z4pk)
= (rk, Ap*)
(4.14b)’ yi (4.18) ile kullanirsak asagidakini elde ederiz,
(rk+1’rk) — (rk’rk) _ ak(Apk’rk)
= (rk' rk) — ak(pk, Apk) 4.21)
=0

Simdi, 3 igin (4.19)’ dan daha uygun bir formiil elde ederiz. Oncelikle (4.14b) ve
(4.21) ile,
(rk+1, k41 = (pht1 k) — g (rk+1, ApK)
= —a, (rk*1, Ap")
oyleyse (4.19) ile S} i¢in formiiliimiiz,
1 |rk+1|2 |rk+1|2
P e R g™ T

Eslenik Gradyan Metodu i¢in simdi formiilleri bir araya getirelim:

p® =71"=b— Ax° (4.22a)
xftl = xk + q, Ap* (4.22b)
k1 =k — g, Ap* (4.22¢)
pktt = rk*1 4 g, p* (4.22d)
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|

R ) (4.22¢)
rk+1 2
B = | Ir"I'J (4.221)

(4.22) formiillerinden sunu goriiriiz: eger By kiiciikse, soyle ki |r"Jr1 |, |rk| ’den daha
kiigiikse, o zaman p**1 dogal olarak r**1°dir ve Eslenik Gradyan Metodu, En Dik Inis

k+1|’ |T

Metoduna yakindir. Eger |r k| ’den ¢ok daha kiiclik degilse, o zaman yeni arama

yonii, p**1, lokal en dik inis yonii r**1’

e yakin olmayacaktir. Farkina varalim ki,
(4.22¢)’de tamimlanan r* vektorleri, k’nin her degeri icin kalint b — Ax*’ya esittir.
Eslenik Gradyan Metodu i¢in arama ydnleri ve kalintilar i¢in ¢ok ilging ve 6nemli bir

sonucu ispatlayalim:

TEOREM 4.2.1: (4.22) Eslenik Gradyan Metodu icin kalintilar ve arama yonleri
asagidaki iliskileri saglar,

(rkri) = (p*, ApP) =0,  k=#jigin (4.23)
ISPAT: Bu sonucu tiimevarim ile ispatlayalim. ilk dnce (4.21) ve (4.20) ile,
@ rH =0
ve
®@° ApH) =0
olur.

Sonra farz edelim ki,

(r'v) = (pAp)) =0, 0<j<li<kicin
olsun. 0 < j < I < k + 1 ile biitiin j ve I’ler i¢in bunun gegerli oldugunu da gdstermek
isteyelim. 1k olarak, (4.21) ve (4.20)’den, j esittir k ve [ esittir k + 1 ile bu durumu

alalim:
(rk+1,rk) — (pk+1'Apk) - 0.
Simdi farz edelim ki j, k’dan daha kiigiik. (4.22c) ve (4.22d)’den (p', Ap’) ve
(pl, Ap _1) giris hipotezimizden sifir oldugu i¢in elimizde,
@) = (k1)) — ai (Ap*, 1)
= —ak(Apk'pj - ﬁj—ﬂ’j_l)
=0
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olur. Ayrica ispatlanan sonugtan, j, k’dan daha kii¢iik oldugu igin,
(p*+1, Ap’) = (r'*1, 4p)) + B (P, AP))
= (rk+1 i — rj+1)aj—1
=0
olur. Bu teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 4.2.1 dogrudan su sonuca varir:

SONUC 4.2.2: Eger A matrisi K x K boyutunda simetrik pozitif sabit bir matris ise, o
zaman Eslenik Gradyan algoritmasi K adiminda yakinsar.

ISPAT: Teorem 4.2.1°de biitiin kalintilar (4.23) ile karsilikli olarak ortogonaldir. O
zaman, k = 0,...,K — 1 icin 7%, r®’ya ortogonaldir. Uzayin boyutu K oldugu icin X

sifir olmalidir ve dyleyse metot K adimda yakinsamalidir.

43 ESLENIK GRADYAN METODU ICiN YAKINSAMA

Teorem 4.2.1 gosteriyor ki K x K boyutunda bir 4 matrisi i¢in Eglenik Gradyan Metodu
en fazla K adimda yakinsar. Fakat, simdi metodun yakinsama orani iizerine metodun
stkca K° dan daha az adimda yakimsadigini gosteren bir ispat yapacagiz. Teorem
4.4.1°deki A matrisi, 6zdegerleri [a, b], (a > 0) araliginda olan simetrik pozitif tanimli
bir matris ise bu takdirde Eslenik Gradyan Metodu icin hata vektorii e asagidaki
esitsizligi saglar:

Vb-+a
N
ISPAT: Once (4.22b) ve (4.22c) denklemlerini hatirlayalim;
(4.22b) denklemi x¥*1 = x* + q, p*

(4.22¢) denklemi r**1 = rk — o, Ap* idi.

k
(e, de)? < z( ) (9, Ae0y: (424)

Eslenik Gradyan Metodu’nda k adimdan sonra kalan vektor {Aj ro}, Jj=0,..., k vektor
kiimesinin bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Bu gézlemi,

rk = R, (A)r° (4.25)
olarak yazabiliriz. Burada R (A), k’inc1 dereceden A’ya gore bir polinom ifade eder.

r* = R, (A)r? esitliginden,
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R,(0)=1 (4.26)
k € Z* icin, alalim. Hata vektorii e*, Eslenik Gradyan Metodu’ndaki k’inc1 adimda
kalan vektorii ile iligkisini soyle yazabiliriz:
rk = Aek (4.27)
A matrisi ile Ry (A) ifadesi degismeli oldugu i¢in yani AR, (A) = Ry (A)A,
A(e* — R, (A)e’) =0
r*k = Ae¥
Ae* = R, (A)Ae®
= AR, (A)e®
ve A matrisinin tersi oldugu (tekil olmadig1) igin,
ek =R, (4)e° (4.28)
Simdi Teorem 4.2.1°1 kullanarak;

(ek, Aek) = Q,(A)e®, Ae") (4.29)
esitligini elde etmeye calisacagiz. Burada Q, (A) k. dereceden A’ya gore polinom olup,
Q1 (0) = 1 kabul edecegiz.

(4.4.5) ve Teorem 4.2.1°1 kullamirsak, herhangi y; katsayilar1 igin,

k-1
(ek, Aek) = (ek,r¥) = | ek + z y;rl,r¥
=0

olur.
(4.27) ve (4.28) denklemlerini kullanarak, y; katsayilarinin uygun se¢imi ve Q,(0) =1

kosulu ile,
k-1

k—1
ek + z yr = [Re(A) + z ViR (A)| €® = Qi (A)e®
j=0

j=0
Bu da (4.29) denklemini verir.
Hatirlatma: Cauchy-Schwarz Esitsizligi

|(a, b)I? < llallllbll

1 1
|(a, b)| < llallz]|bll2

Bir i¢ carpim uzayinin elemanlari x ve y ise, bu durumda;

)] < (o), y)E veva | y) I < (o x)(, y) dir.
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1 1
(x, Ay) < (x,Ax)z(y, Ay)z ‘dir. (ispat i¢in (ax — By, A(ax — By)) alimp Cauchy-
Schwarz esitsizIligi uygulanir.)

Pozitif taniml1 matrisler i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanirsak,

(ek, Ae*) = (Q(A)e®, Ae¥) < (Q(A)e, Qk(A)eO)%(Aek,Aek)%
(ek, Aek) < (Qu(A)e’, AQ,(A)e?) (4.30)
Bu esitsizlikte Qi (A) ‘y1 dyle segelim ki (4.30)’nin sag tarafindaki ifade miimkiin
oldugu kadar kiigiik olsun. Sacilim Tasvir Teoremini (Spectral Mapping Theorem)
kullanarak (4.30)’nin sag tarafinin minimum degisimini bulmaya c¢aligalim.
Hatirlatma: Sacilim Tasvir Teoremi (Spectral Mapping Theorem);
f, bir A matrisinin 6zdegerlerini de igeren bir kiime {izerinde analitik ise bu takdirde,
f(A@) = A(f (D).

Eger A, A’nin 6zdegeri ise f(A) da f(A)’nin bir 6zdegeridir. A matrisinin 6zdegerleri
[a, b] araliginda oldugu i¢in,

(Qe(A)e®, AQi(A)e®) < max |Q, (2)|*(e, Ae®) 4.31)

Qi (1)’y1 6yle segecegiz ki A igin Q, (1) [a, b]’de ¢ok kiigiik olacak.

Dik polinom 6zelliklerini kullanarak Qj (1) polinomunu sdyle segelim:

A

e (52)

Burada T}, (x) k. dereceden Chebyshev Polinomu olup s6yle tanimlanir:

Q1) =

)

cos(kcos™(x)) eger|x| <1

[sgn(x)]* cosh(kcosh™1(x)) eger |x| =1 (4.32)

T (x) = {

1 € [a,b] igin a > 0 oldugundan |2/ < 1°dir.

Ayrica |T(x)| < 1, x € [-1,1] i¢in. Bundan dolayt:

g0 = [1 ()] = o (koo ()

b+a

-1

b—a

k arttik¢a cosh <kcosh_1 ( )) artar dolayisiyla (ek, Aek) azalir.

b+a L ec+e ¢
= coshc = ——
b—a 2
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diyelim. e€ i¢in ¢ozersek,

o Vbta
“Vb-va
bulunur.
e — eke 4 g~ke _1(\/3+\/E>k L+ (\/B—\/a>2k
T T T2\ Vb +Va
(4.33)
)
“2\Vp-a
Bundan dolayz,
k
b —
max |Q, (1) < 2 (—\/\/; p \/\/9
olur. 1

Teorem (4.3.1) gosterir ki A matrisinin 6zdegerleri a/b =~ 1 i¢in Esglenik Gradyan

Metodu daha hizli yakinsar.

44 ON KOSULLU ESLENIK GRADYAN METODU (PRECONDITIONED
CONJUGATE GRADIENT METODU)
Eslenik Gradyan Metodu’nun daha hizlandirlmistir teknigine On Kosullu Eslenik
Gradyan Metodu diyecegiz. Bu metodun temel fikri,
Ax=h (4.33)

denklem sistemini,

B1AB"T(B"x) =B~'b (4.34)
denklem sistemi ile yer degistirmektir.
Burada B~1AB~T matrisi Eslenik Gradyan Metodu daha hizli yakinsaycak sekilde inga
edilir. B matrisi dyle secilir ki B~'y ve B~Ty islemleri kolay bir sekilde yapilir.
B71AB~T matrisinin 6zdegerleri A matrisinin d6zdegerlerinden daha fazla kiimelenmis
olsun. A matrisi simetrik ve pozitif tanimli oldugu i¢in dyle bir C matrisi vardir ki
A= CCT ve B matrisi de C’ye yakin olacak sekilde segilir. Not olarak sunu da
soyleyelim ki A simetrik pozitif tanimli ise B"AB~T de simetrik pozitif tanimlidir.
Farz edelim ki;

Az =D (4.35)
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sistemine Eslenik Gradyan Metodunu uygulayalim. Burada,
A=B"1ABT, ¥=B"x, b=B"'b
(4.22)’dan,
T+l = 3k 4 g, pk
k= gk — o, A P (4.36)
plrt = g+l 4 g gk
Burada,
k|2 |7.k+1|2

|7
ve P = T

T @5 ApY)

Simdi (4.36)’deki denklemleri ¥ yerine x cinsinden yazalim,

(445

xk =B T% p* = B1pk rk — Byk
olup, (4.36) denklemleri,
Xk = k4 o, pk
il =k — g, A p* (4.37)
prHl = M-1pktl 4 g pk
Burada M = BBT dir ve
(%, M~1rk) e+ Y1kt

=Tk Aty 0 PR T TR arky

On kosullu olmasinin etkisi arama dogrultusu p**1 ve ay,, B tammlarinda degisiklige
sebep olmustur. Metodun etkili olmast i¢in, r = Mz = BBz denklemi z’ye gore kolay
¢oziilebilmelidir. B i¢in genelde B = L alimr. Burada L, A matrisinin alt iiggensel

carpanina yaklasimdir. Oyle ki, A = LL T + N. Burada N kiigiik bir matristir.
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5. BULGULAR VE TARTISMA
5.1 ARDISIK METODLARIN UYGULAMALARI

Problem: Bir kimyasal reaksiyon Sekil 5.1°deki gibi diizenlenmis dort adet stirekli

karistirilan kapali havuz reaktorler dizisi iginde yer alsin.

Sekil 5.1: Siirekli karistirllan kapal havuz reaktorleri dizisi.

1000 livh 100 livh . 100 lith
v, Y Y
C?\g CA3 CA4 "
k. k 1000 lith
k s i
CAz Q\S . CAd’

Kaynak: Constantinides ve Mostoufi (1999, s. 114).

Kimyasal reaksiyon tipi,
ki
A - B

birinci dereceden geri doniisiimii olmayan bir tepkimedir.
Her reaktor i¢in sicaklik kosuluna bagl olan hiz sabiti k; degeri farklidir. Ayrica, her
bir reaktoriin V; hacmi farklidir. k; ve V; degerleri Tablo 5.1 de verilmektedir. Bu sistem
icin agagidaki varsayimlar kabul edilmistir:

1. Sistem zamanla degismemektedir.

2. Reaktorler sivi fazdadir.

3. Swvinin yogunlugu veya hacmi degismemektedir.

4. Her bir reaktdrdeki A bileseninin kaybolma olma orani asagidaki formiille

verilmektedir.

Ri = Vl ki CAi mol/h
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Tablo 5.1: Her reaktor icin hacim ve hiz sabiti degerleri.

Reaktir V(L) ki(h™Y) | Reaktor V(L) k;(h™1)
1 1000 0.1 3 100 0.4
2 1500 0.2 4 500 0.3

Kaynak: Constantinides ve Mostoufi (1999, s. 114).

Asagidaki sorulari cevaplandiracagiz:

a. Her bir reaktor i¢in malzeme-denge denklemini kurun. Bu denklemlerin tipini
belirleyiniz.

b. Her bir reaktdrden ¢ikan konsantrasyon miktarini ( ¢,, ) miktarini ¢ézmek
icin en iyi hangi metodu Onerirsiniz?

c. a sikkindaki denklemleri ¢6zmek ve her bir reaktérden ¢ikan konsantrasyonu
bulmak icin MATLAB kodunu yaziniz.

d. Problemi Jacobi, Gauss-Seidel, S.O.R., Eslenik Gradyan ve On Kosullu Eslenik

Gradyan metotlarini kullanarak sonuglari yorumlayin.

Coziim Metodu:
a. Her bir reaktdr i¢in genel zamana bagli durumu gdsteren malzeme dengesi sOyledir:
Girdi = Cikt1 + Reaksiyon Sebebiyle Kaybolma + Birikim
Sistem durgun durumda oldugu i¢in birikim terimim sifirdir; bundan dolayi, malzeme-
denge denklemi su duruma indirgenir:
Girdi = Cikt1 + Reaksiyon Sebebiyle Kaybolma
Bu denge formiilii her bir reaktdre uygulandiginda asagidaki denklemler elde edilir.
(1000 )(1) = 1000 ¢4, +V; kq cy,
1000 ¢4, +100 ¢4,= 1100 ¢4, + V5 k3 cy,
1100 ¢4, + 100 ¢4, = 1200 ¢y, + V3 k3 y,
1100 ¢4, = 1100 ¢y, +Vy kycy,

k; ve V; degerlerini yerine koyup bu denklemleri diizenlersek;
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1100 ¢4, =1000
1000 ¢4, - 1400 ¢4, + 100 ¢y, =0 (5.1)
1100 ¢4, - 1240 ¢4, +100 ¢4, =0
1100 ¢y, - 1250 ¢4, =0
Elde edilen denklem sistemleri lineerdir. Goriiliiyor ki; bu denklem sistemi kosegensel

dominanttir.

b. Jakobi Metoduyla karsilastirildiginda bu kdsegensel dominant denklem sistemi i¢in
Gauss- Seidel Metodu daha iyi bir ¢oziim olarak gdriinmesine ragmen; MATLAB daki
islemler matrisler iizerine oldugu i¢in matris formundaki Jacobi Metodu, Gauss- Seidel

Metodundan oldukg¢a hizlidir.

c. Bir sonraki boliimde Jakobi Metodu agiklanacaktir. Jakobi Algoritmasini baglatmak
igin ¢4, den ¢y, ¢ kadarki bilinmeyenlerin baglangi¢ degerine ihtiyag duyulur. Bu
denklem sistemi kdsegensel dominant oldugu bilinmeyenler i¢in herhangi bir baglangi¢
degeri ¢oziimi verecektir. Buna karsin; ¢4, = 1.0 oldugu gergeginden yola ¢ikarak
baslangi¢ degerlerinin dort bilinmeyen i¢in 0.6 almamiz uygundur. Jacobi Metodunun
yakimsadigini test etmek icin iki farkli durum ele alacagiz. i1k durum igin baslangic

degerleri olarak 0.6 ; ikinci durumda da 100 alacagiz.

Program Tanimu: Jacobi Iterasyon Metodu ile lineer denklem sistemlerini ¢ozmek igin
ad1 Jacobi.m olan bir MATLAB fonksiyonu yazdik. Bu fonksiyon i¢in girdileri; katsay1
matrisi, sag taraf sabit vektorii ve biitiin bilinmeyenler i¢in baslangi¢ degerlerini i¢eren
bir vektor alindi. Yakinsama kriteri olarak

(F) _ ,(k=1)
X; X; <

matrisi ( D™ A — 1) ve degistirilmis sabit vektor olarak da (( D~! b) insa edildi.

107° alindi. Programdaki bir sonraki adim degistirilmis katsayi
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Durum 1: Baglangi¢ degeri 0.6 i¢in;

Tablo 5.2: Baslangi¢ degeri 0.6 icin ¢coziim.

Iterasyon Sayisi Ca, Ca, Ca, Ca,
1 0.909091 0.471429 0.580645 0.528
2 0.909091 0.690825 0.460783 0.510968
3 0.909091 0.682264 0.654036 0.405489
4 0.909091 0.696068 0.637935 0.575552
5 0.909091 0.694917 0.663895 0.561383
6 0.909091 0.696772  0.661732 0.584227
7 0.909091 0.696617 0.665219 0.582324
8 0.909091 0.696866  0.664928 0.585393
9 0.909091 0.696846  0.665397 0.585137
10 0.909091 0.696879  0.665358 0.585549
11 0.909091 0.696876  0.665421 0.585515
12 0.909091 0.696881 0.665416 0.58557
13 0.909091 0.69688 0.665424 0.585566
14 0.909091 0.696881 0.665423 0.585573
15 0.909091 0.696881 0.665424 0.585573
16 0.909091 0.696881 0.665424 0.585574

ca, = 0.9091

ca, = 0.6969

Ca, = 0.6654

cs, = 0.5856

sonuglari elde edildi.
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Durum 2: Baglangic degeri 100 i¢in;

Tablo 5.3:Baslangi¢c degeri 100 icin ¢coziim.

Iterasyon Sayisi Ca, Ca, Ca, Ca,
1 0.909091 78.5714 96.7742 88
2 0.909091 7.56179  76.7972 85.1613
3 0.909091 6.13487  13.5759 67.5816
4 0.909091 1.61906  10.8923 11.9468
5 0.909091 1.42738 2.39971 9.58527
6 0.909091 0.820759  2.03923 2.11175
7 0.909091 0.79501 0.898394 1.79452
8 0.909091 0.713522  0.84997 0.790587
9 0.909091 0.710063  0.69672 0.747973
10 0.909091 0.699116  0.690215 0.613113
11 0.909091 0.698652  0.669628 0.607389
12 0.909091 0.697181  0.668755 0.589273
13 0.909091 0.697119  0.665989 0.588504
14 0.909091 0.696921  0.665872 0.586071
15 0.909091 0.696913  0.6655 0.585967
16 0.909091 0.696886  0.665485 0.58564
17 0.909091 0.696885  0.665435 0.585626
18 0.909091 0.696882  0.665433 0.585583
19 0.909091 0.696882  0.665426 0.585581
20 0.909091 0.696881  0.665426 0.585575
21 0.909091 0.696881  0.665425 0.585575

ca, = 0.9091

ca, = 0.6969

Ca, = 0.6654

cs, = 0.5856

sonuglari elde edildi.
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Sonuclarin Tartisslmas : {1k durumda c, den ¢4, e kadarki bilinmeyenlerin baslangig
degeri olarak 0.6 aldik ve Jacobi Metodu ¢6ziime 16 adimda yakinsadi ve yakinsama
kriteri 1076 idi. Ikinci durumda baslangic degeri olarak 100 alindi. Bu sefer birinci

durumdaki ¢oziime 21 adimda ulasildi.

d. Asagidaki tablodan da goriilecegi iizere 6n kosullu eslenik gradyan metodu(OEGM)
en tutarli yaklasik ¢6ziimii en az iterasyon sayisiyla vermektedir. Ancak sunu belirtmek
gerekir ki OEGM igin matrisin simetrik olmas1 gerekmektedir. Halbuki ele aldigimiz A
matrisi simetrik degildir. Bundan dolay1 Ax=b denklemi yerine ATAx =

ATb denklemini ele alarak simetrik bir katsay1 matrisi elde edilir.

OEGM daha ¢ok sifir1 bol ve pozitif tanimli biiyiik matrislere uygulanir. Boyle
sistemler adi diferansiyel denklemlerin sinir deger problemlerinde karsimiza ¢ikar. Bu
sistemlerde onkosul matrisi A matrisinin Choleski ¢arpanlarina ayirma metodundaki L
matrisine tekabiil eder. Eslenik Gradyan Metodu i¢in daha fazla bilgiye Kelley’ in
Iterative Method For Lineer and Nonlineer Equations adli kitabindan ulasilabilir.

Simdi (5.1) denkleminin katsayilar matrisi ele alalim:

1100 0 0 0
A = (1000 —1400 100 0
0 1100 —1240 100
0 0 1100 —1250

Kosul say1si=K.,(4) = Cond(A) = ||Allol|A™ |, idi. K. (A) = 4.9024 ve baslangic
deger i¢in 0.6 alalim.

i. Jacobi Coziimiinii (c¢) sikkinda ¢ozmiistiik.

ii. Gauss-Seidel Coziimii:

Gauss-Seidel i¢in iterasyon sayisi=6

ca, = 0.9091
Ca, = 0.6969
ca, = 0.6654
ca, = 0.5856

oo-norma gore mutlak hata=1.304436e-07
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S.O0.R Coziimii:
S.O.R. Coziimii i¢in iterasyon Sayisi=13

ca, = 0.9091
Ca, = 0.6969
ca, = 0.6654
ca, = 0.5856

co-norma gore mutlak hata= 5.4417e-07

Optimum w parametre degeri: 1.25

Eslenik Gradyan Coziimii:
Eslenik Gradyan i¢in iterasyon sayisi:13
s, =0.90909091

Ca, = 0.69683100

Ca, = 0.66542454

ca, = 0.58557367

co-norma gore mutlak hata= 0.00000

On Kkosullu Eslenik Gradyan Coziimii:

On Kosullu Eslenik Gradyan kullanabilmek igin A matrisinin simetrik ve
pozitif taniml1 olmasi gerekir.

On kosullu Eslenik Gradyan iterasyon sayisi: 4

Ca, =0.90909091

ca, = 0.69688100
Ca, = 0.66542454
ca, = 0.58557367

co-norma gore mutlak hata= 4.79873e-10
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Tablo 5.4: Jacobi, Gauss- Seidel, S.0.R., EGM ve OEGM’ nin Kkarsilastirilmasi I.

Metot

Iterasyon

CAl CAZ CA3 CA4_ &% -norma

sayi1s1 gore M.H.
Jacobi 16 0.9091 0.6969 0.6654 0.5856 0.00000
Gauss-

6 0.9091 0.6969 0.6654 0.5856 1.304436e-07

Seidel
S.OR 13 0.9091 0.6969 0.6654 0.5856 5.4417e-07
EGM 13 0.90909091 | 0.69688100 | 0.66542454 | 0.58557367 0.00000
OEGM 4 0.90909091 | 0.69688097 | 0.66542454 | 0.58557360 4.79873e-10

Carpict bir ornek teskil etmesi amactyla simetrik, pozitif tanimli ancak kotii kosullu

yani kosul sayisi ¢ok yiiksek bir matrisi iceren asagidaki lineer denklem sistemini ele

alacagiz.

02 01 1 1
0.1 -1 1
A=]1 -1 60 O
1 0 8
0 -1 -2 4

0
-1
—2| veb
4

700

|

A katsayilar matrisi ve b sonu¢ matrisi olmak iizere Ax=b lineer denklem sistemini

cOzersek ¢ozim:

x* = (7.859713071,0.4229264082,—0.07359223906,—0.5406430164,0.01062616286)t
Kosul say1s1=K.,(4) = Cond(4) = ||Alle |47 | idi.
A matrisi i¢in K, (4) = 13961.71 Tolerans degerini 0.01 alalim ve Jacobi, Gauss-

Seidel, S.O.R. i¢in (w = 1.25)iteratif metotlarindan ve de Eslenik Gradyan metodu elde

edilen sonuclar1 karsilastiracagiz.
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Tablo 5.5: Jacobi, Gauss- Seidel, S.0.R., EGM ve OEGM’ nin Kkarsilastirilmasi II.

Metot Iterasyon x® |x* - x(k)”oo
Sayist
Jacobi 49 (7.86277141, 0.42320802, 0.00305834
-0.07348669, -0.53975964,
0.01062847)*
Gauss-Seidel 15 (7.83525748, 0.42257868, 0.02445559
-0.07319124, -0.53753055,
0.01060903)*
S.O.R. 7 (7.85152706, 0.42277371, 0.00818607
(w = 1.25) -0.07348303, -0.53978369,
0.01062286)*
Eslenik Gradyan 5 (7.85341523, 0.42298677, 0.00629785
-0.07347963, -0.53987920,
0.008628916)*"
Onkosullu 4 (7.85968827, 0.42288329, 0.00009312
Eslenik Gradyan -0.07359878, -0.54063200,
0.01064344)*

Kaynak: Burden ve Faires (2011, s. 477).
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6. SONUC

Bu calismada katsayilar matrisi simetrik ve pozitif tanimli olan lineer denklem
sistemlerini ¢dzmek icin bir grup ardisik metot ve Eslenik Gradyan Metot (EGM) ele
alimmigtir. Bu metotlardan o6zellikle EGM incelenmistir. Eslenik Gradyan metodu;
Jacobi, Gaus-Seidel, S.O.R. (successive over relaxation-ardisik asir1 rahatlamig) gibi
ardisik yontemlerle hem islem sayist hem de adim sayisi agisindan karsilagtirilmistir.
Bir kimyasal reaksiyon problemini ele alip, bu problem i¢in malzeme-denge
denklemleri elde edildi. Bu elde edilen denklemler bir lineer denklem sistemi haline
indirgendi. Cozlim olarak Jacobi , Gauss- Seidel, S.O.R. ardisik metotlar uygulanip;
EGM ve On Kosullu Eslenik Gradyan Metodu (OEGM) Kkarsilastirilmistir. Lineer
denklem sisteminin katsayilar matrisi A’nin simetrik ve pozitif tanimli olmasi
durumunda On Kosullu Eslenik Gradyan Metodunun diger yontemlerden daha az hata

ile daha az adimda sonuca vardigi gosterilmistir.
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Ek 1: On Kosullu Eslenik Gradyan Metodu Icin MATLAB Komutu
[X, flag, resres, iter] = pcg(AT * A, AT * b, 1e — 6,100)

% Burada

% Tolerans: 1le — 6

% Maksimum Iterasyon Sayis1: 100.
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