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OZET

TEKIL TERIMLI HIPERBOLIK DENKLEMLERIN NUMERIK

COZUMLERI

Merve Hacioglu

Uygulamali Matematik

Tez Danigmani: Dog. Dr. Maksat Ashyraliyev

Agustos 2015, 59 sayfa

Tekil terimli hiperbolik denklemler i¢cin numerik yontemler incelenmektedir. Den-
klemlerdeki tekil terimler Dirac delta fonksiyonu ile ifade edilir. Bu tarz denklem-
lerin ¢oziimleri, siireksizliklere sahiptir ve bu standart niimerik yontemler icin bir
sorundur. Bu tezde, tekil kaynak terimli hiperbolik denklemlerin niimerik ¢oziimleri
icin iiclincii ve beginci mertebeden Agirlikli Esasinda Salinimsiz (WENO) yontem-
leri uygulanmaktadir. Her iki semada sonlu hacim metodu ile polinom interpolasyon
teknikleri kullanilarak elde edilmistir. Coziimii diizgiin olan problemlerde her iki
sema icin hata analizi verilmektedir. Hem ¢6ziimii diizgiin olan problemler, hem de

¢Oziimii siireksiz olan problemler i¢in niimerik 6rnekler gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Denklemler, Tekil Kaynak Terimler, Sonlu Hacim

Metodu, WENO Yontemleri
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF HYPERBOLIC EQUATIONS WITH

SINGULAR SOURCE TERMS

Merve Hacioglu

Graduate Program of Applied Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Maksat Ashyraliyev

August 2015, 59 pages

A numerical study for hyperbolic equations having singular source terms is pre-
sented. Singular in the sense that within the spatial domain the source is defined by
a Dirac delta function. Solutions of such problems have discontinuities which forms
an obstacle for standard numerical methods. In this study, the third order and the
fifth order Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENO) schemes are studied for
approximate solutions of hyperbolic equations having singular source terms. Both
schemes are constructed by using finite volume method and polynomial interpola-
tion techniques. Analysis for correct order of convergence is given for problems with
smooth solutions. Numerical examples both for problems with smooth solutions and

problems with discontinuous solutions are provided.

Keywords: Hyperbolic Equations, Singular Source Terms, Finite Volume Method,

WENO Methods
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1. GIRIS

Gercek hayattaki sistemlerin matematiksel modellenmesi, bilimin farkli uygulamali alan-
larinda yaygin bir bicimde kullanilmaktadir. Modeller genellikle baz1 bilinen kurallara
dayanirlar. Bu kurallara bagli olarak belirleyici bir model, Adi Diferensiyel Denklem-
ler (ADD), Kismi Diferensiyel Denklemler (KDD), Gecikmeli Diferensiyel Denklemler
vb. ya da bunlarin kombinasyonlar1 gibi bir grup lineer ve/veya lineer olmayan difer-
ensiyel denklemlerden olugmaktadir. Ayrica, modelde diferensiyel denklemler ile ce-
birsel bagintilar bir Diferensiyel Cebirsel Denklemler sistemini olusturabilirler. Modelin
analitik ¢coziimii ¢ok nadir bulunabilmektedir ve bu nedenle, cogu zaman cesitli niimerik
teknikleri kullanarak modelin niimerik (yaklasik) ¢6ziimiinii hesaplamak gerekir.

Tekil terimli kismi diferensiyel denklemler bilim ve miithendisligin farkli alanlarinda or-
taya cikmaktadir. Bu tiir denklemler i¢in niimerik yontemlerin uygulanmasi 6zel bir has-
sasiyet gerektirir. Coziimii diizgiin olmayan veya ¢oziimii siireksiz olan problemler i¢in,
standart niimerik yontemler yakinsamayabilir.

Bu tezde, tekil terimli hiperbolik denklemler i¢in niimerik yontemleri sunuyoruz. Uzam-
sal ayriklastirma i¢in ii¢lincii ve besinci mertebeden Agirlikli Esasinda Salinimsiz (WENO)
sonlu hacim yontemleri kullanilmaktadir. Zamansal ayriklastirmasi icin ise, ti¢iincii mer-
tebeden Runge-Kutta yontemi kullanilir. Coziimii diizgiin olan problemler icin hata anal-

izi verilmektedir. Teorik bulgulari teyit eden niimerik 6rnekler verilmektedir.



2. LITERATUR OZETIi

Tekil terimli kismi diferensiyel denklemler i¢cin niimerik yontemler konusunda farkl calis-
malar bulunmaktadir, 6rnegin [1], [8], [L1O], [13].

Hiperbolik kismi diferensiyel denklemler i¢in Esasinda salinimsiz (ENO) yontemi ilk
olarak 1987 yilinda tanimlanmagtir [S]], [6]. ENO semasini esas alarak, ¢oziimleri siireksiz
olan hiperbolik kismi diferensiyel denklemler i¢in {i¢iincii mertebeden Agirlikli Esasinda
Saliimsiz (WENO3) yontemi 1994 yilinda gelistirilmistir [9]. Besinci mertebeden Agir-
likl1 Esasinda Salinimsiz (WENQOS) yontemi 1996 yilinda elde edilmistir [7]. Daha yiik-
sek mertebeden WENO yontemleri 2009 yilinda insa edilmistir [2]. WENO uzamsal
ayriklagtirma yontemi diizgiin olmayan aglarda ilk olarak 2008 yilinda uygulanmigtir
[12]. WENO yontemleri ile ilgili tiim elde edilmis sonuglar ve bu konuda hala cevap-
lanmasi gereken sorular [[11] yayinda 6zetlenmistir.

WENO uzamsal ayriklagtirma yontemi kullanildiginda, zamansal ayriklagtirma igin en
yaygin kullanilan ise gii¢lii kararlilik koruyucu acik iiciincii mertebeden Runge-Kutta

yontemidir 3], [4].



3. GENEL BIiLGILER

Bu boliimde, ileriki boliimlerde kullanilacak olan diferensiyel denklemlerin tanimlari ve
siniflandirmalari, bazi 6zel fonksiyonlarin tanimlar1 ve ozellikleri, Taylor teoremi, sonlu

farklar ve sonlu hacimler yontemleri ile ilgili genel bilgiler verilecektir.

3.1 DIFERENSIYEL DENKLEMLER VE SINIFLANDIRMALARI

Gergek hayattaki bircok olay diferensiyel denklemler ile modellenir. Ornegin; damarlarda
kan akisi, hiicrelerde protein konsantrasyonu, Giinesin etrafinda gezegenlerin doniisii,

populasyon degisimi, tiimoriin biiytimesi gibi.

Tanmm 1. Bilinmeyen fonksiyon (bagimli degisken) ve bu fonksiyonun tiirevlerini iceren

denklemlere diferensiyel denklemler denir.

Diger bir ifadeyle diferensiyel denklem bir takim fonksiyonlar ile bunlarn tiirevleri arasin-
daki iligskiyi temsil eder. Diferensiyel denklemler, kismi diferensiyel denklemler ve adi

diferensiyel denklemler olmak iizere ikiye ayrilir.

Tanim 2. Bir bagimsiz degisken bulunduran diferensiyel denklemlere Adi Diferensiyel
Denklemler (ADD), iki veya daha fazla bagimsiz degisken bulunduran diferensiyel den-

klemlere de Kismi Diferensiyel Denklemler (KDD) denir.

Ornegin, y” + xy’ —e” = 0 denklemi bir adi diferensiyel denklemdir ve u, = u,, denklemi
ise bir kismi diferensiyel denklemdir. Bu tezde kismi diferensiyel denklemler tizerinde

durulacaktir.



Diferensiyel denklem, bir fonksiyon veya tiirevlerinin belirli bagimsiz degisken deger-
lerine karsilik gelen bagimsiz degisken degerleri konusunda bilgi icermez. Sonug olarak
ayni fiziksel olayla ilgili pek ¢ok farkli problem ayni diferensiyel denklemle ifade edilir.
Farklilik ise elde edilen genel ¢6ziimden bizim ilgilendigimiz problemin 6zel ¢oziimiine

gecebilmemizi saglayan 6zel kosullarin tanimlanmasidir.

Tanim 3. Bir diferensiyel denklem baslangi¢ kosullariyla birlikte Baslangic Deger Prob-

lemi (BDP), simir deger kosullart ile birlikte bir Sinur Deger Problemi (SDP) olusturur.
Ornegin,

Y+y=0

yO =1, y(©0)=0

bir baglangi¢ deger problemidir ve

y'+y=0

y@) =1, y()=0
bir sinir deger problemidir.

Tamim 4. Bir kismi diferensiyel denklemin bagimli degisken ve tiirevlerinin hepsinin dere-
celeri 1 ve denklemde bagimli degiskenler ve tiirevleri carpim durumunda degil ise buna

lineer kismi diferensiyel denklem denir.

Ornegin, u; = u,, denklemi bir lineer diferensiyel denklemdir, y” +xy’ —e” = 0 denklemi

ise lineer olmayan bir diferensiyel denklemdir.

Tamim 5. Bir kismi diferensiyel denklem, en yiiksek mertebeli terimlerine gore lineer ise

bu denkleme yari lineer kismi diferensiyel denklem denir.

Tanim 6. Yar: lineer kismi diferensiyel bir denklemin en yiiksek mertebeden tiirevli degisken-
lerin katsayilart sadece bagimsiz degiskenlerden olusuyorsa hemen-hemen lineer kismi

diferensiyel denklem denir.



Ikinci mertebeden hemen-hemen lineer

A(x, y)uxy + 2B(X,y)uxy + C(xay)”yy + F(X,yau,ux,uy) =0 (3.1)

denklemini ele alalm. Burada A, B ve C; xy-diizleminin bir 2 bodlgesinde tanimli

fonksiyonlar oldugunu ve ayn1 anda ii¢iiniin birden sifir olmadigin1 varsayiyoruz.

A(x,y) = B*(x,y) — A(x,y)C(x,)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyona (3.1)) denkleminin diskriminant1 denir.

Tamm 7. Eger Q min bir (x, yo) noktasinda

A(x0,y0) > 0 ise, (3.1) denklemine bu noktada hiperboliktir,
A(x0,y0) = O ise, (3.1)) denklemine bu noktada paraboliktir,

A(x0,y0) < Oise, (3.1) denklemine bu noktada eliptiktir

denir. Bir Q bolgesinin tiim noktalarinda hiperbolik, parabolik veya eliptik bir denkleme

Q da sirasiyla hiperbolik, parabolik veya eliptik denklem denir.

Ornegin, u; — ux, = 0 151 denklemi, parabolik bir denklemdir; u,, + uyy = 0 Laplace
denklemi, eliptik bir denklemdir; u;, — uy, = 0 dalga denklemi ve u; + u, = 0 adveksiyon

denklemi hiperbolik denklemlerdir.



3.2 TAYLOR TEOREMI

Teorem 1. f € C"[a,b], f("+1) tiirevi [a, b] araliginda mevcut ve xqy € [a,b] olsun. Bu

durumda

” (n)
f (XO)(x—xo)2+...+f (x0)

X — (x — xp)"

Py(x) = f(x0) + f'(x0)(x = x0) +

ve her x € [a,b] icin xq ile x arasinda bir £(x) sayist

FD(E(x)) -
R,(x) = W(x — x0)"*D

olmak iizere

f(X) = Py(x) + Ry (x)
esitligini saglayacak sekilde mevcuttur.

Yukaridaki sekilde tanimlanan P, (x) polinomuna f fonksiyonunun x civarindaki n. Taylor
polinomu ve R, (x) ifadesine de P,(x) ile iliskili kesme hatas: denir. Kesme hatasindaki
&(x) sayist P,(x) polinomunun civarinda agildif1 x sayisina bagl oldugundan x’in bir

fonksiyonudur.

3.3 BIRIM VE DIiRAC DELTA FONKSIYONU

, x<0
Tanim 8. H(x) = seklinde tanimlanan fonksiyona birim (Heaviside) fonksi-

1, x>0

yonu denir.

Birim fonksiyonunun tiirevi x # 0 i¢in O dir. x = 0 da birim fonksiyonunun tiirevi klasik



anlamda tanimsizdir. Literatiirde, birim fonksiyonunun tiirevi Dirac delta fonksiyonu

olarak tanimlanir ve 6(x) seklinde gosterilir. Yani H'(x) = §(x) ’dir.

Tanmm 9. Dirac delta fonksiyonu,
0, x#0
o(x) = ve fé(x)dx =1

kosullarint saglayan fonksiyonu olarak tanimlanir.

Dirac Delta fonksiyonun 6nemli 6zelliklerinden birisi

ff(X)(S(x —a)dx = f(a) (3.2)

esitliginin her f fonsiyonu ve her a sabiti i¢in saglanmasidir.

3.4 SONLU FARKLAR VE SONLU HACIMLER YONTEMLERI

Sonlu farklar ve sonlu hacimler yontemleri diferensiyel denklemleri ¢ozmek i¢in en onemli
niimerik yontemlerdendir. Sonlu farklar yontemlerinde, denklemin diferensiyel formu
kullanilir ve denklemdeki bilinmeyen fonksiyonun tiirevleri sonlu farklar ile degistirilir.
Sonlu hacimler yontemleri ise aksine denklemin integral formunu kullanir. Bu boliimde,
bazi basit baglangic-sinir-deger problemler icin her iki yontemin uygulanmasini gostere-

cediz.

3.4.1 Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu farklar yontemleri diferensiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerini bulmakta kul-

lanilan en eski yontemlerden biridir. Bu yontemlerin esas1 Taylor formiiliine dayanir.



Ornek 1.

U =uy, O<x<l1, O<r<l,
u(x,0) =sin(rx), 0<x<1, (3.3)
u©,t) =u(l,1) =0, 0<r<1

Dirichlet-sinir kosullar: ile baglangic-deger problemini goz Oniine alalim. Taylor for-

miiliinii kullanarak, kiiciik bir 7 i¢in,

u(x,t + 1) —u(x,t)
T

u(x,1) =

ve kiiciik bir 4 icin,

u(x — h,t) = 2u(x,t) + u(x + h,t)
h2

Uy (X,1) =

yaklagim formiilleri elde edilebilir. Bu yaklagim formiilleri kullanilarak (3.3]) problemi

asagidaki sonlu farklar semasi ile degistirilebilir

Wl - uf .
= 3 , k=01,...M-1, i=12,...,N—-1,
T h

u) = sin(rx;), i=0,1,...,N,
4 (3.4)

ug =uf =0, k=0,1,...,M,

T=—, h=—, x;=ih, i=0,1,...,N, tx=kt, k=0,1,...,.M.

Burada uf , probleminin u(x,?) ¢oziimiiniin, ¢ = #; ve x = x; degerleri i¢in niimerik
bir yaklagimudir.

(3.4) sonlu farklar semasina zamanda ileri konumda merkezi fark yontemi denir. Bilindigi
gibi bu sema zamana gore, birinci mertebeden ve konuma gore, ikinci mertebeden bir
yontemdir. Tiirevler i¢in farkli yaklagim formiillerini kullanarak diger sonlu fark semalari

da elde edilebilir.



3.4.2 Sonlu Hacimler Yontemi

Ornek 2.
Uy = Uy, O0<x<1, O0<t<l,

u(x,0) = sin(rx), 0<x<1, (3.5)
uy(0,1) =u,(1,¢) =0, 0<r<1
Neumann-sinir kosullari ile baglangi¢-deger problemini g6z Oniine alalim.

[0,1] araliginin

veE

seklinde tanimlayalim.
(3.5) problemindeki denklem i¢in sonlu hacim yontemini uygulamak, denklemin her Q;
hiicresi iizerinde integralini almak ve hiicrenin hacmine bolmek anlamina gelir. Bunun

sonucunda
1 1 )
qu,dx = Efuxxdx, i=1,2,...,N (3.6)
Q Q

elde ederiz. u(x,t) fonksiyonunun €; hiicresindeki ortalama degerini

1
(1) = qu(x,t)dx, i=12,...,N
Q;



seklinde tanimlayarak (3.6) den

di _ 1 i =1,2,...,N 3.7
= ()~ n) s P=120 (3.7)

yazilabilir. Sonlu hacim yontemini tamamlamak i¢in

iy (1) — it; (1)
—

ux(x[+%’t) =

yaklagim formiillerini kullanarak, (3.5]) probleminin konuma gore ayriklastirilmig hali

di; iy — 2it; + il

i=23,...,N-1,

dr 2 ’
di _ Uy — Uy
e h2
X (3.8)
diy in-1— N
aa —  h2
cos (mx;_1) —cos (mx;, 1)
;(0) = : 2, i=12,...,N

wh ’

olur. Sonunda (3.8) adi diferensiyel denklemlerin sistemi Runge-Kutta gibi herhangi bir

niimerik metod ile ¢oziilebilir.

3.5 TEKIL TERIMLI DIFERENSIYEL DENKLEMLER

Tekil terimli kismi diferensiyel denklemlerde kaynak terimi Dirac delta fonksiyonu igerir.
Ornegin,

U = Uyy + 0(x — &), (3.9

bir boyutlu tekil terimli 1s1 denklemidir. Bu denklemin herhangi bir ¢oziimii diizgiin
fonksiyon degildir. Ayrica, denklemde Dirac delta fonksiyonlu terim bulundugu icin,

Ornek 1 de gosterilen (3.4) gibi herhangi bir sonlu farklar semasi kullamilamaz. Bu du-

10



rumda, genellikle diizenlestirme yontemi kullanilir. Yani, (3.9) denkleminde 6(x — &)

Dirac delta fonksiyonu parcali-dogrusal

0, x<§_67

&+
TIETE e<xcs

€

de(x = &) = (3.10)

—x+2§+e’ f<x<i+e

€
0, x>&+e€

fonksiyonu ile degistirilir. Diizenlestirilmis denklem i¢in simdi (3.4) deki gibi

W -l uf - 2uf vl
- + 0c(x; — &) (3.11)
T h?

semasini kullanabiliriz. 6.(x — €) icin diger fonksiyonlar secilebilir [13]].

(3.9) denklemini diizenlestirince esas soru € parametresinin ne kadar kiiciik segilmesi
gerektigidir. Diizenlestirilmis denklemin ¢6ziimiiniin (3.9) denkleminin ¢6ziimiine yakin-
samasi icin € — 0 olmas1 gerekir. Ayni zamanda, (3.11) semasinin ¢6ziimiiniin (3.9)
denkleminin ¢6ziimiine yakinsamasi i¢in 2 < 2e olmast gerekir. Yani, kiiciik € de8eri
icin /’in degerinin de kiiciik olmasi gerekir. Bu yilizden uzamsal ayriklastirma i¢in fazla

sayida nokta se¢ilmesi lazim.

(3.9) denklemi icin sonlu hacimler yonteminin uygulamasinda, denklem diizenlestirme
gerekmez. ¢ € Q; oldugunu varsayalim. O zaman, (3.9) denklemin her €; hiicresi

tizerinde integralini alirsak ve hiicrenin hacmine bolersek,

lfd—lf dx 4 i (3.12)
h utx—h Uydx 0 .

Q; Q;
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elde ederiz. Burada

5,‘j=
I, i=j

Kronecker delta isaretidir. Simdi, Ornek 2 deki gibi gerekli islemleri yaparak (3.12)

esitliginden
dit; i1 = 20 + i1 Oij
— = + — 3.13
dt h? h (3-13)

adi diferensiyel denklemlerini elde ederiz. Gordiigiimiiz gibi, (3.9) denklemi icin sonlu

hacimler yontemi diizenlestirme yapilmadan uygulunabiliyor.

Bu tezde,

u + auy = f(t)o(x — &) (3.14)

tekil terimli adveksiyon denklemler icin niimerik yontemlerin tizerinde durulacaktir.

12



4. WENO3 YONTEMI

4.1 WENO3 INTERPOLASYON

WENO3 interpolasyon yontemleri, bir fonksiyonun degerini diisiik dereceli polinomlari
kullanarak yaklasim yapma esasina dayanir [11, [12]. Farzedelim ki bir u(x) fonksiy-
onunun Xx;_p, X;, Xj+] noktalardaki degerleri verilmis olsun. Yani u(x;_1) = u;j—_1, u(x;) =
uj, u(xj+1) = uj+1 olsun. Burada x;11 — x; = x; — xj—1 = h oldugunu varsayalim. u(x)
fonsiyonunun x;, 1= X+ g noktasindaki degerini bulmak i¢cin WENO3 interpolasyon
formiillerini kurmak istiyoruz. Bu nedenle, u(x,, 1 ) nin yaklagimim birinci dereceden
polinomlar1 kullanarak ifade etmeye calisacagiz.

Ik olarak amacimiz S; = {x;_i, x;} noktalarindaki, u(x) fonksiyonunun verilen degerleri
ile ayn1 degerleri alan birinci dereceden bir polinom bulmaktir. Bildigimiz gibi bu poli-

nom tektir. Polinomu, Pi(x) = a;(x — x;) + b biciminde ele alalim, burada a; ve b,

bilinmeyen katsayilardir. O zaman,

Py(xi—1) = ui—y —hay + by = uj_y
=
Pi(x;) = u; by = u;
ve buradan
U —uji—
ap = PR by = u;

bulunur. O zaman u(x,, ! )’nun yaklasik degeri i¢in;

Uj —Ui-1
h

h h
M.(1)1 EPl(xi+%):_al+b1:§’ +u

l+§ 2

13



veya

u(D = il @.1)

i+% 2
elde ederiz.

Teorem 2. u(x) fonksiyonu diizgiin ise ({.1)) ikinci mertebeden bir yaklasim formiilii diir.
Yani,

wl) = ulx,y) + 0.

l+2

Ispat: l) yaklagim formiilii i¢in Taylor acilimini kullanarak

1 _ Sui—ui _ Su(xi) —ulxi=h)  h
ui+% u(xH%) = —gr u(xi+%) = > u(x,+2)
1 ’ h2 ” ) ( h ’ h2 ” ) 3
= o |3u(xi) —u(x;) + hu'(x;) — —u”(xq) | = (u(x) + u (x) + —u' (x) | + O(h)
2 2 2 8
2
E —%u”(x,-)+0(h3) = O(h?)

elde ederiz.

Simdi benzer sekilde amacimiz S, = {x;,x;;+1} noktalarindaki, u(x) fonksiyonunun ver-
ilen degerleri ile ayni1 degerleri alan birinci dereceden bir polinom bulmaktir. Bildigimiz
gibi bu polinom tektir. Polinomu, P(x) = a>(x — x;) + by biciminde ele alalim, burada

ay ve by bilinmeyen katsayilardir. O zaman,

Py(x;) = u; by = u;
—
Py(xit1) = tip1 hay + by = u;qq
ve buradan
Ujr1 — U
ap = PR by = u;

bulunur. O zaman u(x;, ! ) yaklagik degeri i¢in;

Uiv1 — U

h

2
i =
l+§

h h
Pz(xi+%):§a2+b2:§ + u;

14



veya

u- = 4.2)

elde ederiz.

Teorem 3. u(x) fonksiyonu diizgiin ise (4.2)) ikinci mertebeden bir yaklasim formiilii diir.
Yani,

@ _ 2
u'y = u(xi+%)+0(h ).

2

Ispat: |i yaklagim formiilii icin Taylor a¢ilimini kullanarak

2) Ui + U1 u(x;) +u(x; + h) h

Uil T w(xi1) = 5 u(x;, 1) = 5 —u(x; + 5)

’ h2 ” h / h2 ” 3
(u(xi) +u(x;) + hu'(x;) + ?u (x,-)) — (u(xi) + Eu (x;) + gu (x| +0h”)

0| =

hZ
= gu”<x,->+0(h3> = O(h?)

elde ederiz.

Simdi ise S = {x;_1, x;, x;+1 } noktalarindaki u(x) fonksiyonunun verilen degerleri ile ayni
degerleri alan ikinci dereceden bir polinom kuralim. Polinomu, P(x) = a(x - x) 2 +b(x—

x;) + ¢ biciminde ele alalim, burada a, b ve ¢ bilinmeyen katsayilardir. Bu durumda,

P(xi_1) = ui ha—hb+c = Ui—1
P(x;) = u; = C=1u
P(xix1) = tis1 h*a + hb + ¢ = u
) . ui—1 — 2u; + Uiy Uir] — Uj
olur. Bu sistemi ¢ozerek, a = o ,b= TR ¢ = u; bulunur.O zaman
2 W2 wioy = 2ui +uiey b Ui — Uiy
u”%EP(X”%):Ia-'_Eb—'_C:I. ! 2/’112 s +§'l+2—hl+1/li,
1 3 3
Uiy = —gu,-_l + Zu,- + §Mi+1 4.3)

15



bulunur.

Teorem 4. u(x) fonksiyonu diizgiin ise ({.3)) iiciincii mertebeden bir yaklasim formiilii

diir. Yani,

w1 = u(x;,1)+0h%).
2 2

Ispat: (4.3) yaklagim formiilii i¢in Taylor acilimimi kullanarak

~
I

1 3 3 h
_gu(xi — h) + Zu(xi) + gu(xi + h) - M(.xl' + E)

1 ’ hz 144 h3 7"
=3 (M(xi) — hu'(x;) + U (xi) — i (xi))

3 3 4 h2 " h3 7"’
+ Zu(x,-) + 3 (u(x,-) + hu'(x;) + 7u (x) + Eu (x,-))

2 8 48
3

_ h_ " . 4N 3
= 1614 (x;)) +O(h™) = O(h)

2 3
- (u(xi) + ﬁu’(aci) + h—u"(x» + h—u"'(x,-)) +O(h)

elde ederiz.

As1l 6nemli olan ise 3.mertebeden (4.3) yaklagiminin 2. mertebeden (4.1)) ve {#.2)) yak-

lagimlarinin lineer birlesimi seklinde yazilabiliyor olmasidir. Yani

1 2
UL = 71”,-(+)1 + 72”;'(+)l (4.4)
2 2
veya
1 + 3 + 3 3u; —ui—q + Ui+ + U
——=Ui—1 + Ui + SUj+1 =
3 i—1 4 i 3 i+1 = Y1 2 Y2 2

1
olur. Bu esitlik y; = 1 ve yp = 1 oldugunda saglanir. Buradaki y; ve y; sabitlerine
WENO literatiiriinde lineer agirliklar denir.

Ozetle, u(x) fonksiyonu [x;_,x;41] araliginda diizgiin ise (4.1) ve (4.2) yaklasimlar 2.

16



mertebeden olmasina ragmen

~ — (1) (2)
UXi ) S Uiy} = Y1)+ Y20

yaklagiminin buldugumuz y; ve vy, degerleri i¢cin 3. mertebeden interpolasyon formiilii
olur.

Simdi u(x) ’in parcali diizgiin ve [x;_1,x;4+1] araliginda bir noktada diizgiin olmadigin1
varsayalim (yani bu noktada u(x) fonksiyonu veya herhangi bir tiirevi siireksiz oldugunu

varsayalim). Bu durumda [x;_1, x;] veya [x;, x;+1] araliklarindan birisinde u(x) fonksiy-

(H

onu diizgiindiir. Yani, 2. mertebeden u, |
i+5
2

veya ui(i)l yaklasimlardan birisi hala gecerlidir.
2

WENO?3’iin amact, u(x., 1) 'nin yaklasimini 2. mertebeden u,(l) ve u,(z) yaklagimlarin
e l+% 1+%

konveks kombinasyonu olarak se¢gmektir. Yani,

u(xl.+%) = wii)u.(i)l + wg)u(z)

i+3
veya
oG Bwi—uwioy gy Wi U
u(xi+%)—w1 -T+w2 5 4.5)
Burada ki wii) >0ve wéi) > 0 sabitlerine WENO literatiiriinde lineer olmayan agirliklar

denir ve a)ii) + a)g) =1 dir. a)l(f) lerin asagidaki durumlar1 karsilamasi gerekir:

@
1

(i

2) ~ vy olur

(i) Eger u(x) fonksiyonu [x;_1, x;;+1] aralifinda diizgiin ise w ) ~ Y1 Ve w
ve (4.5) yaklagimi 3. mertebeden olur.

(i) Eger u(x) fonksiyonu [x;,x;;1] araliginda diizgiin ise ancak [x;_1,x;] araliginin
bir noktasinda diizgiin degilse wgi) ~ 0 ve wg) ~ 1 olur ve yaklagimi 2. mertebeden
olur.

(i11) Eger u(x) fonksiyonu [x;_1,x;] araliginda diizgiin ise ancak [x;,x;,1] araliginin

bir noktasinda diizgiin degilse wgi) ~1ve wg) ~ 0 olur ve 1i yaklagimi 2. mertebeden

olur.
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w,(ci) lerin se¢imi u(x) fonksiyonunun diizgiinliigiinii 6l¢en, diizgiinliik gostergesi, ,3,({") lere

dayanir. WENO literatiiriinde

B = f(P’(x)) dx, k=12

seklinde secilir. Yani, ﬁii) = h2a12 = (ui—ui_1)2 ve ,8;0 = hzaz2 = (ui+1—u,~)2 olur. Simdi

bu dogruluk gostergelerini kullanarak, dogrusal olmayan agirliklari tanimlayabiliriz,

~ (9)

. w
o = —7"0) k=12 = o= P £ k=12
(€ + By W,

Burada ki € ’u kiiciik bir pozitif say1 almamizin sebebi paydanin 0 olmamasidir. WENO

literatiiriinde & = 1076 segilir.

4.2 WENO3 YENIDEN YAPILANDIRMA

WENO3 yeniden yapilandirma yontemine bakacak olursak, WENQO3 interpolasyon yon-

teminde oldugu gibi, bir fonksiyonun degerini diisiik dereceli polinomlar1 kullanarak yak-

lasim yapma esasina dayanir. x;41 — Xx; = x; — x;—1 = h olmak iizere,
Qi1 = [X,_%,Xi_%], Q; = X,_%,XHL], Qi1 [XHL,XH%]

hiicrelerini tanimlayalim. Farzedelim ki bir u(x) fonksiyonunun Q;_y, €; ve ;| hiicrelerindeki

ortalama degerleri verilmis olsun. Yani,

1 1 1
qu(x)dx:ﬁ,-_l, Efu(x)dx:ﬁi, Efu(x)dx:ﬂiﬂ

Qi1 Q; Qi

18



olsun. u(x) fonsiyonunun x;, 1

+ % noktasindaki degerini bulmak icin WENO3

yeniden yapilandirma formiillerini kurmak istiyoruz. Bu nedenle, u(x;, ! ) nin yaklagimini

birinci dereceden polinomlari kullanarak ifade etmeye ¢alisacagiz.

Ik olarak amacimiz S; = {€Q;_;,€;} hiicrelerindeki ortalama degerleri, u(x) fonksiy-

onunun ortalama degerleri ile ayn1 degerleri alan birinci dereceden bir polinom bulmak-

tir. Polinomu, P;(x) = aj(x — x;) + by biciminde ele alalim, burada a; ve b; bilinmeyen

katsayilardir. O zaman,

h

1
7 f Pi(x)dx = it; f (a1(x = x;) + by) dx = ilj_;
Qi X— Th
1 ) - 3 xi+%
— =il 1
7 fp‘(x)dx & - f (ar(x = x3) + by) dx =
Q: oy
—ha1 + b1 = Uj—1
=
b1 = u;
ve buradan,
W — uj— _
a = — W L b= i

bulunur. O zaman u(x,, ! )’nun yaklasik degeri i¢in

Ui — i1
h

(1) = _
41 = Pi(x; + U;

’ 2

h h
:§a1+b1=§~

iv1)

veya

= Sii — i1 (4.6)

19



olarak bulunur.

Teorem 5. u(x) fonksiyonu diizgiin ise ({.6) ikinci mertebeden bir yaklagim formiilii diir.
Yani,

1 2
w ) = u(x,y) + O().

2

Ispat: (4.6) yaklagim formiilii i¢in Taylor acilimimi kullanarak

3i; — ;-
ul(i)% —u(xl+%) = Tl —u(xl.+%)
3 ' 1 = h
= o u(x)dx — o u(x)dx —u(x; + 5)
Xk x;—38
xi+% )
3 — Y-
e (u(x,-) +(x — x)u'(x;) + %u”(xi) + .. ) dx
xi—%
x;i—l )
1 ’ (X - X') ”
~5h (u(x,-) + (x —xp)u'(x;) + Tlu (x) +.. ) dx
3h
X[—T

2
- (u(xi) + gu'(x,-) + %u”(x,-) + 0(h3))

3

3
_ 3 (hu(xi) + h—u”(xi)) _L (hu(xi) — IPu () + L3k

20 24 20 og i ))

2
- (u(xi) + gu'(x,-) + %u”(x,-)) +O(h?)

h2
= —?u”(x,-)+0(h3) = O(h?)

20



elde ederiz.

Simdi benzer sekilde amacimiz S, = {€;,Q;;1} hiicrelerindeki ortalama degerleri, u(x)
fonksiyonunun ortalama degerleri ile ayn olan, birinci dereceden bir polinom bulmaktir.
Polinomu, P,(x) = ay(x — x;) + by biciminde ele alalim, burada a; ve b, bilinmeyen

katsayilardir. O zaman,

xi+%
1 _ 1
7 f Pr(x)dx = u; 7 f (ar(x — x;) + by) dx = i
Qi xi_%
< 1 e xi+%
— = _‘ 1
i f R B . f (ar(x — xi) + b) dx = Ty
Qi
: Xi+%
ve buradan,
by = iy
=
hay + by = ity
olmak tizere,
Uiyl — U _
a, = +lh , by =1

bulunur. O zaman u(x;, ! )’nun yaklasik degeri i¢in

2) _ _ﬁ _ﬁ.ﬁiﬂ_ﬁi _
ui+%_P2(xi+%)—2a2+b2—2 —/’l + U;
veya
@) _ Uiyl U
U= —5— (4.7)

olarak bulunur.
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Teorem 6. u(x) fonksiyonu diizgiin ise (4.7) ikinci mertebeden bir yaklasim formiilii diir.
Yani,

@ _ 2
ui+% = u(xl.+%) + O(h).
Ispat: l) yaklagim formiilii i¢in Taylor acilimini kullanarak

) Ui + i1

“i+%_”(xi+%):T_”(xi+%)
x,—+% x,-+%
- dx + = [ uydx - ux + )
=57 u(x)dx 7 u(x)dx — u(x; >
i+l x—n
i T 2

xi+%

_ ) N (v (x - xi)z "o

=55 (u(x,)+(x—x,)u (x,)+Tu (xl)+...) dx
Xi 2 | | ) . (x _ xl)2 " ' d

+E u(x;) + (x — xj)u (x,)+Tu (x;) +...]dx

2
- (u(xi) + gu'(x,-) + %u"(x,-) + 0(h3))

3

1 134
= — (hu(x,-) + h2u (x;) +

"o 1 h . h3 "o
7 v (xz)) +—( u(x;) + —u (xz))

2h 24

h ’ h2 1”7 3
—u(x;) + Eu (x;) + gu (x)|+0)

]’12
= gu"<xi)+0<h3) = O(h?)

elde ederiz.
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Simdi ise S = {Q;_1,€;,Q;;1} hiicrelerindeki ortalama degerleri, u(x) fonksiyonunun
ortalama degerleri ile ayn olan, ikinci dereceden bir polinom bulmaktir. Polinomu,
P(x) = a(x — x))2 + b(x — x;) + ¢ biciminde ele alalim, burada a, b ve ¢ bilinmeyen

katsayilardir. O zaman,

xl_h
2
1
L[ b= b [ (= s b—x + ¢ dx =y
Qi1 %3
xi+h
1 _ 1 :
4 EfP(x)dx:ui = Ef (a(x—xi)2+b(x—xi)+C)dxzﬁi
Q; Xy
2
1 X 3h
— 2
= f P(x)dx = G I g ]
B 7 (a(x - x)"+b(x —x;) + c) dx = ilj4
xi+h
2
ve buradan,
1342
B a—hb+c=i_q;
h2
- Ea + ¢ = u;;
1342
B a+ hb+c =iy

olmak {izere,

i1 — 2it; + it b= Aiy] — Ui . —itj—1 + 26i; — iy

2h? ’ 2h 7 24

bulunur. O zaman u;, 1 ‘nin yaklagik degeri i¢in

hZ
Uiy 1 = P(xl.+%) = ZCH— §b+c
_ h_2 Wiy = 20 + Wiy h i — i N —iti—1 + 26it; — i1
4 2h? 2 2h 24
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veya

1_ 5. 1_
U1 = —gui—l + gui + §ui+1 4.8)

olarak bulunur.

Teorem 7. u(x) fonksiyonu diizgiin ise ({.8) iiciincii mertebeden bir yaklasim formiilii
diir. Yani,
1 = u(x;, 1) + O().

+3

Ispat: 1| yaklagim formiilii icin Taylor a¢iliminmi kullanarak

1 5 1
Uiyl — u(xl.+%) = —81/_!,'_1 + gb_t,' + gb_tiﬂ = M(XH%)
xi—h xi+% xﬁ%
dx+ o [ ucodve 5o [ e ut+ )
==z u(x)dx + - u(x)dx + 7 u(x)dx —u(xi + 3
_3h vk ek
iT7 i3 i1y)
xi—%
1 — x;)? —x;)3
=—e f (u(x,-) + (x — xpu'(x;) + %u”(xi) + %u”’(xi) + .. ) dx
xi—%
it 2 3
+6—h (u(xi) + (x — xp)u'(x;) + @u"(x,-) + %u”’(xi) +.. ) dx
ot
1 Xi+% 2 3
+3_h (u(x,-) + (x — xpu' (x;) + %u”(xi) + %u”’(xi) +.. ) dx
xi+%

h / h2 V44 h3 1244
- (M(Xi) + S (x;) + i (x;) + T (xi))

1 5, 1303 st 5 o,
= _6_h (hu(-xl) - hou (x;) + By u'(x;) — a4 u (-xl)) + 6_h (h”(xl) + ﬁ” (x;)
1 2.7 13 3 ” 5h4 "
+3_h (hu(xi) + hou' (x;) + 7 u’(x;) + o u (x,))
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—lu( ~)+ﬁ ( ->+h—2 ”( ~>+h3 "(xi) | + O(h*)
u(x; 2u Xi SM X; 48u X;
3

ilzu’”(x,) +O0(h* = +O(h)

elde ederiz.

Asil 6nemli olan ise 3.mertebeden (4.8)) yaklagiminin 2. mertebeden (4.6) ve (4.7) yak-

lasimlarinin lineer birlesimi seklinde yazilabiliyor olmasidir. Yani
@)
ylu LT YU 4.9)
2 2

veya

1_ +5_+1_ 3I/_ti—b_t,‘_1+ Uir1 + U
——fi_| + —l; + =iy =
6 i—1 6 i 3 i+1 Y1 ) Y2 )

1
olur. Bu esitlik y; = 3 ve yy = 3 oldugunda saglanir. Buradaki, y; ve vy, sabitlerine

WENO literatiiriinde lineer agirliklar denir.
Ozetle, u(x) fonksiyonu S = {Q;_1,€;,Q;;1} hiicrelerinde diizgiin ise 1| ve 1' yak-
lagimlar1 2. mertebeden olmasina ragmen

u(xi+%) MU L=y ) + Yau, 2)1

2 2

yaklagiminin buldugumuz vy, ve y; degerleri i¢in 3. mertebeden yeniden yapilandirma
formiilii olur.
@bélﬁmunde anlatildig1 gibi, WENO3’iin amaci, u(x,, 1 ) ’nin yaklagimini 2. mertebe-

den u,(i)l ve ulf)l yaklagimlarini konveks kombinasyonu olarak se¢mektir. Yani,
! b

2

(@) (2)

l+§

uxyy) = 0w’ + wf
2
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veya

() S — Ui . Uiyl + 1

Burada ki w?) >0ve wg) > 0 sabitlerine WENO literatiiriinde lineer olmayan agirliklar

denir ve a)Y) + wg) =1 ’dir. a),(j) lerin agagidaki durumlar1 karsilamasi gerekir:

(@)

(1) Eger u(x) fonksiyonu § = {€;_1,€);, €11} hiicrelerinin tizerinde diizgiin ise w,

~
~

Y1 ve wg) ~ vy, olur ve (4.10) yaklasimi 3. mertebeden olur.

(i1) Eger u(x) fonksiyonu S, = {€Q;,Q;;1} hiicrelerinin {izerinde diizgiin ise ancak ;1
hiicresinin bir noktasinda diizgiin degilse a)gi) ~ 0 ve a)g) ~ 1 olur ve ii yaklagimi 2.
mertebeden olur.

(iii) Eger u(x) fonksiyonu §; = {Q;_1,€Q;} hiicrelerinin iizerinde diizgiin ise ancak
Q;+1 hiicresinin bir noktasinda diizgiin degilse a)gi) ~ 1ve a)g) ~ 0 olur ve (4.10) yak-
lagimi 2. mertebeden olur.

w,(f) lerin se¢imi u(x) fonksiyonunun diizgiinliigiinii 6l¢en, diizgiinliik gostergesi, ,B,({i) lere

dayanir. WENO literatiiriinde
xi+l
2
(O 4 2 —
BY = h f(Pk(x)) dx, k=12
X1
2

seklinde sec¢ilir. Diizgiinliik gdstergesi ﬁ](f), aralik boyutu 4’a bagh degildir. Yani,
W= Ra* = @@ - d-)? ve B = Way® = (i1 — @) olur. Simdi bu dogruluk

gostergelerini kullanarak, dogrusal olmayan agirliklari tanimlayabiliriz,

. . w
(I)]EI):L.)’ k:1,2 = a)(l):.—k k:1a2
(e + )2 @ + 0

Burada ki ¢ ’u kii¢iik bir pozitif say1 almamizin sebebi paydanin 0 olmamasidir. WENO

literatiiriinde & = 107° secilir.

26



5. WENO5 YONTEMI

5.1 WENOS5 INTERPOLASYON

Farzedelim ki bir u(x) fonksiyonunun x;_p, xj_1, Xj, Xi+1, Xi+2 noktalardaki degerleri
verilmis olsun. Yani u(x;—) = uj—o, u(xj—1) = uj—1, u(x;) = tj, u(Xj+1) = tj+1, u(xj42) =
ujyo olsun. Burada x;y2 — Xj11 = Xj31 — Xj = X; — Xj—1 = Xj—1 — Xj—2 = h oldugunu
varsayalim. u(x) fonsiyonunun x, L=t % noktasindaki degerini bulmak icin WENOS5
interpolasyon formiillerini kurmak istiyoruz. Bu nedenle, u(x,, 1 ) nin yaklagimini ikinci
dereceden polinomlar: kullanarak ifade etmeye calisacagiz.

Ik olarak amacimiz S; = {x;_2,xi_1,X;} noktalarindaki, u(x) fonksiyonunun verilen
degerleri ile ayn1 degerleri alan ikinci dereceden bir polinom bulmaktir. Bildigimiz gibi
bu polinom tektir. Polinomu, P;(x) = a;(x — X))+ by (x —x;) +ci bi¢ciminde ele alalim,

burada a;, by ve c; bilinmeyen katsayilardir. O zaman,

Pi(xi-2) = uj— 4h*a; = 2hb; + 1 = uj—n
Pi(xi-1) = uiq = h’a; — hby + ¢ = ui_y
Pi(x;) = u; C1 = U
ve buradan
Ui—p — 2Ui_1 + u; ui—o —4ui_1 + 3u;
“= o E 2h T

bulunur. O zaman u(x;, 1 ) ’nun yaklasik degeri i¢in;
i+3 g

2

M = - —
ui+% _Pl(xi+%) = 4a1+ 2b1+c1
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Ve

u(l)l _ 3ui_p — 10u;_; + 15u; (5.1)

l'+§ 8

elde ederiz.

Teorem 8. u(x) fonksiyonu diizgiin ise iiciincii mertebeden bir yaklasim formiilii
diir. Yani,

ufﬂ = u(x;,)) + o).

2

Ispat: 1| yaklagim formiilii icin Taylor a¢iliminmi kullanarak

10

(1
—u
8

U
i+

—u(x;,1) = %u(x,- -2h) - (xi —h) + %u(xi) —u(x; + g)

1
2

3 4h3
s (u(x,-) —2hu’ (x;) + 2h%u" (x;) — Tu”’(x,-))

10 ; h o 15
Y (u(xi) — hu'(x;) + Ok (x;) — < (xi)) + ?u(xi)

h ’ h2 ” h3 "y 4
- (M(xi) + U (x;) + i (xi) + Tl (xz)) +O(h")

5h3
=~ (i) + O(h*) = 0(h?)

elde ederiz.

Simdi amacimiz $; = {x;_1,X;, X;+1} noktalarindaki, u(x) fonksiyonunun verilen degerleri
ile ayn1 degerleri alan ikinci dereceden bir polinom bulmaktir. Bildigimiz gibi bu polinom
tektir. Polinomu, P>(x) = as(x—x;)%>+by(x—x;) + ¢, biciminde gz 6niine alalim, burada

ay , by ve c; bilinmeyen katsayilardir. O zaman,

2
Py(xi-1) = uj— h*ay — hby + ¢ = uj—
Py(x;) = u — €2 =

2
Py(xi+1) = thi+1 h*ar + hby + ¢ = ujs
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ve buradan

P 2u; + Uiy S Sl DR
2 2 » E o, =W
bulunur. O zaman u(x;, ! )’nun yaklasik degeri i¢in;
@) n
u'y = P2(xi+%) = Zaz + Ebz +
ve
@) _ —Ui-1 + 6u; + 3uiyy
ui+% = 3 (5.2)

elde ederiz.

Teorem 9. u(x) fonksiyonu diizgiin ise iiciincii mertebeden bir yaklasim formiilii
diir. Yani,

u?® = u(x;yy) + o).

l+§

Ispat: (5.2) yaklagim formiilii i¢cin Taylor acilimini kullanarak

1 3 3 h
w—u(x, 1) = —gu(x,- —-h)+ Zu(xi) + gu(xi +h) —u(x; + 5)

1
2

2 3
= —% (u(Xi) — hu'(x;) + %M”(Xi) - %”w(xi))

3 3 h? &
+Zu(x,-) + g (u(x,-) + hu'(x;) + Eu"(xi) + —u’"(x,-))

6

2 3
- (u(xi) + ﬁu’oc,-) + h—u”(x» + h—u”'(xl-)) +0(h"

2 8 48
h3
= 1" () + O(h*) = O(h)
elde ederiz.
Simdi ise amacimiz S3 = {x;,X;+1,X;+2} noktalarindaki, u(x) fonksiyonunun verilen

degerleri ile ayn1 degerleri alan ikinci dereceden bir polinom bulmaktir. Bildigimiz gibi
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bu polinom tektir. Polinomu, P3(x) = a3(x — xi)% 4+ b3(x —x;) + 3 biciminde ele alalim,

burada a3, b3 ve c¢3 bilinmeyen katsayilardir. O zaman,

P3(xi) = u; €3 = U
P3(xi+1) = Ui = h*az + hbs + ¢3 = iy
P3(xi+2) = tjs2 4h*az + 2hbs + c3 = ujsn
ve buradan
as = Ui — 22U + M,‘+2’ by = =3u; + 4u;q — 4ui+2’ s = u;
2h? 2h

bulunur. O zaman u(x;, ! )’nun yaklasik degeri i¢in;

2

S - e
ui+% _P3(xi+%) = 4a3+ 2b3+C3

Ve

4P = 3u; + 6uip1 — iy
i+l 8

(5.3)

elde ederiz.

Teorem 10. u(x) fonksiyonu diizgiin ise liciincii mertebeden bir yaklasim formiilii
diir. Yani,

u® = u(xp,y) + o(h%).

l+§

Ispat: 1i yaklagim formiilii i¢in Taylor agilimini kullanarak

3)
ui+% —u(x;,

3 3 1 h
) = gu(x,-) + Zu(x,- +h) — gu(x,- +2h) —u(x; + 5)

2 3
= %u(xl-) + 3 (u(x,-) + hu' (x;) + h—u"(x,-) + h—u”’(x,-))

4 2 6

1 ’ 2.n 4h3 "
-3 u(x;) +2hu’ (x;) + 2h°u” (x;) + Tu (x)

30



2 3

h / h V44 h 1244
- u(xi)+§u (x;) + 5 (x;) + 5" (x)) | + ot

3

__h_ " . 4N _ 3
= 16” (x;)) +O(h™) =0(h)

elde ederiz.

Simdi de S = {x;_2, Xxj_1,Xi,Xi+1,Xi+2} noktalarindaki u(x) fonksiyonunun verilen deger-
leri ile ayn1 degerleri alan dordiincii dereceden bir polinom kuralim. Polinomu,
P(x) = a(x — x)* + b(x — x;)* + ¢(x — x;)> + d(x — x;) + e biciminde ele alalim, burada

a, b, c, d, e bilinmeyen katsayilardir. Bu durumda,

P(xi2) = uin 16h*a — 81°b + 4h*c — 2hd + e = uj_»
P(xi_1) = i h*a —h3b+ h*c — hd + e = uj_,
P(x;) = u; == e =u;

P(xit1) = uinq ha+ b+ hc+hd+e= Uil
P(Xis2) = Uisn 16h*a + 81°b + 4h*c + 2hd + e = uj,»

olur.

Bu sistemi ¢ozerek,

P Ay + Ou; — duip + Ui po M2t 2ui 1 = 21 + Uiy
24 h# ’ 1243 ’
=i+ 16— = 30u; + 16u;41 — Uiy ui — 8uj—y + 8ujpy — ujro
c= , d= , e=u;
24h? 12h

bulunur. O zaman

h R K2
i+%):1_6“+§b+fc+§d+e
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3 5,45 15 5 5.4
u. = ———Uj-2 — —<uUj— —U; —U; - — U .
i+3 T 128 2 T 3 it T gt T 3 it T g2

bulunur.

Teorem 11. u(x) fonksiyonu diizgiin ise besinci mertebeden bir yaklasim formiilii
diir. Yani,
U1 = u(x;, 1) + O(R).

+

Ispat: 1| yaklagim formiilii icin Taylor a¢iliminmi kullanarak

Uy u(xi+%)

3 5 45 15 5 h
= 1—28u(xi = 2h) = ﬁu(xi —= h) + 6—4u(xl~) + 3—2u(x,~ + h) & @u(xi + 2]’l) - u(xi + 5)
3 4n? 2n* 4’
- ) - 2) ’ ; 2 2.n Yy 4 " : =" 4 . A 6)) ;
128(u(x) hu'(x;) + 2h=u” (x;) 3u (x;) + 3u (x)+15u (x)

& 3 h s 4
—35—2 (u(xi) — hu' (x;) + ?u”(xz') - gu'”(xl') + ﬁu(‘l) (xi) — 1—20”(5)(xi)) + 6_2”(3”)

15 , n o, h* n
+3—2 (u(xl-) + hu' (x;) + U (x;) + i (x;) + ﬁu(‘”(x,-) + 1—20u(5)(x,-))

5 4h3 2h* 4w
- ; 2 / ; 2 2.n ; o m . = 4) D= — 5) ;
128(u()c)+ hu'(x;) + 2h~u” (x;) + 3u (x;) + 3u (x) 15u (x)

)+ Bt + ey + o + 2o ) + L ) + 00
u(x; 2u X; 8u Xi 48u X; 384u X; 3840u X;
_ 83K°

5 (. 6y _ 5
= 3gaplt (i) T O(h7) = O(I)

elde ederiz.

Asil 6nemli olan ise 5.mertebeden (5.4) yaklasiminin 3. mertebeden (5.1), (5.2)) ve (5.3)

yaklasimlarinin lineer birlesimi seklinde yazilabiliyor olmasidir. Yani
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ylu +y2u +y3u )1 (5.5)
2

veya
3 5 45 15 5

mui_z — ﬁui_l + aui + ﬁuiﬂ - @uHZ

3uj_o — 10u;_1 + 15u; —u;_1 + 6u; + 3ui4 3u; + 6Ui ] — Ui
=N 3 ) 3 7 3

5 5
16’ Vo = 3 ve y3 = T oldugunda saglanir. Buradaki yy, v, ve y3

sabitlerine WENO literatiiriinde lineer agirliklar denir.

olur. Bu esitlik y; =

Ozetle, u(x) fonksiyonu [x;_», x;42] arahiginda diizgiin ise (5.1)), (5.2) ve (5.3) yaklasim-

lar1 3. mertebeden olmasina ragmen

@) 3)

) ® U, ylu +72u +73u

yaklagiminin buldugumuz vy, v, ve y3 degerleri i¢cin 5. mertebeden interpolasyon formiili
olur.

Simdi u(x) ’in parcali diizgiin ve [x;_7,x;42] araliginda bir noktada diizgiin olmadigini
varsayalim (yani bu noktada u(x) fonksiyonu veya herhangi bir tiirevi siireksiz oldugunu

varsayalim). Bu durumda [x;_2, x;], [x;—1, Xi+1] veya [x;, x;+2] araliklarindan en az birisinde

u(x) fonksiyonu diizgiindiir. Yani, 3. mertebeden u( )1, ul(+)1 veya u 1 yaklagimlardan en

+2

az birisi hala gecerlidir.

M u(+)] ve u 1 yaklagim-

WENOS5’in amact, u(x;, 1) nin yaklagimini1 3. mertebeden . s U
2 2

larin1 konveks kombinasyonu olarak se¢mektir. Yani,

_ O, 0 @, 2) @, 3)
u(x”%) = w, ui+% + w, ui+% +wyu

l+§
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veya

5 3u;_o — 10u;_1 + 15u; N —Ui_1 + 6u; + 3u; N 3u; + 6ui — u;
M(XH_%) :wil) i-2 81 1 i +a)§l) i—1 81 i+1 +a)§l) i 18+l i+2

(5.6)
Burada ki wi") >0, a)g) > 0ve wgi) > 0 sabitlerine WENO literatiiriinde lineer olmayan
@) @)

agurliklar denir ve v, + w,” + a)gi) = 1 ’dir. a),(f) lerin asagidaki durumlart kargilamasi

gerekir:

(i) Eger u(x) fonksiyonu [x;_2, x;4+2] araliginda diizgiin ise a)ii) X Y1, wg) X Yy Ve
wgi) ~ 3 olur ve yaklagimi 5. mertebeden olur.

(i1) Eger u(x) fonksiyonu [x;_1, x;+2] araliginda diizgiin ise ancak [x;_7, x;_] aralifinin
bir noktasinda diizgiin degilse wii) ~ 0 ve wg) + wgi) ~ 1 olur ve yaklagimi 3. mer-
tebeden olur.

(ii1)) Eger u(x) fonksiyonu [x;_p,x;;1] araliginda diizgiin ise ancak [x;i1,Xi+2] ar-
aliginin bir noktasinda diizgiin degilse wéi) ~ 0 ve wi’l )+ wg) ~ 1 olur ve yaklagimi1
3. mertebeden olur.

(iv) Eger u(x) fonksiyonu [x;_»,x;—1] ve [x;,x;j+2] araliklarinda diizgiin ise ancak
[xi—1,x;] aralifinin bir noktasinda diizgiin degilse wii) ~ 0, a)g) ~ 0, wéi) ~ 1 olur ve
(5.6) yaklasimi 3. mertebeden olur.

(v) Eger u(x) fonksiyonu [x;_2, x;] ve [x;+1, x;+2] araliklarinda diizgiin ise ancak [x;, x;4+1]
araligiin bir noktasinda diizgiin degilse wii) ~ 1, wg) ~ 0, a);i ) ~ 0 olur ve yak-
lasim1 3. mertebeden olur.

w,(j) lerin sec¢imi u(x) fonksiyonunun diizgiinliiiinii 6lcen, diizgiinliik gostergesi, ,8,(:) lere

dayanir. WENO literatiiriinde

XH—% xi+l
BV =n f (P} (x))*dx + f (P! (x))%dx, k=1,23
k k k b b b
X. 1 X. 1
i-5 i-5
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seklinde segilir. Yani,

y 1
B = 3 (47, = 19u; qui—y + 2502 | + Vljou; = 31 yu; + 1007 ,

: 1
g) =3 (4”1'2—1 — 13u;_ju; + 13”1'2 + Suj_quie1 — 13uui + 4ul-2+1) ,

(1007 = 31wy + 2507, + 1w — 19uisaui +4u?, ) -

W | =

By =

olur. Simdi bu dogruluk gostergelerini kullanarak, dogrusal olmayan agirliklar1 tanim-
layabiliriz,
~ (i)

. : w
(T)I((l) = —)/k() ’ k == 1,2,3 = U)I({l) = 0) ](() (i)’ k = 1a2’3
(e + B2 @) + @y + oy

Burada ki € ’u kiigiik bir pozitif say1 almamizin sebebi paydanin O olmamasidir. WENO

literatiiriinde & = 107 seilir.

5.2 'WENOS5 YENIDEN YAPILANDIRMA

WENOS yeniden yapilandirma yontemine bakacak olursak, WENOS interpolasyon yon-

teminde oldugu gibi, bir fonksiyonun degerini diisiik dereceli polinomlar: kullanarak yak-

lasim yapma esasina dayanir. x;1o — Xj11 = Xj41 — X; = Xj — Xj—| = Xij—1 — Xj—2 = h olmak
uzere,
Qo= [x,_g,x,_%] s Qi = [X,_%,X,-_%] , Q= [xl_%,xw%]
Qiy1 = [le,ng] , Qi = X,+§,X,-+§]
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hiicreleri tanimlayalim. Farzedelim ki bir u(x) fonksiyonunun Q;_,, Q;_1, €;, Q;; 1 ve

Q> hiicrelerindeki ortalama degerleri verilmis olsun. Yani,

1 1 1
qu(x)dx:ﬂ,-_g, qu(x)dx:ﬂ,-_l, qu(x)dx:ﬁi,

Qi Qi1 Q;

1 1
Efu(x)dx:ﬁm, zfu(x)dxzﬁmz

Qi Qi
olsun. u(x) fonsiyonunun x; L=t % noktasindaki degerini bulmak i¢cin WENOS
yeniden yapilandirma formiillerini kurmak istiyoruz. Bu nedenle, u(x;, ! ) nin yaklagimin
ikinci dereceden polinomlari kullanarak ifade etmeye ¢alisacagiz.
Ik olarak amacimiz S; = {Q;_»,Q;_1,Q;} hiicrelerindeki ortalama degerleri, u(x) fonksiy-
onunun ortalama degerleri ile ayn1 degerleri alan ikinci dereceden bir polinom bulmaktir.
Polinomu, P;(x) = aj(x — x;)® + b1 (x — x;) + ¢1 biciminde ele alalim, burada a;, b; ve

c1 bilinmeyen katsayilardir. O zaman,

3h

X[—T
1 1 i
h f Pi(x)dx = ili_» h f (al(x —x)" +bi(xr = xi) + Cl) dx = i
Qi » xi—%
1 P
) P’ f Pi(x)dx = ii;_; N 7 f (al(x—x,-)2+b1(x—xl')+c1)dx =il
Qi x;—3n
i=7
1 x,-+%
— | Pi(x)dx =ii; 1
hgf 1(x) : Zf (Cll(x—xi)2+b1(x_xi)+C1)dx:ﬁi
i _h
)
4942
B ap — Zl’lbl +C1 = Ui—p
1312
- P ay — hby + c1 = i
h2
Eal +cC1 = IZZ
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ve buradan,

g = Wi_p — 20— + it by = o — 4it;_q + 3u; o = —;i_p + 2i;_1 + 23ii;
: 2h? U 2h > 24

bulunur. O zaman u(x,, ! )’nun yaklasik degeri i¢in

2

M = - —
ui+% _Pl(xH%) = 4611+ 2b1+01

Ve

u(l) _ 20;_o — Titj—1 + 11a;

i+} 6

5.7

olarak bulunur.

Teorem 12. u(x) fonksiyonu diizgiin ise (5.7) iiciincii mertebeden bir yaklasim formiilii

diir. Yani,

w = ulx,1) + O,

2

Ispat: 1i yaklagim formiilii icin Taylor a¢iliminmi kullanarak

29 — Tigj—1 + 11u;
u(l)l u(x,1) = Ui bg 1 Z

} )

x,-+%

1 7 11 h
=3 u(x)dx — oh u(x)dx + oh u(x)dx —u(x; + 5)

Sh 3h h
Xi—T xi—T xi—§

(x = x;)

)2
F =X ey + S (x) + ) dx

= — (u(xi) + (x = xpu' (x;) +
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7 ’ x_xizll )C—)Ci3,,,
~eh (u(xi) + (x — xp)u' (x;) + %u (x;)) + %u (x;) + ) dx
_3h
()
Kt 2 3
11 ’ (x = xi) "o (x = x;) "ny..
+a (u(x,) + (x — xp)u'(x;) + > u'(x;) + c u’ (x;) + ) dx
h
Xi—%

h ’ h2 ” h3 "y 4
- (M(xi) + U (x;) + i (xi) + T (x;) + O(h ))

u’(x;) — ——u""(x;)

24 12

= —L-(hu(xi)—-thu’(xQ +

4913 17h*
3h

7 27 13h3 ” 5h4 " 11 h3 ”
_@ (hu(xl) — h7u'(x;) + 2 u’'(x;) — ﬁu (xl)) o @ (hu(x,) + ﬂu (x;)

h ’ h2 ” h3 "y 4
- (M(xt) + U (x;) + i (xi) + T (x,)) +O(h")

3

__h_ 172 . 4N _ 3
= 44u (x;)) +O(h™) =0(h)

elde ederiz.

Simdi benzer sekilde amacimiz S, = {€;_1,€;,Q;,1} hiicrelerindeki ortalama degerleri,
u(x) fonksiyonunun ortalama degerleri ile ayn1 degerleri alan ikinci dereceden bir poli-
nom bulmaktir. Polinomu, P>(x) = a»(x — x;)% + ba(x — x;) + ¢ biciminde ele alalim,

burada a,, b, ve c¢; bilinmeyen katsayilardir. O zaman,
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h
Xi—7>
i ) 1o ) )
A f Py (x)dx = itj_ 7 (az(x — X))+ by(x —x;) + Cz) dx = il;_y
Qi1 xi—%
)C,"f‘%
1 _ - 1
S f Py(x)dx = i = 7 f (az(x —x)? + ba(x — x;) + cz) dx = ii;
Q; ok
)
1 f X+
— Pry(x)dx = iz 1
h 2 a - f (az(x - x,-)2 + by(x —x;) + cz) dx =i
Qi1 h
xi+%
1342 _
12 ar» — hby + ¢y = itj_y
h2
= 9 Eaz + ) = U
13h? _
B a + hby + ¢2 =il
ve buradan,
4 = i1 — 20t + il by = —iti_1 + Uljs1 o = —iti_1 + 26il; — Uiy
2 e s Es @ 24

bulunur. O zaman u(x,, ! )’nun yaklasik degeri i¢in

2
@ = - =z
ui+% = Pz(xi+%) = 1 ap + 2b2 +
ve
4@ = —itj—1 + Sit; + 241
i+} 6
olarak bulunur.

(5.8)

Teorem 13. u(x) fonksiyonu diizgiin ise ({5.8) iiciincii mertebeden bir yaklagim formiilii
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diir. Yani,

2 _ 3
ui+% = u(xi+%) + O(h’).
Ispat: (5.8) yaklagim formiilii i¢cin Taylor agilimini kullanarak

—i;_1 + Sit; + 2144

(2) _
uH%—u(xH%)— ; —u(xl.+%)
x,'—h xi+% xi+%
1 5 1 h
= ~oh u(x)dx + o u(x)dx + 7 u(x)dx —u(x; + 5)
x;i—3L xi—k X+l
i~ [ ) iTy
x[—%
1 ’ (X F xi)z ” (x — X 3 "
=~ (u(xi) + (x = xpu'(x;) + Y (x;) + T)u (x;) +...|dx
xi—%
st 2 3
5 A e,
+= (u(xi) b (x— x)ul (x) + %u"(m + %w”(m + ) dx
xi—%
1 X[+% 2 3
+ﬁ (u(x,-) + (x — xpu' (x;) + %u”(x,-) + @u'"(xi) + ) dx
xi+%
h h? &
- (u(x,-) U i)+ () + o (x0) + 0(h4>)
1 1343 5h* 5 &
=" (hu(xi) - hu' (x;) + 7 u” (x;) = gum(xi)) * e (hu(xi) + ﬁu”(xi))

+i hu(x')+h2u/(x.)+% ”( ,)+ 4 ///( )
3h i i 4 u (X; 24u X;
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( -)+h ( -)+h2 (X)) + i "(x;) | + O(hY
u(x; 2u X; 8u X; 48u Xi

h3
= " (xi) + O(h*) = 0(h)

elde ederiz.

Simdi benzer sekilde amacimiz S3 = {€);,Q;;1,Q;1>} hiicrelerindeki ortalama degerleri,
u(x) fonksiyonunun ortalama degerleri ile ayn1 degerleri alan ikinci dereceden bir poli-
nom bulmaktir. Polinomu, P3(x) = az(x — x;)% + b3(x — x;) + ¢3 biciminde ele alalim,

burada a3, b3 ve c3 bilinmeyen katsayilardir. O zaman,

)Ci+5
1 1
ZJ}%Uﬂhzﬁi i;f\@ﬂx—mf+bﬂx—%)+@whzﬁi
O xi=5
1 Xi+%
- 1
’ f P3(x)dx = iij4 = o f (a3(x — xi)2 + b3(x — x;) + C3) dx = ilj11
Qi1 +h
Xi 7
1 f d xﬁ%
— P3(x)dx = itj4 1 i
hQ * 7 f (a3(x - x,‘)2 + b3(x — x;i) + C3) dx = 42
i+2
x;+%
h2
Ea3 +c3 = IZ[
1312
— P az + hbsy + ¢c3 = ;4
494>
5 az + 2/’lb3 +c3 = L_li+2
ve buradan,
Ui — 241 + i) b =3it; + 4itir1 — Uiy 230 + i) — Uir2
asz = ) = v 3=
3 2 3 2% 3 24
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bulunur. O zaman u(x;, ! )’nun yaklagik degeri i¢in

2

3 — - —
l/li+% _P3(xi+%)— 4a3+ 2b3+C3

ve

3) _ 2i; + Sitjy1 — js2

A
l+§ 6

olarak bulunur.

(5.9)

Teorem 14. u(x) fonksiyonu diizgiin ise ({5.9) iigiincii mertebeden bir yaklagim formiilii

diir. Yani,

= u(x;; ) + O(h).

Ispat: 1) yaklagim formiilii i¢in Taylor acilimini kullanarak

u” (x;) + ) dx
u” (x;) + ) dx

u” (x;) + ) dx

”z(i)% —ulx, 1) = 200 + 55‘21 — Uiy )
1 s s Xty 1 i+ h
~ 3 u(x)dx + h u(x)dx — h f u(x)dx — u(x; + E)
#4 xi+§ xtdh
xith 2 |
=3 (M(Xi) + (x — xp)u'(x;) + @u"(xi) N %
xi=%
5 xi+ 3 (x = x7)2 = 5}
i (M(Xi) + (x — xp)u' (x;) + T””(xi) P Lo
xith
. 2 |
- (u(xl') + (x — xp)u' (x;) + @u”(xi) N %
e
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h ’ hz ” h3 " 4
- (M(Xi) +Su (x;) + i (xi) + Tl (x;)) + O(h ))

1 h3 ” 5 2.7 13h3 ” 5h4 172
=35 (hu(x,-) + ﬁu (x,-)) + o (hu(xl-) + hu'(x;) + o7 u'(x;) + ﬁu (xl-))

1 4913 17h*
—c (hu(x,-) + 2070 (x;) + Wu”(xi) * 1

u//l (xl ))

h ’ h2 ” h3 "y 4
- (u(xi) + Eu (x;) + gu (x;) + &u (x,)) +O(h")

3

__h_ ” . 4N _ 3
= 12u (x))+O(h™) =0(h)

elde ederiz.
Simdiise S = {Q;_7,Qi_1,0;,Q;+1,Q;42} hiicrelerindeki ortalama degerleri, u(x) fonksiy-
onunun ortalama degerleri ile ayn1 degerleri alan dordiincii dereceden bir polinom bul-

maktir. Polinomu, P(x) = a(x — x)* +b(x —x;)3 +c(x = x;))>+d(x — x;) + e biciminde

ele alalim, burada a, b, c, d ve e bilinmeyen katsayilardir. O zaman,
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1
ZfP(x)dx:ﬁ,-_z
Qi >
lfP(x)alx— i
A = Uj-1
Qi1
1 _
) ZfP(x)dx:u,- —
Q;
1‘fP( )dx = ii;
h X)ax = Ujy1
Qi1
lfP(x)dx—L?
A = Ui+2
Qi

3h
xi—T

f (a(x — x,~)4 + b(x — x,~)3 +c(x — x,~)2 +d(x—x;)+ e) dx =i

! f (a(x - x,~)4 + b(x — x,~)3 +c(x— xi)2 +d(x—x;)+ e) dx = it;_

3h
Xi—T
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1441 17 49
——h*a— —hb+ —=h*c-2h = ii;_
) b+ phe d+e=1i
121 5 13
Eh“a - Zh3b + Ehzc - hd +e = IZZ‘_]
o h?

— %G+EC+€:I/71‘
121 5 13 _
%I/ﬁa + Zh3b + Ehzc +hd +e = Uit
1441 , 17, 49 , -
20 h'a + > h°b+ 12h c+2hd+e =1y

olur. Bu sistemi ¢ozerek,

- @i — 41 + 6i; — 4itj + i b= —iti—p + 201 — 2041 + W42

24h4 ¥ 1243 ’
= —it;_o + 12it;_1 — 22it; + 120t;1 — Ui4n d= Sit;_p — 34i;_1 + 34it;1 — Sitj4n

16h2 ’ 48h ’
—9it;_» + 116i0;_1 — 21344; + 116#;.1 — ;40

e =

1920
bulunur. O zaman
h4 ]’13 2
Uy | = P(xl+%) = Ea+ §b+ Zc+§d+e
1 13 47 9 1
Uiyt = %ﬁi—z - @ﬁi—l + @ﬁi + Eﬁi” - 2—Oﬂi+2 (5.10)

bulunur.

Teorem 15. u(x) fonksiyonu diizgiin ise (5.10) besinci mertebeden bir yaklasim formiilii

diir. Yani,

Uy = u(x;, 1) + O(R).
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Ispat: (5.10) yaklagim formiilii icin Taylor agilimini kullanarak

1 _ 13_ 47_ 9 _ 1 B
u,‘+% - u(xi+%) = %Mi—z - @Mi—l + @Mi + %Miﬂ _ 2_0ui+2 _ u(xl.+%)
xi—30 xi—k Xi+%

1 13 47
= ?,()_h u(x)dx — 60_h u(x)dx + 6()_h u(x)dx
Xi_% xi—% xi_%
xi+% X,’+%
; (x)dx — — e — a4
AN u\x)ax — ——- _ . n
20h So | Hdx —ulxi+ 3
X[+% X[+%
Xi—%
: ! (x_xi)z ” (x_xi 3 "
) f (u(x,-) + (- xu () + ———u () + T)u (x;)
xi—%
T U (x;) + 70 “ (x;) +...|dx
Xi—h
& ’ X—Xl-)z ” X — X 3 "
o (I/t(xi) + (x — x)u'(x;) + (Tu (x7) + %u )
Xi—%
(x=x)* (x=x)° s
" 24 “ (xl) + 120 u (Xz) +... d_x
xi+’% ) 3
47 o o
+@ (M(Xi) +(x - Xi)u’(xi) + %M”()ﬁ) + %MW(XQ
h
Xi7
=) (x=x) )
- 24 W (x) + 120 u’(x;)+...|dx
o (x = 30 (- )’
’ XX ” X = X "
+m (M(Xi) + (x - x,')u (Xl') + Tu (xi) + Tu (Xi)
x,~+%
(x=x)* (x=x)° s
" 24 “ (xl) + 120 u (xz) +... dx
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Xi+%

v )2 _ +)3
(x —x;) W (x) + (x — xi)

2 6 u/ll (xl)

(M(xi) + (x — xpu' (x;) +

(x - xp)* 4)
o v 5,

(x = x;)

5
u(s)(xi) +.. ) dx

w(x;) + =’ (x;) + —u" (x;) + —u” (x;) + —u® (x;) +

h h? h3 K4 hd
2 8 48 384 3840

u® (x;) + 0(h6))

1 4943 17h* 14414° 93140
——|hn ; _2h2 ’ ; ” ) —— " ; (4) ) - 5) .

30h(”(x) R R Ty TR R T

13 Y 13n° , snt 1210° (4 91h® s
_60_h (hu(xz) - h*u'(x;) + 7” (xi) — au (x;) + 1920 u(x;) — %M (xi)

’ (4)
+@ hu(x,-) + ﬁlx[ (Xl) + 19201/! ( ,)

9 1313 5ht 1214 9

+m(hu(x,-)+h2u'(xi)+ o u”(xi)+ﬁu'"(xi)+ 1520 u®(x) 5760u<5>(x,))

9K’ 17h% 14414° 93140
” ) " ) 4) ) 5) .
o (X)) F () + e () + Seeu (x’))

1 2.7 4
~30nh (hu(xl) +2h7u' (x;) +

)+ 2t + e+ o + 2 ) + 2 () + 00
u(x; 2u X; 8u Xi 48u X; 384u X; 3840u X;
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__h_ (%) 6y _ 5
= 5o (xi) + O(h”) = O(h”)

elde ederiz.

Asi1l 6nemli olan ise 5.mertebeden (5.10) yaklagiminin 3. mertebeden (5.7), (5.8) ve (5.9)

yaklasimlarinin lineer birlesimi seklinde yazilabiliyor olmasidir. Yani

—ylu +y2u @ +y3u 3)1 (5.11)
2
veya
1 13 N 47 N 9 1
u. = —Uj—p) — —=Uj— —U; —Uj+1 — —<U;
#3730 260 60 20 T T 20
20;_0 — Titj_1 + 11i; —it;_1 + Sit; + 2it; 41 20; + Sijr1 — Uign
=7 72 T3
6 6 6
- 3 3 . . )

olur. Bu esitlik y; = 10’ vy = 3 ve y3 = T oldugunda saglanir. Buradaki yy, v, ve y3

sabitlerine WENO literatiiriinde lineer agirliklar denir.
Ozetle, u(x) fonksiyonu § = {€;_»,Q;_1,Q;,Qi+1,Qi4+2} hiicrelerin iizerinde diizgiin ise

(5.7), (5.8) ve (5.9) yaklagimlari 3. mertebeden olmasina ragmen

u(xp 1) =ty 71” +)’2M +)’3u)
2

yaklagiminin buldugumuz vy, v, ve y3 degerleri icin 5. mertebeden yeniden yapilandirma
formiilii olur.

bbliimiinde anlatildig1 gibit WENOS’in amaci, u(x,, ! ) ‘nin yaklasimini 3. mertebeden

ufl)l , u@l ve u yakla§1mlar1n1 konveks kombinasyonu olarak se¢mektir. Yani,
1

l+§ 3

w® (1) (@) (2)

+0Pu®
2

l+7

u(xH%): +a)
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veya

(i) 28— — Tiaj—y + 11i; 4o —iti—1 + Sit; + 2011 N w(i)2’/_‘i + 501 — Uiy
1 6 2 6 3 6

u(x, 1) =w

1
2

(5.12)

Burada ki wi") >0, a)(i) > 0ve w(i) > 0 sabitlerine WENO literatiiriinde lineer olmayan

(@) ()

agirliklar denir ve w " + w5’ + w(l) = 1 dir.
a),(j) lerin se¢imi u(x) fonksiyonunun diizgiinliiiinii 6lcen, diizgiinliik gostergesi, ,8,(:) lere

dayanir. WENO literatiiriinde

1
ity i+5
B = f(P (x))2dx + I3 f(P”(x)) dx, k=123
Yol Yol
2 2
seklinde segilir. Yani,
1
ﬁ(l) =— (Mz 2 = 201 + 1) + 1 (if;—p — 4it;_1 + 3i;)°
i 3 o I _ _
,3() =— (Mz 1= 20 + i) + 1 (-1 — 1),
@ _ - — 20 l 3i Aii: = 2
ﬁ = (ul Ui+l + ul+2) + ( i — 4l + ii0)” .

olur. Simdi bu dogruluk gostergelerini kullanarak, dogrusal olmayan agirliklar1 tanim-

layabiliriz,
~ (i)
_ . )
o= —Y k=123 = @ oP=——k — k=123
(e + )2 @\ + oy + oy

Burada ki ¢ ’u kiiciik bir pozitif say1 almamizin sebebi paydanin 0 olmamasidir. WENO

literatiiriinde & = 1076 segilir.
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6. ADVEKSIYON DENKLEMLER

1-boyutlu homojen olmayan adveksiyon denklemlerini ele alalim:

u +au, = f(x,t), 0<x<lIl, t>0 (6.1)

Burada a = sabit ve f(x,r) verilen bir fonksiyon olsun. Her yerde (6.1I)) denkleminin
¢Oziimii u(x,)’ nin periyodik fonksiyon oldugunu varsayalim.

[0,/] arali§inin

ve

seklinde tanimlayalim.

(6.1) denklemi igin sonlu hacim yontemini uygulamak, denklemin €; hiicresi iizerinde

integralini almak ve hiicrenin hacmine bdlmek anlamina gelir. Bunun sonucunda

1 a 1 .
Efu,dx+zfuxdx:Eff(x,t)dx, i=12,...,N (6.2)

Q; Q; Q;
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elde ederiz. u(x,t) fonksiyonunun €; hiicresindeki ortalama degerini

1
(1) = zfu(x,t)dx, i=12,...,N
Q;

seklinde tanimlayarak (6.2) den

dii, a = .
d_tl + (u(xH%,I) - M(X,'_%,t)) =fi), i=12,....N (6.3)

- 1
yazilabilir. Burada f;(t) = 7 f f(x,t)dx, i = 1,2,...,N dir. Sonlu hacim yontem-

Q;

ini tamamlamak i¢in u(x,?) fonksiyonunun x = x;

i+ noktalarindaki degerlerini iz;(¢)

ortalama degerleri cinsinden ifade etmemiz gerekir. Bunun icin 6nceki boliimde elde

ettigimiz WENO3 ve WENOS formiillerini kullanacagiz.

6.1 WENO3 UYGULAMALARI

(4.10) yaklasim formiiliinii kullanarak

N (3 1 51 1
u(x;, 1.0 = o (gw) - iai_la)) + ) (Eai(t) + Eam(t)) (6.4)
ve
(3 1 el 1
u(x;_y0) = wf " (Eui_m - Eai_za)) +wi™Y (Ea,-_l(t) - ;@-(r)) (6.5)

yazabiliriz. (6.4) ve (6.5) formiillerini (6.3])’de yerine koyarsak:

dlZ,’ a - 3 _ 1 _ - 1 _ 1 _
= (3= )t g3
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veya

dii; a i a
i PN ¢ l)ﬁi—2+_

2h

@-1 -1 @Y\ .
o Zhwl (3a)1 tw, +w )u,_l

a (i-1) ) O\~ 4 ()- o
tor (@7 =30 0y )i - ol + i i=12...N  (66)

adi diferensiyel denklemlerin sistemini elde ederiz. Burada periyodik kosullarina gore

_ (0) (N)
1

. k. o _ 0 N
U_y = UN-1, U0 = UN, UN+1 = U], W) =W, wé) = cu; ) dir.

6.2 WENOS UYGULAMALARI

(5.12)) yaklasim formiiliinii kullanarak

A 7 11 ; 1 5 1
u(x;, 1,1) = wy (gﬁi—z(l) - gﬂi—l(l) + Eﬁi(l)) + ) (_gﬂi—l(t) + gb_‘i(l) + gﬂm(l)

51 5 1
+ wél) (gﬁi(t) + gﬁm(f) - gﬁi+2(t)) (6.7)

veE

1 7 11 i 1 5 1
u(x;_g.1) = )" (ga,-_3(t) ~ el (t) + gai_m))w;’ b (—gﬁi—z(t) i (1) + gw))

+ wgi_l) (%L_t,-_l(t) + gb_ti(t) - éﬁiﬂ(t)) (6.8)
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yazabiliriz. ve (6.8) formiillerini (6.3))’de yerine koyarsak:

db_ti a G-1) 1_ 7_ +11_ + G-1 1_ +5_ +1_
—=-|w Sii3 — —iljp + — i1 | Y w, (=<l + Zliy + Sl
7 Ui 3 6Hi 2 6 i 1 6“1 2 6”1 1 3uz

(i-1) 1 5_ 1 ) 1 7 11 _
T 3”’_1 + 6~ 6”’“ B! 5”1—2 - gl + < i

_a)(l) _lﬂ +§l/_l+ll/_l _a)(l) lﬁ+ él/_t — ll/_t
2 6 i—1 6 i 3 i+1 313 i 5 i+1 6 i+2

veya

dul _ (l 1) - @i-1) (-1 ®
i R R L UL

v o . . N
+6—h (11w§l ) 4 Sa)g ) 4 2w§l ) 4 7w§’) + a)g)) Wi

a i-1) @i-1) @) @) @) ~
+6_h (2w2 + 5a)3 — lla)1 Sa) 2w3 ) if;

a)(i

_6_h( 3 +2w(l)+5w(l)) ey + ()l/ll+2+fl’ i=12,...,N 6.9)

6h3

adi diferensiyel denklemlerin sistemini elde ederiz. Burada periyodik kosullarina gore

7o =7 s =7 5o — 7 i — 7 o _ w0 _ (N
U2 = UN-2, U-1 = UN-1, U) = UN, UN+1 = U1, UN+2 = U2, wl - a)l ] wz - (,l); )’

0 _ )
Wy = W, dir.
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6.3 RUNGE-KUTTA METODU

(6.1) denklemi i¢in WENO3 veya WENOS uygulaninca sirasiyla (6.6) veya (6.9) adi

diferensiyel denklem sistemleri elde edilir.

(6.6) ve (6.9) sistemleri su formda yazilabilir:

di
— = L@m) +£@ (6.10)
burada ) ) ) )
i1 (1) fi(0
3 it (1) f @) ) o
u(t) = . f(@0) = , L(o) = W(u()) - (@)
| (1) | | fa(0) |

(6.10) adi diferensiyel denklemler sistemi 3.mertebeden agik Runge-Kutta giiclii-kararlilik-
koruyucu metodu [3]] kullanilarak ¢oziilebilir.
iV = o + 7 (L@h) + (1),
6@ = 2t 4 2a0 + D (L) + ey + 1)) (6.11)
3" Ty 4 ’

1 2 2
ot = ok ¢ §ﬁ(2) + ?T (L(ﬁ(z)) +£(1 + %)) .

6.4 HATA OLCUMU

h

N
|Hatalli = 5 31,1 (T) = u(x;, .7
i=1

burada u(x,, 1 JT) veii,, 1 (T) srastyla x = x; + % t = T i¢in ¢Oziimiin gercek ve niimerik

degerleridir.
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IHatalleo = max Uf = (1)), 1 <i < x

burada U;(t) = % f u(x,ty)dx ve t = ty i¢in €; hiicresindeki gercek ¢oziimiin ortalama
Q;
degeri ve karsiliginda l_]ik niimerik ¢oziimiidiir.

6.5 NUMERIK ORNEKLER

Bu béliimde, yukarida anlattigimiz WENO3 ve WENOS yontemlerini iki farkli 6rnekte
uygulayacagiz. Birinci Ornekte ¢oziimii diizgiin fonksiyon olan homojen adveksiyon
problemi icin WENO3 ve WENOS5 yontemlerini uygulayarak sirasiyla 3. ve 5. mer-
tebeden yontemler oldugunu gosterecegiz. Asil amacimiz WENO3 ve WENOS5 yon-
temlerinin, ¢oztimleri diizgiin olmayan problemler icin uygulanabilecegini gostermektir.
Bu nedenle ikinci 6rnekte ¢oziimil siireksiz olan tekil kaynakli adveksiyon problemi i¢in

WENO3 ve WENOS yontemlerini uygulayacagiz.

Ornek 3.

u+u, =0, O<x<l1, O<t<l,
u(x,0) =sin(2rx), 0<x <1, (6.12)

u0,r) =u(l,r), 0<r<l1

baslangic - sinir - deger hiperbolik problemi ele alalim.

Problem (6.12)’in gercek ¢oziimii
u(x,t) =sin2r(x—-1)), 0<x<1, 0<r<l

diir. Goriildiigii gibi bu ¢éziimii diizgiin bir fonksiyondur.
Ilk olarak problem (6.12)) icin WENO3 sonlu hacimler yontemini uygulayarak (6.10) adi

diferensiyel denklem sistemini elde ederiz. Elde ettigimiz sistemi 3.mertebeden Runge-
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Kutta giiclii-kararlilik-koruyucu metodunu 7 = 10™* degeri icin kullanarak
probleminin niimerik ¢6ziimiinii elde ederiz.

Tablo 6.1, N hiicre sayis1 olmak iizere, N’nin farkli degerleri i¢in elde ettigimiz (6.12)
probleminin niimerik ¢dziimlerinin hatalarin1 gostermektedir. Gordiigiimiiz gibi || - || Ve
|| - |y normlarinin ikisinde de WENO3 yonteminin yakinsaklik mertebesi {ictiir. Bu da

bizim teorik bulgularimizla uyusmaktadir ¢iinkii (6.12)) probleminin ¢6ziimii diizgiin bir

fonksiyondur.
Tablo 6.1 |b problemi icin WENO3 yonteminin hatalari.

N | ||Hata|lo | Mertebe | ||Hatal|; | Mertebe
20 | 4.50e-002 - 2.16e-002 -
40 | 5.09e-003 | 3.145 | 1.99e-003 | 3.442
80 | 5.41e-004 | 3.232 | 1.82e-004 | 3.445

160 | 5.61e-005 | 3.271 | 2.06e-005 | 3.142

320 | 5.31e-006 | 3.400 | 2.56e-006 | 3.012

Aym sekilde problem (6.12)) icin WENOS sonlu hacimler yontemini uygulayarak (6.10)

adi diferensiyel denklem sistemini elde ederiz. Elde ettigimiz sistemi 3.mertebeden Runge-
Kutta giiclii-kararlilik-koruyucu metodunu 7 = 10™* degeri icin kullanarak

probleminin niimerik ¢6ziimiinii elde ederiz.

Tablo 6.2, N hiicre sayis1 olmak iizere, N’nin farkli degerleri i¢in elde ettigimiz (6.12)

probleminin niimerik ¢dziimlerinin hatalarin1 gostermektedir. Gordiigiimiiz gibi || - || Ve

| - |l; normlarinin ikisinde de WENQOS yonteminin yakinsaklik mertebesi bestir. Bu da

bizim teorik bulgularimizla uyusmaktadir ¢iinkii (6.12)) probleminin ¢6ziimii diizgiin bir

fonksiyondur.

Tablo 6.2 |b problemi icin WENOS yonteminin hatalari.

N | ||Hata|lo | Mertebe | ||Hatal|; | Mertebe

20 | 2.57e-003 - 1.48e-003 -

40 | 8.88e-005 | 4.852 | 4.54e-005 | 5.019

80 | 2.83e-006 | 4972 | 1.41e-006 | 5.005
160 | 8.60e-008 | 5.039 | 4.42e-008 | 5.001
320 | 2.62e-009 | 5.036 | 1.42e-009 | 4.962
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Ornek 4.

1
ut+ux:sin(m‘)-6(x—§), O0<x<l1, 0<t<0.5,

u(x,00=0, 0<x<l, (6.13)

u(0,t) =u(l,r), 0<r<0.5

baslangi¢-sinir-deger problemini ele alalim.

Problem (6.13)’in gergek ¢oziimii

1
0, < = > -+,
X 3 veya X 3

l/l(x,t): 1 1
sin(n~(t+——x)), §§xs

+1
3

W —

diir. Goriildiigii gibi bu fonksiyon x = % noktasinda siireksizdir.

Ik olarak problem icin WENO3 sonlu hacimler yontemini uygulayarak adi
diferensiyel denklem sistemini elde ederiz. Elde ettigimiz sistemi 3.mertebeden Runge-
Kutta gii¢lii-kararlilik-koruyucu metodunu 7 = 5-1073 degeri icin kullanarak
probleminin niimerik ¢6ziimiinii elde ederiz.

Tablo 6.3, N hiicre sayis1 olmak iizere, N’nin farkli degerleri i¢in elde ettigimiz (6.13)

probleminin niimerik ¢oziimlerinin hatalarin1 gostermektedir. Gordiigiimiiz gibi || - ||
normu icin yakinsaklik yoktur ancak || - ||; normu i¢in birinci mertebeden yakinsaklik
vardir.

Tablo 6.3 |D problemi icin WENQO3 yonteminin hatalari.

N | ||Hata|l» | Mertebe | ||Hatal|l; | Mertebe

10 | 3.13e-001 - 5.08e-002 -

40 | 3.34e-001 - 1.00e-002 | 1.171
160 | 3.33e-001 - 2.23e-003 | 1.082
640 | 3.33e-001 - 5.28e-004 | 1.040

Ayni sekilde problem (6.13)) icin WENOS sonlu hacimler yontemini uygulayarak (6.10)

adi diferensiyel denklem sistemini elde ederiz. Elde ettigimiz sistemi 3.mertebeden Runge-
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Kutta giiclii-kararlilik-koruyucu (6.11) metodunu 7 = 5-1073 degeri i¢in kullanarak (6.13)

probleminin niimerik ¢6ziimiinii elde ederiz.

Tablo 6.4, N hiicre sayisi olmak iizere, N’nin farkli degerleri i¢in elde ettigimiz (6.13)

probleminin niimerik ¢oziimlerinin hatalarin1 gostermektedir. Gordiigiimiiz gibi || - ||
normu icin yakinsaklik yoktur ancak || - ||; normu i¢in birinci mertebeden yakinsaklik
vardir.

Tablo 6.4 1b problemi icin WENQOS yonteminin hatalart.

N | ||Hata|lo | Mertebe | ||Hatal|; | Mertebe

10 | 3.33e-001 - 3.95e-002 -

40 | 3.33e-001 - 9.03e-003 1.063
160 | 3.33e-001 - 2.17e-003 1.028
640 | 3.33e-001 - 5.28¢e-004 | 1.020

Ozet olarak, niimerik sonuclarda goriildiigii gibi WENO3 ve WENOS yontemleri ¢oziimii
diizgiin fonksiyon olan adveksiyon problemi i¢in uygulaninca sirasiyla ii¢iincii ve besinci
mertebeden yakinsakligi elde etmis olduk. Ayrica bu yontemleri ¢6ziimii siireksiz fonksiyon
olan tekil terimli adveksiyon problemi i¢in uygulayinca mertebe diisiikliigiinii gozlem-
lemis olduk. Ancak || - ||; normda hala birinci mertebeden yakinsaklik oldugunu soyleye-
biliriz. Bu sonuclar gosteriyor ki WENO yontemleri diger klasik yontemlere gore daha

avantajhidir.
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7. SONUC

Bu tezde, tekil terimli Adveksiyon denklemler i¢in niimerik yontemler sunulmustur. Uzam-
sal ayriklastirma i¢in ti¢iincii ve besinci mertebeden Agirlikli Esasinda Salinimsiz (WENO)
sonlu hacim yontemleri kullanilmigtir. Zamansal ayriklagtirmasi i¢in ise, li¢iincii mer-
tebeden Runge-Kutta yontemi kullanilmigtir. Coziimii diizgiin olan problemler icin hata
analizi gosterilmigtir. Teorik bulgular: teyit eden niimerik 6rnekler verilmistir.

Sonug olarak belirtmek gerekir ki, bu tezde sunulan niimerik yontemler, tekil terimli

Adveksiyon-Difiizyon denklemler i¢in de benzer sekilde uygulanabilir.
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EKLER

Ek.1 Tekil terimli adveksiyon denklemi icin WENO3 MATLAB kodu

function [hata_inf,hata_Ll]=adveksiyon2_weno3
clear all;close all;

global gamal gama2 epsilon N c

% u_t + a*u_x = sin(pi*t)*delta(x-XI), O<x<l, 0<t<0.5
% u(x,0)=0, 0<=x<=1

% u(®,t)=u(l,t), 0<=t<=0.5

% |10, eger 0<=x<XI ise

% Cozumu = |sin(pi*(a*t-x+XI)/a)/a, eger XI<=x<a*t+XI
% |®, eger a*t+XI<=x<=1 ise

% XI=1/3; a=1

% Yontem: WENOS5 + RK3

a=1;

T® = 0; Tson = 0.5;

K = 10000; N = 160;
xi=1/3;

j=ceil (xi*N);

tau=(Tson-TO®) /K;
for i=1:K
tvalues(i)=i*tau;

end

h=1/N;
for i=1:N
xvalues(i)=0.5%h+(i-1)*h;

end
rk21 = 3/4; rk22 = 1/4; rk31 = 1/3; rk32 = 2/3;

c = a/(2*h); cl=0.5*tau; c2=0.5%h; c3=pi*h;

gamal = 1/3; gama2 = 2/3;
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epsilon = 0.000001;

CFL=tau/h;

hata_inf=0;

for m=1:N

u(m)=0;

end

L=sparse(N,N);

for jj=1:K

% TVD Runge-Kutta 3

% Birinci adim
[L,uhalf]=L_matris(u);
Lu=L*u’;

ul = u’ + tau*Lu;

ul(j)=ul(j)+CFL*sin(pi*(tvalues(jj)-tau));

% Ikinci adim
[L,uhalf]=L_matris(ul);

Lul=L*ul;

u2 = rk21*u’ + rk22*(ul+tau*Lul);

u2(j)=u2(j)+rk22*CFL*sin(pi*tvalues(jj));

% Ucuncu adim
[L,uhalf]=L_matris(u2);

Lu2=L*u2;

u3 = rk31*u’ + rk32*(u2+tau*Lu2);

u3(j)=u3(j)+rk32*CFL*sin(pi*(tvalues(jj)-cl));

u=u3’;

for i=1:N
if(((xvalues(i)-c2)>xi)&&((xvalues(i)+c2)<(xi+a*tvalues(jj))))
exactsol_u(i)=(cos(pi*(xi+a*tvalues(jj)-xvalues(i)-c2)/a)-cos(pi*(xi+a*tvalues(jj)-xvalues(i)+c2)/a))/
elseif(((xvalues(i)-c2)<xi)&&((xvalues(i)+c2)>xi))

exactsol_u(i)=(cos(pi*(xi+a*tvalues(jj)-xvalues(i)-c2)/a)-cos(pi*tvalues(jj)))/(c3);
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elseif(((xvalues(i)-c2)<(xi+a*tvalues(jj)))&&((xvalues(i)+c2)>(xi+a*tvalues(jjd)))
exactsol_u(i)=(1-cos(pi*(xi+a*tvalues(jj)-xvalues(i)+c2)/a))/(c3);

else
exactsol_u(i)=0;

end

end

temp=norm(abs(u-exactsol_u),inf);

if temp>hata_inf
hata_inf=temp;

end

%plot(xvalues,abs(u-exactsol_u))

%drawnow

end

hata_L1=0;
time=tvalues(K);
[L,uhalf]=L_matris(u);
for i=1:N
if(((xvalues(i)+c2)<xi) || ((xvalues(i)+c2)>=(xi+a*time)))
exactsol_u(i)=0;
else
exactsol_u(i)=sin(pi*(xi+a*time-xvalues(i)-c2)/a)/a;
end
hata_Ll=hata_Ll+abs(uhalf(i)-exactsol_u(i))*h;

end

end

function [L,uhalf]=L_matris(u)

global gamal gama2 epsilon N c

%% Ilk once OMEGA lari hesaplatma
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for i=1:N

if i==
uiml=u(N);
ui=u(i);
uipl=u(i+1);
uip2=u(i+2);

elseif i==(N-1)
uiml=u(i-1);
ui=u(i);
uipl=u(N);
uip2=u(l);

elseif i==N
uiml=u(i-1);
ui=u(i);
uipl=u(l);
uip2=u(2);

else
uiml=u(i-1);
ui=u(i);
uipl=u(i+1);
uip2=u(i+2);

end

betal = (uipl-uiml)A2;

beta2 = (3*ui-4*uipl+uip2)+2;

omegal_bar = gamal/((epsilon + betal)*2);

omega2_bar = gama2/((epsilon + beta2)+2);

omegal (i) omegal_bar/(omegal_bar + omega2_bar);

omega2 (i) omega2_bar/(omegal_bar + omega2_bar);
uhalf(i)=0.5%(omegal(i)*(3*ui-uiml)+omega2 (i) *(ui+uipl));

end

%% L matrisi hesaplatma

% Birinci satir

i=1;

L(i,i)=c*(omega2(N) - 3*omegal(i) - omega2(i));

65



L(i,i+1)=-c*omega2(i);
L(i,N)=c*(3*omegal(N) + omega2(N) + omegal(i));

L(i,N-1)=-c*omegal(N);

% Ikinci satir

i=2;

L(i,i)=c*(omega2(i-1) - 3*omegal(i) - omega2(i));
L(i,i+1)=-c*omega2(i);

L(i,i-1)=c*(3*omegal(i-1) + omega2(i-1) + omegal(i));

L(i,N)=-c*omegal(i-1);

% ’'N’-nci satir

i=N;

L(i,i)=c*(omega2(i-1) - 3*omegal(i) - omega2(i));
L(i,1)=-c*omega2(i);

L(i,i-1)=c*(3*omegal(i-1) + omega2(i-1) + omegal(i));

L(i,i-2)=-c*omegal(i-1);

% i=3,4,5,...,N-1 - nci satirlar

for i=3:(N-1)
L(i,i)=c*(omega2(i-1) - 3*omegal(i) - omega2(i));
L(i,i+1)=-c*omega2(i);
L(i,i-1)=c*(3*omegal(i-1) + omega2(i-1) + omegal(i));
L(i,i-2)=-c*omegal(i-1);

end

end
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Ek.2 Tekil terimli adveksiyon denklemi icin WENOS MATLAB kodu

function [hata_inf,hata_Ll]=adveksiyon2_weno5
clear all;close all;
global gamal gama2 gama3 epsilon N

global bl b2 al a2 a5 a7 all k1 k2 k3 k4 k5

%% u_t + a*u_x = sin(pi*t)*delta(x-XI), O<x<l, 0<t<0.5
%% u(x,0)=0, O0<=x<=1

%% u(®,t)=u(l,t), O0<=t<=0.5

%% |0, eger 0<=x<XI ise

%% Cozumu = |sin(pi*(a*t-x+XI)/a)/a, eger XI<=x<a*t+XI
%% |0, eger a*t+XI<=x<=1 ise

%% XI=1/3; a=1

%% Yontem: WENO5 + RK3

T® = 0; Tson = 0.5;

K = 10000; N

40;

xi=1/3;

j=ceil (xi*N);

tau=(Tson-TO®) /K;
for i=1:K
tvalues(i)=i*tau;

end

h=1/N;
for i=1:N
xvalues(i)=0.5%h+(i-1)*h;

end

rk21 = 3/4; rk22 = 1/4; rk31 = 1/3; rk32 = 2/3;

bl 13/12; b2 = 1/4;

al

a/(6*h); a2 = 2*al; a5 = 5%al; a7 = 7*al; all = 11*al;
c1=0.5*tau; c2=0.5*h; c3=pi*h;

ki=1/3; k2=-7/6; k3=11/6; k4=-1/6; k5=5/6;

gamal = 1/10; gama2 = 3/5; gama3 = 3/10;

epsilon = 0.000001;

CFL=tau/h;
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hata_inf=0;

for m=1:N

u(m)=0;

end

L=sparse(N,N);

for jj=1:K

% TVD Runge-Kutta 3

% Birinci adim
[L,uhalf]=L_matris(u);
Lu=L*u’;

ul = u’ + tau*Lu;

ul(j)=ul(j)+CFL*sin(pi*(tvalues(jj)-tau));

% Ikinci adim
[L,uhalf]=L_matris(ul);

Lul=L*ul;

u2 = rk21*u’ + rk22*(ul+tau*Lul);

u2(j)=u2(j)+rk22*CFL*sin(pi*tvalues(jj));

% Ucuncu adim
[L,uhalf]=L_matris(u2);

Lu2=L*u2;

u3 = rk31*u’ + rk32*(u2+tau*Lu2);

u3(j)=u3(j)+rk32*CFL*sin(pi*(tvalues(jj)-cl));

u=u3’;

for i=1:N
if(((xvalues(i)-c2)>xi)&&((xvalues(i)+c2)<(xi+a*tvalues(jj))))
exactsol_u(i)=(cos(pi*(xi+a*tvalues(jj)-xvalues(i)-c2)/a)-cos(pi*(xi+a*tvalues(jj)-xvalues(i)+c2)/a))/i
elseif(((xvalues(i)-c2)<xi)&&((xvalues(i)+c2)>xi))
exactsol_u(i)=(cos(pi*(xi+a*tvalues(jj)-xvalues(i)-c2)/a)-cos(pi*tvalues(jj)))/c3;
elseif(((xvalues(i)-c2)<(xi+a*tvalues(jj)))&&((xvalues(i)+c2)>(xi+a*tvalues(jj))))

exactsol_u(i)=(1l-cos(pi*(xi+a*tvalues(jj)-xvalues(i)+c2)/a))/c3;
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else
exactsol_u(i)=0;
end

end

temp=norm(abs(u-exactsol_u),inf);

if temp>hata_inf
hata_inf=temp;

end

end

hata_L1=0;
time=tvalues(K);
[L,uhalf]=L_matris(u);
for i=1:N
if(((xvalues(i)+c2)<xi) || ((xvalues(i)+c2)>=(xi+a*time)))
exactsol_u(i)=0;
else
exactsol_u(i)=sin(pi*(xi+a*time-xvalues(i)-c2)/a)/a;
end
hata_Ll=hata_Ll+abs(uhalf(i)-exactsol_u(i))*h;

end

end

function [L,uhalf]=L_matris(u)

global gamal gama2 gama3 epsilon N

global bl b2 al a2 a5 a7 all k1 k2 k3 k4 k5

%% Ilk once OMEGA lari hesaplatma

for i=1:N

if i==

uiml=u(N);
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uim2=u(N-1);
ui=u(i);
uipl=u(i+1);
uip2=u(i+2);
elseif i==
uiml=u(i-1);
uim2=u(N);
ui=u(i);
uipl=u(i+1);
uip2=u(i+2);
elseif i==
uiml=u(i-1);
uim2=u(i-2);
ui=u(i);
uipl=u(l);
uip2=u(2);
elseif i==(N-1)
uiml=u(i-1);
uim2=u(i-2);
ui=u(i);
uipl=u(i+1);
uip2=u(l);
else
uiml=u(i-1);
uim2=u(i-2);
ui=u(i);
uipl=u(i+1);
uip2=u(i+2);

end

betal = bl*(uim2-2*uiml+ui)*2 + b2*(uim2-4*uiml+3*ui)A2;
beta2 = bl*(uiml-2*ui+uipl)*2 + b2*(uiml-uipl)A+2;

beta3 = bl1*(ui-2*uipl+uip2)42 + b2*(3*ui-4*uipl+uip2)42;

omegal_bar gamal/((epsilon + betal)?2);

omega2_bar gama2/((epsilon + beta2)42);

omega3_bar gama3/((epsilon + beta3)~2);

omegal(i) = omegal_bar/(omegal_bar + omega2_bar + omega3_bar);
omega2 (i) = omega2_bar/(omegal_bar + omega2_bar + omega3_bar);
omega3 (i) = omega3_bar/(omegal_bar + omega2_bar + omega3_bar);
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uhalf(i)=omegal(i)* (k1*uim2+k2*uiml+k3*ui)+omega2 (i)* (k4*uiml+k5*ui+kl*uipl)+omega3 (i) *(kl*ui+k5*uipl+k4*uip2);

end

%% L matrisi hesaplatma

% Birinci satir

i=1;

L(i,i)=a2*omega2(N) + a5*omega3(N) - all*omegal(i) - a5*omega2(i) - a2*omega3(i);
L(i,i+1)=-al*omega3(N) - a2*omega2(i) - a5*omega3(i);

L(i,i+2)=al*omega3(i);

L(i,N)=all*omegal(N) + a5*omega2(N) + a2*omega3(N) + a7*omegal(i) + al*omega2(i);
L(i,N-1)=-a7*omegal(N) - al*omega2(N) - a2*omegal(i);

L(i,N-2)=a2*omegal (N);

% Ikinci satir

i=2;

L(i,i)=a2*omega2(i-1) + a5*omega3(i-1) - all*omegal(i) - a5*omega2(i) - a2*omega3(i);
L(i,i+1)=-al*omega3(i-1) - a2*omega2(i) - aS5*omega3(i);

L(i,i+2)=al*omega3(i);

L(i,i-1)=all*omegal(i-1) + a5*omega2(i-1) + a2*omega3(i-1) + a7*omegal(i) + al*omega2(i);
L(i,N)=-a7*omegal(i-1) - al*omega2(i-1) - a2*omegal(i);

L(i,N-1)=a2*omegal(i-1);

% Ucuncu satir

i=3;

L(i,i)=a2*omega2(i-1) + a5*omega3(i-1) - all*omegal(i) - a5*omega2(i) - a2*omega3(i);
L(i,i+1)=-al*omega3(i-1) - a2*omega2(i) - aS5*omega3(i);

L(i,i+2)=al*omega3(i);

L(i,i-1)=all*omegal(i-1) + a5*omega2(i-1) + a2*omega3(i-1) + a7*omegal(i) + al*omega2(i);
L(i,i-2)=-a7*omegal(i-1) - al*omega2(i-1) - a2*omegal(i);

L(i,N)=a2*omegal(i-1);

% 'N-1’-nci satir

i=N-1;

L(i,i)=a2*omega2(i-1) + a5*omega3(i-1) - all*omegal(i) - a5*omega2(i) - a2*omega3(i);
L(i,i+1)=-al*omega3(i-1) - a2*omega2(i) - a5*omega3(i);

L(i,1)=al*omega3(i);

L(i,i-1)=all*omegal(i-1) + a5*omega2(i-1) + a2*omega3(i-1) + a7*omegal(i) + al*omega2(i);
L(i,i-2)=-a7*omegal(i-1) - al*omega2(i-1) - a2*omegal(i);

L(i,i-3)=a2*omegal(i-1);
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% 'N’-nci satir

i=N;

L(i,i)=a2*omega2(i-1) + a5*omega3(i-1) - all*omegal(i) - a5*omega2(i) - a2*omega3(i);
L(i,1)=-al*omega3(i-1) - a2*omega2(i) - a5*omega3(i);

L(i,2)=al*omega3(i);

L(i,i-1)=all*omegal(i-1) + a5*omega2(i-1) + a2*omega3(i-1) + a7*omegal(i) + al*omega2(i);
L(i,i-2)=-a7*omegal(i-1) - al*omega2(i-1) - a2*omegal(i);

L(i,i-3)=a2*%omegal(i-1);

% i=4,5,...,N-2 - nci satirlar

for i=4:(N-2)
L(i,i)=a2*omega2(i-1) + a5*omega3(i-1) - all*omegal(i) - a5*omega2(i) - a2*omega3(i);
L(i,i+1)=-al*omega3(i-1) - a2*omega2(i) - a5*omega3(i);
L(i,i+2)=al*omega3(i);
L(i,i-1)=all*omegal(i-1) + a5*omega2(i-1) + a2*omega3(i-1) + a7*omegal(i) + al*omega2(i);
L(i,i-2)=-a7*omegal(i-1) - al*omega2(i-1) - a2*omegal(i);
L(i,i-3)=a2%omegal(i-1);

end

end
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