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1. GİRİŞ

Bu çalışmada ilk olarak hipergeometrik ve temel hipergeometrik seriler için notasyon ve

tanımları verilip daha sonra temel toplam, dönüşüm ve açılım formülleri için oluşturulan

temel formüller gösterilecektir.

İlk olarak Gauss tarafından tanımlanan 2F1 hipergeometrik serileri ile rFs genelleştirilmiş

hipergeometrik serileri ile başlayacağız ve bu serilerin birçok önemli özel durumlarına

dikkat çekeceğiz. İkinci adımda ise; taban ile adlandıracağımız bir q parametresi içeren

Heine’nin 2Φ1 hipergeometrik serisi tanımlandıktan sonra rΦs temel hipergeometrik seriler

ile ilgili notasyonlar ve tanımları vereceğiz. rΦs serisinin q→ 1 limiti durumunda rFs

serisi elde edildiğinden temel hipergeometrik serileri, hipergeometrik serilerin q-benzeri

olarak adlandırılır. Hipergeometrik seriler için toplam formüllerinin birçoğunun temelinde

binom teoremi olduğundan dolayı q-benzeri yardımıyla q-binom teoremi olarak adlandırılır.

Daha sonra bu teorem, Euler dönüşüm formülünün q-benzeri ve Chu ve Vandermonde,

Gauss, Kummer Pfaff gibi q-benzerlerinin toplam formüllerini türetirken kullanılacaktır

(Gasper & Rahman 2004, s. 1).



2. GENEL BİLGİLER

2.1 HİPERGEOMETRİK SERİLER ve TEMEL HİPERGEOMETRİK

SERİLER

Gauss 1812 yılında Göttingen’de Royal Society of Science’te sunduğu çok ünlü çalışması

Gauss (1813) deki c 6= 0,−1,−2, · · · olmak üzere a,b,c ve z nin bir fonksiyonu olan

1+
ab
c1!

z+
a(a+1)b(b+1)

c(c+1)2!
z2 + · · · (2.1)

sonsuz serisini ortaya çıkardı. Bu serinin bütün terimlerinin paydası sıfırdan farklıdır.

Gauss |z| < 1 iken yakınsaklığını ve |z| = 1 iken Re(c− a− b) > 0 için serinin mutlak

yakınsaklığını gösterdi ve Re(c−a−b)> 0 ve z = 1 iken bu serinin toplamı için formül

türetti. Gauss, kendi serisi için F(a,b,c,z) notasyonunu kullanmasına rağmen şu anda

alışılagelmiş F(a,b;c;z) veya aşağıdaki notasyonlar kullanılmaktadır.

2F1(a,b;c;z), 2F1

[
a,b
c

;z
]

Çünkü bu notasyon a ve b pay parametresi, c payda parametresi ve değişkeni z olarak

ayırmaktadır. Gauss’un çalışmalarında onun serilerine sıklıkla

Gauss serileri denmektedir. Bununla birlikte a = 1,b = c özel durumu

1+ z+ z2 + z3 + · · ·

2



geometrik serileri vermektedir. Gauss serileri de hipergeometrik serileri veya Gauss

hipergeometrik serileri olarak isimlendirilmiştir. Gauss serileri biçiminde açılabilen bazı

önemli fonksiyonlar |z|< 1 olmak üzere aşağıdaki biçimdedir :

(1+ z)a = F(−a ,b ;b ;−z)

log(1+ z) = zF(1,1;2;−z)

sin−1 z = zF(
1
2
,
1
2

;
3
2

;z2) (2.2)

tan−1 z = zF(
1
2
,1;

3
2

;−z2)

ez = lim
a→∞

F(a ,b ;b ;
z
a
)

Ayrıca ortogonal polinomlarda Gauss serileri şeklinde aşağıdaki gibi açılabilirler.

Tanım 2.1 a ∈ R sayısı için ve azalan bir fonksiyon ele alındığında Lebesque integrali

aşağıdaki şekilde tanımlanır:

∫
f (x)dα(x)

Eğer bu integral tüm polinomlar için sonlu ise, f ve g fonksiyonlarının iç çarpımı aşağıdaki

şekildedir:

< f ,g >=
∫

f (x)g(x)dα(x)

3



dα(x) = W (x)dx ve W : [x1,x2]→ R (W : ağırlık fonksiyonu) ise ortogonol polinom

aşağıdaki şekilde tanımlanır:

< f ,g >=
∫ x2

x1

f (x)g(x)W (x)dx

Birinci ve ikinci tür Tchebichef polinomları

Tn(x) = F
(
−n ,n ;

1
2

;
(1− x)

2

)
(2.3)

Un(x) = (n+1)F
(
−n ,n+2;

3
2

;
(1− x)

2

)
(2.4)

Legendre polinomları

Pn(x) = F
(
−n ,n+1;1 ;

(1− x)
2

)
(2.5)

Gegenbaur polinomları

Cλ
n (x) =

(2λ )n

n!
F
(
−n ,n+2λ ;λ +

1
2

;
(1− x)

2

)
(2.6)

genelleştirilmiş Jacobi polinomları

Pα+β
n (x) =

(α +1)n

n!
F
(
−n ,n+α +β +1;α +1;

(1− x)
2

)
(2.7)

4



şeklindedir. Gauss’tan önce Chu (1303) ve Vandermonde (1772) Vandermonde formülü

veya Chu-Vandermonde formülü olarak bilinen

F(−n ,b ;c ;1) =
(c−b)n

(c)n
, n = 0,1, · · · (2.8)

toplam formülünü ispatladılar ve (Euler 1748)

F(a ,b ;c ;z) = (1− z)c−a−b F(c−a ,c−b ;c ;z), |z|< 1 (2.9)

biçimindeki kendi dönüşüm formülünü içeren hipergeometrik seriler için birçok sonuç

elde etmiştir. (2.8) formülü, Gauss’un çalışmasında ispatladığı

F(a,b;c;1) =
Γ(c)Γ(c−a−b)
Γ(c−a)Γ(c−b)

, Re(c−a−b)> 0 (2.10)

toplam formülünün a = −n sonlu durumudur. Gauss serilerin genel hali a1,a2, · · · ,ar, r

adet pay parametresi ve b1,b2, · · · ,bs, s adet payda parametresi aşağıdaki şekilde tanımlanır :

rFs(a1,a2, · · · ,ar;b1,b2, · · · ,bs;z)≡ rFs

[
a1,a2, · · · ,ar

b1,b2, · · · ,bs
;z
]

=
∞

∑
n=0

(a1)n(a2)n · · ·(ar)n

n!(b1)n(b2)n · · ·(bs)n
zn (2.11)

(2.11) için (a1)n = a1(a1 +1) . . .(a1 +n−1) Pochammer Sembolü şeklinde yazılır.

Özel olarak r = 0 veya s = 0 olması durumunda aşağıdaki bağıntılar elde edilir:

5



Üstel fonksiyon

ez = 0F0(−;−;z) (2.12)

Trigonometrik fonksiyon

sinz = z 0F1
(
−;

3
2

;
−z2

4
)

cosz = 0F1
(
−;

1
2

;
−z2

4
)

(2.13)

Bessel fonksiyonu

Jα(z) =
( z

2
)α

0F1

(
−;α +1;

−z2

4
)

Γ(α +1)
(2.14)

Hermite polinomları

Hn(x) = (2x)n
2F0

(−n
2

;
(1−n)

2
;−;−x−2

)
(2.15)

Laguerre polinomları

Lα
n (x) =

(α +1)n

n! 1F1(−n;α +1;x) (2.16)

6



2.2 q-HİPERGEOMETRİK FONKSİYON

Gauss’un çalışmasından 33 yıl sonra, (Heine 1846, 1847, 1878) c 6= 0,−1,−2, · · · olmak

üzere

1+
(1−qa)(1−qb)

(1−q)(1−qc)
z+

(1−qa)(1−qa+1)(1−qb)(1−qb+1)

(1−q)(1−q2)(1−qc)(1−qc+1)
z2 + · · · (2.17)

serisini tanıttı. Bu seri |q|< 1 olduğunda |z|< 1 için mutlak yakınsaktır ve

lim
q→1

1−qa

1−q
= a (2.18)

olduğundan q → 1 için Gauss serisine yakınsar. (2.17) serisine Heine serisi veya q

tabanında temel hipergeometrik serisi olarak adlandırılır. Heine kendi serisi için Gauss’un

notasyonuna benzer φ(a,b,c,q,z) notasyonunu kullanmıştır. Ayrıca q nun kuvvetleri olan

a,b veya c nin 0 olması durumunu dikkate almıştır. Hipergeometrik serileri,

φ(a,b;c;q,z)≡2 φ1(a,b;c;z)≡2 Φ1

 a,b

c
;q;z

=
∞

∑
n=0

(a;q)n(b;q)n

(q;q)n(c;q)n
zn

q-kısmi faktöriyel ve c 6= q−m (m = 0,1, · · ·) olmak üzere

(a;q)n =


1 n = 0 ise

(1−a)(1−aq) · · ·(1−aqn−1) n = 1,2, · · ·

7



biçimindedir. (a;q)n çarpımı için literatürde (a)q,n, [a]n veya taban gösterilmediği zaman

(a)n notasyonları kullanılır. rφs hipergeometrik serisi q 6= 0 ve r > s+1 için

rφs(a1,a2, · · · ,ar;b1,b2, · · · ,bs;q,z) = rΦs

 a1,a2, · · · ,ar

b1,b2, · · · ,bs

;q;z



=
∞

∑
n=0

(a1;q)n(a2;q)n · · ·(ar;q)n

(q;q)n(b1;q)n(b2;q)n · · ·(bs;q)n

· [(−1)nq
(n

2

)
]1+s−rzn (2.19)

yukardaki eşitlik elde edilir ve (2.11) ve (2.19) daki serilerin paydası 0 olamaz (Gasper

& Rahman 2004, ss. 1-4).

Ayrıca q-ortogonol polinomların açılımı ise aşağıdaki şekildedir:

Birinci ve ikinci tür q-Tchebichef polinomları

Cn(x ; q|q) = sin(n+1)θ
sinθ

=Un(x), x = cosθ

lim
β→1

1−qn

2(1−β )
Cn(x;β |q) = cosnθ = Tn(x), x = cosθ

q-Legendre polinomları 0 < q < 1 için

Pn(x |q) = 2φ1

 q−n , qn+1

q

∣∣∣∣q ;qx

=
n

∑
k=0

(q−n;q)k (qn+1;q)k

(q;q)k

qkxk

(q;q)k

8



q-Gegenbauer polinomları

Cn(x ;qm|q) =
n

∑
k=0

(qm;q)k(qm;q)n−k

(q;q)k(q;q)n−k
ei(n−2k)θ

q-Jacobi polinomları

Pn(x ;a,b ;q) =
n

∑
k=0

(q−n;q)k(abqn+1)k

(aq;q)k

(xq)k

(q;q)k

q-Bessel polinomu

J(1)v (z;q) =
(qv+1;q)∞

(q;q)∞

(
z
2

)2

2φ1

 0 , 0

qv+1

∣∣∣∣q ;
−z2

2



=

(
z
2

)v ∞

∑
n=0

(q;q)n

(q;q)v+n

(
−z2

4

)n

q-Hermite polinomları ise |r|< 1 için

H(x,r) =
∞

∑
n=0

Hn(x |q)
(q;q)n

rn =
∞

∏
k=0

(1−2xrqk + r2q2k)−1

q-Laguerre polinomları ise q ∈ (0,1) için

Lα
n (x;q) =

(qα+1;q)n

(q;q)n

n

∑
k=0

(q−n;q)k (qα+n+1x)k q
(k

2

)
(q;q)k (qα+1;q)k

9



Teorem 2.1 Hipergeometrik fonksiyonla q-hipergeometrik fonksiyon arasındaki eşitlik

aşağıdaki şekildedir (Slater 1966, ss. 88-89):

lim
q→1

2Φ1

 qa,qb

qc
;q;x

= 2F1

[
a,b
c

;x
]

(2.20)

İspat. Bu eşitliği göstermek için ilk önce aşağıdaki eşitlik verilmelidir:

(a)n = lim
q→1

(qa;q)n

(1−q)n (2.21)

(a)n = lim
q→1

(1−qa)(1−qa+1)(1−qa+2) · · ·(1−qa+n−1)

(1−q)(1−q)(1−q) · · ·(1−q)

Burada 0
0 belirsizliği olduğundan L’Hospital Kuralı uygulanırsa

(a)n = lim
q→1

(−aqa−1)(−(a+1)qa)) · · ·(−(a+n−1)qa+n−2)

(−1)(−1) · · ·(−1)

(a)n =
(−1)n(a)(a+1) · · ·(a+n−1)

(−1)n = (a)n

10



(2.21) elde edilir ve (2.20) eşitliği ise aşağıdaki şekilde gösterilir:

lim
q→1

2Φ1

 qa,qb

qc
;q;x

= lim
q→1

∞

∑
n=0

(1−qa)n(1−qb)n

(1−qc)n(1−q)n
xn

pay ve paydayı
(1−q)n

(1−q)n çarpıp bölündüğünde

lim
q→1

2Φ1

 qa,qb

qc
;q;x

= lim
q→1

∞

∑
n=0

(1−q)n(1−qa)n

(1−q)n
(1−q)n(1−qb)n

(1−q)n

(1−q)n
(1−q)n(1−qc)n

(1−q)n

xn

lim
q→1

2Φ1

 qa,qb

qc
;q;x

=
∞

∑
n=0

(a)n(b)n

(c)n
xn (1−q)n

(1−q)n

lim
q→1

2Φ1

 qa,qb

qc
;q;x

=
∞

∑
n=0

(a)n(b)n

(c)n

xn

n!

lim
q→1

2Φ1

 qa,qb

qc
;q;x

= 2F1

[
a,b
c

;x
]

elde edilir.

11



2.3 GAMMA ve BETA FONKSİYONLARI

Bu bölümde Gamma ve Beta fonksiyonları ile ilgili temel bilgiler ve 2F1 hipergeometrik

serileri ile ilgili bazı eşitlikler gösterilmiştir.

Tanım 2.1 Γ(z) ile gösterilen gamma fonksiyonu z> 0 için aşağıdaki biçimde tanımlanmıştır:

Γ(z) =
∫

∞

0
tz−1e−tdt (2.22)

Yukardaki tanımdan yararlanarak aşağıdaki iki teoremi elde edebiliriz:

Teorem 2.1 z > 1 için Γ(z) = (z−1)Γ(z−1) eşitliği geçerlidir (Lebedev 1966, s. 24):

İspat. (2.22) eşitliğinde kısmi integrasyon uygulanırsa istenilen eşitlik elde edilir.

Γ(z) = lim
b→∞

[−tz−1e−t ]t=b
t=0 +(z−1)

∫
∞

0
tz−2e−tdt

Γ(z) = (z−1)
∫

∞

0
tz−2e−tdt

Γ(z) = (z−1)Γ(z−1)

Teorem 2.2 Eğer z = n için n pozitif tamsayı olmak üzere aşağıdaki eşitlik elde edilir

(Lebedev 1966, s. 24):

Γ(n) = (n−1)! (2.23)
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İspat.

Γ(n) = (n−1)Γ(n−1)

= (n−1)(n−2)(n−3) · · ·(2)(1)Γ(1)

(2.22) eşitliğinde Γ(z) için z = 1 seçilirse istenilen eşitlik elde edilir.

Γ(1) =
∫

∞

0
e−tdt =−e−t |t=∞

t=0 = 1

Γ(n) = (n−1)(n−2)(n−3) · · ·(2)(1)Γ(1) = (n−1)(n−2)(n−3) · · ·(2)(1)(1)

Γ(n) = (n−1)!

Tanım 2.2 Beta fonksiyonu Euler integralinin birinci tipidir. Re(x),Re(y)> 0 için bu özel

fonksiyonunun tanımı aşağıdaki biçimde tanımlanmıştır:

B(x,y) =
∫

∞

0
tx−1(1− t)y−1dt (2.24)

ve iki değişkenli beta fonksiyonu aşağıdaki biçimlerde de ifade edilebilir.

B(x,y) = 2
∫ π

2

0
(sinθ)2x−1(cosθ)2y−1dθ (2.25)

B(x,y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y)

(2.26)
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Teorem 2.3 Re(c)> Re(b)> 0 için aşağıdaki eşitlik geçerlidir:

2F1(a,b;c;z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c−b)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt (2.27)

İspat. Eşitliğin sağ tarafında ki integral üzerinden işlem yapıldığında

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt =

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1

(
∞

∑
n=0

(a)n

n!
zntn
)

dt

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt =

∞

∑
n=0

(a)n

n!
zn
(∫ 1

0
tn+b−1(1− t)c−b−1dt

)

ve sağ taraftaki integrali (2.24) e göre düzenleyip daha sonra (2.26) da yerine yazıldığında

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt =

∞

∑
n=0

(a)n

n!
zn B(n+b,c−b)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt =

∞

∑
n=0

(a)n

n!
zn Γ(n+b)Γ(c−b)

Γ(n+ c)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt =

∞

∑
n=0

zn

n!
(a)n(b)n

(c)n

Γ(c−b)Γ(b)
Γ(c)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt = 2F1(a,b;c;z)

Γ(c−b)Γ(b)
Γ(c)
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ve eşitlikte içler dışlar çarpımı yapıldığında aşağıdaki eşitlik elde edilir:

2F1(a,b;c;z) =
Γ(c)

Γ(c−b)Γ(b)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt

Teorem 2.4 Re(c−a−b)> 0 olmak üzere aşağıdaki eşitlik geçerlidir (Gasper & Rahman

2004, s. 4):

2F1(a ,b ;c ;1) =
Γ(c)Γ(c−a−b)
Γ(c−a)Γ(c−b)

=
B(b ,c−a−b)

B(b ,c−b)
(2.28)

İspat. (2.27) eşitliğinde z = 1 seçildiğinde istenilen eşitlik elde edilir.

2F1(a,b;c;z) =
Γ(c)

Γ(c−b)Γ(b)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− t)−adt

=
Γ(c)

Γ(c−b)Γ(b)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−a−b−1dt

sağ taraftaki integrali (2.24) e göre düzenleyip daha sonra (2.26) da yerine yazıldığında

2F1(a,b;c;1) =
Γ(c)

Γ(c−b)Γ(b)
B(b,c−a−b)

2F1(a,b;c;1) =
Γ(c)

Γ(c−b)Γ(b)
Γ(b)Γ(c−a−b)

Γ(c−a)

2F1(a,b;c;1) =
Γ(c)Γ(c−a−b)
Γ(c−a)Γ(c−b)

=
B(b ,c−a−b)

B(b ,c−b)
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Teorem 2.5 c 6= 0,−1,−2, . . . olmak üzere aşağıdaki eşitlik geçerlidir (Gasper & Rahman

2004, s. 3):

2F1(−n ,b ;c ;1) =
(c−b)n

(c)n
, n = 0,1,2, · · · (2.29)

İspat. (2.28) eşitliğinde a =−n seçildiğinde

2F1(−n,b;c;1) =
Γ(c)Γ(c−a−b)
Γ(c−a)Γ(c−b)

=
Γ(c)Γ(c−b+n)
Γ(c−b)Γ(c+n)

ve Pochammer Sembolünden (a)n =
Γ(a+n)

Γ(a)
olduğundan

Γ(c−b+n)
c−b

= (c−b)n ve

Γ(c+n)
Γ(c)

= (c)n şeklinde yazılıp yerine koyulduğunda eşitlik elde edilir.

2F1(−n ,b ;c ;1) =
(c−b)n

(c)n
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3. HİPERGEOMETRİK FONKSİYONLAR

Bu bölümde ilk olarak pochammer sembolü ve hipergeometrik serileri ile igili bilgiler

verilmiştir.

Tanım 3.1 a reel yada kompleks ve n sıfır yada pozitif tamsayı olmak üzere

(a)n =


a(a+1) · · ·(a+n−1) n≥ 1 ise

1 n = 0

biçiminde tanımlanan ifade Pochammer Sembolü olarak bilinir.

Önerme 3.1 Pochammer Sembolü aşağıdaki özelliklere sahiptir:

(a)n =
Γ(a+n)

Γ(a)
(3.1)

(a)n+1 = a(a+1)n (3.2)

İspat. Gamma fonksiyonunun

Γ(x+1) = xΓ(x), (x > 0) (3.3)

özelliğinden
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Γ(a+n) = (a+n−1)Γ(a+n−1)

= (a+n−1)(a+n−2)Γ(a+n−2)

...

= (a+n−1)(a+n−2) . . .(a+1)aΓ(a)

= (a)nΓ(a)

Eşitliğin her iki tarafı Γ(a) ile bölünürse (3.1) ifadesi elde edilir. (3.2) eşitliği ise (3.1) ve

(3.3) yardımıyla

(a)n+1 =
Γ(a+n+1)

Γ(a)
=

aΓ(a+n+1)
aΓ(a)

=
aΓ((a+1)+n)

Γ(a+1)

=
a(a+1)nΓ(a+1)

Γ(a+1)

= a(a+1)n

istenilen eşitlik elde edilir. Özel olarak (3.1) de n = 0 alırsak (a)0 = 1 elde edilir.

Önerme 3.2

(−n)k =



(−1)kn!
(n− k)!

, 0≤ k ≤ n

0, k > n

k,n = 0,1,2 . . . (3.4)
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İspat.

(−n)k = (−n)(−n+1) · · ·(−n+ k−1)

= (−1)k(n)(n−1) · · ·(n− k+1)

=
(−1)k(n)(n−1) · · ·(n− k+1)(n− k)(n− k−1) · · ·3 ·2 ·1

(n− k)(n− k−1) · · ·3 ·2 ·1

=
(−1)kn!
(n− k)!

k> n için (−n)k =(−n)(−n+1) · · ·(−n+k−1) eşitliğinin sağ tarafı mutlaka sıfır olacaktır.

Önerme 3.3 c reel yada kompleks sayı, k ve m doğal sayı olmak üzere aşağıdaki eşitlik

geçerlidir:

(c+ k)m =
(c)k+m

(c)k
(3.5)

İspat.

(c)k+m

(c)k
=

(c)(c+1)(c+2) · · ·(c+ k−1)(c+ k)(c+ k+1) · · ·(c+ k+m−1)
(c)(c+1)(c+2) · · ·(c+ k−1)

= (c+ k)(c+ k+1) · · ·(c+ k+m−1)

= (c+ k)m

Önerme 3.4 m ve n doğal sayı olmak üzere aşağıdaki eşitlik elde edilir:

(2m+1)n =
(n+2m)!
(2m)!

(3.6)
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İspat.

(n+2m)!
(2m)!

=
(n+2m)(n+2m−1) · · ·(2m+1)(2m)(2m−1) · · ·(3)(2)(1)

(2m)(2m−1)(2m−2) · · ·(3)(2)(1)

= (n+2m)(n+2m−1) · · ·(2m+1)

= (2m+1)(2m+1+1) · · ·(2m+1+n−2)(2m+1+n−1)

= (2m+1)[(2m+1)+1] · · · [(2m+1)+n−2][(2m+1)+n−1]

= (2m+1)n
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3.1 HİPERGEOMETRİK SERİ ve HİPERGEOMETRİK

FONKSİYONLAR

Tanım 3.2 R(n) rasyonel fonksiyonunda cn 6=−1,−2, · · ·

cn+1

cn
= R(n), c0 = 1 (3.7)

olmak üzere

F(x) =
∞

∑
n=0

cnxn (3.8)

eşitliğine hipergeometrik seri denir ve F(x) fonksiyonuna ise hipergeometrik fonksiyon

denir. (3.7) eşitliği n kez kullanılarak cn katsayıları aşağıdaki gibi yazılabilir:

cn = cn−1R(n−1)

cn−1 = cn−2R(n−2)

...

c1 = c0R(0)

ve cn = R(0)R(1) · · ·R(n−1) şeklinde elde edilir.

Örnek 3.1 R(t)≡ 1 ise her n ∈ N için cn = 1 olur ve

F(x) =
∞

∑
n=0

xn
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bir geometrik seridir.

Örnek 3.2 R(t) =
1

1+ t
ise

cn =
1
1
· 1

2
· · · 1

n−1
· 1

n
=

1
n!

bulunur ve

F(x) =
∞

∑
n=0

xn

n!
= ex

bir üstel fonksiyondur.

Örnek 3.3 R(n) =
−1

(2n+1)(2n+2)
ise

cn =
1
1
· −1

2!
· 1

4!
· · · 1

2n!
=

(−1)n

(2n)!

ve

F(x) =
∞

∑
n=0

(−1)n · xn

(2n)!
= cos

√
x

fonksiyonu elde edilir.

Tanım 3.3 ai 6= b j ve b j pozitif tamsayı olmayan ve 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s olmak üzere,

R(t) rasyonel fonksiyonu aşağıdaki biçimde seçilirse

R(t) =
(t +a1)(t +a2) · · ·(t +ar)

(t +b1)(t +b2) · · ·(t +bs) · (t +1)
(3.9)
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ve cn = R(0) ·R(1) · · ·R(n−1) olduğundan

cn =
n−1

∏
k=0

(a1 + k) · (a2 + k) · · ·(ar + k)
(b1 + k) · (b2 + k) · · ·(bs + k) · (1+ k)

=

r

∏
k=1

ak · (ak +1) . . .(ak +n−1)

s

∏
k=1

bk · (bk +1) · · ·(bk +n−1)

1
n!

olur. Buradan Gauss tarafından tanımlanan aşağıdaki hipergeometrik seri elde edilir:

F(x) =
∞

∑
n=0

r

∏
k=1

ak(ak +1) · · ·(ak +n−1)

s

∏
k=1

bk(bk +1) · · ·(bk +n−1)
· x

n

n!
(3.10)

Bu seriye Gauss hipergeometrik serisi denir ve aşağıdaki eşitlikle ifade edilebilir:

F(x) = rFs

[
a1,a2, · · · ,ar

b1,b2, · · · ,bs
;x
]

(3.11)

Gauss serisi yardımıyla bazı özel fonksiyonların gösterilimi aşağıdaki örneklerle ifade

edilmiştir:

Örnek 3.4

0F0

[
−
−

;x
]
= 1+

∞

∑
n=1

xn

n!
= ex
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Örnek 3.5

1F0

[
−n
−

;−x
]
=

∞

∑
k=0

(−1)k(−x)k n!
(n− k)!k!

=
∞

∑
k=0

(
n
k

)
xk = (1+ x)n

Örnek 3.6

1F0

[
a
−

;x
]
=

∞

∑
n=0

(a)nxn

n!
=

∞

∑
n=0

a(a+1)(a+2) · · ·(a+n−1)
n!

xn =
1

(1− x)a

Örnek 3.7

x0F1

−3
2

;
−x2

4

= x
∞

∑
k=0

(−x2)k(
22k (3) · (5) · · ·(2k+1)

2k

) 1
k!

= x
∞

∑
k=0

(−1)kx2k

(2k+1)!
=

∞

∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k+1)!
= sinx

Örnek 3.8

0F1

−1
2

;
−x2

4

=
∞

∑
k=0

(−x2)k(1
2
)

k 22k k!
= 1+

∞

∑
k=1

(−1)kx2k

(2k)!
= cosx

Örnek 3.9

z 2F1

[
1,1
2

;−z
]
= z

∞

∑
k=0

(1)k(1)k

(2)k
· (−z)k

k!

=
∞

∑
k=0

(−1)k(z)k+1

(k+1)
= log(1+ z)
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Örnek 3.10

z 2F1


1
2
,
1
2

3
2

;z2

=
∞

∑
k=0

(1
2
)

k

(1
2
)

k z2k+1(3
2
)

k k!

=
∞

∑
k=0

(1
2
)

kz2k+1

(2k+1)k!
= sin−1(z)

Örnek 3.11

lim
a→∞

2F1

[
a,b
b

;
z
a

]
= lim

a→∞

∞

∑
k=0

(a)k(b)k

(b)k
· zk

akk!

= lim
a→∞

∞

∑
k=0

(a)(a+1) · · ·(a+ k−1)
ak · z

k

k!
= ez

Örnek 3.12

z 2F1


1
2
,1

3
2

;−z2

= z
∞

∑
n=0

(1
2
)

n (1)n(3
2
)

n

(−z2)n

n!
=

(−1)n z2n+1

2n+1
= tan−1(z)

Önerme 3.3 Re(c−a−b)> 0 olmak üzere aşağıdaki eşitlik geçerlidir (Bailey 1964):

2F1(a,b;c;1) =
Γ(c)Γ(c−b−a)
Γ(c−a)Γ(c−b)

=
β (b,c−a−b)

β (b,c−b)
(3.12)
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İspat. (2.27) eşitliğinde z = 1 seçildiğinde istenilen eşitlik elde edilir.

2F1(a,b;c;z) =
Γ(c)

Γ(c−b)Γ(b)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− t)−adt

=
Γ(c)

Γ(c−b)Γ(b)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−a−b−1dt

sağ taraftaki integrali (2.24) e göre düzenleyip daha sonra (2.26) da yerine yazıldığında

2F1(a,b;c;z) =
Γ(c)

Γ(c−b)Γ(b)
B(b,c−a−b)

2F1(a,b;c;z) =
Γ(c)

Γ(c−b)Γ(b)
Γ(b)Γ(c−a−b)

Γ(c−a)

2F1(a,b;c;z) =
Γ(c)Γ(c−a−b)
Γ(c−a)Γ(c−b)

=
B(b ,c−a−b)

B(b ,c−b)

Önerme 3.4

∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

A(k,n) =
∞

∑
n=0

n

∑
k=0

A(k,n− k) (3.13)

∞

∑
n=0

n

∑
k=0

B(k,n) =
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

B(k,n+ k) (3.14)

eşitlikleri geçerlidir (Rainville):

İspat. n ve k doğal sayı olmak üzere 0 ≤ k ≤ ∞ ve 0 ≤ n ≤ ∞ olur. Burada yeni indisler

yerine k = j ve n=m− j alınırsa j ve m doğal sayılar olmak üzere 0≤ j≤m ve 0≤m≤∞

∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

A(k,n) =
∞

∑
m=0

m

∑
j=0

A( j,m− j)
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elde edilir. m, j indisleri yerine sırasıyla n,k indisleri konulursa j = k ve m− j = n den

(3.13) elde edilir. A(k,n− k) = B(k,n) alınırsa (3.14) elde edilir.
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4. q-SERİ

Bu bölümde ilk olarak q nun bazı temel bilgileri, q-pochammer sembolü, q-türev ve

q-binom teoremi ile ilgili bilgilere yer verilmiştir.

4.1 q-TÜREV

Reel değişkenli bir f fonksiyonunun q-diferansiyeli aşağıdaki şekildedir:

dq f (x) = f (qx)− f (x)

Teorem 4.1 f ve g reel fonksiyonlar için, f ve g fonksiyonlarının çarpımın q-diferansiyeli

aşağıdaki şekildedir (Kac & Cheung 2001, s. 1):

dq( f (x) ·g(x)) = f (qx) ·dqg(x)+g(x) ·dq f (x) (4.1)

veya

dq( f (x) ·g(x)) = g(qx) ·dq f (x)+ f (x) ·dqg(x)
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İspat. (4.1) in ispatı aşağıdaki gibidir:

dq( f (x) ·g(x)) = f (qx)g(qx)− f (x)g(x)

= f (qx)g(qx)− f (qx)g(x)+ f (qx)g(x)− f (x)g(x)

= f (qx)(g(qx)−g(x))+g(x)( f (qx)− f (x))

= f (qx) ·dqg(x)+g(x) ·dq f (x)

yada

dq( f (x) ·g(x)) = f (qx)g(qx)− f (x)g(x)

= f (qx)g(qx)− f (x)g(qx)+ f (x)g(qx)− f (x)g(x)

= g(qx)( f (qx)− f (x))+ f (x)(g(qx)−g(x))

= g(qx) ·dq f (x)+ f (x) ·dqg(x)

elde edilir.

Tanım 4.1 Eğer x 6= 0 ise f (x) fonksiyonunun q-türevi aşağıdaki şekildedir (Agarval &

Aral & Gupta 2013, s.3):

Dq f (x) =
dq f (x)

dqx
=

f (x)− f (qx)
x(1−q)

ve (Dq f )(0) = f ′(0) için q→ 1 iken f (x) in diferansiyellenebilir fonksiyonu aşağıdaki

şekildedir:

lim
q→1

Dq f (x) = lim
q→1

f (x)− f (qx)
x(1−q)

= lim
q→1

x f ′(qx)
x

= f ′(x)
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ve a ve b birer sabit olmak üzere aşağıdaki eşitlik yazılabilir:

Dq(a f (x)+bg(x)) = aDq f (x)+bDqg(x)

Örnek 4.1 f (x) = xn in q-türevi için (4.1) tanımında yerine konulduğunda

Dqxn =
(xq)n− xn

x(q−1)
=

xn(qn−1)
x(q−1)

= xn−1[n]q

Tanım 4.2 Her n ∈ Z+ için q-benzeri aşağıdaki biçimdedir:

[n]q =
1−qn

1−q
= 1+q+q2 + · · ·+qn−1 (4.2)

ve q→ 1 iken

[n]q = 1+q+q2 + · · ·+qn−1 = 1+1+ · · ·+1 = n

elde edilir ve n! in q-benzeri ise aşağıdaki biçimdedir:

[n]q! =


1 ,n = 0 ise

[n]q · [n−1]q · · · [1]q ,n = 1,2, · · ·
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4.2 ÇARPIMIN ve BÖLÜMÜN q-TÜREVİ

Teorem 4.2 (4.1) eşitliğinden yararlanarak, f ve g fonksiyonlarının çarpımının q-türevi

aşağıdaki şekildedir (Kac & Cheung 2001, s. 3):

Dq( f (x) ·g(x)) = f (qx) ·Dqg(x)+g(x) ·Dq f (x) (4.3)

veya

Dq( f (x) ·g(x)) = f (x) ·Dqg(x)+g(qx) ·Dq f (x) (4.4)

q nün bölüm türevini hesaplamak için, f (x) = g(x)
f (x)
g(x)

eşitliğine (4.3) uygulandığında

Dq

( f (x)
g(x)

)
=

g(x) ·Dq f (x)− f (x) ·Dqg(x)
g(x) ·g(qx)

(4.5)

elde edilir yada (4.4) uygulanırsa,

Dq

( f (x)
g(x)

)
=

g(qx) ·Dq f (x)− f (qx) ·Dqg(x)
g(x) ·g(qx)

(4.6)

elde edilir.

İspat. f (x) ve g(x) fonksiyonunun q-bölüm türevini uygulayıp ve eşitliğin sağ tarafına

f (x)g(x) ekleyip çıkartılırsa

Dq

( f (x)
g(x)

)
=

1
x(q−1)

(
f (qx)
g(qx)

− f (x)
g(x)

)
=

1
x(q−1)

(
f (qx)g(x)−g(qx) f (x)

g(qxg(x))

)
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Dq

( f (x)
g(x)

)
=

1
x(q−1)

(
f (qx)g(x)−g(qx) f (x)+ f (x)g(x)− f (x)g(x)

g(qxg(x))

)

Dq

( f (x)
g(x)

)
=

1
x(q−1)

(
g(x)( f (qx)− f (x))− f (x)(g(qx)−g(x))

g(qx)g(x))

)

Dq

( f (x)
g(x)

)
=

g(x)Dq f (x)− f (x)Dqg(x)
g(qx)g(x)

yada eşitliğin sağ tarafına f (qx)g(qx) ekleyip çıkartırsak

Dq

( f (x)
g(x)

)
=

1
x(q−1)

(
f (qx)g(x)−g(qx) f (x)+ f (qx)g(qx)− f (qx)g(qx)

g(qxg(x))

)

Dq

( f (x)
g(x)

)
=

1
x(q−1)

(
g(qx)( f (qx)− f (x))− f (qx)(g(qx)−g(x))

g(qx)g(x))

)

Dq

( f (x)
g(x)

)
=

g(qx)Dq f (x)− f (qx)Dqg(x)
g(qx)g(x)

elde edilir.
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Tanım 4.3 (x−a)n
q polinomunun n ∈ Z için q-benzeri

(x−a)n
q =


1 ,n = 0 ise

(x−a)q(x−aq)q · · ·(x−aqn−1)q ,n = 1,2, · · ·

(4.7)

ve x = 1 seçildiğinde ise aşağıdaki biçimde yazılır:

(1−a)n
q =


1 ,n = 0 ise

(1−a)q(1−aq)q · · ·(1−aqn−1)q ,n = 1,2, · · ·

(4.8)

Yukardaki iki eşitlikten anlaşıldığı gibi (1−a)n
q = (a;q)n dir.

Önerme 4.1 ∀n≥ 1 için (x−a)n
q polinomunun q-türev eşitliği aşağıdaki biçimdedir:

Dq(x−a)n
q = [n]q · (x−a)n−1

q

İspat. Önerme 4.1 için ilk önce n = 1, n = 2, n = k ve n = k+ 1 için q-türev değerleri

aşağıdaki biçimdedir:

Dq(x−a)1
q = 1

Dq(x−a)2
q = [2](x−a)1

q

Dq(x−a)k
q = [k]q(x−a)k−1

q

Dq(x−a)k+1
q = [k+1]q(x−a)k

q
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(x−a)n
q in q-benzeri tanımından

(x−a)k+1
q = (x−a)q(x−aq)q · · ·(x−aqk−1)q(x−aqk)q

= (x−a)k
q(x−aqk)q

ve (x− a)k+1
q yerine yukardaki eşitliği yazıp q-türevi alındığında aşağıdaki eşitlik elde

edilir:

Dq[(x−a)k
q(x−aqk)] = (x−a)k

qDq(x−aqk)q +(xq−aqk)Dq(x−a)k
q

= [k]q(xq−aqk)q(x−a)k−1
q +(x−a)k

q

= [k]q q(x−aqk−1)q(x−a)k−1
q +(x−a)k

q

= [k]q q(x−a)k
q +(x−a)k

q

= (1+q[k]q)(x−a)k
q

Dq(x−a)k+1
q = [k+1]q(x−a)k

q

elde edilir ve Dq(x−a)k+1
q = [k+1]q(x−a)k

q bu eşitlik geçerli olduğundan

Dq(x−a)k
q = [k]q(x−a)k−1

q bu eşitlikte geçerlidir.

Önerme 4.2 ∀n > 0 için (x−a)n
q q-polinomunun bazı özellikleri aşağıdaki biçimdedir:

(x−a)m+n
q = (x−a)m

q (x−aqm)n
q
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İspat. (x−a)n
q q-polinom tanımından eşitliği yazıldığında

(x−a)m+n
q = (x−a)q(x−aq)q · · ·(x−aqm−1)q(x−aqm)q · · ·(x−aqm+n−1)q

(x−a)m+n
q = (x−a)q(x−aq)q · · ·(x− (aqm−1))q(x− (aqm))q · · ·(x− (aqm)qn−1)q

(x−a)m+n
q = (x−a)m

q (x−aqm)n
q

istenilen eşitlik elde edilir ve özel olarak m =−n seçilirse

(x−a)−n+n
q = (x−a)−n

q (x−aq−n)n
q

1 = (x−a)−n
q (x−aq−n)n

q

(x−a)−n
q =

1
(x−aq−n)n

q
(4.9)

bulunur. Eğer m =−m′ < 0 ve n =−n′ < 0 seçilirse aşağıdaki eşitlik elde edilir:

(x−a)m
q (x−aqm)n

q = (x−a)−m′
q (x−aq−m′)−n′

q

=
1

(x−aq−m′)m′
q (x−aq−m′−n′)n′

q

=
1

(x−aq−m′−n′)n′
q (x−qn′(aq−m′−n′))m′

q

= (x−a)−m′−n′
q = (x−a)m+n

q

Sonuç olarak (x−a)m+n
q eşitliği tüm tamsayılar için geçerlidir.

Önerme 4.3 ∀n ∈ Z için özel polinomun q-türevi aşağıdaki şekildedir:

Dq(x−a)n
q = [n]q(x−a)n−1

q (4.10)
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İspat. (4.10) eşitliği önerme 4.1 de n≥ 1 için eşitliği gösterilmişti. n =−n′ < 0 seçilirse

ve q-bölüm türevi uygulandığında yukardaki (4.10) eşitliği tüm tamsayılar için geçerli

olduğu görülür:

Dq(x−a)n
q = Dq

(
1

(x−aq−n′)n′
q

)

Dq(x−a)n
q =

−Dq(x−aq−n′)n′
q

(x−aq−n′)n′
q (xq−aq−n′)n′

q

Dq(x−a)n
q =

−[n′]q (x−aq−n′)n′−1
q

(x−aq−n′)n′
q (xq−aq−n′)n′

q

Dq(x−a)n
q =

−[n′]q
(x−aq−1)q

1
(xq−aq−n′)n′

q

Dq(x−a)n
q =

−[n′]q
(x−aq−1)n′

q (x−aq−n′−1)n′
q

Dq(x−a)n
q =

[n]q
(x−aq−n′−1)n′+1

q

Dq(x−a)n
q = [n]q(x−a)n−1

q
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(4.10) elde edilir.

Önerme 4.4 ∀n ∈ Z için özel polinomun q-türevi aşağıdaki şekildedir:

Dq
1

(x−a)n
q
= [−n]q(x−aqn)−n−1

q (4.11)

İspat. Yukadaki eşitlik için (x−a)−n
q =

1
(x−aq−n)n

q
olduğundan

1
(x−a)n

q
= (x−aqn)−n

q

yazılabilir ve aşağıdaki eşitlik elde edilir:

Dq(x−aqn)−n
q = [−n]q(x−aqn)n−1

q

Dq
1

(x−a)n
q
= [−n]q(x−aqn)n−1

q

(4.11) elde edilir.

Önerme 4.5 ∀n ∈ Z için özel polinomun q-türevi aşağıdaki şekildedir:

Dq(a− x)n
q =−[n]q(a− xq)n−1

q (4.12)

İspat. (4.12) için ilk önce n≥ 1 için (a− x)n
q 6= (−1)n(x−a)n

q olmadığı gösterilirse

(a− x)n
q = (a− x)q(a− xq)q · · ·(a− xqn−1)q

= (a− x)q q(aq−1− x)q · · ·qn−1(aq−n+1− x)q

= (−1)nq
(n

2

)
(x−a)q(x−aq−1)q · · ·(x−aq−n+1)n

q

= (−1)nq
(n

2

)
(x−aq−n+1)n

q
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bulunur ve türevi alınırsa

Dq(a− x)n
q = Dq

(
(−1)nq

(n
2

)
(x−aq−n+1)n

q
)

= (−1)nq
(n

2

)
[n]q (x−aq−n+1)n−1

q

=−[n]q qn−1(−1)n−1q
(n−1)(n−2)

2 (x−q−n+2(aq−1))n−1
q

=−[n]q qn−1(aq−1− x)n−1
q

elde edilir ve (aq−1− x)n−1
q açarsak

(aq−1− x)n−1
q = (aq−1− x)q(aq−1− xq)q · · ·(aq−1− xqn−2)q

(aq−1− x)n−1
q = q−1(a− xq)q q−1(a− xq2)q · · ·q−1(a− xqn−1)q

(aq−1− x)n−1
q = q−(n−1)(a− xq)n−1

q

ve yerine yazarsak

Dq(a− x)n
q =−[n]q qn−1q−(n−1)(a− xq)n−1

q

Dq(a− x)n
q =−[n]q (a− xq)n−1

q

istenilen eşitlik elde edilir.
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4.3 q-FAKTÖRİYELİN BAZI ÖZELLİKLERİ

∀n,k ∈ Z için aşağıdaki eşitlikler gerçeklenir:

Önerme 4.6

(a;q)n =
(a;q)∞

(aqn;q)∞

(4.13)

İspat. n > 0 için

(a;q)n = (1−a)(1−aq) . . .(1−aqn−1)

(a;q)n =
(1−a)(1−aq) . . .(1−aqn−1)(1−aqn)(1−aqn+1) . . .

(1−aqn)(1−aqn+1) . . .

(a;q)n =
(1−a)∞

(1−aqn)∞

(4.13) elde edilir.

Önerme 4.7

(a−1q1−n;q)n = (a;q)n(−a−1)nq−
(n

2

)
(4.14)

İspat.

(a−1q1−n;q)n = (1− q1−n

a
)(1− q2−n

a
) · · ·(1− q0

a
)

(a−1q1−n;q)n = (a−1)n (a−q1−n)(a−q2−n) · · ·(a−q0)
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(a−1q1−n;q)n = (a−1)n q−(n−1)(aqn−1−1)q−(n−2) (aqn−2−1) · · ·q0(a−1)

(a−1q1−n;q)n = (a−1)n(−1)n q−
(n

2

)
(1−a)(1−aq) · · ·(1−aqn−1)

(a−1q1−n;q)n = (−a−1)nq−
(n

2

)
(a;q)n

(4.14) elde edilir.

Önerme 4.8

(a;q)n−k =
(a;q)n

(a−1q1−n;q)k
(−qa−1)kq

(k
2

)
−nk (4.15)

İspat. İlk olarak paydadaki (a−1q1−n;q)k düzenlersek

(a−1q1−n;q)k = (1−a−1q1−n)(1−a−1q2−n) . . .(1−a−1qk−n)

(a−1q1−n;q)k = a−1(a−q1−n)a−1(a−q2−n) . . .a−1(a−qk−n)

(a−1q1−n;q)k = (a−1)k(a−q1−n)(a−q2−n) . . .(a−qk−n)

(a−1q1−n;q)k = (a−1)k
(

a− q
qn

)(
a− q2

qn

)
. . .
(

a− qk

qn

)
(a−1q1−n;q)k = (a−1)kq−nk(aqn−q)(aqn−q2) . . .(aqn−qk)

(a−1q1−n;q)k = (a−1)kq−nk−q1(1−aqn−1)−q2(1−aqn−2) · · ·−qk(1−aqn−k)

(a−1q1−n;q)k = (a−1)kq−nk(−1)kq
(k+1

2

)
(1−aqn−1)(1−aqn−2) . . .(1−aqn−k)

(a−1q1−n;q)k = (a−1)kq−nk(−1)kq
(k+1

2

)
(aqn−k;q)k

(4.17) deki (aqn;q)k =
(a;q)k(aqk;q)n

(a;q)n
eşitliğinde n= n−k seçilip eşitlikte yerine konulduğunda

(a−1q1−n;q)k = (a−1)kq−nk(−1)kq
(k+1

2

)
(a;q)k(aqk;q)n−k

(a;q)n−k
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(4.18) deki (aqk;q)n−k =
(a;q)n

(a;q)k
eşitliği paydada yerine konulduğunda

(a−1q1−n;q)k = (a−1)kq−nk(−1)kq
(k+1

2

)
(a;q)k(a;q)n

(a;q)n−k(a;q)k

(a−1q1−n;q)k = (a−1)kq−nk(−1)kq
(k+1

2

)
(a;q)n

(a;q)n−k

olur ve yukarda bulunan değeri (4.15) te yerine konulursa

(a;q)n

(a−1q1−n;q)k
(−qa−1)kq

(k
2

)
−nk =

(a;q)n(−qa−1)kq
(k

2

)
−nk

(a−1)kq−nk(−1)kq
(k+1

2

)
(a;q)n

(a;q)n−k

(a;q)n

(a−1q1−n;q)k
(−qa−1)kq

(k
2

)
−nk = (a;q)n−k

(4.15) elde edilir.

Önerme 4.9

(a;q)n+k = (a;q)n(aqn;q)k (4.16)

İspat. (a;q)n(aqn;q)k için (4.13) uygulandığında

(a;q)∞

(aqn+k;q)∞

=
(a;q)∞

(aqn;q)∞

(aqn;q)∞

(aqn+k;q)∞

(a;q)n+k = (a;q)n(aqn;q)k
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(4.16) elde edilir.

Önerme 4.10

(aqn;q)k =
(a;q)k(aqk;q)n

(a;q)n
(4.17)

İspat.

(aqn;q)k = (1−aqn)(1−aqn+1) · · ·(1−aqn+k−1)

(aqn;q)k =
(1−a)(1−aq) · · ·(1−aqn−1)(1−aqn) · · ·(1−aqn+k−1)

(1−a)(1−aq) · · ·(1−aqn−1)

(aqn;q)k =
(a;q)n+k

(a;q)n

(aqn;q)k =
(a;q)k(aqk;q)n

(a;q)n

(4.17) elde edilir.

Önerme 4.11

(aqk;q)n−k =
(a;q)n

(a;q)k
(4.18)

İspat. Eşitliğin sol tarafını (4.13) formülünde yerine konulduğunda

(1−aqk)n−k
q =

(aqk;q)∞

(aqn;q)∞

42



ve (4.13) eşitliği uygulandığında (a;q)k =
(a;q)∞

(aqk;q)∞

ve (a;q)n =
(a;q)∞

(aqn;q)∞

elde edilir.

Eşitlikte yerine konulduğunda

(1−aqk)n−k
q =

(a;q)∞

(a;q)k

(a;q)n

(a;q)∞

(aqk;q)n−k =
(a;q)n

(a;q)k

(4.18) elde edilir.

Önerme 4.12

(aq2k;q)n−k =
(a;q)n(aqn;q)k

(a;q)2k
(4.19)

İspat. (1−aq2k)n−k
q (4.18) eşitliğinde yerine konulduğunda

(1−aq2k)n−k
q =

(1−a)n+k
q

(1−a)2k
q

=
(1−a)n

q(1−aqn)k
q

(1−a)2k
q

=
(a;q)n(aqn;q)k

(a;q)2k

(4.19) elde edilir.

Önerme 4.13

(q−n;q)k =
(q;q)n

(q;q)n−k
(−1)nq

(k
2

)
−nk (4.20)
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İspat. Eşitliğin sağ tarafındaki paydaya (4.15) (a;q)n−k =
(a;q)n

(a−1q1−n;q)k
(−qa−1)kq

(k
2

)
−nk

eşitliği uygulanırsa

(q;q)n

(q;q)n−k
(−1)nq

(k
2

)
−nk =

(q;q)n

(q;q)n

(q−1q1−n;q)k
(−qq−1)kq

(k
2

)
−nk

(−1)kq
(k

2

)
−nk

(q;q)n

(q;q)n−k
(−1)nq

(k
2

)
−nk = (q−n;q)k

(4.20) elde edilir.

Önerme 4.14

(aq−n;q)k =
(a;q)k(qa−1;q)n

(a−1q1−k;q)n
q−nk (4.21)

İspat. (4.15) te a =
q
a

verilsin ve içler dışlar çarpımı yapılırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir:

(q
a

;q
)

n−k
=

(q
a

;q
)

n
(aq−n;q)k

(−a)kq
(k

2

)
−nk

(aq−n;q)k =

(q
a

;q
)

n(q
a

;q
)

n−k

(−a)kq
(k

2

)
−nk

paydada ki
(

q
a

;q
)

n−k
(4.18) ye benzetmek için a =

1
a

q1−k verilsin.
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(aq−n;q)k =

(q
a

;q
)

n
(a−1q1−k;q)k

(a−1q1−k;q)n
(−a)kq

(k
2

)
−nk

(a−1q1−k;q)k için k = n seçilirse (4.14) deki eşitlik olur ve yerine konulduğunda

(aq−n;q)k =
(qa−1;q)n(a;q)k

(a−1q1−k;q)n
q−nk

(4.21) elde edilir.

Önerme 4.15

(a;q)2n = (a;q2)n(aq;q2)n (4.22)

İspat.

(a;q)2n = (1−a)(1−aq)(1−aq2) · · ·(1−aq2n−2)

(a;q)2n = [(1−a)(1−aq2)(1−aq4) · · ·(1−aq2n−2)]

· [(1−aq)(1−aq3)(1−aq5) · · ·(1−aq2n−1)]

(a;q)2n = (a;q2)n(aq;q2)n
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(4.22) elde edilir.

Önerme 4.16

(a2;q2)n = (a;q)n(−a;q)n (4.23)

İspat.

(a2;q2)n = (1−a2)(1−a2q2)(1−a2q4) · · ·(1−a2q2n−2)

(a2;q2)n = [(1−a)(1−aq) · · ·(1−aqn−1)][(1+a)(1+aq) · · ·(1+aqn−1)]

(a2;q2)n = (a;q)n(−a;q)n

(4.23) elde edilir.

q-faktöriyellerin çarpımı çok sık kullanılacağından bu çarpımı daha basit bir notasyon ile

aşağıdaki biçimde kullanılabilir:

(a1,a2, · · · ,am;q)n = (a1;q)n(a2;q)n · · ·(am;q)n (4.24)

(a1,a2, · · · ,am;q)∞ = (a1;q)∞(a2;q)∞ · · ·(am;q)∞ (4.25)
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4.4 q-BİNOM TEOREMİ

Klasik binom katsayıların bazı özellikleri aşağıdaki biçimdedir:

(
n
k

)
=

n!
(n− k)!k!

=

(
n

n− k

)
(4.26)

(
n
k

)
=

(
n−1
k−1

)
+

(
n−1

k

)
, (1≤ k ≤ n−1) (4.27)

Yukardaki özelliklerin geçerli olması için n,k ∈ Z+ ve n > k olmalıdır.

Tanım 4.4 n,k ∈ Z+ ve n > k olmak üzere q-binom katsayısı aşağıdaki şekildedir:

[ n

k

]
q
=

[n]q!
[n− k]q! [k]q!

(4.28)

Ayrıca q→ 1 iken
[ n

k

]
q-binom katsayısı binom katsayısına dönüşür.

Önerme 4.17 n,k ∈ Z+ ve 1 ≤ k ≤ n− 1 için q-Pascal olarak bilinen iki özellik ortaya

çıkar:

[ n

k

]
q
=

[ n−1

k−1

]
q
+qk

[ n−1

k

]
q

(4.29)
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[ n

k

]
q
= qn−k

[ n−1

k−1

]
q
+

[ n−1

k

]
q

(4.30)

İspat. 1≤ k ≤ n−1 için

[ n−1

k−1

]
q
+qk

[ n−1

k

]
q
=

[n−1]q!
[k−1]q![n− k]q!

+qk [n−1]q!
[k]q![n− k−1]q!

[ n−1

k

]
q
+qk

[ n−1

k

]
q
=

[k]q[n−1]q!+qk[n− k]q[n−1]q!
[k]q![n− k]q!

[ n−1

k

]
q
+qk

[ n−1

k

]
q
= [n−1]q!

[k]q +qk[n− k]q
[k]q![n− k]q!

paydadaki [k]q +qk[n−k]q =
1−qk

1−q
+qk 1−qn−k

1−q
=

1−q
1−q

= [n]q olur ve eşitlikte yerine

konulduğunda

[ n−1

k

]
q
+qk

[ n−1

k

]
q
=

[n−1]q![n]q
[k]q! [n− k]q!

=
[n]q!

[k]q! [n− k]q!
=

[ n

k

]
q

4.29 elde edilir.
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(4.30) un ispatı için eşitliğin sağ tarafı aşağıdaki biçimde açıldığında:

qn−k
[ n−1

k

]
q
+

[ n−1

k

]
q
= qn−k [n−1]q!

[k−1]q! [n− k]q!
+

[n−1]q!
[k]q! [n− k−1]q!

qn−k
[ n−1

k

]
q
+

[ n−1

k

]
q
=

qn−k [k]q[n−1]q!+[n− k]q[n−1]q!
[k]q![n− k]q!

qn−k
[ n−1

k

]
q
+

[ n−1

k

]
q
= [n−1]q!

qn−k [k]q +[n− k]q
[k]q![n− k]q!

paydadaki qn−k[k]q + [n− k]q = qn−k 1−qk

1−q
+

1−qn−k

1−q
=

1−q
1−q

= [n]q olur ve eşitlikte

yerine konulduğunda

qn−k
[ n−1

k

]
q
+

[ n−1

k

]
q
=

[n−1]q![n]q
[k]q! [n− k]q!

=
[n]q!

[k]q! [n− k]q!
=

[ n

k

]
q

4.30 elde edilir.

Teorem 4.3 n≥ 1 için q-binom teoreminin iki gösterilişi vardır. İlki aşağıdaki biçimdedir

(Kac & Cheung 2001, s. 15):

(x+a)n
q =

n

∑
k=0

[ n

k

]
q
xkan−kq

(n−k
2

)
(4.31)
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İspat. (4.31) için tümevarım uygulandığında

n = 1 için

(x+a)1
q =

[ 1

0

]
q
x0a1q

(1
2

)
+

[ 1

1

]
q
x1a0q

(0
2

)
= x+a

n = 2 için

(x+a)2
q = (x+a)(x+aq) = x2 +ax(1+q)+a2q

(x+a)2
q =

[ 2

0

]
q
x0a2q

(2
2

)
+

[ 2

1

]
q
x1a1q

(1
2

)
+

[ 2

2

]
q
x2a0q

(0
2

)

(x+a)2
q = x2 +[2]qax+a2q

(x+a)2
q = x2 +ax(1+q)+a2q

n = s için aşağıdaki eşitliğin doğru olduğunu kabul edelim.

(x+a)s
q =

[ s

k

]
q
xkas−kq

(s−k
2

)
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n = s+1 için doğruluğu aşağıdaki şekilde ispatlanır:

(x+a)s+1
q = (x+aqs)(x+a)s

q

(x+a)s+1
q = (x+aqs)+

([ s

k

]
q
xkas−kq

(s−k
2

))

(x+a)s+1
q =

([ s

k

]
q
xk+1as−kq

(s−k
2

))
+
([ s

k

]
q
xkas−k+1q

(s−k
2

)
+s
)

(x+a)s+1
q = as+1q

(s
2

)
+s +

[
as−k+1xkq

(s−k+1
2

)([ s

k−1

]
q
+qk

[ s

k

]
q

)]
+ xs+1

(x+a)s+1
q = (x+a)s+1

q

n = s+ 1 için bu eşitlik sağlandığı için n = s içinde bu eşitlik geçerlidir. Sonuç olarak

(4.31) elde edilir.

Teorem 4.4 n≥ 1 için q-binom teoreminin ikinci gösterilişi ise aşağıdaki biçimdedir

(Kac & Cheung 2001, s. 15):

(x+a)n
q =

n

∑
k=0

[ n

k

]
q
xn−kakq

(k
2

)
(4.32)
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İspat. (4.32) için tümevarım uygulandığında

n = 1 için

(x+a)1
q =

[ 1

0

]
q
x1a0q

(0
2

)
+

[ 1

1

]
q
x0a1q

(1
2

)
= x+a

n = 2 için

(x+a)2
q = (x+a)(x+aq) = x2 +ax(1+q)+a2q

(x+a)2
q =

[ 2

0

]
q
x2a0q

(0
2

)
+

[ 2

1

]
q
x1a1q

(1
2

)
+

[ 2

2

]
q
x0a2q

(2
2

)

(x+a)2
q = x2 +[2]qax+a2q

(x+a)2
q = x2 +ax(1+q)+a2q

n = s için için aşağıdaki eşitliğin doğru olduğunu kabul edelim.

(x+a)s
q =

[ s

k

]
q
xkas−kq

(s−k
2

)
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n = s+1 için doğruluğu aşağıdaki şekilde ispatlanır:

(x+a)s+1
q = (x+aqs)(x+a)s

q

(x+a)s+1
q = (x+aqs)

([ s

k

]
q
xkas−kq

(s−k
2

))

(x+a)s+1
q =

[ s

k

]
q
xk+1as−kq

(s−k
2

)
+

[ s

k

]
q
xkas−k+1q

(s−k
2

)
+s

(x+a)s+1
q = xs+1 +

[
xs−k+1akq

(k
2

)(
qs−k+1

[ s

k−1

]
q
+

[ s

k

]
q

)]
+an+1q

(s
2

)
+s

(x+a)s+1
q = (x+a)s+1

q

n = s+ 1 için bu eşitlik sağlandığı için n = s içinde bu eşitlik geçerlidir. Sonuç olarak

(4.32) elde edilir.

Teorem 4.5 Gauss’un binom formülü aşağıdaki biçimdedir (Kac & Cheung 2001, s. 29):

(1+ x)n
q =

n

∑
k=0

[ n

k

]
q
xkq
(k

2

)

İspat. Gauss binom formülünü elde etmek için (4.32) de x = 1 ve a = x seçildiğinde

istenilen eşitlik elde edilir.

Teorem 4.6 Heine’nin binom formülü aşağıdaki biçimdedir (Kac & Cheung 2001, s. 29):

1
(1− x)n

q
=

∞

∑
k=0

[n]q[n+1]q · · · [n+ k−1]q
[k]q!

xk
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İspat. Heine için ilk olarak Gauss binom eşitliğinde n =−n ve x =−xqn seçilirse

1
(1− x)n

q
= (1− xqn)−n

q =
∞

∑
k=0

[ n

k

]
q
xkq
(k

2

)
=

∞

∑
k=0

[ −n

k

]
q
(−xqn)kq

(k
2

)

[−n]q =
1−q−n

1−q
=
−1
qn [n]q =−q−n[n]q yazılır ve üstteki eşitlikte yerine konulduğunda

1
(1− x)n

q
=

∞

∑
k=0

[−n]q[−n−1]q · · · [−n− k+1]q
[k]q!

(−1)kxkqnkq
(k

2

)

1
(1− x)n

q
=

∞

∑
k=0

−q−n[n]q−q−n−1[n+1]q · · ·−q−n−k+1[n+ k−1]q
[k]q!

· (−1)kxkqnkq
(k

2

)

1
(1− x)n

q
=

∞

∑
k=0

(−1)kq−(n+(n+1)+···+(n+k−1)[n]q[n+1]q · · · [n+ k−1]q
[k]q!

· (−1)kxkqnkq
(k

2

)

1
(1− x)n

q
=

∞

∑
k=0

[n]q[n+1]q · · · [n+ k−1]q
[k]q!

xk

Heine binom formülü elde edilir.
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Uyarı. Hipergeometrik seriler için en önemli toplam formüllerinden biri binom teoremi

tarafından verilmektedir. |z|< 1 için aşağıdaki formül gerçeklenir:

2F1(a,c;c;z) = 1F0(a;−;z) =
∞

∑
n=0

(a)n

n!
zn = (1− z)−a (4.33)

Bu formülün q-benzeri ise teorem 4.6 da verilmiştir.

Teorem 4.7 |z| < 1 ve |q| < 1 için aşağıdaki eşitlik elde edilir (Gasper & Rahman 2004,

ss. 9-10):

1Φ0(a;−;q,z) =
∞

∑
n=0

(a;q)n

(q;q)n
zn =

(az;q)∞

(z;q)∞

(4.34)

İspat. Heine (4.34) aşağıdaki gibi ispatlamıştır:

fa(z) =
∞

∑
n=0

(a)n

n!
zn (4.35)

fa(z) yukardaki biçimde tanımlansın. Bu seri |z|< 1 için yakınsaktır. Fonksiyonları terim-terime

türetilirse

f ′a(z) =
∞

∑
n=1

n(a)n

n!
zn−1

f ′a(z) =
∞

∑
n=0

(a)n+1

n!
zn

f ′a(z) = a fa+1(z) (4.36)
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elde edilir. Öte yandan

fa(z)− fa+1(z) =
∞

∑
n=1

(a)n− (a+1)n

n!
zn

fa(z)− fa+1(z) =
∞

∑
n=1

(a+1)n−1[a− (a+n)]
n!

zn

fa(z)− fa+1(z) =−
∞

∑
n=1

n(a+1)n−1

n!
zn

fa(z)− fa+1(z) =−
∞

∑
n=0

(n+1)(a+1)n

(n+1)n!
zn+1 =−z fa+1(z) (4.37)

bağıntısı gerçeklenir. (4.36) ve (4.37) birlikte düşünüldüğünde aşağıdaki başlangıç koşulu

ile verilen birinci dereceden diferensiyel denklem elde edilir:

f ′a(z) =
a

1− z
fa(z), fa(0) = 1 (4.38)

Bu koşullar altında (4.38) çözüldüğünde |z| < 1 için fa(z) = (1− z)−a fonksiyonu elde

edilir.

ha(z) =
∞

∑
n=0

(a;q)n

(q;q)n
zn (4.39)

biçimde tanımlansın. q→ 1 için hqa(z)→ fa(z) olduğu açıkça görülmektedir. fa+1(z) nin

q-benzeri haq(z) olduğunda önce aşağıdaki fark hesaplanır:

ha(z)−haq(z) =
∞

∑
n=1

(a;q)n− (aq;q)n

(q;q)n
zn

ha(z)−haq(z) =
∞

∑
n=1

(aq;q)n−1

(q;q)n
[1−a− (1−aqn)]zn
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ha(z)−haq(z) =−a
∞

∑
n=1

(aq;q)n−1(1−qn)

(q;q)n
zn

ha(z)−haq(z) =−a
∞

∑
n=1

(aq;q)n−1

(q;q)n−1
zn

ha(z)−haq(z) = haq(z)(−az) (4.40)

elde edilir. Bu bağıntı (4.37) nin bir benzeridir. Türevlenebilir bir f fonksiyonu için

f ′(z) = lim
q→1

f (z)− f (qz)
(1−q)z

(4.41)

olduğundan aşağıdaki fark hesaplanır. Sonuç olarak

ha(z)−ha(qz) =
∞

∑
n=1

(a;q)n

(q;q)n
[zn− (zq)n]

ha(z)−ha(qz) =
∞

∑
n=1

(a;q)n

(q;q)n
zn(1−qn)

ha(z)−ha(qz) =
∞

∑
n=1

(a;q)n

(q;q)n−1
zn

ha(z)−ha(qz) =
∞

∑
n=0

(a;q)n+1

(q;q)n
zn+1

ha(z)−ha(qz) = (1−a)z
∞

∑
n=0

(aq;q)n

(q;q)n
zn

ha(z)−ha(qz) = (1−a)zhaq(z) (4.42)

elde edilir. (4.40) ve (4.42) birlikte düşünüldüğünde

ha(z)−ha(qz) = (1−a)z
ha(z)

(1−az)

57



ha(z)
[
1− (1−a)z

1−az

]
= ha(qz)

ha(z) =
(1−az)
(1− z)

ha(qz) (4.43)

elde edilir. Bu bağıntı n−1 defa tekrarlandığında ve daha sonra n→∞ için limit alındığında

ha(0) = 1 ve n→ ∞ için qn→ 0 olduğunda

ha(z) =
(1−az)

1− z
ha(zq)

ha(qz) =
(1−aqz)

1−qz
ha(zq2)

...

ha(qn−1z) =
1−azqn−1

1− zqn−1 ha(zqn)

ha(z) =
(az;q)∞

(z;q)∞

ha(0) =
(az;q)∞

(z;q)∞

(4.44)

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

Sonuç. (4.34) ün çarpım formülünün sonuçlarından biri aşağıdaki biçimdedir:

1Φ0(a;−;q,z) · 1Φ0(b;−;q,az) = 1Φ0(ab;−;q,z) (4.45)

İspat. (4.34) deki 1Φ0(a;−;q,z) =
∞

∑
n=0

(a;q)n

(q;q)n
zn =

(az;q)∞

(z;q)∞

eşitliğinden yararlanarak

1Φ0(a;−;q,z) · 1Φ0(b;−;q,az) =
∞

∑
n=0

(a;q)n

(q;q)n
zn

∞

∑
n=0

(b;q)n

(q;q)n
(az)n

1Φ0(a;−;q,z) · 1Φ0(b;−;q,az) =
(az;q)∞

(z;q)∞

(baz;q)∞

(az;q)∞
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1Φ0(a;−;q,z) · 1Φ0(b;−;q,az) =
(baz;q)∞

(az;q)∞

1Φ0(a;−;q,z) · 1Φ0(b;−;q,az) = 1Φ0(ab;−;q,z)

(4.45) elde edilir.

4.5 q-ÜSTEL FONKSİYON

Bu bölümde klasik üstel fonksiyonun q-üstel fonksiyonunda değerleri, q-türevleri ve bazı

eşitlikleri incelenmiştir.

Uyarı. Üstel fonksiyonun sonsuz seri tanımı aşağıdaki biçimdedir:

ex =
∞

∑
k=0

xk

k!

Teorem 4.8 Ex
q eşitliğini göstermek için ilk olarak |q|< 1 için aşağıdaki eşitliği göstermek

gerekir (Kac & Cheung 2001, s. 29 ):

∞

∑
k=0

xk q
(k

2

)
[k]q!

= (1+(1−q)x)∞
q (4.46)

İspat. (4.46) ispatı için Gauss binom formülünü ele almak yeterlidir:

(1+ x)n
q =

n

∑
k=0

[ n

k

]
q
xkq
(k

2

)
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lim
n→∞

[n]q =
1

(1−q)
olur ve eşitliğin sağ tarafına uygulanırsa

lim
n→∞

[ n

k

]
q
= lim

n→∞

[n]q[n−1]q . . . [n− k+1]q
[k]q[k−1]q . . . [2][1]

lim
n→∞

[ n

k

]
q
=

1
(1−q)

1
(1−q)

· · · 1
(1−q)

(1−qk)

(1−q)
(1−qk−1)

(1−q)
· · · (1−q)

(1−q)

lim
n→∞

[ n

k

]
q
=

1
(1−qk)(1−qk−1) . . .(1−q)

elde edilir. Gauss binom formülünde düzenleme yapılırsa ve x = (1−q)x seçilirse

(1+ x)∞
q =

∞

∑
k=0

1
(1−qk)(1−qk−1) . . .(1−q)

xkq
(k

2

)

(1+(1−q)x)∞
q =

∞

∑
k=0

xk(1−q)kq
(k

2

)
(1−qk)(1−q)k−1 . . .(1−q)

paydayı
(1−q)k

(1−q)k çarpıp bölündüğünde

(1+(1−q)x)∞
q =

∞

∑
k=0

xkq
(k

2

)
[k]q!

= Ex
q
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(4.46) elde edilir.

Tanım 4.5 (4.46) eşitliğinden q-üstel fonksiyonu aşağıdaki biçimde yazılabilir:

Ex
q =

∞

∑
k=0

xk q
(k

2

)
[k]q!

(4.47)

Teorem 4.9 ex
q eşitliğini göstermek için ilk olarak |q|< 1 için aşağıdaki eşitliği göstermek

gerekir (Kac & Cheung 2001, s. 30):

∞

∑
k=0

xk

[k]q!
=

1
(1− (1−q)x)∞

q
(4.48)

İspat. (4.48) için Heine binom formülünü ele almak yeterlidir:

1
(1− x)n

q
=

∞

∑
k=0

[n]q[n+1]q · · · [n+ k−1]q
[k]q!

xk

lim
n→∞

[n]q =
1

(1−q)
ise lim

n→∞

[ n

k

]
q
=

1
(1−qk)(1−qk−1) . . .(1−q)

olur ve eşitlikte yerine

yazıldığında

1
(1− x)∞

q
=

∞

∑
k=0

xk

(1−qk)(1−qk−1) . . .(1−q)

ve x = (1−q)x seçilip paydayı
(1−q)k

(1−q)k çarpıp bölündüğünde

1
(1− (1−q)x)∞

q
=

∞

∑
k=0

xk(1−q)k

(1−qk)(1−qk−1) . . .(1−q)

1
(1− (1−q)x)∞

q
=

∞

∑
k=0

xk

[k]q!

61



(4.48) elde edilir.

Tanım 4.5 (4.48) eşitliğinden q-üstel fonksiyonu aşağıdaki biçimde yazılabilir:

ex
q =

∞

∑
k=0

xk

[k]q!
(4.49)

4.6 q-ÜSTEL FONKSİYONLARIN BAZI ÖZELLİKLERİ

q-üstel fonksiyon olan ex
q ve Ex

q in eşitliklerinden yararlanarak aşağıdaki eşitliklerin

geçerliliği gösterilebilir:

Teorem 4.10 ex
q ve Ex

q tanımlarından yararlanarak aşağıdaki eşitlik elde edilir (Kac &

Cheung 2001, s. 32):

e−x
q Ex

q = E−x
q ex

q = 1 (4.50)

İspat. (4.46) ve (4.48) eşitliklerinden yararlanarak ve x =−x seçildiğinde

Ex
q = (1+(1−q)x)∞

q

ex
q =

1
(1− (1−q)x)∞

q

e−x
q =

1
(1− (1−q)(−x))∞

q
=

1
(1+(1−q)x)∞

q
=

1
Ex

q

Ex
q = (1+(1−q)(−x))∞

q = (1− (1−q)x)∞
q =

1
ex

q
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ise

e−x
q Ex

q =
1

Ex
q

ex
q = 1

E−x
q ex

q =
1
ex

q
ex

q = 1

(4.50) elde edilir.

Teorem 4.11 ex
q in türevi aşağıdaki şekildedir (Kac & Cheung 2001, s. 31):

Dqex = ex
q (4.51)

İspat. İlk olarak (4.48) deki ex
q in toplam eşitliği yazılırsa

ex
q =

∞

∑
k=0

xk

[k]q!
= 1+

∞

∑
k=1

xk

[k]q!

ve türevi alıdnığında

Dqex = 0+
∞

∑
k=1

[k]qxk−1

[k]q!
=

∞

∑
k=1

[k]qxk−1

[k]q[k−1]q!

Dqex =
∞

∑
k=1

xk−1

[k−1]q!
=

∞

∑
k=0

xk

[k]q!
= ex

q
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(4.51) elde edilir.

Teorem 4.12 Ex
q in türevi aşağıdaki şekildedir (Kac & Cheung 2001, s. 31):

DqEx
q = Exq

q (4.52)

İspat. İlk olarak (4.46) daki Ex
q toplam eşitliği yazılırsa

Ex
q =

∞

∑
k=0

xk q
(k

2

)
[k]q!

= 1+
∞

∑
k=1

xk q
(k

2

)
[k]q!

ve türevi alınırsa

DqEx
q = 0+

∞

∑
k=1

[k]qxk−1 q
(k

2

)
[k]q!

=
∞

∑
k=1

[k]qxk−1 q
(k

2

)
[k]q[k−1]q!

DqEx
q =

∞

∑
k=1

xk−1 q
(k

2

)
[k−1]q!

=
∞

∑
k=0

xk q
(k+1

2

)
[k]q!

(
k+1

2

)
=

(k+1)k
2

=
k(k−1)

2
+k=

(
k
2

)
+k yazılabilir ve üstteki eşitlikte yerine konulduğunda

DqEx
q =

∞

∑
k=0

(xq)k q
(k

2

)
[k]q!

= Exq
q

(4.52) elde edilir.

Teorem 4.13 ex
1
q

in eşitliği aşağıdaki şekildedir (Kac & Cheung 2001, s. 32):

ex
1
q
= Ex

q (4.53)
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İspat. (4.48) de q =
1
q

seçilirse aşağıdaki eşitlik elde edilir:

ex
1
q
=

∞

∑
k=0

xk

[k] 1
q
!

(4.2) eşitliğinin [k]q =
(1−qk)q

(1−q)
olduğundan q=

1
q

seçilirse [k] 1
q
= [k]qq1−k olur ve eşitlikte

yerine yazılırsa

ex
1
q
=

∞

∑
k=0

xk

[k] 1
q
!
=

∞

∑
k=0

xk

[k] 1
q
[k−1] 1

q
. . . [2] 1

q
[1] 1

q

ex
1
q
=

∞

∑
k=0

xk

[k]q q1−k[k−1]q q2−k . . . [2]q q−1[1]q q0

ex
1
q
=

∞

∑
k=0

xk

[k]q!q−(0+1+···+(k−1))

ex
1
q
=

∞

∑
k=0

xk

[k]q!q−
(k

2

)
ex

1
q
= Ex

q

(4.53) elde edilir.

Teorem 4.14 Eğer yx = qxy ise aşağıdaki eşitlik geçerlidir (Kac & Cheung 2001, s. 32):

(x+ y)n =
n

∑
i=0

[ n

i

]
q
xiyn−i (4.54)
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İspat. Yukardaki eşitliği göstermek için tümevarım uygulanırsa:

n = 1 için

(x+ y) =
[ 1

0

]
q
x0y1 +

[ 1

1

]
q
x1y0 = x+ y

n = 2 için

(x+ y)2 =

[ 2

0

]
q
x0y2 +

[ 2

1

]
q
x1y1 +

[ 2

2

]
q
x2y0

(x+ y)2 = x2 +2xy+ y2

n = s için aşağıdaki eşitliğin doğru olduğu kabul edilsin

(x+ y)s =
s

∑
i=0

[ s

i

]
q
xiys−i

n = s+1 için doğruluğu aşağıdaki şekilde ispatlanır:

(x+ y)s+1 = (x+ y)(x+ y)s

(x+ y)s+1 = (x+ y)
( s

∑
i=0

[ s

i

]
q
xiys−i

)

(x+ y)s+1 =
( s

∑
i=0

[ s

i

]
q
xiys−ix

)
+
( s

∑
i=0

[ s

i

]
q
xiys−i+1

)
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(x+ y)s+1 =
( s

∑
i=0

[ s

i

]
q
xi(qs−ixys−i)

)
+
( s

∑
i=0

[ s

i

]
q
xiys−i+1

)

(x+ y)s+1 =
( s+1

∑
i=1

qs−i+1
[ s

i−1

]
q
xiys−i+1)

)
+
( s

∑
i=0

[ s

i

]
q
xiys−i+1

)

(x+ y)s+1 = xk+1 +
s

∑
i=1

(
qs−i+1

[ s

i−1

]
q
+

[ s

i

]
q

)
xiys−i+1

)
+ ys+1

(x+ y)s+1 =
s+1

∑
i=0

[ s+1

i

]
q
xiys+1−i

elde edilir ve bu eşitlik n = s içinde geçerlidir. Böylece (4.54) eşitliği elde edilir.

Teorem 4.15 Eğer yx = qxy ise aşağıdaki eşitlik elde edilir (Kac & Cheung 2001, s. 32):

ex
qey

q = ex+y
q (4.55)

İspat.

ex
qey

q =
( ∞

∑
n=0

xn

[n]q!

)( ∞

∑
n=0

yn

[n]q!

)

payı
[n]q!
[n]q!

çarpıp bölündüğünde

ex
qey

q =
∞

∑
n=0

( n

∑
i=0

xi

[i]q!
yn−i

[n− i]q!

) [n]q!
[n]q!

ex
qey

q =
∞

∑
n=0

1
[n]q!

( n

∑
i=0

[ n

i

]
q
xiyn−i

)
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ex
qey

q =
∞

∑
n=0

(x+ y)n

[n]q!

ex
qey

q = ex+y
q

(4.55) elde edilir.
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5. q-HİPERGEOMETRİK FONKSİYON

Tanım 5.1 R(t) paydası t = 1,q,q2, . . . için paydası 0 olmayan rasyonel fonksiyon ve

cn+1

cn
= R(qn), c0 = 1 (5.1)

ise

φ(x) =
∞

∑
n=0

cnxn (5.2)

ifadesine q-hipergeometrik seri denir ve φ(x) fonksiyonuna da q-hipergeometrik fonksiyon

denir. n≥ 1 için 5.1 eşitliği n kez kullanılarak cn katsayıları aşağıdaki gibi yazılabilir:

cn = cn−1R(qn−1)

cn−1 = cn−2R(qn−2)

...

c1 = c0R(q0)

ve cn = R(1)R(q)R(q2) · · ·R(qn−1) elde edilir.

ai 6= b j, b j 6= 1,q−1,q−2, . . . ise

R(t) =
(a1− t−1)(a2− t−1) · · ·(ar− t−1)

(b1− t−1)(b2− t−1) · · ·(bs− t−1)

1
(q− t−1)
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bulunur. (5.2) deki cn ifadesi aşağıdaki şekildedir:

n−1

∏
j=0

(a−q− j) =
n−1

∏
j=0

(−q− j)(1−aq j) =
n−1

∏
j=0

(−q− j)
n−1

∏
j=0

(1−aq j)

= (1)(−q−1)(−q−2) · · ·(−q−(n−1))(1−a)(1−aq) · · ·(1−aqn−1)

= (−q−1)

(n
2

)
(1−a)n

q = (−1)nq−
(n

2

)
(1−a)n

q

Ozaman

cn =
n−1

∏
k=0

(a1−q−k)(a2−q−k) · · ·(ar−q−k)

(b1−q−k)(b2−q−k) · · ·(bs−q−k)

1
(q−q−k)

olur ve paydadaki
1

(q−q−k)
hesaplarsak

n−1

∏
j=0

(q−q− j) =
n−1

∏
j=0

(−q− j)(1−q j+1)

= (−q0)(−q−1) · · ·(−q−(n−1))(1−q)(1−q2) · · ·(1−qn)

= (−1)nq−
(n

2

)
(1−q)n

q

bulunur ve

cn =
[(−1)nq−

(n
2

)
]r−s−1

(1−q)n
q

r

∏
k=1

(1−ak)
n
q

s

∏
k=1

(1−bk)
n
q

(5.3)

elde edilir.
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(5.3) deki sonucu (5.2) de yerine koyulduğunda q-hipergeometrik seri aşağıdaki biçimde

yazılır:

φ(x) = rΦs

 a1,a2, . . . ,ar

b1,b2, . . . ,bs

;q;x



φ(x) = 1+
∞

∑
n=1

[(−1)nq−
(n

2

)
]r−s−1

(1−q)n
q

r

∏
k=1

(1−ak)
n
q

s

∏
k=1

(1−bk)
n
q

xn (5.4)

Örnek 5.1 Yukardaki (5.4) eşitliğinde r = s = 0 alınırsa

0Φ0

 −
−

;q;x

=
∞

∑
n=0

[(−1)nq−
(n

2

)
]r−s−1

(1−q)n
q

xn = (1− x)∞
q = E

−x
1−q
q

Örnek 5.2 Yukardaki (5.4) eşitliğinde r = 1 ve s = 0 alınırsa

1Φ0

 0

−
;q;x

=
∞

∑
n=0

xn

(1−q)n
q
=

1
(1− x)∞

q
= e

x
1−q
q
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Örnek 5.3 R(qn) =
1−q

1−qn+1 için φ(x) i hesaplanırsa

cn+1

cn
=

1−q
1−qn+1 ,c0 = c1 = 1

c2 =
1−q
1−q2 =

1
[2]!

c3 =
1−q
1−q3 =

1
[3]!

...

cn =
1−q
1−qn =

1
[n]!

=⇒ φ(x) =
∞

∑
n=0

xn

[n]!
= ex

q

Örnek 5.4 q-hipergeometrik serileri aşağıdaki gibi daha yalın halde yazılabilir:

1Φ0

 a

−
;q;x

= 1+
∞

∑
n=1

(1−a)n
q

(1−q)n
q

xn

Yukardaki örnekte a = qN , (N ∈ Z+) verilirse

1Φ0[qN ;q;x] = 1+
∞

∑
n=1

(1−qN) · · ·(1−qN+n−1)

(1−q) · · ·(1−qn−1)
xn

1Φ0[qN ;q;x] = 1+
∞

∑
n=1

[N] · · · [N +n−1]
[n]!

xn =
1

(1− x)N
q

(5.5)
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Bu eşitlik bize Heine Binom Formülünü verir.

Teorem 5.1 Herhangi bir a için aşağıdaki eşitlik elde edilir (Kac & Cheung 2001, s. 45):

1Φ0[a;q;x] =
(1−ax)∞

q

(1− x)∞
q

(5.6)

İspat. (5.5) te a = qN ve (N ∈ Z+) ise

1Φ0[qN ;q;x] =
(1− xqN)∞

q

(1− x)∞
q

=
(1− xqN)(1− xqN+1 · · ·)

(1− x)(1− xq) · · ·
=

1
(1− x)N

q

5.1 HEİNE BİNOM FORMÜLÜNÜN GENEL HALİ ve BAZI

ÖNERMELER

Hatırlatma 5.1 Herhangi bir n sayısı için (4.13) te aşağıdaki eşitlik geçerlidir:

(a;q)n =
(a;q)∞

(aqn;q)∞

Önerme 5.1 Herhangi bir α sayısı için aşağıdaki eşitlik geçerlidir:

Dq(1+ x)α
q = [α]q(1+ xq)α−1

q
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İspat. (4.13) eşitliğinden (1+ x)α
q yı aşağıdaki gibi yazılabilir:

Dq

(
(1+ x)∞

q

(1+ xqα)

)
=

1
x(q−1)

( f (qx)
g(qx)

− f (x)
g(x)

)

Dq

(
(1+ x)∞

q

(1+ xqα)

)
=

1
x(q−1)

( (1+ xq)∞
q

(1+ xqα+1)∞
q
−

(1+ x)∞
q

(1+ xqα)∞
q

)

1
(1+ xqα+1)∞

q
ve (1+ x)∞

q genişletilirse

1
(1+ xqα+1)∞

q
=

(1+ xqα)

(1+ xqα)(1+ xqα+1) · · ·
=

(1+ xqα)

(1+ xqα)∞
q

(1+ x)∞
q = (1+ x)(1+ xq) · · ·= (1+ x)(1+ xq)∞

q

ve elde edilen eşitlikler yerine yazılırsa

Dq

(
(1+ x)∞

q

(1+ xqα)

)
=

1
x(q−1)

(
(1+ xq)∞

q (1+ xqα)

(1+ xqα)∞
q

−
(1+ x)(1+ xq)∞

q

(1+ xqα)∞
q

)

Dq

(
(1+ x)∞

q

(1+ xqα)

)
=

1
x(q−1)

(
(1+ xq)∞

q ((1+ xqα)− (1+ x))
(1+ xqα)∞

q

)
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Dq

(
(1+ x)∞

q

(1+ xqα)

)
=

(1+ xq)∞
q

(1+ xqqα−1)∞
q

(qα −1)
(q−1)

Dq

(
(1+ x)∞

q

(1+ xqα)

)
= [α]q(1+ xq)α−1

q

Dq(1+ x)α
q = [α]q(1+ xq)α−1

q

istenilen eşitlik elde edilir.

Önerme 5.2 Herhangi bir α sayısı için aşağıdaki eşitlik elde edilir:

Dq

( 1
(1− x)α

q

)
=

[α]q

(1− x)α+1
q

İspat. (1− x)α
q için (4.13) eşitliğindeki değeri yazıldığında

Dq

(
(1− xqα)∞

q

(1− x)∞
q )

)
=

1
x(q−1)

( f (qx)
g(qx)

− f (x)
g(x)

)

Dq

(
(1− xqα)∞

q

(1− x)∞
q )

)
=

1
x(q−1)

((1− xqα+1)∞
q

(1− xq)∞
q
−

(1− xqα)∞
q

(1− x)∞
q

)
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1
(1− xq)∞

q
ve (1− xqα)∞

q genişletilirse

1
(1− xq)∞

q
=

(1− x)
(1− x)(1− xq) . . .

=
(1− x)
(1− x)∞

q

(1− xqα)∞
q = (1− xqα)(1− xqα+1) . . .= (1− xqα)(1− xqα+1)∞

q

ve elde edilen eşitlikler yerine yazılırsa

Dq

( 1
(1− x)α

q

)
=

1
x(q−1)

((1− x)(1− xqα+1)∞
q

(1− x)∞
q

−
(1− xqα)(1− xqα+1)∞

q

(1− x)∞
q

)

Dq

( 1
(1− x)α

q

)
=

1
x(q−1)

((1− xqα+1)∞
q ((1− x)− (1− xqα))

(1− x)∞
q

)

Dq

( 1
(1− x)α

q

)
=

(1− xqα+1)∞
q

(1− x)∞
q

(qα−1)

(q−1)

Dq

( 1
(1− x)α

q

)
=

[α]q

(1− x)α+1
q

elde edilir.

5.2 2Φ1 SERİLERİ İÇİN HEİNE’NİN DÖNÜŞÜM FORMÜLÜ

Verilen bir fonksiyon için hipergeometrik gösterilişi tek değildir. Çeşitli hipergeometrik

gösterilişler arasında bir takım dönüşümler vardır. Bu sayede bir fonksiyonun birden
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fazla hipergeometrik gösterilişi olabilir. İlk olarak birçok formüllerin ispatında çok sık

kullanılan klasik Heine’nin dönüşüm formülü aşağıdaki gibidir (Gasper & Rahman 2004,

s. 14):

Teorem 5.2 |z|< 1 ve |b|< 1 için aşağıdaki eşitlik geçerlidir:

2Φ1(a,b;c;q,z) =
(b,az;q)∞

(c,z;q)∞
2Φ1

(c
b
,z;az;q,b

)
(5.7)

İspat. Bu dönüşüm formülünü kanıtlamak için, ilk olarak aşağıdaki q-binom teoreminden

yararlanılmalıdır:

(cqn;q)∞

(bqn;q)∞

=
∞

∑
m=0

( c
b ;q)m

(q;q)m
(bqn)m

|z|< 1 ve |b|< 1 için

2Φ1(a,b;c;q,z) =
∞

∑
n=0

(a;q)n(b;q)n

(q;q)n(c;q)n
zn

=
(b;q)∞

(c;q)∞

∞

∑
n=0

(a;q)n

(q;q)n

[ ∞

∑
m=0

( c
b ;q)m

(q;q)m
(bqn)m

]
zn

=
(b;q)∞

(c;q)∞

∞

∑
n=0

∞

∑
m=0

( c
b ;q)m

(q;q)m
(b)m (a;q)n

(q;q)n
(zqm)n

=
(b;q)∞

(c;q)∞

∞

∑
m=0

∞

∑
n=0

( c
b ;q)m

(q;q)m
(b)m (a;q)n

(q;q)n
(zqm)n

=
(b;q)∞

(c;q)∞

∞

∑
m=0

( c
b ;q)m

(q;q)m
(b)m

∞

∑
n=0

(a;q)n

(q;q)n
(zqm)n

Eşitliğin sağ tarafındaki toplama (5.6) uygulandığında aşağıdaki biçimde olur:

2Φ1(a,b;c;q,z) =
(b;q)∞

(c;q)∞

∞

∑
m=0

( c
b ;q)m

(q;q)m
(b)m (azqm;q)∞

(zqm;q)∞
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ve (5.6) dan (azqm;q)∞ =
(az;q)∞

(az;q)m
ve (zqm;q)∞ =

(z;q)∞

(z;q)m
yazılır ve eşitlikte yerine konulduğunda

2Φ1(a,b;c;q,z) =
(b;q)∞(az;q)∞

(c;q)∞(z;q)∞

∞

∑
m=0

( c
b ;q)m(z;q)m

(q;q)m(az;q)m
(b)m

2Φ1(a,b;c;q,z) =
(b,az;q)∞

(c,z;q)∞
2Φ1

(c
b
,z;az;q,b

)

(5.7) elde edilir.

(cqn;q)∞

(bqn;q)∞

=
∞

∑
m=0

( c
b ;q)m

(q;q)m
(bqn)m

Yukardaki eşitliği göstermek için (5.6) da a =
c
b

ve z = bqn seçilirse

∞

∑
m=0

( c
b ;)m

(q;q)m
(bqn)m =

(cqn;q)∞

(bqn;q)∞

elde edilir.

Euler’in dönüşüm formülü ise aşağıdaki biçimdedir:

2F1(a,b;c;z) = (1− z)c−a−b
2F1(c−a,c−b;c;z) (5.8)

Teorem 5.3 Heine (5.8) formülünün q-benzerini aşağıdaki biçimde göstermiştir:

2Φ1(a,b;c;q,z) =
(abz

c ;q)∞

(z;q)∞
2Φ1

(c
a
,

c
b

;c;q,
abz
c

)
(5.9)

Yukardaki eşitliği göstermek için ilk iki değişkenini yer değiştirerek arka arkaya tekrar

etmek yeterlidir.
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İspat. (5.7) eşitliğinden yararlanarak

2Φ1(a,b;c;q,z) =
(b,az;q)∞

(c,z;q)∞
2Φ1

(c
b
,z;az;q,b

)

sağ tarafındaki 2Φ1

(
c
b ,z;az;q,b

)
de c

b ile z yer değiştirildiğinde

2Φ1(a,b;c;q,z) =
(b,az;q)∞

(c,z;q)∞
2Φ1

(
z,

c
b

;az;q,b
)

2Φ1(a,b;c;q,z) =
(b,az;q)∞

(c,z;q)∞

( c
b ,bz;q)∞

(az,b;q)∞
2Φ1

(abz
c

,b;bz;q,
c
b

)
2Φ1(a,b;c;q,z) =

( c
b ,bz;q)∞

(c,z;q)∞
2Φ1

(abz
c

,b;bz;q,
c
b

)
(5.10)

(5.10) elde edilir.

İspat. (5.10) daki eşitliğin sağ tarafındaki 2Φ1
(abz

c
,b;bz;q,

c
b

)
de

abz
c

ile b yer değiştirildiğinde

2Φ1(a,b;c;q,z) =
( c

b ,bz;q)∞

(c,z;q)∞
2Φ1

(abz
c

,b;bz;q,
c
b

)
2Φ1(a,b;c;q,z) =

( c
b ,bz;q)∞

(c,z;q)∞
2Φ1

(
b,

abz
c

;bz;q,
c
b

)
2Φ1(a,b;c;q,z) =

( c
b ,bz;q)∞

(c,z;q)∞

(abz
c ,c;q)∞

(bz, c
b ;q)∞

2Φ1

(c
a
,

c
b

;c;q,
abz
c

)
2Φ1(a,b;c;q,z) =

(abz
c ;q)∞

(z;q)∞
2Φ1

(c
a
,

c
b

;c;q,
abz
c

)

(5.9) elde edilir.
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5.3 GAUSS’UN TOPLAM FORMÜLÜNÜN q-BENZERİ

Gauss’un toplam formülünün q-benzerini elde etmek için |b|< 1 ve |c
a
|< 1 varsayımları

altında z=
c

ab
seçmek yeterlidir. Buna göre aşağıdaki eşitlik elde edilir (Gasper & Rahman

2004, s. 15):

Teorem 5.4

2Φ1

(
a,b;c;q,

c
ab

)
=

(b, c
b ;q)∞

(c, c
ab)∞

1Φ0

( c
ab

;−;q,b
)

İspat. İlk olarak (5.7) yazılırsa

2Φ1(a,b;c;q,z) =
(b,az;q)∞

(c,z;q)∞
2Φ1

(c
b
,z;az;q,b

)

ve yukardaki (5.7) de z =
c

ab
alınırsa

2Φ1

(
a,b;c;q,

c
ab

)
=

(b, c
b ;q)∞

(c, c
ab ;q)∞

2Φ1

(c
b
,

c
ab

;
c
b

;q,b
)

2Φ1

(
a,b;c;q,

c
ab

)
=

(b, c
b ;q)∞

(c, c
ab ;q)∞

1Φ0

( c
ab

;−;q,b
)

elde edilir.

Teorem 5.5 Yukardaki eşitliğin sağ tarafına (5.6) uygulanırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir:

2Φ1

(
a,b;c;q,

c
ab

)
=

( c
a ,

c
b ;q)∞

(c, c
ab ;q)∞

(5.11)
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İspat. (5.6) formülünde a =
c

ab
ve z = b alınırsa

1Φ0(a;−;q;z) =
∞

∑
n=0

(a;q)n

(q;q)n
zn =

(az;q)∞

(z;q)∞

1Φ0

( c
ab

;−;q,b
)
=

( c
a ;q)∞

(b;q)∞

olur ve

2Φ1

(
a,b;c;q,

c
ab

)
=

(b, c
b ;q)∞

(c, c
ab ;q)∞

1Φ0

( c
ab

;−;q,b
)

yukardaki eşitliğin sağındaki 1Φ0 değeri yerine konulduğunda

2Φ1

(
a,b;c;q,

c
ab

)
=

(
b,

c
b
,

c
a

;q
)

∞(
c,

c
ab

,b;q
)

∞

2Φ1

(
a,b;c;q,

c
ab

)
=

(c
b
,

c
a

;q
)

∞(
c,

c
ab

;q
)

∞

(5.11) elde edilir.

Teorem 5.6 Yukardaki eşitlikte a= q−n seçilirse (5.11) aşağıdaki sonlu duruma indirgenir:

2Φ1

(
q−n,b;c;q,

cqn

b

)
=

(c
b

;q
)

n
(c;q)n

(5.12)

İspat. (5.11) de a = q−n seçilirse

2Φ1

(
q−n,b;c;q,

cqn

b

)
=

(cqn;q)∞

(c
b

;q
)

∞

(c;q)∞

(cqn

b
;q
)

∞
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ve (5.6) uygulandığında

(1− c)∞
q = (1− c)n

q(1− cqn)∞
q(

1− c
b

)∞

q
=
(

1− c
b

)n

q

(
1− cqn

b

)∞

q

yukardaki eşitliği verir ve

2Φ1

(
q−n,b;c;q,

cqn

b

)
=

(cqn;q)∞(
c
b ;q)n(

cqn

b ;q)∞

(c;q)n(cqn;q)∞(
cqn

b ;q)∞

2Φ1

(
q−n,b;c;q,

cqn

b

)
=

( c
b ;q)n

(c;q)n

(5.12) elde edilir.

(5.12) deki toplamların sırası yer değiştirildiğinde

2Φ1(q−n,b;c;q,q) =
( c

b ;q)n

(c;q)n
bn (5.13)

elde edilir. Hem (5.12) hemde (5.13) Vandermonde formülünün q-benzeridir. Bu formüller

diğer önemli formülleri türetmek için kullanabilir. Örneğin, Jackson (1910) ispat ettiği

dönüşüm formülü aşağıdaki gibidir:

Teorem 5.7

2Φ1(a,b;c;q,z) =
(az;q)∞

(z;q)∞

∞

∑
k=0

(a, c
b ;q)k

(q,c,az;q)k
(−bz)kq

(k
2

)
=

(az;q)∞

(z;q)∞
2Φ2

(
a,

c
b

;c,az;q,bz
)

(5.14)
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İspat. İlk olarak (5.12) de

2Φ1

(
q−n,b;c;q,

cqn

b

)
=

( c
b ;q)n

(c;q)n

b =
c
b

seçildiğinde

k

∑
n=0

(q−k;q)n(
c
b ;q)n

(q;q)n(c;q)n
(bqk)n =

(b;q)k

(c;q)k

elde edilir. (q−k;q)n de (4.20) eşitliği kullanıldığında

=
∞

∑
n=0

∞

∑
k=n

(a;q)k(
c
b ;q)n

(q;q)k(q,c;q)n

zk(bqk)n(q;q)k

(q;q)k−n
(−1)nq

(n
2

)
−kn

=
∞

∑
n=0

∞

∑
k=n

(a;q)k(
c
b ;q)n

(q;q)k−n(q,c;q)n
zk(−b)nq

(n
2

)

k = n+ k seçildiğinde ve (a;q)n+k için (4.16) eşitliği kullanıldığında

=
(a;q)n+k(

c
b ;q)n

(q;q)k(q,c;q)n
zk(−bz)nq

(n
2

)
=

∞

∑
n=0

(a;q)n(
c
b ;q)n

(q,c;q)n
(−bz)nq

(n
2

) ∞

∑
k=0

(aqn;q)k

(q;q)k
zk

eşitliğin sağ tarafına (5.6) uygulanıp ve genişletildiğinde

=
∞

∑
n=0

(a;q)n
(c

b
;q
)

n

(q,c;q)n
(−bz)nq

(n
2

)
(azqn;q)∞

(z;q)∞

((az;q)n

(az;q)n

)

=
(az; q)∞

(z; q)∞

∞

∑
k=0

(a,
c
b

;q)k

(c, az ;q)k
(−bz)k q

(k
2

)
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(5.14) elde edilir.

(5.14) formülü aşağıdaki Pfaff-Kummer dönüşüm formülünün q-benzeridir:

2F1(a,b;c;z) = (1− z)−a
2F1

(
a,c−b;c;

z
(z−1)

)
(5.15)
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