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OZET

TEMEL HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLAR ve BAZI OZELLIKLERI

Semra Hardal
Uygulamali Matematik

Tez Danigmani: Prof. Dr. Nuri Kuruoglu

Mayis, 2016, 87 sayfa

Bu tezin amaci Temel Hipergeometrik Fonksiyonlar1 (veya g-Hipergeometrik
Fonksiyonlari) incelemektir. Bu amagla, 6nce bilinen Hipergeometrik Fonksiyonlarin
tanimi, ilgili denklemleri ve donisiimlerinden bahsedilmis daha sonra g-tiirevinin
tanim1 verilerek bilinen fonksiyonlarin g-analizindeki ifadeleri elde edilmistir. Son
olarak, Temel Hipergeometrik Fonksiyon tanimi verilerek, g-parametreli Heine, Gauss
ve benzeri doniistimlerin analizi yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hipergeometrik Fonksiyon, g-Hipergeometrik Fonksiyon, g-Seri,
g-Tirev



ABSTRACT

BASIC HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS and ITS APPLICATIONS

Semra Hardal
Applied Mathematics

Thesis Supervisor: Prof. Dr. Nuri Kuruoglu

May, 2016, 87 pages

The objective of this thesis is to study the Basic Hypergeometric Functions (or
g-Hypergeometric Functions). For this purpose, firstly well-known definition of
Hypergeometric Functions, relevant equations and transformations were mentioned.
Secondly, description of well-known functions were obtained by using the definition of
g-derivative in g-analysis. Thirdly, the definition of Basic Hypergeometric Functions
were given and then some transformations more involving the parameter “q” such as
Heine’s transformation, Gauss’s transformation and etc., were analyzed.

Keywords: Hypergeometric Function, g-Hypergeometric Function, g-Series,
g-Derivative
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1. GIRIS

Bu calismada ilk olarak hipergeometrik ve temel hipergeometrik seriler i¢in notasyon ve
tanimlari verilip daha sonra temel toplam, doniisiim ve acilim formiilleri i¢in olusturulan
temel formiiller gosterilecektir.

Ik olarak Gauss tarafindan tanimlanan ,F| hipergeometrik serileri ile ,F; genellestirilmis
hipergeometrik serileri ile baslayacagiz ve bu serilerin bircok onemli 6zel durumlarina
dikkat cekecegiz. Ikinci adimda ise; taban ile adlandiracagimiz bir ¢ parametresi iceren
Heine’nin ,®; hipergeometrik serisi tanimlandiktan sonra ,®; temel hipergeometrik seriler
ile ilgili notasyonlar ve tanimlart verecegiz. ,®; serisinin ¢ — 1 limiti durumunda ,F;
serisi elde edildiginden temel hipergeometrik serileri, hipergeometrik serilerin g-benzeri
olarak adlandirlir. Hipergeometrik seriler icin toplam formiillerinin bircogunun temelinde
binom teoremi oldugundan dolay1 g-benzeri yardimiyla g-binom teoremi olarak adlandirilir.
Daha sonra bu teorem, Euler doniisiim formiiliiniin g-benzeri ve Chu ve Vandermonde,
Gauss, Kummer Pfaff gibi g-benzerlerinin toplam formiillerini tiiretirken kullanilacaktir

(Gasper & Rahman 2004, s. 1).



2. GENEL BILGILER

2.1 HIPERGEOMETRIK SERILER ve TEMEL HIPERGEOMETRIK

SERILER

Gauss 1812 yilinda Gottingen’de Royal Society of Science’te sundugu cok iinlii caligmasi

Gauss (1813) deki ¢ #0,—1,—2,--- olmak iizere a,b, c ve z nin bir fonksiyonu olan

ab a(a+1)b(b+1) ,
1 .
Tt T e )2

2.1)

sonsuz serisini ortaya cikardi. Bu serinin biitiin terimlerinin paydasi sifirdan farklidir.
Gauss |z] < 1 iken yakinsakligim ve |z| = 1 iken Re(c —a — b) > 0 igin serinin mutlak
yakinsakligini gosterdi ve Re(c —a — b) > 0 ve z = 1 iken bu serinin toplamu i¢in formiil
tiiretti. Gauss, kendi serisi i¢in F(a,b,c,z) notasyonunu kullanmasina ragmen su anda

alisilagelmis F (a,b;c;z) veya asagidaki notasyonlar kullanilmaktadir.
a,b
2Fi(a,b;c;z), ZFI[ . ;Z]

Ciinkii bu notasyon a ve b pay parametresi, ¢ payda parametresi ve degiskeni z olarak
ayirmaktadir. Gauss’un calismalarinda onun serilerine siklikla

Gauss serileri denmektedir. Bununla birlikte @ = 1,b = ¢ 6zel durumu

Iz 42+



geometrik serileri vermektedir. Gauss serileri de hipergeometrik serileri veya Gauss
hipergeometrik serileri olarak isimlendirilmistir. Gauss serileri biciminde agilabilen bazi

onemli fonksiyonlar |z| < 1 olmak tizere asagidaki bigimdedir :

(1+2)*=F(—a,b;b;—2)

log(142z) =zF(1,1;2;—2)

113
- 2
=zF(=,=;—=; 2.2
sin” ' z=z% (2,2,2,z) (2.2)
1 3
1 2
t =zF(<,1;5;—
. Z
e = lim F(a,b;b;~)
a—roo a

Ayrica ortogonal polinomlarda Gauss serileri seklinde asagidaki gibi agilabilirler.
Tamm 2.1 a € R sayist1 icin ve azalan bir fonksiyon ele alindiginda Lebesque integrali

asagidaki sekilde tanimlanir:

[ rdat)

Eger bu integral tiim polinomlar i¢in sonlu ise, f ve g fonksiyonlarinin i¢ carpimi asagidaki

sekildedir:

<fig>= [ f@gda)



do(x) =W(x)dx ve W: [x;,x] - R (W:

asagidaki sekilde tanimlanir:

< fg>= [ )W (0

X1

Birinci ve ikinci tiir Tchebichef polinomlari

agirlik fonksiyonu) ise ortogonol polinom

Tn(x):F(—n,n,%;(lgx)) 2.3)

Un(x):(n—i—l)F(—n,n—l—Q;%;(l;x)) 2.4)
Legendre polinomlar1

Pn(x):F<—n,n+1;l;(1;x)> (2.5
Gegenbaur polinomlari

C,’}(x):(2$)HF<—n,n+21;l+%;(15)6)) (2.6)
genellestirilmis Jacobi polinomlari

P,?Hﬁ(x):WF(—n,n—i—O{—i—ﬁ—i—l;a—i—l;(l%x)) (2.7)



seklindedir. Gauss’tan once Chu (1303) ve Vandermonde (1772) Vandermonde formiilii

veya Chu-Vandermonde formiilii olarak bilinen

—b
F(—n,b;c;l):(c In. n=01,--- 2.8)
(€)n
toplam formiiliinii ispatladilar ve (Euler 1748)
F(a,b;ciz)=(1—2)“PF(c—a,c—b;c;z), lz] < 1 (2.9)

bicimindeki kendi doniisiim formiiliinii iceren hipergeometrik seriler i¢in bir¢ok sonug

elde etmistir. (2.8) formiilii, Gauss’un ¢alismasinda ispatladig

I['(c)T(c—a—>b)

F(a,b;c;1) = , Re(c—a—b) >0 2.10
(@b:e: ) = =T e —p) . 2.10)
toplam formiiliiniin @ = —n sonlu durumudur. Gauss serilerin genel hali ay,ay,--- ,a,, r
adet pay parametresi ve b1, by, - - - , b, s adet payda parametresi asagidaki sekilde tanimlanir :
a,az, ,a
rF:V(alaaZa' '7ar;b17b27' 7stZ)ErF |ib],b2, ,bt’Z:|

(2.11) i¢in (ay), = a1(a1 +1)... (a1 +n— 1) Pochammer Sembolii seklinde yazilir.

Ozel olarak r = 0 veya s = 0 olmas1 durumunda asagidaki bagintilar elde edilir:



Ustel fonksiyon

e =oFy(—;—;2) (2.12)

Trigonometrik fonksiyon

2 2

sinzzzoFl(—;%;%) coszzoFl(—;%;%) (2.13)
Bessel fonksiyonu
Ja(z) = (g)aOFl (’gzjl:l)%z) (2.14)
Hermite polinomlari
Hy(x) = (2x)"2Fo (%n u ;") ;—; —x‘2> (2.15)
Laguerre polinomlari
L¥(x) = Wﬁd—n;a%—l;x) (2.16)



2.2 ¢-HIPERGEOMETRIK FONKSIYON

Gauss’un ¢alismasindan 33 yil sonra, (Heine 1846, 1847, 1878) ¢ #0,—1,—2,--- olmak

lizere

(1-gH(1-¢")  (1-¢)1-g""H(1-¢")(1-¢"") 5
== == l—g)1—g+) ° 2.17)

1+

serisini tanittt. Bu seri |¢| < 1 oldugunda |z| < 1 igin mutlak yakinsaktir ve

1 _ 44
lim — 4
g—1 1— q

=a (2.18)

oldugundan ¢ — 1 icin Gauss serisine yakinsar. (2.17) serisine Heine serisi veya ¢
tabaminda temel hipergeometrik serisi olarak adlandirilir. Heine kendi serisi i¢in Gauss’un
notasyonuna benzer ¢ (a, b, c,q,z) notasyonunu kullanmigtir. Ayrica g nun kuvvetleri olan

a,b veya c nin 0 olmas1 durumunu dikkate almistir. Hipergeometrik serileri,

ab = (a;q)n(b3q)
0(a,b;c;q,2) =2 ¢1(a,b;c;z) =2 Py 47| = A VLA VAL
( /=0 ) nZ() (2:9)n(c3@)n

g-kismi faktoriyel ve ¢ # ¢~ (m =0, 1,---) olmak iizere

1 n=01ise

(a;q)n =

(1-a)(1—aq)---(1—ag" ") n=1,2,--



bi¢imindedir. (a;q), ¢arpimu igin literatiirde (a)y,,, [a], veya taban gosterilmedigi zaman

(a), notasyonlari kullanilir. @, hipergeometrik serisi ¢ # 0 ve r > s+ 1 i¢in

r¢s(al>a27"' 7ar;b1;b27"' 7bs;qaz) - rq)s 3452

_ (a13q)n(a2:9)n " -~ (ar:q)n
=0 (@ @)n(b1:@)n(b2:@)n -~ (bs3 @)n

: [(—1)”61(;)]1“‘%” (2.19)

yukardaki esitlik elde edilir ve (2.11) ve (2.19) daki serilerin paydast 0 olamaz (Gasper
& Rahman 2004, ss. 1-4).
Ayrica g-ortogonol polinomlarin acilimi ise asagidaki sekildedir:

Birinci ve ikinci tiir g-Tchebichef polinomlari

sin(n+1)0
Cn(X;(IM):%:Un(X)v x=cos6
fim —1— %, (x:Blq) = cosn® = T,(x) 6
1mm ——— X, = COoSnu = X), X = COS
poi2(1—p) P "
g-Legendre polinomlar1 0 < g < 1 i¢in
g g g (@) gf
Pi(x|q) =201 q;q9x | = ( ) _( ) :
J prar (@:9)x (:9)x



g-Gegenbauer polinomlar1

n

m (@":0)k(@"; Dn—k j(n—2000
Co(x; = o
(:4"1a) k;o GO G Dar

g-Jacobi polinomlari

URUIE - (g q@)r(abg" ") (xq)*
s ’b,Q)_kZ%) (aq;q)k (4:9)k

g-Bessel polinomu

v+1. 0,0 2
0 oo % ) —Z
Jv( )(Z,q) = (q( - 9) (§> 201 ‘%T
q’q)‘x’ v+1
q
_ (E)Vi (4:)n <—ZZ)”
2) = (@@ \ 4
g-Hermite polinomlart ise |r| < 1 igin
o0 H (o]
H(x,r) _ Z n(X|Q) A= H(l _2xqu+r2q2k)71
=0 (69 k=0

g-Laguerre polinomlari ise g € (0, 1) i¢in

(@*q)n & (q‘”;tI)k(qO”"*'X)"q(g)
(@a)n = (@D (@* )k

Ly(x:q) =



Teorem 2.1 Hipergeometrik fonksiyonla g-hipergeometrik fonksiyon arasindaki esitlik

asagidaki sekildedir (Slater 1966, ss. 88-89):
. q,49 Cl,b
lim ,®, g x| =2F [ ;x] (2.20)
q—1 Cc

Ispat. Bu esitligi gostermek igin ilk 6nce asagidaki esitlik verilmelidir:

(@), = i (4"9)n

=gy a2

(1-¢")(1 =g (1 =¢""?)---(1—¢g""")
1=

q)(1—-q)(1—-¢g)---(1-q)

Burada 8 belirsizligi oldugundan L’Hospital Kurali uygulanirsa

(a), = lim
q—1

(—ag* ")(—(a+1)g")) - (—(a+n—1)g""?)
(=D(=1D--(=1)

10



(2.21) elde edilir ve (2.20) esitligi ise asagidaki sekilde gosterilir:

q*,q°
lim 2‘131
q—1 .
q
(1—¢)"

ay ve paydayl ———— carpip boliindiigiinde
pay Pyy(l_q)ngrpp g

q*,q°
lim 2(1)1
q—1 .
q
4. q"
lim , P,
q—1 c
q
q*,q°
lim Zq)l
q—1 .
q
q*,q°
lim 2@1
q—1 c
q
elde edilir.

(1—=q)"(1—q“)n (1—q)"(1—4")n
x| — lim (1-g)" (1-q)"
i) = lim Y

— (a)n(D)n ,(1—q)"
| = § el o1

- (a)n(b)nx
1q5 X -
o e M
]
;x| =28 ;X
C

11



2.3 GAMMA ve BETA FONKSIYONLARI

Bu boliimde Gamma ve Beta fonksiyonlart ile ilgili temel bilgiler ve »F; hipergeometrik
serileri ile ilgili baz1 esitlikler gosterilmistir.

Tanim 2.1 T'(z) ile gosterilen gamma fonksiyonu z > 0 i¢in agagidaki bigimde tanimlanmigtir:
I'(z) = / e dr (2.22)
0

Yukardaki tanimdan yararlanarak asagidaki iki teoremi elde edebiliriz:
Teorem 2.1z > 1i¢in I'(z) = (z— 1)['(z— 1) esitligi gegerlidir (Lebedev 1966, s. 24):

Ispat. (2.22) esitliginde kismi integrasyon uygulanirsa istenilen esitlik elde edilir.

b—roo

[(z) = lim [ e I=Zh 4+ (:— 1) / 27 dt
0

I(z)=(z—1) / T ey

0

[(z)=@E-1DI(z—1)

Teorem 2.2 Eger z = n icin n pozitif tamsay1 olmak {izere asagidaki esitlik elde edilir

(Lebedev 1966, s. 24):

T(n)=(n—1)! (2.23)

12



ispat.

I'(n)=mn-1)[(n—1)

— (n—1)(n—2)(n—3)---2)()C(1)

(2.22) esitliginde I'(z) icin z = 1 secilirse istenilen esitlik elde edilir.

(1) = /Oooe_’dt .
L(n)=(n-1)(n-2)(n-3)---2)(YI(1) = (n—1)(n—2)(n—3)---(2)(1)(1)

T(n) = (n—1)!

Tanim 2.2 Beta fonksiyonu Euler integralinin birinci tipidir. Re(x),Re(y) > 0 i¢cin bu 6zel

fonksiyonunun tanimi asagidaki bicimde tanimlanmustir:
B(x,y) = / N = ar (2.24)
0

ve iki degiskenli beta fonksiyonu asagidaki bigcimlerde de ifade edilebilir.

B(x,y) =2 / * (sin0)>!(cos )2 a6 (2.25)
0
L(x)0
B(x,y) = F((xx) +(yy)> (2.26)

13



Teorem 2.3 Re(c) > Re(b) > 0 igin asagidaki esitlik gegerlidir:

1
caes) — b—1/1 _ Ne=b=1/1_ \—a
2F1(a,b,c,z)—r(b)r(c_b)/ot (1= V(1 = z1)“ds (2.27)

/01 tb_l(l —t)c_b_l(l —Zl‘)_adl o i %Zn (/01 tn+b_1<1 —t)c_b_ldt)

ve sag taraftaki integrali (2.24) e gore diizenleyip daha sonra (2.26) da yerine yazildiginda

1 (o]
/0 tb_l(l —t)c_b_l(l —zt)_adl = Z %an(n—{—b,C—b)
n=0 :

/]tb—l<1_t)c—b—l(1 —Zt>_adt: i (a)n nF(I’l—l—b)F(C—b)

0 = n! ¢ I'(n+c¢)

/ltb—l<1 _t)c—b—l(l —Zt>_adt _ i " (a)n<b)n F<C_b)r(b>

0 n—0 n! ()n I'(c)

1 o
/0 P71 =)V (1 = 20) %t = 2 Fy(a, b c;2) [(c—b)I(b) F(bc);“(b)

14



ve esitlikte icler dislar carpimi yapildiginda asagidaki esitlik elde edilir:

2Fi(a,biciz) = %/Oltb‘l(l — )N (1 — zr) "t

Teorem 2.4 Re(c —a—b) > 0 olmak iizere asagidaki esitlik gecerlidir (Gasper & Rahman
2004, s. 4):
I'(c)I'(c—a—b) B(b,c—a—>b)

2hi(asbies ) = F e —b) ~  Blb.c—b) (2.28)

Ispat. (2.27) esitliginde z = 1 secildiginde istenilen esitlik elde edilir.

I'(c)

2Fi(a,b;c;z) = m/oltbl(l _t)C*b*IU 1)

I'(c) s c—a—b—
:F(c—b)F(b)/() 11— pyemab-1gy

sag taraftaki integrali (2.24) e gore diizenleyip daha sonra (2.26) da yerine yazildiginda

2Fi(a,byc; 1) = %B(b,c—a—b)
oo L)  T@l(c—a-b)

hilabic) = D Fe) T e—a)

JFi(a,bie;1) = I'(c)['(c—a—>b) _ B(b,c—a—b)

I'(c—a)'(c—b) B(b,c—b)

15



Teorem 2.5 ¢#0,—1,—2,... olmak iizere asagidaki esitlik gecerlidir (Gasper & Rahman

2004, s. 3):

2Fi(=n,bsc;1) = n=0,12,- (2.29)

Ispat. (2.28) esitliginde a = —n secildiginde

I'(c)['(c—a—>b) _ I'(c)['(c—b+n)
I'c—a)T'(c—b) T(c—b)T(c+n)

zF] (—n,b;c; 1) =

I'(a+n)
[(a)

I'(c—b+n)
c—b

ve Pochammer Semboliinden (a), = =(c—b), ve

['(c+n)
I'(c)

oldugundan

= (¢), seklinde yazilip yerine koyuldugunda esitlik elde edilir.

2Fi(—n,b;c;l) =

16



3. HIPERGEOMETRIK FONKSIiYONLAR

Bu boliimde ilk olarak pochammer sembolii ve hipergeometrik serileri ile igili bilgiler

verilmistir.

Tamim 3.1 a reel yada kompleks ve # sifir yada pozitif tamsay1 olmak {izere

(

ala+1)---(a+n—1)

n>1ise

n=0

biciminde tanimlanan ifade Pochammer Sembolii olarak bilinir.

Onerme 3.1 Pochammer Sembolii asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(@)ns1=ala+ 1),

Ispat. Gamma fonksiyonunun

[(x+1)=xI(x), (x>0)

ozelliginden

3.1

(3.2)

(3.3)
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INa+n)=(a+n—1I'(a+n—1)

=(a+n—1)(a+n—-2)'(a+n—-2)

=(a+n—1)(a+n-2)...(a+1)al'(a)

= (a)aI'(a)

Esitligin her iki tarafi I'(a) ile boliiniirse (3.1) ifadesi elde edilir. (3.2) esitligi ise (3.1) ve
(3.3) yardimiyla
Ia+n+1) all(a+n+1) al'((a+1)+n)

@1 === =@~ L@+l

_ala+1),I(a+1)
B Ca+1)

=a(a+1),

istenilen esitlik elde edilir. Ozel olarak (3.1) de n = 0 alirsak (a)o = 1 elde edilir.

Onerme 3.2

¢ k
—1)*n!
(=1)°n , 0<k<n
(n—k)!

(—n); = kn=0,1,2... (3.4)

0, k>n

\
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ispat.

(—n)i = (=n)(—n+ 1) (—n+k—1)

= (D) n)(n—1)-- (n—k+1)

(—Dfm)(n—1)---(n—k+1)(n—k)(n—k—1)---3-2-1
(n—k)(n—k—1)---3-2-1

k>nigin (—n)p=(—n)(—n+1)---(—n+k—1) esitliginin sag tarafi mutlaka sifir olacaktir.
Onerme 3.3 c reel yada kompleks say1, k ve m dogal say1 olmak iizere asagidaki esitlik

gecerlidir:

(3.5)

Ispat.

(krm  ()(c+1)(c+2)---(c+k—1)(c+k)(c+k+1)---(c+k+m—1)
(O)x ()c+1)(c+2)---(c+k—1)

=(c+k)(c+k+1)---(c+k+m—1)

= (c+k)m

Onerme 3.4 m ve n dogal say1 olmak iizere asagidaki esitlik elde edilir:

(n+2m)!

(2m+1), = o)

(3.6)
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ispat.

(n4+2m)!  (n4+2m)(n+2m—1)---2m+1)2m)(2m—1)---(3)(2)(1)

@m)t (2m)(2m—1)(2m—2)- (3)(2)(1)

=n+2m)(n+2m—1)---(2m+1)
=C2m+1)2m+1+1)---2m+14+n-2)2m+1+n—-1)
=(C2m+1)[2m+1)+1]---[2m+1)+n—2][2m+1)+n—1]

=(2m+1),
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3.1 HIPERGEOMETRIK SERI ve HIPERGEOMETRIK

FONKSIYONLAR

Tanim 3.2 R(n) rasyonel fonksiyonunda ¢, # —1,—2,---

Sl _Rn),  co=1 (3.7)

olmak tizere

F(x) = i O (3.8)
n=0

esitligine hipergeometrik seri denir ve F'(x) fonksiyonuna ise hipergeometrik fonksiyon

denir. (3.7) esitligi n kez kullanilarak ¢, katsayilar1 asagidaki gibi yazilabilir:

chn=cn_1R(n—1)

Ch—1 = Cn—2R(n—2)

c1 = coR(0)

ve ¢, = R(0)R(1)---R(n— 1) seklinde elde edilir.

Ornek 3.1 R(1) = 1 ise her n € Nigin ¢, = 1 olur ve
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bir geometrik seridir.

Ornek 3.2 R(t) = ILH ise

11 1 1
C T — e — et — e — T
"1 2 n—-1n n!
bulunur ve
© .n
F — _— = A
(x) P e

bir iistel fonksiyondur.

e —1
k 3.3 R(n) = 1
Ornek 3.3 R(n) GniD@n+2) ise

veE

n

F(x):i%:cos\/}

n=0 (

fonksiyonu elde edilir.
Tamm 3.3 a; # b; ve b; pozitif tamsay1 olmayan ve 1 <i <r, 1 < j <s olmak iizere,

R(t) rasyonel fonksiyonu agagidaki bigimde segilirse

(t4a))(t+az)---(t+ay)

Rt) = (t+b1)(t+by)-(t+by)-(1+1)

(3.9)
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ve ¢, =R(0)-R(1)---R(n— 1) oldugundan

ﬁ (a1 +k)- (a2 +k)---(ar +)
b (Br+k) - (ba+ k) (bs+k) - (1+k)

Cp =

Ijak~(ak+1)...(ak+n—l) .

5 n!
[16c (bk+1)-- (b +n—1)
k=1

olur. Buradan Gauss tarafindan tanimlanan asagidaki hipergeometrik seri elde edilir:

Hak ag+1)---(ar+n—1)

- (3.10)
n!

0-L%

r':II

OT]bx(bk+1)--- (b +n—1)
k=1

Bu seriye Gauss hipergeometrik serisi denir ve agsagidaki esitlikle ifade edilebilir:
ay,az,--- ,dr
F(x)=,F ; 3.11
( ) |:b17b27 7b x‘| ( )
Gauss serisi yardimiyla bazi 6zel fonksiyonlarin gosterilimi asagidaki orneklerle ifade

edilmistir:

Ornek 3.4
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Ornek 3.5

Ornek 3.6
a. o (@) S ala+1)(a+2)---(a+n—1) , 1
1F0{_,x} =n:0 ol —nZ::O py X' = (1 —x)
Ornek 3.7
s —x? e (—x2)k 1
—— | =x —
QA k_o(22k(3)-(5)---(2k+1)>k!
2 ok
o ( 1\k 2k o ( 1\k2k+1
:xZ—( ' = —( ' = sinx
= (2k—|—1)! = (2k—|—1)!
Ornek 3.8
— x2] oo (_xz)k oo (_1)kx2k
oFlll,— ZZ =1+Z = cosXx
274 ~ 1 ~  (2k)!
3 k=0 (§)k22kk! k=1
Ornek 3.9
1,1 & (e (=2)f
z2F ;=2 =2
oh|'y ] =L O
oo (—l)k(z)k+1
= ————— =log(1+2)
=  (k+1)
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Ornek 3.10

Ornek 3.11

_ ab z] . & (a2
imari |3 = im B

— =

o2 (@(a+l)(atk—1) £
=47 & k!

Ornek 3.12
1 1
—.1 oo (—) (1)11 2\n n 2n+1
2’ n (=) (=1)"z -
©Fi| % -7 :Z;) 3 P T @
5 "= (g)n

Onerme 3.3 Re(c —a — b) > 0 olmak iizere asagidaki esitlik gecerlidir (Bailey 1964):

o) < FOTCb ) Beme
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Ispat. (2.27) esitliginde z = 1 secildiginde istenilen esitlik elde edilir.

2F1(a,b;c;z):%/Oltb—l(l_t)c—b—l(l_t)—adt
O s e
_F(c—b)F(b)/() P 1=t gy

sag taraftaki integrali (2.24) e gore diizenleyip daha sonra (2.26) da yerine yazildiginda

Ffabie0) = i Bl b
2Fi(a,b;c;z) = I'(c) L(b)[(c—a—b)

['(c—D)I'(D) I'(c—a)

. _TI(l(c—a—-b) B(b,c—a—b)
AR T N AT b) ~ Blbre—b)

Onerme 3.4

Y Y Atkn) =Y Y A(k,n—k) (3.13)

Y. Y B(k,n)=Y Y B(k,n+k) (3.14)

esitlikleri gecerlidir (Rainville):
ispat. n ve k dogal say1 olmak tizere 0 < k < oo ve 0 < n < oo olur. Burada yeni indisler

yerine k = j ve n =m— j alinirsa j ve m dogal sayilar olmak iizere 0 < j <mve ) <m < oo

(o)

i ZA(k,n) = i

n=0%k=0 m=0 j=0

m
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elde edilir. m, j indisleri yerine sirasiyla n,k indisleri konulursa j =k ve m — j = n den

(3.13) elde edilir. A(k,n — k) = B(k,n) alinirsa (3.14) elde edilir.
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4. g-SERI

Bu boliimde ilk olarak g nun bazi temel bilgileri, g-pochammer sembolii, g-tiirev ve

g-binom teoremi ile ilgili bilgilere yer verilmistir.

4.1 ¢-TUREV

Reel degiskenli bir f fonksiyonunun g-diferansiyeli asagidaki sekildedir:

dgf (x) = f(gx) — f (x)

Teorem 4.1 f ve g reel fonksiyonlar icin, f ve g fonksiyonlarinin carpimin g-diferansiyeli

asagidaki sekildedir (Kac & Cheung 2001, s. 1):

dg(f(x)-g(x)) = f(gx) - dgg(x) +8(x) - dy f (x) 4.1

veya

dg(f(x) - 8(x)) = 8(gx) - dg f (x) + f (x) - dgg(x)
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Ispat. (4.1) in ispati asagidaki gibidir:

dy(f(x)-g(x)) = f(gx)g(gx) — f(x)g(x)
= f(gx)g(gx) — f(gx)g(x) + f(gx)g(x) — f(x)g(x)
= f(qx)(g(gx) —g(x)) +8(x)(f(gx) — f(x))

= f(gx) - dgg(x) +g(x) - dy f(x)

yada
dy(f(x)-g(x)) = flgx)g(gx) — f(x)g(x)
= f(gx)g(gx) — f(x)g(qx) + f(x)g(gx) — f(x)g(x)
= g(gx)(f(gx) — f(x)) + f(x)(g(gx) — g(x))
= 8(qx) - dgf (x) + f(x) - dgg(x)
elde edilir.

Tanim 4.1 Eger x # 0 ise f(x) fonksiyonunun g-tiirevi asagidaki sekildedir (Agarval &
Aral & Gupta 2013, 5.3):
_dyf(x) _ f(x)—f(gx)

Dyt (x) = dgx - x(1—gq)

ve (Dyf)(0) = f'(0) igin ¢ — 1 iken f(x) in diferansiyellenebilir fonksiyonu agagidaki

sekildedir:

: — i ) = flgx)
élinl Daf () = ;linl x(1—q) g1 X




ve a ve b birer sabit olmak iizere agagidaki esitlik yazilabilir:

Dy(af(x) +bg(x)) = aDyf(x) +bDyg(x)

Ornek 4.1 f(x) = x" in g-tiirevi icin (4.1) tamiminda yerine konuldugunda

ve g — 1 iken

g=1+g+@++q" ' =1+1++1=n

elde edilir ve n! in g-benzeri ise asagidaki bicimdedir:

1 ,n=01ise
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4.2 CARPIMIN ve BOLUMUN ¢-TUREVI

Teorem 4.2 (4.1) esitliginden yararlanarak, f ve g fonksiyonlarinin ¢arpiminin g-tiirevi

asagidaki sekildedir (Kac & Cheung 2001, s. 3):

Dy (f(x) - g(x)) = f(gx) - Dygg(x) + 8(x) - Dy f (x) (4.3)
veya
Dy(f(x)-8(x)) = f(x) - Dgg(x) + g(gx) - Dy f (x) (4.4)
¢ niin boliim tiirevini hesaplamak i¢in, f(x) = g(x)% esitligine (4.3) uygulandiginda
)N _ 8(x)-Dyf(x) — f(x) - Dyg(x)
Pulgm) = g o @)
elde edilir yada (4.4) uygulanirsa,
J(x)\ _ 8(gx) - Dyf(x) — f(gx) - Dgg(x)
21((y) 3()-g(qx) (+0)

elde edilir.
Ispat. f(x) ve g(x) fonksiyonunun g-boliim tiirevini uygulayip ve esitligin sag tarafina

f(x)g(x) ekleyip ¢cikartilirsa

1 <f(61x) f(X)>:x(q1 (f(qX)g;ECq)x;éc()cgJC)f(X))
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1 (f (qx)g(x) — g(gx) f(x) + f(x)g(x) — f (X)g(X)>
g(gxg(x))

Fx)\  g(x)Dyf(x) — f(x)Dgg(x)
Dq( ) B g(qx)g(x)

yada esitligin sag tarafina f(gx)g(qx) ekleyip cikartirsak

f)y 1 f(gx)g(x) — glgx) f(x) + f(gx)g(qx) — f(qx)g(gx)
Dq(g(X) ) x(g—1) < g(qxg(x)) )

foy 1 g(gx)(f(gx) — f(x)) — f(qx)(g(gqx) — g(x))
P(5t) = 3 1>( 2(a¥)s(x)) )

f(x)\ _ g(gx)Dyf(x) — f(gx)Dyg(x)
Dq( ) - g(qx)g(x)

elde edilir.
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Tamm 4.3 (x — a)7 polinomunun n € Z igin g-benzeri

;

1 ,n=01ise
(x—a)i = 4.7)

n—1

(x—a)g(x—aq)g---(x—aq"")g ,n=12,-

\

ve x = 1 secildiginde ise agagidaki bigcimde yazilir:

1 ,n=01ise

(I1—a)!= (4.8)

L (1-a)g(1—aq)y---(1—aq" ")y ,n=12,-

Yukardaki iki esitlikten anlagildig1 gibi (1 —a)y = (a;¢)n dir.

Onerme 4.1 Vn > 1 icin (x — a)’(} polinomunun g-tiirev esitligi asagidaki bicimdedir:

Ispat. Onerme 4.1 icin ilk 6nce n =1, n =2, n =k ve n = k+ 1 icin g-tiirev degerleri

asagidaki bicimdedir:
Dy(x—a)y =1
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(x —a)y in g-benzeri tanimindan

(x— a)’fl =(x—a),(x—aq)g---(x— aqk_1 )g(x— aqk)q
= (x—a)g(x—aq"),
ve (x — a)];rl yerine yukardaki esitligi yazip g-tiirevi alindiginda asagidaki esitlik elde

edilir:

Dy[(x —a)y(x— aq")] = (x— a)gDy(x — ag")y + (xq — aq*)Dy(x — a)
= [Klg(xq — ag")q(x—a)y "+ (x—a)g

= [Kyq(x—agd")g(x—a)y + (x—a);

= [y q(x —a)g+ (x—a);

= (1+qlklg) (x—a)g

Dyx—a)lt! = [kt 1]g(x -l
elde edilir ve Dy (x — a)]fl = k+1]y(x— a)g bu esitlik gecerli oldugundan
Dy(x— a)g = [k]g(x— a)‘;*1 bu esitlikte gecerlidir.

Onerme 4.2 Vn > 0 icin (x — a)z g-polinomunun baz1 6zellikleri agsagidaki bigimdedir:
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Ispat. (x — a)y g-polinom tanimindan esitligi yazildiginda

(r—a)g™" = (x—a)g(x—aq)g-- (x—ag"")g(x—aq")q - (x—aq

istenilen esitlik elde edilir ve 6zel olarak m = —n secilirse

(x—a)," ™" = (x—a),"(x—aq "),

1= (x—a),"(x—aq ")

q
1
x—a), "=
| (x—aq™");
bulunur. Eger m = —m’ < 0 ve n = —n’ < 0 segilirse asagidaki esitlik elde edilir:

(x—a)g(x—aq")g=(x—a);" (x—ag™),

Sonug olarak (x —a)y"™ esitligi tim tamsayilar i¢in gegerlidir.

Onerme 4.3 Vn € Z icin 6zel polinomun g¢-tiirevi asagidaki sekildedir:
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Ispat. (4.10) esitligi onerme 4.1 de n > 1 icin esitligi gosterilmisti. n = —n’ < 0 segilirse

ve g-bolim tiirevi uygulandiginda yukardaki (4.10) esitligi tiim tamsayilar icin gegerli

oldugu goriiliir:

/

_ _ —n'\n
Dq(x—a);l: ?Qle Clq )qil :
(x—aq=")7 (xq —aq~");
_ Al 1_1
Dyfe—ayi= —abmad T
T (x—ag™")y (xqg—agq");
—[n'lq 1
D (x—a)": I\
K  (x—aq)y (xg—aq™")}
—[”/]q
D —a), = 7 7 7
e g T ag T
[n]
Dy(x—a)y = v
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(4.10) elde edilir.

Onerme 4.4 Vn € Z icin 6zel polinomun g¢-tiirevi asagidaki sekildedir:

1 “n-1
Df](x_a)g = [_n]q(x_aqn)qn (4.11)
. 1
Ispat. Yukadaki esitlik igin (x —a)," = m oldugundan Ga) = (x—aq"),"

yazilabilir ve asagidaki esitlik elde edilir:

Dy(x—aq");" = [—nlg(x—aq");"
Dy (x_l = [—nlg(x—ag")y"!

(4.11) elde edilir.

Onerme 4.5 Vn € Z icin 6zel polinomun g¢-tiirevi asagidaki sekildedir:

Dy(a—x); = —[n]q(a—xq)’;*l (4.12)

Ispat. (4.12) icin ilk 6nce n > 1 i¢in (a —x)y # (=1)"(x—a) olmadig1 gosterilirse

(a =)y = (a—x)gla—xq)y-(a—xg"")g

1

=(a—x)gq(aqg”" —x)q-+-q
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bulunur ve tiirevi alinirsa

(n—1)(n—2)
=g ' (=)' 2 (x—q"(ag ™))
:_[n]qqn l(aq—l x)z—l
elde edilir ve (ag™! —x)Z‘1 acarsak
(ag ' =x)p~" = (ag~" = x)glaq~" —x9)4---(ag™" —xq"?),
(ag ' =x)y ' =g (a—xq)gq (a—xq")g---q ' (a—xq"""),
(ag' —x) ' =g "V (a—xq)t"!
ve yerine yazarsak
Dyla—x)t=—[nlgq" g "V (a—xq)+"
Dq(a _X)Z = _[”]q (a _XQ)Z_I

istenilen esitlik elde edilir.
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4.3 ¢-FAKTORIYELIN BAZI OZELLIKLERI

Vn, k € Z i¢in asagidaki esitlikler gerceklenir:

Onerme 4.6

Ispat. n > 0 igin

(a:q)n=(1—a)(1~aq)...(1~ag"™")

(1—a)(1—aq)...(1—aqg" ") (1 —aq")(1 —aq"t)...

(G,Q)n: (l_aqn)<1_aqn+l)

y 4G 4
(a,Q)n— (1_aqn)oo

(4.13) elde edilir.

Onerme 4.7

Ispat.
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(4.14) elde edilir.

Onerme 4.8

(4.15)

(@' =@ "Yg ™ —qg'(1-ag" ") —¢*(1—ag"?) - —¢"(1 —ag" ™)

(@ "= (a1 2) (1 —ag ) (1~ ag)...(1 - ag ™

(@ '¢" g = (a‘l)"q‘”"(—l)"q(kgl) (ag" *;q)

(a:q)i(aq";q)
(a:q)n

(4.17) deki (aq"; q)r = % esitliginde n = n— k secilip esitlikte yerine konuldugunda




aa Q)n

(4.18) deki (ag;q),—r =

esitligi paydada yerine konuldugunda

alat=m oy — (g 1yeg-nk 1y, (51) (@ 9)i(a3q)n
(@ g e =(a ) g =1 2

olur ve yukarda bulunan degeri (4.15) te yerine konulursa

k
(a:q)n —iyk (8)—nk _ (a;q)n(—qa—l)kq(z)*"k
————————(—qa” )"q\2 —
(a'q""";q)x N (1) _(@q)
(a=")fg ™ (=1)kq\ 2 @
a,q), Ky
g e a0 = @

(4.15) elde edilir.

Onerme 4.9

(a:9)nik = (a:9)n(aq";q)x (4.16)

Ispat. (a;¢),(aq"; q)y icin (4.13) uygulandiginda
yg

(:9)e  (39)w (aq";q)w

(aq" % @) (aq™;q)e (ag";q)oo

(@:@)nk = (@@)n(aq"; @)k
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(4.16) elde edilir.

Onerme 4.10
. k.
(aqn;Q)k = (a’qu(;l? ’Q)n 4.17)
ispat.
(ad";q)k = (1—ag") (1 —ag"™")--- (1 —ag"™* 1)
n (1 —a)(1—aq)---(1—aq" "(1—aq")---(1—aq"t* 1)
(Clq ’q)k_ (l—a)(l—aq)(l_aqn—l)
n. _ (a;Q)n+k
(Clq 7q)k (a—,q)n
o (aq)i(ag ;q)n
eds =",
(4.17) elde edilir.
Onerme 4.11
(aq"s@)n—k = E“;q)n s
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ve (4.13) esitligi uygulandiginda (a;q); = (a;{& ve (a;q), = (a;& elde edilir.
(ag*:q)e (aq";q)-
Esitlikte yerine konuldugunda
(1 _aqk)g—k _ (a;q)w (a’q)n
(@ )k (@)
k (@;5)n
aq ;@) n—rx =
(4.18) elde edilir.
Onerme 4.12
a; aq";
(ank;q)n_k v ( Q)n( q":q)k (4.19)
(a@39)2x

Ispat. (1 —ag®)2* (4.18) esitliginde yerine konuldugunda

L—a)pt®  (1—a)p(1—aq")s  (a;9)a(aq"q)

(1 _ank)n—k _ (

1 (1—a)2k (I—a)2 (@)
(4.19) elde edilir.
Onerme 4.13
_ (4:9)n (5)-nk
n. _ 1) \2 4.20
(@ ")k (q;q)nik( )"q (4.20)
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Ispat. Esitligin sag tarafindaki paydaya (4.15) (a;q),—x = _ (@ (—ga—")kq (5) —nk

esitligi uygulanirsa

(CIQQ)n—k
(4.20) elde edilir.
Onerme 4.14
-1
i a,q)r\gqa q)n _
(aq n,q)k: (( _)](]_k. )n nk (421)

a g7k q),

Ispat. (4.15)te a = 9 verilsin ve icler diglar ¢carpimi yapilirsa asagidaki esitlik elde edilir:
a

1
paydada ki (C—];q) (4.18) ye benzetmek icin a = —¢' ¥ verilsin.
a’), . a
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(a—l 1—k

q' % q) igin k = n segilirse (4.14) deki esitlik olur ve yerine konuldugunda

(ga”! q)n Gk i
aq ";q)r = q
( ) ( 1 k"])n
(4.21) elde edilir.
Onerme 4.15

(a:9)2n = (a:0%)n(aq; ¢ )n

ispat.

(a:q)2n = (1—a)(1 —aq)(1 —agq®)---(1—aq”" )
(a:9)20 = [(1—a)(1—ag®)(1 —aq")--- (1 —ag®"?)]
J(1—ag)(1—ag’)(1—aq)---(1—ag™"")]

(a:9)2n = (a:¢%)n(aq: > )n
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(4.22) elde edilir.

Onerme 4.16

(@:¢)n = (a:q)n(—a:q)n (4.23)

ispat.

(@*q*)n=(1-a*)(1-a*¢*)(1—a’q")--- (1 —a*q"?)
(@q*)n=[1-a)(l—aq) - (1—ag" [(1+a)(1+aq) - (1+aq"")]

(a%6%)n = (a:q)n(—a:q)n

(4.23) elde edilir.
g-faktoriyellerin ¢carpimi ¢ok sik kullanilacagindan bu ¢arpimi daha basit bir notasyon ile

asagidaki bicimde kullanilabilir:

(ar,a2,-- ,am:q)n = (a1:9)n(@2:9)n - - (Am3 @)n (4.24)

(ar,a2, + ,am;q)oo = (a159)o(@2;q) o0 * (A3 @)oo (4.25)
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44 ¢-BINOM TEOREMI

Klasik binom katsayilarin bazi1 6zellikleri asagidaki bicimdedir:

(Z) - (n_n—k')vk' - (n . k) (4.26)

(&)

n—1 n—1
(k—1>+< L ), (1<k<n-—1) 4.27)

Yukardaki dzelliklerin gecerli olmast icin n,k € Z" ve n > k olmalidir.

Tanim 4.4 n,k € Z* ve n > k olmak iizere g-binom katsayis1 asagidaki sekildedir:
n !
. .

n
Ayrica g — 1 iken [ ] g-binom katsayist binom katsayisina doniisiir.
k

Onerme 4.17 n,k € Z* ve 1 < k < n— 1 icin g-Pascal olarak bilinen iki 6zellik ortaya

cikar:

NS
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NSRRI

Ispat. 1 <k <n—1icin

[H ]q”k{ - } B [k_[f];[fji’k]q! *qk[qu![f;_—gq—!uq!

[n—l Lﬂ]k[ n—1 } _ [k]q[n—l]f]i];[q:[_n];q/j]q[n—l]q!

[ ] et

1— k 1— n—k 1—
T4 g € _ -9 [n], olur ve esitlikte yerine
l1—gq l—qg 1—¢

paydadaki [k],+¢"[n—k], =

konuldugunda

[n: L*qk[ n: L: b | k }

4.29 elde edilir.
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(4.30) un ispat1 icin esitligin sag tarafi asagidaki bicimde agildiginda:

| - h* | - | :q"k[k—[f]q_! [ln]‘fk]qz ! [qu![f;_—lk]q—! 1!

1—¢¢ 1-¢"* 1-
paydadaki ¢" *[k], + [n — k], = ¢"* ] T, 1 7 & ; 19 [n], olur ve esitlikte
—q —q —q

yerine konuldugunda

el L

4.30 elde edilir.

Teorem 4.3 1 > 1 igin g-binom teoreminin iki gosterilisi vardir. 11ki asagidaki bicimdedir

(Kac & Cheung 2001, s. 15):
n n n—k
x+ap=Y { } xka”_kq( 2) (4.31)
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Ispat. (4.31) icin tiimevarim uygulandiginda

n=11ic¢in

n =2 i¢in

(x+ a)fl = x* 4 [2],ax +d*q

(x~|—a)§ = x> +ax(1+q)+d’q

n = s icin asagidaki esitligin dogru oldugunu kabul edelim.

N

(x+a); = [ ] datg(2)
’

k
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n = s+ 1 i¢cin dogrulugu asagidaki sekilde ispatlanir:

(x+ a)ZJrl = (x+aq’)(x+a);

(x+a)t = (x+aq’) + ([ ' ] xkas"q(szk)>
q

(x—i—a)f]—H _ (x+a)”;+1

n = s+ 1 i¢in bu esitlik saglandig1 i¢in n = s i¢inde bu esitlik gecerlidir. Sonug olarak
(4.31) elde edilir.
Teorem 4.4 n > 1 i¢in g-binom teoreminin ikinci gosterilisi ise asagidaki bi¢imdedir

(Kac & Cheung 2001, s. 15):

(x+a)g = Z { ! ] O tatq2) (4.32)
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Ispat. (4.32) icin timevarim uygulandiginda

n=1i¢in

(x+a), = [ : } xlaoq(g) +[ 1 } xoalq(;) =x+a
0 -1 1 -4

n="2i¢in

(x+a) = (x+a)(x+aq) = @ +ax(1 +q) +a’q

wrai=[ ] g [ 7] gl o[ ] gl
(U Iy < 24

(x+ a)é = x* 4 [2],ax +d*q

(x—i—a)(zl =x* +ax(1+q)+d’q

n = s icin i¢in asagidaki esitligin dogru oldugunu kabul edelim.

s

(x+a)s = [ } darq(2)
q

k
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n = s+ 1 i¢cin dogrulugu asagidaki sekilde ispatlanir:

(x+ a)ZJrl = (x+aq’)(x+a);

(x—{—a)f;rl = (x+aq’) ({ Z }quas—chzk))

(x+a)i1+l — ¢t +

xskarlakq (;) <qsfk+1 |:

(xt+a)it! = (x+a)i!

n = s+ 1 i¢in bu esitlik saglandig1 i¢in n = s icinde bu esitlik gecerlidir. Sonug¢ olarak
(4.32) elde edilir.

Teorem 4.5 Gauss’un binom formiilii asagidaki bicimdedir (Kac & Cheung 2001, s. 29):

(+xn=Y [ n] g0

k=0 k q

Ispat. Gauss binom formiiliinii elde etmek icin (4.32) de x = 1 ve a = x secildiginde
istenilen esitlik elde edilir.

Teorem 4.6 Heine’nin binom formiilii agsagidaki bicimdedir (Kac & Cheung 2001, s. 29):

[ ~ [”]q[”+1]q"'[”+k_1]qu
(e !
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Ispat. Heine icin ilk olarak Gauss binom esitliginde n = —n ve x = —xq” segilirse

(1—x)j =0l Iq =0l g
1—q¢ " -1 n .
[—n]y = g = ’ [n], = —q~""[n], yazilir ve iistteki esitlikte yerine konuldugunda
1 = [—nlgl—n—1]g- - [-n—k+1]
e T
x)q k=0 [ ]q
1 _ i _Clin[”]q_qinil[”*‘l]q"'_qinikﬂ[”""k_l]q
(1 —X)Z k=0 [k]4!

( 1)kxkanq (k)

: i 1)kg (it D bk 1)[”]q[”+1]q“'[”+k_1]q
(1=x7 = [K]q!
(= 1)kxkanq( )
1 &g+ [n+k—1]
i~ & ! ¢

Heine binom formiilii elde edilir.
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Uyar1. Hipergeometrik seriler icin en 6nemli toplam formiillerinden biri binom teoremi

tarafindan verilmektedir. |z| < 1 i¢in asagidaki formiil gergeklenir:

2 F] (a,c;c;z) = 1F0(a;—;z) = i (a>nZn = (1 —Z)ia (4.33)

Bu formiiliin g-benzeri ise teorem 4.6 da verilmistir.
Teorem 4.7 |z| < 1 ve |g| < 1 i¢in asagidaki esitlik elde edilir (Gasper & Rahman 2004,

ss. 9-10):

)

(@@n ,  (az;9)
D¢(a;—;3q,2) = = 4.34
1Po(a: —34,2) n;)(q;Q)nZ (2:9)e (339

Ispat. Heine (4.34) asagidaki gibi ispatlamustir:

o= L

n=0

7" (4.35)

fa(z) yukardaki bi¢cimde tanimlansin. Bu seri |z| < 1 i¢in yakinsaktir. Fonksiyonlar: terim-terime

tiretilirse

n=1 n!
/ o (@) n
a(Z) = ngb n!_H
fa(2) = afa1(2) (4.36)
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elde edilir. Ote yandan

(a)n— (a+ 1)nzn

I
s

fa(z) — fat1 (Z)

3
I
—_

(a+1)y—1[a— (a+n)]zn

fa(2) = far1(2)

I
s

= n!
Ful2) = fusi(z z”“* 1,
n=1
= (n+1)(a+1), ,
70)~ fun () == £ D — g (437)
n=0

bagintist gerceklenir. (4.36) ve (4.37) birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki baslangi¢ kosulu

ile verilen birinci dereceden diferensiyel denklem elde edilir:

a

fo@) =12, ful0)=1 (4.38)

—&

Bu kosullar altinda (4.38) ¢oziildiigiinde |z| < 1 i¢in f,(z) = (1 —z)™“ fonksiyonu elde

edilir.

(4.39)

bi¢imde tanimlansin. ¢ — 1 i¢in hge(z) = fa(z) oldugu agikga goriilmektedir. f,41(z) nin

g-benzeri h4y(z) oldugunda 6nce asagidaki fark hesaplanur:

ha(z) — hay(z) = ; (a;CI)th?q()tzq;q)nZn

hal2) = hag(2) = i%u —a—(1—ag)
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ok
—~
N
S
»Q
SN—
S
L
—~
[
|
_Q
=
SN—
N

hal2) ~haq(2) = o @D
B v @@ @)t
hu(Z) haq(Z) = r;l (Q;C[)n_l Z
ha(z) — hag(2) = hag(2)(—az) (4.40)

7o) = lim L8 =119 @40
oldugundan asagidaki fark hesaplanir. Sonug olarak

ha(z) — ha(qz) = i (af 9n 2" — (29)"]

A= (@:)n

ha(2) —ha(qz) = ni‘,l EZ;Z;ZZ”U —q")

e ) = 557

ha(2) = ha(qz) = ; (C(l;q?z]';:] Z!

(o)~ hulge) = (1 - L ({002

ha(z) —ha(qz) = (1 — a)zhaq(2) (4.42)

elde edilir. (4.40) ve (4.42) birlikte diistiniildiiglinde

ha (Z)

ha(z) = ha(qz) = (1 _a)z(l — az)
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)1 1] = hatae)
ha(z) = <(11‘_‘f)) ha(42) (4.43)

elde edilir. Bu bagint1 n — 1 defa tekrarlandiginda ve daha sonra n — oo i¢in limit alindiginda

ha(0) =1 ve n — oo icin ¢" — 0 oldugunda

ha(z) = (11__61;) ha(zq)
huld) = S )
= azg!
haldl2) = =l

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr.

Sonug. (4.34) iin carpim formiiliiniin sonuglarindan biri asagidaki bi¢imdedir:

1Po(a;—1¢,2) - 1Po(b; =3¢, az) = 1Po(ab; —:q,2) (4.45)
> (a; (az; Qoo ...
Ispat. (4.34) deki 1Do(a;—;39,2) Z @) esitlifinden yararlanarak
n:0 %q)ee

o)

190 (a; —34,2) - 1%o(b: —3 ¢, az) Z “4 "Z”Z

a i’l n—=

0
(az;Q)oo (baz; )oo
(2:q)e (az:q)e

1Po(a;—39,2) - 1Po(b; —3 q,az) =
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(baz;q)e

1Po(a;—34,2) - 1Po(b; =3 q,az) = (az;q)

1Do(a; —;q,2) - 1Po(b; —; q,az) = 1Po(ab; —;q,7)

(4.45) elde edilir.

4.5 ¢-USTEL FONKSIYON

Bu boliimde klasik iistel fonksiyonun g-iistel fonksiyonunda degerleri, g-tiirevleri ve bazi
esitlikleri incelenmistir.

Uyar1. Ustel fonksiyonun sonsuz seri tanimi asagidaki bicimdedir:

o _k
X
ex:kg‘bﬁ

Teorem 4.8 £ esitligini gostermek icin ilk olarak |g| < 1 i¢in asagidaki esitligi gdstermek

gerekir (Kac & Cheung 2001, s. 29 ):

q(d)

q
[K]q!

>
k=0

=(1+(1—q)x), (4.46)

Ispat. (4.46) ispat1 icin Gauss binom formiiliinii ele almak yeterlidir:
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olur ve esitligin sag tarafina uygulanirsa

[n} [yl = 1] =k 1
e | Jg o [Kglk—1]g. - 2][1]

1 1 1
{”} _ (-q)(1-9q) (1-q)
¢ (1=g"(1-¢"" (1-9
(I-¢q) (1-q) (1—q)

lim
n—roo

r}l_l‘>130|:n L: (l_qk)(l_qi—l)...(l—cﬁ
k

elde edilir. Gauss binom formiiliinde diizenleme yapilirsa ve x = (1 — g)x segilirse

1— k
payday1 El qi 7 carpip bolundiigiinde
-9

k)

(1+(1—gq) i
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(4.46) elde edilir.

Tamim 4.5 (4.46) esitliginden g-iistel fonksiyonu asagidaki bi¢imde yazilabilir:

E* = 3 4.47)
1= X

Teorem 4.9 ¢ esitligini gostermek icin ilk olarak lg| < 1i¢in agagidaki esitligi gostermek

gerekir (Kac & Cheung 2001, s. 30):

= xk 1
kzo[k]q! (- —gx)y

(4.48)

Ispat. (4.48) icin Heine binom formiiliinii ele almak yeterlidir:

1 _i["]q[”+1]q"'[n+k—l]q k
—x)n ! *
(1 x)q k=0 [k]CI'
" ] 1
lim |n], = ise lim = olur ve esitlikte yerine
e (L=g) el (=g (=41 (1=g)
yazildiginda
1 B i XK
(I-x)p = (0=g)1—-¢"1)...(1-q)
_ o —q)* R
ve x = (1 — ¢q)x secilip payday1 W carpip boliindiigiinde
—q

1 i X (1—q)*
(I-(1=g)x)y = (0-g)1-¢"1)...(1-¢q)
S k
q)x)g

1
1 X
(1-(1- ZW

k=0
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(4.48) elde edilir.

Tamim 4.5 (4.48) esitliginden g-iistel fonksiyonu asagidaki bi¢imde yazilabilir:

(o]

- X (4.49)
e =) — )
1 k=0 [k]q'

4.6 ¢-USTEL FONKSIYONLARIN BAZI OZELLIiKLERI

g-ustel fonksiyon olan e, ve E} in esitliklerinden yararlanarak asagidaki esitliklerin
gecerliligi gosterilebilir:

Teorem 4.10 ¢; ve E; tammlarindan yararlanarak asagidaki esitlik elde edilir (Kac &
Cheung 2001, s. 32):

e, El =E, "¢\ =1 (4.50)

Ispat. (4.46) ve (4.48) esitliklerinden yararlanarak ve x = —x secildiginde

e, = !
T (a5
- 1 B 1 1
R () A (A (S
Ey=(1+ (1)) = (1~ (1) =
q
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ise

_ 1
eq XE; E_‘xe)qc =1
q
Efx X _ i X _ 1
q €47 x%~
q
(4.50) elde edilir.

Teorem 4.11 ¢y in tiirevi asagidaki sekildedir (Kac & Cheung 2001, s. 31):

Dye* =e

Ispat. ilk olarak (4.48) deki e, in toplam esitligi yazilirsa

(o]

R Y s
=Y —=1+Y) —
e L9 = [Kg!

ve tiirevi alidniginda

N e
D =0 =
@ =0t X T T B k=T,
o gl =
D X_ — :X
P iR
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(4.51) elde edilir.

Teorem 4.12 E7 in tiirevi agagidaki sekildedir (Kac & Cheung 2001, s. 31):

DyE} = EJ (4.52)

Ispat. i1k olarak (4.46) daki E7 toplam esitligi yazilirsa

k k
> xkq(Z) i xkq(Z)
Ef = =1
Ch e R W
ve tiirevi alinirsa
k

R (O R P1O)
=0 L T B M 1,

2 2 2

NP0
RERP

(4.52) elde edilir.

Teorem 4.13 ¢! in esitligi asagidaki sekildedir (Kac & Cheung 2001, s. 32):
q

(4.53)

(o
Q==

Il
83
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( - ):( +1) = ( )+k:( )+k yazilabilir ve tistteki esitlikte yerine konuldugunda



. 1
Ispat. (4.48) de g = — secilirse asagidaki esitlik elde edilir:
q

el = e X
i B ]!
T _(1_qk)q o _1 .1e
(4.2) esitliginin k], = ﬁ oldugundan ¢ = — segilirse [k]
—q q
yerine yazilirsa
o > X B i Xk
= =
7 [k]él = [k]é[k—l]ép]%[l]é
oo k
X
¢i=) [ 2k ] 0
N — [k]qq [k_l]qq ---[Z]qq [1]qq
> xk
€= Z 1 g—(04+1+-+(k—1))
7 k=0 [klq'q
> b
h a0
TOE0 k], g 2
e\ =k
q
(4.53) elde edilir.

Q=

[k]4q' " olur ve esitlikte

Teorem 4.14 Eger yx = gxy ise asagidaki esitlik gecerlidir (Kac & Cheung 2001, s. 32):
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Ispat. Yukardaki esitligi gostermek icin tiimevarim uygulanirsa:

n=11ic¢in

(x+y)* = x* +2xy +y*

n = s icin asagidaki esitligin dogru oldugu kabul edilsin
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elde edilir ve bu esitlik n = s icinde gecerlidir. Boylece (4.54) esitligi elde edilir.

Teorem 4.15 Eger yx = gxy ise asagidaki esitlik elde edilir (Kac & Cheung 2001, s. 32):

ispat.

pay1

[

]

[

]

_
e;efi = e’(; Y
oo xn oo yn
i (i) (£
=\ L) U
|
; carpip boliindiigiinde
oo n xi ynfi [I’l] !
e = ( : : ) q
a1 nZE) ZZ(’)[lq! [n—il,!/ [n]g!
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(4.55) elde edilir.
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5. ¢-HIPERGEOMETRIK FONKSIYON

Tanim 5.1 R(¢) paydasi t = 1,gq, ¢?,... icin paydas1 O olmayan rasyonel fonksiyon ve

C’;“ = R(q"), co=1 (5.1)
ise
¢(x) =Y cax" (5.2)
n=0

ifadesine g-hipergeometrik seri denir ve ¢ (x) fonksiyonuna da g-hipergeometrik fonksiyon

denir. n > 1 i¢in 5.1 esitligi n kez kullanilarak ¢, katsayilar1 agagidaki gibi yazilabilir:

Cp = CnflR<qn_1 )

Ch—1 = CanR(qn_z)

] = cOR(qO)

ve ¢, = R(1)R(q)R(¢?)---R(¢" ") elde edilir.

ai#bj,bj#1,q71,q7%,... ise

(a1 —t Vag—t7-(a,—1t71) 1
(b1 =17 )by —17") - (bs—171) (g —171)

R(1) =
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bulunur. (5.2) deki ¢, ifadesi asagidaki sekildedir:

n—1 n—1 n—1 n—1
[Ta—a)=T](=a )1 —ag’) =] (=g H[](1 —aq’)
=0 =0 =0 =0

Ozaman

) 1
olur ve paydadaki = hesaplarsak
n—1 n—1 )
[Ta—a) =[] )14
Jj=0 j=0
=(=¢")(~¢ ") (=g "1 —g)(1=¢)---(1-¢")
= (-1yq G-
bulunur ve

(5.3)

elde edilir.
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(5.3) deki sonucu (5.2) de yerine koyuldugunda g-hipergeometrik seri agsagidaki bicimde

yazilir:

g Oy 110 =g

L ey 2
o (x) = lJrnZ,1 (1—q) ﬁ(l—bk)”
k=1 I

Ornek 5.1 Yukardaki (5.4) esitliginde » = s = 0 alinirsa

Ornek 5.2 Yukardaki (5.4) esitliginde r = 1 ve s = 0 alinirsa

xt 1 l1—gq
= (l—q)y  (1-x)7

1Po x| =

71

5.4)



icin ¢ (x) i hesaplanirsa

Ornek 5.3 R(¢") = s
—q

Yukardaki 6rnekte a = ¢V, (N € Z*) verilirse

© (1 _gN)...(] —Ntn—1
ICIDO[QN;CI;X]:“F;( (1q_q))...((1_qqn—1) L

Bolggix] = 1+ f:l [N][[szl]—'i—n— 1]xn _ q —1x)N (5.5)
n= ' q
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Bu esitlik bize Heine Binom Formiiliinii verir.

Teorem 5.1 Herhangi bir a i¢in asagidaki esitlik elde edilir (Kac & Cheung 2001, s. 45):

(1—ax)y
b laza: 5.6

Ispat. (5.5)te a = ¢" ve (N € Z") ise

- _(1—qu)°°_(l—qu)(l—qu+l"')_ 1
quO[qN’q’x] - (1_x)2oq - (1_x)(1_xq)--- N (I—X)gv

5.1 HEINE BINOM FORMULUNUN GENEL HALI ve BAZI

ONERMELER

Hatirlatma 5.1 Herhangi bir # sayisi icin (4.13) te asagidaki esitlik gecerlidir:

Onerme 5.1 Herhangi bir o sayis1 icin asagidaki esitlik gecerlidir:

Dy(1+x) = [alg(1+xq)g ™"
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Ispat. (4.13) esitliginden (1 +x)g y1 asagidaki gibi yazilabilir:

I+07\ 1 flgr)  f(x)
Dq<(1+xq°‘)>_X(q—1)(g(QX) g(x)>

Dq(((1+x);°>: 1 (((l—l—xq)‘; - (1+x)2°0°)
q

14+xq%) | x(g—1) \(1+xq*)e  (1+xq%)

1

(T agern)z (1+x); genisletilirse

1 (1+xq%) ~ (1+xq%)

(1 +xg* )7 (14+x¢%)(1+x¢1) -+ (1+xq%)7

(1 +x);° =1+x)(14+xq)---=(1+x)(1 —l—xq);’

ve elde edilen esitlikler yerine yazilirsa

(14+xq%)g (14+xq%)g

1+xq%) |~ x(g—1)

D((Hx)i;) 1 ((1+xq);°(1+xq°‘) <1+x)<1+xq>;°)
T\ (

1+xq%) |~ x(g—1) (1+xg%)7

D((Hx)i;) 1 ((1+xq);°((1+xq°‘>—<1+x))>
T\ (
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b (l-l-x);" _ (l-l-xq);° (g% —1)
N(+xg%) ) (1+x94% 1) (g—1)

1 +xg%)

Dq(—(“”); ) = [0l (1 +xg)¢"!

Dy(1+2x)f = [alg(1+xq)5 ™!

istenilen esitlik elde edilir.

Onerme 5.2 Herhangi bir « sayis1 icin asagidaki esitlik elde edilir:

Dq((l jx)g> = a _[O;])qgﬂ

Ispat. (1 —x)g igin (4.13) esitliindeki degeri yazildiginda

(I=xg®)7\ 1 (flg) [
D‘f( 1—x)) ) et )

Dq(ﬂ—w”‘)?) 1 ((l—xqo‘“)ii (1—xq°‘)°q°>

(1-x)7) Mg-D\ (I-xq)y  (1-x)g
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—— — ve (1 —xq¢%)$ genisletilirse
(1—xq)7 1

1 (1—x)  (1-x)

(1—xq);° (1—x)(1—xq)... (l—x);’

(1—xq%)7 = (1—xq%)(1 —xq®*1) ... = (1-xg*) (1 —xg®" )7

ve elde edilen esitlikler yerine yazilirsa

1 1 <(1—x)(1—xqa+1);° (l—xqa)(l—xqaﬂ);;)

Dq((l—x)g> “x(g-1) (1—x)g N (1-x)7

(1=xg® )5 ((1=x) — (1 —xg%))
Dq((l—lx)g‘>_x(ql—l)< : q(l—x);;’ )

1y (I=xg* 2 (g
Dq<(l—x)g‘>_ 107 @-1)

Dq((l _lx)gc> - (1 _[Oj)qgﬂ

elde edilir.

5.2 ,®; SERILERI ICIN HEINE’NIN DONUSUM FORMULU

Verilen bir fonksiyon i¢in hipergeometrik gosterilisi tek degildir. Cesitli hipergeometrik

gosteriligler arasinda bir takim doniisiimler vardir. Bu sayede bir fonksiyonun birden
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fazla hipergeometrik gosterilisi olabilir. Ilk olarak bir¢ok formiillerin ispatinda ¢ok sik
kullanilan klasik Heine’nin doniisiim formiilii asagidaki gibidir (Gasper & Rahman 2004,
s. 14):

Teorem 5.2 |z| < 1 ve |b| < 1 i¢in agagidaki esitlik gecerlidir:

(b,az;q)e

2@ (a,b;c;q,2) = (c.2q)m

2® < ,2,07; q,b) 5.7

b

Ispat. Bu doniisiim formiiliinii kanitlamak icin, ilk olarak asagidaki g-binom teoreminden

yararlanilmalidir:

lz] < 1vel|b| <1ig¢in

wiencnd-EEHER
-t Bl £ 0y
-l § e ey
- {ge B 5 e ey
0k § (0 (0

Esitligin sag tarafindaki toplama (5.6) uygulandiginda asagidaki bicimde olur:

(azq 5q)oo
m (2™ q)

2P (a,b;c;q,2) : wz

m=0

Q U"IG
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_ (az;9)-

ve (5.6) dan (azq™;q)e = (az:q) = yazilir ve esitlikte yerine konuldugunda

(0;q)(az;q)w
(C;Q)w(z;q)oo

(5:Dm(z:q)m
o0 (@D m(az;q)m

s

2®i(a,b;c;q,2) = (b)™

3
Il

b ,az;q c
2‘1>1(a,b;c;q,Z)— Cd) 2‘131 <E,z,az q, )

(5.7) elde edilir.

elde edilir.

Euler’in doniisiim formiilii ise asagidaki bicimdedir:

2Fi(a,bsc;z) = (1 — z)"_“_szl (c—a,c—b;c;z2) (5.8)

Teorem 5.3 Heine (5.8) formiiliiniin g-benzerini asagidaki bi¢imde gostermistir:

abz.
=) c ¢ ab

z<I>1(a,b;c;q,Z)=—( ) z<I>1(—a—;c;qa—Z) (5.9)
(2:9)oo a b c

Yukardaki esitligi gostermek i¢in ilk iki degiskenini yer degistirerek arka arkaya tekrar

etmek yeterlidir.
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Ispat. (5.7) esitliginden yararlanarak

(b,az;q)e

zd)l(a,b;c;q,z) = (C Z’C])

Zq)l < , %54, qab>

b
sag tarafindaki , P (g,z;az; q, b) de 7 ile z yer degistirildiginde

(b,az;q)e
(€,2:q)eo b’

Q) (5,02
(b,az;q)e (5:57:9)e 2GI)1<abz bz ,c>

2@ (a,b;c;q,2) = 2Dy <Z, aZ?f],b)

b b;c; = e

2 1(a7 9C7q7z) (C’Z;q)oo (az b_ q) B v C[ b
7:b2,q)c b

2®1(a,b;c;q,2) = qu)l(a < ,b;bz; ,c) (5.10)
(€,2:q)e0 b

(5.10) elde edilir.

abz abz
Ispat. (5.10) daki esitligin sag tarafindaki »®; (— b;bz;q, b) de — ile b yer degistirildiginde

£ bz, abz c
2@ (a,b;c;q,2) = uzcb] ( ,b;bz;q, —)

(¢,2:9) b
2®1(a,bic3q,2) = %2‘1’1 (b “ bzig Z)

5,bz; abe
2@ (a,b;c;q,7) = ((bc ;;;l ((b; :’Z)) 2¢1(C Z C;q,aTbZ>
2®1(a,bic;q,2) = (:gf—’q)qiﬂ’l(c Z C;q’a_bz>

(5.9) elde edilir.
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5.3 GAUSS’UN TOPLAM FORMULUNUN ¢-BENZERI

Gauss’un toplam formiiliiniin g-benzerini elde etmek i¢in |b| < 1 ve |£| < 1 varsayimlari
a
altindaz = ib secmek yeterlidir. Buna gore asagidaki esitlik elde edilir (Gasper & Rahman
a
2004, s. 15):

Teorem 5.4

c
(e g€y )
b (c,a—cbm1 a1

Ispat. ilk olarak (5.7) yazilirsa

b,az;q)« c
2®@1(a,b;c;q9,2) = ﬂfbl <_7Z;az;qab>
<C7Z’ q)"" b

ve yukardaki (5.7) de z = ib alinirsa
a

o1 (abicig, 5 ) = DB g (€ €60 )
2 l ) 9 9q7ab - (c,ﬁ;q)wz 1 b’ab’b’cb

¢ (b,%:q)e ¢
o (aneiq ) - PED= g€ )
AN ab (c,ﬁ;q)m1 O\ ab 9

elde edilir.

Teorem 5.5 Yukardaki esitligin sag tarafina (5.6) uygulanirsa agsagidaki esitlik elde edilir:

c.
O (5.11)
ab (Cvﬁ'q
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ispat. (5.6) formiiliinde a = ib ve z = b alinirsa

o (@q)n ,  (az;q)e
1Po(a; —:;q;2) = =
( ) ,;z) (@:9)n (2:9)os
¢ (5:)w
CI) <_a_9 7b) = -4
a1 (b:q)s
olur ve

¢\ _ (b,5:q)e c
2@ (a,biciq, ) = -t Do (g b)
a (¢, 5:q ab

yukardaki esitligin sagindaki ;P degeri yerine konuldugunda

Cc C
ey (b5g)
2@ (a,biciq, ) = 724
ab (C7_7b;CI>
ab oo

C
2(131 <a7b;C;q7E) = ﬁ

(5.11) elde edilir.

Teorem 5.6 Yukardaki esitlikte a = g~ " secilirse (5.11) asagidaki sonlu duruma indirgenir:

C.
(5:9), 51

_ cq"
Zq)l (q nvb;C;qv%> =

Ispat. (5.11) de a = ¢~ segilirse

n

—n .. C_>_
Zq)l(q 7bac’q7 b — ' c




ve (5.6) uygulandiginda

yukardaki esitligi verir ve

~ cq"\  (cq"@)e(5:0)n(F34)
Zq)l (CI n7b’c’q7%> = : § ccl;n
(c:@)n(cq";q)oo(F3q)es
n cq" (%W)n
ZCI)1< 7b;C; 7_) —
7 “% (c;q)n

(5.12) elde edilir.

(5.12) deki toplamlarin sirast yer degistirildiginde
(5:Dn

b" 5.13
(¢;q)n ( )

b

2®1(q ", b;c39,9) =

elde edilir. Hem (5.12) hemde (5.13) Vandermonde formiiliiniin g-benzeridir. Bu formiiller
diger onemli formiilleri tiiretmek icin kullanabilir. Ornegin, Jackson (1910) ispat ettigi
doniisiim formiilii asagidaki gibidir:

Teorem 5.7

(az:9)w o (@ 5:9)k k (5)
2®1(a,b;c;q,2) = —bz)"q\2
( ) (2:9)w ,;)(q,c,az;fI)k )

= ((az.;q))oozq)z (a,&c,az;q,bz) (5.14)

b
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Ispat. 11k olarak (5.12) de

n c.
2@y (q_",b;c;q,ﬂ> = (5:0)n

b= % secildiginde

k

@ SDn(G D, gon
n;o (4:9)n(c:@)n (bg)" = (c:q)k

elde edilir. (g~ %;¢), de (4.20) esitligi kullanildiginda

L 1)nq(g) —kn

S (@ @)i(5:9)n 2 (bg") (g:9)
n;)kg Di(q:¢:)n (@ @Dk—n
> (@9(5:9)n

y ¥, o

== (@ Di-n(q,¢:9)n

Zk(—b)nq(g)

k = n+ k secildiginde ve (a;q),1x igin (4.16) esitligi kullanildiginda

(a ,Q)n+k(b 9)n k
(

z ( bz)nq (g)

" (©9)(4,¢9)n
& (@q)a(s q) ad
_,;) (g, ¢:9)n k;)

esitligin sag tarafina (5.6) uygulanip ve genisletildiginde

i “o ( il " (~bz)'q(2) (azqn;Q)”<(az;q)n>

= (9. q) (z39)e  \(az:q)n

 (az; q)e i

B (2 9) k=0 (c,az;q)k
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(5.14) elde edilir.

(5.14) formiilii agsagidaki Pfaff-Kummer doniisiim formiiliiniin g-benzeridir:

e (1 \—a .. 2
2Fi(a,biciz) = (1—2) 2F1<a,c b,c,—(z_l)) (5.15)
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