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OZET
YOL CEBIRLERI VE MONOMIYAL IDEALLER
CESUR, Ecem Tugce
Uygulamali Matematik
Tez Danismani: Doc. Dr. Atabey Kaygun
Ocak 2016, 57 sayfa

Bu tezde yol cebirleri ve onlarin monomiyal idealleri ele alinmigtir. Cizgeler kom-
binatorik nesneler olup bircok uygulamalar:1 vardir. Yol cebirleri ¢izgelerden elde
edildikleri i¢in bu kombinatorik yapilarin bir ¢ok ozelliklerini kendilerine tasirlar.
Bu calismada once bir ¢izgedeki tiim yollarin olugturdugu poset ve kafes yapilarini
inceledik. Ardindan bu analizi ¢izgedeki yollarin posetindeki ideallerin kiimesine uy-
guladik. Bu analizleri yol cebirleri ve bunlarin (cebirsel) ideallerine de tagidik. Bu

calismanin sonunda bir ¢izgenin poset idealleri kafesi ile ve yol cebirlerinin monomi-

yal idealler kiimesi arasinda bir kafes izomorfizmasi oldugu gortilmistiir.

Anahtar Kelimeler: Cizge, Yol Cebirleri, Poset Ideal, Kafes , Monomiyal idealler .
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ABSTRACT
PATH ALGEBRA AND MONOMIAL IDEALS
CESUR, Ecem Tugce
Applied Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Atabey Kaygun

Ocak 2016, 57 page

In this thesis, we are going to investigate path algebras and their monomial ideals.
Graphs are combinatorial objects with many applications. Path algebras are obta-
ined from graphs, and therefore, carry some of the nice combinatorial structures
they inherit from graphs. We investigate the poset and lattice structures on the set
of all paths of a given graph. Then we repeat the same analysis on the set of order
ideals of the poset of paths. We do a similar study for the path algebras and their
(algebraic) ideals. We show at the end that there is a poset and lattice isomorphism

between the set of order ideals and the set of monomial ideals of a path algebra.

Keywords: Graphs, Path Algebra, Order Ideal, Lattice, Monomial Ideals.
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1 GIRIS

Bu tez soyut cebir tizerine yapilmig bir caligmadir. Tezin temel problemi poset ideal-
ler kafesi ile yol cebirlerinin monomiyal idealleri kiimesi arasinda bir kafes izomor-

fizmas1 oldugunun gosterilmesidir.

Bu caligmada ilk olarak poset ve kafes yapilar1 incelendi ve ardindan ideallerinden
bahsedildi. Bu yapilarin incelenme sebebi kafesler ve posetler arasindaki iligkiyi an-
layabilmekti. Daha sonra cizge kavramina girig yapildi, tamimlara ve orneklere yer
verildikten sonra cizgelerin yol posetlerinden bahsedildi. Idealler arasmdaki iliskiyi
gostermek istenildiginden halkalar ve idealleri konusuna o6zellikle konuyla iligkili yer-
lere deginildi. Halkalar konusundaki boliim artinyen ve notheryen halkalarin tanimlar
ve ilgili teoremlerle bitirildi. Oklid bolme halkalar1, grobner baz ve krull boyutu
idealler hakkinda yol gosterici oldugu i¢in bunlarla ilgili énemli tanim, teorem ve
lemmalara deginildi. Genel ama¢ monomiyal tiirden cebirsel ideallerin yapisini kav-
rayabilmek oldugu icin, cebirler ve halkalar arasinda iligkiye deginilip cebir kavrami
agiklandi. Asil konu yol cebirlerinin idealleri oldugu i¢in yol cebirleri hakkindaki
tanim, teorem ve lemmalar1 ayrintili bir sekilde verildi. Daha sonra idealler ve mo-
nomiyal idealleri tanimlanip gesitli 6rnekler verildikten sonra asil istenilen problemin

¢oziimine ulagildi.

Tezde yer alan biitiin ornekler ve teorem ispatlar1 agik¢a yapildigi icin tez Tiirkcge
literatiir anlaminda yol cebirleri ve idealleri konusunda ayrintili bir referans ola-
caktir. Konu az caligilan bir konu olmasi Tiirkce ve uluslararasi literatiirde genis

olarak incelenmedigi i¢in verimli bir ¢aligma olmustur.



2 LITERATUR OZETI

Ortaya koydugumuz problem literatiirde 6zellikle tizerinde durulmug bir konu degildir.
Tiirkce literatiir bu konuda eksik olsa da yabanci literatiirde kismi sirali kiimeler,
kafesler, yol cebirleri ya da monomiyal idealler iizerinde ayr1 ayri yapilmig caligmalar
meveuttur. 2009 yilinda Jing (Jane) He ve Adam Van Tuyl’un “Yol Idealleri Agacinim
Cebirsel Ozellikleri” (Algebraic Properties Of The Path Ideal Of A Tree) adli caligmasi
yol idealleri, monomiyal idealler ve ideal boyutlar: konusunda benzer bir caligmadir.
Ardindan 2015 yilinda M.C Iovanov un iizerinde ¢aligtigi “Tam Yol Cebirleri ve Ras-
yonel Modiilleri” (Complete Path Algebras and Rational Modules) adli galigmasinda
yol cebirlerine deginmistir. Yine 2015 yilinda Ali Alilooee “Monomiyal Ideallerin Ce-
birsel Ozellikleri” (Algebraic Properties Of Monomial Ideals) ¢aligmasinda bu tezde

oldugu gibi yol idealleri, ¢izgeler ve monomiyal ideallere deginmistir.



3 POSETLER VE KAFESLER

3.1 KISMI SIRALI KUMELER (POSETLER)

3.1.1 Tammlar ve Ornekler

Tanim 3.1.1. A kiimesinde bir < bagintisi tanimlansin. Soézii edilen baginti yansima
(reflexive), ters simetrik (anti-symmetric) ve gegislilik (transitive) 6zelliklerini sagliyorsa

bu kiimeleye kismi sirali kiime (poset) denir.

Ornek 3.1.2. Z* pozitif tamsayilar kiimesinde z < y bagintisin1 x elemani y ele-
manini boler seklinde tanimlayalim. So6zii edilen bagintinin yansima, ters simetrik

ve gecigkenlik 6zelliklerini sagladigini gosterelim.

1. Yansima ozelligi icin x € Z" olsun. x < x bolme algoritmasina gore z = z - k

anlamina gelir. Bu esitligin saglanmasi i¢in £ = 1 olmak zorundadir.

2. Ters simetrik ozelligi icin 2,y € Z* oldugunda z < y ve y < x olsun. Tamm
geregi x < y oldugunda y = z - k ve y < x oldugunda z = y - k olur. Bu iki
esitligin ayni1 anda saglanmasinin tek sart1 £ = 1 ya da bagka bir deyigle z = y

olmas1 gerekir.

3. Gegigkenlik 6zelligi i¢in z < y ve y < z olsun. Tanim geregi v < y iciny = x-k
ve y < zi¢in z = y - k olur. Bu iki esitligi ele alahm. z = y - k esitliginde y
yerine y = x - k yazarsak z = y-k = (z-k).k = - ky olur. Yani z = x - k; olur.

Bu da x|z anlamma gelir. Yani = < z dir.

Yukarida da gorildiigii gibi x < y icin yansima ve gecislilik ozelliklerinden dolay1

x <y ya da z = y sartlarindan birini saglamak zorundadir.

Lemma 3.1.3. x < x olacak sekilde x ler bulunmayan bir poseti ele alalim. Bu

durumda x < y ve y < z tken x < z dir.

Ispat: = < z olacak sekilde z ler bulunmayan bir poset ele alalim. Tamm geregi
r < y x,y nin i¢indedir anlamina gelir. Yine benzer sekilde y < z de y,z nin
icindedir anlamina gelir. Bu durumda z, v nin; y de 2z nin i¢inde olduguna gore x, z

nin icindedir. Bu da = < z demektir. O



Lemma 3.1.4. Eger v1 < 29 < ... < &, < X1 1S€ X1 = Ty = ... = X, dir.

Ispat: 21 < s ve 29 < zp0lsun. Bu durumda gecisme dzelliginden 2 = 25 oldugunu
soylebiliriz. Bu sekilde adim adim ilerleyerek x1 = x5 = ... = z, i elde ederiz.

Genelleme olarak z; < z; ve z; < 27 iken 27 = x; denilebilir. O

Tanim 3.1.5. P ve () iki poset olsun. Elimizde
0:P—Q

seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Bu durumda = < y oldugunda 6(z) < 0(y)
ise sira koruyan olarak isimlendirilir. Eger bu sira koruyan fonksiyonun iki tarafli tersi
varsa izomorfizm adini alir. Eger izomorfizm P posetinden kendisine tanimlaniyorsa

otomorfizm adim alir.

Teorem 3.1.6. X sonlu bir poset olsun. X in bir maksimal ve minimal eleman:

vardar.

Ispat: © € X maksimal eleman olsun. Eger 2 < y ise 2 = y dir. Burada bir tane
maksimal eleman vardir. z; € X ve xy maksimal eleman olmasin. Bu durumda bagka
bir x5 € X vardir. Ve x1 < x5 dir. x5 nin de maksimal eleman olmadigini kabul
edelim. Bu sekilde devam edersek z; < x5 < ... < x,, elde ederiz. < iglemi transitive
oldugu i¢in z; < z; iken ¢ < j dir. Yani biitlin elemanlar birbirinden farkhdir. X
kiimesi simirli oldugu icin bir adimda durmak zorundadir. Yani maksimum elemani
vardir.

x € X minimal eleman olsun. Eger x < y ise x = y dir. Burada bir tane minimal
eleman vardir. x; € X ve x; minimal eleman olmasin. Bu durumda bagka bir x5 € X
vardir. Ve x1 > x5 dir. x5 nin de minimal eleman olmadiginmi kabul edelim. Bu sekilde
devam edersek z; > x9 > ... > z,, elde ederiz. > islemi geciskenlik ozelligi oldugu
icin z; > x; iken ¢ > j dir. Yani biitiin elemanlar birbirinden farkhdir. X kiimesi

sinirl oldugu igin bir adimda durmak zorundadir. Yani minimal elemani vardir. O

En kiigiik eleman minimum, en biiyiik eleman maksimum eleman olmak zorundadir.

Fakat tersi dogru degildir.

Bir kiimenin en kiiciik eleman1 ayni zamanda o kiimenin bir elemanidir. Fakat mini-
mum bir alt sinirdir. Ve kiimenin elemani olmak zorunda degildir. Kiimenin elemani
ise en kiiciik eleman minimumdur. Fakat minimum eger kiimenin elemani degilse

ona en kii¢iik eleman diyemeyiz. Tam tersine bir kiimenin en biiyiik elemani ayni
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zamanda o kiimenin bir elemanidir. Fakat maksimum bir st sinirdir. Ve kiimenin
elemani olmak zorunda degildir. Kiimenin eleman1 ise en biiyiik eleman maksimum-
dur. Fakat maksimum eger kiimenin elemani degilse ona en biiyiik eleman diyemeyiz.
Ornek olarak (0,1] araligim ele alahm. Bu araligin infimumu 0 dir. Minimum eleman
ise araligin elemani olmalidir. Ama alt sinir acik aralik oldugu icin en kii¢lik eleman

yazilamaz. Bu ylizden bu araligin minimumu yoktur.

Tamm 3.1.7. Agk aralik (z,y) = {z € P: 2 < z < y} olarak tammlanir. z,y € P

eger x < y iken x < z < y olan z € P yok ise y, x’i orter denir.

Tanim 3.1.8. P posetinde a, b yi kapliyor (6rtiiyor) olsun. Bu a > b anlamina gelir.
Fakat a > x > b olacak sekilde x yoktur.

Tanim 3.1.9. X, P nin herhangi bir alt kiimesi olsun. Her x € X i¢in a < x olacak
sekilde bir @ € X var ise a ya en kii¢lik eleman denir.Her z € X icin x < b olacak

sekilde bir b € X var ise b ye en biiytlik eleman denir.

Tanim 3.1.10. Verilen bir kismi sirali kiime P’nin Hasse diyagrami a < b seklinde

olan ve b’nin a’y1 orttiigii durumdaki ciftleri birlestiren gizgedir.

Her sirali kiimenin Hasse diyagrami olmak zorunda degildir. (")rnegin reel sayilar
kiimesini diigtinelim. Posettir fakat Hasse diyagrami yoktur. R, reel sayilar kiimesi
tanimlanan bagintiya gore karsilagtirilabildigi igin “den kiigiik esit(<)” bagmtisi
ile tam sirali bir kiimedir.Hasse diyagrami i¢in tanim geregi her = € P i¢in {y €
Ply > z} kiimesinin en kii¢iik elemani olmak zorundadir. Ama reel sayilar kiimesinde

{y € Ply > z} = (x,00) kiimesinin en kii¢iik eleman1 yoktur.(z ¢ (z,c0))

Lemma 3.1.11. Eger (P, <) bir sonlu poset ise Hasse diyagrams vardr.

Ispat: (P, <) sonlu bir poset olsun. Bu durumda Teorem 3.1.6 da sdyledigimiz gibi
maksimum ve minimum elemani1 vardir. Hasse diyagraminda da minimum elemanin
en alta maksimum elemanin en tiste yazildigi goz ontine alindiginda sonlu posetin

Hasse diyagrami ¢izilebilir. O

Ornek 3.1.12. A = {1,2,3,4,5,6} kiimesini ve boliinebilme bagitisini g6z 6niine
alalim. A kiimesinin boliinebilme bagintisina gore siralanmasinin Hasse diyagramini

¢izelim. Bu bagimtinin elemanlar1 sunlardir:

{(1,1),(1,2),(1,3), (1,4), (1,5), (1,6),(2,2),(2,4),(2,6), (3,3), (3,6), (4,4), (5,5), (6,6) }



O zaman biz bu bagintinin Hasse diyagramini su sekilde ¢izebiliriz:

T
N%

Ornek 3.1.13. {a,b,c} kiimesinin alt kiime bagintisina gore siralanmasinin Hasse

diyagaramini ¢izelim.

{a,b,c}

N TT—

{a,b} {a,c} {b, c}

< <

{a} {v} {c}

\ .L

Yukaridaki hasse diyagramina bakildiginda; Minimal eleman () ve maksimal eleman

{a, b, c} oldugu acikga goriliir.

Ornek 3.1.14. {a,b, ¢, d} kiimesinin alt kiime bagintisina gore siralanmasimin Hasse

diyagramini ¢izelim.

{a,b,c} {a,b,d} {a,c,d} {b,c,d}

{a,b} {a,c} {a,d} {b, ¢} {b,d} {c,d}

=

6



Ornek 3.1.15. Su asagidaki cizgenin bir sirah kiimenin Hasse diyagram oldugunu

a < bve b < aoldugundan a = b olmalidir. Fakat a # b dir. Bu ytizden bir poset
degildir.

diigtinelim.

Tanim 3.1.16. (Zincir) (X, <) bir kismi sirali kiime (poset) ve A C X olsun. Bu

A alt kiimesinden alinan her x,y i¢in x < y ya da y < x tir.

Tanim 3.1.17. (Kars1 Zincir) (X, <) bir kismi sirali kiime (poset) ve B C X olsun.

Bu B alt kiimesinden alman her 2,y i¢in # £ y ve y £ x tir.

Ornek 3.1.18.

C

4\

a b

cizgesini ele alalim. Burada a ve c ile b ve ¢ birer zincir ornegidir. Fakat a ve b kars

zincirdir.

3.2 KAFESLER

3.2.1 Tammlar ve Ornekler

Tanim 3.2.1. Bir kismi sirali kiilmede a V b elemanini a ve b’den biiyiik olan en
kiigiik eleman olarak tanimlayacagiz. Yine benzer sekilde a A b elemanini a ve b’den
kiictik olan en biiylik eleman olarak tanimlayacagiz. Ancak bu elemanlarin kiimede

var olup olmayacagi kesin degildir.

Tanim 3.2.2. A; iizerinde V ve A iglemleri tanimlanan bog olmayan bir kiime olsun.

Eger (A, V, A) cebirsel yapisi agagidaki ozellikleri sagliyorsa bir kafestir:

1. aha=a;aVa=a (Idempotent)
2. aNb=bAa;aVb=>bVa (Degisme)

3.an(bAc)=(aANb)Ac;aV (bVe)=(aVDb)Vc (Birlesme)



4. aN(aVb)=a;aV(aANb) =a (Yutma)

Tanim 3.2.3. A kismi sirali kiimesinde her a ve b igin a V b ve a A b var ise A
kiimesine kafes (latis) denir. Yani kafes yapilarimin supremum ve infimumlar: vardir.
Sembolik olarak bir X kafesi (X, V, A) gseklinde gosterilir.

Ornek 3.2.4. P(A), A kiimesinin alt kiimelerinin kiimesi olsun. U birlesme iglemi

ve N kesigim islemi olmak {izere (P(A), U, N) yapisi bir kafestir.

Ornek 3.2.5. Tam sayilar kiimesini bélme aksiyomuyla diisiinelim. (N, |) sirali kiimesi;
ekok (a, b) en kiigiik ortak kat ve ebob(a,b) en biiyiik ortak bolen bagintilariyla ele
alindiginda (N, ekok, ebob) yapisida bir kafes 6rnegidir.

Ornek 3.2.6. Kafes icin Hasse diyagrami asagidaki gibi ¢izilebilir:

zVy

x/ \y
X,

TAY
Ornek 3.2.7.

a

a < b ve b <boldugu igin bizim i¢in bir kafes ornegidir. a Ab = a ve a Vb = b'dir.

/N

a b

Bizim i¢in a A b tanimsiz oldugu icin bir kafes 6rnegi degildir.

Tanim 3.2.8. Dagilma ozelligini, yani
aV(bAc)=(aVb)A(aVc)

ozelligini saglayan kafeslere dagilmali kafes denir.

Tamm 3.2.9. Verilen bir (P, <) posetinde U(x) = {y|ly < =} seklinde tanimlayalim.
O zaman P’nin ters poseti P?’te U%(z) = {y|y < =} olur.

8



Her @ € P eleman: igin U(a) = {z € Pla < x} seklinde tanimlanmig kiimeler
icin U(a) NU(b) kitmesi a ve b’den biiyiik olan biitiin elemanlarin kiimesidir. Eger
a,b € P ¢ifti i¢in bu kiimenin sadece bir tane en kii¢lik eleman1 varsa o zaman
aVb:=min (U(a) NU(b)) seklinde tammlanabilir. Benzer gekilde, P nin ters poseti
PP posetinde U (a) N U(b) kiimesi a ve b’den kiiglik olan biitiin elemanlarin
kiimesidir. Eger her a,b € P qifti igin U%(a) N U(b) kiimesi sadece bir tane en
kiigiik elemani igeriyor ise o zaman a A b ters poset P iginde min (U (a) N U (b))

seklinde tanimlanabilir.

Tanim 3.2.10. Elimizde (Y, A, V) kafesi ve X kiimesi Y'nin bir altkiimesi olsun.
X’in alt kafes olabilmesi i¢in her a,b € X icin aAb € X ve aVb € X olmas: gerekir.

Lemma 3.2.11. Eger 0, P'nin alt siniri ise her x € P icgin 0ANx =0ve OV =2

olur. Eger I, P nin st sinawry ise x N1 =x ve x VI =1 olur.

fspat: ispatl st siur igin verecegiz. Altsimir icin verilecek ispat PP kullanmilarak elde
edilebilir. P nin st sinir1 / olsun. Her « € P icin « < [ dir. Yani P de olan her
eleman / dan daha kiiciiktir. Tanim geregi A operasyonu kiiciik olani; V operasyonu
da biiyiik olani se¢gmemize yarar. Bu durumda x A I x ve I’dan kiigiik olan demektir.
x < I oldugu i¢in x Al = x dir. Aym sekilde VI da x ve I dan biiyiik olan anlamina
gelir. Tanim geregi z V I = [ olur. O

Lemma 3.2.12. Sonlu kafeslerde her zaman sadece bir tane maximum ve sadece bir

tane minimum vardar.

Teorem 3.2.13. [10] (BIRKOFF TEOREMI) L sunarl dagilmaly bir kafes olsun. O
zaman oyle bir X kiimesi vardur ki L kafesi (P(X),U,N) kafesinin bir alt kafesine

izomorftur.

3.3 IDEALLER

Tanim 3.3.1. (POSET IDEAL) I C P olsun. I’ nin bir poset ideal olmas1 demek
her z,y € P igin eger x < y ise ve x € [ ise o zaman y € [ olmasi demektir. P

kiimesine ait poset ideal kiimesini I(P) olarak gosterecegiz.

Onerme 3.3.2. P bir poset olsun. Herhangi bir [ C P kiimesinin poset ideali olmast

icin gerek ve yeter kosul her x € I i¢in U(x) < I dir.



fspat: {=} I'nin bir poset ideali oldugunu kabul edelim. Bu durumda her = € I
icin U(x) C I oldugunu gostermemiz gerekiyor. Tamm geregi x < y ve x € [ ise
y € I’dir. Amimsayalim ki U(x) = {y|z < y}. Bir y € U(z) alalim. O zaman = < y
olur. O zaman y € I dir. Yani U(z) C ['dur.

{«<} Her z € I igin U(x) < [ olsun. I'min bir poset ideali oldugunu gosterelim.
{ylr < y} < I ve x < y oldugunda tanmm geregi y € U(x) tir. Bu durumda
U(z) < I hipotezinden dolay1 y € I . Yani I bir poset idealdir. O

Ornek 3.3.3.
3\ /4\
1 2

¢izgesine ait poset ideal kiimesi; I(X) = {0,{2,4},{1,3,4},{1,2,3,4}} seklindedir.

Bu da bize asagidaki Hasse diyagramini verir:

{1,2,3,4}

{1,3,4} {2,4}

~

Goritildiigii gibi Hasse diagrami verilen bir posetin idealler posetini yazabiliriz.

0

Onerme 3.3.4. U(x) her x i¢in bir poset idealdir.

Ispat: Her 2,y icin € U(z) ve x < y ise y € U(z) tir. Her y, z icin y € U(z) ve
y < zise z € U(z) tir. x < y ve y < z ise gegigkenlik 6zelliginden x < z olur ve
z € U(z) olur. O

Tanmim 3.3.5. z; ler (A, <) posetinin elemanlar1 olsun. Her z; € X;i = 1,2, ... i¢in
eger r1 < o < ... < &, < ... zinciri sonlu bir adimda duruyorsa yani 6yle bir N € N

varsa ki her n > N i¢in x,, = xy ise bu posete notheryen poset denir.

Tanim 3.3.6. Eger (A%, <) poseti nétheryen ise o zaman (A, <) posetine artinyen

bir poset diyecegiz.
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Teorem 3.3.7. P artinyendir ancak ve ancak PP notheryendir.

Ispat: (=) P artinyen olsun. a; > ag > a3 > --- > «,, > - -+ azalan bir dizi ise dyle
bir m vardir ki m > n i¢in a,, = a, olur. P artinyen oldugu i¢in azalan bir dizidir.
P azalan bir dizi bir oldugu i¢in P artan bir dizidir. Ve P artinyen oldugu icin
bir noktada durmak zorundadir. Bu durumda P de bir nokta da duran azalan bir
dizidir. Yani tanim geregi P°? notheryendir.

(<) P° notheryen olsun. P artan bir dizi oldugu i¢in P azalan bir dizidir. P
notheryen oldugu i¢in bir noktada durmak zorundadir. Yani P de bir noktada duran

azalan bir dizidir. Tanim geregi P artinyendir. O

Teorem 3.3.8. Ejer (P, <) artinyen bir poset ise o zaman her I C P poset ideali
1¢In
I= |J Um)
memin(I)
Bir v € P elemaninin x € min(I) olabilmesi i¢in her y < x i¢in y = x olmast

gerekir.

Ispat: Varsayalim ki I bir artinyen poset olsun. min I # ) ve zg € T olsun. Iki olasihik
vardir: g € min(/) ya da zo ¢ min(I). Eger xy € I ise birsey yapmamiza gerek
yoktur. Olmayana ergi yontemini kullanarak min(I) # @ oldugunu ispatlayalm.
Oyleyse o ¢ min(I) oldugunu varsayalim. Bu da demektir ki 6yle bir z; € I vardir
ki g > 1. O zaman z; ¢ min (I) olmalidir. Bu gekilde devam edersek x; # x4

olacak sekilde
To>T1 > ...> Ty

bir dizi elde ederiz. Eger x; bir minimum eleman olsaydi o zaman x; = ;.1 =
-+ + = z; olurdu ve aradigimiz minimum eleman1 bulmus olurduk. Var sayalim ki bu
dizi tekrar etmeden azalsim. Ancak P artinyen bir posettir. Demek ki bir nokta da

durmak zorudadir. Durdugu noktada ki eleman x,, € min(/) olmak zorundadir. O

Lemma 3.3.9. [ ve J iki ideal olsun. min(I) = min(J) olmase i¢in gerek ve yeter

kosul I = J olmasidar.

Ispat: I = Unemin(ry U (m) oldugunu biliyoruz.(Bakimiz Teorem (3.3.8))
(<) I = J olsun. Yani I = U,cpinn U®) = Uyemin Uy) = J olur. Bu da

x € min(]) ise en az bir tane y € J vardir ki z € U(y) anlamina gelir. Bu da tanim
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geregi y < x’dir. Kabul geregi y = x tir. Bu da bize min I C min J oldugunu gosterir.
Bunun tersi de dogrudur. Yani y € min(.J) alarak baslayip en son y € min(7) elde
ederiz, bu da min(J) C min(/) demektir. Sonug olarak min(/) = min(J) elde edilir.
(=) I ve J iki ideal ve min(/) = min(J) olsun. Ancak I = | U(m) =

Unemin(sy U(m) = J oldugu icin I ve J idellerinin esit oldugunu goriiriiriiz. O

memin(])

Teorem 3.3.10. Elimizde (P, <) seklinde bir poset olsun. O zaman P 'nin idealleri
kiimesi ile P’ nin i¢indeki karsy zincirler kiimelerinin eleman sayilary aynidir. Yani

kiimeler arasinda bire-bir ve orten bir fonksiyon vardir.

{P’nin idealleri} = {P’nin karg: zincirleri}

Ispat: Bize P nin idealleri olan I verilmis olsun. Teorem 3.3.8 da gosterdigimiz gibi

= )U(x)

x€min(]

seklinde kars1 zincirleri elde edebiliriz. Lemma 3.3.9 bize bu fonksiyonun bire-bir
oldugunu soyler. Ters yondeki fonksiyon i¢in, var sayalim ki m bir kars: zincir olsun.

Bu durumda bu kars: zincirlerin kiimelerinin birlegimi ile

U(m) = | U(x)

rem

I ideallerine ulagilir. Bu durumda

olacag icin diger yondeki fonksiyon da bire-birdir. O

3.4 KAFESLER VE POSETLER ARASINDAKI ILISKI

Kafesler ve posetler arasinda bir baglant1 vardir. Kafeste elimizde bir kiime ve iki
bagint1 vardir. Bu bagintilar V ve A dir. Poset ise bir kiime ve tlizerinde bir yansima,

antisimetri ve gegiskenlik ozelliklerini saglayan bir siralama bagintisidir.
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a V b ve a A b operasyonlarinin kafes olup olmadigini ayr1 ayri inceleyelim:

i) a Ab igin;
1. aANb = bA aoldugu igin degisme ozelligi saglanir.
2. (aAb)ANe=aA (bAc)oldugu icin birlegme ozelligi saglanir.
3. a A (aVb)=aoldugu i¢in yutan elemana sahiptir.
ii) a Vb igin;
1. aVb=">0V a oldugu i¢in degisme ozelligi saglanir.
2. (avb)Ve=aV(bVc)oldugu icin birlegme ozelligi saglanir.

3. aV (aAb) = a oldugu i¢in yutan elemana sahiptir.

a V b ve a A b yapilar yukaridaki sartlar1 sagladigi i¢in bir kafes belirtirler.

L bir kafes olsun. Bunun iizerine bir siralama bagintisi yaratalim.
a<b&saVb=bsSanb=a

L kafesi iizerindeki bu bagintinin bir poset yarattigini gosterelim.

a,b den kiiciik oldugunda a ve b den biiyiik olan b; a ve b den kiiciik olan a

bagintisinin bir kafes oldugunu gosterecegiz.

1. Tanim geregi a A a = a yani a ve a dan kii¢lik olan a ve a V a = a yani a ve a

dan biiyiik olan a oldugu i¢in yansima ozelligi saglanir.

2. Tanim geregi aAb=a ve bAa =0b= a=>. Yani a ve b den kiigiik olana once
a daha sonra b diyoruz. Hem a hem de b kii¢iik olamayacagina gore a = b dir.
aVb=avebVa=>b= a=>oldugu i¢cin yani a ve b den biiylik olana once
a daha sonra b diyoruz. Hem a hem de b biiyiik olamayacagina gore a = b dir.

Bu da antisimetri 6zelligi saglanir demektir.

3. Tanim geregi gecisme 0zelligi saglanmasi i¢in ; ¢ < b ve b < ¢ oldugunda
a < c¢ olmalidira Ab = a ve b A c = b oldugunda a A ¢ yi inceleyelim.
aNc=a/ANbANc=aAb= aoldugunda A igin gecisme oOzelligi saglanir.

aVb=>bvebVc=coldugunda aV c yi inceleyelim. aVc=aVbVec=bVc=rc
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oldugundan V icin de gecigsme ozelligi saglanir.
Yansima, antisimetri ve gecisme ozelliklerini sagladigindan bu bagint1 bir po-

settir.

Ornek 3.4.1. X bir kiime ve P(X) bunun kuvvet kiimesi olsun. P(X) in kesigim

ve birlesim operasyonlariyla bir kafes yarattigini gosterelim.

1. Y, Z € P(X) olsun. Bu durumda
YNZ={aeXlaeYveacZ}={aeXlaeZveaceY}=2ZNY
olur. Ayrica
YUZ={aeX|laeY veyaa€e Z}={a€ X|la€eZveyaaeY}=2ZUY

oldugu i¢in degisme 6zelligi saglanir.

2. Y, Z,T € P(X) olsun. Bu durumda
YNnZ)NT={aeX|(aeYveacZ)veacT}
olur. Y, Z ve T ayn1 X kiimesinin alt kiimesi oldugu icin
YnNnZ)NT={aeXlacYve(acZveaceT)}=YN(ZNT)
seklinde yazilabildigi icin ve
YUZ)UT ={ae X|(a€Y veyaa € Z) veyaa €T}
olur. Y, Z ve T aym1 X kiimesinin alt kiimesi oldugu icin
YuZ)uT ={aeX|lacY veya(a€ ZveyaacT)} =Y U(ZUT)
seklinde yazilabildigi icin iki aksiyom ic¢in de birlesme ozelligi saglanir.
3. Y € P(X) olsun. Bu durumda

YUY ={zlzeYveyazeY}={alzecY}=Y

ve

YNY={zjzeYvexeY}={z|lzeY}=Y
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oldugu i¢in yutma o6zelligi de saglanir.

Ornek 3.4.2. X bir topolojik uzay olsun. C'(X), X igindeki kapali kiimeler ve
O(X), X igindeki acgik kiimeler olsun. Bunlarin kesigim ve birlegsim operasyonlar

ile bir kafes tamimladigin1 gosteriniz.

fspat: Kapali kiimeler olan C'(X) ve agik kiimeler olan O(X) ; kuvvet kiimesi olan
P(X) in alt kiimeleridir. Ve biz (P(X),N,U) in bir kafes oldugunu biliyoruz. Bu
sebepten dolay1 bahsedilen acik ve kapali kiimelerin N ve U operasyonlar: altinda
kapali oldugunu gostermek kafes oldugunu gostermek icin yeterlidir. Her U,V €
C(X) i¢in UNV € C(X) kapali kiimeler sonlu kesigim altinda kapalidir. Her U, V' €
O(X) i¢cin UUV € O(X) agk kiimeler sonlu birlesim altinda kapalidir. O halde

verilen yap1 bir kafestir. O

Ornek 3.4.3. Z tamsayilar kiimesi olsun. Z x Z kiimesini diigtinelim.

1. (a,b) V (¢,d) = (max(a,c), mazx(b,d))

2. (a,b) A (¢,d) = (min(a,c), min(b,d))

operasyonlarinin bir kafes tanimladigini gésteriniz.
Yukarida verilen operasyonlarin kafes tanimlamasi i¢in degisme, birlesme ve yutan

eleman ozelliklerini saglamas1 gerekir.

1. Tamm geregi (a,b) V (¢,d) = (max(a, c), max(b,d))
(. d) V (a,b) = (maz(c, a), maz(d, )
max(a,c) = maz(c,a) ve max(b,d) = max(d,b) oldugu i¢in (a,b) V (¢,d) =

(¢,d) V (a,b) dir.Degigme 6zelligi saglanir.

2. Tamim geregi [(a,b) V (¢, d)] V (e, f) = (max(a, c¢), max(b,d)) V (e, f)
=max(maz(a,c,e), max(b,d, f))
=mazx(a,b) V [max(c, e), maz(d, f)]

=(a,b) V[(c,d) V (e, f)] oldugu igin birlesme 6zelligi saglanir.
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3. Tamm geregi max((a,b), min((a,b), (¢,d)) = (a,b) oldugu i¢in yutan eleman

ozelligi saglanir.

Belirtilen ozellikler saglandig icin verilen operasyonlar bir kafes tanimlar.

Onerme 3.4.4. (P,A\,V) ve (Q, A, V) iki kafes ise P x @Q kiimesi tizerinde bir kafes

yapist vardar.

Ispat: Ispat yukaridaki 6rnekle aymdir. O

Maalesef her sirali kiimeden kafes yaratamiyoruz. Mesela elimizde P diye bir poset

olsun. P iizerinde bir kafes yaratabilmemiz i¢in su elemanlarin tanimli olmasi gerekir:

1. @V b= a ve b den biiyiik olan elemanlar kiimesinin i¢indeki en kiiciik eleman

2. a Ab= a ve b den kiiciik olan elemanlar kiimesinin igindeki en biiyiik eleman

Tanim 3.4.5. L bir kafes ve A C L olsun. A nin kafes ideali olabilmesi icin gerek
ve yeter kosul her a € A ve x € L i¢in a A x elemani A nin i¢inde olmalidir. Yani A
kiimesi poset idealiyse A operasyonuna gore yutandir. A nin ters ideal olmasi i¢in
her a € A ve x € L igin a V x eleman1 A nin i¢inde olmahdir. Yani A kiimesi ters

poset ideali ise V operasyonuna gore yutandir.

Yani a A z tanim geregi a ve x elemanlarindan kiigiik en biiyiik eleman oldugu i¢in
A ideal ise i¢inden bir eleman segersek (mesela a € A) o zaman bu a dan kiigiik her
eleman yine A kiimesi i¢ine diigser. Ters ideal durumunda da A daki her a eleman

i¢in a dan biiylik her eleman A nin icine diiger.

Onerme 3.4.6. Her kafes yapisi bir posettir. Ama her poset bir kafes degildir. Buna
verilebilecek en giizel drnek yollar poseti olan P(G) dir. P(G) bir poset ama kafes
degildir.
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Posetler

Ornek 3.4.7. R? de ;
(a,b) V (¢c,d) = (a,b) ve (c,d) nin ¢izdigi dikdortgenin sag tist kosesi ;
(a,b)\(c,d) = (a,b) ve (¢, d) nin ¢izdigi dikdortgenin sol alt kosesi seklinde tanimlanan

bir kafes ele alalim. Dort farkli durum soz konusudur.

1.
. (¢, d)
(a,b) °
a,b c,d) = (c,d
a,b) A (¢,d) = (a,b
2.
(a,‘b) (c,‘b)
(a,d) (¢,d)
(a,b) V (c,d) = (¢, b)
a,b) A (¢,d) = (a,d)
3.
° (a,b)
(¢, d) .
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4 CIZGELER

4.1 TANIMLAR VE ORNEKLER

Bir cizge basit¢e diigiim olarak isimlendirilen koselerden ve bu noktalar: birlegtiren
kenarlardan olugur. Yani bir ¢izge G = (V, E') seklinde bir ikili olup, V' sonlu bir
kiime ve £ C V x V geklinde bir alt kiimedir.

0—=1
Ornek 4.1.1. Asagidaki ¢izgeyi goz oniine alalim.

€12

€1 €2 —s €4

€23
€34

€3

G=(V,E) igin V = {ey, eq,€3,e4} ve E = {e19, €93, €94, €34} dir.

Tanim 4.1.2. Elimizde G = (V, E) seklinde bir ¢izge olsun. Bu ¢izge iginde verilen
herhangi bir kose dizisi (vo, . . ., v,)'nde eger {v;, v;11} eger bir kenar ise o zaman biz

bu diziye bir yol diyecegiz.

Tanim 4.1.3. Verilen bir ¢izge ve bu ¢izge i¢indeki bir yol a = (v, ..., v,) i¢in bu

yolun uzunlugunu bu yol i¢gindeki kenarlarin sayisi olarak alacagiz.

Tanim 4.1.4. FE ile simgelenen kenarlar yonlii ya da yonsiiz olabilir. Kenarlarin
yonii belirtilmediyse yonsiiz kenarlardir. Bu durum da (e, €93) ile (es3, €12) arasinda

bir fark yoktur. Eger kenarlar ok seklinde gosterilmigse yonlii kenarlardir.

Tanim 4.1.5. (X) gosterimi V' kiimesinin n elemanl alt kiimelerinin kiimesi an-

lamina gelir.

Tanim 4.1.6. Yonsiiz cizgelerde F C (g) dir.

Tanim 4.1.7. Bir koge kenarla kendine baglanmyorsa bukle (loop) adini alir.
Ornek 4.1.8. Asagida a kogesini kendine baglayan bir bukle 6rnegi verilmistir.

A

ae
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Tanim 4.1.9. Bir kdgeye bagh olan kenarlarin sayisina o kogenin derecesi (degree)

adi verilir.

Ornek 4.1.10.

X1

/l\
\ \/
\/

herhangi bir yonlii ¢izge olsun.

x1 in derecesi: 3 ; x5 nin derecesi: 2 ; x3 in derecesi: 2 ; x4 in derecesi: 2 ; x5 in

derecesi: 2 ; g nin derecesi: 3 ; x7 nin derecesi: 2 dir.

Tanim 4.1.11. Biitiin koselerin dereceleri esit oldugunda o ¢izgeye diizenli ¢izge

ad1 verilir.
Tanim 4.1.12. Baslangig ve bitig yerleri ayni olan gizgeler dongii(cycle) adim alir.

Teorem 4.1.13. G sonlu bir ¢izge olsun. Eger G iginde dongi yoksa o zaman P(G)

sonludur.

Ispat: G sonlu bir ¢izge ve G nin tiim yollarmn kiimesi olan P(G) sonsuz olsun.
|G| = n olsun. P(G) sonsuz ise herhangi bir tam say1 olan m den daha uzun yollara
sahiptir. Ama o zaman Oyle bir a bulabiliriz ki |a] = n + 1 olur. Bu da giivercin
yuvasi prensibine gore en az bir koge iki ya da daha fazla tekrar eder anlamina gelir.

Bu ¢izge de dongii olmasi demektir. Yani geligki olugturur. O

Sonug 4.1.14. Eger G iginde dongii olmayan sonlu bir ¢izge ise o zaman P(G) nin

Hasse diyagrami sonlu bir ¢izgedir.
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4.2 CIZGELERIN YOL POSETLERI

Bir ¢izgeden Hasse diyagrami olusturmak yani yol posetlerini ¢izmek icin ilk once
¢izgede bulunan noktalar en alta yazilir. Daha sonra kiiglik (kisa) yollardan baglayarak
tiim yollar sirasiyla yazihir. Ayni1 uzunlukta olan yollarin ayni hizada (yiikseklikte)
yazilmasina dikkat edilir. Hasse diyagrami bir nevi siralamadir. Yukari ¢iktikga daha

biiyiik(uzun) yollar yazilr.

Tanim 4.2.1. G sonlu bir ¢izge ve P(G) de bu ¢izgenin biitiin yollarinin kiimesi
olsun. Bu kiime tizerinde bir siralama bagintisi tanimlayacagiz. Bize verilen her
a, B € P(G) i¢in eger o min [ iginde kesintisiz bir alt dizi olarak goriintiisii var ise

a < [ diyecegiz.

Ornek 4.2.2. a
1
2=———3

Verilen c¢izgeye gore;
a =1132211321113 olsun. f =213 ve v =2132 geklinde segelim. 8, o nin iginde
verilen sirasiyla yer almadigi icin 5 £ « dir. Fakat « verilen sirasiyla o nin iginde

yer aldigi i¢in v < « dir.

Ornek 4.2.3. G:
1

T

0
seklinde olan bir ¢izge olsun. Bu g¢izgeye ait yollar poseti P(G) = {0,0,1,01}

seklindedir. Bu yollar posetine gore hasse diyagrami

N
Ve

seklinde gizilebilir.Bu hasse diyagrami da bir gizgedir. Ve bu iki ¢izge birbirine ben-

S
AN

zemek zorunda degildir.
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Ornek 4.2.4.

687, 7_ T8 g
SGT TM TBS
34
3—=4—5
03T 14T T25
0——1 2

Verilen posetin biitiin elemanlarini yazalim.

P(G) = {0,01,012,0125,01258, 014, 0147, 01478,
03,034, 0347, 03478, 036, 0367, 03678,

1,14, 145, 1458, 147, 1478, 12, 125, 1258,
2,25, 258,
3,34, 345, 3458, 347, 3478, 36, 367, 3678,
4,47,478, 45,458,
5,58,
6,67, 678,
7,78,
8}

Tanim 4.2.5. Bir posetin ideallerini gosterirken kullanacagimiz notasyon |eg) ; eg

ile biten anlamindadar.

Ornek 4.2.6.

-
€0 =g €1

¢izgesinde bulunan ideallerin tabanlarini yazalim.

Elimizdeki poset {eg, €o1,€1} elemanlarindan olugur. Bu posetin poset idealleri ise

sunlardir:

1. |€0> = {60,601}

2. ler) = {e1}
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3. |eo, e1) = {eo, o1, €1} ¢iinkii 1, = ey + €3
4. leg1) = {eon}

5. |eo, e01) = {€o, €01}

6. |er,eon) = {e1,e01}

7. |€0,€1,601> = {60,61,601}

Ornek 4.2.7. A asagidaki cizge olsun.

€2
7N
d
€0 €1 5 €3

¢izgesinde bulunan ideallerin tabanlarini yazalim.

€o) = €o

ler) = d, e1, ¢, be, ache, cabeabe, {abe}™, c{abe}™, d{abc}™

les) = a, bea, abca, abcabea, {bea}™, a{bca}™, ca{beca}™, d{bca}"

les) = b, ab, cab, cabcab, {cab}™, d{cab}™, b{cab}", ab{cab}"

Biz burada sadece koseleri iceren idealleri yazdik. Halbuki 28 tane degisik olabilecek

ideal yazilabilir. Bunlarin bir kismi esit olabilir.

Ornek 4.2.8. G agagidaki ¢izge olsun.

0——1—-=2

P(G) nin biitiin elemanlarini yaziniz. Hasse diyagramin ¢izip tek eleman tarafindan

gerilen U (x) ideallerini yazimz.
P(G) = {eo, €1, €2, €01, €12, €012}

€012
€01 €12
€o €1 €2
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Hasse diyagramina bakarak tek eleman tarafindan gerilen U(z) ideallerini su sekilde

yazabiliriz:

{{60, €01, 6012}7 {627 €12, 6012}7 {6’1, €01, €12, 6012}7 {601, 6012}, {612, 6012}, {6012}}
Ornek 4.2.9. H asagidaki ¢izge olsun.
0

1/ \2

P(H) nin biitiin elemanlarini yaziniz. Hasse diyagramini ¢izip tek eleman tarafindan

gerilen U(z) ideallerini yaziniz.

P(H> = {60, €1, €2, €01, €12, €02, 6012}

€012

NN

(&

{{60, €01,€02, 6012}, {62, €12, €02, 6012}, {617 €o1, €12, 6012},

{6017 6012}, {612, 6012}7 {602, 6012}, {6012}}

Teorem 4.2.10. G sonlu bir ¢izge olsun. P(G) bu ¢izgelerin yollarinin siraly kiimesi

olsun. P(G) artinyendir.

Ispat: G sonlu bir cizge olsun. Yollarm kiimesi olan P(G) nin kismi sirah kitme
oldugunu biliyoruz. P(G) nin elemanlar: uzunluklar: farkli olan yollardir. Var sa-
yalim ki elimizde stirekli azalan o; > a9 > a3 > -+ > «,, > - -+ seklinde sonsuz bir
dizi olsun. len(ay) > len(az) > ... > len(a,,) > ... > 0 dizisi dogal sayilar iginde
azalan bir sonsuz dizi oldugu icin sabitlenir. Bu da tanmim geregi artinyen oldugu

anlamina gelir. O

24



Ornek 4.2.11. G bir cizge ve P(G) yollardan olusan poset olsun. Ve G ¢izgesi

3
olsun. Burada P(G) = {0,0,1,2,3,01,12,13,012,013} dir.
0 <01 <012
1 <12<012
2<12 <012

seklinde devam ederek elamanlar arasinda siralama yapilabilir. Bu siralamalardan
yola ¢ikarak G gizgesi icin Hasse diyagrami yapilabilir. Bu diyagram asagidaki gibi-

dir:

012 013

Bu Hasse diyagramina bakarak tek eleman tarafindan gerilen U (x) ideallerinin kiime-
sini su sekilde yazabiliriz:
{0,{0,01,012,013},{2,12,012},{1,01,12,13,012,013},{3,13,013},{01,012,013},{12,012},
{13,013},{012,013} }

NVAVY
N

Poset ideal kiimesini su sekilde yazabiliriz:

{{a,b,¢,dy e, f1,{b,d, e}, {c,e, [}, {d, e, [}}

seklinde verilen bir ¢izgeyi ele alalim.
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Ornek 4.2.13. G agagidaki gizge olsun.

P(G) posetine ait Hasse diyagramini gizelim ve poset ideallerini yazalim. P(G) po-

setine ait Hasse diyagrami su sekildedir:

013 023
»/<02 >< 13 \ 23
0 1 >< 2 X 3
Hasse diyagramina bakarak tek eleman tarafindan gerilen U(x) ideallerini agagidaki
gibi yazabiliriz:
{{0,01,02,013,023},{1,01,13,013},{2,02,23,023},{3,13,23,013,023},{01,013},{02,023}
,{13,013},{23,023},{013,023} }
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5 HALKALAR VE IDEALLER

Asagidaki sonuclarda agirlikli olarak Prof. Dr. Dursun TASCI 'nin Soyut Cebir ki-

tabindan yararlanilmigtir.

5.1 TANIMLAR VE ORNEKLER

Tanim 5.1.1. (R, +, ) seklinde verimig agagidaki sartlar saglayan bir tigliiye halka

denir.

1. Toplama iglemine gore (R, +) degismeli gruptur.
2. Carpma iglemine gore (R, -) yapisinin birlesme 6zelligi vardir.
3. Carpma igleminin toplama islemi tizerine dagilma ozelligi vardir. Yani her

x,y,r € R igin

r-(y+z2)=r-y+x-z
(y+z2)-z=y-xz+z-x

saglanir. Eger oyle bir 1 € R varsa ki her x € Ric¢in 1-2 = x-1 = x saglaniyor
ise 0 zaman 1 € R elemanina R’nin birim eleman1 R’ye de birimli halka denir.
Ornek 5.1.2. Tam sayilar kiimesi bir halka olugturur.
Ornek 5.1.3. Reel sayilar halkasi birimli bir halkadir.
Tanim 5.1.4. Eger her x,y € Rve x -y =y - x ise R ye degismeli halka denir.

Tanim 5.1.5. R bir halka ve A da R nin bog olmayan bir alt kiimesi olsun. A nin

bir alt halka olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar soyle tanimlanabilir:

1. Hera,be Aigina—be A

2. Her a,b € Aigin a.b € A

Tanim 5.1.6. I C R alt halka eger her r € R ve x € [ icin rx € [ ise I ya sol ideal
denir. xr € I ya sag ideal denir. Bir ideal hem sag ideal hem sol ideal ise idealdir

denir.
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Yani I C A bir ideal olsun. Al = {aila € Ai € I} ve [A = {ia|i € [a € A} seklinde

tammlansin.

(a) Eger I sol ideal ise AI C [;
(b) Eger I sag ideal ise IA C I
(c) Eger I hem sol hem sag ideal ise ATA C I dir.

Lemma 5.1.7. Bir halkaya ait olan iki idealin kesisimi yine bir idealdir.

fspat: Herhangi bir A halkasini ele alalim. Bu halkanin iki ideali I; ve Iy olsun.
I; N I5 kiimesi bog degildir. Ciinkii A halka oldugundan toplama iglemine gore birim
elemani oldugu icin 04 € I; N I dir. a,b € I; NIy ve r € A olsun. a,b € I; N I,
demek a,b € I ve a,b € Iy demektir. I; ve Iy birer ideal oldugundan a — b € I ve
a — b € I, yazilabilir. Yani a — b € I, N Iy dir. Ayni sekilde a € I; N I olmasi a € I
ve a € I, anlamina gelir.a € I,r € A ve I bir ideal oldugundan a.r € I ve r.a € I,
dir. Ayni sekilde a € I,,r € A ve I, bir ideal oldugundan a.r € I ve r.a € I dir.
Boylece a.r € Iy N Iy ve r.a € I} N I yazilabilir. O

Lemma 5.1.8. Bir halkaya ait olan iki idealin toplama yine bir idealdir.

Ispat: R bir halka ve I, Ir; R nin iki ideali olsun. I; + I, = {a +bla € I,b € I}
oldugunu biliyoruz. Bu kiimenin ideal oldugunu gostermek icin her x,y € I; + I
icinz—yelh+Il,veherxeli+ I, veherre Ricimrxe L+ 1, xr el + I
oldugunu gostermemiz gerekir. x € I1+ 15 ise v = a1+by ; ay € I; ve by € I, oldugunu
biliyoruz. y € I1+ 15 ise y = as+bs ; as € I; ve by € I oldugunu biliyoruz. Buna gore
sx—y = (a1+b1) —(ag+b2) = a1 +by —ag—by = (a1 —ag)+ (by —by) dir. I; ve I, ideal
oldugundan (a; —ay) € I; ve (by —by) € I5 dir. Yani (a3 —ag)+ (by —bg) € [1 + 5. O
halde  —y € I, + I, dir. Boylelikle ilk sartimz saglanmis oldu. Ikinci sart icin r € R
vex € I1 + Iy ve x = ay + by,ay € I) ve by € Iy olsun.r.x = r.(a; + by) = r.a; + r.ag
dir. I; ve I, ideal oldugundan r.a; € I ve r.as € I3 dir. Yani r.a; + r.as € I + I
dir. O halde r.xz € I, + I, dir. Benzer sekilde x.r € I} + I oldugu da gosterilebilir.

Boylelikle ikinci sartimizda saglanmig oldu. O

Lemma 5.1.9. A bir halka ve P(A) da A nan bitin halka ideallerinden olusan kime
olsun. (P(A),N,+) bir kafestir. Burada varsayalim ki (G,+) bir degismeli grup ve
A, B C G iginy

A+ B={a+bla€ Abe B}
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ve
ANB={ala € Aveac€ B}

dir.

Ornek 5.1.10. Lemma 5.1.9 de bahsedilen A halkasi Z tamsayilar halkasi olsun. Z
esas ideal bolgesi oldugu i¢in P(Z) kiimesini g6yle ifade edebiliriz:
P(Z) ={<n>=nZn € Z}.

1. nZNmZ = {z € Z||n|z ve m|y} sartim saglayan en kiiciik tam say1 = ekok
(n,m)Z

2. nZ +mZ = x = na + mb seklinde yazilabilecek en kiiciik pozitif tam say1 =
ebob (n,m)Z

oldugu icin (P(Z),N,+) yapist bir kafestir.
Tanim 5.1.11. Bir tane maksimal ideali olan R halkasina lokal (yerel) halka denir.

Tanim 5.1.12. R bir halka ve @ € R olsun (a # 0). a-b = b-a = 0 olacak sekilde

sifira esit olmayan b € R varsa a ya sifir bélen denir.

Ornek 5.1.13. Zg kimesini ele alalim. 2 € Zg ve 3 € Zg dir. 2-3 = 6 = 0 dir.
(2,3), Z¢ nin sifir bolen ¢iftidir.

Tanim 5.1.14. Birimli, degismeli ve sifir bolensiz halkaya tamlik bolgesi denir.

Ornek 5.1.15. (Z,+,-) tam sayilar halkasi, (Q,+,-) rasyonel sayilar halkasi ve
(C, +, ) kompleks sayilar halkasi birer tamlik bolgesidir.

Tanim 5.1.16. Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemaninin

carpma iglemine gore bir tersi varsa o zaman bu halkaya bir cisim denir.

Ornek 5.1.17. (Q,+,),(R,+,-) ve (C,+,-) cebirsel yapilari birer cisimdir. Fakat
(Z,+, -) halkas1 ters eleman 6zelligini saglamadigindan bir cisim olugturmaz. Ornegin
5 € Z yi ele alalim.5 in ¢arpma islemine gore tersi % tir. Fakat é tam sayilar kiime-

sinin elemani degildir.

Lemma 5.1.18. Her cisim bir tamlik bolgesi olmasinda karsin bunun tersi dogru
degildir. Buna verilebilecek en giizel drnek (Z,+,-) halkasidur. Bir tamlik bolgesi

olmasina ragmen bir cisim degildir.
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Tanim 5.1.19. Bir tek eleman tarafindan dogurulmus ideale esas ideal denir. R
birimli, degismeli bir halka ve a € R ise bir a elemani tarafindan dogrulmug esas

ideal < a >= {ra|r € R} dir.

Tanim 5.1.20. Her ideali esas ideal olan degismeli bir halkaya esas ideal halkasi

denir. Esas ideal halkas1 olan bir tamlik bolgesine esas ideal bolgesi denir.

Tamim 5.1.21. R halkasiin kendisi ve {0} # I ve R # I olan [ idealine 6z ideal

denir.
Ornek 5.1.22. F bir cisimse 6z ideali yoktur.

Tanim 5.1.23. H bir degismeli halka ve A da onun 6zideali olsun. Eger z,y € H
ve zy € A olunca daima x € A veya y € A oluyorsa, A ideali H nin bir asal idealidir
denir. Eger H nin A y1 kapsayan, A dan baska hi¢ 6zideali yoksa, A ya H nin bir

maksimal ideali denir.

Lemma 5.1.24. Her sonlu tamlik bolgesi bir cisimdir.

Ispat: Sonlu bir tamlik bolgesini ele alahm. A = {1,as,as, ..., a,} olsun. Tamlik
bolgesi birimli, degismeli ve sifir bolensiz oldugu i¢in burada 1, A nin birim ele-
manidir. Sifirdan farkli her elemaninin tersinin oldugunu gosterdigimizde ispat ta-
mamlanmig olacak. Bu a.b = 1 olacak sekilde bir b oldugu anlamina gelir. a - D =
{a-1,a-a9,a-as, ...,a-a,} kiimesini ele alalim. D sifir blensiz oldugundan a.D kiime-
sinin elemanlariin hicbir tanesi sifir olmaz. al, aas, aas, ..., aa, birbirinden farkl n-
tane eleman oldugundan D = aD yazariz. Boylece ya al = 1 ya da aa; = 1 oldugu
anlamina gelir. Hangisinin oldugu 6nemli degildir. Sonug olarak a - b = 1 formunda
bir b sayis1 bulunabiliyor. Bu da D nin ¢arpimsal bir terse sahip oldugunu gosterir.
O

Lemma 5.1.25. R birimli ve degismeli bir halka olsun. R’ nin P ideali asaldir

ancak ve ancak R/ P bir tamlik bélgesidir.

Ispat: (=) P, R nin bir asal ideali olsun.R/P nin tamlk bélgesi oldugunu gostermek
i¢in birimli, degismeli ve sifir bolensiz oldugunu gostermeliyiz. Tanim geregi R birimli
ve degismeli oldugu igin R/P de birimli ve degismeli bir halkadwr. (z+ P), (y+ P) €
R/P olmak iizere (x + P) - (y + P) = 0 oldugunda (zx + P) - (y + P) = sy + P
esitliginden zy + P = 0 yazabiliriz. xy + P = 0 4+ P olmasi ve P nin asal ideal
olmasindan dolay1 x € P ya da y € P olmahdir. Eger x € Pisex + P =04 P ve
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y € Pise y+ P =0+ P olur. Yani ya x = 0 ya da y = 0 dir. Boylelikle sifir bolensiz
oldugunu da géstermis olduk. O halde R/P bir tamlik bolgesidir.

(<) R/P halkasinin bir tamhk bolgesi oldugunu kabul edelim. Eger zy € P ise
(x+P)-(y+P) =2ay+ P =0+ P olur. R/P bir tamhk bolgesi oldugu i¢in
r+P=0+Pyaday+ P =0+ P yani x € P yada y € P olur. O halde P, R nin
bir asal idealidir. O

Lemma 5.1.26. R birimli ve degismeli bir halka ve m, R nin ideali olsun. m mak-

simal idealdir ancak ve ancak R/m cisimdir.

Ispat: (=) Birimli ve degigmeli bir R halkasini ele alahm. m, R halkasinin maksimal
ideali olsun. R/m nin cisim oldugunu gostermek igin birimli, degismeli ve garpma
islemine gore tersi oldugunu gostermeliyiz. R birimli ve degismeli oldugundan R/m
de birimli ve degismelidir. x + m € R/m ve x + m sifir olmayan bir eleman olsun.
1, R nin birim elemani olmak tizere z =0+ 2 -1 € m + R yani m # m + xR dir.
Oysa ki m, R nin maksimal ideali oldugundan R = m + xR dir. Yani n + 2y = 1
dirr1l—zy=nem,zy+1=14+m, 1 +m = (x+m)-(y+m) dir. Bu da
2 + m nin carpmaya gore tersinin oldugu anlamina gelir. Bahsedilen tiim ozellikler
saglandigina gére R/m cisimdir.

(<) Simdi de R/m nin cisim oldugunu kabul edelim. Gostermemiz gereken m nin
R halkasinin maksimal ideali oldugudur. J nin m C J C R olacak gekilde R nin bir
ideali oldugunu varsayalim ve J # m olsun. J # m oldugunda x # m olacak sekilde
x € J vardir. (x +m), (y+m) € R/m i¢in (x +m) - (y + m) = 1 + m oldugundan
(x+m)-(y+m)=zy+m=14+mvexy—1€m C Jyazanz. Eger l =xy—t € J
yazariz. Ayrica 1 € J olmasi J = R olmasi demektir. Bu da m nin maksimal ideal

oldugu anlamina gelir. O

Lemma 5.1.27. Birimli ve degismeli bir halkada her maksimal ideal bir asal ideal-
dir.

Ispat: R birimli ve degismeli bir halka ve I da R’nin maksimal ideali olsun. Lemma
5.1.26 den R/I bir cisimdir. Her cisim bir tamlik bélgesi oldugundan R/I bir tamhk
bolgesidir. Teorem 5.1.25 dan R/ bir tamhk boélgesi oldugundan [ ideali R'nin bir

asal idealidir. O
Onerme 5.1.28. Bir cismin {0} dan ve kendinden baska ideali yoktur.

Tanim 5.1.29. R degismeli bir halka olsun. P, O P, O ... D PF,... azalan bir asal

idealler zinciri olsun. Bu ideal zinciri i¢in iki olasilik vardir. Ya bir N noktasinda
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sabitlegir ya da hi¢ bir nokta da sabitlesmez. Eger bu dizi de N, dizinin sabitlestigi
ilk nokta ise o noktaya bu dizinin uzunlugu diyecegiz. Eger dizi herhangi bir noktada

sabitlenmiyorsa bu dizinin uzunluguna oo denir.

Tanim 5.1.30. ag, ay, ..., a, bir H halkasinin elemanlari olsun. Bu elemanlar: katsay1

kabul eden bir f(x) polinomu su sekilde tanimlanir:

o)
E a;r; =ay+ar+ -+ a4+
i=0

5.2 NOTHERYEN VE ARTINYEN HALKALAR

Tanim 5.2.1. R halkasinin ideallerinin her artan
LCLC.CI,C..

zinciri sonlu bir adimda durursa, R ye Nother halkasi ya da notheryen halka denir.

Bu 6zellige kisaca ARTAN ZINCIR KOSULU da denir.

A bir cebir ve I(A) da A nin ideal poseti olsun. Eger I(A) nétheryen ise A ya

notheryen denir.

Teorem 5.2.2. R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. R ndétheryen halkadr.

2. R min her ideali sonlu tretilmistir.

Ispat: (1) = (2): R notheryen bir halka ve R halkasima ait herhangi bir I ideali sonlu
tiretilmemis olsun. Bir a; € I aldigimizda bir ay € I/(ay) bulunabilir. I # (ay, as)
oldugu i¢in [ nin iginde bir a3 € I/(ay,as) bulunabilir. Bu gekilde devam edersek

bir agy1 € I/(aq, ..., a;) bulunabilir. Béylece R nin idealleriyle
(a1) C (ar,a9) C ... C (ag,...,ax) C ...

zinciri elde edilir. I sonlu iiretilmedigi igin bu zincir de sonsuzdur. Ayni1 zamanda R
halkasini notheryen kabul ettigimiz i¢in bahsedilen ideal zinciri bir yerde sabitlenmek

zorundadir.Yani geligki elde ederiz. O halde I sonlu tiretilmistir.
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(2)= (1) C L C..CI,C.. seklinde bir ideal zincirini ele alalm. I = Ui>0 1;
bir idealdir. R nin her ideali sonlu tiretildigi i¢in I =< ay, ..., a; > seklinde yazilabilir.
(Ja; € R). Yani a4 € I,,,,a9 € I,,...,a; € I,,, dir. Eger n =max{ny,...,n;} seklinde
secersek I,,, C I, olur. Hem I C [, hem de I,,, C I, oldugu i¢in [ = I,, dir. Yani R
halkas1 nétheryendir. O

Ornek 5.2.3. Her temel ideal bolgesi bir notheryen halkadir. Ozel olarak Z bir
notheryen halkadir.

Tanim 5.2.4. R halkasinin i¢inde her azalan ideal zinciri

LD2LD2LD..DI1,D..

sonlu bir adimda durursa, R ye Artinyen halkasi denir. Bu ézellige AZALAN ZINCIR
KOSULU ismi de verilir.

A bir cebir ve I(A) da A nin ideal poseti olsun. Eger I(A) artinyen ise A ya artinyen

cebir denir.

Teorem 5.2.5. [7] (Hopkins-Levitski Teoremi) Her artinyen halka nétheryendir.
Fakat tersi dogru degildir.

Ornek 5.2.6. Her cisim artinyen ve notheryen bir halkadir. Ciinki 0 ve kendisinden

bagka ideali yoktur. Dolayisiyla ideallerden olusan her zincir sonlanir.

Ornek 5.2.7. Her n > 1 icin nZ, Z nin bir idealidir.

722D ---DnZD---

azalan zinciri yazilabilir. Fakat bu azalan zincir bir noktada sabitlenip durmaz. Do-

layisiyla Z tam sayilar halkasi artinyen degildir.

Ornek 5.2.8. Sonlu boyutlu biitiin halkalar artinyendir. Yukaridaki 6rnekte gorildii-
gii gibi halkalara ait azalan ideal zincirleri yazilabilmektedir. Artinyen olmasi i¢in bu
ideal zincirleri bir yerde sabitlenip durmak zorundadir. Bu sabitlenmeyi saglayacak

olan da halkanin sonlu boyutlu olmasidir.

Teorem 5.2.9. Sonlu boyutlu biitin cebirler hem artinyen hem de notheryendir.

Ispat: Sonlu boyutlu cebirler hem alttan hem de iistten simrhdir. Yani yazilacak olan

ideal zincirleri hem alttan hem de iistten siirhi olacag: i¢in iki yondede sabitlenip
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durmak zorunda kalacaktir. Bu da hem artinyen hem de notheryen olmasi demektir.
O

5.3 OKLID BOLME HALKALARI

Tanim 5.3.1. R degismeli bir halka olsun. ¢ : R\ {0z} — N geklinde tammlanan

fonksiyonu ele alalim.

l.a,be Ra-b#0vea0ise p(a) < pa-b)

2. a,be Rveb+#0ise a=bq+riser =0 veya (r # ve p(r) < o(b))

oluyorsa R ye oklid halkas1 denir. Tamlik bolgesi olan oklid halkasina oklid bolgesi

denir. ¢ ise oklid fonksiyonu adini alir.

Her a ve b # 0 tamsayilar i¢in a = ¢gb 4+ r ve 0 < r < |b| olacak sekilde ¢ ve r
tamsayilar1 tek tiirlii belirlenebilir. r sayisi a'nin b ile boliimiinden kalandir. » = 0

durumunda b, a’y1 boler denir ve b|a ile gosterilir.
Teorem 5.3.2. Elimizde a,b,q ve r € Z\ {0} olsun. a ve b sayplarinin ortak bolen-
lerinin en biyigi (a,b) seklinde gdosterilmek tizere a = bg+1r ve 0 < r < q ise

(a’ b) = (b’ a— qb) = (bv 7”)

dir.

Ornek 5.3.3. Z[5] te iki tane polinom ele alahm. f(z) = 3z* + 2% — 222 + 3245

ve g(x) = 2% — 3z + 2 olsun. Bu polinomlar i¢in 3z% + 23 — 222 + 3z + 5 = (22 —

3z +2) - (3x2 4+ 10z + 25) + 68z — 45 yazabiliriz. Bu durumda ¢ = 3z + 10z + 25

ve r = 68z — 45 oldugu gortiliir.

Ornek 5.3.4. Reel sayilar bir oklid bélme halkasidir.

Ornek 5.3.5. k bir cisim olmak {izere k[z] bir 6klid bolme halkasidir.

Ornek 5.3.6. Z;[z] de verilen f(z) = 322 +2 ve g(z) = 2* 4 522 + 2z 4 2 polinom-

larmin en biiytlik ortak bolenini bulunuz.

Verilen polinomlarim en biiyiik ortak bélenini(ebob) bulmak igin ¢klid algoritmasini

kullanabiliriz. Oklid algoritmas: geregi derecesi biiyiik olan polinomu derecesi kiiciik
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olan polinoma boleriz. Daha sonra boleni iglemin kalanina boleriz. Bu islemi kalan
sifir elde edene kadar devam ettiririz. Kalan sifir oldugunda bir 6nceki iglemin kalani

bize ebob u verir. Bu durumda;
-ttt = -2t —1) .2+ )+ (—x 4 1)

(-2 +r—-1)=(—2+1).(-2*-1)+0
Bu durumda ebob (—z + 1) dir.

Teorem 5.3.7. R bir 6klid bolme halkasi olsun. Eger h = gcd(f,g) ise o halde
dr,y € R icin xf +yg = h dir.

Lemma 5.3.8. (f(x), g(z)) = (ged(f, g))

Ispat: u €< f(z),g(z) > oldugunda teorem geregince u = af(z) 4 bg(x) yazlabilir.
(Ja, b) Yani ged(f,g) €< f,g > dir. O halde < gcd(f,g) C< f,g > dir. af + bg €<
f, g > oldugunu biliyoruz. o = ged(f,g), f = a- f' ve g = a - ¢’ olsun. Bu durumda
af +bg yerinde a-«- f'+b-«- ¢ yazlabilir. Bu ifade « ortak parantezine alinirsa
a(af'+bg’) seklinde yazilabilir. a(af'+bg’) €< ged(f, g) > dir. O halde < f,g >C<
gcd(f, g) > dir. Hem < ged(f,g9) €< f,g > hemde < f,g >C< gcd(f,g) > olmasi
< f(x),g(x) >=< gcd(f, g) > oldugunu gosterir. O

Lemma 5.3.9. fi,..., fu € k[z] olsun. < fi, ..., fn, >=< ged(f1, ..., fn) > dir

54 POLINOM HALKALARI

Tanim 5.4.1. F bir cisim ve ag, ai,as,...,a,_1 € F olsun. x bilinmeyenine baglh

polinom agz® + a1z + asx® + ... a,_ 12" ! seklinde tanimlanir. Notasyon olarak
n
Z _ 0 1 2 n
a;T; = apx + a1x + asx” + . ..anT
i=0
seklinde gosterilir.

Tanim 5.4.2. Polinomlar tizerinde toplama iglemi

i a;xt + i bt = i(ai + b;) !
i=0 =0 i=0

seklinde tanimlanir.
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Tanim 5.4.3. Polinomlar iizerinde ¢arpma iglemi k£ = 7 4+ j olmak tizere

[o¢] (o] o0
E a;x’ - E bjx’ = E cpr
i=0 =0 k=0

oyle ki
k

Cr = E a;by—;

=0

seklinde tamimlanir. Yani az® - ba? = (ab)z'™ seklindedir.
Tanim 5.4.4. Bitiin katsayilar: sifir olan polinoma sifir polinom denir.

Tanim 5.4.5. Tek degigkenli polinom k[z], iki degigkenli polinom k|x,y] ve genel-

lersek n degiskenli polinom k[z1, xs, ..., z,] seklinde gosterilir.

Teorem 5.4.6. Tek degiskenli polinomlar halkasinda her ideal tek eleman tarafindan

gerilir.

fspat: I tek degiskenli polinom halkasi k[z]’de bir ideal olsun. Bu idealden sifir
olmayan bir f elemanimi alalim. Bunu bolme algoritmasinin tanimi geregince h =
q.f + r seklinde yazabiliriz. Yine bélme algoritmasi geregince biliyoruz ki ya r = 0
olmahdir ya da deg(r) < deg(f) olmahdir. Eger r = 0 ise h = ¢.f dir. Yani [
ideali f tarafindan gerilmektedir. (I C (f)) O halde bizim gostermemiz gereken
r # 0 oldugunda ¢eligki elde ettigimizdir. Bunun i¢in  # 0 olsun. Bu durumda r =
h—q.f € I olur. r = 0 sart1 saglanmadigina gore deg(r) < deg(f) sart1 saglanmaliydu.
Ama acikca goriildigi gibi deg(f) < deg(r) dir. Bu da geligki olugturur. O halde
r=0dr. O

Teorem 5.4.7. F bir cisim ve a(x),b(x) ve c(x) F[z]’ ten alinan polinomlar olsun.

a(x) sifr olmayan bir polinom ve a(x) - b(x) = a(x) - c(x) ise b(x) = c(z) dir.

Ispat: F bir cisim, a(z),b(x) ve ¢(z) F[z]’ ten alnan polinomlar ve a(z) - b(z) =
a(x)-c(x) olsun. a(z)-b(x) —a(x)-c(x) = 0 ve a(x) - (b(z) — c(z)) = 0 olur. a(x) # 0
oldugu i¢in b(x) — ¢(z) = 0 olmas1 gerekir. Bu da b(z) = ¢(x) demektir. O

Tanim 5.4.8. Herhangi bir k£ cisminden alinan birbirinden bagimsiz z1, o, ..., x,
bilinmeyenlerinin lineer kombinasyonu seklinde yazilmasiyla ¢cok degiskenli polinom-

lar elde edilir.

Teorem 5.4.9. F bir cisim ise Fx] bir esas ideal bolgesidir.
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Ornek 5.4.10. F bir cisim olmak iizere, F[X] bir nétheryen halkadir. Fakat
F[X1, X5, X3, ..., X, ...] bir nétheryen halka degildir. Gergekten ideal zincirini (X)
C (X1,Xs) C ... C (X1,Xs,...,X,,...) C ... seklinde yazarsak sonsuz bir zincir

oldugunu goriiriiz. Bir yerde sabitlenip durmayacagindan notheryen bir halka degildir.

5.5 MONOMIYAL IDEALLER

Tanim 5.5.1. A = Q[zy,...,x,] de bir I idealinin monomiyal ideal olmasi i¢in

agagidaki sartlar1 saglamasi gerekir:

1. Monomiyal idealler tarafindan gerilmesi gerekir.

2. f=> kox* € I oldugunda z,, € I ve k, # 0 olmaldir.

Tanim 5.5.2. oy, as, ..., a, negatif olmayan tam sayilar olsun. Monomiyaller notas-
yon olarak

TSI . oA
seklinde gosterilir. Bu monomiyalin toplam derecesi oy + ... + «, dir.

Ornek 5.5.3. f = sx?y?23 4 322y2® + Sxyz polinomunu ele alahm. Toplam derece
bizim i¢in 2 4+ 2 4+ 3 = 7 dir.
Tanim 5.5.4. (ay, as, ..., ) = (0,0, ...,0) oldugunda 2 = 29.29....2° yani z, = 1

olur.

Tanim 5.5.5. Polinomlar; monomiyallerin lineer kombinasyon seklinde yazilmasiyla

elde edilir.
Ornek 5.5.6. X 1. X% monomiyaldir. Fakat X; + X, monomiyal degildir.

Tanim 5.5.7. k[z1, z9, ..., x,], n degigkenli polinomlardan fy, fa, ..., fx polinomlarin

ele alalim.

k
< fla >fk >= {Z hzfz : hla 7hk € k[mb "'7xn]}
1=0

kiimesi k[x1, ..., z,] in fi1, fo, ..., fr tarafindan gerilen idealidir.

Tanim 5.5.8. Monomiyal [ ideali notasyon olarak A C N" iken [ =< 2% o € A >

seklinde gosterilir.

Lemma 5.5.9. [ bir monomiyal ideal olsun.I =< x®, o € A > seklinde gosterelim.

2? € I olmasi icin gerek ve yeter sart 2 man x® tarafindan bolimmesidir.
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fspat: 2? € I olsun. Bu durumda z°|z® kogulunun saglandigini gosterelim. z°|x®
demek 2° = 2 - k olacak sekilde bir k sayis1 vardir anlamina gelir. Bunu tiimevarim

yontemiyle ispatlayalim.

1. k=1ise 2% = 2% -1 yani 2’ = 2* demektir. Bu da 8 = o anlamima gelir.
2. k = n icin dogru olsun. Bu da 2% = 2% - n yani 2% — 2% - n = 0 demektir.

3. k=n+1 igin dogru mudur?

2.adimdan 2” — 2% - n = 0 oldugunu biliyoruz. Bu durumda 0 = 2 olur. Ki

bu da @ =0 Yani k£ = n + 1 iginde dogrudur.

O

Lemma 5.5.10. Iki monomiyal idealin ayni olmast i¢in gerek ve yeter sart ayni

monomiyaller tarafindan gerilmeleridir.

Ispat: Var sayalim ki iki monomiyal ideal icin (x, .. x%) = <xﬂ1, ce ,x5m> olsun.
Lemma 5.5.9 yliziinden {ay, . .., a, } kilmesi ile {51, .. ., §,,} kiimelerinin ayni olmasi
gerekir. O

Tanim 5.5.11. a € A oldugunda z® igin A C Z?, monomiyal idealdir.
Ornek 5.5.12. I = (2*) oldugunda I monomiyal ve A = {n € Z|n > 3} dir.

Ornek 5.5.13. T = (2%y, zy?) icin;
(a,b) + 225 = {(a,b) + (z,9)|(z,y) € Z’x > 0,y > 0}

oldugundan
A=((2,1) +220) U ((1,3) + Z2,)
dir. Ve I monomiyal idealdir.

Tanim 5.5.14. Cok degiskenli polinomlar1 ele alalim. fi, fs, ..., f, polinomlarinin

monomiyallerinin en kiiciik ortak kat1 I y1 geren idealleri verir.
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Ornek 5.5.15. fi=X3 fo=Y2% g = X* g, = Y3 olsun.

1. ekok(fi,g1) = X*
2. ekok(f1,g2) = X3Y3
3. ekok(fy, g1) = X*1Y?

4. ekok(fy, go) = Y3

oldugundan {X*, X3Y3 X4Y?2 Y3} I’ y1 geren ideallerdir.

5.6 GROBNER BAZI

Tanim 5.6.1. K[zy,xs,...,x,] nin bir [ ideali tarafindan igerilen ve sifirdan farkl
elemanlara sahip bir G = {g1, g2, ..., g: } kiimesi verilmis olsun. Eger her f € I — {0}
ve en az bir i € {1,2,...,t} igin Im(g;)/Im(f) ise G kiimesine bir grobner bazi denir.

Tanim 5.6.2. f, g € k[, ..., x,] seklinde polinomlar olsun. f polinomonun ilk teri-
mini LT'(f) , g polinomunun ilk terimini L7'(g) notasyonu ile ve 2¥ de ekok(LT'(f), LT (g))

seklinde gosterilirse grobner bazi asagidaki formiille hesaplanabilir:

il il

() T I

Burada ilk terimden kastimiz en biiyiik dereceli terimdir.

Tanim 5.6.3. K bir cisim olmak tizere K|[zy, s, ..., 2, ve G = {g1,92, ..., q:} C [

oldugunda asagidaki ifadeler denk olarak tanimlanir:

1. G bir grobner bazdir.
2. LT(I) = LT(G)

Onerme 5.6.4. K bir cisim olmak iizere K|z, 29, ..., x,) nin her idealinin bir grob-

ner bazi vardir.

Ispat: I ideali tarafindan icerilen ve sifirdan farkli elemanlara sahip bir G = {91, 92, -, 9t}

kiimesi verilmis olsun. Bu durumda LT(1), g1, g2, ..., g; polinomlarimin gerdigi
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{LT(q1), LT(g2),..., LT (g:)} kiime sonlu iiretecli oldugu icin ¢1, go,...,g: € I dir.
Yani LT(G) = LT(I) dir. Buda tanim geregi G nin grobner baz olmasit demektir.
|

Grobner bazini hesaplarken polinomlarin terimlerini siralamamiz gerekecek. Bunun

i¢in iki tane siralama kurali belirtebiliriz.

1. Gr siralamasi icin terimlerin toplam siralamasina bakmaliyiz. Toplam derecesi

biiyiik olan terim biiyiik terim olarak kabul edilir.

2. Grlex siralamasi igin 6nemli olan sozliik siralamasidir. Terimleri tisleri dogrultusunda
carpim seklinde agip alfabetik olarak once olan terim biiyiik terim olarak kabul

edilir.

Farkl siralama tarzlarinin kullanilmasi farkli grobner bazi elde etmemize sebep olur.

Ornek 5.6.5. R[z,y] den iki polinom alahm. f = 23y? — 2%% ve g = 32* +
y? olsun. Grlex siralamasina gore grobner bazimi hesaplayalim. Grlex bizim icin
sozliik sirast demektir. Bunun icin terimleri acmamiz gerekir. f = 23y? — 2%y3
polinomu f = zzryy — zoyyy seklinde ve aymi sekilde ¢ = 32* + y? polinomu
g = 3xxxxy + yy seklinde yazilir. Alfabetik olarak bakildiginda f polinomu birinci
terimi ikinci terimden ayni sekilde g polinomunun birinci terimi ikinci teriminden
bityiiktiir. Bu durumda LT(f) = 23y* ve LT(g) = 3z*y dir. 2¥ yi hesaplamak igin

ekok(LT(f), LT(g)) ye ihtiyacimiz vardir. ekok(z3y?, 3z'y) = x1y? dir. O halde

S(frg) = o f— L
DTy T I Y
iy w2
— 3.2 feaa
3y 3xty

=z-f=(=1/3)-y-g
=~y — (1/3)y°
dir.

Onerme 5.6.6. Tek degiskenli polinomlarda ki polinomun aym ideal tarafindan
gerilmesi i¢in biri digerinin tam sayu katv olmalidur. Iki dediskenli polinomlarda ise
aym ideal tarafindan gerilmesi i¢in ayni grobner bazina sahip olmast gerekir. Yanu,

polinom cebirlerinde grobner bazi ideallerin treteglerini verir.
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5.7 KRULL BOYUTU

Tanim 5.7.1. R degismeli ve notheryen bir halka olsun. R nin krull boyutu, R
nin igerisinde bulabilecegimiz en uzun asal ideal zincirinin uzunlugudur. Eger asal

zincirlerin en uzunu yoksa o zaman bu halkanin Krull boyutu oo diyecegiz.
Ornek 5.7.2. Eger k bir cisim ise kr.dim(k) = 0

Ornek 5.7.3. Z tam sayilar halkas1 esas ideal bolgesidir. Yani tek eleman tarafindan
tiretilmigtir. Bu sebepten dolay1 kr.dim(Z) = 1 . Hatta genellersek biitiin esas (te-

mel) ideal halkalarinin (bolgelerinin) krull boyutu 1 e esittir.

Lemma 5.7.4. Her artinyen tambik bolgesi bir cisimdir.

Ispat: © € A ve © # 0 olsun. Bu durumda < 2 >D< 22 >D --- bir azalan ideal
dizisidir. O zaman oyle bir n € N vardir ki (") = (2"*!) olur. Yani dyle bir a € A

"1 olur. Ama o zaman 0 = a - 2" — 2" = 2"(az — 1) olur.

vardir ki 2" = a -
A bir tamlik bélgesi oldugu i¢in 2™ # 0 dir. O ylizden ax — 1 = 0 olur. Yani z

terslenebilirdir. O halde A bir cisimdir. O

Lemma 5.7.5. R, artinyen bir halka olsun. R nin her asal ideali maksimaldir.

fspat: p bir asal ideal olsun. R/p, R artinyen oldugu i¢in artinyen, p asal oldugu
icin tamlik bolgesidir. Yani R/p artinyen tamlik bolgesidir. Bu da lemma 5.7.4 den

dolay1 p nin ayni zamanda maksimal oldugunu gosterir. O

Lemma 5.7.6. R, artinyen bir halka olsun. R nin krull boyutu sifirdur.

fspat: Lemma 5.7.5 te ispatladigimiz gibi R nin her asal ideali maksimaldir. Bu
yiizden pozitif uzunlukta bir asal ideal zinciri olugturmamiz miimkiin degildir. Bu

da krull boyutunun sifir oldugu anlamina gelir. O

Teorem 5.7.7. R nin artinyen olmast i¢cin gerek ve yeter sart R nin notheryen ve

dimR = 0 olmasidar.

Ispat: (=) R artinyen bir halka olsun. Hopkins-Levitzki teoremi bize R nin aym
zamanda notheryen oldugunu soyler. Ayni zamanda lemma 5.7.6 den dimR = 0 dir.
(<) R nétheryen bir halka ve dimR = 0 olsun. Bu durumda R nin tiim asal idealleri
maksimaldir. Bu da sinirh sayida maksimal ideali oldugunu gosterir. R nin maksi-

mal ideallerinin kiimesi {my, ma, ..., m, } seklinde olsun. Bu aym zamanda tiim asal
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ideallerinin kiimesidir. n = my N ---N'm, = my. - --.m, dir. O halde mllmf1 =0
dir. Bu da 7 nin nilpotent oldugunu gosterir. Bu da R nin artinyen oldugu anlamina

gelir. O
Teorem 5.7.8. A notheryen bir yerel halka ise dimA sinirlidar.

fspat: A bir nétheryen bir halka olsun. A halkasinin asal ideallerinin supremumu

olan p asal idealini ele alalim. Halka notheryen oldugu icin idealleri;

PoCp C---Cpr=p

seklinde yazabiliriz. Krull boyutu bizim i¢in asal ideal zincirinin uzunlugu oldugu

i¢gin tanmim geregi dimA = r dir. Yani dimA sonludur. O

Teorem 5.7.9. A nétheryen ise dim(A[T]) = dim(A)+1 dir. O halde dim(k[T, ..., T,])

n-+dimk yazilabilir. Hatta k bir cisim oldugunda dimk = 0 oldugu i¢in dim(k[T}, ..., T,))

n dir.

Ornek 5.7.10. R = k[z]/(z?) ii ele alalm. R = Span{1, x, 2} dir. Dolayisiyla R nin
icindeki biitiin ideallerinin uzunlugu 3 ten biiyiik olamaz. O halde krulldim(R) <3
dir.

Onerme 5.7.11. Polinom cebirlerinde krull boyutu degisken saiysina esittir.

Ispat: k bir cisim olmak tizere R = k[X1, ..., X,], n degigkenli bir polinom olsun.
Bu polinoma ait tek maksimal ideal (X3, ..., X,,) dir. Bu polinoma ait asal idealler
zinciri:

(0) C (Xy) C (X1, Xp) C - C (Xy, .., X)
seklinde yazilir. Bu ideal zincirinde gordiigiimiiz gibi en uzun asal ideal zinciri
(X1, ..., Xp) dir. Ve uzunlugu n dir. O
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6 YOL CEBIRLERI

6.1 CEBIRLER VE HALKALAR

Tanim 6.1.1. V bir vektor uzay1 olsun. Elimizde V' x V' — V geklinde bilineer bir
morfizma var ise, ve bu morfizma birlegme ve birim eleman 6zelliklerini sagliyorsa o

zaman V ye cebir diyecegiz.

Eger V' bir cebir ise o zaman her a,b,c € V icin;
a=1l-a=a-1 ve (a-b)-c=a-(b-c)
sart1 saglanir.

Elimizde o bir birlesmeli bir cebir olsun. u : &/ X &/ — &/ ¢arpmasinin birlesme ve
birim eleman 6zelliklerini sagladigini asagidaki diagramin iki ayaginin egit oldugunu

soyleyerek anlatabiliriz:

p®id

g QA QA o QR oA
d@u "
A @ o a o

A A AT A
A
Tanim 6.1.2. Cebir ve halka birbirinden farkh kavramlardir. Cebirin halkadan fark:
icinde cisim olmasidir. Halkalar degismeli gruplar kategorisi icinde tanimlanirlar.
Yani aksiyomlarindaki tensor carpmasi ® tabandaki Z iizerinde tanimlanir. Cebir-
lerde ise ayni tensor carpmasi taban cismi k tlizerinde tanmimlanmistir. Daha basit
bir tanimi da sudur: bir halkanin iizerinde en temelde + islemine gore bir degigmeli

grup vardir. Bir cebir ise bir cisim tizerine vektor uzayi olmalidir.
Ornek 6.1.3. 1. Z[z] icinde cisim olmadig1 icin bir halkadr.
2. R[] i¢inde R cismi oldugu igin bir cebirdir.
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3. Q[z] iginde Q cismi oldugu i¢in bir cebirdir.

6.2 YOL CEBIRLERI VE ORNEKLERI

Tanim 6.2.1. Bir G yonlii ¢izgesi ve bu gizgedeki bir p yolu i¢in yolun basladigi
diigiim noktasina s(p), bittigi diigiim noktasma ¢(p) diyecegiz.

Tanim 6.2.2. G = (V, E) bir gizge olsun ve P(G) bu ¢izgedeki tiim yollarin poseti
olsun. Simdi Ag’yi P(G)'nin gerdigi vektor uzay: seklinde tanimlayalim. Bu vektor

uzayinda agagidaki seklinde bir ¢carpma tanimlayalim.

B { pq t(q) = s(p) ise
pq=

0 diger durumlarda

Bu ¢arpmay ele alalim. p, g ve r yollar olsun. (p.q).r ve p.(q.r) yollar1 t(p) = s(q) ve
t(q) = s(r) oldugu i¢in ayni yere baglanir. Bu da bize bu ¢arpma igleminin birlegme

ozelligi oldugunu gosterir. Ayrica (p.q).0 = 0.(¢g.r) = 0 dir.

1. z bir kose noktasi olmak iizere €2 = e,
2. z ve y iki koge ve x # y olmak lizere e;.e, =0

3. a:x — y bir yol olmak iizere e,a0 = a = ae,

bagintilarini saglamasi gerekir.

Tanim 6.2.3. A bir cebir ve F C A elimizdeki sonlu bir kiime olsun. Eger her
e,f € E icin e # f oldugu durumda ef = fe = 0 ve her ¢ € F icin ¢? = ¢ ise o

zaman F kiimesine bir ortogonal idempotentler kiimesi denir.

Tanim 6.2.4. Eger bir yonlii ¢izge G sonlu ise birim elemana sahiptirve 1 = > _, v
dir.

Tanim 6.2.5. Herhangi bir G ¢izgesine ait yol cebiri &7 olsun ve e bu ¢izgede bir
kose olsun. Bu durumda eo”e kiimesi e’de baslayip e’de biten yollarin cebiri olarak

tanimlanir.

Ornek 6.2.6. Baz ozel yonlii ¢izgeler agagidaki gibidir:

1. Kronecker yonlii ¢izgesi :

ae ®
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2. Dy, yonli cizgesi:

ANV

3. A3 yonlii ¢izgesi:

o——0 —> 0

ya da

O ———>0<——0
4. A, yonli cizgesi:

Ornek 6.2.7. Katsayilan k cisimden olan tek degiskenli polinomlar halkasi k[x]
bir yol cebiridir. Polinomlar halkasinin katsayilar1 N kiimesinin elemanlaridir. N

kiimeside iyi sirali bir kiime oldugu icin bir yol cebiri olugturur.

Ornek 6.2.8. Kronecker yonlii cizgesini ele alalim.

«
—

le Qe

——

B

Bir yol cebirini matris cebiriyle ifade ederken kége (diigiim) noktalari matrisin
kogegenine yerlegtirilir. Yollar ise kalan matris elemanlari olarak yerlegtirilir. Ornegin
1 den 2 ye giden yol e olarak diigtiniiliip matriste uygun yere yazilir. Bu yol ce-
biri 2 x 2 matris olarak yazilabilir. Kogegene yazilan k; 1 ve 2 olarak isimlendirilen
diigiim noktalaridir. 1 den 2 ye giden iki tane yol oldugu i¢in matriste ejo olan yere

k? yazilir. Yani elde edilen matris:

2
X:kk
0 k

Tamm 6.2.9. .o/ bir cebir olsun. &7 /I = {x+ I|x € &/} dir. Tanim geregi x —y € I

oldugunde = ~ y geklinde tamimlayacagimiz bir denklik bagintisinda <7 /I tanim

seklindedir.

geregi o7 / ~ olur.

Ornek 6.2.10.
x Y
60. 61. 62.
t z



gizgesini ele alalim. Yol cebirlerinin genel hali z(tx)"(yz)"t seklinde sylenebilir.

Ayrica xy — zt € eg e dir.

Ornek 6.2.11.

€12
—_—
€119 _ €220
€21

¢izgesini ele alalim. Bu ¢izgenin yol cebirlerini ejgeq1e12€91€12€91 ... seklinde yazabili-
riz. Burada dikkat edilmesi gereken e?, = ej; dir. Fakat (es - ea; # e11) dir. Hatta
€12€9] = €11 Ve €91€19 = €99 olusu yol cebirleri ve matris cebirleri arasindaki iligkiyi

acikca ortaya koyar.

Tanim 6.2.12. (P(G), <) ikilisinin bir poset oldugunu biliyoruz. Biz her r € V igin
S, diye yeni bir kiime tanimlayacagiz. S, = {a € P(G)|s(a) =r} C P(G) dir.

Tanim 6.2.13. G = (V, E) gizgesi i¢inde dongii olmayan bir ¢izge olsun ve x,y € V'
olsun. V itizerinde yeni bir kismi siralama tanimlayabiliriz. Bu ¢izgede eger oyle bir

a € S, var ise bu yolda = kosesi y kogesinden once geliyor ise o zaman z - y denir.

Tanim 6.2.14. I' : S, — V geklinde a — t(x) olacak gekilde tanimlanan bagintiy1

ele alalim. I" her zaman tanimhdar.

re

Te
Verilen ¢izgede agikga goriildiigi gibi I'(a) = I'(S) oldugu igin tanimlanan I' bire-bir

degildir. Ancak I' her zaman bir sira koruyucu fonksiyon belirtir.

Onerme 6.2.15. Eger G ¢izgest i¢inde dongi yoksa o zaman G nin yol cebiri sonlu

boyutludur.

Ispat: Teorem 4.1.13 yiiziinden G i¢indeki yollar kiimesi P(G) sonludur. O zaman
P(G) tarafindan gerilen yol cebiri de sonlu boyutlu olur. O

Teorem 6.2.16. Eger G ¢izgesi i¢inde dongt yoksa o zaman G 'nin yol cebiri hem

artinyen hem de notheryendir.

Ispat: Eger G cizgesi icinde dongii yoksa o zaman P(G) sonludur.(Teorem 4.1.13 )
Bu durumda G'nin yol cebirleri de sonlu boyutludur.(Teorem 6.2.16 ) Teorem 5.2.9
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den bildigimiz tizere sonlu boyutlu tiim cebirler hem artinyen hem de notheryendir.
O

7 SONUC

Teorem 7.0.1. G i¢inde dongi olmayan bir ¢izge olsun. Bu ¢izgenin butin yol-
lariman olusturdugu poset P(G) ve bu ¢izgenin yol cebiri de </ olsun. Bu durumda
i 'nin monomiyal idealleri ile P(G) 'nin poset idealleri arasinda bir bire-bir ve orten

bir fonksiyon vardar.
fspat:

1.Adim: G’ de dongii olmadigr i¢in P(G) sonludur. Dolayisiyla o7%; sonlu boyutludur.
(Onerme 6.2.15 )

2.Adim: Sonlu boyutlu biitiin cebirler hem nétheryen hem artinyendir. (Teorem 5.2.9)
Yani @7 hem nétheryen hem artinyendir. O yiizden idealleri sonlu gerilir. (Hil-
bert’in Nullstellensatz Teoremi) O yiizden her monomiyal ideale kargilik gelen

bir kars1 zincir vardir.

3.Adim: Daha once poset idealler ile kars: zincirler arasindaki iligkiyi
{P’nin idealleri} = {P’nin kars: zincirleri}
seklinde gostermigtik. (Teorem 3.3.10) Simdi de
{4'nin monomiyal idealleri} = {P’nin kars: zincirleri} = {P’nin idealleri}

oldugunu gostermeliyiz. Monomiyal ideallerden karsi zincirlere gecis 2.Adim
da gosterildi. Kars1 zincilerden monomiyal idealler elde edildigini gostermemiz
gerekiyor. Daha once karsi zincirlerden ideal elde edildigini gormiistiik. Mo-
nomiyal idealler ise s0z konusu idealleri geren ideallerin lineer kombinasyon

halinde yazilmamig halidir.
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