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OzZET

Strekli ortam titresimleri igin zorlama ve stniim terimini de igeren ve nonlineer kismi
diferansiyel denkiemie ifade edilen genel bir model ele alinmistir. Nonlineerlik keyfi kuadratik
ve kiibik operatérierle geneliestirilmis olarak ifade edilmistir. Bu operatdrier simetrik yapida
degildir. Denkiemin lineer kismi da keyfi bir operatérle ifade ediimistir. Bu lineer operatér self-
adjoint 6zellife sahiptir. Blttin operatérier konuma bagh diferansiyel ve/veya integral
formdadirlar. Denklemdeki bitiin bagimlt ve bafimsiz degiskenler boyutsuz haldedirler.
Denkleme ait sinir sartlarinin lineer, homojen ve zamandan bagimsiz oldugu kabul edilmistir.
Yaklasik analitik gbziimler bulmak igin bir perturbasyon teknigi olan Cok Zaman Olgeklii Metod
kullaniimigtir. Denklem alisilageldigi gibi diskritize edilmemis, perturbasyon metodu direkt
olarak kismi diferansiye! denkiem(ler)e uygulanmistir.

Once zorlama frekansinin tabii frekanslardan birine yakin oldufu baskin rezonans
durumu ele aiinmistir, Elde edilen algoritma ile tepki fonksiyonu bulunmustur. Tepki
fonksiyonundaki her mertebede konum fonksiyonlaninin nasil elde edilecegi gdsterilmistir.
Aynca genlik-faz modiilasyon denkiemleri elde edilmistir. Bu denklemlerdeki o katsayiiarinin
nasi hesaplanacadi gdsteriimistir. Ornek bir uygulama olarak nonlineer elastik yatak iizerinde

her iki ucundan basit mesnetii Euler-Bernoulli kirisi ele alinmis ve ¢éziimler elde ediimistir.

Ayni genel modelde ikincil rezonanslardan iigte bir ve ikide bir altharmonik
rezonanslar, {iginci derece siliperharmonik rezonansiar ve toplama tipi kombinasyon
rezonanslar igin ayni prosediir izlenerek algoritmik genel ¢ézlimler elde edilmigtir.

Yapilan diziem igi titresim analizine ilaveten diizlem disi titresimi de kapsayacak
bicimde genellestiriimis etkilesimli (coupled) denkiemlerde baskin ve bire bir i¢c rezonans
durumu igin ayn: prosediir uygulanarak algoritmik genel gdziimler elde edilmistir. Bu tip
denklemiere 6rnek olarak sarkiklik yiiksekliginin-uzunluk izdtstimine oraninin kigitk oldugu
kablolarin nonlineer titresimierini modeileyen diferansiyel denklemlerin baskin ve bire bir i¢

rezonans ¢gdzimieri bulunmustur,

Sadece kevfi kiibik nonlineerite ve keyfi kuadratik ve kiibik nonlineeriteye sahip iki
genel kismi diferansiyel denkiem ele alinarak ¢ok zaman 6lgekli metodun iki degisik versiyonu
(klasik ve Rahman-Burton) baskin rezonans durumu igin uygulanmistir. Birinci tip denklem igin
kiasik versiyonda elde edilen fiziksel oimayan ekstra ¢6ziimlerin duffing osilatérit ile ayni
yapida oldudu bulunmugstur. Rahman-Burton versiyonunun bu ekstra ¢6zlimieri elimine ettigi
gbsterilmistir. lkinci tip denkiem igin ise, kompleks genligin birinci yavas zaman 8igeginden



bagimsiz g¢ikmasi nedeniyle her iki versiyonun ayni sonuglan verdigi bulunmustur. Her iki tip
denklem igin Rahman-Burton versiyonunun 6rnek birer uygulamas: yapilmistir. Bu 8rneklerie
alakali olarak sayisal parametrik degerier kuilanilarak birer genlik-frekans grafigi ¢izilmistir.



SUMMARY

A general model of a nonlinear partial differential equation was considered for
continuous system vibrations including also excitation and damping terms. Nonlinearity was
represented by generalized arbitrary quadratic and cubic operators. These operators are not
symmetric. Linear part of the equation was also represented by an arbitrary self-adjoint linear
operator. All of the operators are spatial and of differential and/or integral forms. independent
and dependent variables of the equation are dimensionless. Boundary conditions of the
equation are linear, homogenous and time independent. Method of Multiple Scales, a
perturbation technique, was applied to the equation in order to find approximate analytical
solutions. Equation was not discritized as usually done, but perturbation method was applied

directly to the partial differential equation.

Firstly, primary resonance case where excitation frequency was near to one of the
natural frequencies was considered. Response function was found by the algorithm obtained.
The way of finding the spatial functions at each level of approximation of the response function
was shown. Also amplitude-phase modulation equations were obtained. The coefficients of the
amplitude-phase equations were derived in integral forms in terms of the arbitrary operators. As
an example, an Euler-Bernoulli beam resting on an elastic foundation and simply supported at

each end was taken and solutions were found.

On the same general model, algorithmic general solutions were obtained using the
same procedure for secondary resonances such as one-third and one-second subharmonic
resonances, third order superharmonic resonances, and additive type combination resonances.

In addition to the in-plane vibration analysis, algorithmic general solutions for primary
and one-to-one internal resonance case of the generalized coupled equations including out-of-
plane vibrations were obtained. As an exampile for these kind of equations, primary and one-to-
one internal resonance solutions were found for nonlinear cable vibrations where sag to span

ratios were small.

Two general partial differential equations, one having only arbitrary cubic nonlinearity
and the other having arbitrary quadratic and cubic nonlinearities were considered and two
different versions of method of multiple scaies (classical and Rahman-Burton) were applied for
primary resonance case. For the first type of equation, it was shown that extra nonphysical
solutions found by the classical version were of the same form as the duffing oscillator. It was
also shown that by the Rahman-Burton version, these extra solutions couid be eliminated. For

Xi



the second type of equation it was found that both versions yield identical results. For each type

of equations, sample applications for Rahman-Burton version were done. Amplitude-ffequency
graphics were plotted for these sample applications.



1. GiRis

Stirekii ortam titresimleri kismi diferansiyel denkiemlerle modelienmekiedir. Bu tip
titresimierde birinci yaklagiklik olarak lineer sistemler eie alinmaktadir. Ancak lineer modelieme
gercekie karsilasilan bazi fiziksel hadiseleri izah etmede yetersiz kalmaktadir. Bu durumda,
dedisik nonlineer modeller ortaya atilarak, bu modeller vasitas) ile gergcek olaylar arasinda
baglanti kurulabilmektedir. Stirekli ortamlar igin geligtirilen nonlineer modellerin &nemli bir
6zelligi, nonlineerlifin kuadratik ve/veya kiibik yapida olmasidir. Bu modelier diferansiyel
denklem yapisinda olabildigi gibi, bazen de integro-diferansiyel denkiem olarak karsimiza
cikabilmektedir. Ayrica problemlerin ¢éziimiinil denkiemlerin farklihdi kadar, sinir sartlannin
farkli oimasi da etkilemektedir. Kuadratik ve/veya kiibik nonlineerlife sahip modellerin veriien
sinir sartlan aitinda tam ¢dztmlerini liretebilmek gok zorlagmaktadir.

Tam ¢bzumlerin Uretilemedidi durumlarda ikinci en gecerli yol ise yaklasik analitik
gbziimierin bulunmasidir. Bu amagla perturbasyon metodlar zaman igerisinde geligtiriimistir.
Perturbasyon metodlarindan en basiti “Yaya Acihimi” dir. Ancak bu metodda, sekiiler yada
rezonant terimler fiziksel olmayan bazi sonuglara yol agabilmektedir. Bu problemleri
halledebilmek igin degisik perturbasyon metodlan geligtirilmistir. Linsted-Pointcare, Harmonik
Balans, Renormalizasyon metodlan kullanilarak diizgiin rejim ¢oztimieri eide edilebilmektedir.
Krylov-Bogoliubov-Mitropoiski, Cok Zaman Olgekli Metod, Lie serileri ve Genellestiriimis
Ortaiama Metodu gibi difer bazi metodlar kullanilarak ise, hem diizgiin rejim ¢éziimleri hem de
gecis ¢ctziimleri elde edilebilmektedir. Dolayisi ile bu grup sistemin dinamigi hakkinda daha
fazla bilgi verebilmekiedir. Bu tezde, yaklasik analitik géziimieri bulmada Cok Zaman Olgekli
Metod kullanilmigtir (Nayfeh, 1981), (Nayfeh ve Mook, 1979).

Diger bir problem ise, ¢ok farkli matematik modellere sahip slirekli ortam titresim
problemierinin genel bir model alinarak incelenmesinin miimkiin olup olmayacagidir. Her ne
kadar bu matematik modeiler gok farkli yapida da olisalar, genelde bir ivme ve soniim terimine,
bir lineer terime ve nonlineer bir terime (kuadratik ve/veya kiibik) sahiptirier. O halde lineer
terim, kiibik ve kuadratik nonlineeriteler genel oiarak ifade edilebilirse, ortaya birgok degisik
problemi kapsayan bir model cikabilecektir. Tekrar tekrar birgok &zel problemi ¢bzmek yerine,
bdyle genel bir modeii ¢gdzmek daha pratik olabilecekiir. Perturbasycna imkan taniyan boyle
genel bir model ilk olarak Pakdemirli (1994) tarafindan ortaya atilmigtir. Bu modelde, kuadratik
ve kiibik nonlineeriteler keyfi operaitrierle ifade ediimigtir. Bu baglangig modeli, diizlem igi
serbest ve s6niimil titresimieri genel olarak ifade etmekie idi. Sonlu mod analizi olan bu
galismayi, sonsuz moda Pakdemirli ve Boyaci (1995) genellestirmiglerdir. Her iki galismada da
baskin rezonans durumu incelenmistir. Altharmonik ve {istharmonik rezonanslar ise, yine ayni



genel model kullanilarak Pakdemirli ve Boyaci (1896) tarafindan analiz edilmistir. Sadece kibik
nonlineeriteye sahip farklt bir model ise, Boyaci ve Pakdemirli (1997) tarafindan ele alinmistir.
Bu tezde, bahsedilen calismalarda elde edilen genel metodlar kullanilmig ve modellemeler
daha da ileriye g6tlriiimisgtiir. Bu itibarla s6nimiii baskin rezonanslarin yaninda, aitharmonik
ve istharmonik rezonanslar, kombinasyon rezonanslan ve diiziem igi titresimierin yaninda,

diizlem digi titresimier de modelienmistir.

Bir diger 6nemli konu ise, tezde diskritizasyon-perturbasyon metodu yerine direkt-
perturbasyon metodunun kullaniimig olmasidir. Arasgtiricilar tarafindan sikga kullanilan
diskritizasyon-perturbasyon metodunda kismi diferansiyel denkiemler 6nce diskritize edilerek
adi diferansiyel denklem formuna indirgenmekte, daha sonra yaklagsik metodlar bu adi
diferansiyel denkieme uygulanmaktadir. Direki-perturbasyon metodunda ise, yaklasik metodiar
direkt olarak kismi diferansiyel denkleme uygulanmaktadir. Nayfeh ef al. (1992) ilk olarak bir
nonlineer valf problemini ele alarak, sonlu mod analizinde direki-perturbasyon metodunun
diskritizasyon-perturbasyon metoduna gére daha iyi sonuglar verdigini gbstermistir. Pakdemirli
et al. (1995) ise nonlineer kablo titresim problemini ele alarak, direki-perturbasyon metodunun
daha hassas sonuglar verdigini gostermistir. Bahsedilen iki ¢alismada yaklasik olarak 6zel
problemler iizerinde her iki metodun farkiilikiar g&steriimistir. Aynica, Nayfeh (1975), Nayfeh
ve Asfar (1986), Nayfeh ve Bouguerra (1990), Pai ve Nayfeh (1990), ve Raouf ve Nayfeh
(1990) direkt metodu kullanmiglardir. Genel bir problem ele alinarak bu farkliiiklarin daha iyi
analiz edilebilecegini Pakdemirli (1994) gdstermigtir. Bu caligmay! Pakdemirli ve Boyaci'nin
(1995) sonsuz modda farklilikiari karsilastiran analizi izlemistir. Nonlineer normal mod kavrami
kullanilarak benzer genel manada karsilagtirmalar Nayfeh ve Nayfeh (1994), ve Nayfeh ve
Nayfeh (1995) tarafindan yaptlmigtir. Pakdemirli ve Boyaci (1997), farkliliklarin sadece
nonlineer sistemlerden kaynaklanmadiini, lineer sistemlerde de sonlu mod analizlerinde
ortaya gikabilecegini gostermistir. Pakdemirli ve Ulsoy (1987), oriogonal baz fonksiyoniarini
tammlamanin  zor oldudu durumiarda direkt-perturbasyon metodunun daha kolay
uyguianabilece@ini gdstermislerdir. Bu ¢aligmalara ait kismi bir tarama makaiesi Nayfeh ef al.
(1995) tarafindan yapilmistir. Ozetle, caligmalarin toplamindan gikan sonug, sonsuz mod
analizinde sonuglarn ayni oldugu, ancak sonlu mod analizinde direki-perturbasyon metodunun
diskritizasyon-perturbasyon metoduna gére daha hassas sonuglar verebilecegidir.

Yine 6nemli noktalardan biri de, diizgiin rejim ¢dziimierinin elde edilmesinde iki farkh
Cok Zaman Olgekli Metod'un kullaniimasidir. Birinci metod, Klasik Cok Zaman Olgekli Metod
olup Nayfeh tarafindan ortaya atiimistir. Bu metodda bazi 6zel durumiar icin fiziksel karsiidi
olmayan ¢6zimler de ortaya cikabiimekiedir. Bu problemi hailedebilmek igin Rahman ve
Burton (1989)'da gok nemii bir galisma yapmislardir. Onceki galismalara alternatif olarak, hem



s6nitm hem de zorlama frekansini seriye agmislar ve fiziksel olmayan ¢éziimleri elimine
ederek niimerik sonuglaria uyum saglamislardir. Rahman ve Burion (1989)'un ¢ok &zel bir
prcblem olan Duffing Osilatérii'nde gergeklestirdikieri bu karsilastirma, burada genel modelimiz
kullamiarak geligtirilmis ve aradaki farkhiikliar birgok &zel probiemi kapsayan genel modetler

kullaniiarak gosterilmistir.

Ozetlemek gerekirse, bslim 2'de.genel kuadratik ve kilbik operatérierie ifade edilen bir
model ele alinarak baskin rezonans durumu icin ¢oziimler Gretilmistir. Eide edilen algoritma
elastik yatak {izerindeki basit mesnetli Euler-Bernoulli kirig titresim problemine uygulanmstir,
bolim 3'de bélim 2'de ele alinan model icin altharmonik, {stharmonik ve toplama tipi
kombinasyon rezonansian i¢in genel ¢bziimler Gretilmistir, B6lim 4'te etkilesimli genel bir
sistem ele ahnmig (diizlem igi ve dizlem digi titresimleri modelleyen) ve bu sistemde
¢bziimler, diizlem ici ve duzlem disi mbdlarm bire bir i¢ rezonansi durumu igin Gretilmistir.
Genel algoritma nonlineer bir kablo titresim problemine uygulanmistir. Bolim 5'de ise, keyfi
kiibik nonlineerlie sahip bir model ile yine keyfi kuadratik ve kiibik nonlineerlie sahip baska
bir model icin diizglin rejim ¢6zumleri Uretilmistir. Cézlimierin firetiimesinde, hem Nayfeh
tarafindan ortaya konan Kiasik Cok Zaman Olgekli Metod hem de Rahman ve Burton
tarafindan ortaya atilan Gelistiriimis Cok Zaman Olgekli Metod kullaniimis ve aradaki
farkitliklar gosterilmigtir. Bu tezde geligtirilen analizin 6zel siirekli ortam problemlerinin yaklagik
¢bziimieri lizerinde galigsan birgok arastiriciya yardimci oimasi beklenmektedir.



2. KUADRATIK VE KUBIK NONLINEERLIGE SAHIP SUREKLI ORTAM TITRESIM
DENKLEMINDE BASKIN REZONANSLAR

Bu bolumde strekli ortam titresimieri igin genel bir model ele alinacaktir. Bu genel
modelde lineer, kuadratik ve kilbik operatérier kullamiacaktir. Kuadratik ve kiibik operatérier,
ok farkli sekilde ortaya gikabilen kuadratik ve kiibik nonlineeriteleri temsil etmektedirler. Bu tip
bir notasyon ilk defa Pakdemirli (1994) tarafindan ortaya atilmistir. Bu notasyonun avantajt,
perturbasyon analizinde iglemlerin yapilmasina imkan tanimasidir. Model genel oidugu igin
ortaya gikacak gbziimler bir algoritma olusturacaktir. Bu béliimde baskin rezonans durumu,
yani zorlama frekansinin herhangi bir tabi frekansa yakin alindii durum incelenécektir.

2.1. Hareket Denklemieri

Siirekli ortam titresimlerinde birgok problemi kapsayan denklemimiz,
w+ aw + L(w) + Q(w,w) + C(w,w,w) + F ()cosQt =0 2.1

seklindedir. Yukaridaki denklemde, w(x¢t) sirekli ortam deplasmanini, (L viskoz sonim
katsayisini, F ~zorlama genligini, ve Q zoriama frekansini gostermektedir. L, Q, ve C sirasiyla,
lineer self-adjoint, kuadratik nonlineer, ve kiibik nonlineer operatdrierdir. Butiin operatorier
konuma bagh diferansiyel ve/veya integral operatdrierdir. (') ise zamana gére turevdir. x vet

sirastyla mekan ve zaman degiskenleridir. Denklemdeki biitiin bagiml ve bagimsiz degiskenler

boyutsuz haldedirler. Simir gartlan lineer, homojen, ve zamandan bagimsiz alinmustir.

Kuadratik ve kiibik operat6rier genel olarak simetrik olmayip asagidaki dzellikieri tagiriar.
Q(C1W1 + C3Wa, CaW3 + CaWs) = C1C3QUW+,W3) + C1C4Q(W1,Wg) + C2CaQ(W2,W3) + C2C4Q(W2,Wa),

{ Genelde, Q(w1,wy) = Q(w,w;) } (2.2)

Burada, c'ler keyfi sabitlerdir. Agafida, siirekii ortamlarda karsilagiabilecek operatdriere

Ornekler verilmigtir.

Lw) = w"+ aw, Qw,w) = w2 +w’ J. wdx, CWwww) =ww+ w'j wdx. (2.3)
4]

0



2.2. Direkt-Perturbasyon Metodu

Bu béitimde, bir perturbasyon teknigi olan Cok Zaman Oigekli Metod (The Method of
Muitiple Scales) (Nayfeh, 1981) direkt olarak denklem (2.1)'e uygulanacaktir. Kullanilan
perturbasyon metodunun avantaji, denklemdeki sekiiler terimlerin otomatik olarak hesapiarda
elimine edilmesini sadlamasidir. Deplasman igin asafidaki gibi bir agthmin oldugunu

VaI'Sayallm.
W(X,'l;s) = E Wy (vaO:TZ) + 82 WZ(X,TO,TZ) + 83 W3(X1T01T2) + .. (2'4)

Burada &, genlidin kiiglik oldugunu gdstermek igin suni olarak denklemlere eklenmis bir
parametredir. En sonda 1'e esitlenebilir. To = t hizli zaman 8igedi, T, = €4 yavas zaman

dlgegidir. Burada, T4 = et bagimlihd: daha sonraki analizde ortadan kalkacagi i¢in bastan ihmal

edilmigtir. Sistemimizin zayif nonlineer bir sistem oldugu ve baskin rezonanslarin (primary
resonances) incelenecedi g6z Oniine alinirsa, zorlama ve sotnim asagidaki sekilde
merntebelendirilebilir.
F = &°F, o =¢cu (2.5)
Zamana bagh tiirevier ise su sekilde ifade edilmektedirier:

()=Do+e°Dy+ ..., (7)=Dg+8%(2DD;) + ... (2.6)

Yukanda, D; = 8/0T; olarak ifade edilmistir.

Denkiem (2.4)-(2.6) denklem (2.1)'e yerestirilir ve ¢ cinsinden cikan polinomun

katsayiiari sifira egitlenirse, agagidaki denklemler elde edilir :

€ mertebesi
Do’w; + Lwy) =0 2.7

&2 meriebesi
Do W + L(W) = — Q(w+,W1) (2.8)



&> mertebesi
Do? Ws + L(Ws) = —2DgDz Wy — uDoWy — QW+, Wy) = Q(Wa,Wy) — C(W1,wi,Wi) = FoosQT  (2.9)
€ mertebesindeki ¢iziim,

w1 = [ An(T2) € =™ + ke ]Yn(X) (2.10)

seklindedir. A, kompleks genligi, ke ise kompleks eslenidi ifade etmektedir. Y, fonksiyonlar
asagidaki denklemi saglamaktadiriar.

LYo — 02 Ya =0, n=123.. 2.11)

Denklem (2.10)'u denklem (2.8)'in sadina yerlestirirsek w- igin agagidaki formda bir

gzum elde ederiz.
Wa = (A2 e 2T + ke)hin(X) + 240 A n G2n(X) (2.12)
Burada ¢4, ve ¢z, fonksiyonlar agadidaki denklemieri saglamaktadiriar.
L(1n) — 40n” G1n = = QY0 Yr) 2.13)

L(§2n) = — Q(Ya,Y) (2.14)
Yukandaki denkiemler 6zel durumlar icin, ilgili sinir sartlarina gére ¢bzillmelidirler.

&> mertebesinde, oncelikle zorlama frekansinin tabii frekanslardan birine yakinhg

asagidaki sekilde ifade ediimekiedir.
Q=o,+c%c (2.15)

Burada o, 1 mertebesinde bir ayar parametresidir. Denklem (2.15), (2.12) ve {2.10)'u denklem

(2.9)'un sagina yeriestirir, gbzilebilirlik sarti (Nayfeh, 1981) icin gerekli islemieri yaparsak,



. 2~ 1 ioT,
i0n(2A0" + AL + A A A + ‘2- f.e®2=0

elde ederiz. Burada, a4, ve f, su sekilde tanimlanmustir
Cin= onn{Q(Yn,q‘m) + Q(@1n,Yn) + 2[Q(Yn,02n)+Q(D2n, Yo)] + 3C(Yy,Yn, Yy bx
fo=Jo Yo F dx

Genlik icin,

1
An(T2) = 5 3(T2) e ()

seklindeki polar formu denklem (2.16)'ya yerlestirip, faz agisini

‘Yn = UT2 5 Bn

seklinde tanimlarsak, agagidaki genlik ve faz modiilasyon denklemlerini elde ederiz.

a, = —1~pa ~_h siny,

n 2 n 20)n n

' = atn 2 fn

=o- a, —~ cos
Y" 8(‘)0 " 2anmn 7“

Tepki fonksiyonu ise su sekildedir :

W = £ 8nC0S(Qt — Yr)Yn (%) + €2 2

2
; {cos[2(Q — Yn)IP1n() + P2n(} *+ ...

(2.16)

@.17)

(2.18)

2.19)

(2.20)

2.21)

(2.22)

(2.23)

Boylece, genel gbziim algoritmamiz su sekilde ifade edilebilir : Once tabi frekansiar ve
kargiik gelen birinci mertebedeki 6z fonksiyonlar (Yn) bulunacak, sonra ikinci mertebedeki

6zfonksiyonlar (¢+n,¢2n) bulunacak, ve en son olarak o4y integrasyonla eide edilecektir. Bu

sekilde (2.21)-(2.23 ) denklemlerinin 6zel durumiar igin yapilari elde edilmis olur.



2.3. Bir Uygulama (Nonlineer Kiris Problemi)

Bu kisimda, ¢6ziim metodunu gdstermek igin, nonlineer elastik yatak lzerinde her iki
ucundan basit mesnetli Euler-Bernoulli kirisinin enine titresimi ele alinacaktir. Onceki analizde
oldugu gibi, sadece baskin rezonans durumu gbz6niine altnacaktir. Boyutsuz hareket denkiemi
ve ilgili sinir sartlan sbyledir :

W+ fiw+ WY+ aqw + WP + oW’ + F cosQt = 0 (2.24)
w0.D=w'O0)=w(lh=w(1D=0 (2.25)
Burada, oler sabitlerdir. Denkiem (2.24)'{i denklem (2.1) ile karsilastirirsak, keyfi operatérieri, '

Lw) = W'+ aqw, Q(w,w) = oW, C(W.W,W) =asw’ (2.26)

seklinde tanimlayabiliriz.

) Denklem (2.4)'teki acilimi kabul edelim. Her bir yaklasiklik mertebesinde denklem
(2.7)-(2.9) eide edilir. £ mertebesinde ¢oziim denklem (2.10) ile elde edilir. Bunun igin, 6zdeger

problemi olan denklem (2.11) yani,
Yo'+ (04 — 0 )Ya=0 (2.27)
Yn(0) = Yn"(0) = Yn(1) = Yn"(1) = 0 (2.28)
¢bziilmelidir. Bu sistem igin ¢tziim,
Yo%) = +/2 sin nmx (2.29)
oo = n'nt + oy (2.30)

seklindedir. Ikinci yaklagikiik mertebesinde ¢6ziim, denkiem (2.12) ile gésterilir ve denkiem
(2.13) ve (2.14) yani,

G1n" + (04 — 4002 Y1n = — 201 SiN’N7X (2.31)



¢1n(0) = ¢‘1n"(o) = ¢1n(1) = ¢1n"(1) =0
dan” + 01 Pan = ~ 20 SinNTX
$2n(0) = $20"(0) = dan(1) = $2n"(1) =0

Denklem (2.31)-(2.34)'tin ¢bziimleri,

o. [0 . .
$1n =—2,_ "2 os2nmX + C1COSAX +  Cp SinAX + C3 COShAX + C4 SinhAX

A4 16n4nt -4

bm=-22 4 %2 cosonmx + e(cs coskx + Cs sinkx) + €™(c; coskx + Cg sinkx)

o 16n*n? + 0Ly

seklindedir. Burada,

4k = ay, A= 40,2 - o = 4n'nt + 30

olarak tamimlanmistir ve ciler sinir sartiarindan bulunmustur.

y_ 20,n’n?
! At (41127r2 — ’
20,0%n2(1-cos A
(o (e 1)

At (4n21t2 -2 ) sin A

20,0°w?

C3=-—
’ x4(4n2n2+935

oo 20,0°7%(1- cosh 1)
¢ x4(4n2n2 +x2)sinh A

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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_ ) [ 2k _f{.k_ .k ]( 1 1 J
Cs = cos 2k—-e < —(e* -e " jcos k|| —————————
57 e® e _2c0s 2k { ( ) 1607t +o; o
2n%n? sin k(2 cos k—¢* —e'k)

k2(16n47r‘ +a1)

(2.42)

+

Qg : k -k 1 1)
Ce = sink{2cos k—-e" -¢ e
57 % 4o _2c0s 2k { ( )[16n4n4 ol Oy

jnznje'zk +cos k(ek —e‘k)—cos ZkJ
k2(16n“7t4 +oc1)

(2.43)

o) )
Cq=~Cqt—tm—— 2 2.44
’ 5 oy 16n*n* +o, @49

2.2
e, (2.45)

N K(16n*x* +o,)

&> mertebesinde, denklem (2.16) gozillebiliriik sarti olarak elde edilir. Denkiem (2.26)'da

tamimlianan 6zel kuadratik ve kiibik operatérier kullanilarak, denklem (2.17)'den o, katsayisi

hesaplanir.

1
Qin =I Yo{ 202 (Yotptn + 2Yndan) + 3a3¥n’ } dx (2.46)

0

Son olarak, tepki ¢dziimil denklem (2.23) ile gésterilir, ve genlik ve faz denklemieri denklem
(2.21) ve denklem (2.22) ile ifade edilir. Ozfonksiyonlarin acik olarak bulunamadi
problemierde niimerik hesaplamaiar yapilabilir. Bu durumda, (2.17) katsayitiart da ntimerik
integrasyonia kolayca bulunabilir. Dolayisiyla, gelistirilen algoritma niimerik analize imkan

taniyan bir yapidadir.,
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3. KUADRATIK VE KUBIK NONLINEERLIGE SAHIP SUREKLI ORTAM TITRESIMLERINDE
o 7 IKINCIL REZONANSLAR

Bu bélumde, Cok Zaman Oilcekli Metod denkiem (2.1)'e yine direki olarak
uygulanacaldlr. Coziimier, ikincil rezonanslar { 1/3 (Q = 3w, ) ve 1/2 (Q =~ 2w,) altharmonik
rezonanslar, 3. derece siiperharmonik resonanslar (Q ~ 1/3 ©, ) ve toplama tipi kombinasyon

resonanslar (QQ = oy + ©,) } icin yapilacaktir. Bu tip ikincil rezonanslar, baskin rezonansa gére

zoriama genliginin daha biiylik oldufu durumiarda fiziksel olarak géziemlenmektedir.
3.1. Ucte bir Aitharmonik Rezonanslar
| Bu durumda zorlama frekansi,
Q= 3@, + &% (3.1)

olarak alinmigtir. Ayrica, zorlama genlii nonlineerite ve séniimlemenin rezonans etkisini
dengeleyebilmesi igin F = &F olarak mertebelendiriimistir (Nayfeh, 1981). Denklem (2.4)'deki
acithmi denkiem (2.1)’e yerlestirir ve i = szp olarak alirsak, g'un her mertebesinde agagidaki

denklemler eide edilir.

£ meriebesi

Do’ wy + L(w) = — FcosQT, (3.2)
&2 mertebesi

Do? Wa + L(wa) = — Q(w1,w1) (3.3)
g° mertebesi

Do W3 + L(Ws) = — 2DoDawy — uDowy — Q(W1,w5) — Qw2,W1) — (W1, Wi, W5) (3.4)
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€ meriebesinde ¢bziim,

Wi = (Ae ™= + ke)Yo(0) + (e “™ + ke)Z(X) (3.5)

seklindedir. Burada Y, fonksiyonian denklem (2.11)'i sa§lamaktadir. Z fonksiyonu ise asagidaki
denkiemi sadlamaktadir.

L@ -0%Z=- %F (3.6)

£2 mertebesinde ¢bztim,

w2 = (AnZe s + ke)h1n(X) + 280 And2n() + (Ane 7T + ke)Pan(x)

+ (Ane “T0 T 4 ke)dan(x) + (€77 + ke)ds(x) + 206(x) 3.7)

seklindedir. Buradaki konum fonksiyonlar asagidaki denkiemierie belirlenir.

L(§1n) — 400” P1n = = QYn,Yr) 3-8)
L($2:) = — Q(Yn.Yn) (3.9)
L) = (Q+n) dan = — Q(Yn,2) = Q(Z,Yr) (3.10)
L{an) = (Q-0r)° Pan = — Q(YnZ) - QEZ,Yr) 3.11)
L(¢s) - 407 $s = - Q(Z,2) 3.12)
Lide) = - QZ.2) (3.13)

£® mertebesinde, 6nceki boliimdeki prosediir izlenilerek asagidaki ¢dzulebiliriik sarti

elde edilir.

i0n(2A0" + PA) + OonAn?Ap + OanAn + O Ant e = 0 (3.14)
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Yukarndaki denklemdeki katsayilar su sekilde tanimlanmigtir :

Con = jDYn{ Q(Ym¢1n) + Q(¢1n,Yn) + Z[Q(Yn«d)zm) * Q(¢2n-Yn)] + 3C(Yn,YnYn) }dx (3.15)

0tan = Jo Yo { 20Q(Yn.06) + Q6. Yn)] + QZ.P30) + Qd3n2) + AZ.dan) + Q4n.2)
+ 2[C(YnZ,2) + C(Z,Yn.Z) + C(Z.Z,Yy)] }dx (3.16)

Qgn = ID Yn{ Q(Yn.¢4n) + Q(¢4mYn) + Q(Zv¢1n) + Q(¢1mz) + C(YmYmZ) + C(Yn'ZyYn)
+ C(Z,Yy,Yy) }dx (3.17)

Katsayilara kuadratik ve kiibik terimlerin katkisi yukanda agikga goriilebilmektedir.

Faz agisini,
Yn=0oT2- 3B, (3.18)

seklinde tanimlarsak, asagidaki genlik ve faz modiilasyon denklemleri eide edilir.

1 o
a, = — —pa,— —= a,’siny, (3.19)
2 4o,
3e 3a 3
Yn’ =0- 2n an2 - L8 - in an COS'Yn (320)
8w, 20, 4o,

Bu durumda tepki fonksiyonu,

w=g{an cos[—;-(Qt = YmTYn(0 + 2cos(Q)Z(%) }
S S 1, 1
+g°{ —z—an cos[;(Qt = Yo lPin(x) + Ean Gan(¥) + ap cos[;(tmt = Y 1h3n(X)

+ ancos[—;-(zm + Yn)Ian(X) + 2c05(2Q0)Ps(x) + 2Ps(X)  + ... (3.21)

seklinde olacaktir. Boylece problem, (2.11), (3.6), (3.8)-(3.13) denkiemlerinin ¢ozillmesine ve
(3.15)-(3.17) katsayilarinin hesaplanmasina indirgenmistir. Bu degerler biiindigi takdirde
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yaklasik ¢bziim, (3.21) ile ifade edilecek ve bu ¢éziimdeki genlik ve faz fonksiyonlari, denkiem
(3.19) ve (3.20) tarafindan belirienecektir. '

3.2. Ugiincii Derece Siiperharmonik Rezonansliar
Bu durumda zorlama frekansi su sekilde yazilabilir :

30 = o, + g% (3.22)

Zorlama genligi ise yine E = ¢F olarak mertebelendiriimistir. Denklemler (3.2)-(3.4) bu durumda

da gecerlidir. Sadece g mertebe§indeki ¢ozilebilirlik sarti su hale gelmektedir :
0n QA+ BAD + s AR+ G A+ G =0 (3.23)
Buradaki katsayilar ise su sekilde tanimlanmigtir
asn = [o Yo { QQYnb1n) + Qd1n,Yr) + 2 [Q(Ynh2r) + QP20 Yn)] + 3C(Y5,Y0,Yy) Jdx (3.24)

dten = Jo Yn{ 2 [Q(Yn,06) + QD6 YD) + QZ.G3n) + Q3n.2) + QEZ.Dar) + QDan.2)
+ 2 [C(YnZ,Z) + CZYnD) + CZ.ZY)] }dx (3.25)

o7 = Jo Yo { QZ.0s) + Q($s.2) + C(Z,Z,Z) }dx (3.26)

Faz agisimi denklem (2.20)'deki gibi tanimiayip, polar form (2.19)'u denkiem (3.23)'e
yerlestirirsek,

i Coy .
ay = — —pa,— sinYn (3.27)
2 o,
o o o
Yn’ =g - Sn an2 6o _ n COSYn (3.28)
8o, 20, o,a,

seklindeki genlik ve faz modiilasyon denklemlerini eilde ederiz. Bu durumda toplam tepki

fonksiyonu ise,
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w = g { 8,00s(30t — Yn) Yn(X) + 2c0S(QA)Z(X) }

+ g2 %anzcos[2(3§2t =~ Yo IP1n(X) + -;— an” §an(X) + an COS(AO = Yr)IP3n(X)

+ a,COS(20t — Yn)Jpan(X) + 2c0S(2MDs(X) + 2¢5(X) } + ... (3.29)
seklindedir.
3.3. ikide bir Altharmonik Rezonanslar
Bu durumda zorlama frekanst,

' Q = 20, + &% (3.30)

seklindedir. Rezonanslarin etkisini dengelemek igin, i = 82].1 ve F= & seklindeki bir segim

uygun olacaktir. Bu 6zel segim igin denklem (2.1) agagidaki denklemlere ayrigacaktir.

€ mertebesi

Do>wy + L(w;) =0 (3.31)
&2 mertebesi

Do® Wa + L(wo) = — FcosQTg — Qi(wa,w1) (3.32)
g° mertebesi

Do’ W3 + L(Ws) = —2DoD,wi— uDoWi— QW1 W) — QW2 W) — Cwswi,w1)  (3.33)
Denkiem (3.31) igin ¢6ziim (2.10)'daki gibidir. Denklem (3.32)'nin ¢bzimii ise,
_ /a2 20T, - 0T,
W = (Ap“e” 2 0+ ke)hin(X) + 2AnAndn(d) *+ (e 0+ ke)Z(X) (3.34)

seklindedir. Buradaki fonksivoniar asadidaki denklemieri saglariar.
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. Lfo-on'Y,=0 (3.35)
L(d1n) — 4000 G1n = = Q(Yn,Y0) (3.36)
L(d2n) == Q(Yn,Yn) (3.37)
LZ) -PZ=~ le (3.38)

&2 mertebesindeki c¢oziiebilirlik sarti,
iOn(2A0" + A + Otan ArZ A n + Olgn Ane ° 2 =0 (3.39)
seklinde bulunur. Buradaki katsayilar ise,
ten = o Ya{ Q(Yn O1r) + QP1n,Yr) + 2[Q(YnP20) + Qd2n, Ya)] + 3C(Y,Yn,Yn) }dx (3.40)

an = Jo Y {Q(Yn2) + Q(Z,Y,)} dx (3.41)

sekilinde tanimlanmistir. Denklem (3.39)'la ilgili genlik ve faz modiilasyon denklemieri,

1 g, .
ap’ = = —Uay~ ——8apSinY, (3.42)
2 20,
o o
.Ynl =g - &n an2__ 9n COSYn (343)
4o, o,
sekiindedir. Burada faz agisi,
Yo = 0T2 =2, (3.44)

seklinde tanimianmigtir,

Toplam tepki fonksiyonu,
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5

w=g ancosti(m — Ya)IYn(X) + 52'—{ an COS(Qt — Yn)P1n(X) + 80 Pan(X) + 4COS(AMZ(X) }+ ... (3.45)

seklindedir.
3.4. Kombinasyon Rezonansian

Bu tip rezonans, zorlama frekansi Q'nin iki tabii frekansin farkina veya toplamina yakin
olmasi durumunda ortaya c¢ikmaktadir. Burada sadece toplama tipi gdzOniine alinacaktir.
Zorlama frekansi su sekilde ifade edilebilir

Q=w, +'com + %o (3.46)

Bir 6nceki béliimdeki mertebelendirme ve denkiemier (3.31)-(3.33) burada da aynen

gegcerlidir.
& mertebesindeki ¢géziim,
Wi = (Ane T + ke)Ya(¥) + (Ame =T + ke)Yn(x) (3.47)
seklindedir. Buradaki Y, ve Yn, fonksiyoniari asagdidaki denkiemleri saglariar.
L(Yn) — 0:2 Ya = 0, L(Ym) - 0nY¥m=0, nm=12., n=m (3.48)

&% mertebesindeki ¢6ziim,

W2 = (An2e ¥ 0 4 ke)1n00) + 280 A0 G2n() + (ArAme ™ 4 ke)Paom(X)
+ (AnAne % 4 ke)dam(X) + (Ane "0+ ke)hsm(x)

+ 2AnAmden(X) + (7 + ke)Z(x) (3.49)
seklindedir. Buradaki fonksiyoniar asagidaki denklemieri sagiarlar.

L(®10) — 400 P10 = — Q(Yn,Yr) (3.50)
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L(¢2n) = — Q(Yn,Yn) (3.51)
L($snm) — (@n+0m)? Panm = = Q(Yn,Ym) = Q(Ym, Yn) (3.52)
L(@4nm) = (@1—0m)” $anm = = Q(Yn, Ym) = Q(¥rm,Yr) (3.53)
L(sm) = 40n” $sm = = QYm,Ym) ' (3.54)
L(dem) =~ QYY) | (3.55)
L(Z)—QZZ=—;1_F (3.56)

-~

&> mertebesinde g¢bziilebilirlik sartlan su sekilde bulunur :
i0n(2Ad’ + 1A + tton An A + Cttom ArAmAm + Olrznm Ame = 0 (3.57)
i0m(2An’ + HAm) + 0i3m AnAm + Ctanm AnA rAm + CismAne > = 0 (3.58)
Buradaki katsayilar agagidaki sekilde tanimlanmigtir.

Gtion = Jo Yn{ Q(Ya, 010+ Q({ 10, Yr)+2[Q(Yn, $20)+ QG20 Ya) F3C(Yn, Y, Yr) }diX (3.59)

Linm = J-D Yn{ Z[Q(Ynud)sm) + Q(¢6m,Yn)] + Q(Ym,¢3nm) + Q(¢3nm.Ym) + Q(Ym:¢4nm)
+ Q(Punm: Ym) + 2[C(Yn,Ym,Yim) + C(Ym,Yn,Ym) + C(Yin, Y, Yr)] }lX (3.60)

Qiznm = Jo Yn{ Q(Ym,Z) + Q(Z,Ynm) }dx (3.61)
Cam = .rD Ym{ QC{m,¢5m)+Q(¢Sm:Ym)+2[Q(Ym,¢6m)+Q(¢6mme)]+3C(Ym:Ym:Ym) }dx (3-62)

G1anm = Jo Ym{ Q¥ nbznm) + Q3nm, Ym) + QCYnPanm) + Qanm, Yn)
+ Z[Q(Yms¢2n) + Q(¢2anm) + C(Yn,YmYm) + C(Yn-Ym,Yn) + C(Ym:YmYn)];"dx (3-63)
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snm = Jo Ym{ Q(Ya2) + QEZY,) ydx (3.64)

Denklem (3.57) ve (3.58)'ie ilgili genlik ve faz modiilasyon denklemieri agagidaki
sekildedir.

o
an' = -~ L!-La 12am am sln‘ynm (365)
2 @,
! = 1 15nm .
am - — l.l.am an S‘nYnm (366)
mm
1 a 2
,Ynm,=°____( 10n+ 14nm)an2 __‘( Hnm+ l.m)amz
8 o, o o0, O
1 o a o a
- — (,__1.2_"_.‘“_,'“- + ._‘i.".‘!‘__.“.) COSYnm (3.67)
2 oa, 0.8,

Yukaridaki denklemleri elde ederken asagidaki tanimiar kullanidmistir.

An= _;'anc B, Am = —Lame B, Yom = 6T2 = Bn = Pm (3.68)
2

Boylece, bu bélumde degisik tipteki ikincil rezonanslar igin genel yakiasik ¢tzimier
tretilmistir. Bu genel ¢bztimler, herbir tip ikincil rezonans icin bir algoritma olusturmaktadur.
Ozel bir problem analiz edilirken yapilacak sey, birinci ve ikinci mertebede g¢ikan simir-deger
problemlerinden konum fonksiyonlarinin bulunmas: ve operatdrlerin &zel yapilari sayesinde
integral formdaki katsayilann hesapianmasidir. Nonlineer terimierin katsayilara oian etkileri, bu
integral formdaki denkiemierde acikca gorillmekiedir. Konum fonksiyonlarm)m analitik olarak
cOziiimesinin  gok kansik olabilecegi durumiarda, direkt nidmerik ¢Ozim metodlarina
basvurulabilir. Katsayilarin integral formda verilmesinden dolayi boyle bir niimerik analizi
gergekiestirmek zor cimayacakiir,
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4. ETKILESIMLI (COUPLED) DENKLEMLERDE i¢ REZONANS ¢OZUMLERI

Bu bdliimde, 6nceki béiimierde verilen dizlem igi titresim analizi dilzlem disi titresim
analizini de kapsayacak bicimde genisletilecektir. Burada da, Cok Zaman Olgekli Metod direkt
olarak etkilesimli denklemiere uygulanacaktir. Etkilesimii sistemlerde degisik ic rezonanslar s6z
konusu olabilmektedir. Islemleri uzatmamak ve bu tip denklemlerde g¢6ziimlerin nasil
retilece@i konusunda bir fikir verebilmek igin, diiziem i¢i bir mod ile diizlem disi bir modun bire
bir i¢ rezonans durumu ele alinmigtir. Zorlama frekansinin ise, herhangi bir diizlem ici tabii

frekansa yakin oldugu varsayiimistir.
4.1. Hareket Denklemleri
Boyutsuz hareket denkiemleri asagidaki sekildedir.

wyt Ly(we) + [, w, + Qq(wq,wi) + Qo(wz,Wa) + Qa(wi,Wa) + Cq(wq,Wq,Wq) + Co(W1,W1,W5)

+ Ca(wq,Wo,Wo) + FcosQt =0 4.1

w,+ La(wy) + (L, w, + Qq(wq,Wi) + Qs(Wa,Wa) + Qe(W1,W3) + Ca(wa,W2,Wa) + Cs(Wo,W2,W4)

+ Cg(Wa,w1,W1) =0 (4.2)
Bu matematik modelde, denklemler arasindaki etkilesim kuadratik ve kiibik

nonlineeriteye sahip denklemlerde ortaya cikmaktadir. Bu denklemierin yaklasik analitik
¢zumleri en genel formda elde edilecektir. Sinir sartian lineer, homojen, ve zamandan

bagimsiz alinmgtir.

4.2. Direkt-Perturbasyocn Metodu

Kibik noniineeriteden dolayi, wy ve w; igin Ggiincli dereceden asagidaki gibi bir agilim

oldufunu varsayalim.
Wi (X, tE) = & Wi (X, To, T2) + 82 Wia(X, To, T2) + &2 Wia(X, To, T2) + ... (4.3)

Wo(X,tE) = & War(X,To,To) + &” Wao(x, To, T2) + & Was(X, To, T2) + ... (4.4)
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Yukaridaki acthimlarda, T{ = st bagimhih§: sonraki analizde ortadan kalkacad! i¢in bastan
gozardi edilmistir. Zayif nonlineer bir sistem farzedildigi igin, s6niimleme ve zorlama katsayilari
iglincli mertebede etkileri ortaya cikacak sekilde sdyle mertebelendiriimistir :

foo=ef e, F=g'F (4.5)
w1 ve W icin varsayilan acilimiar, mertebelendiriimis séniimleme ve zorlama ifadeleri,
ve zaman tirevleri denklem (4.1) ve (4.2)'ye yerlestirilirse, her € meriebesi icin asagidaki

denklemler elde edilir.

g mertebesi
Dg? w11 + La(wir) = 0 (4.6)
Do’ Wa1 + Lo(Waq) = 0 (4.7)
g2 mertebesi
Do’ Wiz + Li(Wi2) = — Qa(W11,Wi1) — Qo(Wa1,Wa1) — Qa(W11,W21) (4.8)
Do’ Waz + Lq(Wa) = = Qu(Wa1,W11) — Qs(Wa1,Wa1) — Qe(Wi1,W21) (4.9)
g mertebesi

Do’ Wis + Ly(Wia) = — 2DoDow11 — piDoWi1 — Qu(Wig,Wiz) — Q1 (Wiz,W31) — Qa(Way,W0)
— Qp(Wa2,Wa1) — Qa(Wi1,Wa2) — Qa(Wiz2,W21) — Cr(Wi1,Weq, Wyq)

— Co(W11,W11, Wa1) — Ca(wq1,W21, Wa1) — FCOsQTo (4.10)

Do’ Was + Li(Was) = — 2DgDoWay — paDoWar — Qa(Wi1,Wiz) — Qa(Wi2,W11) — Qs(War,Wa2)
— Qs5(Wa2,Wa1) — Qs(Wi1,W22) — Qs(Wi2,W21) — Ca(Wa1,W21, Wo1)

~ Cs5(Wa1,W21, Wi1) — Co(Wa1,W11, We4) (4.11)
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& mertebesindeki ¢bzliimler su sekilde yazilabilir :
Wit = (AT)e ™™ + ke)Y:(x) (4.12)
war = (B(T)e ™™ + ke)Ya(x) 4.13)
Y1 ve Y, fonksiyonlan asadidaki denklemieri saglarlar.
Li(Ys) =0’ Y1 =0 (4.14)
Lo(Y) - 05’ Y, = 0 (4.15)

Bundan sonraki analizde, o4'in direkt olarak zorlamadan etkilendigi, w,'nin ise w'le

birebir i¢ rezonansla indirekt olarak etkilendigi farzedilecekiir.

g2 mertebesindeki wi, ve Wy gbzumleri icin uygun formlar asagidaki sekildedir.

Wiz = (A%e 1T+ ke)E1(x) + 2AAE,(X) + (B2 72T + ke)Ea(x) + 2BB E4(x)

+ (ABe ) 4 ke)EL(x) + (AB & UV + Kke)Eo(X) (4.16)

w2 = (A% 7T+ ke)E,(x) + 2AAE(X) + (B%e 2T + ke)Eo(x) + 2BB E1o(X)
+ (ABe T+ ke)Eqy(x) + (AB ¢ T + ket 1p(x) 4.17)

Yukaridaki ¢éziimlerdeki £(x) fonksiyoniarint belirleyen denkiemier su sekildedir :

La(E1) — 401 &1 =~ Qy(Y1,Y7) (4.18)
Li(€2) =~ Qu(Y+1,Y9) (4.19)
L1(Es) — 407" E5 = = Qa(Y2,Y) (4.20)

Li(Ea) = = Qa(Y2,Y2) 4.21)
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- LiGo) - @1+0) & =~ Qa(Y1,Y2) - @22
L1(Ee) — (@1—02)° & = — Q3(Y1,Y2) (4.23)
LaEr) — 4o Er = — Q4(Y1,Y1). (4.24)
LaEs) = — Qu(Y1,Y:) (4.25)
Lo(Es) - 40,2 Eg = — Qs(Y2,Y2) (4.26)
Lo 10) = ~ Qs(Y2,Y2) . 4.27)
Lo(E11) — (@1+02)* E11 = — Qs(Y4,Y2) (4.28)
LoE) — (@1—02)* Er2 = — Qe(Y1,Y2) (4.29)

& mertebesinde ise Q = ©¢ Ve 01 = 7 kabulili yapilarak,
Q=w0;+¢%c (4.30)
®1 = o + e7p 4.31)

yazilabilir. Burada, o ve p 1 mertebesinde ayar parametreleridir. Bu mertebede de onceki

bdliimlerdeki analiz tekrarianirsa, ¢dziiebilirlik sartlan asagidaki sekilde buiunur.

i01(2A" + LAY + o AZA+ ap ABB + 03 B?Ae TP + oy AABe T+ a5 ATB e

+agBBe P4+ L% =g (4.32)
2
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o1 = o Y1 { Qi(Y1.E1) + QiE1,Y1) + Qa(Y1.E7) + 2 [Q1(Y1,E2) + Qu(E2, Y1) + Qa(Y4,Es)]
+3C:(Y.Y1.,Ys) }dx (4.34)

oy = Jo Y4 {2 [Q:(Y1.Eq) + Q1Es Y1) + Qa(Y1,E10)] + Qa(Y2,E44) + Q2(§11,Y2) + Qa(Es5,Y2)
+ Qy(Y2,E19) + Qu12,Y2) + Qs(€6,Y2) + 2C3(Y4,Y2,Y2) }dx (4.35)

o3 = Jo Y { Qi(Y1,£3) + Qs(Ea, Y1) + Qa(Y1,E0) + Qa(Y2,E10) + Qu(E12,Y2) + Q3(Es,Y2)
+ C3(Y1,Y2,Y>) }dx (4.36)

a4 = JD Y1 { Qq(Y‘J,gs) + Q1(§5,Y1) + Q3(Y1:§11) + Q1(Y1,§6) + Q1(§6:Y1) + Q3(Y1,§12)
+ 2 [Qa(Y2,E8) + Qx(Es,Y2) + Qa(E2,Y2) + Ca(Y1,Y41,Y2)]} dx (4.37)

o5 = Jo Y1 { Q1(Y1.E6) + Q1(Es,Y1) + Qa(Y1,E12) + Qa(Y2,E7) + Qo(Er,Y2) + Qa(E+,Y2)
+ C(Y1,Y1,Y2) }dx (4.38)

ats = Jo Y1 { Qa(Y2,E9) + Qa(Eo,Y5) + Qa(Es,Y2) + 2 [Qa(Y2.E10) + Qa(E10,Y2)
' + Q3(E4,Y2)] } dx (4.39)

o7 = Jo Y2 { Q5(Y2.8¢) + Qs(Eo,Y2) + Qs(E3,Y2) + 2 [Qs(Y2,510) + Qs(E10,Y2) + Qs(54,Y2)]
+ 3C4(Y2,Y2.Ys) }dx (4.40)

o = Jp Yo { Qu(Y1,E5) + Qu(Es,Y) + Qe(Y1,E11) + Qu(Y1,E6) + Qu(€s,Y1) + Qe(Y1,E12)
+ 2 [Qs5(Y2,88) + Qs(Es,Y2) + Qs(62,Y2) + Cs(Y2,Y4,Y1)] } dx (4.41)

e = Jo Y2 { Qu(Y1.E6) + QulEs, Y1) + Qs(Y1.E12) + Qs(Y2.E7) + Qs(E7,Y2) + Qu(E1,Y2)
+ Co(Y2,Y1,Yq) }dx (4.42)

10 = Jo Yo { 2 [Qu(Y1.E) + QuEa, Y1) + Qs(Y1.E0)] + Qs(Y2,E11) + Qs(E11,Y2) + Qe(Es,Y2)
+ Qs(Y2.512) + Qs(812,Y2) + Qs(E6,Y2) + 2C5(Y2,Y2,Y1) }dx (4.43)

ot = Jo Yo { Qu(Y1.E3) + Qu(Es, Y1) + Qs(Y1,E0) + Qs(Y2.E10) + Qs(Er,Y2) + Qs(Ee,Y2)
+ C5(Y2,Y2,Y4) }dx (4.44)
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a12= [oY2 { Qu(Y1,E+Qu(E1, Y1)+ Qe(Y1,E7)+2 [Qu(Y1.E)+QulE2, Y1)+ Qs(Y1.E6)] } dx (4.45)

f = [p Y4F dx (4.46)

Béylece kompleks geniikleri, dolayisi ile genlik ve faz modiilasyonlarin belirleyen
denklem (4.32) ve (4.33)'e ait katsayilar, en genel formda elde edilmistir. Ozel durumiar igin,
ilgili operatorierin yerine yerlegtirilip integrallerinin alinmasi yeterli olacaktir, Céziilebilirlik

sartlan (4.32) ve (4.33) elde edilirken IYRdx = 1, IYzzdx = 1 normalizasyonlar
0 0

kullaniimigtir,
4.3. Genlik ve Faz Modiilasyon Denklemlieri

Genlik ve faz modillasyon denklemlerini bulmak igin, agadidaki polar formlar denkiem
(4.32) ve (4.33)’e yerlestirilir.

A(T) = %a(rz)e“'””, B(T2) = -;-qu)cwn (4.47)

Gerekli islemler yapilir, denklemler reel ve sanal kisimlarina ayristirilirsa, asagidaki genlik ve

faz modiilasyon denklemleri eide edilir.

1 1o 1 o o 1o 1 f
a' = — —,a — ——=ab%sin2y; + —(— - —~)a’bsiny; — ——=b’siny; — — —siny, (4.48)
2 8 o, B o, o o, 2 o,
1 1o 1 o o, 1o,
f= = —ppb + ——=a%bsin2y; + —(—% - =) absiny, + ——2asiny; (4.49)
2 ®, 8 0, o, 8 w,
. Loy oy o 1 ag oy 5 1 og 5 &y 4
Y =—pt—(—=-—)b"+ —(—-—)a’+ —(—a" - —b")cos2y;
8 o, o 0, 0 8 o, o,
1 o o o o 1 a,a® agb 1 f
+— (A5 Hyapcosy, + — (22— - =% —)cosy; ~ ———cosy;  (4.50)
8 0, o, o o 8 o, b o, a 2 ®a
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1 1 1o, 1 1ag b’
Yrmo-—la?o —22p2 23 p2egeoy, - (24 L 25 ) apcosy; — — & 2 cosy,
8 o, 8 o, 8 o, 8 o, 8w, a
1 f
- —~——-C0SY> (4.51)
2 ®,a
Burada, Y1 ve Y, asa@idaki sekiide tanimianmigtir.
Y1=A2—=Ai—pT2 , Y2=0Ty— A (4.52)

Tepki fonksiyoniarn, denkiemler (4.47), (4.52), (4.30), (4.31), (4.16), (4.17), (4.12), ve
(4.13) denklem (4.3) ve (4.4)'e yerlestirilerek asafidaki sekilde bulunur.

-

Wi = € acos(Qt~y2)Y;(x) + % { a%cos[2(Qt-y)JE1(X) + a’Ex(x) + b*cos[2(Qt+Y1—Y2)IE3(X)

+ b%.4(x) + abcos(2Ot+y,—-2Y2)Es(x) + abcosyiEe(X) } + ... (4.53)

2
Wz = £ beos(Qi+y1—y2)Ya(x) + %— { @’cos[2(A=Y2)[E7(x) + a’Ea(X) + bPCOS[2(Qt+Y1=Y2)Ee(¥)

+ b%E15(X) + abcos(20t+y1-2Y2)E11(X) + abcosyEra(X) } + ... (4.54)

4.4. Bir Uyguiama (Nonlineer Kablo Titregimi)

Bu kisimda, daha 6nceki kisimda tiirettigimiz formiileri, sarkiklik yitksekiiginin-uzunluk
izdistimiine oraninin kiigiik oldugu kablolarin nonlineer titresimlerini modelleyen diferansiyel
denklemiere uygulayacagiz. Baskin rezonans ve diizlem i¢i ve dizlem digi modiar arasinda
bire-bir i¢ rezonans durumunu inceleyecegiz. Hareket denklemleri sbyledir : (Lee ve Perkins
1992, Pakdemirli ef al., 1995)

2
" L A - A e
[0} +ofe(0]w,” +-5gl0) + E(x)cos Qt = W, + i, w, (4.55)
Ut

o +ulg(tlw, =W, +i,W, (4.56)
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I If »
0 =J'{ -w, +—[w1 2 +w, 2] }dx (4.57)
0 v, 2

w,(0,8) =w,(L,=0 (4.58)

Burada, x boyutsuz yay uzuniuk koordinatidir ve ()" xX'e gore tiirevi gistermektedir. v; ve vy
sabitleri sirasiyle, enine ve boyuna dalgalarin boyutsuz yayilma hizlandir. wq diizlem ici, ve w;

diizlem dist deplasmaniardir.

Denklem (4.55) ve (4.56)'daki operatdrlerin bu durum igin 6zel hali su sekilde

yazilabilir:
2
_ 2 " Ul _ 2 "
L1(W1) =-v W, +’—'4— W1 dX, Lz(Wz) = -u W,
oy
2 2
Ul " 1 2 Ul 2
Qiwi,wa) = —|w, Jwdx~—Jw, dx|, Qo(wo,W2) =——— Jw, dXx, Qa(ws,w2) = 0,
t 0 2, ‘ 29
Qqu(wi,wq) =0, Qs(wa,wo) = 0
1)12 " 012 " 2
Qs(wiwo) = —w, | widx,  CiWiwi W) =——w, Jw, dx (4.59)
1 0 2 0
2
Ul " 2
Co(wq,Wq,wy) = 0, Cs(wi,wo,Wy) =—-—w, J-Wz dx
2 0
2
Ul ” 2
C 4wz, Wo,W2) =—7w2 sz ax, Cs(wz,w2,w) = 0,

0

Ulz o 2
Colwo,w1,w1) = W2 lw dx
0
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Deplasmanlar igin, denklem (4.3) ve (4.4)’deki acilimlan kabul edelim. Denklem (4.12)
ve (4.13)'deki 6zfonksiyonlar Yi{x) ve Yy(x), (4.14) ve (4.15) denklemlerinin asadidaki 6zel
halinin g6zilimesi ile elde edilecektir.

oY, +0lY, - 3;—} Yidx =0 (4.60)
to

VY, + 0’ Y, =0 (4.61)

Y12(0) = Y12(1) =0 (4.62)

Denklem (4.60)'nin (4.62)'deki sinir sartlan ile birlikte iki ¢cesit ¢6ziimii vardir. Bunlar, kablonun
uzunluk izdiisimiiniin ortasina goére dizlem i¢i simetrik ve anti-simetriktirler. Dizlem igi

simetrik ¢6ziim,

©, | o,
Yi(x) = C11— tan(—)sin{—x) — cos( — x) (4.63)
2v, v, v,
seklindedir. Burada o4,
3.3
W, v o [0)]
Lt Li2tan(—)=0 (4.64)
lJl l)! Ut

transandental denklemini saglar. C, J- Y,%dx = 1 olacak sekilde segilmelidir. Diiziem igi anti-
0

simetrik ¢6ziim sdyledir :

«©
Y1) = V2 sin[gl—x], —L =ong n=123.. (4.65)
l)t Ut

Simetrik ¢6ziim, kablonun uzamasi séz konusu oldugunda gegerlidir, fakat anti-simetrik
¢bzim sifir uzama haline karsiltk geimektedir. Bu sebeple, asagida yapilan analizde sadece

simetrik g6ziim dikkate alinacaktir.
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Dizlem digi ¢dziim séyledir :

Yo = V2 sin(m—zx} 22 o n=123.. (4.66)
Ut )

Ut

Bir sonraki adim, &2 mertebesindeki ¢zimil buimaktir. Goziim, denklem (4.16) ve

(4.17) seklindedir. Burada &; denklemler (4.18)-(4.29)'u saglar. Denkiem (4.59)'dan operatérierin
6zel sekli ahnip denklem (4.18)-(4.29)'a verlestirilirse, asagidaki denklem takimi elde edilir.

2 )
v, + 403k, - JE dx = '2[ IJY dx — — J.Y de (4.67)
t
2 2
PR v " 1 2
vlE, —-—;—-Iazdp—‘z[\’l J‘Yldx——-J-Y, dx} (4.68)
Yoo Yy 0 2,
2 2
2" + 402 D—‘I = J- 24 4.69
U &s +4°32§3_D4 53‘1"‘"‘203 Y, dx (4.69)
T 0 [
2. " 012 Ul2 J' )
vk, ——-JEdx=-—]Y, dx (4.70)
Y o 2v; .
” 2 02 J'
vigs +(o, +0,) g~ )Esdx=0 4.71)
Oy o
2
e, +(0, -0,)7E —0—'_‘.& dx=0 (4.72)
L6 1 2 6 1)4 6 - .
t o
v2E," + 40, =0 (4.73)
e, =0 4.74)

02k, +402E, =0 (4.75)
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0, =0 (4.76)
2

v " (o, +0,) 5, ==Y, Ide 4.77

vo11 TAOy T, ) G5y = o2 4.77)
t 0

2 ” \)2 llj’ :

v, “‘( "“’0) €12 _0_2 > J Ydx (4.78)
t 0

£(0)=E(1) =0, i=1,2,..,12 (4.79)

Denklem (4.63) ve (4.66) lineer c¢oziimleri, denklem (4.67)-(4.78)'e yerlestirilir, gerekli

oldugunda denklem (4.64) kullanilarak, en sonunda &; i¢in asagidaki ¢g6zlimler eide edilir.

_ -1
v’ '02 v, o,
E,(x)={—5 Y dx—C 0)1 1-—tan| — 4(n
2v, ul 0, v,

0 (4.80)

‘», 20, 20, |
x]1— tan| — [sin| — x | - cos| —x |{ - —Co; Y,(x)
v, v, v, 3

éz(x)=——-1——2(6czm4u4 ~30%y] IY dxkx )+ Co2Y,(x) (4.81)

0

mfof 20,
£.(x) = S 3108 x|-1 (4.82)
2(4(1)20t - ) v,
30)3\)!2 2
£ (x)=-——21—(x* - (4.83)
120, +y;

(4.84)
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22
élz(x)= 2‘\/5(:(010)2 - si 2_2_} (4.85)
©y _(‘”1 _“’2) Yt
Es=Ec=Er=Eg=Eo=Ep= 0 (4.86)

&5 mertebesinde, denklem (4.32) ve (4.33)deki g¢bziilebilirlik sartiar elde edilir. o

. katsayilari denkiem (4.34)-(4.45)'de tanimianmugtir. Denklem (4.59)'da tanimlanan operatérierin
ozel sekilleri denklem (4.34)-(4.45)'e yerlestirilirse, modillasyon denklemlerinin katsayilan elde

-
]

 edilir.

3,
(b,bg +2b,bg +2b,b +4b1b9)—~2—u,‘b§} (4.87)

ctc
Ll S N Ll ¥

(2bgbg +4byby, +bybyy +bibys) - u,2b6b7} (4.88)

ﬂc& ‘—c\o

1,
(2b,b,y +bybys +babg) - ;ufb6b7} (4.89)

"‘Nl“N

2
3
{-—‘2 (b, +2b —ufb%} (4.90)
2
t

(bybys +bybys +2byb;) - ufb6b7} (4.91)

F’N"“N

012 . 1,
Qg == ;{(bxbw "'b2b7)“;"1b6b7 (4.92)
14

o4 = 05= Og= Qo= Oy = A2 =0 (4.93)
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Burada,

by =J.Y1dx, b, =
0

12 ! r o
bs =J-§4dx, bg =Y, dx, b, =J.Y2 de’ bg =J-Y1 g, dx,
o 4.94)

b =JY1§2 dx, b, =jY1 €3 dx, by =J-Y1 &, dx,
0 0 0

by, =J-Y2 €1 dx. by =IY2 €p, dx
0 0

seklindedir. Denklem (4.48)-(4.51)'den asagidaki genlik ve faz modilasyon denklemieri '
yazilabilir.

1 la, , 1 £
a'=-—pa--—-——ab” sin2y, ———siny (4.95)
2" " 8 o, ! 2 ®, 2
1 1o
b'=——u2b+"—2-a2bsin271 (4.96)
2 o,
' 1l x o o
8 m'_y (0’ 8 (D2 ml
(4.97)
1| o o 1 f
+—-[——9—a2 - ~—3—b2)cos 2y, ————cos Y,
8\o, @, 2wa
' 1o 1a 1o 1 f
¥, =o-——a’ - =—2p% - =24 cos 2y, - ———cos ¥, (4.98)
8 o, 8 o, 8 o, 2042

Y1 ve v, denklem (4.52)'de tanimlanmisti. Tepki fonksiyonu, (4.53) ve (4.54)'ten asagidaki

sekilde bulunur.

2
€

W, =£a¢0S (Qt - yl)Yl(x) + ~—{a2 cos [2(Qt - Yg)]él(x) +32§g(x)
2 (4.99)

+b2 cos [Z(Qtﬂ/, - 72)]’3_,3 (x) +b2e’;4(x)}+...
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W, ='e,bcos(£1t+yl —Yz)Yg(X)
.2 (4.100)
~z—7a\,b{cos(2£2t+y1 _272)5“(;() + cos Yléxz(x)}J"'"

Burada genel algoritma ile elde edilen bu géziimler, (P.akderﬁirli et al., 1995) ve
(Nayfeh et al., 1995) referanslarinda 6zel metodiar ile elde edilen ¢odziimlerle tam bir uyum
icerisindedir. Yukandaki ¢dziimlerle ilgili genlik ve faz modiilasyon denklemlerinin genis bir
analizi ve direkt-perturbasyon metodu ile diskritizasyon-perturbasyon metodunun
karsilastinimasi, Pakdemirli ef al. (1995) tarafindan yapilmigtir. Ozfonksiyonlarnn agikga ifade
edilmesinin zor oldugu problemler igin, bu caligmada geligtirlen formilasyon nlmerik

algoritmaya doniistirilebilir.
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5. iKi FARKLI GOK ZAMAN OLGEKLI METODUN NONLINEER TITRESIM
PROBLEMLERINDE KARSILASTIRILMASI

Bu bélumde, iki genel modei ele alinacaktir. Birinci modelde, keyfi bir kibik
nonlineerite, ikinci béliimde ise, keyfi kuadratik ve kiibik nonlineeriteler meveuttur. Her iki
denklem, direki-perturbasyon metodu ile gézillecektir. Ancak bu béliimde, Gok Zaman Olgekli
Metodun iki farkl versiyonu kullanilacaktir. Birinci Cok Zaman Olgekli Metod (CZOM-I), Nayfeh
tarafindan yliksek mertebe agihimlarda dnerilen metoddur. Son zamanlarda Rahman ve Burton,
(1989) Nayfeh tarafindan Onerilen bu metodun, bazi 6zel hallerde fiziksel olmayan ekstra
c6zimier trettigini Duffing denklemini kullanarak gdsterdi. Bu ekstra ¢6ziimleri elimine etmek
icin, Rahman ve Burton (1989) alternatif bir frekans ve sénim agilimi (CZOM-1I) 6nerdi. Bu
alternatif agilim sayesinde, sonuglarin niimerik ¢c8ziimlerie uyumlu oldugu gdésterildi.

Bu béliimde, Rahman ve Burion'a ait olan bu metodun, kismi diferansiyel denklemlere
genelle§tirilrﬁesi yapilmistir. Direkt-perturbasyon metoduyla CZOM-II'nin avantajlari, kismi
diferansiyel denklemierin gﬁzﬂlmesinde biraraya getirilmistir. Ornek olarak, biri keyfi kiibik,
digeri ise keyfi kuadratik ve kiibik nonlineerlije sahip iki genel kismi diferansiyel denklem ele
alinmistir. Her iki denklem de CZOM-I ve CZOM-Il kullanilarak ¢ozilmigtir. CZOM-| ve
CzOM-IP’nin sonuglan, -her iki denkiemde de baskin rezonans durumu igin kargilastiriimigtir.
Biitiin hesaplamalarda direkt-perturbasyon metodu kullanilmistir. Onerilen modeller genel
oldugu igin, bu denklemlerin ¢tziimleri genis bir problem sinifi icin gegerlidir. Gelistirilen
algoritma 6zel problemiere uyguianmistir. Burada goz 6nine alinan modelier zayif nonlineer
sistemierdir. Sonuglar, bunlara karsilik gelen lineer sistemlerin perturbe edilmis sonuglaridir ve

kuvvetli nonlineer sistemler igin gecerli degildirler.
5.1. Kiibik Nonlineerlige Sahip Denkiemier

Bu béliimde, keyfi kiibik nonlineerlige sahip bir denklem ele alinacaktir. Denkiem, her

iki metod kullanarak ¢6zillecektir. Boyutsuz denklem, asagidaki genel formdadir.
W+ pw + L(w) + 2C(w,w,w) = F (x)cosQt 5.1)

Burada, & oldukga kiiglik (e<<1) fiziksel bir parametredir. Kiibik operat6riimiiz simetrik degildir,

yani ;

C(C1Wq + CyWa, CaW3 + C4Wy, CsWs + CsWg) = C1C3C5 C(W1,W3,Ws5) + C1C3Cs C(w4,W3,We) + ...
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( Genelde, C(w¢,W3,W5) = C(W3,Wq,W5) % ...)

seklindeki 6zellige sahiptir. Burada, c;/ler keyfi sabitlerdir. islemleri kolaylastirmak igin, denkiem
(6.1)in sinir sartlaninin lineer, homojen ve zaman tirevierinden bagimsiz oldugu kabul

" edilmistir.

flk 6nce denklem (5.1), tanimlanan yeni zaman degiskeni T=Ot kullanilarak yeniden

~yazilmigtir.

Q%% + w+ L(W) + & C(w,w,w) = F cosT (5.2)
' Burada p = Qi ve (), yeni zaman degiskeni T'ye gbre tiirevi ifade etmekiedir.

Denklem (5.2)'ye 6nce Gok Zaman Olgekli Metodun klasik versiyonu (GZOM-1), daha
sonrada Rahman ve Burton tarafindan gelistirilen versiyonu (GZOM-11) uygulanacaktir.

5.1.1. Klasik Cok Zaman Olgekii Metod (GZOM-i)

Bu bélimde, denklem (5.2) igin tglincli mertebeye kadar gecerli bir ¢dzim
gosterilecektir. Baskin rezonans durumu g6zoéniine alinacaktir. Asagdidaki sekilde bir acgilim

oldugunu varsayalim.

W (X.58) = Wo(x, To, T4, T2) + € W1 (6,To,T1,T2) + €2 Wa(x,To,. T, T + ...  (5.3)

Burada, To = T hizli zaman &lgedi, T, =T ve T, = T yavas zaman 6lgekleridir. Séniimleme
ve zorlama, nonlineeritenin etkisini dengeleyecek sekilde w=ep and F=¢F olarak
mertebelendirilmistir. Zoriama frekansinin lineer sistemin tabii frekanslarindan birine yakinhgt,

asag@idaki sekilde ifade edilmektedir.

O?=w’+eoc (5.4)

Burada o, 1 mertebesinde bir ayar parametresidir.

v

Denklem (5.3) ve (5.4) ve zaman tirevleri denklem (5.2)'ve yerlestirip, g'un

kuvvetlerine gére aynistirilirsa,
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£° mertebesinde

@?Do’wo + L(wo) =0 (5.5)

&' mertebesinde

©?DoZ Wy + L(Wy) = — (6Do? + 20°DoD1 + uDo)Wo — C(Wo,Wo,Wo) + FcosTg (5.6)

&2 mertebesinde

©?DoWp + L(W,) = — (20°DoD; + ©°Dy? + 26DeD1+uD1)Wo— (20°DoD1 + 6D” + uDg)w;

— C(wo,Wo,W1) — C(Wo,W1,Wp) — C(W+,Wo,Wo) (5.7
denklemleri elde edilir.

£° mertebesinde,

Wo = [A(T1,To)e ™ + ke IY() (5.8)
seklinde bir ¢bziim oldugunu varsayalim. Y fonksiyonu ise,

L) —0’Y =0 (5.9)
denklemini saglamaktadir.

Denkiem (5.9) bir 6zdeger-6zfonksiyon problemi oiup, o”lar 6zdegerler ve Yler de

bunlara kargilik gelen 6zfonksiyoniardir. Strekli sistemler, sonsuz sayida dzdeJere sahiptir.

Denkiem (5.8) denkiem (5.6)'nin sadina yerlestirilirse,

©2De? Wy + L(wi) = [(GA — IpA — 2i0°DsA) e ™ + ke]Y

- (Ae™ + ke)’C(Y,Y.Y) + —;f(Fe‘T*’ + ke) (5.10)

elde edilir. wy icin, agagidaki sekilde bir ¢6ziim oldudunu varsayalim.
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Wi =y (0 T1T2)e™ + Wi To T To) + ke BNCET)

Burada, W, denklem (5.10)'un e™ jle iigili olmayan terimleri tarafindan belirlenir. y ise,

(

asagidaki denkiemden elde edilir. !
— F
L(y1) — 0® ;= (OA — ipA — 2i0’D,A)Y — 3AZAC(Y,Y,Y) + 3 (5.12)

Smnir sartlarimin lineer ve homojen oldugu ve lineer operatdr L'nin self-adjoint oldugu gézéniine

alinirsa, denklem (5.12) icin g6zllebilirlik sarti agagidaki sekilde bulunur.

- f
2in’DsA + (in — O)A + 3oA%A - 5= (5.13)

ay ve f,
o = Jo YC(Y,Y,Y) dx, f=Jp YF dx (5.14)

seklinde tanimlanmistir. ,fD Y2dx = 1 olarak normalize ediimistir.
Sekdler terimler elimine edelirse, W, asagidaki denkiemden elde edilir.
@?D2 Wy + L(W1) = — (A% ™ + ke)C(Y,Y,Y) (5.15)
Yukardaki denklem igin,
Wy = (A% ¥+ ke)dp(x) 4 (5.16)
seklinde bir ¢6ziim 6nerelim. Burada, ¢ asagidaki denklemi saglar.
L@) - 90*¢ =-C(Y,Y.Y) (5.17)

g2 mertebesinde, denklem (5.8) ve (5.16)da verilen ¢oziimler, denkiem (5.7)'ve

yerlestirilerek asag:daki denklem elde edilir.
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©2Do2Wa + L(Ws) = — [(2i0DA + 0?Ds?A + 2ioDA + pDiA)e ™ +ke]Y
+ [(90A = 6io?D1A% = 3ipA%)e T+ kel — (Ae ™ + ke)?
(A% + ke)C(Y,Y.$) + CIYV.4.Y) + C(O.Y.V)] (5.18)
|

Burada w; icin, asagidaki sekilde bir ¢bzim Snerelim.

W2 = W (X, T1,T2)e ™ + Wh (X,To,T1,T2) + ke (5.19)

Yukardaki denklemde, W, denklem (5.18)'in e™ ile ilgili olmayan terimleri tarafindan

belirlenirken, vy, asagidaki denklem tarafindan saglanir.

L(Y2) - 0% Y2 = — Rin’DA + 0’D4?A + 2icDiA + uDA)Y
- APA%[C(Y,Y, ) + C(Y.9,Y) + C($.,Y.V)] (5.20)

Denkem (5.20) icin ¢oziilebilirlik sart,

2i0’D,A + ©?Dy2A + (2ic + WDA + axA’A% =0 (5.21)
seklinde ifade edilir. Burada o,
a2 = [o YIC(Y.Y.4) + ©(V.0.V) + C(.Y. V)] dx (5.22)

seklindedir.

Denklem (5.13) ve (6.21), Anin T zaman degiskenindeki yavas gelisimini verecek

sekilde. tek bir denklem olarak asagidaki formda- birle§tirilebilir.

dA
T E DA + g2 DA + OE%) (5.23)

Burada denklem (5.13) denklem (5.21)'deki D,2A ifadesini bulmak icin kullamimalidir. Denklem
(5.23)'tin agik sekli asagidaki gibidir.
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dA - f £
2iw?— =g [(c ~ WA - 3a4A%A + —]+ e’ [ —(@(n—-30). .
=5 [c~ A= 3, S1+ &[5 -30)

; 4o

1 3o, f _
+ —— (12— 30° + 4iopA + ~8ﬁ‘2—(A2- 2AR)
[0)]
3 — 9’ —
+ (o + IA%A + (L — ax)A%A?] (5.24)
20 4o

Diizglin rejim ¢6ziimil, dA/dT sifira esitlenip, polar form A = 1/2 ae® denklem (5.24)'e

yeriestirilerek bulunur. Bu hesaplamanin, ikinci mertebe frekans-genlik (a.c) bagimliligini veren

sonucu kisaca,

A% = (Riage— Rodz )° + (Re@n1 — Ryapr )2 (5.25)

seklindedir. Buradaki terimler asagidaki acik formdadirlar.

A = agqaxn — aa ,

3c 30, ,
apy = f[1—g(~—+——Fa")],
n=f[ (40)2 o )l

2

epuf
A= a1 = 5,
4w
3o 9, ,
ap=fl-1+e(— + a’)l,
40* 1607
3 (” "362)
Ri=—o,a"~ca-¢gf 3
4o

3oa 1 9a,°
Lats — (= -y )a’],
40 -

(5.26)

Denkiem (5.25), Rahman ve Burton (1989)'da verilen denkiem (28)’e nitelik olarak
benzemektedir. Eger Q-a grafigi cizilecek olursa, fiziksel anlami olmayan ekstra sonuglar
gorilecektir. Yukarida bahsedilen referansin 1,2 ve 3 numarali sekillerinde, bu ekstra sonuglar
acikca gosterilmistir. Bu bolimde ané hatlarnyla gosterilen metod, direkt-pertiirbasyon
metoduyla kiasik yeniden olusturma (reconstitution) metodunun birlestiriimis seklidir. Bundan
sonraki bolimde ayni problemi, yine yukardaki referansda verilen metodia direkt-pertiirbasyon

yaklasimini kullanarak ¢tzecegiz. Pertiirbasyon isieminden 6nce diskritizasyonu kullanmak,

sonlu mod uygulamalarnt igin daha az hassas sonuglar vermektedir (Pakdemirli 1994,
Pakdemirli et al. 1995, Pakdemirli ve Boyaci 1995, Pakdemirii ve Boyact 1997).
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5.1.2. Gelistirilmis Cok Zaman Oigekli Metod (CZGM-1)

¢czOM-I'deki gibi séniimiemenin ve frekansin mertebelendirilmesi yerine, Rahman ve
Burton (1989) s6niimieme ve zorlama frekansina asagidaki gibi agilimlar 6nermislerdir.

F =sF, = s + 8%y, O = 0® + g0y + %0, (5.27)

Ayrica, denklem (5.23)'iin sad tarafindaki herbir terimin ayn ayn sifira esitlenmesini
onermislerdir. Bu ise, mertebelendirme seviyeleri arasinda meydana gelebilecek olasi
karmasikhgr onlemektedir. Daha detayl tartisma ayni referansda bulunabilir.

Denklem (5.27) ve (5.3)'deki aciiimlar denklem (5.2)'ve yerlestirilip, €'un kuvvetlerine

gbre aynstirma yapilirsa, g’ mertebesinde denklem (5.5) elde edilir. Bu mertebedeki ¢oziim

denklem (5.8) tarafindan verilir, ayrica Y fonksiyonlari da denklem (5.9)'u saglamaktadir.
&' mertebesinde, agagidaki denkiem elde edilir.
©°Dowy + L(wy) = — (01Do% + 20°DoD1 + pyDg)wo ~ C(Wo,Wo,Wo) + FcosTy (5.28)

czOM-I'deki adimlar tekrarlanirsa, denklem (5.28) igin gozilebilirlik sartt asagidaki gibi

bulunur.

— f -
2i0’D4A + (i — G)A + 304A’A - — = 0 (5.29)

[\&)

o4 ve f, denklem (5.14) ile ayni forma sahiptir. Bu mertebedeki ¢ozilebilirlik sarti denklem
(5.29), denklem (5.13)'ie aynidir. Denklem (5.28)'in ¢bziimii olan w,, sekiiler terimieri elimine

ettikten sonra denklem (5.16)'daki gibidir.

Duzglin rejim ¢tziimiinii bulmak icin, daha 6nce bahsedildigi gibi her mertebedeki DA
trevierinin ayri ayn sifira esitlenmesi dnerilmistir. DA sifira esitlenir ve polar form A = 1/2ae®

yerlestirilirse frekansa ait ilk diizelime,

3 ,fz
o1= —aa’ £q—5-p2 (5.30)
4 a

olarak elde edilir.
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2 mertebesindeki denkiem,

; CDzDoz Wa + L(Wz) = - (Z(DZDQDz + 0)2D12 + 204D9D4 + G;Doz + wiDy + uDo)wo
— (20°DgD+ + 51D + piDg)Ws — C(Wo,Wo,W1)

—~ C(wo,w1,Wo) — C(w1,Wo,Wo) (6.31)

seklindedir. D+A sifira esitlenip, wo ve wy denklem (5.31)’e yerlestirilirse, 6nceki bdliimdeki

cebirsel islemler tekrarlanarak, bu mertebedeki ¢dziilebilirlik sart1,
2i0’DLA + (i, — 0)A + A A% =0 - (5.32)

olarak elde edilir. Burada, a, denkiem (5.22) tarafindan tanimlanan sekildedir. DA sifira

esitlenip, polar form A = 1/2 ae® denklem (5.32)'ye yerlestirilirse frekansa, ait ikinci diizeltme,
027 —,a pp =0 (5.33)

olarak elde edilir. Son olarak, oy ve o, denklem (5.30) ve (5.33)'den denklem (5.27)'deki

frekans acilimina yerlestirilirse, asagidaki frekans-tepki denklemi elde edilir.

o 2. 3 o |, a1
Q=0 +8[Za1a + ;_T‘FH jt+e E%a (5.34)

Denklem (5.34) denkiem (5.25)'le karsilagtinlirsa, aralarinda ¢ok blylk farklilikiar
oldugu gérilir. Denklem (5.25)'in, Rahman ve Burton (1989)'da verilen denkleme benzemesi
de g6zéniine alindiginda, ﬁziksel anlami olmayan sonugclar verecegi goriilmekiedir. Denklem
(5.34)'te ise bdyle sonuglar yoktur. Denkiem (5.34) igin bir uygulama ve grafik bundan sonraki
béliimde verilecektir. Aynca fiziksel olmayan sonuclar, CZOM-I metodunu kullanan Abou-
Rayan ef al. (1983)'de verilen sekil 3'de de acikca goriiimektedir.

Son zamanlarda Lee ve Perkins (1992), CZOM-Il'yi diskritizasyonla beraber
kuilanmislardir. Halbuki direkt-perturbasyon metodu daha iyi sonuglar vermektedir (Pakdemirli
et al., 1995). Denklem (5.27) deki agilimliara ek olarak, zorlama frekansina da asagidaki sekilde
bir acilim uyguiamislardir.

F =cF, +¢°F, (5.35)
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Bayle bir kabulden sonra elde edilen faz-modiilasyon denklemi, ™

2 2 3 2 fl2 2 2, 1 4 f22 2 ]
Q' =0 +¢ (Zala + F—u,)+e (-1—6—0L2a + ;—2——;1.2) ! (5.36)

seklindedir. Denklem (5.36)'daki karekok terimieri f =f, +ef, alinirsa, tek bir karekok terimine
indirgenmektedir. Bu sebepten, zorlama genliginin acthimi gereksizdir. Eger bu konuda dikkatli
olunmazsa, hatall sonuclar ortaya gtkabilmektedir. Denklem (5.36)'nin sonuclarinin denklem
(5.34)'deki sonuclarla ayni olmasi icin, séniimleme ve zorlama genli§i asagidaki sekildeki gibi

orantth olmalidir.

i b (5.37)

o i

Denklem (5.37)'nin uygulanmasiyla, problemin kontrol parametrelerinde meydana gelecek suni
artiglar énienmis olacaktir. Zorlama genligine séniimleme katsayisina agilim uygulanmadan
acilim uygufanmasi, ¢6ziimlierin tekligini ortadan kaldiracakfir.
5.2. CZOM-Il igin Bir Uygulama

Bu bélumde, operatbrierle ilgili genel formulasyon, siirekli ortam titresimlerinde bir
probleme uygulanacaktir. GZOM-l ve CZOM-II arasindaki farkhbklar genel denklem Gzerinde
acikca gosterildigi icin, burada sadece CZOM-il icin ¢éziim prosediirii gdzbniine alinacaktir.

Omek olarak, her iki ucundan basit mesnetli ve nonlineer glastik bir yatak lizerindeki Euler-
Bernoulli kirigi ele alinacktir. Boyutsuz hareket denklemi.ve sinir sartiari,

Q% + Tow + WY + kw + ew’ = F (x)00sT (3.38)

w0,T) =w'(0,T) =w(1,T) =w"(1,T) =0 (5.39)
sekiindedir. Lineer ve kiibik operatdrier asadidaki formdadiriar.

Lw) =w" + kw, Cw,w,w) =w (5.40)
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Deplasman w icin, denklem (5.3)teki gibi bir agihm oldugunu varsayarsak, ve
s6nimleme, zorlama genlidi ve frekansi icin, denklem (5.27)'deki gibi bir agiim uygularsak, g,
&' ve 2 mertebelerinde sirastyla denklem (5.5), (5.28) ve (5.31) elde edilir. &° mertebesindeki
¢bziim wo, denklem (5.8)'deki gibidir ve Y fonksiyonu qenklem (5.9)'u veya asagidaki

denklemieri saglamaktadir.

Y+ (k-0)Y=0 (5.41)

Y(0) = Y"(0) = Y(1) = Y"(1) = 0 (5.42)
Yukardaki sistem i¢in ¢dzum,

Y0 = v/2 sin(nmx) (5.43)

a2 = n'n? + k NgEats2eer (5.44)

seklindedir.

&' mertebesinde ¢c6zim, denkiem (5.16) tarafindan verilmistir. ¢ fonksiyonlari, denklem

(5.17)'yi saglamaktadir. Bylece,

da"” + (k — 909, ?5}5 sin’(nmx) (5.45)

bn (@ = $a"(0) = Gn (1) = da"(1) =0 (5.46)

eide edilir.

Denklem (5.45) ve sinir sartlari (5.46)'y1 saglayan ¢6zim,

32 P (5.47)

n = i + - in{3ns
On(>) > sin(nmx) Sor T -1 sin(3nmx)

(n"n4 +k)
seklindedir.



&2 mertebesine kadar deplasman fonksiyonunu veren denklem, T = Ot déniisiimi ve

A=1/2 ae® polar form, ve denklemler (5.8), (5.16), (5.43) ve (5.47) kullanilarak,

wn'/ = a cos(Qt + B)V2 sin(nmx) + {34; cos[3(Qt + B)]

342

* mﬁn(nnxﬂ —-—‘/—i——sin@nnx)]} + O(gz) (5.48)

16(9n*n* - k)
seklinde bulunur. o ve o katsayilari, sirasiyla denklem (5.14) ve (5.22) kullanilarak,

3 15 (8n47c4 —k)
oAy = — oLy = — P % 4 5 (5;49)
2 16 (911 o +8n'm k—k‘)

olarak bulunur. Son olarak frekans-tepki denklemi, (5.34)'den asagidaki sekilde elde edilir.

4_4

9 £ 15 8n"n" -k
P=n'r*+K)+e[-a’+ —2—p12]+82[ 8( 3 4) -
8 a 256 (9n*z® +8n*n*k -k’

) a*] (5.50)

Burada, pq = Qi/ e seklindedir.

n=1,k=10,&g = 0.1, f = 2, ve 1= 0.004 parametre dederleri i¢in, denklem (5.50)nin

ornek bir grafik gizimi $ekil-5.1’de verilmistir.
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0
10.3

Sekil — 5.1 Kuibik nonlineeriteye sahip 6rnek uygulama igin frekans-tepki grafigi (n =1, k=10,
€=0.1,f=2, 1=0.004)
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5.3. Kuadratik ve Kiibik Nonlineerlige Sahip Denkiemier

Bu bélimde, keyfi kuadratik ve kiibik nonlineerlije sahip asagidaki genel model

iizerinde galisacagiz.

w + fiw + L(w) + Q(w,w) + C(w,w,w) = F (x)cosOt (5.51)
Yukardaki denklemde Q, konuma ait keyfi bir kuadratik diferansiyel ve/veya integral
operat6rdiir. Kiibik operatdr gibi, kuadratik operatér de simetrik degildir. Islemleri basitlestirmek
igin, denklem (5.51)'e ait simir sartlannin lineer, homojen ve zamandan badimsiz oldugu

varsayilmigtir. Denklem (5.51), yeni zaman degiskeni T = Qt'ye gére asagidaki sekilde yeniden

yazilmustir,
Q%W + Iw + L(w) + Qw,w) + C(w,w,w) = F cosT (5.52)

Burada, t=Q ve (') yeni zaman degiskeni T'ye gbre tiirevi ifade etmektedir. Denkiem (5.52)

igin, yine CZOM-I ve GZOM-Ii kullanilarak, ayn ayri ¢oziimler elde edilecektir.

5.3.1. Klasik Cok Zaman Oigekli Metod (CZOM-)
Denklem (5.52) icin, tiglincii mertebeye kadar asagidaki gibi bir ¢éziim Snerelim.
wx,Lg) = & wy (x,To,T1,sz + €2 wWa(x, To, T4, T2) + £ Wa(x.To, T4, T2) * ... (5.53)

Burada ¢, 1 mertebesinde suni kiiglik bir parametredir. Bu parametre suni olarak retildigi icin,
en sonda, deplasmanlarin kiiciik oldugu g6zéniine alinarak, 1’e esitlenebilir. Kiasik Cok Zaman
Olgekii Metod CZOM-I'de, zoriama ve soniimleme asagidaki sekilde mertebelendirilebilir.

F =¢°F, H=ep (5.54)

Zoriama frekansinin tabi frekansa yakinligi,

Q=+ e% (5.55)
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seklinde ifade edilir. Burada o, 1 mertebesinde bir ayar parametresidir. Zaman tiirevleri, yeni

degiskenler cinsinden tammlamr, denklem (5.53)-(5.55) denklem (5.52)’ye yerlestirilirse, g'un

kuvvetlerine gbre asagidaki denkiemier eide edilir.

¢! mertebesinde

©?Dg’ws + L(wy) =0 (5.56)

£ mertebesinde

(DzDoz wy + Liwp) = —2m2D001W1 - Q(W1 W) (5.57)

&> mertebesinde

(DzDoz wsz + L(ws) = —(2m2D0D2 + (J)2D12 + O'DQ2 + uDg)w,
—‘20)2D0D1 Wy — Q(W1yw2) — Q(W2,W1)
— C(wy,wq,Wy) + Fcos T, (5.58)

Béliim 5.1.1'deki prosediir aynen burada da uygulanirsa, &' mertebesindeki ¢ozim,

wi = [ A(T1,To)e ™ + ke IY(X) (5.59)
seklinde ifade edilebilir. Burada, Y fonksiydnu asagidaki denkiemi saglamaktadir.
LY)-0’Y=0 (5.80)

Denklem (5.59) denklem (5.57)'ye yeriestirilirse, c¢ozillebilirlik sarti D4A = 0 olarak bulunur.
Boylece A = A(T>) olarak yazilabilir.

&? mertebesindeki ¢gbziim,

W, = (A%e 2P + ke)d1(x) + 2AAP,(X) (5.61)
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seklindedir. ¢4 ve ¢, fonksiyonlari, agagidaki denklemleri saglamaktadir.
L) - 40” d1 = — Q(Y.Y) (5.62)
L($2) == Q(Y,Y) (5.63)

&2 mertebesinde, béliim 5.1.1'deki prosediir uygulanirsa, ¢dziilebilirlik sarti,

=

2i0’DoA + (in — 6)A + aA’A — — =0 (5.64)

N

olarak bulunur. Burada ave f ifadeleri,
o =0 Y {Q(Y,1) + Q01,Y) + 2 [QLY.02)+Q(h2, V)] + 3C(Y.Y,Y)} dx (5.65)
f=Jo YF dx (5.66)

olarak tanimlanmistir.

DiA = 0, ve DA denklem (5.64)'ten denklem (5.23)'e yerlestirilip, polar form A=1/2ae"®

seklinde yazilarak dA/dT sifira esitienir. Reel ve sanal kisimlar aynistirilirsa,
oa” tqf—-p° (5.67)
elde edilir. Boylece frekans-tepki denklemi,

f2

i 2
0% = 0?+ & [Zona2 = el ] (5.68)
a

olarak bulunur.
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5.3.2. Geligtirilmis Gok Zaman Gigekii Metod (GZOM-II)

Bu bolimde, b6lim 5.1.2'deki gibi, s6niimleme ve zorlama frekansina asagidaki

acilimlar uygulanmistir. 4
F =&°F,, " =gt £y, Q? = @2 + g0, + £%0, (5.69)

Bu agilimlar, denklem (5.52)'ye yerlestirilip, €'un kuvvetlerine gbre katsayilar esitlenirse, g'

mertebesinde denklem (5.56) elde edilir. wy gozlimii de, denkiem (5.59)'daki gibidir.

&’ mertebesinde, asadidaki denklem elde edilir.
1 .
©”Dg’ Wy + L(Wg) = = (20°DgD1 + 01Dg” + pyDo)ws — Q(wq,wi) + —2-(F1e“° +ke)  (5.70)

Buradaki ¢oziilebilirlik sarti,

f
2i0’D4A + (i — O)A — ;‘ =0 (5.71)

seklinde ifade edilmistir. Burada,
f, = [o YFy dx (5.72)

seklindedir. Bu meriebede konuma ait ifadeler, yine denklem (5.61)-(5.63) tarafindan

verilmektedir.

Bolim 5.1.2'deki prosediir aynen uygulanir, DA sifira esitlenip, polar form A=1/2ae®

yeriestirilir ve reel ve sanal kisimliar aynistirdirsa,
= 1 2
O1= 5 — 1y (5.73)
a

olarak bulunur.
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&° mertebesindeki ¢ozllebilirlik sarti,

2i0’D,A + (iHa— G2)A + 0A?A = 0 (5.74)
|

seklindedir. Bufada o, denklem (5.65) tarafindan verilmektedir.

Diizgiin rejim ¢ozlmleri igin, D,A sifira esitlenir, polar form A = 1/2 ae® yerlestirilir ve

reeel ve sanal kisimlar aynstinlirsa, asagidaki sonuglar elde edilir.

()

oa”, H2=0 (5.75)

a

N

n
-F-I-—-

Son olarak, o4 ve o, frekans acgtlimi (5.69)'a yeriestirilir ve asa§idaki frekans-tepki

£ 1
=0t s‘}—j;- pl+ azzaaz (5.76)

Rahman ve Burton (1989)da DA = 0 oldugunda, CZOM-I ve CZOM-iI'nin ayni
sonuglan verdiginden bahsedilmistir. Bu durum, her iki metodda verilen frekans agilimlan, yani
denklem (5.68) ve denklem (5.76) karsilastinldiinda gériilmektedir. Efer zorlama ve
séniimleme terimleri agadidaki gibi esitienirse, denklem (5.68) denklem (5.76)'va d6niisecektir.

denklemi elde edilir.

g%, = &7f, el = g2 (5.77)
Denkiem (5.68)'de f = f1/a ve u = pi/e yazilirsa, denkiem (5.76) elde edilir.

5.4. CZOM-l icin Bir Uygulama

Bu béltimde, CZOM-I1 ile genel ¢6ziim prosediiriinii géstermek igin, agsadidaki boyutsuz
hareket denkiemi ve denkieme ait sinir kogullarn géz6niine alinmistir.

QZ\X' +EV'V — w4+ 8W2 + ‘Yw'z w' = IE(X)COST (578)
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wiO,T=w(1,T)=0 (5.79)

Yukardaki denklem, nonlineer kablo titresimierini modelieyebilir. Kibik nonlineerite, Mote
(1966)'da verilen ile benzerdir. Referansda veriien sisteme, kuadratik bir nonlineerite
eklenmigtir. Onceki bélimlerde verilen formilasyon uygulanarak, operatdrler asagidaki sekilde

yazilabilir.
L(w) = -w", QWw,w) = 6w, cwww) =yw?2w"  (5.80)

Denklem (5.53)'de tanimianan sekilde, deplasman fonksiyonu igin bir acihm ve
~ zorlama, sénimleme ve zorlama frekansi icin de, denklem (5.69)'daki sekilde acilimlar

uygulanirsa, ¢! mertebesinde, asagidaki 6zdeger-6zfonksiyon problemi elde edilir.

Y+ @?Y=0 (5.81)

Y(0) = Y(1) =0 (5.82)
Yukardaki problem igin ¢ézim,

Ya(x) = 42 sin(nmx) (5.83)

q)n = 0w n=12,.. (5.84)

seklindedir.

&2 mertebesindeki ¢6ziim, denklem (5.61) tarafindan veriimistir. ¢1 ve ¢, fonksiyonlari,

sirastyla denklem (5.62) ve (5.63)’il sa§larlar. Béylece,

Gin” + 4n°7’G1q = 28sin’(nmx) ‘ (5.85)
¢ (@) =dn () =0 (5.86)
an = 28sin*(n7x) (5.87)

$2n (0) = d2n (1) =0 (5.88)
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elde edilir. Yukardaki denklemlerin ¢dztimleri,

1-cos 2n7nx xsin2n1rx:|
x) = - (5.89)
b1 (%) E[ 4n°n? 4nm )f
cos 2nmx -1 =x(x-1
¢2n(x)=5[ s+ ( )J (5.90)
4n"n” 2

seklindedir.

Deplasman fonksiyonu, gercek dediskenler cinsinden,
Wn = a COS(Qt + B)2 sin(nmx) + %—[cos(zm + 2B)b1n + Pon] + OEY) (5.91)

seklindedir. Buradaki ¢4, ve ¢,, fonksiyonlari, denklem (5.89) ve (5.90)’'da verilmistir. € suni bir
parametre oldugu igin, bu agamada 1’e esitlenebilir. Yukardaki ¢éziim, kiigitk deplasmanlar igin

gecerlidir.

Frekans-tepki iliskisini bulmak icin, denklem (5.65)de tanimlanan o katsayisini

hesapiamamiz gerekmektedir. Kuadratik ve kiibik operattrierin zei formliari yerlestirilirse,

o= J [ 28Y2(ds + 2d,) + 3yY Y2 Y"] dx (5.92)
[

-integrali hesaplandiktan sonra,

25 1.3
— +—)—-—yn*n* (5.93)
2n°n” 6 2

o =-28%(
olarak slde edilir. Frekans-tepki denklemi ise,

f, 1
Q% = n’rlie 1—,—;1.12-*-82:1—0:32 (5.94)
a2

olarak bulunur.
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n=1,e=1,f =01, i= 0.01, ve o = 0.9695 (a'y1 hesaplarken & = 1, ve y = 0.01

olarak alinmigtir.) parametre degerleri igin denklem (5.94)'tin 6rnek bir grafik gizimi Sekil-5.2'de
verilmistir.

0
2.9 3.1 3.3

()

Sekil — 5.2 Kuadratik ve kiibik nonlineeriteye sahip drnek uygulama igin frekans-tepki grafigi
(n=1,£=1,f=01, i=0.01, o =0.9695)



54

5.5. Ozet

Siirekli sistemlerin genis bir kismint modelieyen, iki genel nonlineer kismi diferansiyel
denklem ele alinmistir. Gok Zaman Olgekli Metodun iki degisik versiyonu (CZOM-1 ve GZOM-
i) kullanitarak ¢dziimler elde edilmistir. Kilbik nonlineeriteye sahip ilk model igin, GZOM-II
¢ZOM-I'e gére daha hassas sonuglar iiretmektedir. Kuadratik ve kilbik nonlineeriteye sahip
ikinci modelde, CZOM-1 ve CZOM-IIin {reitigi sonuglar aynidir. Onceki bolimlerde oldugu
gibi bu bolimde de, diskritizasyon-perturbasyon metoduna gore daha hassas sonuglar tireten
direkt-perturbasyon metodu kuilanilmistir. Onerilen nonlineer modeller igin genel ¢ézim
algoritmalan gelistirilmis ve bu algoritmalar 6zel problemiere uygulanmistir.

Rahman ve Burton'da (1989) bahsedildigi gibi, kompleks genlikler (A) ilk yavas zaman
degiskeni Ty'e badimh oldugunda, yilkksek mertebeden perturbasyon agihmlarinda CZOM-I
fiziksel olmayan bazi ekstra sonuclar vermektedir (Bdlim 5.1). Buna karsilik, kompleks
genlikier Ty'den bagimsiz oldugunda ise, her iki metod diizgiin rejim c¢6zimleri igcin ayni

sonuclari vermektedir (B6lim 5.3).

Sonug olarak, kismi diferansiyel sistemlerde diizgiin rejim ¢éziimlerini bulmék icin,
GZOM-II'nin direkt-perturbasyon metoduyla birlikte kullaniimasi énerilmektedir.



vi.

Vii.

55

SONUGLAR VE ONERILER
Bu tezde elde edilen sonuclar, asadida maddeler halinde verilmistir.

Siirekli ortam titresimleri, zorlama ve sdniim terimini de iceren boyutsuz kismi diferansiyel
denklemierle genel halde modellenmistir. Sinir sartlan, lineer, homojen ve zamandan

bafjimsiz alinmistir.

Denkiemlerdeki lineer kisim keyfi seif-adjoint lineer, nonlineer kisim ise simetrik olmayan
keyfi kuadratik ve kiibik operatorlerie ifade edilmigtir. Bitlin operatérler, konuma bagh

diferansiyel ve/veya integral formda alinmigtir.

Yaklasik analitik ¢dziimler bulmak icgin, bir perturbasyon metodu olan Cok Zaman Olgekli
Metod, kismi diferansiyel denklemlere direkt olarak uygulanmistir.

iv. Zortama frekansinin tabi frekanslardan birine yakin oldufju baskin rezonans, ardindan ikincil

rezonanslardan figte bir ve ikide bir altharmonik rezonanslar, Ugiincii derece stperharmonik

rezonanslar ve toplama tipi kombinasyon rezonanslar icin genel ¢géziimler bulunmustur.

Uygulanan ydntemie bir algoritma olusturuimus, 6zel problemlerde sonug¢ bulabilmek icin
izlenecek yol acik bir sekilde gosterilmistir. Ayrica uygulama olarak, 6érnek bir problem igin

cozlimler elde edilmistir.

Diiziem igi titresim analizine ilaveten, diizlem disi titresimi de kapsayacak sekilde etkilesimli
{coupled) genel denklemlerde, baskin ve bire bir i¢ rezonans durumu igin ayni ydntemle
genel ¢dziimler bulunmugtur. Olusturulan algoritma, 6rnek bir problem izerine uygulanarak,

¢c6ziimler elde edilmisgtir.

Keyfi kiibik nonlineerite ve keyfi kuadratik ve kiibik nonlineeriteye sahip iki genei kismi
diferansiyel denklemde, Cok Zaman Olgekli Metod’un iki degisik versiyonu (klasik ve
Rahman-Burton) baskin rezonans durumu igin uygulanmig ve aralarindeki farklar
belirlenmistir. Rahman-Burton versiyonunun, her iki tip denklem igin érnek birer uygulamasi
yaptmistir. Gegis ¢oziimlerinin bulunmasi igin, Rahman-Burton versiyonunun kullanmasinin

kiasik versiyona gére daha iyi oldugu bulunmustur.

viii. Gok farkli problemler igin, gelistirilen algoritmalar kullanilarak, ¢éziimier bulunabilecegi

gosterilmistir.
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Bu tezde yapilan galismanin gelistiriimesi i¢in, yapiimasi gerekenler asagida verilmistir.

Sinir sartiarinin keyfi nonlineer, homojen olmayan ve zamanla bagimlt oldugu durumlar igin,

ayni prosedir uygulanarak genel gziimler bulunabilir.

Sadece ivme ve s6niim terimi zamana bagimi verilmistir. Bunun yaninda, diger terimler
icin de zamana badimiilik, farkli bir notasyon geligtirilerek saglanabilir, buna gére ¢éziimler

tiretilebilir.

Etkilesimii (coupled) denklemlerde, bire bir haricindeki diger i¢ rezonanslar ve ikincil

rezonanslar icin ¢dziimler iiretilebilir.

iv. Geligtirlen algoritmalar, Mathematica, Matiab, Reduce gibi sembolik islem yapan paket

programliara uyarlanip, bilgisayarla problem gtziimleri gelistirilebilir.

Kuadratik ve kiibik nonlineeriteler disindaki diger tip nonlineeriteler igeren denklemler icin

de benzer algoritmalar gelistirilebilir.
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