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TESEKKUR

Bu calismada biiyiik yardimlarini gordiigim ve bilimsel hayatimda 6&rnek aldigim,
saygideger hocam Dog. Dr. Mehmet PAKDEMIRLI' ye, hayatim boyunca bana en bilyiik destegi
saglayan anne ve babama ve sitirekii yanimda olup bana yardimci olan esime tesekkiir ederim.
Ayrica bu galisma MISAG-119 nolu proje kapsaminda TUBITAK tarafindan destekienmektedir.
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OZET

Bu galismada degisken hizli eksenel hareketli siirekli ortam titresimier incelenmigstir. B6ium 2’
de Hamilton prensibi kullanilarak eksenel hareketli serit ve kiris icin hareket denklemieri elde edilmistir.
Elde edilen hareket denklemieri boyutsuzlastiniarak, denklemlerin kullanilan malzemenin cinsine ve
boyutlanina olan bagimhhikian ortadan kaldinimistir. Daha sonra bu hareket denkiemleri kullanilarak
serit, esnek kiris ve kirig icin gozimler elde edilmistir.

Bo6lum 3’ de eksenel hareketli serit denkiemi ele ahinmistir. Elde edilen denklemin ¢ézimi igin
Lie Grup teorisi kullaniimistir, Serit hizi keyfi kabul edildigi i¢in Lie Grup teorisi ile birlikte esdegerlik
doniisimleri de uygulanmistir. Once denkleme ait simetriler elde edilmistir. Elde edilen simetriler
kullanitarak degisik iz fonksiyonian icin tam ¢oziimler Gretilmistir. Serit izi keyfi hiz, sabit hiz, sabit
ivmeli hiz, harmonik degisen hiz ve sabit bir hiza eksponansiyel yaklasan hiz fonksiyonu olmak {izere
degisik formlarda ele alinmistir. Daha sonra bazi hiz degiskenleri icin elde edilen tam ¢6zimlerden
sinir sartlanni sadlayabilecek ¢ozimler ele alinmis ve bu c¢oziimlere simir sartian uyguianmistir.
Boylece sinir sartlanini yakiasik saglayan ¢éziimler elde edilmistir.

Bolim 4’ de esnek kiris problemi ele alinmistir. Bu béliimde kirisin egilme direngenligi kiigiik
kabul edilerek esnek kiris denklemi elde edilmistir. Elde edilen bu denklem Matched Asymptotic
Expansions metodu kullanilarak ¢ozilmistir. Cozim igin &nce perturbasyon metodlanndan ¢ok
zaman odlcekli metod kullamlarak dis agthm c¢oziimil elde edilmistir. Bu dis acihm ¢dziiminin ug
noktalarda bazi sinir sartlanni saglamadig) goérilmistir. Bu problemi ortadan kaldirmak icin ug
noktalara yakin yerlerde ikinci bir aciiim daha yapilarak i¢ acilim ¢éziimieri elde edilmistir. Daha sonra
bu ¢oziimler birlestiriterek batin sinir sartianni yaklasik saglayan kompozit coziimler elde edilmistir.
Bu problem sinir sartlarinin basit-basit ve ankastre-ankastre olma durumian icin ayn ayri ¢éziimiustir.
Hiz degisimi olarak ise harmonik degisen hiz ve sabit bir hiza eksponansiyel yakiasan hiz
fonksiyonlan ele alinmistir.

Bolim 5’ de eksenel hareketli kins problemi incelenmistir. Elde edilen kiris denkleminin
¢bzimi icin serit probleminde oldugu gibi Lie grup teorisi kullaniimistir. Hiz fonksiyonu yine keyfi
olarak kabul edilmis ve bu nedenie Lie grup teorisi esdegerlik doniisiimleri ile birlikte kullanilarak
denkleme ait simetriler elde edilmistir. Bu simetriler kullanilarak degisik hiz fonksiyonlarina sahip
eksenel hareketli Kiris i¢in tam giziimler elde ediimistir. Kiris hiz1 serit probleminde oldugu gibi keyfi
hiz, sabit hiz, sabit ivmeli hiz, harmonik degisen hiz ve sabit bir hiza eksponansiyel yaklasan hiz
fonksiyonu olmak Uzere degisik formlarda ele ahnmistir. Daha sonra elde ettigimiz tam ¢ézimlierden
sinir sartlarini saglayabilecek ¢éziimler ele alinrms ve her iki ucundan basit olarak mesnetii Kiris icin
sinir sartlannt yaklasik saglayan ¢ézimler elde edilmistir.

xiv



ABSTRACT

In this study, vibrations of axially moving continua are investigated. In chapter 2, the
equations of motion for axially traveling string and beam are derived using Hamilton ‘s Principle.
Dependence of equations on type and dimensions of the material used is eliminated by
nondimensionalizing the equations of motion. Then the solutions are obtained for string, slender
beam and beam by using these equations.

in chapter 3, the string problem is considered. Lie Group Theory is used to solve the
equation. Since the string velocity is assumed to be arbitrary, Equivalence Transformation is
applied with the Lie Group Theory. The symmetries of the equation are obtained. By using these
symmetries exact solutions are found for various velocity functions. Axial velocity is considered in
different forms such as arbitrary velocity, constant velocity, constant acceleration velocity,
harmonically varying velocity, and exponentially varying velocity. Then, of the exact solutions
obtained for various velocity parameters, those that would satisfy the boundary conditions
approximately are selected and the boundary conditions are applied to these solutions. Thus
approximate solutions satisfying the boundary conditions are obtained.

in chapter 4, the flexible beam problem is considered. The equation is obtained by
assuming small flexural rigidity. This equation is solved by using the Method of Matched
Asymptotic Expansions. First, the outer expansion solution is obtained using the Method of
Multiple Scales, a perturbation technique. it is observed that this outer expansion solution does
not satisfy some of the boundary conditions for some extreme points. In order to eliminate this
problem, inner expansion solutions are obtained by making a second expansion in the
neighborhood of extreme points. Then these solutions are combined to obtain composite
solutions approximately satisfying all the boundary conditions. The problem is solved for simple-
simple and fixed-fixed boundary conditions. Harmonically varying velocity and exponentiaily
varying velocity cases are considered.

In chapter 5, axially moving beam problem is considered. Lie Group Theory is also used
for the solution of beam equation. Velocity function is assumed to be arbitrary and thus
symmetries of the equation are obtained by using the Lie Group Theory combined with
Equivalence Transformations. By using these symmetries, exact solutions are found for an axially
moving bearn. Beam velocity is considered in different forms such as arbitrary velocity, constant
velocity, constant acceleration velocity, harmonically varying velocity, and exponentially varying
velocity. Then, of the exact solutions obtained, those that would satisfy the boundary conditions
are selected and approximate solutions for simply supported beam are obtained.

Xv



1. GiRis

Bu ¢ahigsmada eksenel hareketli stirekli ortam titresimieri incelenmistir. Eksenel hareketli
siirekli ortam titresimleri teknolojide Snemli bir yer tutmaktadir. Yiiksek hizlt manyetik ve kagit
seritler, cam elyaflar, akiskan tasiyan borular, kayisiar, iplikler, motorlu testere bigaklart, zincirler
ve kirigler teknolojik uygulamalara bazi dmeklerdir. Dedisken eksenel hizla hareket eden
slirekli ortamlaria ilgili hareket denklemini ilk olarak Miranker (1960) elde etmistir. Mote (1975)
harmonik zorlanan eksenel ivmeli serit problemini inceledi. Uisoy et al. (1978) ve Wickert ve
Mote (1988) yaptiklarn tarama makalelerinde yiizlerce makaleye atifta bulunmuslardir. Wickert
ve Mote (1990) hareketli serit ve kirislerin enine titresimierini incelemislerdir. Calismalarinda
sabit hizla hareket eden serite ait Ozfonksiyonlari kullanarak ortogonal bir baz sistemi
tanimlamuslar ve bu baz sistemi igin ¢tzim Uretmislerdir. Yine Wickert ve Mote (1991) aiternatif
olarak kompleks &zfonksiyon formian dnermislerdir. Pakdemirli et al. (1994) eksenel olarak
ivmelenen seritin hareket denklemierini Hamilton prensibini kullanarak tekrar elde ettiler ve
Floquet teorisini kullanarak titresimin kararlili@ini arastirdilar. Bu analizde sifir ortalama hiz
etrafinda siniizoidal olarak degisen hiz fonksiyonunu ele aidilar. Pakdemirli ve Batan (1993)
sabit ivme ile peryodik olarak hizlanip yavaslayan durum igin bu analizi tekrar ettiler. Ulsoy
(1986) ve Al-Jawi et al. (1995a), (1995b), (1995c) iki ayn uzantii eksenel hareketli
malzemelerde uzantilar arasi etkilesimleri incelediler. Mockenstrum et al. (1994) geriime
kuvvetinin zamania degistigi sistemler icin ¢alisma yaptilar. Bu konuda son g¢alismalardan birini
Pakdemirli ve Ulsoy (1997) yaptiar. Bu calismada perturbasyon tekniklerinden biri olan ¢ok
zaman Olcekli metodu kullanarak eksenel ivmelenen serit igin analitik géziimler elde ettiler.
Galismada iki farkli yaklasim kullandilar. Birinci yaklasimda diskritizasyon-perturbasyon
metodunu, ikinci yaklasimda ise direkt perturbasyon metodunu kullandilar. Bu calismada
yazarlar temel parametrik rezonans ve kombinasyon rezonanslarini arastirdilar. Hiz degdisim
frekansinin herhangi bir tabii frekansin iki katina yakin oldugu durum igin kararsizlik bélgelerini
elde ettiler, hiz degisim frekansimin sifira yakin oldugu bélgelerde ise kararsizhgin olmadigini
tespit ettiler. Wickert (1992) sabit hizli eksenel hareketli kirisin nonlineer serbest titresimierini alt
ve Ust kritik eksenel hiz icin analiz etti.

Nonilineer analiz iceren baska bir ¢calisma ise Pellicano ve Zirilli (1998) tarafindan
yapiimigtir. Bu g¢alismada enine direngenligin sifira gittiji ve zayif nonlineeriteli durum icin
eksenel hareketli kirisin nonfineer titresim analizini yaptilar. Ayrica bu calismada sabit hizli
esnek kiris icin Matched Asymptotic Expansions metodunu kullanarak sinir tabakasi ¢ozimleni
eide ettiler. Yaptigimiz ¢alismada da esnek kiris probleminin ¢dzimd icin Matched Asymptotic
Expansions metodunu kullandik. Bu metodla ilgili detayl bilgi Nayfeh (1981)' de bulunabilir.
Pakdemirli ve Ozkaya (1999) sabit hizli esnek kiris icin sinir tabakast gdziimlerini perturbasyon



tekniklerinden ¢ok zaman 6lgekli metodu kullanarak elde ettiler. Oz et al. (1998) seritten kirise
gecis davranisint incelediler. Degisik kiris katsayilan icin tabii frekansiarn hesapladilar ve
kararhlik analizi yaptdar. Bu konuda son calismalardan biri de Chakraborty et al. (1999)
tarafindan yapiimistir. Bu cgalismada esnek kiris ele alinmis ve nonlineer terimler de hesaba

katilarak yaklasik ¢oziim ve kararlilik analizi yapilmistir.

Bu calismada eksenel hareketli serit ve kiris ¢6ziimleri igin Lie Grubu teorisi
kultaniimistir. Eksenei hiz zamanin bir fonksiyonu oldugu igin Lie Grup teorisi ile birlikte
Esdegerlik Doniisimleri de uygulanmistir. Lie Grup teorisi ile ilgili ilk calismalar teoriye ismini
veren Sophus Lie (1888), (1890), (1893) tarafindan yapiimstir. Lie Grup teorisinin gecmisi
eskiye dayanmakla birlikte Gzellikle son yillarda teori lizerinde yeni gelismeler yapilarak degisik
alanlardaki ¢alismalarda kullamimistir. Mihendislere daha yakin bir calisma Stephani (1989)
tarafindan yapilimistir. Son yillardaki 6nemli cahismalardan biri de Ibragimov (1999) tarafindan
yapumistir. Lie Grubu Teorisi ve Esdegerlik dénistimieri ile iigili detayh bilgiler ise Ibragimov et
al. (1991), Ibragimov ve Torrisi (1992), Ibragimov (1995) ve Torrisi et al. (1996) da bulunabilir.
Fung et al. (1999) Lie Grup teorisini ilk kez eksenel hareketli siirekli ortam titresimierinde
kullanmislardir, Yaptiklari ¢alismada sabit hizh nonlineer serit denklemi icin karariilik analizi
yapmislardir. Yiriisoy ve Pakdemirli (1999) non-Newtonyen bir akiskan igin simir tabakasi
denkleminde Lie Grup teorisi ile birlikte esdegerlik déniisiimierini kullanarak grup siniflamasi
yapmiglardir.

Bu tez c¢alismasinda eksenel hareketli siirekli ortam titresimleri incelenmistir. Bélim 2’
de Hamilton prensibi kullanilarak hareket denkiemieri elde edilmistir. Denklemierin kuilanilan
maizemenin cinsine ve boyutlarina olan badgimhiigint kaldirmak icin hareket denklemleri
boyutsuziastinimistir. Sonraki béliimlerde ise boyutsuz hale getirilen hareket denkiemleri
degisik metodlar kullanilarak ¢éziimustiir.

Bolim 3’ te eksenel hareketli serit problemi ele alinmistir. Serit hizi keyfi cldugundan
degisik hiz fonksiyonlar icin denklemlerin simetrilerini buimada grup simflamasi yapmak
gerekmektedir. Grup siniflamasi yontemterinden birisi de Esde@erlik Dénlstimieridir. Bu
nedenle serit denkleminin ¢6ziimii icin Lie Grup teorisi Esdegerlik Doniistimleri ile birikte
kultanimistir. Hiz degdisimi olarak keyfi hiz, sabit hiz, sabit ivmeli hiz, harmonik degdisen hiz ve
sabit bir hiza eksponansiyel yaklasan hiz fonksiyonlari ele alinmistir. Once Lie Grup teorisi
kullanilarak hareket denklemlerine ait infinitesimal jeneratorier elde edilmistir. Bu jeneratorier
kullandarak iki farkli yontemle ¢oziimier elde etmek mimkindir. Birinci yontem, elde edilen
jeneratdrien kullanarak yeni kanonik degiskenler tanimiayip denklemi daha basit formda kismi
diferansiyel denkleme ddniistiirerek denklemi daha kolay ¢oziilebilir hale getirmektir. Keyfi hiz



degisimine sahip ¢ozumier igin bu yontem kultamimistir. ikinci yontem ise yine elde edilen
jeneratdrier kullanarak benzerlik de@iskeni ve benzerlik fonksiyontan tanimlayip denklemi kismi
diferansiyel denklemden adi diferansiyei denkleme indirgeyerek ¢dziim lretmektir. Bu ydntem
Ozel hiz degisim fonksiyonlan igin g¢oziimier elde etmede kullanilmistir. Elde edilen tam
gozumierden sinir sartlanim saglayabilecek ¢tziimier ele alinarak bu ¢zumlere sinir sartlan
uygulanmis ve harmonik degisen hiz ve sabit bir hiza eksponansiyel yaklasan hiz fonksiyonian

icin sinir sartlanni yaklasik olarak saglayan ¢éziimler elde edilmistir.

Bolim 4’ de ise eksenel hareket eden esnek kiris problemi ele alinmistir. Kirisin egilme
direngenligi kicik kabul edilmistir. Cdzimler icin Matched Asymptotic Expansions metodu
kullaniimustir. Once perturbasyon metodlarindan cok zaman odlgekli metod kullantlarak  dis
agthm ¢6zimi elde edilmistir. Elde edilen dis agiim ¢dzimiinin u¢ noktalarda bazr simr
sartlanni saglamadig! gérilmustiir. Bu problemi ortadan kaldirmak icin uglara yakin bdélgelerde
ikinci bir agihm daha yapimis ve bu iki agithm birlestirilerek biitiin sinir sartlarini yaklasik olarak
saglayan kompozit ¢ozimier elde edilmistir. Bu problem esnek kirisin basit-basit ve ankastre-
ankastre mesnetli durumlarinda ve eksenel hiz degisiminin ise harmonik ve eksponansiyel
formlan icin ayn ayn c¢ozlUlmistiir. Elde edilen ¢6zUimler grafik olarak cizilmis ve yorumlar
yapimstir.

Bolum 5’ te ise eksenel hareketli kiris problemi ele alinmistir. Hiz deg@isimi keyfi kabul
edilmis ve Lie Grup teorisi Esdegerlik Déntsiimleri ile birlikte kullanilarak denkleme ait simetriler
elde edilmistir. Bolim 3’ te oldugu gibi elde edilen simetriler kullamlarak keyfi hiz, sabit hiz, sabit
ivmeli hiz, harmonik hiz ve sabit bir hiza eksponansiyel yakiasan hiz fonksiyonlan icin tam
cozimler elde edilmistir. Daha sonra bu tam ¢6zimlerden sinir sartlarini saglayabilecek
gozimler ele alinarak, kirigin her iki ugtan basit olarak mesnetlenme durumunda hiz degisimin
harmonik ve eksponansiyel formiar igin sinir sartlarimi yaklasik saglayan coziimler elde

edilmisitir. Her bélimde elde edilen ¢zimler icin grafikieri giziimigs ve sonuglar yorumianmistir.



2. HAREKET DENKLEMLERI

Bu bélimde eksenel hareket eden serit ve kiris igin hareket denklemieri cikarilacaktir.
Denklemierin cikanimasi igin Hamilton ilkesi kullanilacaktir. Daha sonra elde edilen hareket
denklemleri boyutsuzlastinlarak denklemlerin kullanilan malzemenin yapisina ve boyutlarina
olan bagimliig) ortadan kaldirilacaktir. Eksenel hareket eden sirekli ortam icin Sekil 2.1°de
ornek bir gdsterim verilmistir.

yr(x*.t)
/]\ —> V(%)
——— X+

A ~—F

u(x* %)

Sekil 2.1 Eksenel hareketli suirekli ortam

Sekil 2.1’de gosterilen eksenel hareketli siirekli ortam titresiminde u'(x't) boyuna yer
degistimeyi, y (x t) enine yer degistimeyi ve v'(t) zamana bagh hiz degiskenini
gostermektedir. Kirisin eksenel i¢c gerilmesi P'(t), alani A, yogunlugu p, elastisite modiilii E ve

kiitle atalet momenti I’ dir.
2.1 Hareket Denklemlerinin Hamilton Prensibi ile Gikarilmasi

Bu kisimda hareket denklemleri hamilton prensibi kullanilarak cikarilacaktir. Sekil 2.2’

de dx uzuniugunda bir parca alinmistir. Titresim esnasinda bu uzunluk ds  olmaktadir. Bu

durumda eksenel uzama miktari u” dx , sol uctaki yer degistirme y'(x) ve sa§ uctaki yer

degistirme ise y (x +dx ) olarak elde edilir.

“(is*/

y () x*

y (C+dX)=y (O)+y (x)dx

*

dx y dx

(+u" Ydx

Sekil 2.2. Eksenel hareketli siirekli ortam lizerinden alinan parcadaki yer degistirmeler



Ele alinan siirekli ortam parcasinda ilk uzunluk dx son uzunluk ise dx*+ u*(x*+dx*)-u*(x) olur.

Bu ise tayior acilimi ile dx(1+u" ) sekline gelir.
iki uc arasindaki yer degistirme farki su sekildedir
yx+dx) -y (x) =y dx (2.1)

ds’ uzunlugu yer degistirme éncesi uzunluk olan dx cinsinden asagidaki sekilde ifade edilebilir

2

4 !2 ’ I
ds’ = \[(1+ u )X +y dx” = \/(1 +u )Y +y dx (2.2)
Bu durumda sekil deg@istirme su sekildedir

o= ds ~*dx (2.3)
dx

Denklem (2.3)'e denklem (2.2) yi yerlestirip, Taylor acihmi yaparak kiigiik terimleri ihmal

edersek sekil degistirme su sekilde elde edilir

o1 1.
e=Uu +—-u +— 2.4
) 5V (2.4)

Boyuna yer degistirmeyi enine yer degistirmeye gére kiiclik kabul edelim. u*=O(y*2) alirsak

denklem (2.4) su hale doniisur
e=u +—y (2.5)

Boyuna ve enine hizlar ise sirasi ile séyledir

MMM gy 2.6)

dt”  at’ ox’ dt’

NS

dt” ot ax dt

— y* +y* V« (2.7)



Toplam yatay hiz ise x yéniindeki eksenel hiz ile kiris uzamalanindan kaynaklanan denklem
{2.86)’'da verilen hizin toplamidir. Kinetik enerji ve elastik potansiyel enerji sirasiyla sdyle

yazilabilir

L ’ 2 ’ 2
szipAJ'{(y'er'v*) +(v'+d'+u'v'} }dx' (2.8)
4]
y L gk w? L
U=~EAJ'e2dx'+~Eljy' dx‘+jP'edx' (2.9)
2 0 2 0 Q

Yukanida L kifs uzunlugudur. Denklem (2.9)’da birinci integral sekil degistirme, ikincisi egilme,

aclinclsu eksenel gerilme ile ilgilidir. Lagrangian su sekilde yazilabilir
£ =TU (2.10)

Hamilton prensibine gore Lagrangian’' in zaman Uzerinden integralinin varyasyonu sifirdir.

*

ta
6] Sdt=0 2.11)

tq

Yukarida § varyasyonu gdstermektedir. Denkiem (2.8) ve (2.9) denkiem (2.10)'a yerlestirilip elde
edilen Lagrangian ifadesi denklem (2.11)'de yerine yerestirilirse

t,

o

L
[

, 2 ’ 2 "2
{%pA{ (y'+y'v*j +(v'+d'+u' v'} }—%EAez—%Ely' —P'e}dx'dt’zo (2.12)

elde edilir. Denklem (2.12)’ ye denklem (2.5) yerlestirilip varyasyonu alinirsa



-~
N

oy
© ey

{ pA]: (y' + y',v*) (ay' vy + y'ISV')

—~

! 1 !
+(Q +u v +v)(6u +Vv3u +u dv +8v) }

I 72 1 7 !
—EA(U' +%y' )(Su' +y Sy’)

—-Ely’ 8y’ —P'(Su' +y'8y') }dx'dt' =0 (2.13)

elde edilir. Eksenel hizi belli bir fonksiyon sececegimiz igin 5v =0 olacaktir. Denklem (2.13)'teki
kismi integrasyon islemlerini yaparsak

L ’ ' " " "o v 12
“‘{ —pA(y' +2¥V Ay VY v'zj—Ely"v +Py’ +EA[u' y +u'y +§_—y' y J }6y'dx'dt'
t, 0

ty

L 7 1 " n ’ ”
+ J'H - pA(U' +200V +UuV +V U v'zj + EA(u' +y'y ) }8u'dx'dt'
t, 0

1

L I
+ j pA(y' +y v')ﬁy'

o]

t,

T S S 3 NS T
t2' dx + AlYyV +Yy v -EAlu y +ly +Ely —-Py y| dt
t P 2 0

|

4

t

t,

L -
A TR { S e e . S 2 S D T
+J‘pA(u +Uu v +v)5u %, dx +J pA(uv +Uu v2+vzj—EA u +—1—y ~-P (ou| dt
0 t1 e 2 (o]
L
- [Ey"sy Jdt =0 (2.14)

[

elde edilir. Yukaridaki denklemin sifira esit olabilmesi igin biitiin integrallerin teker teker sifira

esit olmasi gerekir. {Ik iki katl integralin sifira esit olabilmesi sartindan su denklemi elde ederiz.



-pA(y +2Y V +Yy V +Y vzj—EIy +Py +EALu y +uy +%y y J:O (2.15)
Ikinci iki katli integralin sifira esit olabilmesi icin ise
—pA(ij'+2u’ VAR VIVARSVARST) v'2)+EA(u' +y'y ):0 (2.16)

elde edilir. Bu iki denklem hareket denklemleridir. Geriye kalan terimlerin sifira esitienmesinden
ise sinir sartlan ortaya ¢ikmaktadir. Her iki tarafi basit mesnetlenmis durum ele alinirsa geriye

kalan terimlerden sinir sartlarini su sekilde elde ededbiliriz

y (0)=0, y (L)=0, y' (0)=0, Y L=0, u’(0)=0, uL=0 (217
2.2 Denklemlerin Boyutsuziastinimasi
Onceki bélimde elde ettigimiz hareket denkiemlerini ve sinir sartlanni malzemenin

cinsinden ve boyutlarindan bagimsiz hale getirmek icin boyusuzlastirmamiz gerekir. Boyutsuz

ifadeler asagidaki gibi tanimlanir

y——z_.. u—u’ x—-x t= Lt' V“—————\-/——-——
L’ L’ L’ pAL: JP oA

2 EA; =2
P' !

v, = v (2.18)

- Et
TP
Yukaridaki denklemde v, boyuna direngenlidi v, enine direngenli§i gostermektedir. v eksenel

hizi, durgun kiristeki dalga hizi ile boyutsuziastinimistir. Denklem (2.18) denklem (2.15) ve
(2.18)’ ya yerlestirilirse boyutsuz hareket denklemieri ve sinir sartlan su sekilde elde edilir

1

(y LYV EY VY VP )+ vy - (y’(1 + vbz(u’ + % y’ZJD =0 (2.19)

’

(ij+2u'v+u’\'/+\'/+u”v2)— vbz(u’+%y’2J =0 (2.20)



y(0.,t) = y(1,1)=0, y”(0,t) = y"(1,t) =0, u(0,t) = u(1,H=0 (2.21)

Kiriste boyuna titresimler enine titresimierden 6nemii dlciide daha hizit yayidig! icin
v,2>>1 alinabilir. Bu durumda denklem (2.20)' nin birinci kismu ikinci kismindan ¢ok kiigiktar.

Birinci kismi ihmal edersek denklem (2.20) su hale déniistr

?

[u’ o y'2) =0 (2.22)
2
Bu denklemi integre edersek
L
U+ 7 y < =cl) (2.23)

elde edilir. Bu integral t' ye bagl bir fonksiyona déniismiis oldu. Bu fonksiyonun kiris boyunca
integralini alirsak

1 1 1
' 1 /2 —
j W+ J' y2dx = c(t) j’ dx (2.24)
Q Q0 0
elde edilir. Bu integral islemini yapalim.
1
102
u()-u(0)+ > j y2dx=c(t) (2.25)
aQ
Uclarda uzama olamadidi igin itk iki terim sifirdir. Bu durumda
1 1
= — 12
o= S f y'2dx (2.26)
Q
elde edilir. Bu deger sekil degistirmeye esit oldugundan denklem (2.23)’e yerlestirilirse

u = c(t) - % y'? (2.27)
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elde edilir. Bu degeri x’e gire integre edersek
X 1 1 1 X
= — 02 e 12
u(x,t) J‘ (2 jy dx}dx Zj.y dx (2.28)
0 0 ¢}
elde edilir. Buradan sonlu enine titresimden boyuna yerdegistirme alanim buluruz.
X [ 17
u,h = = | y2dx——| y'%dx 2.29
=2 j ydx-— j y (2.29)

Denklem (2.29)' u denklem (2.19)" a yerlestirip gerekli diizenlemeleri yaparsak eksenel hareketli
kiris icin boyutsuz hareket denklemi su sekilde elde edilir

2

(y + 2y’v + y'\'/)+ (v = l)y" +V, 7y = VTb y"lj y"*dx (2.30)

Burada Y yerel ivmeyi, 2y'v Coriolis ivmesini, v?y” merkezcil ivmeyi, \7,2 ise kiris katsayisini
(enine direngentik) gostermektedir. Sag taraftaki nonlineer terimier ise titresim esnasinda Kirisin

uzamasindan kaynaklanan nonlineer terimierdir. Denklem (2.30)’ da kirig katsayisini g@steren

V,> terimini sifir alirsak eksenel hareketli serit denklemini elde ederiz.

(y L2y v+ y'v)+ v -1y = 12*’— y'[ ydx (2.31)
0

Boylece bu béluimde eksenel hareket eden serit ve kiris denklemlerini elde ettik. Bundan sonraki
bélumlerde elde ettigimiz bu hareket denklemlerinin ¢zlimlerini arastiracagiz. Her ne kadar
elde ettigimiz hareket denklemieri uzamalardan kaynaklanan terimlerden dolayi nonlineer ise de
bundan sonraki boélimlerde uzamalarin ihmal edildigi lineer denkiemleri ele alip yaklasik
gOziimler elde edecegiz. |
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3. EKSENEL HAREKETLI SERIT PROBLEMI

Bu bélimde eksenel hareketli serit problemi ele alinacakiir. Lie Grup Teorisi kullanilarak
hareket denkleminin tam ¢6zimleri Uretilecektir. Serit izt keyfi hiz, sabit hiz, sabit ivmeli hiz,
harmonik degisen hiz ve sabit bir hiza eksponansiyel yaklasan hiz ofarak degisik formlarda ele
alinacaktir. Eksenel hiz zamanin bir fonksiyonu oldugu igin Lie Grup Teorisiyle birlikte Esdegerlik
Donlistimleri (Equivalence Transformations)’ de uygulanacaktir. Lie Grupian metodu Esdegeriik
Donistimleri ile birlikte kullanilarak hareket denklemi icin infinitesimal jenerattrier elde edilecektir.
Daha sonra bu jeneratérierin farkli varyasyonlan kullanilarak degisik hizlar icin sistematik bir
sekilde tam cozimier Uretilecektir. Elde edilen bu ¢ozimlerden sinir sartlarini saglayan ¢ézimler
ele alinacak ve bu ¢dziimlere simir sartlan uygulanacaktir. Bu bélimde yapdan calisma
uluslararasi bir dergide basiimak {izere kabul ediimistir ( Ozkaya and Pakdemirli (1999)).

3.1 Lie Grup Teorisi

Lie Grup Teorisi ile ilgili calismalar cok eskilere dayanmakiadir. Bu konuda ik calismalarn
Sophus Lie yapmustir ( Lie 1888, 1890, 1893). Ozellikle son zamanlarda bu teori matematiksel
fizikte bircok alana uygulanmustir. Lie Grup Teorisi lineer ve nonlineer diferansiyel denklemierin
¢dziimlerini sistematik bir sekilde buimada etkili bir yontemdir. Matematiksel olarak Lie Grubu
badimii ve bagimsiz degiskenler uzayinda nokta dénisimi olan 6zel bir gruptur. Ele alinan
diferansiyel denkiem igin nokta donisumleri hesaplanarak degisik yollarla tam c¢odzumler
tretilebilir. 1) Bilinen bir analitik ¢oziimden, doéntstmler kullanarak, diger coézimleri elde
edebiliriz. 2) Elde edilen donistimler kullanilarak benzerlik ¢ozumieri {retilebilir. 3) Kanonik

koordinatlar tanimlanarak kismi diferansiyel denklem daha basit bir forma indirgenebilir.

Kismi diferansiyel denklemierde benzerik degiskeni ve fonksiyonu kullanilarak bagimsiz
degisken sayisi dusirilebilir. Bdylece kismi diferansiyel denklem adi diferansiyel denkleme
donustirilerek ¢oziim uretilebilir. Elde edilen ¢dziime ters doénlsim yapilarak gercek
degiskenlere donistiirlilebilir. Baska bir yontem olarak, temel koordinatlar tanimianarak kismi
diferansiyel denklem daha basit bir forma indirgenir ve basit formdaki kismi diferansiyel
denklemiemin ¢ézimii daha kolay elde edilebilir.

Lie Grup yOnteminin teorisi mihendisler icin gok komplike olmakla birlikte, bazi dzel grup
dénistimieri kullanilarak (lcekleme déniisiimil, Steleme déniisiimi, spiral doniisiim, vb..) birgok
diferansiyel denklem Kkolay bir sekilde ¢ozilebilir. Bu konuda Pakdemirli ve Yiriisoy’ un (1998)
galismasi 6rnek olarak verilebilir.
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Bu calismada Lie Grup teorisi kullanilarak eksenel hareketli serit denklemi icin
denklemin kabul ettigi nokta doniisiimleri ve karsihk gelen infinitesimal jeneratérler elde
edilecektir. Elde edilen bu jeneratorier kullanitarak denkleme ait tam c¢oziimler {retilecektir.
Keyfi hiz degisimi durumunda kanonik koordinatlar tanimlanarak kismi diferansiyel denklem
daha basit forma indirgenerek ¢oziim yapilacaktir. Ozel hiz de@isimi fonksiyonlari icin ise
benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu tanimlanarak kismi diferansiyel denklem adi

diferansiyel denkleme indirgenerek tam ¢dziimler iiretilecektir.

Eksenel hareketli serit i¢in lineer hareket denklemi daha ¢nceki bélimde de elde
ettiimiz gibi su sekildedir

'32 0 2 ~ 2 - -~

(_2L+EV_C_V_+2\,8V+(V2_1)O>2': My My @.1)

ot dt ax ox ot OX JX oy

Hiz fonksiyonu sadece zamanin bir degiskeni oldugu icin (—Zi: 0 ve %V—: 0 sartlarn
0X ay

hareket denklemine ekienmistir. Lie Gurubu metodunu uygulamak i¢in su degisken tanimlarini

yapalim
X4=X Xs5=t y:ﬂ y:ﬁy_ Y1o= ay V= Ozy y =_~.__62y
1= 274 1 8)(1 : 2 0x2 , 12 8X16X2 : 1 OX‘]z ) 22 6X22 :
OX, X, oy

Denklem (3.1)" deki hareket denklemi denklem (3.2)’'de yapilan tanimlar dikkate alinarak su
sekilde yaziabilir

Yoo +Vay1+2Vyn+ (V1) y5=0, v4=0,  v5=0 (3.3)

Denklemlerle irtibatli esdegerlik jeneratéri ve ikinci mertebeye uzatilmis hali asagidaki gibidir

0 0
X=E,(X, X5, ¥y —+E,(X,%5,Y)
OX

+n(x,,x y)8+ (x,,x yv)a
ox, , MK, X o, oy HAX 4, X2, Y, ov
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-

0 0 o) 0
XD = £ (X1, X0, YY) —— + E 5 (X1, X0, Y ) —— + (X1, Xor, Y ) —— + (X1, Xy, Y, V)
€4 (x, 2)’)6)(1 €,(x4 ZY)6X2+’1(1 ZY)éy (X4, X5, Y )av

0 0
'*'Th (X11x21yIY1sy2)&:—+nﬁ(xhxzvy1y11y2vy11vy12)?ay_11

+ ll? l): 1 ) 1 1 1

2 (X0, X2, Y. Y 1: Y 2. Vi1, Y2, Y 22)

+ 1, (X, X yvv)—a—+ (X4,X yvv)i+ (x,,x yvv)—(?— 3.4
u1 170250y Vs ¥V 3 av1 “’2 11829 Xy ¥y ¥ 2 avz H3 1121 Y2 Vs ¥ 2 67\/3 ()

Denklem (3.4) de £y, &5, n yeni de@iskenleri baslangicta x,t,y degdiskenlerine, n degiskeni ise
x,1,y,v degiskenlerine bagh terimlerdir. Eksenel hiz keyfi oldugu icin Lie Grup teorisi ile birlikte
esdegerlik déniistimlerini de kullanmamiz gerekmektedir. Esdegerlik jenerat6riindeki hiz ile
ilgili ifadeleri su sekilde tanimlayabiliriz (Ibragimov et al. (1991), lbragimov ve Torrisi (1992))
w=D1(w)-v2 D1(E2)

H2=0a(1)-v2 D2(&2) (3.9)

pa=Dy()-v2 Dy(E2)

Denklem (3.5) te su tarumlar yapilmistir

o -0
ox,
o) )
D = + VvV, — 36
P ox,  Cov (3:6)
a
Dy—-g

Infinitesimal jeneratdr denkiem (3.3) teki ikinci ve liclncu esitliklere uygulanirsa

m=0, ns=0 (3.7)

. TQKSEXOCRET I X2 ;i}f

. - TN Lt A
ot e O Ml



14

elde edilir. Denkiem (3.7) kullanilarak gerekli islemler yapilirsa su sonuctan elde ederiz

O o€ Su o
X _g 52 g Ji:(), 22 _¢ (3.8)
X, X, oy oy
Denklem (3.3)ten y, su sekilde yazilabilir
(3.9

Y22=-V2¥1-2Vyqa- (V2'1) Y11
Denklem (3.4)' teki ikinci mertebeye genellestiriimis jeneratér denklem (3.3)’'e uygulanirsa

invaryanslik sarti su sekilde elde edilir
(3.10)

Nap + MY + VoTly + 21y, + 2Vn g, + 2vpyq + (V2 = )nyy = 0

MN22, M1, Maz, My terimlerinin &y, & ve m cinsinden ifade edilmeleri

Denklem (3.10)° daki
gerekmektedir. Bu ifadelerin hesaplanmasi ile ilgili denkiemier su sekildedir (Ibragimov(1999))

N1=D1(n)-D1(E1)y+-D1(E)y2
N2=02(n)-D2(E1)y-Da(22)y2
N11=D1(M1)-D1(E1)y11-D1(E)Y12 (3.11)
N12=02(n1)-D2(&)y11-Da(&2)yr2

N22=0D2(M2)-D2(&1)y12-D2(€2) Y22

Bu denklemdeki Dy ve D, tiirev operatorierinin esitleri séyledir

D =_a_+y _a_+y _?~+y _.Q__
173 1 ' ng l 12 oy,
0 9 (3.12)

i
<
&1
@
<
S
+
<
3
2

s,
D2 —_—+ -_—+
28 oy oy,

Denkiem (3.11) ve (3.12) kullanilarak denklem (3.10)’'da ihtiyag duyulan esitlikler su sekiide elde

edilir
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om ] @ a
[ﬁ—i]wayz-i(w) ~=2y.y,
1

o o'n 0% %t o o 2
n11:6x2+26x2y_0x521 Yy, - {;Qyz 5% Yig =222y, +
1 1 1

ox,? oy o, ox, oy oxqdy |
92t % 2% 3 ok , 5
~2 22 y.y, -1 (Y4)® - 22 (Y4)?Y, - 32y, Yy - 22y, — 222y
6’x ay 1Y2 ay 1 ay 1 2 ay 1711 ay 2711 ay 1Y 12

o° 82 a? 82 B2k i m  OE, O
M1z ry | "‘1: M }Q +{""“ﬁ_‘“—13’1_ Ly, + A= Y2

OX0X, | OX,0y OX,0X, X ,8y  OX,0x, ox, ay ox, X,
%, 525,2 2 2°n 62&1 azéz En 2 3% 51 2
ox, Y4 %,y (Y2) -+ 6y2 20y ox,0y YiY2 ax By( 1) ”yz Y1(Y2) 8y (Y)Y,
& a5 5@2
2%y, 2By, By Fe gy
ay 2)Y12 ay 17 12 ay 2r 1 1) 22
o &*q 0 G 0g ag o’n . 8%,
Mz = 11 +| 22 - é; Y2 - i; Y.+ M _p%2 Yoo —2=yq, + “2 2 1(y,)*
ax, X0y ox, X, oy  ox, X, oy*  Oxp0y
%L, 3%, s 0%, 5-2 0, 5.1
-Zaxzay Y4Y2 ””a—y'{‘(yz o2 )2y, - 8y = Yo¥» - 2y —=1Y,Y - ay - Y2Yn (3.13)

%y

Denklem (3.13)’de y., ifadesi yerine denklem (3.9)' daki esitligi yazip, elde edilen denklemleri

denkiem (3.10)’ daki invaryanslik sartinda yerine yerlestirirsek bir denkiem blogu elde ederiz. Bu

denklem blogu yilksek dereceli dediskenler cinsinden bir polinom teskil etmekiedir. Bu

polinomun sifira esit olabilmesi ancak ve ancak biitiin yiiksek dereceden degiskenlere ait

terimlerin katsayitarinin sifir oimasi ile miimkindiir. Bdylece denklem blogu asagidaki denkiem

sistemine ayrisir

2 2 2
0 U o L —1)9—2—:0
X, OX, 0%, 2¢

2 2 2
2 o'm —a€§+2v on
axzay aXQ ax‘]ay

(3.14)

(3.15)



Vi _ 9%, +,6£. 8n B R +(v2 -1 2_?_2_’1.—&1— -
| e GX, 0y OX,0X, X,y ox,
VoY1 = —!§L+%=
o, o
~ 0
) N m L £, + 21+ 2V ?n—fgl._,éz_
oy 2 : o
ﬂ 1%,
| N @“‘_Zi&i -2V§L+2Vp+(v2_1) an_2_<§_1 =0
b ( )
oy ox, a T
82
. 5_y_121=0
2 : R
yiy2: -2 0 ‘cf,: +2Vi g‘g“f’l \
20Y Y -
5%¢
Y1y22: —Eil:o
E
yiyi =2V O
oy
| , S _
yiyirr = 2(ve =1) -
g,
vy =27=0
oy
" ﬁ_:()
X,
2 : .
2 ,2vi_§_l_+(v2—-1) 9_?“28_%— -
[0) 2ay ay GX1ay

yi

(3.16)

3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

3.27)
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2 3%,
. =2v =0 (3.28)
LA/ PYE
Yayii - 2V€é—1 =0 (3.29)
3 2 o 0%,
2 -(v —1)—5;2— =0 (3.30)

Denklem(3.14) — (3.30 ) gozillirse £&;, &, n ve u terimlerinin x, t ve y’ ye bagimliliklan su
sekilde elde edilir

£1= ax+h(l)

&= at+b

n= cy+dt+e

p=h'(t) (3.31)

Bu ba@intilan kullanarak kanonik koordinat tanimlama veya benzerlik ¢oziimlerini Gretebilmek
icin esdeger denklem takimi sdyle yazilabilir

Q.
[
=
Q
<

dv
u

(3.32)

Js
J
N
3

i

Burada a,b,c,d ve e terimleri keyfi sabitlerdir. Elde edilen bu infinitesimal jenaratdrierde keyfi
sabitlerin farkli varyasyonlan kullanilarak hareketli serit denkleminin degisik ¢6zimlieri eide
edilebilir. h(t) ile v(t) arasindaki iliskiyi bulmak igin (t,v) uzayinda esdegeriik operat6riinin
projeksiyonunu su sekilde yazabiliriz

0 0
P= —_— 3.33
F’-av S2 ot ( )

invaryantlik sart1 ise su sekilde yazilabilir
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P[v-v(t)]=0 (3.34)

Esdegerlik operatoriinii invaryanthk sartinda yerine koyarsak

p—&av' =0 (3.35)

elde edilir. £, yerine yerlestirilir ve v'(t) terimi ¢ekilirse

h'(t)

() = 3.36
v at +b ( )
elde edilir. Buradan
t
h'(t)
v(t) = | —=dt 3.37
® jat+b ( )

yazihr. Bu islemlerden sonra elde ettigimiz jeneratorleri kullanarak tam c¢ézimier elde edecegiz.
Lie Grubu metoduyla bulunan jeneratérier yardimiyla iki degiskenli kismi diferansiyel denklem adi
diferansiyel denklem formuna yada daha kolay c¢oéziilebilecek kismi diferansiyel denkiem formuna
indirgenecektir. Béylece daha basit hale gelen bu denklem coziilerek ters doniisim yapilip
gercek degiskenler cinsinden ¢6ziim elde edilecektir.

3.1 Tam Goéziimlerin Bulunmasi

Bu bélimde denkiem (3.31) ve denklem (3.37) kullanilarak degisik hiz fonksiyontan icin
tam c¢Ozimler Uretilecektir. Bunun icin iki farkhh yakiasimla c¢oziimler elde edilebilir. Birinci
yaklasimda denklem (3.31)'deki simetriler kullanifarak kanonik koordinatlar tanimianir ve hareket
denklemi basit bir forma indirgenerek ¢éziilebilir hale getirilir. Bu yaklasimy keyfi hiz durumu igin
kullanacagiz. ikinci yaklasimda ise eski degiskenler cinsinden yeni bir benzerlik degiskeni ve
benzerlik fonksiyonu tanimlanir. Bu transformasyon kullanilarak kismi diferansiyel denkiem adi
diferansiyel denkleme indirgenir, adi diferansiyel denklem ¢oz{iidiikten sonra ters dénilsimle
gercek degiskenler cinsinden ¢6ziim elde edilir. Bu yaklasimi hiz degisiminin 6zel fonksiyonian
icin cdzimier elde etmede kullanacagiz. Serit hizini keyfi hiz, sabit hiz, sabit ivmeli hiz, harmonik

degdisen hiz ve eksponansiyel degisen hiz olarak degisik sekillerde ele alacagdiz.
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3.21 Keyfi Hiz

Bu kisimda dnce kanonik koordinatlar simetriler kullanilarak tanimianacak ve sonra da
bu kanonik koordinatlar cinsinden orijinal denklem daha basit bir yapiya indirgenecektir. Bu
yapinin ¢fzilmesi ve orijinal dediskenlere déniilmesi ile de tam analitik ¢dziimler elde

edilecektir. Denklem (3.31)’'de a=0, b=1 ve h(t) = v(t) secelim. Bu durumda denkiem (3.32) den

dx
:/(—6 =dt (3.38)

elde edilir. Buradan
E=x- f v(t)dt (3.39)

esitli§i yazilabilir. Diger taraftan a=0, b=0 ve h(t) keyfi segcilirse

dx _dt (3.40)
ht) O

yada

T=t (3.41)

elde edilir. Denklem (3.1)'deki tiirev ifadeleri kanonik koordinatlara bagli olarak su sekle

déndsir

¥ __ N Y

at 3 ot

2 2 2 2

0y _ 299 _,,0y 0 0%y

ot e’ otor o or?

%z% (3.42)
oy _ 2%y

oxr gt

o'y o'y 2%y
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Denklem (3.42) de elde ettigimiz ifadeleri denklem (3.1)" e yerlestirirsek asagidaki dalga
denklemini elde ederiz

2 2
I (3.43)
o e’

Bu denklemin ¢c6ziimi su sekilde yaziabilir
y=Fi(§-0)+ Fa(G+7) (3.44)

Bu ¢6ziim orjinal degiskenler cinsinden su sekildedir
t t
YO D=F 1 (x- J' V() O+ Fy (x- _f v(t) +1) (3.45)

Bu kanonik dénistim ilk defa Miranker (1960) tarafindan sunulmustur. Ancak doéniisim
deneme yanilma ile eide edilmis, sistematik bir metod olan Lie Grup teorisi kullaniimamistir.
Denklemlere ilk defa Lie Grup teorisi bu ¢alismada uygulanmistir.

a=0, b=1, h{t)=v(t)+1 yada a=0, b=1, h(t)=v({t)-1 alinarak denklem (3.45)’e alternatif bir
¢6zim elde edilebilir. Burada yeni degiskenler su sekilde elde edilir

£ =x- f v(t) -t, =x f v(t) +t (3.46)

Bu degiskenler denklem (3.1)’e yerlestirilirse orijinal denkiem daha basit bir forma indirgenir.

Q
[
<

=0 (3.47)

oR
3)

Bu denklemden elde edilen ¢6zim denklem (3.45) ile aynidir. Burada bizim amacimiz
sistematik bir sekilde kismi diferansiyel denkiemin tam coziimlerini elde etmektir. Denklemi daha
basit forma indirecek yeni degiskenleri tahmini olarak se¢mek yerine bu islemieri sistematik bir
sekilde yaptik.
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3.2.2 Sabit Hiz

Bu boéliimde sabit hiz durumu igin tam ¢dziimler elde edecegiz.

v=sbt (3.48)

Hiz sabit ise denklem (3.37)’den h=sbt bulunur. Bu durumda jeneratdrier su sekilde olusur

&= ax+h
&= at+b
n= cy+dt+e (3.49)

Denklem (3.49)' daki parametreler cesitli sekilde secilerek ¢oziimler elde edilebilir. Ornegdin

a=d=e=0 ve diger parametreleri keyfi secelim. Bu durumda jeneratérlerimiz
g=h, &=b, n=ocy (3.50)
olur. Bu durumda esdeg@er adi diferansiyel denkiem sistemi su sekilde yazilir

dx

dx _dt _dy (3.51)
h b

cy

Denklem (3.51)’nin ¢6ziimii icin benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonlarini bulahim.

ox _dt (3.52)
h b
ele alinirsa benzerlik degiskeni
£ = bx-ht (3.53)
seklinde elde edilir.
a_ gy (3.54)

b oy
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alinirsa benzerlik fonksiyonu su sekilde elde edilir

y=e™ (%) (3:53)

Burada m=%’dir. Gerekli tlirevier alinarak denklem (3.55) denklem (3.1)'e yerlestirilirse ve

cebirsel islemier yapilirsa benzerlik fonksiyonu igin su denklemi eide ederiz
m? (2) + F(£) [-2mh+2vmb] +"(£) [h*-2vhb+v?b2-b%)=0 (3.56)

Elde edilen denkiem ikinci mertebeden sabit katsayili adi diferansiyel denkiemdir. Bu denklemin
¢ozimi kolay bir sekilde elde edilebilir. islemlerde kolayhik olmasi icin h=bv secelim. Bu
durumda denklem (3.56) su hale déndsir

m? f(€) - b? /(£)=0 (3.57)

denklem (3.57)" nin ¢dzliminden benzerlik fonksiyonunu su sekilde elde ederiz

f()=cr e® +c,e © (3.58)

Denklem (3.58) kullanilarak ¢c6ziim fonksiyonunu gergek degiskenler cinsinden su sekilde elde
ederiz

X+t o gemx (M)t (3.59)

y=C1em
Burada n=-mv'dir. Goriildiigi gibi kismi diferansiyel denklemi Lie Grubu metodu kuilanarak adi
diferansiyel denkieme indirdik. Elde edilen adi diferansiyel denklemi ¢6ziip gercek degiskenlere

ters donilsiim yaparak kismi diferansiyel denklemin ¢ézimuni elde etmis olduk.

Alternatif bir durum olarak denkiem (3.53)' teki ayni benzeriik de@iskenini tekrar ele

alalim. Benzerlik fonksiyonunu bulacak denklemi (3.51)’ den alternatif formda style yazahim

Jkdxrkydt dy

- (3.60)
kh+k,b
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Oran - oranti 8zelliinden keyfi bir ks ve k; katsayisi igin yukandaki esitlik her zaman yazilabilir.
Bu durumda benzerlik fonksiyonu su formda olur

y=e™* {(g) (3.61)
Burada f(€) fonksiyonunu sabit alirsak ¢6z{im su formda olur

J=G e (3.62)

2

ey ok dir. Pakdemirli et al. (1994)’ de bu ¢b6ziime iki

Bu ¢bziimde o = =
k,h+k,b

— Tl oy
k,h+k,b

ucundan sabitlenmis seritin sinir sartlan uyguianmistir.

Diger bir ¢dzum igin denklem (3.45) de a parametresini keyfi birakip (6lgekleme
donisumi) diger parametrelerin hepsini sifir alalim. Bu durumda benzerlik degiskeni ve
benzerlik fonksiyonlari su sekilde elde edilir

g=2 . =£(®) (3.63)

Denklem (3.63)'lin tiirevlerini alip denklem (3.1)'de yerine yerlestirirsek benzerlik fonksiyonu igin
su denklemi elde ederiz

f'(2) (E2-2vE+vE-1)+1/ () (22-2v)=0 (3.64)

Yukandaki denklemden benzerlik fonksiyonu ¢zilir ve gercek degiskenler cinsinden yazilirsa

(3.85)

y:C[InX"Vt*t:l

X - vt +t

elde edilir. Bu bélumde sabit eksenel hizia hareket eden seritin tam ¢tzlimlerine bazi drnekler
verilmistir. Elde edilen jeneratdrdeki katsayilarin degisik varyasyonlan kulianilarak ve benzer
islemler yapilarak sabit hiz icin degisik ¢dztumier tretilebitir.
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3.2.3 Sabit ivmeli Hiz
Bu kisimda hizin sabit bir ivme ile arttidini kabul edecegiz.
v=at (3.66)

olarak secilirse denklem (3.37)'den

h(t) = -;—oca’(2 +abt +k (3.67)
bulunur. Bu durumda jeneratérier sdyle olur
£y= ax+—;-ocat2 +obt + K

£,= at+b (3.68)
n= cy+dt+e

Denklem (3.68)'de elde edilen jeneratorlerde b parametresini keyfi segip diger parametreleri
sifir alahm. Bu durumda denklem daha énceki islemlerde oldugu gibi benzerlik fonksiyonu
cinsinden adi diferansiyel denkleme indirgenebilir. Goziim igin esde@er adi diferansiyei denkiem

su sekilde yazilabilir

dx dt dy

ALt A 3.69
ot 1 0 ( )
Bu durumda benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonunu su sekilde elde ederiz

. at?

E=X- _2__ , y:f(g) (370)

Elde edilen benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu kullanilarak denkiem (3.1) benzerlik
fonksiyonu cinsinden adi diferansiyel denkleme indirgenebilir. Elde edilen adi diferansiyel
denklem ¢6zilliip ters donisiim yapiiirsa gercek degiskenler cinsinden ¢ézim su sekilde elde
edilir
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y=c:l(x——;—oct2)+c2 (3.71)

Baska bir ¢6ziim icin sadece a parametresini keyfi diger bitlin parametreleri sifir alahm. Bu

durumda esdeger adi diferansiyel denkiem sistemi su sekilde elde edilir

-2 (3.72)

dx dt _dy
t

X+ ot
2
Denklem (3.72) kullanilarak benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu su sekilde elde edilir

é:

;—b’)(

- —;—oct , y=£(£) (3.79)

Elde edilen benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu kuillanitarak denklem (3.1) benzeriik

degiskeni ve benzerlik fonksiyonu cinsinden su hale dénisturiiar
(E-1) () + 22 F(&)=0 (3.74)

Denklem (3.74) ¢ozilip elde edilen ¢dzime ters ddonisim uygulanwwsa gergek degiskenler

cinsinden ¢6ziim su sekilde elde edilir

+c, (3.75)

Eger b=c ve diger parametreler sifir segilirse benzerlik defiskeni ve benzerlik fonksiyonunu
veren adi diferansiyel denklem sistemi su sekilde elde edilir

(3.76)

Denklem (3.76) kullanilarak benzeriik dediskeni ve benzerlik fonksiyonu su sekilde elde edilir

2
z= x-%—- , y=e'f(@) 377
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Denklem (3.77) deki benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu kullanarak denklem (3.1) daha
onceki yaptigimiz gibi adi diferansiyel denkleme doénistirilebilir. Elde edilen adi diferansiyel

denklem ¢oziiilip gercek degiskenlere ters doniisiim yapilirsa su ¢6ziim fanksiyonu elde edilir

y=e'fe,e 2 rc,e 2] (3.78)

Denklem (3.68)'de elde edilen jeneratdrlerin farkli kombinasyonian kullamlarak sabit ivmeli

durum icin degisik ¢céziimler elde edilebilir.
3.2.4 Harmonik Hiz

Bu kisimda hizin belii bir vo hiz1 etrafinda siniizoidal olarak degistigini distinece@iz. Hiz
fonksiyonunu su sekilde yazabiliriz

=vg+vSint (3.79)
Denklem (3.37)' yi kullanarak h igin su esitligi yazabiliriz

v,a

h(t)=v,at sinQt+ cosQt + vib sinQt+k (3.80)

Bu durumda jeneratérier sdyle olur

&= ax+ vqatsinQt+ 15'— cosOt+vbsinQt+k

£o= at+b (3.81)
n= cy+dt+e

Cozum icin b ve ¢ parametrelerini kKeyfi diger parametreleri sifir kabul edelim. Bu durumda
denklem (3.81) su hali aiir

&4= v4bsint, =D, n=cy (3.82)
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Benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu tanimiayan adi diferansiyel denklem sistemi ise su

sekilde elde edilir

_LIQL:(_{V_ (3.83)
bv,sinQt b ¢y )

Denkiem (3.83) kullanilarak benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu su sekilde elde edilir

E=x+ lQLcos ot y=e™ (2) (3.84)

burada y=c/b dir. Tilirevleri alip denklem (3.1)'de yerine yerlestirirsek denkiem (3.1) denklem
(3.84)'teki benzerlik fonksiyonu ve benzerlik degiskenleri cinsinden su sekilde bir adi
diferansiyel denkleme dénisir

£(2) (vo'-1) + F'(E) (2yvo) +(E) v°= (3.85)

Burada f fonksiyonu ¢tzillip gercek degdiskenlere ters donusim yapilirsa ¢6ziim su sekilde
ortaya cikar

1‘5 (x+—‘é—;Co$}) 1-1—<x+ﬁ<:osm)
+o +c,et ] (3.86)

y=¢e'lce

Alternatif bir ¢6ziim olarak a parametresini keyfi birakip difer parametreleri sifir segersek
benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu su sekilde elde edilir

£= % + é’; cos Ot y=f(®) (3.87)

Elde edilen bu benzerlik degiskeni ve fonksiyonunu kuflanarak denklem (3.1)'i su sekilde adi
diferansiyel denkleme donistirebiliriz

f1(€) (€3-2voE+vo 1)+ ) (25-2v0)=0 (3.88)

Denklem (3.88) kullanilarak benzerlik fonksiyonu igin ¢dziim elde edilebilir. Elde edilen ¢dziim

gercek degiskenlere dénisturiliirse su ¢gézim fonksiyonunu elde ederiz
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x+~choth—vot-t
y = Cln f} (3.89)
X+ —-COSOt — v, +t
Q

Denklem (3.81)'de elde edilen infinitesimal jeneratdrdeki keyfi 6 parametrenin kombinasyonian
kullanifarak degisik ¢bziimler elde edilebilir. Yukanda bazi érnek durumlar icin tam ¢dztimler
elde ettik.

3.2.5 Eksponansiyel Hiz

Bu kistmda bir vo sabit hizina eksponansiyel olarak yaklasan hiz fonksiyonunu ele

alacagiz. Fonksiyon su sekilde yazilabilir
v=vg(1-e™) (3.90)

Denklem (3.37)'den

h{t)=-voa e ™ (t+ _;_ )-vgb e Mk (3.91)
elde edilir. Bu durumda jeneratorler soyle olur

£1=ax-vea e ™ (t+ &) - vgb & *+k

£,= at+b (3.92)
n= cy+di+e
Daha onceki béliimde oldugu gibi yine b ve ¢ parametrelerini keyfi diger parametreleri sifir

kabul edersek benzerik fonksiyonu ve benzerlik deg@iskenierini veren adi diferansiye! denklem
sistemini su sekilde yaziiabilir

=2 (3.93)
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Denkiem (3.93) kullanilarak benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu su sekilde elde edilir

gxe e, y=e™(®) (3.94)

Burada m=% olarak tammianmistir. Denklem (3.94)’ teki benzerlik degiskeni ve benzerlik
fonksiyonu kullanilarak denklem (3.1) su adi diferansiyel denkleme indirgenir
(Vo= () + 2vomf'(€) + m3(£)=0 (3.95)

Denklem (3.95) ¢ozullip gergek dediskenlere ters donlisim yapilirsa su ¢ozim fonksiyonu elde
edilir

T (x-Toet) x- Do)

HVy o + Cze1—vu [ ] (3.96)

y=e"lce

Cozimin zamanla patlamamasi igin m<0 veya reel kismi olmayan karmasik say! olarak
alinabilir.

Diger bir ¢6ziim igin a parametresini keyfi, dier batiin parametreleri sifir alahm. Bu
durumda benzerlik degiskeni ve benzertik fonksiyonu su sekilde elde edilir

a=%(x-30§e-“‘), y=FE) (3.97)

Denklem (3.97) kullanilarak denklem (3.1) asagidaki adi diferansiyel denkleme dénustiirilebilir
(E-DF©) + 28F ©)=0 (3.98)

Denkiem (3.98)'den benzerlik fonksiyonu igin ¢dziim elde edip ters dénisiim yaparsak gercek

degiskenler cinsinden su ¢éziim fonksiyonunu elde edebiliriz

X+ 20 gat _y
y=Cinf —%*—— (3.99)
FELLIPSLI
o

T Yumher s - ¢

AR Lol R
.;*'vﬁ

O s L YUR B
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Yine denklem (3.92)'deki parametrelerin degisik kombinasyonian kullanilarak degisik ¢ozimler
tretilebilir.

Bu bélimde hizin zamana bagh keyfi degisimi ve 6zel hiz fonksiyonlan igin infinitesimal
jeneratorier elde edilmis ve bu jeneratérlerin bazi 6zel durumlan igin ¢dziimier Gretilmistir.
Burada elde ettigimiz cozimlerin disinda bu jeneratdrler kullanilarak daha bircok ¢dziim eide
edilebilir. Bu bolimde elde etti§imiz jeneratdrier sayesinde hizin zamana bagh olarak degistigi
eksenel hareketli serit icin tam g6zlimleri sistematik olarak elde ettik.

3.3 Simir Deder Problemieri

Bundan &nceki bélumde Lie Grup Teorisi kullanilarak hareketli serit denkleminin tam
gOzimieri sistematik olarak elde edildi. Ele alinan sinir deger problemi icin eide edilen bu
cozimlerin blylik bir kismi uygun olmayabilir. Sinir deder problemlerinin gdziimleri deneme
yanilma metodunun yanisira sistematik yolla da elde edilebilir. Nonlineer problemlerde
denklemin yanisira simir sartlarinin da invaryant (degismez) kaldi§: simetriler uygun ¢ozimleri
verir. Lineer problemlerde durum bu kadar kisitlayici degildir. Dolayisi ile bu sarti uygutamak
bu c¢odziimleri de yok edebilir. Benzerlik déonisiimi ile kismi diferansiyel denklemi adi
diferansiyel denkieme gevirmek yerine kanonik koordinatiar kullanilarak bir kismi diferansiyel
denklemden daha basit bir kismi diferansiyel denklem elde etme durmunda ise sinir sarti
problemi kendiliginden ortadan kalkar. Bu bélimde 6zel bir sinir sarth icin uygun c¢oziimieri
arastiraca@iz. iki ucundan sabitlenmis seriti ele alalim. Bu durumda eksenel hareketli serit igin
sinir sartlarini su sekilde yazabiliriz

y(@.)=y(1,1)=0 (3.100)
3.31 SabitHiz

Bu béliimde sabit hizla hareket eden serit problemini ele alacagiz. Bu durum icin tam
analitik ¢6ziim elde etmek mimkindiir. Once bu sinir sartlarina sahip sabit hizli serit igin
¢Oziim lretmeye calisalim. Bunun igin denklem (3.62)deki ¢6zim fonksivonunu ele alalim.
Gerekli tirevleri alip bu fonksiyonu denklem (3.1)'de yerine vyerlestirirsek katsayilar icin su
denklemi elde ederiz

v+ 2vyot (V-1)a’ = 0 (3.101)

burada o'yi y cinsinden $dyle elde ederiz
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R o=
1T+v

Bu durumda denklem (3.62)’deki ¢oziim fonksiyonu su sekle dénusiir

Y

y(x.t) = e’(c,e W +c,e™ )
Bu ¢ozume sinur sarttarini uygulayalim
y(O,H)= e"(c, +¢,) =0, C1=-Cy
diger sinir sartini uygularsak

y(1.h=c,e™(e™ —e™)=0

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

Bu denklemdeki katsayi terimi sifir degildir. Basit olmayan bir ¢6ziim elde etmek igin parantezin

icinin sifir olmasi gerekmektedir. Bu durumda o4 ve o’ nin sanal olmasi gerekir.

o=l o, oo=i &2, =iy
Denklem (3.105)" in saglanabilmesi i¢in
o = o+2nm
elde edilir. Bu esitlik denklem (3.102)’de yerine yerlestirilirse
v=nm(1-v), o =-Nm(1-v), a=nm(1+V)
elde edilir. Bulunan bu esitlikler denklem (3.103)'de yerine yerlestirilirse
Y =C einn(‘]\vz)t[einn(v—‘I)x _ einﬂ(v+1)x]
veya parantezin icine Euler formiili uygulanirsa

o _
y(x,H=C, e™ v g™ ginnnx

(3.108)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)
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elde edilir. Deplasman fonksiyonu reel bir fonksiyondur. Dolayisi ile bu denklem eslenigi ile

toplamip gerekli isiemler yapilirsa kapali fonksiyonlar cinsinden su forma dénusir
y(x,}) = C, sinnmx cos{nn(1 -voz)t+nnvox+6] G111
3.3.2 Harmonik Hiz

Bu durum igin yakiasik bir analitik ¢6zim elde edecegiz. Harmonik hiz degisimierinin
kilglik oidugunu dusiinelim. Denklem (3.86)° daki ¢6ziim fonksiyonuna sinir sartlarini
uygulayalim. Once asagidaki kabulleri yapalim.

ViZe Vy (3.112)

(3.113)

-2
i}
=

Denklem (3.112) ve (3.113)’ i denklem (3.86) daki ¢6ziimde yerine yerlestirir, taylor acthmi

yapar ve s mertebesine kadarki terimleri muhafaza edersek su denkiemi eide ederiz

L A S 1 =
y(x.t) =e" c,e "V +c.e™ | +ee™(F—cosOt) (- Ye,e 4 Ye,e'™ (3.114)
Q T+v, 1-v,

Bu denkiemi mertebeierine ayirirsak
Y=Yoteys (3.115)
seklinde yazabiliriz. Burada

_x i
Yo(x.t) =e™| c,e M +c2e1‘V°J (3.116)

¥ 1 Y e
X, 1) = eM™({F —L cos ()| (- c.e Mo+ c.ev 3.117
y1(x.1) iy o )(( 1+Vo) 1 (1_V0) 2 ( )
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olarak tamimianmistir. Sinlizoidal hiz fonksiyonuna sahip serit igin hareket denklemi bu iki
¢6zumiin toplamudir. 1 mertebesindeki ¢céziim sabit hizh serit ¢éziimii ile ayni formdadir. Sinir

sartlarint 1 mertebesine uygulayalim. Denklem (3.116)'da v su sekilde tamimhdir
¥ = n(1-vo?) (3.118)

1 mertebesindeki ¢6ziim sir sartlan uygulandiginda denklem (3.111) in aynisi olacakhr.
Denklem (3.118)’ deki esitligi denklem (3.117)'de yerine koyarsak ve gerekli diizenlemeleri

yaparsak £ mertebesindeki ¢dziimii su sekilde elde ederiz

y1(x,H)=Cnnn % cosQt{cosnmx cos[nm(1-vo ) t+nmvex+0]-vy sinnmx sinfnm(1-ve ) t+nmvox+61}3.119)
Gergek ¢6zim 1 ve £ mertebesindeki ¢coziimlerin topiamidir.
y(x,H)=Cp{sinnnx cos[nm(1-ve )t+nmvex+6]+ nn%L cosQt(cosnmx cos[nm(1-ve t+nmvox+6]

- Vo sinnnx sin[nm(1-ved)t+nmvox+6])} (3.120)

Elde ettifimiz ¢oziim s mertebesindeki bir yaklasikiikla sinir sartlarini sagiamaktadir.

3.3.3 Eksponansiyel Hiz

=v0(1-e°‘t) hiz fonksiyonuna sahip hareketli serit denkleminin ¢ézimi{ olan denkiem
(3.96)' ya denklem (3.100)'deki sinir sartlarini uygulayahm. Burada vg/o de@erinin yeterince
kiigiik oldugunu kabul edelim. Benzer sekilde islemler yapilirsa yaklasik ¢éziim su sekilde
bulunur

yx,D= C{cosinm(1-ve)t+nmvex+0] sinnmx-nm —2 e (cosnmx cos{nm(1-vo )t+nmvox+6]
ol
-Vp sinnmx sin[nm(1-vo)t+nmvex+6])} (3.121)
Bu denklem de simir sartlanm ¢ mertebesindeki bir yakiasiklik ile saflamaktadir. Béylece bu

bolimde elde edilen tam g¢Gziimiere simir sartiart uygulayarak sinir sartlarini yaklasik olarak
saglayan géziimler elde edilmistir.
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3.4 Sayisal Ornekler

Bu bélimde 6nceki bélimlerde elde ettigimiz, sinir sartlarnini yaklasik saglayan ¢ozim
fonksiyonlarini kullanarak, degisik parametreler icin grafikler cizilecektir. Once siniizoidal
hareketli seritin ¢coziim fonksiyonu ele alinacak ve degisik durumiar icin grafikler cizilecektir.
Daha sonra eksponansiyel hareketli seritin yaklasik ¢dzimu ele alinarak benzer sekilde degisik
parametrelere gbre grafikier elde edilecektir.

Once denklem (3.120)' deki ¢dziim fonksiyonu kullanilarak siniizoidal hareketli serit igin
grafikler cizilmistir, Sekil (3.1) ve (3.2)'de v;=0.5, v4=0.1 2=5 ve C=1 secilerek 1. ve 2. mod igin
zaman ve mekan degiskenlerine gére deplasman grafigi Gi¢ boyutlu olarak ¢izilmistir. Sekil (3.3)
ve (3.4) te ise ayni parametre deQeri ele alinmis ve t=5 aninda X’ e gore 1. ve 2. mod i¢in
deplasman grafi§i ¢izilmistir. Bu grafiklerde ug¢ noktalarda sinir sartlannin yakiasik olarak
saglandi§: goriilmastiir. Sekil (3.5) ve (3.6)° da yine ayni degerler igin x=0 noktasinda 1. ve 2.
mod durumunda deplasmanlarin zamanla nasil degistidi gosterilmistir. Sekil (3.7) ve (3.8) de
ise ayni grafikler x=1 noktasi icin ¢izilmistir. Dort grafikte de uc¢ noktalarda deplasman sinir
sartlarinin  yaklasik olarak saglandi§t gosterilmisti. 2. mod durumunda uc noktalardaki
deplasmanlarin  daha biyilkk oldugu Dbelirlenmisti. Bu da c¢6zimin  yapisindan
kaynaklanmaktadir. Sekil (3.9) ve (3.10) da ise x=0.5 noktasinda 1. ve 2. mod igin deplasman
deg@isim grafigi cizilmisti. Bu iki grafik kullandarak 1. ve 2. mod icin tabii frekanslar
hesaplanabilir. Deplasman genliginin beklenildigi gibi 1. mod durumunda daha biyik oldugu
goriilmastir. Sekil (3.11) ve (3.12) de ise hiz degisim frekansi (2)) nin degisimiyle x=0
noktasinda 1. ve 2. mod icin deplasman degisim grafikleri verilmistir. Buna gore hiz degisim
frekansi arttikca ug noktalardaki deplasmanlar sifira yaklasmaktadir. Yani sinir sartlart daha
kiiclik bir yaklasiklikia saglanmaktadir.

Bundan sonraki grafiklerde ise eksponansiyel hiz degisimi icin incelemeler yapiimistir.
Grafiklerin ¢izimi icin denklem (3.121)’ deki ¢dziim fonksiyonu kullaniimistir. Sekil (3.13) ve
(3.14)" te vo=0.1 =10 ve C=1 segilerek 1. ve 2. mod icin {i¢ boyutlu grafikler ¢iziimistir. Sekil
(3.15) ve (3.16) da t=1 aninda 1. ve 2. mod icin X’ e bagh olarak deplasman degisim grafigi
gizilmistir. Uglarda sinir sartlannin yaklasik olarak saglandiy gériimistir. Sekil (3.17-3.20)' de
ise ug noktalarda 1. ve 2. mod igin zamana bagh olarak deplasman degisim grafikleri ciziimistir.
Dért sekilde de ug¢ noktalarda deplasmanin zamana badh olarak hizli bir sekilde distigi
goriimistir. Bu da ¢dzim fonksiyonun yapisindan kaynaklanmaktadir. Sekii (3.21) ve (3.22)'
de ise x= 0.5 noktasinda deplasmanin zamanla degisimi gésteriimistir. Bu iki sekil kullanilarak
ele alinan parametreler icin 1. ve 2. mod tabii frekansiari hesaplanabilir. Hem sinlizoidal hiz

degdisimi durumunda hem de eksponansiyel hiz deg@isimi durumunda hesaplayacagumiz tabii
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frekansiar boyutsuz tabii frekanslardir. Bu frekanslan boyutiu hale getirmek icin denklem (2.18)’
deki boyutsuzlastirma tanimlanni kullanarak ters déniisiim yapmamiz gerekir. Son olarak Sekil
(3.23) ve (3.24)' te o katsayisinin degisimi ile x=0 noktasinda 1. ve 2. mod icin deplasman
degisimi gosterilmistir. Her iki sekilde de o katsayisi arttik¢a ug noktalarda deplasmanin hizl bir
sekilde distidu ve hatanin azaldigi goraimustir.
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Sekil 3.2. Sintizoidal hareketii serit icin 2. mod deplasman grafidi. (vo=0.5, v,=0.1, (3=5, C=1)
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Sekil 3.3. t=5 durumunda sinlizoidal hareketli serit igin 1. mod deplasman grafigi
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0.25 i

(vg=0.5, v4=0.1, =5, C=1)

-0.25 r
-0.5 r

-0.75 1

Sekil

0.2 0.4 \ 0.6 0.8 ) {

3.4. t=5 durumunda sinlzoidal hareketli seriticin 2. mod deplasman grafigi
(vg=0.5, v4=0.1, 3=5, C=1)
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Sekil 3.5. x=0 noktasinda siniizoidal hareketli serit icin deplasmanin zamana bagl degisim grafigi
(1.mod) (vg=0.5, v4=0.1, =5, C=1)

y(t)

G.1 |

0.05 ]

-0.05

Sekil 3.6. x=0 noktasinda siniizoidal hareketli serit igin deplasmanin zamana bagll degisim grafigi
(2. mod)(v=0.5, v4=0.1, O=5, C=1)
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Sekil 3.7. x=1 noktasinda siniizoidal hareketli serit icin deplasmanin zamana bagli degisim grafigi
(1.mod)(vs=0.5, v4=0.1, O=5, C=1)
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Sekil 3.8. x=1 noktasinda siniizoidal hareketli serit icin deplasmanin zamana bagh degisim grafigi
(2.mod)(vp=0.5, v4=0.1, =5, C=1)
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0.5

y{x 4}

Sekil 3.14. Eksponansiyel hareketli serit icin 2. mod deplasman grafigi. (v¢=0.1, o=10, C=1)
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Sekil 3.15. t=1 durumunda eksponansiyel hareketli serit icin 1. mod deplasman grafigi
(vo=0.1, =2, C=1)

y(x)

0.2 0.4 \ 0.6 0.8 A

~0.5 T

Sekil 3.16. t=1 durumunda eksponansiyel hareketli serit icin 2. mod deplasman grafigi
(ve=0.1, a=2, C=1)
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[ y{t)
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-0.04 [

Sekil 3.17. x=0 noktasinda eksponansiyel hareketli serit icin deplasmanin zamana bagl degisim
grafigi (1. mod) (vo=0.1, a=2, C=1)

y(t)
0.1 r

0.5 \_1/ 1.5 2
t

-0.1 7 /

Sekil 3.18. x=0 noktasinda eksponansiyel hareketli serit icin deplasmanin zamana bagh degisim
grafigi (2. mod) (vg=0.1, a=2, C=1)
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Sekil 3.19. x=1 noktasinda eksponansiyel hareketli serit igin deplasmanin zamana bagh degisim
grafigi (1. mod) (v;=0.1, =2, C=1)
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-0.02 F \_/

Sekil 3.20. x=1 nokiasinda eksponansiyel hareketli serit icin deplasmanin zamana bagl degisim
grafigi (2. mod) (v=0.1, =2, C=1)
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-1.5 f

Sekil 3.23. « katsayisinin degisimi ile deplasman degisim grafidi (1. mod) (v¢=0.4, x=0, t=0.5, C=1)

y(o)

201

-
(A3}

o\

«

[

0.5 1 1.5

Sekit 3.24. o katsayisinin degisimi ile deplasman degisim grafigi (2. mod) (vo=0.4, x=0, 1=0.5, C=1)
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4. EKSENEL HAREKETLI ESNEK KiRiS PROBLEMI

Bu bélimde eksenel hareketli esnek kiris problemi ele alinacaktir. Kirisin egilme
direngenlidinin kicik oldugu kabul edilecektir. Denklem (2.30)’ da eksene! hareketli kiris igin
hareket denklemini elde etmistik. Bu calismada lineer hareketi inceledigimiz icin bu denklemin
sag tarafi ele alinmayacaktir. Esnek kirisi ele aldiumiz igin hareketli siirekli ortamin enine
direngenligi gdsteren v: katsayisi ¢ mertebesinde alinacaktir (e<<1). Bu durumda ele alinan
denklemde en yilksek mertebeden tiireve sahip terimin oniindeki katsayr = mertebesinde
olacaktir. Bu ise sinir tabakasi tipinde bir ¢oziimiin var oldugunu gosterir. Kirisin uclarina yakin
olan noktalarda ayri bir perturbasyon acilimi yapiimalidir. Bu acilim i¢ acihm olarak adlandirilir.
Uclara uzak olan noktalarda ise dis a¢ilim veya diizgiin perturbasyon acithimi yapmak yeterlidir.
Bu ¢6zim (dis agilim ¢6ziimi) u¢ noktalardan uzak yerlerde esnek kiris denklemi icin gecerli bir
¢ozumdir. Ancak ele aldigimiz surekli ortam kiris oldugu icin dért tane sinir sarti ortaya
cikmaktadir. Bu sebeple elde edecegimiz ¢ézim geriye kalan iki sinir sartini saglamayacaktir.
Kirisin uc¢ noktalarinda dis agilim ¢6ziimi gecersiz olacaktir. Bu problemi ortadan kaldirmak icin
Matched Asymptotic Expansions metodu kullanilacaktir. Uc noktalarda da gecerli olan bir
¢Ozim elde etmek icin kirisin her iki ucunda ikinci bir acihim (ic acihm) daha yapiacaktir. Elde
edecegimiz i¢c agihm ¢6zimii ise sadece kirisin uclarina ¢ok yakin olan yerlerde gecerli
olacaktir. Dis acilim ¢dzumi ile ic agihm c¢ozimu birlestirlerek kirisin dort sinir sartini da
sa@layacak olan kompozit ¢oziim elde edilecektir. Boylece elde edilecek olan kompozit ¢coziim
kirisin biitiin noktalar icin gecerli olacaktir. Bu problem harmonik degisen hiz ve sabit bir hiza
eksponansiyel yaklasan hiz fonksiyonlan igin ¢ozllecektir. Sinir sarti olarak basit-basit ve
ankastre-ankastre mesnetli durumlar ele alinacaktir. Bu bdlimde yapilan calismalarin bir

bélima uluslararast bir sempozyumda bildiri olarak sunulmustur (Oz et al. (1999))

Eksenel hareketli esnek kiris i¢in hareket denklemini su sekilde yazabiliriz

~2
¢ y+dvly_+2

0 2%y s 0%y o 0%y
V—=—+(v° -1 +v, — =0 41
© T at ox et ( )6)(2 e~ (4.1)

Burada y Kirisin diisey deplasmanini, x mekan Kkoordinatini, t zaman degiskenini

gostermektedir. Denklemde v(t) zamana bagh hizdir. v, ise hareketli siirekli ortamin kiris

ozelligini gosteren katsayidir ve denklem (2.18) de tammlanmistir. Kirisin enine direngenligi

kiiclik kabul edildiginden V,” = ¢ v¢ olarak alinacaktir. Harmonik degisen hiz ve eksponansiyel

degisen hiz fonksiyonlan icin ¢gbziimier elde edilecekiir.
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4.1 Harmonik Hiz

Belli bir hiz etrafinda hammonik degisen hiz fonksiyonunu ele alalim. Hiz degisim
genligini ifade eden katsayly! ¢ mertebesinde secelim. Bu durumda hiz fonksiyonu su sekilde

olur
V=votevSinQt (4.2)
Bu hiz fonksiyonunu denklem (4.1)’e yerlestirirsek hareket denkiemi su hale gelir

¥ +2y'v, +£2y'v, sinOt +8y'v,Qcos Ot +ev, ’y" +
(4.3)

(vo® +€2v,2 sin? Ot +28v, v, SinQt - Hy" = 0
Bu sartlar altinda denklem (4.1)’ e ait dis aciim ve i¢ acilim ¢bzimierini elde edelim.
411 Dig Acilim Goziimii

Bu bblumde esnek Kiris igin dis acihm ¢6zimiini bir perturbasyon metodu olan ¢ok
zaman 0Olgekli metodu kullanarak elde edecefiz. Yer degistirme fonksiyonu icin asadidaki

acthimi yapabiliriz
Y* (xte)=yg (X, To,To)re y9 (X, To,Ty) (4.4)

Burada yg dis acilimin ilk mertebesindeki ¢éziimi, y§ ise £ mertebesindeki ¢ozimi

gostermekiedir. To=t ve T4= ¢t sirasiyla hizll ve yavas zaman degiskenlerini gostermektedir.

Zamana gobre tirevler ise

9 pyeD L _5242:0,0 (4.5)
g Dotebs az Do b1 :

seklindedir (D,=0/8T,). Dis aclhm ¢dzimu icin denklem (4.4) ve (4.5)1 denkiem (4.1)'e
yerlegtirelim ve elde edilen denkiemi mertebelerine ayirahm. Bu durumda su denkiemieri elde
ederiz
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1 mertebesi:

"

Do’y +2voDoys +(vo' = Nys =0 (4.6)

¢ mertebesi:

i ’

Do®ys +2veDoys +(vo - Ny; = -v,’yg" —2DoD.yg - 2vDyy§ -2v,sinQT,Byys

@.7)

t "

-Qv, 0608 OTyyy —2vyv, sinQT,y;

1 mertebesindeki denklem, sabit hizla hareket eden serit denkiemidir. Coéziimii su sekilde
yazilabilir

Yo X ToT)=AnT) e ™ Yox) + An(T)e™ ™ Yo(x) (4.8)

Bu ¢6zumi denklem (4.6)’ ya yerlestirirsek

’

Wi =Y, +2iv,0,Y, —o 7Y, =0 4.9)

elde edilir. Serit igin sinir sartlarim su sekilde alabiliriz

Ya(0)=0, Yn(1)=0 (4.10)
Sabit hizla hareket eden serit denkleminin ¢oziimi dnceki bélimde yapilmisti. Buna gore
Y.(X)=A,e"" e sinnnx , mn=nn(1-v02), or=NTVo, n=1,2,3,.... 4.11)

yazilabilir. ¢ mertebesindeki ¢6zimi eide edebiimek icin denklem (4.8)'de vazdigimiz ¢cézimi

denklem (4.7)'de yerine yerlestirip gerekli diizenlemeleri yaparsak su denkiemi elde ederiz

Do’y +2voDo Y +(v-1) ¥S =(-vZ A Y5'-2 DsAnionY-2voD:ALYy) € +ke+S.0.T (4.12)

Bu denklemde k.e kompleks eslenigi, S.O.T ise sekiiler oimayan terimleri gdstermektedir. ¢

mertebesi icin yer degistirme fonksiyonunu su sekilde yazahm

Yo (X To.T1) = da(x, T e + W(X,To, T) + k. (4.13)
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Burada ilk terim sekiiler terimlerie, ikinci terim ise sekiiler olmayan terimlerie ilgilidir. Bu ¢6zimi
denkiem (4.12)'ye yeriestirip ¢, ile ilgili olan kismi aynstinrsak elde edilen denklem birinci
mertebedeki denkiemin homojen olmayan hali olur. Homojen denkiemin basit oimayan bir
¢bzimi olduguna goére homojen olmayan denklemin ¢ozilebilmesi c¢dzllebilirik sartini
saglamasina baghdir (Nayfeh (1981)). Denklem (4.13) denklem (4.12)’ye yerlestiriiirse

Vol = Db, 42,00, =02, =V An Ye"-2 DiAnionYp-2VoDiAsYy (4.14)
eide edilir. Sinir sartlarn ise su sekildedir
$n(0)=0, on(1)=0 (4.15)

Cozilebilirlik sartini bulmak icin denklem (4.14)'Un her iki tarafini keyfi bir u, fonksiyonu ile

carpip tamm kiimesi lizerinden integre edelim.

1 1
j u, (v E =D, +2v,,0, -0, 0, }dx= j U, V8 A Y02 DiAionY-2voDiA Y Jdx  (4.16)
0 0

Denklem (4.16) da turevleri kismi integrasyon iie ¢, fonksiyonundan u, fonksiyonu uzerine

tasirsak su denkiemi eide ederiz

"

_2iv,0 U, —o,tu bdxE (VoS — D, u, ~a.u, )+ 2V, (&,U))

jmuvo? -y,
0

)
= j U, v AL Y22 DiAGien Y, -2veD5A, Y, dx (4.17)

o]

Cézilebilirlik sartini bulmak icin denklem (4.17) nin sol tarafini sifira esitleyelim. Bu durum

integralin icinin sifir olmasi ve sinir sartlannin sifir oimast ile mimkindir. Boylece
(Vo2 ~u, —2veo.u, —o,’u, =0 (4.18)

ve sinir sartiannin sifir olabilmesi icin

un(0)=0, Un(1)=0 (4.19)

TRTICRY (R o
LT L e
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elde edilir. Denklem (4.18) ve (14.19) birlikte ¢gézullirse u, fonksiyonu Y, fonksiyonun kompleks

eslenigi olacak sekilde soyle elde edilir

U9 = Ya(x) (4.20)

Buldugumuz u, fonksiyonu denklem (4.17)'ye yerlestirilirse ¢cozilebilirlik sartt su sekilde ortaya

cikar
1 1 1 , )
—Vi’A, (Y:Yndx-2D1An[imn[YnYndx+ v, [Y.Y, 'dx| =0 4.21)
° 0 ) )
Cozulebilirlik sartinin integralleri ise su sekildedir
; (1 1 . 4)
v/ 2 4 4_4. 2 4_ 4
- Y vonmt + L 4.22
_[[Yn V,dx= C | Z(vonm)* +3n‘aty,® 4 on'x’ (4.22)
1 1
[¥.v.ax= ¢, (4.23)
) 2
1 _ , 1
J’YnYn dx = chmznzvo2 (4.24)
0

Bu sonuclari denklem (4.21)'e yeriestirirsek ¢ozilebilirlik sart
D1Ar-ikoAr=0 (4.25)

olarak eide edilir. Burada
ko=-;rvf2n3na(vo‘1 + 6V, +1) (4.26)

olarak tanimianmistir. Denklem (4.25)'in ¢6ziminden A, kompleks fonksiyonu su sekilde elde

edilir

A=Aq ek (4.27)



53

Bu ¢bzimi denkiem (4.8)'deki ¢dziimde yerine koyarsak dis agiim igin 1 mertebesindeki

¢bzimi su sekilde elde ederiz

Yo (X, To,T1)=Age ™)' Y (x) +k.e. (4.28)
Bu ¢6zimi 3. bolimde oldugu gibi kapali fonksiyoniar cinsinden su sekilde yazabiliriz

Yo (X, To,T1)=Ap sinnmx cosfwn t+nmvex+0] (4.29)
Burada wn katsayisi su sekiide tanimlanmistir

1 3
@n = opteko = nn(1-V02)+85 v (Vo By +1) (4.30)

¢ mertebesindeki y; ¢6zUmuni buimak icin sekiller olmayan terimleri ele alarak denklem

(4.12)'yi ¢bzmemiz gerekir. Sekiler terimler yok edildikten sonra denklem (4.12) su hale

donusir

’ " '

DOZ y: +2veDyg _\,/1C +(V02-1) 2 =-2V4 SinQToDq yg -2VgV4 SIiNQ Ty yg -Q vy cosQTg yg (431)

Bu denklemin ¢ozimi su sekiidedir

NTVLV,
Yo (X.H=Agf- n(; L cosOt sinnmx sinfop t+nmvex+6]
nnv,
+ ——— oS cosnnx coS[wy t+nnvex+6]} (4.32)

Bu durumda dis agihim igin su sekilde bir ¢6ziim eide etmis oluruz

nmv,Vv,

Y° (X1 = Ag{sinnnx cos[wp t+navex+6] +ef- cosC sinnzx Sinfwpy t+Navex+o]

nmv
+ ?2“ cost cosnnX CoS{wp t+nmvex+01}) (4.33)
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Bu ¢bzim Kirisin u¢ noktalan haric diger bolgelerde gecerii bir yaklasik ¢ézimdur. Ug noktalarda
stnir sartlarinin tamamini sagiamas: beklenmemektedir. Bu ¢ozim sadece serit icin yazilan iki
sinir sartini yaklasik olarak saglamaktadir. Kiris denklemi doérdiinci mertebeden oldugu icin
uctaki mesnetiere gore iki sinir sartt daha ortaya cikmaktadir. Ancak denklem (4.33)’teki ¢ézim
bu simir sartianni saglamamaktadir. Sinir sartlarinin hepsinin  saglanmast icin kirisin ug
noktalarina yakin yerde baska bir acihim yapmak gerekmektedir. Bundan sonraki boliimde bu

problemi ortadan kaldirmak icin u¢ noktalarda i¢ acihimiar yapilacaktir.
4.1.2 Basit-Basit Mesnet icin ic Acihm Goéziimleri:

Bu bélimde her iki ucundan basit olarak mesnetlenmis esnek kiris icin ic acgiim
cbzimleri ele ahinacaktir. Kiris denkiemi dérdiincti mertebeden bir denklem oldu@u icin dort
tane sinir sartinin yaziimasi gerekmekiedir. Basit mesnetli kiris icin doért sinir sarti su sekiide

yazilabilir

y(0,1)=0 y(1,1)=0 y"'(0,t)=0 y"(1,H)=0 (4.34)

Onceki bolimde elde ettigimiz dis acihm ¢6zimii sadece denkiem (4.34) te verilen siir
sartlarindan deplasmanla ilgili sinir sartlarin: yaklasik olarak saglamaktadir. Momentie ilgili simir
sartlarini ise hi¢ saglamamaktadir. Bu probiemi ortadan kaldimmak icin bu bélimde Matched
Asymptotic Expansions yontemini kullanarak ug¢ noktalarda ikinci bir acilim daha yapacagiz.

Boylece geriye kalan iki sinir sartt da ¢ozum tarafindan saglanacaktir.

x=0'da i¢c acilhim:

x=0 etrafinda bu bdlgeyi daha iyi gorebilmek icin sdyle bir koordinat secelim

== (4.35)
e

Bu acilimi denkiem (4.1)’e yerlestirelim.

A 52 3
TP L N T o7y +8f2z(v2 __1) o'y +8—4:+1Vf2 cy =0 (4.36)
azat o :

Denklem (4.36)' yt mertebelerine ayirdiimizda 1 mertebesinde elimizde en c¢ok terimin
kalmasini saJlayacak z degeri 1/2 dir. Diger bir deyisle ayirt edilmis limite karsilik gelen z degeri

1/2 dir. Bu durumda genisletilmis i¢ koordinat ve acilim soyle yazilabilir
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X . .
S y'=yo e’ Yl rey) (4.37)
4
vulandaki denklemde y' x=0 noktasi civarinda i¢ acihm ¢dziimini gostermektedir. y,,y, ve

v, ise siras| ile bu ¢gbzimin 1, e''? ve & mertebesindeki bilesenleridir. Bu esitlikleri denklem

(4.1)'e yeriestirip elde edilen denklemi mertebelerine ayinrsak su denklemleri elde ederiz

1 mertebesi :
A4yt 2,10
2 c )’n 2. o yn .
v --(-v -=0 4.38
e (1=ve") 72 (4.38)
¢"? mertebesi :
A4 ,i 62 i b, i
v’ ¢ )4‘ _(1-v%) );1 = 2D,v, yvo (4.39)
o o &
¢ mertebesi :
Ahy! 5 A2 L | ~ 2881
v’ i}f —(1=vy) ‘ y: =-2D,V, —ay—j D%y, —2vyV, sin Ot yﬁo (4.40)
Os ace ac oo

Dis acihm terimleri ile ic acihm terimlerinin birlestirildigi kompozit ¢ozimin butin siir sartianni
sagiamasi gerekir. Dis acilim ¢ozUmiini iki defa tirevieyip moment ile ilgili sinir sartlanmn
uyguladigimizda, sinir sartlarinin saglanmasini engelleyen terimler ortaya clkmaktadir. Bu

terimleri i¢c acihm ¢ézUmi ile yok edebilmek icin sinir sartlarini su sekilde seciyoruz

62 i 7,‘2 i 2,0
2 =0, “ 2100 =0, 2

< )

~2

cyy
01 =-2e

G ox

0,1) (4.41)

Denkiem (4.41)'deki son simir sartt sayesinde x=0 noktast civarinda dis acihm gdzumindeki
artan terimler i¢c acthm ¢6zimi ile ortadan kaldirilarak moment ile iigili simir sartlan
saglanmaktadir.

Denklem (4.38) in ¢bzimi su sekilde yazilabilir
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I [ A
\/1_\'( > VI=vg ,

yh =a,() +b, () +c,e V' +dy(e ‘ (4.42)

Kirisin her yerinde gecerli olan kompozit ¢dziim{ bulmak icin denkiem (4.33)’ te eide ettigimiz

dis actlim ¢6zlimd ite i¢ acihim gbzimlerinin uyumiu hale getiriimesi gerekir. Bunun icin Snce i¢
acihm ¢dziimiindeki ¢ degiskeni yerine denklem (4.37)' deki esiti yazilarak (y,)° terimi eide
edilir. Daha sonra dis acilim ¢6ziimiinde x degiskeni yerine denklem (4.37)'de tanimladigimiz i¢

koordinattan x=\/§; vazilarak (y;) terimi elde edilir. Matched Asymptotic Expansions

yontemine gbre
(vo)'=(yy)° (4.43)

esitligi yazilarak i¢ agcihm ve dis agiim ¢dziimleri uyumiu hale getirilir. J ifadesi yerine denkiem

(4.37)deki esitligi yazarsak (y'o)0 terimini su sekilde yazabiliriz

fa H fa_y 7
Y=Vt ox ViV x

i — X v, 7 v, g¥? N
(yo)o—ao(t)+b0(t)—g—w+co(t)e ' +d, (e (4.44)

Bu ¢bziimde x=0 noktasinda bo(t) ve do(t) katsayilar ardindaki terimler sonsuza gitmektedir.

C6zumdeki bu patlamayi ortadan kaldirmak igin
bo(t)=0, do(t)=0 (4.45)

almamiz gerekir. Bu sartlar altinda
(¥o)® =ao(t) (4.46)

elde edilir. (y2)' terimini ise su sekilde elde ederiz

(yo) =Agsinnmls’” cos[oy t+nnvele " +6]=0 (4.47)

Burada ¢ kiiclik bir terim oldugu icin bu ifade sifira esittir. Denklem (4.43)" teki uyumluluk sartini

kullanirsak ag(t)=0 elde ederiz. Bu durumda denklem (4.44) su hale donusir
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Ay x
yo=c,(Hhe Y ° (4.48)

Denklem (4.41)'deki sinir sartlarindan birincisi denklem (4.48)’e uygulanirsa sonug olarak
Y5 =0 (4.49)
elde edilir. > mertebesi igin ¢6ziim de su sekilde yazilabilir

o
Vv R

yi=a,) b5 +ci (e +die (4.30)

1 mertebesindeki islemlere benzer islemler yaparsak ve denklem (4.41)'deki ikinci sinir sartini
da uygularsak

y =0 (4.51)

elde edilir. ¢ mertebesindeki ¢c6ziim de diger céziimlere benzer olarak su sekilde yazilabilir

Y, =a,({t) +b,(DC +c,(He  +d,(He ™ (4.52)
1 mertebesindeki benzer islemleri ¢ mertebesi igin de yaparsak

2
-y

y, =cy(e (4.53)

elde ederiz. Denklem (4.41)' deki son sinir sartini denklem (4.53)’'e uygularsak x=0 noktasi

civarinda yapilan i¢ agiimin £ mertebesindeki ¢6ziimii su sekilde elde edilir

V.2 v,
¥y, = Ay —L=2n°nv, sin(o, t+0)e (4.54)
o

Sonug olarak x=0 noktasindaki i¢ acilim ¢cdziimi su sekildedir
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2 _\1“/@7,

v oo a——
L 2n*rv, sin(o,t+6)e % (4.55)

Y
2

0

y' =eA,

x=1'de ic acthm:

x=1 etrafinda su sekilde bir koordinat tamimiamasi ve agiim yapalm

1-x .
R y=yo+e 2y teyl (4.56)

Burada yI x=1 noktas! civarindaki i¢ acihm icin deplasmani géstermektedir. y, .y, ve y. ise

sirast ile bu ¢oziimin 1, €2

ve ¢ mertebesindeki bilesenleridir. Denkiem (4.56)'daki agihmian
denklem (4.1)’e yeriestirip eide edilen denklemi mertebelerine ayirdikian sonra su simir sartiarini

denkiemlere uygulayalm

~2y;0

~2 .t
©1=0 22z =-"2o 1y (4.57)
oK (62,4

244!
¥

P’y
L2

(o)
| S
»

)

Benzer sekilde islemler yapiiirsa x=1 noktas! civarinda her mertebe i¢in i¢ aclitm gézimleri su

sekilde elde edilir

2 \IW“V[;: =X
\ v ) M.
Y, =0, y, =0, yh = Ap —— 2n°r°vg cosnm sinfon tanvg+dle VT ° {4.58)
1-v,
Sonug olarak x=1 nokiasindaki i¢ acihm ¢dzimiini su sekiide yazabiliriz
| a—
v 2> _\I‘l-v(,‘ —1;)1
y'=Ag 91 — 2n’’vg cosnm sinfon t+nmverele YV ¢ (4.59)
p— VO

4.1.3 Basit-Basit Mesnet icin Kompozit C6ziim

Her iki ucundan basit olarak mesnetlenmis ve sinlizoidal hiz degisimiyle hareket eden
esnek kirig icin dis aciim ve ig aciim ¢8zimlerini dnceki bélimierde eide etmistik. Kiris icin
gercek ¢dzim dis aciim ve ic acihm ¢dzumierinin birlestiriimesi ile elde edilen ¢ozimdir. Elde
ettigimiz dis agihim ve i¢ acihm ¢dzUmlerini su sekilde birlestirebiliriz
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y=Yo +e(y7 +y; +yz) (4.60)

Onceki bolumierde elde ettigimiz esitlikleri denklem (4.60)'ta yerine yerlestirirsek sonug olarak

bitlin sinir sartlanini yakiasik olarak saglayan ¢6zumi soyle ifade edebiliriz

nmv, Vv,

y(X.1) = Ao{sinnmx cosfmn t+nmvex+6] +&( cosHt sinmx sinfoy tHnnvex+0]

2 A x

nnv 59 . 177
! 2n°r°vg sinfay, t+6] e

Vf
1-v,

vV, ¢

+

cosOt coSNmX COSjon t+HNrvex+6] +

-
2

——
2 v 1x
E

Vi 2n°1vy cosnn sinfop tHnnvgrele v ° ) 4.81)

+

2
1-v,

Denkiem (4.61)'de elde edilen ¢6ziim her iki ucundan basit olarak mesnetlenmis kirisin dort sinir

sartini da ¢ mertebesindeki bir yaklasiklikla saglamaktadir.
4.1.4 Ankastre-Ankastre Mesnet igin i¢ Agihm Goziimieri

Bu béliimde her iki ucundan ankastre mesnetienmis ve v=vg+tev.sinOt hizi ile hareket
eden esnek kirisin ¢ézim fonksiyonunu elde edecegdiz. Ankastre mesnetli durum icin dis agihim
denklem (4.33)'Un aynisidir. Elde edecedimiz sinir tabakasi c¢ézuminiin asagidaki simr
sartlarini saglamasi gerekmektedir.

y(0,1)=0, y{(1,5=0, y' (0,1)=0, y' {(1,5)=0 (4.62)

Bu sinir sartlarint saglatmak igin basit mesnette oldudu gibi mesnetlere yakin noktalarda ikinci

bir acihm daha yapmamiz gerekmektedir.

x=0'da ic aciim:

x=0 noktasinda i¢ koordinat ve acilimi soyledir

172

[T
1]

TR y' =yo+e Py (4.63)
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Uygun bir cdziim elde edebilmek igin x=0 noktas! civaninda i¢ acthmia ilgili sinir sartianini sdyle

segelim
e 01y=0 Moty =-Yo oy (4.64)
oc & ax

Denkiem (4.83)'0 denklem (4.1)’e yerlestirip, denklem (4.64)teki sinir sartlann kullanarak
dnceki bolumdeki gibi islemleri tekrariarsak x=0 noktasi i¢in i¢ acilim ¢dzumini su sekilde elde

ederiz

v -\F:V—c‘:_x_
y'= Ag ;;“2-—f-? nncosjony t+0] e v 7 (4.65)

‘/‘(—v0

x=1'de ic actlim:

x=1 noktasinda asagidaki i¢ koordinat ve acilimi segelim

_=x
hSCTER

Y=yo+e'?y, (4.66)

x=1 noktasindaki i¢ agthm igin simir sartlanni su sekilde secelim

-~ I °

Yo 0,)=0 Y1 0,0=2e 1) 4.67)
Ok ox

Onceki bélimdeki islemleri bu bélimdeki agiim ve sir sartlan igin tekrarlarsak x=1 noktasi

civarindaki i¢ agihim ¢éztimiinii su sekilde elde ederiz

P
\/1~v(,‘ 1-x

v, g7

v 7
y'= -Ag 3”2*,__‘——_:2.— A7 COSRT COS[my t+Nmvo+0] e (4.68)
1-v,

4.1.5 Ankastre-Ankastre Mesnet icin Kompozit Goziim

Uglarindan ankastre olarak mesnetlenmis ve siniizoidal hiz degisimiyle hareket eden

esnek kiris icin dis aciim ve ic agihm c6zimlerini dnceki bblimde elde ettik. Basit mesnetli
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durumda oldugu gibi kiris icin gercek ¢ézim dis acilim ve i¢ agtivm ¢dzimierinin biriestirilmesi ile
elde edilen kompozit ¢ozimdur. Eide ettigimiz dis aciim ve i¢ agihm cdziimierini su sekilde
birlestirebiliriz

y =y +eV3(y, +y)) +eyS (4.69)

Onceki bélimlerde elde ettigimiz esitlikleri denklemn (4.69)'da yerine yeriestirirsek bitin sinir
sartlanini yaklasik olarak saglayan kompozit ¢c6zimu su sekilde elde ederiz

\M—Vn: x

y(x.t) = Ag{ sinnmx cosfon t+nmvx+6] +s1’2(—-—Yi— nn cosfon t+0]e ¥V °

V1= v02

\/‘T—V,‘: 4-x

V 7
- —m==t== N7 COSNT COS[an t+NnvetBle  * ° )
Yi-vy”
nmv v ) . nmnv
+g (-—]5—-9—‘00591 sinnnx sinfoat+nnvex+6)+ 7;21 cos(t cosnmx cosfmn t+nnvex+6] ) } (4.70)

Denklem (4.70)'te elde edilen ¢doziim her iki ucundan ankastre olarak mesnetienmis kirisin dort
sinir sartint da yaklasik olarak saglamaktadir. Boylece harmonik deg@isen hizla hareket eden
esnek Kiris igin iki degisik mesnetieme durumunda sinir sartlanm yaklasik olarak saglayan

¢cozUmieri elde ettik. B6lum 4.3 te elde ettigimiz bu ¢ézimileri kullanarak grafikler cizilecektir.

4.2 Eksponansiyel Hiz

Bu bé6limde asadidaki gibi yavas eksponansiyel hiz dedisimine sahip esnek Kkiris icin
¢bziimieri arastiracagiz.

v=v,(1-se™™) @7
e™ terimini ¢ mertebesinde kabul edilmistir. Bu denkiemi denklem (4.1)’e verlestirirsek
Y +2y'(vy —evge™) +ay'voae™ +ev,ly" +(v,0 Dy —e2v,le ™y +e?v, Se MMy = 0 (4.72)

elde edilir. Harmonik degisen hiz durumunda oldugu gibi chis acihim ve ic agihm ¢bziimierini elde
edelim.
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4.21 Dis Agilim Coziimii:

Bu boélimde eksponansiyel hiz defisimine sahip esnek kirig icin dis acihm g8zimi eide
edilecektir. Bunun icin harmonik degisen hiz durumunda oldugu gibi cok zaman OGigekii metot
kullamlacaktir. Denklem (4.4) ve (4.5)'teki agilimlan denklem (4.72)'ye uygulayip olusan denklemi

mertebelerine ayirirsak su denklemieri elde ederiz

1 meriebesi:

"

Dozyg +2veDoyg + (V02 -y =0 (4.73)

¢ mertebesi:

Do’ys +2voDoys +(vol ~ys =-v,7ys" —2D D,y% -2v D,ys +2v e "Dy}
(4.74)

! ¥
—oT, \,0 2 ~aTy,,0
—avee™yg +2vp e yg

Yukaridaki denklemlerden de goriildugi gibi 1 meriebesinde harmonik hiz degisimine sahip kiris
ile eksponansiyel hiz degisime sahip kirisin ¢oziimleri aynidir. Denklem (4.8)'deki c¢Ozumii

denklem (4.73) i¢in de yazabiiiriz. Bu ¢6ziim{ denkiem (4.74)’ te yerine yerlestirirsek

D2y +2v Doy + (Vo2 =NyS = (=v,?A,Y." ~2D.io A,Y, ~2v,D,A,Y, e

+A e Te T (v DY, —av,Y, +2v,2Y, )+k.e (4.75)

Denkiem (4.75)te goOrildigl gibi sekiler terimler harmonik degisen hiz durumunda ve
eksponansiyel degisen hiz durumunda aynidir. Bu nedenle ¢oziilebilirlik sartt da ayni olacaktir. ¢
mertebesindeki ¢tzimil elde edebilmek igin ise sekiller oimayan terimleri ele alip gerekii islemieri
yaparsak sonu¢ olarak eksponansiyel degisen hiza sahip esnek kiris igin dis acilim ¢dzimi su
sekilde elde edilir
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2
. - v . .
yo(x,t) = Ao ( SiNNmx coS[wy t+Nmvex+0] +¢ ™% {EZ‘_L sinnmnx sinfon t+nmvex+0]

o

v,
04

caosnnX coSfay tHnmvex+0]} ) (4.76)

Elde edilen denkiem (4.76), uclarda deplasmanlann sifir oldugunu gdsteren iki simir sartini
yaklastk olarak saglamaktadir. Kiris icin ise buna ilave olarak iki sinir sartinin daha saglanmast
gerekmektedir. Bu problemi ¢tzmek icin dnceki boliimde oldugu gibi her iki ucta ikinci bir acihm
daha yapilmahdir.

4.2.2 Basit-Basit Mesnet igin i¢ Agiim Goziimleri

Her iki ucundan basit mesnetli ve eksponansivel hiz dedisimine sahip esnek Kiris igin
elde edilecek olan sinir tabakas: ¢bzuminin denklem (4.34)teki sinir sartlann sagtamast
gerekmektedir. Bunun icin ug¢ noktalarda ikinci bir agilim yapmaya ihtiyag vardir. Harmonik
degisen hiz icin yaptigimiz islemiere benzer islemier yaparsak x=0 ve x=1 noktalarindaki i¢

acihmiari su sekilde elde ederiz

x=0'da ic acilim:

2 \[1“"(‘: X
1

Vi onPrPvo sinfen t+O]e V ° 4.77)

T—vg

yl=A0£

2

x=1'de ic acihim:

——

2 YV x
A\ - . VIRV
L 2n°nvg cosnn sinfon tHnmvgtole v ° (4.78)

|
y'=Ape
° 1-v,

2

Elde ettigimiz i¢c acthm c¢dzimlerini dis agihm cdzimi ile birestirerek biitiin sinir sartlarin

saglayan ¢ézumileri elde edehiliriz.
4.2.3 Basit-Basit Mesnet igin Kompozit Goziim

Yukarida buldugumuz ic agihm ve dis agihm c¢oziimierini harmonik degisen hiz
durumunda oldugu gibi birtestirirsek kompozit ¢dziimii su sekilde elde ederiz
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‘/1‘vﬂ' X

2
. ' \Y R
yot) = Ao{ sinnmx coson t+nmvex+0+ & (—— 2n°n’vo sinfon t+6]e ' °
T-v,
v 2 \"—Vr-7 1-x ARV 2
. . RYF - TC . .
+—1— 2n°7’vg cosnm sinfon tHnmverle Y 7+ e ™ (2 sinnmx Sinfwy tAmVEx+0]
1=V, o
™, \
- COSNTX COS[wn t+Nmvex+0] ) ) } (4.79)
63

Denklem (4.79)'da elde edilen ¢oziim her iki ucundan basit mesnetli ve eksponansiye! degisen
hizla hareket eden esnek kirisin biitiin sinir sartfarini yaklasik olarak saglamaktadir.

4.2.4 Ankastre-Ankastre Mesnet icin ig Acihim Coziimleri

Her iki ucundan ankastre mesnetli esnek kirisi ele alahim. Bu durumda elde edecegimiz
¢Ozimin her iki ugta deplasmanlann ve egdimierin sifir oldugunu gdésteren denklem (4.62)" vi
saglamasit gerekmektedir. Dis agihm ¢6ziimii denklem (4.76) ile ayni formdadir. Harmonik hiz
degisimi durumundaki isiemlere benzer islemleri bu durum igin de yaparsak her iki uctaki ic
acihim ¢ozimlerini su sekilde buluruz

x=0'da ic acihm:

y i s
i 112 £ v, it
Yy=Ape < ———== N7 COS[e, {+0le ' ° (4.80)
} 2
Vi-Vv,
x=1'de i¢ acthm:
f Vs 'S%Lli
y=-Ape nm cosnn CoS[w, t+6}je 7' ¢ (4.81)

Y=V

4.2.5 Ankastre-Ankastre Mesnet igin Kompozit G6ziim

Buldugumuz dis acihm ve i¢c agihm ¢dzimierini daha 6nce yaptiimiz gibi birlestirirsek bitiin

sinir satlarint yaklasik olarak saglayan kompozit ¢8ziimii su sekilde elde ederiz
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¥ [
V( - e

Y00t = Ao{ sinnmx cosfwn t+nmvex+6] + &' ( nn cosjon t+0]e V' ¢

v, -
- —=——— N7t COSNT COS[wn t+Nnvy+0]e

\/1—\/02

2
R nmvy© .
rE ) 4+ gem® (2 sinnmx sinfoy t+anvex+o)
o

Vo cosnmx cosfan t+nnvex+6] )} (4.82)
(08

Elde edilen denklem (4.82) her iki ucundan ankastre mesnetienmis exponansiyel hareketli
esnek Kkirisin butin sinir sartlanm yaklasik olarak saglamaktadir. Bdylece bu bélimde
eksponansiyel degisen hiz ile hareket eden ve farkli sekillerde mesnetlenmis kiris icin gerekli
olan bitiin sinir sartlanini yaklasik olarak saglayan c¢ozimieri elde ettik. Bundan sonraki

bélimde elde edilen ¢ézlimler kullanilarak degdisik durumlar icin grafikier cizilecektir.
4.3 Sayisal Ornekier

Bu bdlumde 6nceki bolumlerde elde ettigimiz sintizoidal ve eksponansiyel olarak degisen
eksenel hareketli esnek kiris ¢oziimieri ile ilgili grafikier cizeceg@iz. Once belii bir hiz etrafinda
sintzoidal degisen hiza sahip esnek kiris ele alinacaktir. B6liim 4.1’ de elde edilen basit — basit
ve ankastre — ankastre mesnetli durumiar icin dis agihim ve kompozit acihim ctziimieri grafikler
Gzerinde karsilastirtacaktir. Daha sonra bélum 4.2° de elde edilen belii bir hiza eksponansiyel
olarak vyaklasan hiz degisim fonksiyonu igin benzer karsilastirmalar grafikler iizerinde
yapilacaktir.

Sekil 4.1 de her iki ucundan basit olarak mesnetienmis siniizoidal hareketli esnek kiris
ele alinmistir. Denkiem (4.33)'teki dis agihm ve denkiem (4.81)° de elde edilen kompozit acihm
¢ozumleri kullanimistir. vp=0.6 v,=0.2 =2 v=0.1 6=0 £=0.1 ve t=1 alnarak dis aciim ve
kompozit agihm ¢éziimlerinin 1. mod i¢in deplasman degisim grafikleri cizilmistir. Her iki agthim
¢6zumil de sinir sartlanini yaklasik olarak saglamaktadir. Ele alinan durum igin dis aciim
¢ozUmi deplasman icin sinir sartlanni daha az bir yaklasikiikla saglamaktadir. Ug noktalardan
uzak bolgelerde ise bu iki ¢bziim ¢akismakiadir. Sekil 4.2' de ise ayni sarilar altinda dis agihm
ve i¢ agllim igin moment degisim grafikleri giziimistir. Dis acthm ¢6ziimanin momentle ilgili sinir
sartlanni hic saglamadidi, i¢c acihm ¢dziimlerinin de dahil edildigi kompozit agihm ¢6zUmiiniin

momentle ilgili simir sartlanm ¢cok az bir hata ile sagladigi goriilmiistiir. Ug noktalardan uzak



66

bolgelerde ise her iki coziim birbiri ile cakismaktadir. Sekil 4.3 ve 4.4’ te ise ayni kabulier altinda
1. mod i¢in yaptlan islemier 2. mod icin tekrarlanmistir. Yine deplasman degisim grafiginde her
iki cozUm sinir sartlanini yaklastk olarak saglamakta, moment degisim grafiginde ise dis agihim
cozumii simir sartiann hic saflamazken kompozit agilim ¢dzimi sinir sartlanini gok az bir
yaklasikitkla saglamaktadir. Sekil 4.5-4.8" de ise ankastre-ankastre mesnetli durum icin grafikier
gizilmistir. Ankastre mesnetii durumda dis acihm ¢dzUmii basit mesnetli durum ile ayn
oimaktadir. Kompozit agtiim ise farklidir ve denklem (4.70) te elde edilen ¢éziim kullanmimustir.
Sekil 4.5 ve 4.6’ da 1. mod icin deplasman ve egim degisim grafikieri ciziimistir. Deplasman
grafiklerinde her iki grafik birbirine yakin olarak elde edilmistir. Yalniz basit mesnette oldugu gibi
u¢ noktalarda dis agihm ¢tzimiindeki hata daha az olmaktadir. Egim degisim grafiklerinde ise
dis acilim gézumunin simir sartlanini hic saglamadigr kompozit acihm ¢dziminiin ise ¢ok az bir
hata ile sinir sartlarini sagladigi goruimustir. Sekil 4.7 ve 4.8" de ise ayni islemler 2. mod igin
tekrarlanmis ve 1. mod igin cizilen grafikierde oldugu gibi dis agiim ¢dziimi egim degisim
grafifinde sinir sartlarini sagiamada basarisiz olurken kompozit agihim ¢ézimi simir sartlannin

hepsini kiglk vaklasikliklarla saglamustir.

Sekil 4.9-4.16" da ise siniizoidal hiz deg@isim icin cizilen grafiklere benzer olarak
eksponansiyel hiz degisimi icin grafikler eide edilmistir. Sinlizoidal hiz degisimi icin elde edilen
sonuglar eksponansiyel hiz degisimi igin de ayni sekilde elde edilmistir. Sekil 4.8-4.12" de
uglardan basit olarak mesnetienmis durum ele alinmistir. Dis acihim ¢6zimi icin denklem
(4.76), kompozit acilim ¢6zUmi icin ise denklem (4.79) kullandmistir. 1. mod ve 2. mod igin
cizilen grafikierde yine deplasman ile ilgili sinir sarflan her iki acihm igin yakiasik olarak
saglanirken, momentle iigili sinir sartiar sadece kompozit aciim ¢6zUmiinde saglanmaktadir,
Dis actlim ¢Ozimi moment ile ilgili sinir sartlarinda gok biiylik hata vermektedir. Uglardan uzak
noktalarda ise her iki ¢6zim cakismaktadir. Sekil 4.13 - 4,16’ da ise uclardan ankastre
mesnetienmis durum ele alinarak 1. mod ve 2. mod igin deplasman ve egim dedisim grafikleri
gizilmistir. Ankastre mesnetli durumda da dis agilim ¢éziimleri depiasman ile ilgili simir sartlarini
yaklasik olarak saflarken edim ile ilgili sinir sartlannda ¢ok biiyiik hata vermektedir. ic acihm
¢ozumierinin de ekiendigi kompozit agiim ¢dozimi ise dért simir sartini da az bir hata e
saglamaktadir,



-0.2 /
/
/
: /
0.4 | : /
/
-0.6
/
/
-0.8 |

Sekil 4.1. Harmmonik dedisen hiz ve basit-basit mesnet durumu icin deplasman degisim grafigi
(Ao=1, n=1, vo=0.6, v1=0.2, 0=2, v&=0.1, 6=0, t=1, ¢=0.1)
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Sekil 4.2. Harmonik dedisen hiz ve basit-basit mesnet durumu igin moment degisim grafigi
(Ao=1, n=1, vg=0.6, v4=0.2, O=2, v=0.1, 0=0, t=1, £=0.1)
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Sekil 4.3. Harmonik degisen hiz ve basit-basit mesnet durumu icin deplasman degisim grafigi
(Ag=1, n=2, vp=0.6, v,=0.2, O=2, v=0.1, 6=0, t=1, £=0.1)
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Sekil 4.4, Harmonik degisen hiz ve basit-basit mesnet durumu igin moment degisim grafigi
(Ac=1, n=2, vg=0.6, v{=0.2, O=2, v#0.1, 8=0, t=1, e=0.1)
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Sekil 4.5. Harmonik dedisen hiz ve ankastre-ankastre mesnet durumu icin deplasman degisim

grafigi. (Ag=1, n=1, vg=0.6, v4=0.1, O=2, v=0.1, 6=0, t=1, £=0.1)
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Sekil 4.6. Harmonik dedisen hiz ve ankastre-ankastre mesnet durumu icin e@im degisim grafigi

(Ac=1, n=1, v;=0.6, v;=0.1, =2, v=0.1, =0, t=1, ¢=0.1)
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Sekil 4.7. Harmonik dedisen hiz ve ankastre-ankastre mesnet durumu icin deplasman degisim
grafigi. (Ag=1, n=2, v0=0.6, v1=0.1, =2, v{=0.1, 6=0, t=1, £=0.05)

Sekil 4.8. Harmonik dedisen hiz ve ankastre-ankastre mesnet durumu icin edim degisim grafigi
(Ag=1, n=2, vg=0.8, v+=0.1, =2, v&=0.1, 0=0, t=1, £=0.05)
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Sekil 4.9. Eksponansiyel dedisen hiz ve basit-basit mesnet durumu igin deplasman degisim
grafigi. (Ag=1, n=1, v=0.5, a=2, v=0.2, 6=0, t=1, £=0.1)
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Sekil 4.10. Eksponansiyel degisen hiz ve basit-basit mesnet durumu igin moment degisim grafigi
(Ac=1, n=1, vg=0.5, =2, v=0.2, =0, t=1, ¢=0.1)
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Sekil 4.11. Eksponansiyel degisen hiz ve basit-basit mesnet durumu i¢in deplasman degisim

grafigi. (Ac=1, n=2, vg=0.5, o=5, v=0.2, 6=0,1=1, e=0.1)
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Sekil 4.12. Eksponansiyel degisen hiz ve basit-basit mesnet durumu icin moment degisim grafigi

(Ao=1, n=2, vp=0.5, «=5, v=0.2, 6=0, t=1, £¢=0.1)
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Sekil 4.13. Eksponansiyel degisen hiz ve ankastre-ankastre mesnet durumu i¢in deplasman
degisim grafigi. (Ag=1, n=1, vo=0.1, =5, v=0.1, 6=0, t=1, ¢=0.01)
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Sekil 4.14. Eksponansiyel degisen hiz ve ankastre-ankastre mesnet durumu igin egim degisim

grafigi. (Ac=1, n=1, vg=0.1, =5, v=0.1, 6=0, t=1, £=0.01)
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Sekil 4.15. Eksponansiyel dedisen hiz ve ankastre-ankastre mesnet durumu icin deplasman

degisim grafigi. (Ac=1, n=2, vg=0.1, a=5, v=0.1, 6=0, t=1, £=0.01)

Sekil 4.16. Eksponansiyel degisen hiz ve ankastre-ankastre mesnet durumu icin egim degisim
grafigi. (Ap=1, n=2, vg=0.1, =5, v&=0.1, 6=0, t=1, £¢=0.01)
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5. EKSENEL HAREKETLI KiRiS PROBLEMI

Bu galismada hizin zamana bagh olarak degistigi eksenel hareketli kiris probiemi ele

alinacaktir. Analitik géziimler boiiim 3’ te oldugu gibi Lie Grup Teorisi kullanilarak sistematik bir
Eksenel hiz zamanin bir fonksiyonu oldugu igin Lie Grup teorisiyle birlikte

sekilde bulunacaktir.

Esdegerlik Doniisimleri (Equivalence Transformations)' de uygulanacaktir. Kiris hizi keyfi hiz, sabit
hiz, sabit ivmeli iz, harmonik de@isen hiz ve eksponansiyei degisen hiz olarak degisik formiarda
ele ahnacaktir. Lie Grup teorisi Esdegeriik  Donusiimleri ile birlikte kullanilarak hareket

denklemierine ait infinitesimal jeneratorier elde edilecektir. Elde edilen bu jeneratorierin farkli
varyasyonlari kullanilarak degisik hiz fonksiyonlari igin sistematik bir sekilde tam c¢dzimier
Uretilecektir. Kirisin uclardan basit mesnetiendigi, hizin harmonik ve eksponansiyel olarak degistigi

durumiar igin sinir sartlarini yaklasik olarak saglayan géziimler elde edilecektir.

icin Lie Grup donlsimi

5.1 Lie Grup Teorisi
hareketli kiris denkleminin ¢bzimii

Bu bélumde eksenel
uygulanacaktir. Hiz zamana bagh keyfi bir fonksiyon olarak ele alinacaktir. Bu sebeple bélum 3’ de
oldugu gibi Lie Grup Teorisi ile birlikte esde@erlik donisumleri de uygulanacaktir. Eksenel hareketii

N 9 (5.1)

ov
4 ay

kirig icin hareket denklemi su sekildedir
2
2
4

~ 2 2
LS A ) A SVt A VE S i
dt ox oxat ox ?
— =0 olarak yazilabilir. Denklem

ox

ise sadece zamana bagdli eksenel hizdir. Bu nedenle — =0 ve

at*?
burada y kirigin diisey deplasmani, x mekan koordinatt, t zaman degiskeni, v; kirislik katsayisi, v(t)
v
(5.1) boyutsuz formdadir. B6lom 3’ de oldugu gibi Lie Grubu Teorisini uygulamak igin su degisken

déniisimlerini yapalm
oy oy ay %y &%y
X=X’ thi =_7 2=—_——7 = 1 =—71 = s
1 2 Y4 2, y o, Y12 ox.ox. Y11 ox Y22 6)(22
~4 =
i (5.2)
oxX, X, oy

<
K
X
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Bu durumda denklem (5.1) yeni degiskenier cinsinden su sekie dénisiir
Yoo T VoY + 20 + (V2 = DYy 4V Yy =0, V=0, vs=0 (5.3)

Lie Grup Teorisini uygulamak icin bu problemde kullanacagimiz dordincii mertebeye
genellestiriimis infinitesimal jenerator su sekildedir

a+(xx y)—a—+ (X, X yv)-ﬁ—
(X4, X5, oy T XX YY)D

é)
X9 = E_,1(X1,X2,y)5;+ g2 (X1, X2.Y) ox,

| A

+n1(Xuxzayl)’m)’z)‘a;"*’“11(waz,y’)’w)’z’Yﬂ’YQ) 2y
" 11

~

¢

0
F M2 (X X0, Y. Y10 Y2, Y91, Y2 Yoo ) —— + Mo (X0, X0, Vo ¥4 Y 2. Vi Yoo )
Yz Oy 22

~ ~

o o
+ R (X X0, Y Vo Vo )=+ By (X4, X0, ¥,V Vo ) —— 4 Ha (X4, X5, Y, V. V)
ov, v, 3

o))

~

0
+ Nyy30(X X, ¥V Yo Yas Yaon Yina1) = (5.4)

1111

denklem (5.4)teki &:, £ ve m yeni de@iskenleri baslangicta x.t,y de@iskenlerine, u degiskeni ise
xty,v degiskenlerine baglh terimlerdir. n,,,my,. My, Ve My ifadelerini £, 25, n ve yeni degiskenier
cinsinden yazilabilir. Bolim 3’ de n14, n12 Ve ny» ifadelerini elde etmistik. n,,, ve n,,4, ifadeleri elde

etmek icin denklem (3.11)’ e benzer olarak su denkiemleri yazabiliriz

N111 = De(na1) = D€ Y111 = D1(E) Y112

M111 = Di(Mi11) = Da(€9)Y1111 — De(&2)ya112 (5.5)

Denklem (5.5)' deki D, ifadesi denkiem (3.12)' de tamimlanmistir. nq; ifadesi de denklem (3.13)’ de
elde edilmistir. Ayrica hiz degiskeni sadece zamanin bir fonksiyonu oldugunu igin denklem (3.7) ve
(3.8)" de elde ettigimiz ifadeler burada da gecerlidir. Denkiem (5.5)" de bilinenleri yerine yerlestirip
denklem (3.8)" i de dikkate alarak gerekli islemleri yaparsak m11; ve n4414 ifadeleri icin su esitlikleri
elde ederiz
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2%t . i &° a° 8%t
- ‘:1_2 (y))" -3 bj Yi¥qq + gn Y +5>2 = nz - ;i )’12
X0y 5X1 1 L 0X15y 3X1

& oy " ox, 1
ol e g o o’ 3 &%
Ty = = 3+(2 an - 541 Yo+ - ;1 -2~- 3‘ Yo + |~ 2?2—2 32 y,’
X L X oy o Xy 0y OXy" | Xy oy X, 0y
64§1 . 63§1 GAT’[ I_ f-wAn 6451 .
5 (V)T =3 Y Y T waZ PCREPEP L
ox,” oy ox, ox,” oy x oy’ ox ey
53 63/1: 64 64£ 5 eéa a3§1
1= Anz_zﬁ ;1 Ya¥aq F ns -2 2,12 Yo - — y14"3 )
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¢ 07 0 &vE 87
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62 32 82 a?& azr 82; _]
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& o o o o
+ y1111{%‘:—2§:‘j"3%y‘1111 ”gyl”zyﬂﬂ[i'*’ Y4 ;;J (5.6)

Denklem (5.4) denkiem (5.3) e uygulanirsa asagidaki invaryanthk sarti su sekilde elde edilir

2 X
Moo + Wo¥1 + Vomly + 21y 45 + 2V, + 2VRy gy + (V2 =y + Vi ngey = 0 &7

Denklem (5.3)" den yq441 Su sekilde yazilabilir

1
Yi111 = ":/“’;}' (yzz VoY, 2Vy12 +(V2 —1))/11) (5'8)

f

Daha Once elde ettigimiz esitiikleri denkiem (5.7)’'de yerlerine yeriestirelim ve yq41, ifadesi yerine de
denklem (5.8)' deki esitligini yazallim. Bu durumda Bolim 3’ te oldugu gibi bir denklem blogu elde
ederiz. Bu denklem blogu yiksek dereceli de@iskenler cinsinden bir polinom teskil etmektedir. Bu
polinomun sifira esit olabiimesi ancak ve ancak biitiin yiiksek dereceden degiskeniere ait terimlerin
katsayilarinin sifir olmasi ile mumkindiir. Elde ettigimiz denklem blogunu Bé&lum 3’ te oldugu gibi
denklem sistemine donistiiriip bu denklemler ¢ozillirse £4, £, m ve p terimlerinin x, t ve y' ye

bagimhiklan su sekilde eide edilir
£1=h(t)
£2=k
(5.9)
n=at+by+c

p=h'(t)

Burada a,b,c,k terimieri keyfi sabitlerdir. h ise zamana bagli keyfi bir fonksiyondur. (t,v) uzayinda
esdegerlik operatoruniin projeksiyonu su sekildedir

P=t, 24+, 2 (5.10)
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invaryanthik sartini su sekilde yazabiliriz
Plev(t)]=0 (5.11)
isiemier yapildiginda hiz fonksiyonu h(t)’ ye bagli olarak su sekilde elde edilir

h'tt)

viy=== (5.12)

Denklem (5.9)" da elde edilen infinitesimal jeneratérerin farkii varyasyonlan alinarak ve denkiem
(5.12) kullanilarak degisik tam ¢dziimler eide edilebilir.

§.2 Tam Gozimlerin Bulunmasi

Bu bélimde denklem (5.9) ve denkiem (5.12) kullanilarak hizin degisik fonksiyoniari igin tam
gcozumler Uretilecektir. Bunun icin iki farkh yaklasimia céziimier eide edilebilir. Birinci yaklasimda
denklem (5.9)'daki simetriler kullanilarak kanonik koordinatiar tamimianir ve hareket denklemi basit
bir forma indirgenerek ¢ozilebilir hale getirilir. Bu yaklasimi keyfi hiz durumu igin kullanacagiz.
Ikinci yaklasimda ise eski degiskenler cinsinden yeni bir benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu
tanimlanir. Bu transformasyon kullanilarak kismi diferansiyel denklem adi diferansiyel denkleme
indirgenir ve adi diferansiyel denklem goziildikten sonra ters dbnusimle gercek degiskenler
cinsinden ¢6ziim elde edilir. Bu yaklasimi hiz degisiminin 6zel fonksiyonlar igin cbzumler eide
etmede kullanacagiz.

§.21 Keyfi Hiz

Keyfi v(t) hizt icin tam cozimler x ve t bagimsiz degiskenierinin baska degiskenlere
donistiiriimesi ile bulunabilir. Optimal (principal) koordinatlar kullamlarak denklemier daha basit
forma indirgenebilir. Denkiem (5.9)'daki sabitleri k=1, h(f)=v{l) ve diger parametreler sifir olacak
sekilde secelim. Bu durumda

dx
ol = dt (5.13)
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elde edilir. Bdylece optimal koordinatiardan biri su sekilde tanimianabilir
E=x- _( v(t) (5.14)

Diger bir secimi h(t)=keyfi ve diger parametreler sifir olacak seklinde yapabiliriz. Bu durumda

ax _dt (5.15)
ht) 0

ve

=t (5.16)

elde edilir. Elde edilen yeni £ ve © bafimsiz degiskenler denklem (5.1)% asadidaki basit forma

indirger
~4 ~2 ~2
e} C C

VS BV UG A (5.17)
R

Denklem (5.17) ¢ozullr ve gergek degiskenlere ters doniisiim yapilirsa su ¢ézimii eide ederiz

J1—Q1+4v3m?

1 27
\1—\1+4v,m

(x=[vey x-Jy

y{x,t)=(cscosot+cysinet) (cze V2 +cye Y,
{1»\1~4v3m7 Yy eavie’
~m-/—5~—-<x-jv(m e Jver
+cse v +cge TV ) (5.18)

Bu bolimde keyfi hiz fonksiyonu igin kismi diferansiyel denklemimiz kanonik koordinatlar
kullanitarak daha basit bir formda yazilip ¢6zim elde edildi. Bundan sonraki bolimlerde hiz

fonksiyonun &zel durumlari icin ¢dzlimler elde edilecektir.
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£.2.2 Sabit Hiz

Bu ve bundan sonraki bdlimlerde 6zel hiz fonksiyonlar icin ¢éziimier Uiretilecektir. Cozim icin
dnce yeni benzeriik de@iskeni ve benzerlik fonksiyonu tanimlanacak ve bu tanimlar yardimi ile kismi
diferansiyel denklem adi diferansiyel denkleme indirgenecektir. Elde edilen adi diferansiyel denklem

gOzulup ters dénusiim yapilarak gergek degiskenler cinsinden ¢oziim elde edilecektir.

Eksenel hiz sabit alindiginda denkiem (5.12)'den h=sabit elde edilir. Bu durumda infinitesimal

jeneratdrier asagidaki halde yazilabifir

£2=k (5.19)

n=at+by+c

Elde edilen bu jeneratdrier kullanilarak degisik ¢ézimier eide edilebilir. ilk olarak a=b=c=0, h ve k

sabitleri keyfi secilirse su denklem elde edilir

dx dt dy
— = 5.20
h k 0 (5.20)
Bu durumda benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu su sekilde tanimlanir
k ¢
E= Ex—t, y=f(%) (5.21)

Burada £ benzerlik degiskeni, f(£)' de benzerlik fonksiyonudur. E=m alinir ve denklem (5.21)

denkiem (5.1)'e yerlestirilirse su denklem eide edilir
vZm® Y+ (vm? —m? +1-2mv)f" = 0 (5.22)

Denklem (5.22) ¢6zilur ve gergek degdiskenler yerine yerlestirilirse su ¢dziimi elde ederiz
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v2m? ~m® 41-2vm

(mx=Y) _ ’ﬂv‘m‘ —rr:r+1-2vm (mx-1)

yoo=ciet VT +Cpe ! ‘ + Ca(mx-t) + Gy (5.23)

Diger bir ¢bzim icin k ve b parametreleri keyfi digerieri sifir olsun. Bu durumda

s

=X, y=e™ f(5), (5.24)

bulunur. Burada n=I(b- dir. Turevleri alip denklem (5.1)'e yerestirelim. Bu durumda benzerlik

fonksiyonu igin su diferansiyel denklemi yazabiliriz
Vi Y+ (v =D +2vnf +n?f=0 (5.25)
Burada n=in alirsak denklem su hale doniistr

Ve 4 (V=) +2ivnf —nf=0 (5.26)

Yukandaki denkleme ce™ seklinde bir ¢oziim onerirsek B katsayilarinin saglamasi gereken

denkiem
VIS —(vI ~Np2-2vnp-n? =0 (5.27)

olur. Bu denklemden 4 ayr 3 de@eri bulunabilir. Bunlara 1, B2, Bs ve Bs dersek ¢6ziim soyle ifade

edilir

fE)=c, e® + c et + cye™ +¢ et (5.28)
Bu durumda ¢dzumil gercek degiskenler cinsinde su sekilde elde ederiz

yix )= e™ (cie®*, c,e®*, cae™ +c,e") (5.29)

Eide edilen bu ¢6ziim sinir sartiart uygulanmamis ¢éziimdir. Sinir sartian ile ilgili uygulamalar
bélum 5.3' te yapilacaktir. Denklem (5.19)" daki infinitesimal jeneratOrierde keyfi parametrelerin
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varyasyonlari kullanilarak degisik ¢tzumier gretilebilir. Bu bolumde bunlara ornek teskil edecek

¢obzumier yapilmistir.
£.2.3  Sabit ivmeli Hiz

Hiz degisimini sabit ivmeli olarak (v=at) alirsak denklem (5.12)deki bagmtidan h katsayist

su sekilde elde edilir
h=okt+m (5.30)

Bu durumda infinitesimal jeneratorier su sekilde olusur

&=k (5.31)
n=at+by+c

Goziim igin k ve b parametrelerini keyfi, digerlerini sifir secelim. Bu durumda benzerlik degiskeni ve

benzeriik fonksiyonunu verecek olan esdeger adi diferansiyel denklem sistemi su sekiide elde edilir

fk(—:gzgl (5.32)
akt  k by ’

Denkiem (5.32) kullanilarak benzerlik degiskeni ve benzeriik fonksiyonu su sekilde elde edilir

2
=x- 3‘; y=et f(5) (5.33)

Jxe

Burada vy=b/k’ dir. Yeni dedisken ve fonksiyonlar cinsinden tiirevieri ifade edip denklem (5.1)'e
yerlestirirsek denklem (5.25)" in benzerini elde ederiz. y=iy ahmirsa denklemimiz (5.28) nolu
denkieme donusir. Burada benzerlik degiskeni farkhi oldugu icin gercek degiskenler cinsinden

¢6zum su sekilde elde edilir
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2 ? 2 2
-2 ify (x-22) B (x-2 if (x- )

vixty=e"(c,e +C,e 2" t+c,e 2" 4+c e 27 (5.34)

Basks bir ¢bzum icin k=1 ve diger parametreleri sifir secelim. Bu durumda benzerlik degiskeni ve

henzerlik fonksiyonu su sekilde elde edilir

t2
x- -, y=(©), (5.35)

LA

Denklem (5.35) te elde ettijimiz yeni degiskeniere gore tirevieri tanimlayip denkiem (5.1)" de
yerine yerlestirirsek kismi diferansiye! denkilemimiz benzerlik fonksiyonu ve benzeriik degiskeni

cinsinden su adi diferansiyel denkieme donisir
VO 4 (vt - D =0 (5.36)
Denklem (5.36) ¢oziillir ve gercek degiskenlere ters donisim yapilirsa su ¢céziim elde edilir

Vi-ve (x_ﬁ) _"1_‘/07 (x_ﬁ) 2
” 3 at

vix.ty=c,e 2 +C3 (X - 7)+c4 (5.37)

Bu bditimde sabit ivmeli hiz dedisimi durumu icin tam ¢ézimlere bazi drnekler verilmistir. Denklem

(5.31)'deki jenerattrierin parametrelerini degisik sekillerde segerek farkh ¢éziimler elde edebiliriz.
§.2.4 Harmonik Hiz

Eksenel hiz v=vgtv,sinQlt oldugunda denklem (5.12)'den

h=k v;sinQt+m (5.38)

elde edilir. Bu durumda infinitesimal jeneratorler su sekilde olur
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1=K visinQt +m

£,k (5.39)

nEEteby+e

Gozim igin kK ve b parametrelerini keyfi, diger parametreleri sifir segelim. Bu durumda benzerlik

degiskeni ve benzerlik fonksiyonunu veren esdeger adi diferansiyel denklem sistemi su sekilde elde

edilir

E%\E? - % - % (5.40)
Denklem (5.40) kullanilarak benzerlik de@iskeni ve benzerlik fonksiyonu su sekilde elde edilir

£= X + % cosOt, y=e" (), (5.41)

Burada y = b/k’ dir. y=iy alip Gnceki bélimlerde yaptgimiz isiemlere benzer olarak tirevieri alip
denkiem (5.1)'de yerine yerlestirelim. Bu durumda denklem (5.26)' nin ayrnisini elde ederiz. Ancak
buradaki benzerlik degiskeni farkii oldugu icin gercek degiskenler cinsinden ¢cozumi su sekilde eide

ederiz

A%
B+ (x+ —cos (t) iBQ(x+%coth) i, (xT%‘cosm)

v h=e" (c e Q +ce ¢ + C3€ +C4€

. v,
iB, (x+gccs:2t)

(5.42)

Baska bir ¢cdzim elde edelim. k=1 diger parametreler sifir olursa esdeder adi diferansiyel denklem
sistemi su sekilde elde edilir

dx dt dy

_..z_c_)_

—— = (5.43)
kv,sintt Kk

Bu durumda benzerlik degiskeni ve benzerik fonksiyonu su sekilde elde edilir
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e

v
= ¥ + — cOos{H,
Q

y=f(&)

(5.44)
Bu benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonltarim kullanarak benzerlik fonksiyonu igin su sekilde
bir adi diferansiye! denkiem elde ederiz

VA 4+ (v - =0

(5.45)

Bu denklem, denkiem (5.36) ile ayni formdadir. Ancak burada benzerlik degiskeni farkh oldugu igin
gercek degiskenler cinsinden ¢6ziimil su sekilde elde ederiz

i‘—:Iif;(x+i;.)lcos.Qt) __M(xaf%cosm) vV
y(x.t)=cse +coe ’ +C3 (X+ 51 cos ) + ¢,

(5.46)
Bu bélumde sintizoidal hiz degisimi durumu igin tam ¢éziimlere bazi 6rnekler veriimigtir. Denklem

(5.39)'deki jeneratdrierde parametrelieri degisik sekillerde segerek farkii ¢oziimier elde edebiliriz.
5.2.5 Eksponansiyel Hiz

Eksenel hiz v=vy(1-e™) oldugunda denklem (5.12)’den

|’1=-Voke_OLt +m

(5.47)
elde edilir. Bu durumda infinitesimal jeneratorler su sekle déniistr
§1=-v0ke"‘Jt +m

&=k

n=at+by+c

(5.48)

Cozum icin k ve b parametrelerini keyfi, digerlerini sifir secefiim. Bu durumda esdeger adi
diferansiyel denkiem sistemini su sekilde elde ederiz
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d dt
th=—~=91 (5.49)
~-voke™ k by
Denklem (5.49) kullanilarak benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonu su sekilde elde edilir
o Vo —at it &
E=x-2e™, y=e" f(&) (5.50)
04

Daha onceki durumlarda oldugu gibi islem yaparsak gercek degiskenler cinsinden c¢éziimi su
sekilde elde ederiz

By (x-Le™) iB, (x——2e™) iBs (x-e™) By (x-22e7)

) i, (
y(xt)= e™ (cie « ‘+o,e © T+ eze * gl = ) (5.51)

Diger bir ¢cozim icin k=1 ve diger terimleri sifir secelim. Bu durumda benzerlik degiskeni ve

benzerlik fonksiyonunu su sekilde elde ederiz

=x- Yo gt y=f(2) (5.52)
04

g

Denklem (5.52)" de elde edilen benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonunu denklem (5.1)" e
uygularsak denkiem (5.36) ile ayni formda adi diferansiyel denklem elde ederiz. Elde ettigimiz
benzerlik de@iskeni ve benzerlik fonksiyonunu kuilanarak gercek degiskenlere ters dondstim
yaparsak ¢0zimi su sekilde elde ederiz

y1-v,?
- Vv
L (x=Le )

! * +Cre

v ‘I—VD:l v
T (x-—e™)

v v o

yx.=c, e +Cs (X~ 22 g70) + ¢, (5.53)
oL

Bu béiimde bdlim 5.1' de elde ettigimiz jeneratérler kullaniiarak keyfi hiz ve bazi 6zel hiz
fonksiyonlan icin tam ¢6ziimler elde ettik. Buniann disinda degisik durumiar icin ¢éziimler eide
edilebilir. Elde edilen bu tam c¢odzumlere sinir sartlarinin uygulanmasi bir sonraki boéliimde

incelenecekiir.
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5.3 Sinir Deger Problemleri

Bundan &nceki boluimierde Lie Grup Teorisi kullanilarak hareketli kiris denkiemi icin
ieneratorier elde edildi ve bu jenerattrier kullanilarak denklemin bazi tam ¢éziimleri Uretildi. Verilen
bir sinir deger problemi icin elde edilen bu ¢ozimlerin biylk bir kismi uygun olmayabilir. Sinir
deger problemine uygun ¢8zimi dretebilmek icin deneme yaniima metodunun yanisira sistematik
yollar da vardir. Nonlineer problemlerde denklemin yanisira sinir sartlannin da déniisim altinda
invaryant (degismez) kaldid: simetriler uygun ¢ézimleri verir. Lineer problemlerde durum bu kadar
kisitlayicr dedildir. Dolayisi ile bu sarti uygulamak bu ¢oziimleri de yok edebilir. Benzerlik donistimi
ile kismi diferansiyel denklemi adi diferansiyel denkieme c¢evirmek yerine kanonik koordinatlar
kullanilarak bir kismi diferansiye! denklemden daha basit bir kismi diferansiyel denklem elde etme
durmunda ise sinir sarti problémi kendiliginden ortadan kalkar.

Bu bdéliimde iki ucundan basit mesnetlenmis kiris icin sinir sarttarini ele alacagiz.
yOH =y b=y Oh=y"(1Hh=0 (5.54)
5.3.1 SabitHiz
Bu bélumde sabit mzla hareket eden Kiris icin sinir deger problemini ele alacagiz. Once
sabit hizh Kiris icin sinir sartlanni saglayan ¢oziimi elde edelim. Bunun igin denklem (5.29) daki

¢bzumi ele alahm. Bu c¢tzUmde n degeri tabii frekansi géstermektedir. Bu sebeple n=aw diyelim.

Denkiem (5.29)" daki ¢6ztimi denkiem (5.1)'e yerlestirirsek asagidaki denklemi elde ederz.
[ 24 24 2 2], i 24 4 2\ 2 21, g
Vi By +(1=-VIB —20VvB o k@ +[Vf By +(1-Vv9B," —20Vh, ~w }:23
+[ 2n 4 2 2 2 iByx 2n 4 2 2 2 PBaX
vV, By +(1-Vv)B, " —20VB, ~o e + v, B, +(1-V)B,” -20vB, -0 c,e"" =0 {5.55)

Bu denklem ise B4, B2, B3, Bave o degerlerini bulacagimiz denklemlerden biri olan asagidaki saciima

denklemini verir

VB + (1= VB2 - 20vB -2 = 0 (5.58)
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Burada p degeri B+, P2, Bs, B4 katsaytlarini pulmada kullanacagimiz bir degiskendir. Denklem (5.54y

teki sinir sartlan denklem (5.29)" daki goztime yerlestirilirse su denklemier eide edilir
y(0,H)=0'dan

C,+Cy+Cy+C, =0 (5.57) .
y"(0,t) =0 "' dan

CB2 +CoPy’ +CoBs° +CBs° =0 (5.58)
y(1,t) = 0’dan

ce™ +c,e® +c,e” +c,e™ =0 (5.59)
y"(1,1) = 0 'dan

c,B.2e® +c,B,7e™ +c B, e™ +c,p,e™ = (5.60)

Bu dért denkiemi matris formunda su sekilde yazabiliriz

1 1 1 1 c, 0

2

By By B, i Goi _ )0 551
e af: et L C, “lo ©on
pleb ple™ ple™ ple™ [(C) 1O

Denklem (5.61) in basit olmayan ¢8zumd icin birinci matrisin determinantinin sifir olmasi geraiir.

Buradan B1, B2, B3, B4 ve o degerlerini bulacagimiz ikinci denkiem su sekilde elde edilir

[ei(ﬁﬁ—ﬁz) + ei(ﬁﬁﬁ,)](ﬁf _ 522)0332 _ BAZ) +[ei(B1+Ba) + ei(ﬁﬁﬂa)](ﬁ; _ ﬁ42)(ﬁ32 _ 912)

#[e® )+ (B, -8B, - Bs") =0
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Denklem (5.62) ve (5.56) kullanifarak kok bulma algoritmasi sayesinde her iki denklemi saglayan

By.B2.81, B, kOkleri ve uygun o tabii frekans degerleri elde edilebilir. Sinir sartlanm saglayan ¢ozin

fonksiyonunu bulmak icin denklem (5.57-5.60)" 1 ¢ozelim. Gerekli cebirsel islemler yapilirsa

__BI-BEM ™) B -BE™ ™)

= ; i = : =(-1-¢, - 563
2 (B42_B22)(el03 —ef) kN 3 (B42 _Bsz)(e@ ~e|gz) Gy Cy = ( C, —C3)Cy {5.83)

elde edilir. Bu durumda sabit hizla hareket eden serit icin ¢6ztm fonksiyonu su sekilde elde edilir

,

yxh=c,| e -
{

Bs —BrNE™ —e™) o (B -BS)(E™ —e™) g,

(Bs° -B, )™ —e™) (B2 ~B, )P —e™)

2 2 By _ Lifs 2 2 B _ 4B )

J{_” (BB %) | (BB AE" o )}e:mx }H(_e (5.64
(134 _Bz )(e P-€ 7) (.64 _.Ba )(e : *ew)

Burada k.e kompleks esleni§i gdstermektedir. Cdziim fonksiyonunun reef sonu¢ verebilmesi icin

¢Oziime kompleks eslenidi de ekliyoruz. Boylece sabit hizia hareket eden ve her iki ucundan basit

olarak mesnetlenmis Kirisin ¢6zim fonksiyonunu elde ettik.
5.3.2 Harmonik Hiz

Simdi de belli bir iz etrafinda siniizoidal olarak degisim gosteren hiz fonksiyonu icin sinir
deger problemini ele alalim. Kirisin her iki ucundan basit mesnetiendigini distnelim. Bu problemin
tam olarak sinir sartlarini saglamasi zordur. Bu yiizden sinir sartlanni yaklastk olarak saglatmaw
deneyecegiz. Hiz degisim genligini kiglik kabul edersek (vi=¢ vy), hiz fonksiyonunu su sekilde

yazabiliriz
V=V, +£V, sin O (5.85)

Denklem (5.65)' i denklem (5.42)" deki ¢8zlimde yerine yerlestirelim. Bu ¢oziimde y deGeri tabii
frekansi gostermektedir. Bu sebeple y=w diyelim. Denklem (5.42) deki ¢6zimi 1 ve = mertebesine

ayrirsak herbir mertebede su ¢oziimleri elde ederiz
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1 mertebesi ;
Yo (6 1) = " (c.e™ +c e® +c,e®* +c,eP¥) (5.66)
o] 4 1 2 3 4 .
& mertebesi :
v v A _ _ B
Y (x,t) = 161 cos (e (c,B,e™ +cp,e™ +c pe™ +c,p,em) (5.67)

¢O6ziim ise bu iki mertebe ¢dzlimiin toplamidir.
YX 1) =Yy (X ) +ey(x 1) (5.68)

Sinir sartlarinin 1 mertebesinde tam olarak saglandigini ve ¢ mertebesinde bir hata pay! oldugunu

varsayarak (5.68) ¢dzumil neticede asagidaki sekli alir

i) o B -BOEP =™ o (B -B)ER -€™) o
o= BIPOE" —e) (I pE o)

*{‘” (B -BE™ -™) | B2 -BAE™ —e") | g
(Be® =B )E™ —e™) (B - o )(e™ —e™) |

Vs pa_g B =BED —e®) g o BS-BET -
Ak t . Box _ 4 , Bax B,
o COSQ( P e e e e P e e
Ba—B)E™ —e™) (B ~BANE™ -6 | j
-1 - : _ . k.e. 5.69
w{ TBIBET —o™) (B -pE™ —em) | }+ ° 559

Elde ettigimiz ¢oziim sinizoidal hiz degisimiyie hareket eden ve her iki ucundan basit olarak

mesnetienmis kirisin sinir sartlarini ¢ mertebesinde bir yaklasikitkla sagiamaktadir.
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5.3.3 Eksponansiyel Hiz

Bir baska sinir de§er problemi i¢in sabit bir hiza eksponansiyel yaklasan hiz fonksiyonunu
ele alalim. Kirisin her iki ucundan basit olarak mesnetlendigini diisiinelim. Denklem (5.51)' de vg/a
degerinin yeterince kiiclik oldugunu kabul edelim. Siniizoidal hiz degisiminde oldugu gibi ¢6ztimii 1
ve ¢ mertebelerine ayinirsak 1 mertebesindeki ¢6zimiin sabit hizla hareket eden kiris ¢ozimi
oldugunu goririz. Sinir sartlanni da daha dnce yaptigimiz gibi 1 mertebesine uygularsak ve benzer
islemleri tekrarlarsak, eksponansiyel hiz dedisimi icin yaklasik ¢6ziimil su sekilde elde ederiz

on | goa_ Ba =BOE" ™) i B -BO)E" —e") oy,
y(X,t):C e { 831 _—4—4-—~.—~".———er _ A4 1 . eﬁx
1 (B42 _ B22)(elﬁx - elB;) (BAQ _ B32)(643, _e™ )

Ba - BYE™ —e®) @S -pINE™ —€") |
-1 - - - - .
T e ) @ pAE e [

4
L

B’ -BOE" —e™) .

Vo o ap g B -BONE® ™)
| e ( B.e Bz e Bs (ﬁ42 —[532)(8% _eip,‘)

o (B~ B)(E™ — ™)

B -BAE™ —e™) B -pAE” —e") | ) |
+ -1 - - - * k.e. 5.70
ﬁ“[ T e —e) B poer ey | )] R0

Elde ettigimiz ¢6ziim her iki ucundan basit olarak mesnetlenmis ve eksponansiyel hiz degisimiyle
hareket eden kirisin sinir sartlarini yaklasik olarak saglamaktadir. Denklem (5.69) ve denklem
(5.70)’ te kiris 6zelligini gosteren v; katsayisini kiigiik alirsak, bulacagimiz ¢oziimler Bolum 4 * te
elde ettigimiz dis acilim ¢ozimlerine karsilik gelecektir.

Bu boliimde eksenel hareketli kiris problemi ele alinmistir. ilk olarak Lie Grup Teorisi ve
Esdegerlik Donugtimleri kullanilarak denkleme ait jeneratdrler elde edilmistir. Bu jeneratorler
kullanilarak keyfi hiz ve 6zel hiz degiskenleri icin tam g¢oziimler Gretilmistir. Son olarak simir
sartlarini saglayabilecek c¢tzimler arastinlmistir. Belli kabuller yaparak sinir sartlarini yaklasik
saglayan ¢ozimler elde edilmistir Bundan sonraki béliimde elde edilen ¢ozimler kullanilarak
degisik durumlar igin grafikler elde edilecektir.
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5.4. Sayisal Omekler

Bu béiimde 6nceki béliimlerde elde ettigimiz, her iki ucundan basit olarak mesnetlenmis
kiris icin sinir sartlanm yaklasik saglayan ¢ozim fonksiyonlanni kullanarak, degisik katsayilar icin
grafikler cizilecektir. Once sinlizoidal hareketli kirisin ¢ézim fonksiyonu ele alinacak ve degisik
durumiar icin grafikler cizilecektir. Daha sonra eksponansiyel hareketli kirisin yaklasik ¢zimi ele

alinarak benzer sekilde degisik katsayiara gore grafikler elde edilecektir.

Sinlizoidal hiz degisimine sahip kiris icin sinir sartlarim yaklasik olarak saglayan ¢tziim
fonksiyonu denklem (5.69)’ da verilmistir. Sekil (5.1) ve (5.2)" de bu fonksiyon kulianilarak 1. ve 2.
mod icin deplasmanin x ve t degiskenlerine bagh 3 boyutlu grafigi cizilmistir. Bu grafiklerin ¢izimi icin
vg=0.5 v&=0.1, v4=0.1, C=1 ve 1. mod i¢in 2=5, 2. mod igin ise (3=10 olarak alinmistir. Sekil (5.3) ve
(5.4)’ te ise ayni parametre degerleri kullamlarak 1. ve 2. mod icin x' e bagh deplasman grafikleri,
Sekil (5.5) ve (5.6) da ise yine x’e bagh moment grafikleri cizilmistir. Bu grafikierde uc noktalarda
hem deplasmanla ilgili hem de momentle ilgili sinir sartlannin yaklasik olarak saglandigi
gorulmastir. Sekil (5.7) ve (5.8)' de x=0 noktasinda 1. ve 2. mod durumunda deplasmanlarnn
zamania nasil degistigi gosteriimistir. Sekil (5.9) ve (5.10)' da ise x=0 noktasinda 1. ve 2. mod
durumunda momentlerin zamania nasil degistigi gosterilmistir. Bu grafiklerde de ug¢ noktalarda
deplasman ve momentle ilgili sinir sartlaninin yaklasik ofarak saglandi§t gésterilmistir. 2. mod
durumunda ug¢ noktalardaki maksimum deplasman ve momentlerin daha biyiik oldugu belirlenmistir.
Bu da ¢dzimiin yapisindan kaynaklanmaktadir. Ug noktalardaki deplasmanlarnn daha kigik olmasi
icin & parametresini daha kiiclik secebiliriz. Sekil (5.11) ve (5.12)’ de ise x=0.5 nokiasinda (orta
nokta) 1. ve 2. mod icin deplasman degisim grafigi ¢izilmistir. Bu iki grafik kullaniiarak 1. ve 2. mod
icin tabii frekanslar hesaplanabilir. Deplasman genliginin bekienildigi gibi 1. mod durumunda daha
biiylk oldugu goriilmistir. Sekil (5.13) ve (5.14) te ise hiz degisim frekansi (€2)' nin degisimiyle x=0
noktasinda 1. ve 2. mod igin deplasman degisim grafikleri veriimistir. Sekil (5.15) ve (5.16)’ da ise
yine hiz degisim frekansi (QQ)' nin degisimiyle x=0 noktasinda 1. ve 2. mod icin moment degisim
grafikleri verilmistir. Buna gore hiz degisim frekans! arttikca ug noktalarda hem deplasman hem de

momentler sifira yaklagsmaktadir. Yani sinir sartlan daha kiiclik bir yakiasikitkia saglanmaktadir.

Bundan sonraki grafiklerde ise eksponansiyel hiz degisimi icin incelemeler yapilmistir. Sekil
(5.17) ve (5.18) te 1. ve 2. mod igin {ic boyutiu grafikler cizilmistir. 1. mod grafiklerinin gizimieri igin
vo=0.5 v/=0.1 «=10 ve C=1 alinmistir. 2. mod grafiklerinin gizimleri icin ise v=0.1 v=0.1 =10 ve

C=1 olarak alinmistir. Sekil (5.19) ve (5.20)' de t=0.2 aninda 1. ve 2. mod igin X' e bagh olarak
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deplasman degisim grafigi cizilmistir. Sekil (5.21) ve (5.22)’ de ise ayni gizimler moment degisimi icin
yapimistir. Ucglarda hem deplasman hem de momentle ilgili sinir sartlarimin yaklasik olarak
saglandi§r gorilmustir. Sekil (5.23-5.26)' da ise x=0 noktasinda 1. ve 2. mod icin zaman bagh
olarak deplasman ve moment degisim grafikleri cizilmistir. Dort sekilde de uc noktalarda
deplasmanin ve momentin zamana bagl olarak huzh bir sekilde diistiigti gorilmistir. Bu da ¢6zim
fonksiyonun yapisindan kaynaklanmaktadir. Sekil (5.27) ve (5.28)' de ise x= 0.5 noktasinda
deplasmanin zamanla degisimi g&sterilmistir. Bu iki sekil kullanilarak ele alinan katsayilar i¢in 1. ve
2. mod icin tabii frekanslar hesaplanabilir Hem sinlizoidal hiz degisimi durumunda hem de
eksponansiyel hiz degisimi durumunda hesaplayacagimiz tabii frekanslar boyutsuz tabii
frekanslardir. Bu tabii frekanslari boyutlu hale getirmek icin denklem (2.18) deki boyutsuzlastirma
tanimianini kuilanarak ters dénidsim yapmamiz gerekir. Son olarak Sekil (5.29-5.32) de «
katsayisinin degisimi ile u¢ noktalarda 1. ve 2. mod icin deplasman ve moment degisim grafikieri
cizilmistir. Her dort sekilde de « katsayisi arttikga uc noktalarda deplasmanin ve momentin hizh bir
sekilde distagll gorilmistiir. Sonuc olarak o katsayisi ne kadar bilylk olursa, sinir sartlarindaki

hata miktari o kadar azalacaktir.
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$ekil 5.2. Siniizoidal hareketli kiris icin 2. mod deplasman grafigi (vo=0.5, v=0.1,v,=0.1, =10,C="1)
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5.3. =3 aninda siniizoidal hareketli kiris icin 1. mod deplasman grafigi
(v;=0.5, v~=0.1, v4=0.1, =5, C=1)

y(x}

~1.5

Sekil

Q.6 0.8

5.4. t=1 aninda sinlizoidal hareketli kiris icin 2. mod deplasman grafigi
(Vo=0.5, v=0.1, v4=0.1, =10, C=1)
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Sekil 5.5. t=3 aninda siniizoidal hareketli kiris icin 1. mod moment grafigi
(vo=0.5, v&=0.1, v4=0.1, =5, C=1)
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Sekil 5.6. t=1 aninda siniizoidal hareketli kiris icin 2. mod moment grafigi
(vg=0.5, v&=0.1, v4=0.1, Q=10, C=1)
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Sekil 5.7. x=0 noktasinda siniizoidal hareketli kiris igin deplasmanin zamana bagi ofarak degisimi
(1.mod) (vg=0.5, v=0.1, v;=0.1, 3=10, C=1)
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$ekil 5.8. x=0 noklasinda sinlzoidal hareketli kiris icin deplasmanin zamana bagh olarak degisimi
(2.mod) (vg=0.5, v=0.1, v4=0.1, =10, C=1)
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Sekil 5.9. x=0 noktasinda sinlizoidal hareketli kiris icin momentin zamana bagli olarak degisimi
(1.mod) (vp=0.5, v=0.1, v4=0.1, O=10, C=1)
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Sekil 5.10. x=0 noktasinda siniizoidal hareketli kiris icin momentin zamana bagh olarak degisirmi
(2.mod) (vp=0.5, v=0.1, v,=0.1, =10, C=1)
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Sekil 5.14. x=0 noktasinda sintizoidal hare

(2.mod) (vg=0.5, vi=0.1, vi=0.1, t
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ketli kiris icin hiz degisim frekans; - g
t=3, C=1)
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Sekil 5.15. X=0 noktasinda Siniizoida| hareketij kiris icin hyz degisim fre
(1.mod) (vo=0.5, V=0 1,

kans; - Mmoment grafigi
Vi=0.1, t=3, C=1)

hareketyj Kiris icin hiz degisim

frekansy - Moment grafigi
=0.5, v=0.1, Vi=0.1, t=3, C=1)
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Sekil 5.17. Eksponansiyel hareketli kirs icin 1. mod deplasman grafigi (vo=0.5, v/=0.1,0=10, C=1)

yix

Sekil 5.18. Eksponansiyel hareketli kiris icin 2. mod deplasman grafigi (v,=0.1, v/=0.1,0=10, C=1)
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Sekil 5.19. t=0.2 aninda eksponansiyel hareketli kiris icin 1. mod deplasman grafigi
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Sekil 5.20. t=0.2 aninda eksponansiyel hareketli kiris icin 2. mod deplasman grafigi

(vg=0.1, v=0.1,0.=10, C=1)
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Sekil 5.21. t=0.2 aninda eksponansiyel hareketli kiris icin 1. mod moment grafigi
(vg=0.5, v=0.1,a=10, C=1)
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Sekil 5.22. t=0.2 aninda eksponansiyel hareketli kiris icin 2. mod moment grafigi
(vo=0.1, v&=0.1,0=10, C=1)
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Sekil 5.23. x=0 noktasinda eksponansiyel hareketli kirig icin 1. mod deplasman grafigi
(Vg=0.5, v=0.1,=10, C=1)
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Sekil 5.24. x=0 noktasinda eksponansiyel hareketli kiris icin 2. mod deplasman grafidi
(vo=0.1, v=0.1,0=10, C=1)
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Sekil 5.25. x=0 noktasinda eksponansiyel hareketli kiris icin 1. mod moment grafigi
(vg=0.5, v=0.1,0=10, C=1)
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Sekil 5.26. x=0 noktasinda eksponansiyel hareketli kiris icin 2. mod moment grafigi
(v6=0.1, v&=0.1,00=10, C=1)



Sekil 5.27. x=0.5 noktasinda eksponansiyel hareketli kiris icin zamana bagl deplasman grafigi
(1.mod) (vp=0.5, v&=0.1,a=10, C=1)
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Sekil 5.28. x=0.5 noktasinda eksponansiyel hareketli kiris icin zamana bagh deplasman grafigi

(2.mod) (vp=0.1, v/~=0.1,0=10, C=1)
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Sekil 5.29. x=1 noktasinda eksponansiyel hareketli Kiris icin o'ya bagl deplasman grafigi
(1.mod) (vs=0.5, v&=0.1, t=0.2, C=1)
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Sekil 5.30. x=1 noktasinda eksponansiyel hareketli kiris icin o’ya bagli deptasman grafigi
(2.mod) (v=0.1, v&~0.1, =0.2, C=1)
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$ekil 5.31. x=0 noktasinda eksponansiyel hareketli kiris icin «'ya bagli moment grafidi
(1.mod) (vp=0.5, v=0.1, t=0.2, C=1)
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Sekil 5.32. x=0 noktasinda eksponansiyel hareketli kiris icin o'ya bagh moment grafigi
(2.mod) (vo=0.1, v=0.1, £=0.2, C=1)
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6. SONUGLAR VE ONERILER

Bu calismada eksenel hareketli strekli ortam titresimleri incetenmistir. Calismanin
birinci bolimind giris kismi olusturmaktadir. Bu bdélimde bu konuda daha &nce yapilan
calismalar tanitilmistir. Bolim 2' de Hamilton prensibi kullanilarak eksenei hareketli kiris ve serit
denklemleri eide edilmistir. Elde edilen denklemier nonlineer terimleri de ihtiva etmekle birlikte

yaptigimiz ¢calismada denklemierin lineer kisimlan ele alinmistir.

Bolum 3’ de eksenel hareketli serit problemi ete alinmistir. Lie Grup Teorisi kullaniarak
hareket denklemlerinin tam ¢odziimleri Gretilmistir. Serit hiz1 keyfi hiz, sabit hiz, sabit ivmeli hiz,
harmonik degisen hiz ve eksponansiyel hiz otarak degisik formlarda ele alinmistir. Eksenel hiz
zamanin bir fonksiyonu oldugu igin Lie Grup Teorisiyle birlikte Esdegerlik Donlisimlieri
(Equivalence Transformations)’ de uygulanmustir. Lie Gruplan metodu esdegerlik ¢éziimieri ile
birlikte kullamlarak hareket denklemi icin infinitesimal jenerat6rer elde edilmistir. Daha sonra bu
jeneratorierin farkl) varyasyonlarn kullandarak degisik hiz fonksiyonlar icin sistematik bir sekilde
tam c¢oztimier Uretilmistir. Cozimler igin iki farkll yaklasim kullaniimistir. Birinci yakiasimda elde
edilen simetriler kullanlarak kanonik koordinatlar tanimlanmis ve hareket denkiemi basit bir
forma indirgenerek ¢oziilebilir hale getirilmistir. Bu yakiasimi keyfi hiz durumu icin kullandik.
ikinci yaklasimda ise eski degiskenler cinsinden yeni bir benzerlik degiskeni ve benzeriik
fonksiyonu tanimiadik. Bu transformasyon kuilanifarak kismi diferansiyel denklemi adi
diferansiyef denkleme indirgeyip, adi diferansiyet denklem c¢oziildiikten sonra ters doniisiimle
gergek degiskenler cinsinden c¢oziimier elde ettik. Bu vyaklasimi hiz degisiminin 6zel
fonksiyoniart icin ¢dziimier elde etmede kullandik. Elde edilen bu ¢éziimierin hepsi sinir
sartlarint saglamamaktadir. Sinir sartlanna uygun ¢oziimieri ele alarak bu ¢ézimlere sinur
sartlari uyguladik ve simir sartlarini yaklasik olarak sagiayan ¢éziimleri elde ettik. Eide edilen
¢6ziim fonksiyonlarini kullanarak degisik durumiar icin grafikler ¢izdik. Ayrica sintzodal hiz
degisimi durumunda hiz degisim genliginin () artmas: ile sinir sartlarinin daha az bir hata ile
saglandigini gordiik. Hiz degisiminin eksponansiyel artan olmasi durumunda ise zamanin
artmasi ve eksponansiyel terimin artis hizini belifleyen o katsayisinin artmasi ile uclardaki

deplasmanlarin hizh bir sekilde azaldigini gordiik.

Boliim 4’ de eksenel hareketli esnek kiris problemi ele alinrmistir. Esnek kiris ele
alindi@ i¢in kirisin kiris 6zelligini gésteren katsay: kiiciik kabul edilmistir. Denklemde en yiiksek
dereceli terimin dniindeki katsay! € mertebesinde oldudu icin elde edilen ¢ozumier kirisin sinir
sartlarini tam olarak saglamamaktadir. Bu problemi ortadan kaldirmak icin Matched Asymptotic
Expansions metodu kullanimistir. Once perturbasyon teknikierinden olan Cok Zaman Olgekli

metod kullanilarak dis acihm ¢6zimi elde edilmistir. Daha sonra her iki ucta ikinci bir aciim
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yaparak her iki uc icin i¢ agihm ¢ozimleri elde edilmistir. Dis acilim ve ic aciim ¢oziimleri
birlestirilerek butiin sinir sartlanini yakfasik olarak sadlayan kompozit aciim c¢tziimieri elde
edilmistir. Bu problem harmonik hiz ve sabit bir hiza eksponansiyel yaklasan hiz fonksiyonlan
icin ¢ozUimistir. Simir sarti olarak basit-basit ve ankastre-ankastre mesnetli durumlar ele
alinmustir.  Elde edilen ¢oziimler kuilanilarak degisik durumilar icin grafikier cizilmistir.
Deplasmanla ilgili sitnir sartlari, hem dis acthim hem de kompozit acihim ¢éziimieri tarafindan
yaklasik olarak saglanmaktadir. Basit-basit mesnetli durumda dis acihlm ¢6zimi moment ile ilgi
sinir sartlarinda blyik hata vermekte, fakat kompozit ¢éziim momentle ilgili sinir sartlarini
yaklasik olarak saglamaktadir. Benzer sekilde ankastre-ankastre mesnet durumunda dis acgiim
¢0zima egimie ilgili sinir sartlaninda biylik hata verirken, kompozit acihm ¢6zim bu simir
sartlarini da yaklasik olarak saglamaktadir.

Bélum 5'de eksenel hareketli kiris problemi ele alinmistir. Cézumler icin Bolim 3’ te
oldugu gibi Lie Grup Teorisi kuilanimistir. Eksenel hiz zamanin bir fonksiyonu oldugu igin Lie
Grup teorisiyle birlikte Esdegerlik Dontisimleri (Equivalence Transformations)' de uygulanmustir.
Kiris hiz1 keyfi hiz, sabit hiz, sabit ivmeli hiz, hammonik degisen hiz ve eksponansiyel degisen
hiz olarak farkh formlarda ele alinmistir. Lie Grup teorisi Esdegerlik Donisumleri ile birlikte
kulfanilarak hareket denklemlerine ait infinitesimal jeneratérer elde edilmistir. Elde edilen bu
jeneratorierin fakl varyasyonlan kullanilarak degisik hiz fonksiyoniar igin sistematik bir sekilde
tam ¢dztmler Gretilmistir. Kirisin uglardan basit mesnetlendidi, hizin harmonik ve eksponansiyel
olarak degistigi durumiar icin sinir sartlanni yaklasik olarak saglayan ¢éziimler elde ediimistir.
Elde edilen ¢éziimler kullanilarak degdisik durumlar icin grafikler cizilmistir. Bu grafiklerden
cozumierin sinir sartlarini yaklasik olarak sagladigini gérdiik. Bolum 3’ de eide edilen sonuglara
benzer olarak sindzodal hiz degisimi durumunda hiz de@isim genfiginin () artmasi ile sinir
sartlarinin daha az bir hata ile saglandigini ve hiz degisiminin sabit bir hiza eksponansiyel
yaklasmasi durumunda ise zamanin artmasi ve o Kkatsayisinin artmasi ile uclardaki

deplasmanlann hizli bir sekilde azaldigin: goérdiik.

Bdylece bu ¢alismada zamana bagh hiz deQisim fonksiyonuna sahip serit, esnek kiris
ve kiris denklemieri igin degisik mesnet durumlarina gére sinir sartlarii yaklasik saglayan

cozimler elde ettik. Bu calismanin devami olarak su gaitsmalar yapilabitir.

Lineer analize ilave olarak nonlineer analiz yapilabilir.

Elde edilen diferansiyel denklemier niimerik olarak ¢oziilebilir.

Bizim ele almadigimiz degisik mesnet durumlan ve hiz fonksiyonian igin ¢6zuimier elde
edilebilir.

4. Denklemiere séniim ilave edilebilir.
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