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OZET

Bu ¢alismada, % bslim grubu verilen bir G sonlu grubuna izomorfik olmak Gzere,

bir I' yansimasiz dklidyen olmayan kristallografik grubunun N normal alt gruplaninin sayisini
veren bir metot Ozerine caligiimigtr. Bu, orbifoldlarnin diizgin 6rttlerinin  saylimasinda
uygulamalara sahiptir. Mébius inversionunu ve gdsterim teorisini iceren bu metot, I' daki sonlu
indeksli torsion free normal alt gruplarin sayilmasinda da uygulanur.



ABSTRACT

In this study, we work on a method for counting the number of normal subgroups N of

a non-euclidean crystallographic group I' without reflections, with quotient group %

isomorphic to a given finite group G . This has applications to the enumeration of regular
coverings of orbifolds. The method, which involves M6bius inversion and representation theory,
is also applied to count torsion-free normal subgroups of finite index in I".
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GiRiS

I' bir NEC ( Oklidyen olmayan Kristallografik ) grup ve G de verilen herhangi bir sonlu

grup olsun. Bu tezin amaci, % bslim grubu G ye izomorfik olacak sekildeki I' nin N

normal alt gruplarinin n. (G) sayisini veren bir ydntemi ifade etmek ve émeklerle incelemekir.

I' nin N normal alt gruplari I" dan G ye epimorfizmlerinin gekirdeklerine kargilik gelir.
Dolayisiyla normal alt gruplarin sayisi farkli epimorfizmlerin sayisina egittir. I’ dan G ye
epimorfizmlerin sayisini bulmak igin 6nce I" dan G ye homomorfizmlerin sayist bulunur.
Bunun igin sonlu grup teoride karakter teorik teknikler kullanilir. Buradan epimorfizmierin
sayisini bulmak igin P. Hall'in metodu olarak bilinen sonlu G grubunun alt gruplarinin latisi
izerinde Mobius Inversion Formillii kullanilir. Ayrica bu teknikte, bslim grubu G olan I' nin

torsion-free normal alt gruplarinin sayisi bulunabilir.

Ug bdlimden olugan bu galigmanin birinci béliimde, sonlu grup teori, bir grubun alt
gruplari latisi izerinde M6bius Fonksiyonu ve NEC gruplar ile ilgili temel kavramlar verilmigtir.

Ikinci bslimde, sonlu grup gosterimleri ve karakterleri ile ilgili genel bir bilgi verilerek,
bazi 6zel gruplar igin bu bilgilerin uygulamast verilmigtir. Ayrica sonlu bir grupta baz
denklemlerin ¢6ziimlerinin sayisini veren formdller verilmigtir.

Uglincit bélimde ise, % b6lim grubu, verilen sonlu bir G grubuna izomorfik olacak

gekilde bir I' Oklidyen olmayan Kristallografik ( NEC ) grubunun N normal alt gruplarinin
A (G) sayisinl hesaplamak igin bir metot tanimlanmig ve baz gruplar icin bu metot

incelenmigtir. Bu metot iki bélimden olugmaktadir: P. Hall'e ait olan birinci kisimda, M&bius
Inverslyon formulu kullanilarak problem I dan G nin alt gruplarina olan homomorfizmlerin

sayilmasi problemine indirgenir. Bu, herhangi bir soniu dretilenli I" grubuna ve bdylece
herhangi bir NEC gruba uygulanabilir. Bununia birlikte, metodun ikinci kisminda boyle
homomorfileri saymak igin soniu grup teoriden gésterim teorisi ve karakter teori kuilanilir. Bu ise
sadece yansimasiz NEC gruplar igin etkilidir.

Bu normal alt gruplarin sayisinin hesaplanmasi, orbifoldlarin ddzgin &rtilerinin

sayisinin hesaplanmasina karsilik gelir: Eger 9, I' NEC grubuna kargilik gelen orbifold ise bu

takdirde n. (G), 6rtli grubu G olan 8 nin diizgtin Srtilerinin denkiik sinifinin sayisidir.



. BOLOM

TEMEL KAVRAMLAR

Bu b8lim U¢ kisimdan olugmustur. Birinci kissimda bazt grup teorik bilgiler verilmigtir.

Ikinci kisimda ise bir grubun alt gruplarinin latisi Gzerinde Mébius fonksiyonu tanimlanmistir.

Son kisimda, 6klidyen olmayan kristallografik gruplar verilmistir.

1.1 SONLU GRUP TEORIDE BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1.1 : Bir G # < kumesinde tanimlanmig bir (a,b) > ab ikili iglemi asagidaki

sartlar gergekliyorsa, G ye bir grup denir.
1) Her a,b,c € G igin

(ab)c =a(bc)
verilir.
2) Her a € G igin

ea=ae=a

olacak gekilde bir e € G eleman vardir. e elemanina G nin birim eleman denir.

3) Her a € G elemanina kargilik

olacak gekilde bir ™' € G elemani vardir. @' elemanina a nin tersi denir.

Sonlu sayida elemani bulunan bir gruba sonlu grup, soniu olmayan gruba da sonsuz

grup denir. Bir G grubunun eleman sayisina onun mertebesi denir ve | GI ile g6sterilir.

G bir grup olsun. Her a,b € G ikilisi icin ab = ba ise G ye degismeli grup veya

abel grup denir.



Tanim 1.1.2: G bir grup ve G+ H <G bir alt kime olsun. H, G de tanimianan ikili isleme

gére bir grup ise H a G nin bir alt grubu denirve H < G ile gbsterilir.

Tanim 113 : G bir grup ve D # A G olsun. G grubunun A yi igeren bitin alt
gruplarinin ailesinin arakesitini <A> ile gésterelim. Bu taktirde <A4>, G nin bir alt grubudur.

Bu alt grup 4 wi igeren en kiglk alt gruptur ve A tarafindan iiretilen alt grup olarak

adlandirilir. Eger A = {x} seklinde bir elemanli bir kiime ise bu taktirde <A4> yerine < x >
yazilir. < x > e, G nin bir devirli alt grubu denir. Eger G grubunun kendisi bir x elemani

tarafindan Uretiliyorsa G ye bir devirli grup denir.

G = < x > bir devirli grup olsun. Bu taktirde
G=<x>={x"|neZ }
oldugunu gtstermek kolaydir. Ayrica G = < x > devirli grubu daima degigmelidir.

Teorem 1.1.1 : i) Eger G=<g> devirli bir grup ise bu taktirde G nin her alt grubu da
devirlidir. Ustelik, ejer G mertebesi # olan sonlu bir devirli grup ise bu taktirde # nin her

n/m

pozitif m bdleni igin mertebesi m olan tek bir alt grubu vardir. Bu alt grup <g"' ™ > dir. Bunlar
G nin bitun alt gruplandir
ii) G=<a> mertebesi #n olan bir devirli grup, beG olsun. b=a’ diyelim. Bu takdirde

n

(n.s)

H=<a’>, G nin devirli alt grubudur ve IH |=

dir. Burada (n,s), n ile s ninen

kiigtik ortak bélenini gbsterir [ 15 ].

Tanim 1.1.4: G birgrup, H<G ve geG olsun. Bu taktirde
Hg={ hg | he H}

kimesine H in G de bir sag-yan sinifi denir. H in G deki bitin sag-yan siniflarinin

koleksiyonu % ile gosterilir:



%={Hg| geG}

dir. H n G deki herhangi iki sa§ yan-sinifi ayni sayida elemana sahiptir. Ayrica farkh sag-yan

siniflar ayrik oldugundan

|61=| 1]

elde edilir, béylece IH I,

G| yivster. |G/;| a H in G deki indeksi dentr

Tanim 1.1.5: G birgrup ve N de G nin bir alt grubu olsun. Egerher g € G igin Ng=g N

ise N ye G nin normal alt grubu denir ve. N nin G nin normal alt grubu oldugunu

gOstermek igin N <G yazilr.

Tanim 1.1.6 : N, G nin bir normal alt grubu olsun. Ng Nh=N gh carpimi ile %, bir

gruptur. Bu gruba N ile G nin béliim (faktér) grubu denir.

Tamm 1.1.7: G, ve G, ikigrup ve ¢ : G, »> G, bir déniigim olsun. Her g,,g,€G, igin

o(2.2,)=0(2 )o(e,)

ise ¢ ye G, den G, ye bir homomorfizm denir.
@ : G, -G, bir homomorfi olsun. Bu taktirde ¢ ( eg, )={ g €@, | p(g) =eg, }

kimesi G, in bir ait grubudur. Buna @ homomorfisinin gekirdegi denir ve Cek ¢ ile gosterilir.

Tanim 1.1.8 : Orten bir @ homomorfisine bir epimorfizm ve 1-1 bir ¢ homomorfisine bir
monomorfizm denir. Orten ve 1-1 bir @ homomorfisine bir izomorfizm denir. Eger G, ve G,
gruplan arasinda bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorfiktir denir ve G, = G, yazilr. Bir

G grubunun kendi tizerine bir izomorfizmasina bir otomorfizma denir. G nin btin

otomorfizmalarinin kimesi Aut( G ) ile gosterilir. Aut( G ) bilegke iglemi altinda bir gruptur.



Teorem 1.1.2: ¢ : G, = G, 6rten bir homomorfizma olsun. Bu taktirde

) Cekp=N<G,,
in(§§EC%H5L

Teorem 1.1.3 ( Kargiik Getirme Teoremi ) : N, G nin bir normal alt grubu ve s,
*_G — .

G A\, nin bir alt grubu olsun. Bu taktirde

) S = %V olacak gekilde bir tek N =S <G ait grubu vardir.

i) Eger S*, G* in bir normal alt grubu ise bu taktirde S de G de normaidir.

mﬂGﬁS‘

=|G: S|

iv) Eger T", S* da normal ise bu taktirde T, S de normaldir ve S A. E% dir[15].
Tanim 1.1.9: G birgrup ve x,y € G olsun.

y=g'xg

olacak gekilde bir g € G elemani varsa y, x e egleniktir denir.

G de x e eslenik olan biitiin elemanlarin kiimesi
xG={g"xg| ge G}

ile verilir ve buna G de x in eglenik simifi denir.

Z ( G)={ geG |her xeG igin g"lxg=x} kimesine G nin merkezi denir. Aglk

olarak Z ( G ). G nin bir degigsmeli normal alt grubudur.

Teorem 1.1.4 : Her grup eglenik siniflarin bir birlegimidir ve farkli eglenik siniflari ayriktir [ 15 ].

Tanim 1.1.10 : X' # J bir kime ve G bir grup olsun. X uzerinde G nin bir etkisi agagidaki

sartlari saglayan bir :G x X = X dénugimudir:



i) eeG birim eleman olmak Uzere her x € X igin a(e,x)= x dir.

i) Her x € X veher g,h e G igin a(gh,x) =a(g,a(h,x)) dir.

a(g,x) yerine genellikle gx yazilir. Bu durumda yukardaki iki sart ex=x ve
(gh)x=g(hx) seklinde olur.

Bu sartlar altinda X kumesine bir G — kiime adi verilir. Eger X zerinde G nin bir
etkisi varsa, bu durumda G ye X Uzerinde etkir ( etki ediyor veya hareket ediyor ) denir.

G, X uzerinde etki etsin. X (zerinde bir ~ bagintisimi gbyle tanimlayalim:

X~y . gx=y olacak gekilde bir ge€G elemani vardir”. Bu takdirde ~ nin bir denklik

bagintisi oldugunu géstermek kolaydir.

Tanim 1.1.11: ~ bagintisinin denkiik siniflarina etkinin yé&riingeleri denir. Ayrica bir x € X
noktasini igeren ybriingeye x in ydriingesi (orbiti) denir ve Gx ile gésterilir. Agik olarak

Gx={gx| geG} dir.

Tanim 1.1.12: G, X Uzerinde etkisin ve xe X olsun. Gx={ ge G| gx= x} alt grubuna

x in G deki sabitleyeni (dengeleyeni) denir.

Tamm 1.1.13: G, X Uzerinde etki etsin ve x,ye X keyfi olsun. gx=y olacak sekilde bir
g€G eleman varsa G ye X (zerinde gegigli olarak etki ediyor denir. Eger G, X

lzerinde gegigli olarak etki ediyorsa Gx=X olacag agiktir. Ayrica ng =gG, g"1 dir.

Dolayisiyla her x,yeG igin G, ve G, egleniktir.

Tanim 1.1.14.: Eger X bir G grubunun bostan farkli bir ait kimesi ise, bu takdirde X

Uzerinde bir kelime,
— v &2 €n
w=X"X...X

Ay s

bigimindeki bir we G elemanidir. Burada x,€ X, ¢, = £1 ve 21 dr.



Tanim 1.1.15: G birgrupve x,y € G olsun. x ve y nin komiitatéri [x,y] =x" y'l xy
elemanidr. G nin elemaniarinin  bitin  komiitatérleri tarafindan  Gretilen,  yani

{ [ X,y ] | X, V€ G} kimesi tarafindan tretilen G nin alt grubuna komiitatér alt grubu denir

n
ve G ile gosterilir. xeG olsun. x= H [a,., b, ] yazalim. Bu taktirde
i=1
n
g'xg=]] l:g'l a,g,g'b, g] dir ve boylece g xg € G’ olur. Buise G’ nin G nin
i=1
bir normal alt grubu oldugunu séyler. Simdi G/G' b&lim grubunu géz éniine alalim. Bu taktirde

bu bélim grubu degismelidir. Gergekten [a,b]eG' oldugundan [a,b]G' =G dr ve

bdylece
xG'yG' =xyG =xyly,x]G =yxG = yGxG

olur.

G/Gr bolim grubuna G nin abelyenlegtirilmesi denir.

G bir grup ve H bir degigmeli grup olsun. Eger ¢:G— H bir grup homomorfisi ise
bu takdirde her xe G igin

@: %,—)H

homomorfisi vardir.

Ustelik, ¢ homomorfizmi onun gekirdegdi olan G’ komditatér alt grubu ile ifade edilir. Bu

G' komitatér alt grubu G nin yegane en kiglk normal ailt grubudur &ylekl %,=H

degigmelidir.
Boylece abelyenlegtirmeden sonra herhangi bir ifadede her garpim degismeli olur.
Sonug olarak, bazi egit olmayan ifadeler, abelyenlegtirmeden sonra egit hale gelir. Ve hatta

birim elemana esit olabilir. Ornegin, G={ +1,+i,tj ,i—k} mertebesi 8 olan quaternion grup
olsun. Bu durumda G'={il} dir. G nin abelyenlestiriimesi Z,xZ., nin bir kopyasidir.

Abelyenlegtirmede i'j'=j'i' (i'=G'i, j'=GY) dir.
J



Teorem 1.1.5 : G’ komiitatér alt grubu G nin normal alt grubudur. Eger N <G ise bu taktirde

% degismelidir ancak ve ancak G' < N dir[15].

$imdi bir grubun sunumu hakkinda temel bilgileri verelim.

Bir G grubunun RI.(X,.) (J € J) bagintilarini saglayan X; (i e ) elemanlan
tarafindan Uretildigini farz edelim (burada / ve J indis kiimeleri ve Rj(X ;). X, uretegleri ile
bir kelimedir, yani R, ( X ). X, treteglerinin sonlu goklukta (pozitif veya negatif) kuvvetlerin

bir garpimidir). Rj(X,. )=1 bagintilarina G igin belirleyici bagintilar (defining relations)

denir. Eger G deki her baginti sadece grup aksiyomlarini kullanarak belirleyici bagintilar

tarafindan elde edilirse bu durumda G ye bir sunuma sahip oldugu s8ylenir ve bu durum
G=<X,(iel)|R(X)=1 (jeJ)>

ile gosterilir. Eger I soniuise G ye sonlu iiretenlidir denir.

G bir grup ve Ureteglerinin kiimesi X olsun. Eger Uretegler arasinda belirleyici bir
baginti mevcut degil ise G grubuna serbesttir (free) denir. Ornegin; Z bir serbest gruptur. X
in kardinalitesine de G nin rank: denir. Bir serbest grubun her alt grubu da yine bir serbest

gruptur [9].

Teorem 1.1.6 : E§er G = <X, | R,(X,),(iel,jeJ)> ve H da herhangi bir grup ise

bu taktirde agagidaki ifadeler denktir:

i) Bir 8 : G —> H epimorfizmi vardr.

ii) % = H ile bir N < G normal alt grubu vardir

i) H, R,(x) (VY jeJ) bagintilarini saglayan x; (i € I') elemanlar tarafindan tretilir [ 12 ].

Tanim 1.1.16 : G bir grup ve p bir asal sayi olsun. Eger G nin mertebesi p nin bir kuvveti

seklinde ise G ye bir p-grup denir.



Bir G grubunun bir H alt grubunun mertebesi bir p asal sayisinin kuvveti seklinde
ise H a G nin bir p-alt grubu denir.

$imdi |G| =p"m, (p,m)=1 olsun. G nin bir H alt grubunun mertebesi tam

olarak p" ise bu taktirde H a G nin bir Sylow p-ait grubu denir.

Teorem 1.1.7: G sonlu bir grup olsun. Bu taktirde,

i) G bir Syiow p-alt grubuna sahiptir.

if) Herhangi iki Sylow p-alt grup G de esleniktir.

iii) G nin her p-alt grubu G nin bir Sylow p-alt grubunda igerilir [ 3 ].

Tanim 1.1.17 : Bir G grubunun maksimal alt gruplarinin timiinin arakesitine G nin Frattini

Alt Grubu denir ve ¢( G ) ile gbsterilir.

Teorem 1.1.8 (Burnside Temel Teoremi): Bir G p-grubunda g,,...,g, elemanlan G yi

Uretir ancak ve ancak onlarin géruntileri % ( G )5 C,xC, vi Uretir.

Tanim 1.1.18 : G bir grup olsun. Eger her xeG igin x" =1 olacak sekilde bir pozitif n

tamsayisi varsa, bu sekildeki en kigiik 7 tamsayisina G nin eksponenti denir. Aksi haide G
nin sonsuz eksponentli oldugu sdylenir. Soniu bir G grubunun eksponenti, G nin

elemanlarinin mertebelerinin en kiiglik ortak katidir.

Teorem 1.1.9 : E§er G+#1 sonlu bir p grup ise, Z( G )#1 dir.

Teorem 1.1.10 : Eger bir G grubu abelyen degil ise, bu takdirde %( G) devirli degildir.

Teorem 1.1.11: p bir asal olmak izere, mertebesi p2 olan bir degismeli G grubu ya Zp,

ye, yada Z ,xZ , ye izomorfiktir [ 15 ].
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Teorem 1.1.12: p asal, | G| = p3 abelyen olmayan bir grup olsun. Bu takdirde I Z ( G ) |= P

ve %(G)EZPXZP dir.

ispat : Teorem (1.1.9) dan Z ( G )¢1 dir. Ayrica G abelyen olmadigindan Z ( G )¢G dir.

Farz edelim ki IZ ( G)]= p® olsun. Bu takdirde

G =

/Z ( G)l p dir. p asal oldugundan
G - . G T . .
/Z( G) devirlidir. Simdi /Z( G) devirli ise G nin abelyen oldugunu gbsterelim.

G - . . -
/Z ( G) devirli olsun. Bu takdirde bir ge G igin

D3(6)~(87(6))={52(6)| nez}
dir. §imdi g,,g,€G keyfi olarak verilsin. g,Z(G ), g,Z(G) e(g Z( G)) oldugundan

8Z(G)=¢g"Z2(G) ve g,Z(G)=g" Z(G)

olacak sekilde n,meZ vardir. Buradan g, eg”"Z(G) ve g,eg" Z(G) du. Dolaysiyla

g=¢8"z, ve g,=g" z, olacak gekilde z,,z,e€Z( G ) vardir. Buradan

&1 &, =gn 2, gm 2, =gn gm 2y 2, =g"+m 2,2,
=g""z22,=g"8"212=¢"28"2,=8,8
elde edilir. Yani G degigmelidir. Bu ise bir geligkidir. [ Z(G) |= p dr.
Simdi Z ( G) =G’ oldugunu gbsterelim. Z ( G) <G dir. % ( G) abelyen
oldugundan Teorem (1.1.5)den G'<Z ( G ) dir.Buise Z ( G ) = G’ oldugunu gésterir.
|Z(G)|=p oldugundan G'=Z(G) yada G' = {1} dr. G'= {1} olamaz.

Cunku %, degigmeli bir grup oldugundan %,EG olup G de degigmeli olur. Bu ise geligki
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olur. O halde G'=Z(G) olmalidir. Ayrica % (G) devirli olamayacagindan (Teorem

G =
1.1.10), Teorem (1.1.11) den /Z(G)_ Z,xZ, olur.

Tanim 1.1.19 : E§er z" =1 ve O<m<n igin z" #1 ise z ye 1 in bir n inci primitif kékii

denir.

Tanim 1.1.20 : Eger G degismeli bir grup ise
T={ueG | |u|sonludur}

kumesi bir alt gruptur. Bu alt gruba, G nin torsion alt grubu denir.
Eger T ={e} ise G grubuna torsion free adi verilir; yani, eder bir grup, birim

elemanindan bagka hicbir sonlu mertebeden eleman igermiyorsa torsion free olarak
adlandiriir.
T, G degismeli grubunun torsion ait grubu olmak lizere G=T ise bu takdirde G

grubuna torsion grup denir. Ayrica % béliim grubunun torsion-free olacag! agiktir.

Tanim 1.1.21 : Her bir p asal sayis! igin mertebesi p3 olan bes tipte grup vardir, bunlardan

Ugu degismelidir:

Il. A” =1,B?=1, AB=BA
V AP=B’=C’=1,AB=BA, AC=CA,BC=CRB.

Diger ikisi degigmeli degildir. Bunlar p =2 igin Ill quaternion grup ve p nin tek oldugu
durumda IV dihedral grup:

W A" =1,B=1,BAB" = 4"*

v A?=B"=[A4,B]|’=1, A[A4,B]=[A4,B]A,B[4,B]=[4,B]B
dir[18].
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1.2 BIR GRUBUN MOBiUS FONKSIYONU

Bu kisimda, Z tamsayilar kiimesi (izerinde tanimlanan Mébius Fonksiyonu, sonlu bir
grubun alt gruplarinin latisi tzerine genigletiimistir. Ayrica Z tamsayilar kiimesi {izerinde verilen
Mbbius Inversion Formliiniin kargihg verilmigtir. Son olarak da, 1936 da P.Hall [ 5 ] tarafindan
verilen ve adina Philip Hall metodu denilen bir metot agiklanmistir. Bu metot, sonlu dretilenli bir
gruptan sonlu bir gruba olan butin homomorfilerin sayisindan epimorfilerin sayisini elde etmek
igin Mdbius Inversion Formdlintn kullaniimasidir.

Tanim 1.2.1 : Btln pozitif tamsayilar igin tanimh bir fonksiyona bir aritmetik fonksiyon denir.

Tanim 1.2.2: n € Z" igin Mébius 1 Fonksiyonu,

1 n=1

p(n)=<5 (1), n=pp,...p, (p,..,p, farkh asal sayilar)
0, p’|n (p birasalsay)

olarak tamimlanir. E§er » > 1 ise tanimdan
2 u(d)=0
d|n

oldugu kolayca gésterilebilir.

Teorem 1.2.1 ( Mébius inversion Formiilii ) : f bir aritmetik fonksiyon olsun. Her pozitif #

tamsayisi igin

F(n)=3, f(d)

d|n
ile tanimlanan F', aritmetik fonksiyon ise bu taktirde

f(n)=§|: p(d)F(n/d)

dir[6].
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Simdi bir G grubunun alt gruplarinin latisi (izerinde Mé&bius fonksiyonunu tanimlayalim.

Tanm 1.23 : G sonlu uretilenii bir grup ve § = { Hl H<G ve [G:H]<oo}olsun. Bu

taktirde G nin alt grup latisi ile ilgili & : S —Z Mbbius fonksiyonu

1, K=G
H)=6. . =
H2K ﬂ( ) k.6 { 0, K<G

veya denk olarak, #(G)=1 ve eger K # G ise bu taktirde u(K)=- > u(H)

H>K

olarak tanimlanir.

Omegin; G =Z tamsaylarin toplamli grubu olsun. Bu taktirde her n € Z™* igin

K =< n><Z di. Bbylece

1 n=1

p(K)=p(n)={ (1), n=pp,...p, (s p, farkhasalsayilar)
0, pzln ( p bir asal sayr)

yani; i tamsayilar Uzerindeki Mobius fonksiyonu ile gakigir.

Méobius fonksiyonu ile ilgili asagida verilen teoremler P.Hall'in [ 5 ] makalesinde
bulunur.

Teorem 1.2.2 : Eger H, G nin maksimal alt gruplarinin bir arakesiti dedil ise bu taktirde

u(H)=0 dr.

Teorem 1.2.3:i) E§er H, G nin bir maksimal alt grubu ise bu taktirde u( H ) = —1 dir.
if) Eger H < G bir maksimal alt grup degil fakat onu igeren farkli maksimal alt gruplarin

arakesiti ise bu taktirde p( H )=m-—1 dir. Burada m, H 1 igeren farki maksimal alt

gruplarin sayisidir.
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Teorem 1.2.4 : Eger bir @ e Aut(G) ign a(H,)=a(H,) ise bu taktirde

u(H, )= pu(H,) di.

Mébius Inversion formiiliinit bir G grubuna uygulamak igin G nin alt gruplari Uzerinde

tanimli fonksiyonlarin herhangi bir o ve ¢ ikilisi ve her H < G ikilisi igin

o(G)= 2, ¢(H)

H<G

ifadesini gdz 6nlne alinz.

Simdi P.Hall metodunu agiklayalim. Bu metot I" sonlu dretilenli bir grup ve G de bir

sonlu grup olmak uzere, I' dan G ye epimorfizmlerin ¢.(G) sayisini bulmak igin bir

metottur. I" agagida verilen soniu bir sunuma sahip olsun:
I=<X,..X, | R(X;)=..=R(X;)=1,1<i<g>.

I' dan G ye homomorfizmler aslinda, H < G olmak lzere I" dan H a epimorfizmierdir.

Boylece

Hom (I',G) = U Epi(T',H)

Hs<G

dir. Ayrik birlesimindeki elemanlan saymakla

Gr(G)= Z ¢F(H) '

H<G

elde ederiz. Burada o -( G )=| Hom (T,G)| ve ¢.(H) = | Epi(T,H )| dr. Buradan

Mébius Inversion formiilil ile

¢:(G)= >, o (H)u(H) (1.2.1)

H<G
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elde edilir. Gergekten, (1.2.1) denkleminin sa§ tarafina o.(H) = z ¢ (K) yazar ve
KsH

toptamin sirasini degistirirsek,

S o (H)u(H)=Y [): ¢r(1<)]u(H)

H<G HsG K<H

-y ( 5 ¢F(H)u(1<))

H<G K2H

-3 (w5 ute)

H<G K2H

dir. Béylece ¢ (H) in katsayisi olarak

> u(K)

KzH

elde ederiz. ¢ nun taniminda H = G harig Z u(H) sifirdir ve H = G durumunda ise
Kz2H

z H(H) =1 dir. Boylece

Kz2H

¢-(G)= 2, or(H)u(H)

H<G

elde edilir.

1.3 OKLIDYEN OLMAYAN KRISTALLOGRAFIK GRUPLAR

Tanm 1.31 : G hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun. Eger 8:GxG—>G,
0(g.h)=gh ve a:G—>G, a(g)=g™" donusumleri siirekli ise G ye bir topolojik grup
denir.

Topolojik gruplarin en énemli 6zelliklerinden birisi, herhangi bir geG noktasinin

komsulugu ile G nin birim elemant olan e nin bir komgulugunun topolojik es yapili oimasidir.
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Tanim 1.3.2: G bir tolopojik grup ve X herhangi bir uzay olsun. Eger her g,heG ve her
xeX igin A:( g,h )—)gAh ile tanimlanan bir A:Gx X — X strekli dénigimi

) gA(hAx)=ghAx

ii) eAx=x

kogullarini sagliyorsa [ G, X ] ikilisine bir topolojik déniigdm denir.

Tanim 1.3.3: G bir topolojik grup olsun.

1. G nin elemaniarinin higbirisi G nin bir yigiima noktas! degil ise G ye ayrik grup

denir.
2. Her geG elemani igin { g} kimesi g nin bir komgulugu ise G ye ayrik grup

denir.

w

Her ge G elemani G nin bir ayrik noktasi ise G ye ayrik grup denir.

4. e, G nin birim elemani, G nin bir ayrik noktasi ise G ye ayrik grup denir.
Onerme 1.3.1: Tanim (1.3.3) de yer alan her bir ayrik grup tanimi denktir.

Tanm 1.3.4 : C_ ile genigletimis karmagik dizlemin otomorfizmleri, a,b,c,deC ve

-}

ad—-bc#0 olmak uzere T:C_—>C,_,

az+b

T(z)=cz+d

bigimindeki déniigiimlerdir. Bu 6zellikteki w=T ( z) dontgtmierine dogrusal déniigiim yada
Mébius dénigidmi denir. Bu tip dénligiimierin kiimesi bilegke iglemine gdre bir grup olugturur
ve bu grup Aut(C, )=PGL(2,C) ile gosterilr. a,b,c,deC ve ad-bc#0 oimak
Uzere

az+b

U(Z)=c;+d
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dénugtmlerine de C_ un anti-otomorfizmleri denir. lki anti-ototmorfizmin bilegkesi bir

otomorfizm ve bir anti-otomorfizm ile bir otomorfizmin bileskesi bir anti-otomorfizmdir.

Tanim 1.35: a,b,c,deR ve ad—bc=1 olmak lizere

bigimindeki dénlglme gergel katsayili dogrusal déniigiim denir. Bu dénlglmlerin kimesi
PSL(2,R) ile gosterilr.

Tanim 1.3.6 : Dilzlem hiperbolik geometri, dizlem Oklid geometrideki paralellik aksiyomu
yerine “verilen bir dogru izerinde bulunmayan bir noktadan bu dogru ile kesigmeyen birden gok
dogru gizilebilir” aksiyomu alinarak elde edilir. Kisaca N.E. geometri (Non-Oklidyen geometri)
simgesiyle gdsterilen ve Oklid geometrisinden farkli olan hiperbolik geometri igin gegitli
gosterimler vardir. Burada Poincaré tarafindan verilmis, yari-diizlem gésterimini kullanacagiz.

Yari-diizlem gésteriminde hiperbolik duzlem U ={ zeC I Imz>0} st yar diizlemi;
hiperbolik noktalar, U daki noktalar; hiperbolik dogru R eksenine dik olan (yani merkezi
R de bulunan) gemberlerin U da kalan pargalari; hiperbolik agi, Oklid anlaminda &igillen
agidr.

Bir yay elemaninin hiperbolik uzunlugunun ds diferansiyeli,z = x+iy olmak Uzere,
ds=|dz l/ y olarak tanimlanir. Béylece pargali sirekli diferansiyelienebilir bir C egrisinin

uzunlugu

l(C)=é[ds=é|‘;1;\/(%t)2+(dJ/dt)z dr

olur. Benzer gekide du ile gésterilen hiperbolik alan diferansiyeli du = dxdy/ y* olarak

tanimlanir. Hiperbolik diizlemin élgtilebilir bir E alt kimesinin hiperbolik alan

u(E)=[[532

dir.
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Tanm 1.3.7 : [G,U ] topolojik dénigiim grubunun ayrik noktalarina Oklidyen Olmayan
Kristallografik (Non-Euclidean Crstallographic) grup denir ve kisaca NEC grup seklinde

yazilir.
Tanim 1.3.8: PSL( 2,R ) grubunun alt grubu olan NEC gruplara Fuchsian gruplar denir.

Tanim 1.3.9 : Temel bolge dizlemin &yle bir alt kiimesidir ki grup diizlemde gosterdigi tim
Ozellikleri bu kiime Uzerinde gosterir. Bir bakima bu kimeye dlzlemin grup igin kiiglk bir
kopyasidir diyebiliriz.

[’ bir NEC grup ve F,U da kapali bir kiime ve F° de F nin igi olsun. Eger F

kiimesi

(i) ' her yériingeden en az bir eleman bulunduruyorsa,
(ii) F° her y6riingeden en fazla bir eleman bulunduruyorsa,

(iii) F\F° nin hiperbolik alani sifir, yani ,u(F\FO)=O

kosullarini gergekliyorsa F alt kiimesine I igin bir temel bélgedir denir.

Tanim 1.3.10 : Bir mébius seridinin bir noktasindan baglayarak merkez gemberi etrafinda bir
kez dolanilirsa mébius seridinin ters tarafinda ayni noktaya ulagilir. Dolayisiyla bir mébius
seridini igeren ylzeylere ydnlendirilemeyen yiizey, mébius seridini igermeyen torus gibi bir
ylzeye de yénlendirilebilir ylizey denir.

Tanim 1.3.11 : Wilkie, kopmak bélum uzayina sahip olan I" N.E.C. grubu verildiginde bunun
bir F temel bbéigesinin ve temel bolgesi ile eslestiriimis bir ylizey simgesinin elde
edilebilecegini, bu ylizey simgesinden yararlanilarak da I" grubunun gdsteriminin
bulunabilecegini géstermigtir.

Yiizey simgesi sbyle elde edilir: F', [’ N.E.C. gurubunun temel béigesi olmak tizere F'
hin kégelerini 4,B,C,...,P,Q,R,... bigiminde adlandiralim.

1. AB kenarinin PQ kenar ile yon koruyan bir g elemani ile eslestirildigini kabul
edelim ve AB kenarini a ile gbsterelim. O halde g(B)=P ve g(A)=Q drr.
Dolayisiyla F nin kenari olarak dustnuldiginde « kenarinin yénu g tarafindan

degistirimigtir. Bu durumda PQ kenarini @' ile gbsterecegiz. Bbyle bir durumda

a,a’ simgesi bu kenarlarin yén koruyan bir déniisim ile eslendigini gtsterir.
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2. Eger AB ve PQ kenarlan h kayan yansimasi ile eglestiriimis ise h(A)=P ve

h( B)=Q olur. AB yi y ile gbsterirsek 4,y kenarinin yéntind korudugundan PQ

kenarini da y ile gosteririz. E§er ¥, y olarak adlandirlmig en az bir gift eglenmig kenar

varsa bu % bélim uzayinin yonlendirilemez yiizey oldugunu gdsterir.

3. Higbir kenar ile eglesmeyen kenariarin oldugunu da biliyoruz. Boyle bir kenari da & ile
gosterelim.

F , kenarlar yukaridaki kurala gére adlandiriimig bir temel bdlge olsun. Kenarlar belirten
harfleri pozitif ydnde yan yana (siralarini degigtirmeksizin) yazmakla elde edilen gdsterime
yizey simgesi denir.

Kargimiza iki gesit ylizey simgesi g¢ikar. Bunlardan birisi y6nlendirilebilir, digeri
ybnlendirilemez bdlim uzayina sahip gruplar igindir. Yoénlendirilebilir b6lum uzayh gruplar igin
yiizey simgesi

GGG E 0V Vg B & Y VotV as, €& Vro-Vrs, 6.0 B4 Bty Bty By

ve ybnlendirilemez b&lim uzayh gruplar igin yiizey simgesi
? ’ ’ ’ ’ * * >
IR SN Y TRIE PR R 2% 2VF CYRRY YR A (R N A Y- Al AT A A

bigimindedir. Birinci tipteki bir ylizey simgesine sahip F temel bélgesinin eglenmig kenarlarinin
karsilhkli noktalari 6zdesglenirse r-tane disk gikariimis ve g tane kulp takilmig bir kire, ikinci
tipteki bir ylzey simgesine sahip olandan da r-tane disk gikariimig ve g-tane gapraz baghk
(cross-cap) eklenmis bir kiire elde edilir.

m;,n;; sayllari I' nin yén koruyan elemaniarinin mertebeleridir ve buniara I" nin

periyotlar denir. Ozel olarak m; tamsayilarina da I' nin has periyotlar denir.

I' grubunun NEC simgesi, yonlendirilebilir bslim uzayli oldugunda,

(g,+,[ my,...,m, ],{ ( PypseeesPyg ),...,( Bpyseessflyg )} ), (1.3.1)
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yénlendirilemez béltim uzayl oldugunda,

(g,—,[ My yeens i, ],{ ( Mg peeesty, ),...,( Pyyseeestly, )} ) (1.3.2)

bigimindedir. Ozel olarak I" bir Fuchsian grup ise butin periyotiar has periyot olacagindan ve
boltim uzay yénlendirilebilir oldugundan ylizey simgesi,

(g.+[meom, 1 .{ })
olur. Béyle bir durumda ylzey simgesi genellikle

(gsmy,....m, )

olarak yazilir.
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. BOLOM

GRUP KARAKTERLERI iLE DENKLEMLERIN GOZUMLERININ SAYISININ BULUNMASI

2.1 SONLU GRUP GOSTERIMLERI

Tanim 2.1.1 : G sonlu bir grup ve F bir cisim olsun. Bu taktirde F (zerinde G nin bir
gosterimi, bir

p:G—>GL(V)

homomorfizmidir. Burada V', F (izerinde soniu boyutiu bir vektér uzayi ve GL( V) de V den

V' ye izomorfizmlerin grubudur.

V., F uzerinde n boyutiu bir vektdr uzay: olsun ve ¥ nin bir {v,, . . .,v,} bazini

alalim. Bu taktirde V' vektér uzayindan F" vektér uzayina tanimlanan

av+...+a,v, > (a,..,a,)

doéniigimi bir izomorfizmdir. Béylece V' yi F" vektér uzay ile tammiayabiliriz. Diger taraftan

lineer cebirden GL( ¥ )= GL,( F) oldugu iyi bilinir. Burada GL,( F ), F izerinde btin
n x n tersinir matrislerin grubudur. Simdi, eger p : G — GL( V') bir gbsterim ise bu taktirde

p:G->GL, ( F ) homomorfizmini elde ederiz. n tamsayisina p nun derecesi denir.

Herhangi bir G grubunun derecesi 1 olan bir gésterimine bir lineer gésterim adi verilir,

yani; bir lineer gésterim bir p: G — GL,( F )= F* = F-{ 0} homomorfizmidir.

Tanm 21.2: p:G—>GL,(V) ve p':G—> GL,(V) F uzerinde G nin Iki gésterimi

olsun. Eger her g € G igin,

p(g)=T"p(g)T

olacak gekilde bir T tersinir n x n matrisi varsa p ve p' gésterimlerine denktir denir.
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Tanm 213: p:G > GL( Vv ), F uzerinde G nin bir gsterimi olsun. Eger Cek p = {1}

ise p gbsterimine faithfuldur denir. Yani; e§er p(g) =, olan G nin yegane g elemani

birim eleman ise p faithfuldur.

G bir grup ve F bir cisim olsun. p:G — GL,(¥V ) nin G nin bir gdsterimi
oldugunu farz edelim. x; € F' olmak iizere (x, sere s X, )' seklindeki bitilin siitun vektdrierinin

uzay! ¥ = F" olsun. Burada ( x,,..., x, ), (% ,--- » X, ) nin transpozunu gbsterir. Vv € ¥

ve Vg € G igin, v situn vektori ile p( g) n x n matrisinin p(g)v matris garpmi V' de

bir stitun vektoriidur.

Tanm 2.1.4 : G bir grup ve V, F zerinde bir vektér uzay olsun. Eger asagidaki sartlari
saflayan bir gv (g€ G , veV ) carpim tanmlanirsa ¥V ye bir G —modiil veya
F G—modiil denir. Her u,veV ,A € F ve g,h € G igin

1) gveV

2) (gh)v=g(hv)
3) lv=v

4) g(Av)=4(gv)
5) g(u+v)=gu+gv

dir. Tanimdaki (1), (4 ) ve (5 )sartlan Vg € G igin
v gv, (veVl)

fonksiyonunun ¥ nin bir endomorfizmi, yani ¥ den kendisine bir lineer déniigim oldugunu

garanti eder.

V, F uzerinde bir vektdr uzayi ve @, ¥V nin bir endomorfizmi olsun. ¥ nin bir bazinin
B={v,...,v,} oldugunu farz edelim. Bu takirde F de a, (1<i<n , 1<j<n)

skalerleri her i igin,
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i

0( v, ) =aW+...tay+..tay,

olacak sekilde vardir. Buradan elde edilen ( a; ) matrisine B bazina baglh olan @ nin matrisi

denir ve [ 7] ]B ile gosterilir.

Simdi, B' = { v,’,...,v,',}, V' nin bir diger bazi olsun. Bu taktirde 1 < i < 7 ve belirli ¢;

skalerleri igin,

Vi=tv+ .. HLY

1 mn

olur. Bdylece elde edilen T = (#;) n x n matrisi tersinirdir ve bu matrise B den B’ ye baz

degigim matrisi ad\ verilir. T nin tersi B’ den B ye baz degigim matrisidir.

B ve B', V nin bazlarive @, V nin bir endomorfisi ise bu taktirde 7, B den B’ ye

baz degisim matrisi olmak lizere
[0],=T"[0],T (21.1)
dir.

B,V nin bir bazi olsun. Bu taktirde her g € G igin, B bazina bagh olan ¥ nin

v = g v endomorfisinin matrisi [g ]B ile gosterilir.

Tanim 21.5: G, {1, 2, ..., n} kimesi Uzerinde bir permiitasyon grubu oisun. Her i ve her
geG igin ge =e,, olacak sekide {e,, ..., e,} baz ile bir ¥, G—modiline F
uzerinde G igin permiitasyon modiilii denir. { €,...5 8, } bazina ¥ nin dogal bazi denir.

n

Permitasyon moduliinin { €,...5€ } bazint B ile gosterelim. Bu taktirde her
g €@ igin [ g ]B matrisi her bir satirda ve situnda sifirdan farkh bir tek elemana sahiptir ve

bu eleman 1 dir. Bdyle bir matrise permiitasyon matrisi denir. Her bir e, yi sabit birakan G
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nin yegane elemani birim eleman oldugundan permitasyon moduliniin bir faithful G —modul
oldugu gorultir.

Teorem 21.1:1) p: G —> GL,,(V), F uzerinde G nin bir gbsterimi ve ¥ = F” olsun.

Bu taktirde
gv=(p(g))v, (veV,geG)

ile bir g v garpimt tamimlanirsa ¥ bir G —modiii olur. Ayrica, ¥ nin bir B baz

p(g)=[g], (g€G)

olacak sekilde vardir.

2) V' bir G-modil ve B, ¥V nin bir bazi olsun. Bu taktrde G den GL,(F) ye

g [g], (geG) e verilen fonksiyon F tzerinde G nin bir gésterimidir.

Teorem 2.1.2 : V, B baz ile birlikte bir G—modil ve p, p: g [g]B (ge@) ile

tamimianan F' Uzerinde G nin bir gésterimi olsun. Bu taktirde
1) B',V ninbirbaziise G nin p’': g > [g ]3' gosterimi p ya denktir,

2) p", p yadenk olan G nin bir gésterimi ise bu taktirde ¥ nin bir B” bazi vardir yle ki

p'ig[g], dr

Tanim 21.6: V ve W, G —modilller olsun.
i) Bir @:V — W fonksiyonu bir lineer déniigim ve her ve V ve g € G igin

(vg)o=(vo)g
safilanirsa @ ya bir G — homomorfizm (veya FG —homomorfizm) denlir. Diger bir ifadeyle,

efer 6, v yi w ye génderirse bu taktirde vg yide wg ye génderir.
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ii) Eger 0:V — W, bir G—homomorfizm ve tersinir ise 8 ya bir G —izomorfizm denir.
Boyle bir G —izomorfizm varsa V' ve W ye izomorfik G —modiiller denir ve ¥V =, W ile

gdsterilir.

Tanim 2.1.7: V bir G—modil ve W, ¥ nin bir alt kimesi olsun. Eger W bir alt uzay ve her
weW veher g e G igin wg € W ise W ye V nin bir G — alt modiii denir.

Béylece ¥ nin bir G—alt moduli bir G—modiil olan bir alt uzaydir. Her V
G —moddld igin {0} (sifir alt uzay1) ve ¥ nin kendisi ¥ nin G — alt modulleridir.

Tanim 2.1.8 : i) ¥V # 0 bir G—modil olsun. Eger ¥ nin {0} ve ¥V den bagka G —alt
modull yoksa V' ye indirgenemezdir denir. Eger V', {0} ve V den bagka bir W, G—alt
modulliine sahipse V ye indirgenebilirdir denir.

i) p:G— GL,(F), G nin bir gbsterimi olsun. Eger bu gdsterime kargilik gelen

gv=(p(g))v, (veF",geG)

ile tanimh F", G —modili indirgenemez ise bu taktirde p gosterimi indirgenemezdir. Eger

F", indirgenebilirise p gdsterimi indirgenebilirdir.

V' nin indirgenebilir bir G —modiil oldugunu farz edelim. Béylece 0 < boyW < boyV
olacak gekilde bir W, G —alt moddilii vardir. ¥ nin bir B bazina genigletebilecegimiz ' nin

bir B, bazini alalim. Bu taktirde her g € G igin [g ]B matrisi

4 0
C B
formundadir. Burada 4 ve B matrisleri W ve V /W uzerinde g nin etkisini gésterir (boylece

A matrisi k x k | bir matristir, k = boyW dir). Ayrica, g — A ve g > B fonksiyonlari G

nin gbsterimleridir. Bbylece derecesi n olan bir gbsterim indirgenebilirdir ancak ve ancak

yukarida verilen formdaki bir gdsterime denktir.
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Tanim 2.1.9 : ¥V bir G—modil olsun. Eger V', {0} ve V den farki W, ve W,, G —ait

moddllerinin ¥V =W, © W, direkt toplami olarak yazilabiliyorsa (veya yazilamiyorsa) V' ye

aynsabilir (veya aynsamaz ) denir.

Onerme 2.1.1:Iki ¥V ve W, G —modil izomorfiktir ancak ve ancak ¥ nin B, bazi ve W nin

B, baziher g € G igin

(2], =[],
olacak gekilde mevcuttur.

V bir G—modil olsun ve W, ler ¥V nin G-—alt modilleri olmak izere

i

V=Wew,®...®W, oldugunu farz edelim. B;, W, nin bir baz ise bu taktirde

i

B = U B; nin, V' nin bir bazi oldugu agiktir ve her g € G igin

[g], O 0 )
0 [g], 0
(gl =
0 0 [g],

dir.

Teoremi 2.1.3 ( Maschke Teoremi ) : G sonlu bir grup olsun. F' nin karakteristiginin 0 veya

|G| ile aralarinda asal oldugunu farz edelim. Eger V', F (zerinde soniu boyutlu bir
G —modiil ve W, de ¥ nin bir G —alt modiilii ise bu taktirde V' = W, © W, olacak sekilde

nin bir W,, G —alt modult vardir [ 8,16 1.

G sonlu bir grup ve F = C olsun.
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Lemma 2.1.1 ( Schur Lemmasi ): V' ve W indirgenemez G — modilller olsun.

i) Eger @ :V — W bir G —homomorfizm ise bu taktirde ya @ bir G —izomorfizmdir ya da her
veVigin 8(v) =0 dr.
ii) Eger @:7V — V bir G —izomorfizm ise bu taktirde @, 1, birim endomorfisinin bir skaler

katidir [ 8,16 ].

Onerme 2.1.2: V, C uzerinde sifirdan farkh bir G—modiil olsun ve ¥ den ¥ ye her
G —homomorfizmin 1, nin bir skaler kati oldujunu kabul edelim. Bu taktirde V

indirgenemezdir.

Sonug 21.1: p: G - GL, ( (C), G nin bir gésterimi olsun. Bu taktirde o indirgenemezdir
ancak ve ancak Vg € G igin p(g)A=A4 p(g) sartini saglayan her nxn A matrisi

A € C igin 4 = A1, formundadir.

Onerme 2.1.3 : G sonlu bir abel grup ise bu taktirde her indirgenemez G —modiil 1

boyutludur.

Omek 211: G=C,=<a| a"=1> mertebesi n olan bir devirli grup ve ¥ sifirdan

farkli G —modiil olsun. Maschke teoremine gore, ¥V =U,® ... ® U,, C uzerinde ¥ nin

U, indirgenemez G —modillerinin bir direkt toplamidir. Onerme (2.1.3) e gore her bir U ; nin

2ni/n

boyutu 1 dir. u,, U, yi geren vektdr olsun ve w=e olarak alalim. Buna gére her i igin

gu; = w™ u, olacak gekilde bir m, tamsayis vardir. Bdylece B, ¥ nin u,, ... ,u, baz ise bu

taktirde,
wh 0 . . 0 )
0 wn 0
[g], =
\ 0 0 w™ J

dir.
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Onerme 2.1.4: G sonlu bir grup ve ¥, C uizerinde bir G —modiil olsun. Eger g € G ise bu

taktirde V' nin bir B bazi vardir dyle ki [g ]B matrisi kdgegen matristir. E§er g nin mertebesi

n ise bu taktirde [ g ]B matrisinin kégegen Uzerindeki elemanlan birimin # inci kékleridir.

2.2 SONLU GRUP KARAKTERLERI

Bu kisimda F = C, G sonlu bir grup ve boyV < o oldugunu kabul edelim.

Tanim 2.2.1:Eger A= (a,j) bir n x n li bir kare matris ise bu taktirde 4 nin izi iz A ile

gosterilir ve

n
izA= Z a;
i=1
olarak tanimlanir.

Tanim 2.2.2:Eger p: G > GL( 14 ), G nin bir gésterimi ise bu taktirde p nun y karakteri

geG ign x(g)=iz(p(g)) ile verlen y:G — C fonksiyonudur ve p ya y

karakterini meydana getirir denir.

Tamm 2.2.3 : Eger 7, G nin bir p gdsteriminin karakteri ise bu taktirde y nin derecesi

der y ile gosterilir ve der y = der p olarak tanimlanir. Bdylece

der y = x(1)
dir.

Tanim 2.2.4: Eger y, G nin bir p gosteriminin bir karakteri ise bu taktirde y in gekirdegi
Ceky={geG:xy(g)=x(1)} iletanimianir. Boylece Cek y = Cek p dir.
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P nun faithful, lineer, indirgenemez veya indirgenebilir olmasi durumuna gére y de

faithful, lineer, indirgenemez veya indirgenebilirdir denir.

Teorem 2.2.1:G sonlu bir grup ve y, G nin bir karakteri olsun. Bu taktirde y in degeri, G

nin bir eglenik sinifinin bitdn elemanlan Ozerinden sabittir (yani; x bir sinif fonksiyonudur).

Onerme 2.211 : y, C uzerinde bir G —modiiltintin karakteri olsun ve g € G igin g nin

mertebesinin m oldugunu farz edelim. Buna gére;
1) x(1)=boyV

2) x(g). birimin m inci kéklerinin bir toplamidr.

3) z(g7)=12(g)

4) Eger g, g~ e eslenik ise x (g) bir reel sayidir.

Tanim 2.2.5: 0 ve ¢ nin G den C ye fonksiyoniar oldugunu farz edelim.

<9’¢>=|17| 2. 9(g)e(e)

geCG

seklinde bir skaler garpim tanimlayalim. Bu taktirde <, >, G den C ye fonksiyonlarin vektér

uzay! dzerinde bir i¢ garpimdir. Yani;
i) V6,,0,,¢ ve Vx,,x, € C igin,

<x%60,+x,0,,0>=x<0,0>+x,<6,,6>
ve VO,4,,4, ve Vx,,x, € C igin,
<O, x4+x,8 >=x<0,4 >+x,<0,¢ >

i) <8,0>=<¢,0> (her 8,¢ igin)
iii) Eger @ # 0 ise < 8,0 > > 0 sarti saglanir.
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Onerme 2.2.2 : G nin, 85 ... g temsilcileri ile tam olarak / tane eslenik sinifina sahip

oldugunu farz edelim. ¥ ve y, G nin karakterleri olsun. Bu taktirde,

)<z, >= ]—CIV'_I Z ;g(g)l//(g“1 ) dir ve bu bir reel sayidir.
geiG
!
“)<Za'//>=z Z(gi)'/’(gi) dr.

i=1 ICG(gi)l

Tanim 2.2.6: V,, ..., V, indirgenemez G —modiillerinin herhangi ikisi birbirine izomorfik degil
ve her indirgenemez G —modul bir 7, ye izomorfik ise V;,..., ¥, ya izomorfik olmayan

indirgenemez G — modilllerin bir tam kiimesini olugturur denir.

Teorem 222 : (G sonlu bir grup ve Vi,...,V, izomorfik olmayan indirgenemez

G —modiillerin bir tam kiimesi olsun. y,, ¥; nin (1<i < k) karakteri ise bu taktirde, Vi, j

igin

dir.

Teorem 2.23: y,,...,%,, G ninindirgenemez karakterleri olsun. Eger , G nin herhangi

bir karakteri ise bu taktirde negatif olmayan d,, ..., d, tamsayilarn igin

y=dip+..+d 7

dir. Ayrica, her 1 < < k& igin

k
di=<y,z,> ve <y,y>=) d}
i=1

dir.
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Teorem 224 : V', karakteri y olan bir G—modiil olsun. Bu taktirde ¥ indirgenemezdir

ancak veancak < y,y > =1 di.

Teorem 2.2.5: G nin her indirgenemez p'” gésterimi, 1, = der(p(‘)) garpani ile birlikte p

nun bir direkt toplamidir. Bdylece p = ®,_, n, p*” dir.

Sonug 221 : pY (iel), G nin indirgenemez gbsterimi ve y, = X0
n,=der(y )= boy( p? ) ile o nin karakteri olsun. Bu taktirde

> =[]

iel
dir.

Tanim 2.2.7: G uzerinde bir sinif fonksiyonu, x ve y, G nin eslenik elemanlan oldugundan
¢(x)=¢(y) olacak sekilde bir ¢: G — C fonksiyondur, yani; ¢, G nin her bir eglenik
sinifi Uzerinde sabittir. G Uzerinde bitin sinif fonksiyonlarinin C(G) kumesi boyC(G) = c
boyutlu C uzerinde bir vektér uzay olusturur (C ( G), G den C vye bitiin fonksiyonlarin

vektor uzayinin bir alt uzayidir). Burada verilen ¢ sayisi, G nin eglenik siniflarinin sayisidir.

C(G) ninbirbaz, g € C, “G nin j inci eslenik sinifi” olmak tzere

4,(8) =5, ={1 , z’.=j.

fonksiyonlart ile verilir (bdylece ¢,, i inci C, sinifi Uizerinde 1 degerine, diger biitiin durumlarda

da 0 degerine sahip olur).

Teorem 2.2.6 : G nin p"” indirgenemez gésterimlerinin y, karakteri, G (zerinde biitin

C( G) sinif fonksiyonlarinin vektér uzayi igin bir ortonormal baz olugturur.
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Teorem 2.2.7 : G nin izomorfik olmayan indirgenemez karakterlerinin sayisl, G nin eslenik

siniflaninin sayisina egittir.

Teorem 2.2.8 : G abel gruptur ancak ve ancak G, hepsinin derecesi 1 olan |G| tane

indirgenemez gbsterime sahiptir.

Teorem 2.2.9 : i) ( Satir Ortogonallik Bagintisi ) : %,,..., %,,» G nin indirgenemez
kompleks karakterleri ve g,, ..., g,, G nin eglenik sintflarinin temsilcileri olsun. Bu taktirde

herhangi bir r,s € {1, ... ,k} giftiigin

LG — . 1, r=s
L PACrI Y REA
dir.
ii) ( Stitun Ortogonallik Bagintilan ) :
k I__G_| , =S
I ACATACA LI NI
i=1

dir.

Onerme 223: N« G ve 7, % nin bir karakteri olsun. 7(g)=7(Ng) (g€ G)

olacak gekilde 7 : G — C tanimlayalim. Bu taktirde y ., G nin bir karakteridir ve y ile ¥
ayn| dereceye sahiptir.

Tanm 228 : NaG ve %, % in bir karakteri ise bu taktirde z(g)= Z(Ng)

(g € G) lleveriten G nin y karakterine ¥ nin G ye taginmigi denir.

Teorem 2210 : N < G olsun. % nin her bir karakteri ile onun G ye taginmigini

birlegtirerek, G/, nin karakterlerinin kiimesi ile N < Cek y fifadesini saglayan G nin ¥
N
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karakterlerinin kiimesi arasinda bire bir ve érten bir egleme elde ederiz. % nin indirgenemez

karakterleri; gekirdekleri N yiigeren G nin indirgenemez karakterlerine karsilik gelir.

Onerme 2.2.4: Eger y, G nin bir lineer karakteri ise bu taktirde G’ < Cek y dir.

Onerme 2.2.5: G nin lineer karakterleri tamamen G/G’ nin indirgenemez karakterlerinin G

ye taginmigidiriar. Ozellikle, G nin farkl lineer karakterlerinin sayisi I G/G'l e esgittir.

Teorem 2211 : G=H x K olsun. @, ..., d,, H n farkli indirgenemez karakterleri ve
01 5 sues Gm de K nin farkh indirgenemez karakterieri olsun. Bu taktirde G tam olarak, nm

tane farkli indirgenemez karaktere sahiptir ve bunlar 1 <i < n ve 1 < j < m igin

(¢i x 0, )(g=h)=¢;(g)9j(h) (geG,heH)
olmak tizere ¢, x 6, lerdir.

Tamm 2.2.9:1) xeG olsun. Eger x ve x' eglenik ise bu x elemanina reeldir denir.

2) G nin bir karakteri ¥ olsun. Her g € G igin ¥ (g) reelise y reeldir.

Onerme 2.2.6 : Bir G grubunun reel olan kompleks indirgenemez karakterlerinin sayisi, reel
elemanlarin eglenik siniflarinin sayisina egittir. Ozellikle;

i) Bir g eleman reeldir ancak ve ancak her indirgenemez y karakteriigin y (g) reeldir,

ii) Eger G grubunun mertebesi tek ise bu taktirde sadece trivial karakterler reeldir,
iil) G trivial olmayan bir reel indirgenemez karaktere sahiptir ancak ve ancak G nin mertebesi
cifttir,

iv) E§er G bir abel grup ise bu taktirde G nin reel indirgenemez karakterlerinin sayisi g2 =1

olan G deki g elemanlarinin sayisina esittir [ 3,8,16 ].

Tanim 2.2.10: p, karakteri y olan bir G grubunun bir indirgenemez gbésterimi olsun. Eger

p ., R uzerinde alinabilirse bu taktirde p ya birinci gesit , eer p, R uizerinde degil fakat 7
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reel ise p ya ikinci gegit ve y reel dedil (bdylece p da reel degil) ise p ya dgiincii gegittir

denir.

Frobenius-Schur belirleyicisi

1 2

geklinde tanimlanir.

Teorem 2.2.12 : G nin her bir indirgenemez 7 karakteri igin, o nun sirasiyla birinci, ,ikinci

veya Uglnc gesit olmasina gére ¢, = 1,-1 veya O olur[8].

Simdi iyi bilinen bazi sonlu gruplarnin karakterlerini, Mobius fonksiyonu altinda
degerlerini ve bu gruplarin alt gruplarini verelim.

Omek 221: H=C, =<a|a" =1> mertebesi n olan bir devirli grup olsun.G nin, n

nin her pozitif 7 bdleni igin mertebesi 7 olan tam olarak bir tane devirli H = C,, alt grubu

vardir. Mébius fonksiyonunun tanimindan u(H) =1 ve n nin her m (m < n) bbéleni igin
u(C,)= ,u(—”—) dir. Diger taraftan ¢ Euler fonksiyonu, yani n den kiglk ve #n ile
) m

aralarinda asal olan pozitif tamsayilarin sayisini veren fonksiyon olmak lizere, C, nin

otomorfizm grubu Auz(C,) nin mertebesi

IAut(Cn)

=¢(n)

dir.,
$imdi C, nin gosterimlerini ve karakterlerini yazalm. F = C olsun. Bu taktirde,

0 £ j <n olmak izere

pj(a)=[u)j:| (b6ylece,,oj(a")=|:mrj"],Osk<n),
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2xi

C, nin 1 boyutiu indirgenemez gdsterimlerinin tam listesidir. Burada w = e ™ birimin bir 7 inci
primitif k6kadur, yani; w" =1 ve 1< m <n igin w” #1 dir. Bbylece mertebesi n olan bir
devirli grubun tam olarak n tane boyutu 1 olan gdsterimi vardir. Buradan C,, agagida

tanimlandi§i gibi hepsinin derecesi 1 olan 7 tane indirgenemez kompleks karaktere sahiptir,

Z,(a)=w , (0<j<n-1).

a"=b’ =(a b)2 =1 > mertebesi 2n olan bir dihedral gruptur.

Ornek 2.22: D,=<a,b

Eger n tek ise bu takdirde D, in %2 tane eglenik sinifi vardir. Bunlar
{1}; { x,x7 } (Isrszly; {xsy} (0<s<n-1)

dir. Béylece 1‘;—3 tane indirgenemez karaktere sahiptir.

Eger n iftise D, in ﬁ‘zi tane esglenik sinifi vardir. Bunlar

{1};{)%}; {x’,x"}(lSrSﬁ;—z);{x’y} (s Gift) ; {x‘y} (s tek)
dir.

Eger n tek ise D, in derecesi 1 olan iki tane indirgenemez karakteri ve derecesi 2 olan

—”-2‘1 tane indirgenemez karakteri vardir. D, in R (izerinde butun indirgenemez gbsterimleri;

p:g —[1], VgeD,

| [1], g=a" (bir 7 igin)
Pz'g'_){["l]a g =a’b (bir r igin)

27 . 2z
cos=ZL  ginZZJ
n n . _
Pjaia b e
. 27j 27
—sin cos
n n
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dir. Béylece D, nin her gdsterimi birinci gesittir, yani reeldir. Dolayisiyla D, in her bir
karakteriigin ¢, =1 dir.

Eger n cift ise D, in derecesi 1 olan dort tane indirgenemez karakteri ve derecesi 2
olan -”;—2 tane indirgenemez karakteri vardir. Yine D, in her gosterimi reeldir ve b&ylece
¢, =1dir.

D, in her alt grubu ya devirlidir ya da yine dihedraldir. m|n olan her m pozitif
tamsayisi igin mertebesi m olan ve <x> de igerilen sadece bir tane devirli alt grup vardir. Bu

alt grup n=ml (leZ) olmak Uzere
C,=<x'>

dir. D,, in mertebesi 2m olan [ tane dihedral alt grubu vardir. Bunlar u=x’,v=xi ¥y

0 <i<-1 olmak tizere

D,=<u,v|u"=v*=(uv) =1>

alt gruplandir.

Mébius fonksiyonunun tanimindan her mln igin

(2] w22
dir.

D, grubu mertebesi n olan ¢( n ) tane dénmeye kargilik gelen elemanlardan birini ve

n tane yansimaya karsillk gelen elemanlardan birini igeren herhangi bir ikili tarafindan
uretildiginden ve bu ikili diger herhangi bir bdyle ikiliyle tek bir otomorfizm ile

donistrilduginden D, in ng( n) tane otomorfizmi vardbr.

D_ in alt gruplariyla ilgili agagidaki tabloyu verebiliriz. Tabloda birinci situn D, in alt

gruplanini, ikinci sttun ait gruplarinin sayisini, tglinct stitun ,u(H ) degerlerini, dérdinci

siitun alt gruplarin mertebelerini ve beginci siitun bu alt gruplarin karakterlerinin derecesini
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gosterir (6rnegdin beginci siitunda verilen l("') ifadesinden m tane derecesi 1 olan karakterin
oldugu anlagliir).

H #H u(H) |H | z(1)
C, (m|n) 1 n ( n ) 1
m m
D, (m|n tek)| n ﬂ(i) om 1@, o)
m m
D, (m|n gift)] n s
l " ﬂ(;) 2m 1(4)’ Z(T)

Tablo 2.2.1 D, in alt gruplari

zn-l 2 2n—2

Omek 223 : G=Q,=<x,y|x" =1,y =x" ,yxy'=x" >, merebesi 2"

(n>3) olan genellegtirilmis quaternion gruptur. Q,. nin her alt grubu ya devirlidir yada
yine genellestirilmis quaternion grubudur.

Qz" , ¢ =2"% 43 tane eslenik sinifa sahiptir. Bunlar,

(i {#7 L {7 asisz -,
{xy} (0<i<2"?-1), {#"y} (0<i<2? -1).

= 4 oldugundan derecesi 1

an, ¢ tane indirgenemez karaktere sahiptir. le": ’2,,

olan dbrt tane indirgenemez karakteri vardir, yani n,=n,=n,=n,=1 ve n;>1, 55;<c.Bu

takdirde,

Ian | =2" = 12+12+12+12+2n12. 24+(2"‘2—l)22 =2"
Jj=5

dir, burada n; =2, 5<j<c dr.

an , indeksi 2 olan g tane maksimal alt gruba sahiptir;
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H =<x>=C,,
2 ~

H,=<x ,y>=Q2,,_,
2 ~

H,=<x,xy>=Q

2n-|

dir. Bu takdirde u(H,)=-1(i=123) dr. K=Q, = <x’>=z= C,.. komitatér alt
grubu bu (g maksimalin arakesiti oldugundan ,u(K ) =3-1=2 dir. Diger butin H alt
gruplari igin, bunlar maksimallerin arakesiti olmadigindan, x( H ) =0 drr.

an nin alt gruplariyla ilgili agagidaki tabloyu verebiliriz.

7| #H w(m) |H] (1)
an 1 1 o 14 . 22""—1
Q. | 2 -1 i P
C,.. | 1 -1 o
Cyra 1 2 g2 e

Tablo 2.22 Q,, inalt gruplan

Ayrica Q,, (n>3), 27" tane otomorfizmaya sahiptir.

Ornek 2.24: Q, =<x,y l x*=1,x* = y*, yxy™ = x*> olmak iizere mertebesi 8 olan

quaternion grubu olsun. Q, grubu { 1},{ x? },{ xzy,y},{ x,x },{ xy,xsy} eslenik
siniflarina sahiptir. Qg in 4 tane p, (7=1,2,3,4) 1 boyutlu reel gosterimi ve 1 tane 2 inci

gesit 2 -boyutlu p; indirgenemez gosterimi vardir. Bu gdsterim

NCE NLE (-0
:x 1] ’x
Ps i o) <10 TPl

ile verilir. Béylece Qg grubunun derecesi 1 olan 4 tane ve derecesi 2 olan 1 tane

indirgenemez karakteri vardir. QQ, in karakter tablosu agagida verilmistir.
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Eslenik siniflar

(13 {#} {=#} {»nar} {25}

Karakterler
y4 1 1 1 1 1
X 1 1 -1 1 -1
X 1 1 1 -1 -1
Xs 1 1 -1 -1 1
Xs 2 -2 0 0 0

Tablo 2.2.3 Q, grubunun karakter tablosu

Buradan, bu karakterlere karsilik gelen Frobenius Schur belirleyicisi

C, =€, =€, =€, =1 ve Cy, = -1 dir.

Simdi Q; in at gruplarinin Mobius fonksiyonu altindaki degerlerini bulalim: Q,
grubunun (¢ tane maksimal alt grubu vardir. Bunlar, mertebesi 4 olan

<x>=C,, <x? ,y>=C,, < x* ,xy>=C,, devirli alt gruplaridir. Bunlara ek olarak bir tane
mertebesi 2 olan <x’> = C, devirli alt grubu vardir. Bu alt grup maksimal alt gruplarin

arakesitidir. Bu alt gruplar igin 2( H ) degerleri,

#(Qs)=1, u(C)=-1, u(G,)=2, u(C)=0

dir. Bdylece Qs ile ilgili agagidaki tabloyu olusgturabiliriz.

H #H p(H) |H| z(1)
OR 1 1 8 14,2
C, 3 -1 4 1
C, 1 2 2 1?
C, 1 0 1 1

Tablo 2.24 Q, in alt gruplan

Aut(Q,) = S, oldugundan |Aut( Qs)| = 24 dr.
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2.3 GRUP KARAKTERLERI iLE SONLU BIiR GRUPTA DENKLEMLERIN COZUMLERININ
SAYISININ BULUNMASI

Bu bdlimde kompakt, baglantili ylzeylerin temel gruplarinin Uretegleri arasindaki
bagintilara karsilik gelen denkiemlerin sonlu bir grupta gézimierinin sayisini veren formdlller
verilecektir. Bu formiiller son bolimde yansimasiz Oklidyen olmayan Kristallografik (NEC)
gruplanin normal alt gruplarinin sayisini veren formullerin bulunmasinda da kullanilacaktir
(Kompakt, baglantih yiizeylerin temel gruplariyla ilgili olarak [ 4, 13, 19 ] nolu referanslara
bakiniz).

Bu formtiller igin teoremleri vermeden 6nce gésterim teorisinde 6nemli yeri olan ve bu
formilllerin ispatinda kullanilan grup cebirleri ile ilgili bazi kavramiar verelim.

Sonlu bir G grubunun grup cebiri, G (zerinde garpma iglemini igeren ekstra yapi
tagiyan |G| boyutlu bir vektdr uzayidir. Bir anlamda grup cebirleri gbsterim teorisiyle ilgili

bilmek istedigimiz her seyin kaynagidir. Fakat biz burada ayrintiya girmeyecegiz.

G, elemanlan g;,g,,...,g, olan soniu bir grup olsun. C lzerinde baz elemanlari

{gl, 28, } olan bir vektdr uzay tanimlayacagiz ve buna CG diyecegiz. CG nin

elemanlar olarak

Ag+...+4,8, VA4eC

formundaki butiin ifadeler alinir. CG de toplam ve skaler garpim igin kurallar dogal olarak

n n
tanimianir: eger u = z Ag vev= Z 4,8, CG ninelemanlarive A € C ise bu taktirde

i=1 i=1

n n

utv=2 (4+u)g ve Au=) (i4)g

i=1 i=1

seklindedir. Bu kurallar ile, CG, C tzerinde { g,,&,, ... ,&, } baz ile n boyutlu bir vektsr
uzayidir. { 81825+ 28, } bazina CG nin dogal bazi denir. Bazen CG nin elemanlanni

Z A, 8 (4, € C) formunda yazariz.

geG



41

Tanim 2.3.1: C dzerinde G nin

(CG={Z a,g:a,eC} = clel

geC

grup cebiri, g(=1.g) € G baz elemaniari ile bir kompleks vektdr uzayidir. CG de

2 @82 Bh=2 a,Bi(gh)=2 (Z agﬂ,,]k

geCG heG g,heG keG gh=k

ile verilen garpimi tanimlamak igin G deki garpimi kullaninz. Bu CG vyi bir halka ve vektér
uzay: yapar. Béylece C G bir cebirdir. CG grup cebiri garpim igin bir birim igerir, bu eleman 1

C nin birimi ve e de G nin birimi olmak Uzere 1.e elemanidir. Bu eleman basitge 1 olarak

yazanz.

V = CG olsun. Béylece V', C lzerinde n = | Gl boyutlu bir vektér uzayidir. Her

uveV ,2eC ve g,he G igin,

gvevr,

(gh)v=g(hv),
lv=vy,

g(Av)=4(gv),
glu+v)=gu+gv

dir. Buna gére ¥V = CG, bir G -modilddir.

Tanim 2.3.2: G sonlu bir grup olsun. ve CG , g € G olmak Uzere gv dogal garpimi ile

C G vektdr uzayina diizgiin (regiiler) G -modiil denir.

CG nin dogal bazi B alinarak elde edilen g > [g], gosterimine C izerinde G

nin diizgiin (regiiler) gésterimi denir. Bu g&sterim | Gl boyuta sahiptir.
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G nin (C uzerinde) herhangibir p : G — GL(V') gbsterimi bir

p:CG>End(V); Z a, g Z a, p,

geCG geG
cebir homomorfizmine genigletilebilir.

Tanim 2.3.3: CG grup cebirinin merkezi
{ze(CG| za=az VaeCG}
seklinde tanimianirve Z = Z (CG) ile gosterilir.

Lemma 231: Z,C = Z g baz elemanlari ile birlikte CG nin bir alt cebiridir. Burada C,
geC

G nin eslenik siniflar Uzerinde dolasir (béylece boy Z = eglenik siniflarin sayisidir ).

ispat : Z nin CG nin bir alt cebiri oldugunu kontrol etmek kotaydir. C, ..., C. G nin farkl

eslenik siniflari olsun. Ik olarak her bir C, nin Z ye ait oldugunu gésterelim.C,, bir g

elemaninin r tane farkii y;'g Viseees), 'g ¥, esleniklerinden olugsun. Bbylece,

C=2, v'gy,
j=1

J

dir. Her 4 € G igin,

RICh=) h'ylgyh
j=1

J

olur. j vi, 1 ile » arasinda alirsak,

B'ylgy,h=h'y'gyh & y;'gy, =y, g%
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oldugundan, 4" y;l g¥; h elemani C; boyunca dolagir. Boylece,
2 K yleyh=G
j=1

olur ve dolayisiyla 4™ C,h = C, dir. Yani; C, h=hC, olur. Buna gére her bir C,, her

h e G ile degigir, bdylece her Z A,h e CG ile degigir. Boylece C, € CG dir. Simdi,
heG -

0

1
1,...,_% nin lineer badimsiz oldugunu gosterelim: Z lig=0 (4; €C) olsun.

i=1

C, ,..., C; siniflan ikili tarzda ayrik oldugundan her 4, = 0 dir.

Geriye C, ,...,C, nin Z vyi Uretti§ini gostermek kalr. 7 = Z A, g € Z olsun.
v - gelG

he G igin, rh = hr vebdylece h™' rh = r olur. Yani;

2 A gh=3 .8

geG geG

dir. Dolayisiyla her A€ G igin, G nin A, katsayisi, h ' gh n 1 katsayisina egittir.
4 g

Klgh

Buna gbre g lg fonksiyonu G nin eglenik siniflar (izerinde sabittir. Béylece A4,, bir

|
g, € C, igin /131 katsayisi olmak lizere, ¥ = Z A; S oldugu géraldr.

i=1
Onerme 2.3.1: ¥V, C uzerinde bir indirgenemez G - modtil ve z € Z olsun. Bu taktirde
zv=Av (VveVl)

olacak gekilde A € C vardr.



ispat : Her r € CG ve veV igin, rzv = zrv olur ve bdylece vi— zv fonksiyonu ¥ den
V' ye bir G -homomorfizmdir. Schur lemmasina gére, bu G -homomorfizma bir A € C igin

A1, ye esittir.

Teorem 231 :C,..., Cg, sonlu bir G grubunda eslenik siniflan (ayrik olmasi gerekmez)

olsun. Bu taktirde her i igin x, € C, olmak Uzere x, ... x,=1 denkleminin G de x,, ...,x,

gozUmlerinin sayisi

¢ |C |« 2 x(xy)

6l 4 20

ile verilir. Burada y, G nin indirgenemez kompleks karakterleri (izerinde dolagtr.

ispat : Lemma (2.3.1) ile C, G nin eslenik siniflari tizerinden oimak tzere, Z = Z(CG),
C G nin bir alt cebiridir dyle ki

c-3 x

xeC

sinif toplamlarindan olugan bir baza sahiptir. Buradan

C ..C,=Y a.C (2.3.1)
- —

garpimini yazabiliriz. Burada a., her i igin x, € C; ile x,... x, olarak ortaya gikan her bir

x € C elemaninin sayisidir. Buna goére ( 2.3.1 ) denkleminde C =1 sinif toplaminin q,

katsayisini hesaplamak zorundayiz.

X, derecesi d =der(p)= (1) olan G nin bir indirgenemez kompieks p

gosteriminin karakteri olsun. Schur Lemmasi, CG de merkez olan her bir C nin, bir

p(C)=21,
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|Clx(x)=iz(p(C)) =4, 2(1)  xeC
elde edilir. Béylece

_|Clx()
T¢)

olur. (2.3.1 ) denklemine p yu uygularsak
Ag eehe, = Z ac ¢
C

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla bitlin ﬂj ler igin yerine koyarsak

|C,|...ng|)((xl)...)((xg) Y |C|z(x)
x (1) ¢ x()

denklemine ulaginz. Burada bunu (x € C olmak tzere her bir x, € C, dir) y (1)? ile garparsak,

|G| | € |2 () e 2 (5,)
x (1)

=Y a|Clz(x)x(D)

elde edilir.

Bu, indirgenemez her y karakteri igin dogrudur, bdylece biitin y ler Gzerinden topladifimizda

cl-lc,| S "(x;)('l‘)'jff"g) _YiaClzmr}  (232)

elde edilir. G igin sttun ortogonallik bagintilar



46

|G|/|c|, x,yeC

gz(x)x(y)={ 0. eygC

ifadesini igerir. Bdylece y =1 alirsak,

Zx(x)m={|G|/|C , xeC={1}

0, x#1

olur ve dolayisiyla denkiemi sag taraftan a1| G| ile sadelegtirebiliriz. Bu taktirde ( 2.3.2 )

denklemi

x(x)...x(x,)
cl...|c £ =4|G

sekline dénusdr. | Gl ile bolersek, a, igin gdzimlerin sayisi olan istenilen formul elde edilir [11].

Teorem 2.3.2 ( Frobenius, Mednykh ) : G sonlu bir grup olsun. G de

[a.h]...[a,,b,]=1 (2.3.3.)

denkleminin ¢6zlimlerinin sayisini o, (G) ile gbsterelim. Bu taktirde, ¥ , G nin indirgenemez

kompleks karakterleri Uizerinden olmak Uzere ve y (1) de y nin derecesini gdstermek Uzere,

0, (G)=|G|*" Y x(1)**

z

dir.

ispat : ( 2.3.3 ) denklemindeki her bir [a;,b,] komitatérint a; ' ¢; olarak yazalim. Burada
c =b,."1 a;b, nin @, nin bir eglenigi oldugu agiktr. Béylece Teorem 2.3.1 ile, her i igin

a,,c; €K, oimak tizere G de
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[ T e -1 . .
denkleminin a,, ¢, ¢dzlimlerinin sayisini, K", K; nin elemaniarinin terslerinden olugan sinif

olmak Uizere

IK,"“K, ||K2'1||K2 | ...|K;‘||Kg| y ;(( a’ );[(c1 );(( a;' );((c2 )...;((a: );{(cg)
IGI z 75(1)22{—2

2(a)2(a)2()2(a,)..2(a, ) 2(a,)
Z(l)zg—z

& f KT

..|1r<g|2
R

(2.3.4)

dir. Yukarida )((a,.' l)= x(a;) ve x(¢; )=x(a;) ozellikieri kullaniimigtir. Verilen herhangi bir
a, € K, igin her bir ¢,eK,, |CG (a,.)|=| G|/|K,.| tane b,€G elemani igin b;' a,b, olarak
ortaya gikar. Béylece ( 2.3.4 ) denklemini HI G | / | K,.| ile garparak her a,€ K, ve b, G igin

(2.3.3 ) denkleminin gbzumlerinin sayisint,

= (a)x(a) ... x(a,) x(a,)
0, (G)=|G|K|...|[K,| T &2 az(l)zf_z

x a, €K a, ek,

=|G|‘HZ{75(1)2'zg >y z(a,)z(al)---z(ag)x(ag)}

ile verebiliriz. $imdi q;,b,€G ile ( 2.3.3 ) denkleminin gdzimlerinin sayisini bulmak igin,
yukaridaki ifade G de K,,KZ,...,Kg siniflarinin  bitiin segimleri Uzerinden toplanir ve

agagidaki ifade elde edilir.

X a1ek; a,eK,

%(G)=|G|""‘Z{z(1)*“ oY x@a)x(a) .-.z(ag)z(ag)}

=|G|g"z{z(1)“g(zz‘(’a“)x(a)]g}

x aeG
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Simdi G nin karakterleri igin ortogonallik bagintilari, bitin indirgenemezieri 4

karakterlert igin,

1G|=3. x(a)x(a)

acG

esitligini verir. Béylece,

o, (G)=IG[* X x(1)™

x
elde edilir[ 11].

Ornek 2.3.1: G = C, mertebesi # olan bir devirli grup olsun. G de [a,,b,] ... [a,,b,]=1
yani; a' b a, b, ...a: bg'1 a,b,=1 denkleminin gézumlerinin sayisini bulaim. Bunun igin
Teorem 2.3.2' yi uygulayalim. G degismeli oldugundan G nin |G| tane y indirgenemez

karakteri vardir. Bu karakterlerin hepsinin derecesi y (1) =1 dir. Bdylece Teorem 2.3.2 ile

o, (G)=|G|*"> z(1)**

=" {1+1+...+1}
n tane

2g-1

=n n

= n 2g
olarak bulunur.

Omek 232: G=D, =<x,y| x"=y>=(xy)? =1> mertebesi 27z olan dihedral
n Y Yy y

grup olsun. G = D, de, Ornek 2.3.1 de verilen denklemin gézlimlerinin sayisini bulalim.

Teorem (2.3.2) ve Ornek (2.2.2) de verilen bilgiler kullanilarak, eer #» tek ise, bu
takdirde
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o, (D,)=|G[*" 3 x(1)*
V4
=(2n )2g’1{1+1+"7_1-22‘28}
=22 2! { 2+(n-1) 2%}
=n22"'(223 +n-1 ) ,

efer n cift ise, bu takdirde

o, (D) =|G[*" X (1)

X

=(2n)2g_'{1+1+1+1+n—;£~22‘28}
=2’ w5 { 44 (n-2)2"7% |
= n2g—](2Zg+1 +n_2)

elde edilir.

Omnek 233 : G=Q, =<ux,y| x*=1, x*=)?,yxy=x"> mertebesi 8 olan quaternion

grubu olsun. G = Q; de, Ornek 2.3.1 de verilen denklemin ¢éztmlerinin sayisini bulalim.

Teorem 2.3.2 ve Ornek 2.2.4 de verilen bilgiler kullanilarak,

0, (G)=|G[*" Y 2 (1)
V4
=877 {1+1+1+1+2°7% }
_____263—3( 22 +22—-2g )
=24 { 2% +1}

elde edilir,

Teorem 2.3.3 ( Frobenius - Schur ) : G soniu bir grup olsun. G de

r..rl=1 (2.35)
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denkleminin ¢ézimlerinin sayisi o, (G) olsun. Bu taktirde ¥, G nin indirgenemez kompleks

karakterleri Uzerinden olmak Uzere
- -1 -
o, (G)=|G|"" D ¢f x(1)*¢
4

dir.

Not : Frobenius ve Schur, teoremi genel olarak ifade ettiler fakat ispatini sadece g =1 igin

verdiler.

ispat : g=1 ve o(y), G de r12= y denkleminin g6zUmlerinin sayisi olsun. r12= y igin

(2.2.1) esitligi kullanilirsa

Y oo (Mx(»)=|Gle,

yeG

elde ederiz. Her iki tarafi y (1) ile garparsak,

2. o (»)x2(»)x(1)=|Gle,x(1)

yeG

olur. Bu esitlik butiin y indirgenemez karakterleri igin dogrudur. Béylece bitlin y (zerinden

toplam alirsak,

2.0 (») 2 2(»)x(1)=|G| X c, 2(1) (236)

yeG

elde edilir. Simdi stitun ortogonallik bagintilarini hatirlarsak,

|G|
— (2, hek

Y x(y)x(n)=1 x|
x 0, yhek

dir. Burada K eglenik siniftir. 4 =1 alirsak,
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6|, yeK={1}
0, y=#l

% 2020 -]
V4
esitligini elde ederiz. ( 2.3.6 ) denkleminin sol taraft o ( 1) | Gl ye esittir. Bbylece ( 2.3.6 )

denklemi
G'(1)|G|=|G|§ c, 2(1)
sekline doniisdr. Son esitigi | G| e bolersek G de 72 = 1 nin gozimlerinin sayisini veren
o"(l)=; c, z(1)

esitligini elde ederiz. Simdi,

p(x)2 p(7)o(x)=2 p" (x)p(7)p(x)

reG neG

=X [P (x)p(n)p(x) ][ P (x)p(5)p(%) ]

reG

=> p(n)p(n)

neG

=2 p(r)

reG

oldugundan Z p( r,z) matrisi p( x ) (xeG) indirgenemez gdsterimlerinin matrisleri ile yer

reG

degistirir. Sonug (2.1.1)'den, Z p( 7;2) , birim matrisin bir kati oimahdir, yani;

reG

> p(#)=r1, (reC) (2.3.7)

reG

dir. Teorem (2.1.2)yi kullanarak ve matrisin izini alarak, cxl G| = Ay (1) elde ederiz. Buna

gore ( 2.3.8 ) denklemi
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2 cxl G I I
= =] (2.38)
2 A(7)= 40
olur. Buradan ( 2.3.8 ) denklemini p ( r22 ) ile garparsak: -

Al

2.2 2
=1 3.9
,,zec' p(rr) (1) p(13) (239)
elde ederiz ve izini alirsak
2.2 cxl l 2
=____..5 (2.3.10)
';X(rl rz) x(l) X(rz)

r‘ze:c X( rl rf’ )‘(;:('IG)I ;Gx( r22 )
- X(l) x|G|
(el61)

2

elde edilir. $imdi eger 6™ (z ), #’ 7 = z denkleminin g6ziimindn say1s! ise bu taktirde

_ (elol)
ZEZ;;G (z) x(z) = 2 (D)

dir. Her iki tarafi (1) ile garparsak bu taktirde

> o"(z))((Z)X.(l):(clel)2

zeG
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dir. Bu bitin indirgenemez 7y igin dogrudur, bdylece butin 7y (zerinden toplarsak

> o (2 X a@x(1) =(16]) X(e )’ (23.11)

zeG x x

denklemini elde ederiz. Sdtun ortogonallik bagintilarina gére (2.3.11) denkleminin sol tarafi

o (1) | G| ye esittir. Dolayisiyla
o"(1)|6|=(|6F) X (<)

dir. Bu son ifadeyi |G| ile bolersek G de 77 r; =1 gbzUmlerinin sayisini veren agagidaki

denklemi elde ederiz.
- 2
o (1) =|G| X (<)
x

Bu iglemi tekrarlarsak, yani g tane r,...,7, elemanlarini (2.3.7) denklemi ile

g

garparsak

N (ls]
2 pliten) =Sy PR n) = (x(l)J

T ) =055

denklemini buluruz. Daha 8nceki gibi ayni yéntem ile G de

denkleminin gézlUmlerinin sayisinin



54

oi()-latg L

oldugunu elde ederiz[ 13 ].

Not : Higbir topolojik yéntem (2.3.5) denkleminin G de ¢bziimlerinin sayisini vermez.

Ornek 2.3.4 : G degigmeli bir grup olsun. Bu taktirde G nin |G| tane indirgenemez karakteri

vardir ve hepsinin derecesi 1 dir. Eger G nin Sylow 2 -alt grubunun ranki » ise bu taktirde

bunlarin 2" tanesi birinci gesit (+1 degerlerini alir) ve geriye kalanlar lglncii gesittir.

Dolayisiyla,
i iy (o)
o (6)=16" % -t
_|G|g_l{lg—_2+ +1g_—~2} |G|812r
2" tane
dir.

Omek 235 : G=D,=<a,b|a"=b*>=1, b'ab=a" > mertebesi 2n olan

dihedral grup olsun. Ornek (2.2.2) de verilen bilgiler gz 6niine alinarak G de Kooty =1

denkleminin ¢gdzimlerinin sayisini bulalim. Eder n tek ise

g-1 (cx )g
2 (1)

=(2n)*" 2:_2+...2:_2 (2n)gl(2+( , )2”]

Neeeee—— ——
a1 tane
2
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n Gift ise,
g
o \D, )= - (cx)_
8( ) ; x(l)g2
-1 1 1 -1 -
=(2n)° 1+1+1+1+23_2+...2g_ =(2n)* (4+( > )223J
n-2
Trtme
elde edilir.

Omek 236 : G=Q,=<x,y|x*=1,x*=y",yxy"'=x"> mertebesi

8 olan

quaternion grubu olsun. Omek 2.3.4 de verilen bilgiler g6z 6niine alinarak, G de K.t =1

denkleminin gézimlerinin sayisini bulalim. Ornek 2.3.4 ile,

(@)=l ((clgg'z

1
— &l 4
= 8% (1+1+1+l+( 1)% 2g_2)

= 2% (1+(_% )gJ = 2% 4 (-1)% 2%

olur.

Teorem 2.3.4: G sonlu bir grup olsun. Bu taktirde G de

[a,b] ...[a,,b,]%...x,=1

denkleminin gézimlerinin o, ( G ) saysi

61 £{ 20" 5 2(5)-- % 2(5)}

el X, €L,

(2.3.12)
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ile verilir. Burada her bir x D G nin eslenik sinifiarinin bir L , birlegiminde bulunur ve 7, G

nin indirgenemez kompleks karakterleri tizerindendir.

ispat : Iik olarak, ayrik birlegimleri alarak, her bir L ; nin bir tek eslenik sinif oldugu durumda

bu sonucu ispatlamanin yeterli olacagini not edelim. ( 2.3.4 ) denkleminin her iki tarafini sagdan

Il‘ll'lLr

r)=l(1)”’zl(xl)...22(xr)

Z(l)r xel x el

ile garparsak

© ll || IZ{x(l)"neZle(xl) 2, #(x )Z(al)z(al)(l)i_(z )Z(ag)}

[ ( R :
=|G|"l§< ngxez 2(x). x; z(x,) a;...a; Z(al);((a,)...;((ag);((ag)
=|G|_1§:Jz(l)2 2g—rx§;1;{(x1 x; z(x, K‘Z:G...azgc m;((a,)...;((ag)z(ag )]
=|G|_IZZ: { Z(I)Hg_rx; 2(%) ... x;rz(x,)[aezc;(a_)x(a)] g} (2.3.13)

denklemlerini elde ederiz. Simdi G nin karakterleri igin ortogonallik bagintilari batin y
indirgenemez karakterleri igin

> 2(a)x(a)=|G]

acG
esitligini verir. Boylece ( 2.3.12 ) denklemi

o' {2 B 2(5)-- Z 25 )11 ]

xnel,

=|G|““z{ Z(1* Y 2 ---Zz<x,>}

x €L, x, €L,

esitliine egit olur [ 11].
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Ornek 23.7: G=C » ( p asal ) mertebesi p olan bir devirli grup olsun.
la,,5,]...[a,,b,]x..x.=1 (r21)

denkleminin a,,b,, sy ,bg s X, 5 ..y X, GOZUMlerinin sayisini bulmak igin Teorem (2.3.4)'G

uygulayalim.

Her bir L, yi G—{1} olarak alalim. C, nin p tane indirgenemez y karakteri vardir

ve bunlarin hepsinin derecesi 1 dir. Buradan

> x(x)=

xeLj

p-1, x=17, ise
-1 , x#y%, ise

dir (buradan y, trivial karakterdir, yani her g€ G igin x,(g) =1 dir). Béylece Teorem

(2.3.4)e gére verilen denklemin G de g¢éziimlerinin sayisi

ng“{zl(l)z'“"Zzl(xl) Zzl(x) Zz(l)z'“{Zz(Xl) Zz(xr)}}

x€l; X%X xiely x,eL,

=p*"y (p-1)-(p-1) + (1) (-1) +ot (= 1) (1)

r ume R r mw
p—lvtane
P ((p-1) + (1) (p-1))
dir.
Teorem 2.3.5: G sonlu bir grup olsun. Bu taktirde G de
R orlx ..x=1 (23.14)

denkleminin ¢6zumlerinin o, (G ) sayisi
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ot {207 5 ()  #(x)]

4 x el x, €L,

ile verilir. Burada her bir X;, G nin eslenik siniflarinin bir birlegimindedir ve , G nin

indirgenemez kompleks karakterleri izerindedir.

ispat : Her bir L ; nin bir eglenik sinif oldugunu kabul edelim. ( 2.3.14 ) denklemini, x, G nin

keyfi bir elemani olmak Uizere

R.o.rl=x (2.3.15)
xx...x,=1 (2.3.16)

denkiem cifti olarak yazabiliriz. ( 2.3.15 ) ve ( 2.3.16 ) denklemlerinin g¢6ziimlerinin sayisini

bulacagiz ve her x € G (izerinden toplayacagz.

G nin her bir indirgenemez y karakteri igin, Teorem (2.3.3)'e gére

%, 2(rr) =20 25|

LTI

olur. Eger n, ( X ) , G de (2.3.15 ) denkleminin gdziimlerinin sayisini gbsterirse bu taktirde

> (x)x(x)=|Gf e x(1)*

xeG

olur, yani;

<nmg,x >=| Gl‘g_1 cj;((l)l—g

dir. Burada < ¢,y >, ¢ ve y iki sinif fonksiyonunun

16" Y (x)w(x)

xeG
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seklindeki i¢ garpimini gésterir. Indirgenemez y karakteri sinif fonksiyonlari igin bir ortonormal

baz olugturdugundan
-1 -
ne =2 |G|* cf x () ¥
V4
oldugu gértildr. Béylece ( 2.3.15 ) denkleminin géziimlerinin sayisi

_|G|g‘z Z(ZI() 1) (2.3.17)

olarak elde edilir. Teorem (2.3.1)'e gére x; el , olmak Uzere (2.3.16) denkleminin ¢dzumlerinin

sayis!

|L|...|L E(x)e(x)... &(x,)
|G| 4 £(1)”

esittir. Burada &, G nin indirgenemez kompleks karakterleri izerinde dolagir. Bunu ( 2.3.17 )

denklemi ile ¢arparsak ( 2.3.15 ) ve ( 2.3.16 ) denklemlerinin g6zimlerinin sayisini

1zl E Sy S f)

seklinde elde ederiz. Bunu her xe G (izerinden toplar ve

> 2(x)¢(x)=|G|< x.6> =G|,

xeG

esitligini kullanirsak, G de ( 2.3.15 ) denkleminin ¢6zimlerinin toplam sayisi

g 202 ()
G z =
Ao L o zm

Iz ...

dir. x degigkenini E ife degigtirirsek ve ¢, =c,ve ;_g(l) = y(1) esitliklerini kullanirsak en

son ifade
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oF T {2 E s ) X 2(n)]

4 xy€Ly x,.eL,
sekline déniigiir. Buda istenilendir.

Ornek 23.8:i) C » (p >2 asal) mertebesi p olan bir devirli grup olsun. C p nin trivial

olmayan bitlin indirgenemez karakterleri tglincl gesit oldugundan

CZ=

1, X=X
0, x#x

dir. Boylece C, de

denkleminin ¢ézumlerinin sayisi Teorem (2.3.5) ile

# (p-1)

olarak elde edilir.

.....

dir. Boylece

denkleminin C, deki gdziimlerinin sayis!

» ) 25, rogift
28 {1+(—1) }—{ 0. r tek

elde edilir.
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. BOLOM

OKLIDYEN OLMAYAN KRiSTALLOGRAFiIK GRUPLARIN
NORMAL ALT GRUPLARININ SAYILMASI

Bu bélimde Oklidyen Olmayan Kristallografik (NEC) Gruplarin normal alt gruplarinin
sayis! incelenmigtir. Birinci kisimda normal alt gruplarin sayiimasi i¢in genel bir metot verilmigtir.
lkinci ve (iglincli kisimlarda yansimasiz yonlendirilebilir ve y6niendirilemeyen NEC gruplarin
normal ait gruplarinin sayisini veren formiiller verilerek bu formiler bir gok sonlu gruba
uygulanmigtir. Son kisimda ise metot torsion-free normal alt gruplarin sayisinin bulunmasina
uygulanmigtir [10,11 ].

3.1 NORMAL ALT GRUPLARIN SAYILMASI iCIN GENEL METOT

I' sonlu dretilenli bir grup ve G de verilen sonlu bir grup olsun. [5] de P. Hall,

%EG olacak sekiide I' nn N normal alt gruplarinin nr(G) sayisinl  yani

nr(G)=\{N<ll"| 4 =G}

Bu N alt gruplan I" dan G ye 8:I' > G epimorfizmlerinin gekirdekleridirler (Teorem 1.1.6).

kardinalitisini hesaplamak igin bir genel teknik geligtirmigtir.

Bu gekildeki epimorfilerin Epi (I",G) kiimesi sonludur. Ginkd, I' nin dreteglerini, G nin igine
resmetmenin sadece soniu sayida yolu vardir. Béylece n. (G) soniudur.

Eger 6,,0,€Epi (I",G) ise Cek6 =Cek8, olabilmesi igin gerek ve yeter kosul
0,=0, o olacak gekilde G nin bir @ otomorfisinin mevcut olmasidir. Béylece 7. (G) say!sl

02
—_—
N

r

QA—apQ
R
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Epi(T",G) uzerine bilegke ile etki eden Aut( G ) nin yériingelerinin

#0) (o)

sayisina esittir. Aut(G) Uretici kimeleri ve dolayistyla epimorfizmleri sabit-nokta-serbest

degistireceginden, bltin ybringelerin uzunluklar | Aut( G )I dir. Dolayisiyla,

| Zi(T,G))|

- (G)= [4ut (G|

dir.
I dan G ye epimorfizmleri saymak igin 6nce I' dan G ye homomorfizmler sayilir ve

sonrada I dan K < G 6z alt gruplara olanlar gikartilir. I" dan G ye homomorfizmler, K <G

olmak lizere I" dan K ya epimorfizmlerdir. Bbylece

Hom(I',G) = U Epi(T,K)

K<G

ayrik birlegimindeki elemanlari saymakia
| Hom(T',G)|= 3| Epi(T.K )|
K<G
olur. Buradan G nin alt grup latisi Uizerinde Mo6bius Ters Gevirme Formild kullanilarak
| Epi(T.G) |= %, u(H )| Hom(T,H )|
H<G
elde edilir. Dolayistyla

lEpi(F,G)|= 1
|Aut(G)| |Aut(G)|HsG

n-(G)= p(H)|Hom(T ,H )| (3.1.1)

oldugu bulunur.

Bir gok G grubu igin, |Aut( G)| ve H<G ler igin ,u( H ) 1 bulmak rutin bir igtir.
Boylece geriye her H <G alt grubu igin ( veya en azindan ,u( H );&0 olmak Uzere bitin

H<G lerigin) |Hom( ' ,H )| 1 hesaplama problemi kalir. Cesitli I” NEC gruplari igin bunu

yapabilmek amaciyla grup gdsterimierini kullanacagiz.
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3.2 YANSIMASIZ YONLENDIRILEBILIR NEC GRUPLARI

Bir I' NEC grubu, 7% kompak bélim uzayr ile H hiperbolik duzieminin

izometrilerinin bir ayrik grubu olarak da tanimianir. lik olarak, I" yI yansimasiz y8nlendirilebilir
bir NEC grup olarak alalim, béylece g,r,m,,...,m, (g,r20 ve m,>1 (her i igin) )

tamsayilar olmak tizere, I'

(g:+:[my,....m ];{-}) (S+)
simgesine sahiptir. Bunun anlami, I" nin
X, (i=1,...,r), Aj,Bj(j=1, v @)

Ureteglerine sahip ve belirleyici bagintilarinin
r 14
xp =1 (i=1,...,n), TIXT][4;.8 ]=1
i=1  j=1

oldugunu ifade eder.

Buradan I' = H homomorfizmlerinin
or (H)=| Hom(T ,H)|
sayisl

x'=1 (i=1,...,r), (3.2.1)

r g
IT1%I1[a;.5;]=1. (3.2.2)
=1 j=1

denklemlerinin H da x;,a ; ,bj ortak g6zlimlerinin sayisina kargilik gelir.

Bir H sonlu grubunda (3.2.2) denkleminin g6ztmlerinin sayisi, Teorem (2.3.4) ile

verilir.



oy (H ) igin bir formil elde etmek amactyla, L; kiimelerini, (3.2.1) denkleminin x;, € H

gbzUmlerinin kimeleri olarak segecegiz. Ik olarak, bir notasyona ihtiyacimiz vardir. E§er m

pozitif bir tamsayi, H sonlu bir grup ve ¥, H 1n bir kompleks karakteri ise, bu takdirde
H[m]={ he H|h"=1}

( H n eglenik siniflarinin bir birlesimi), ve

x[m]= 2, x(h)

heH[m)
olsun. Bu takdirde Teorem (2.3.4) dogrudan agagidaki sonucu ifade eder.

Sonug 3.2.1: Eger I, (S+) simgesine sahip ve H herhangi bir sonlu grup ise, bu takdirde

o (H)=IH[*" > 2 (1) " 2[m] ... z[m,]

4

dir. Burada y, H nindirgenemez kompleks karakterleri izerinde dolagir.
H in karakter tablosu verilirse, bu sonug o (H ) degerini tam olarak verir.

Ornek 3.2.1: H=C,, mertebesi d olan bir devirli grup olsun. Bu durumda, karakter teori

kullanmadan o (H ) direkt olarak hesaplanabilir, 6rnegin I" abelyenlestirilir ve sonlu Uretilenli

abelyen gruplarin yapisal teorisi kullanilir. Fakat, metodun basit bir uygulamasi olarak Sonug
(3.2.1)’i uygulayalim.

H in timi 1 inci dereceden olan d tane indirgenemez y karakteri vardir, bunlar H in

bir tretecini C de 1 in bir d inci kokine gétirilmesiyle elde edilen H >C

homomorfizmlerdir. E§er m herhangi bir pozitif tamsayi ise, bu takdirde H [m], H da (m,d )

inci mertebeden yegane alt gruptur. Gergekten, H" ={ h" |heH } kimesini tanimlayaiim.

Buradan H[m], H" < H ve %[m]EH"’ dur.
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H=<x>={ Lx,...,x*! },
H" ={ 1,x" ,...,(x"")m }={ L,x" ,...,( x" )d_l }=< x>

d
(m.d)

ile tanimlanan dénigim bir epimorfizmdir. Bu epimorfizmin gekirdegi

olur. Di§er taraftan Teorem (1.1.1) (ii)den |x”’ |= dir. Simdi @:H —>H", h—h"

Cekp={ he H|p(h)=h"=1}=H[m]

dir. Buradan, Teorem (1.1.2)den

T

dir. Dolayistyla l%[ m ]l=| H" ' olup, buradan,

]l 2N (i,
LI e )

bulunur. Béylece

2[m]= (md), H[m]< Ceky
0, diger durumlarda

dir. Béylece bir y karakteri, o (H ) icin formiile sifirdan farkl bir katkida bulunur ancak ve
ancak Cek y tum i=1,...,r igin H [m,] alt gruplarini igerir; veya denk olarak, Cek y,

onlarla dretilen (l,d) inci mertebeden H [l] alt gruplarini igerir, burada / sayisi m,, ... ,m,
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sayllarinin en kigik ortak kati olarak tanimlanir. Her biri ;([mi]=(m,. ,d ) olmak {zere

d
" (1,4)

tane bdyle karakter vardir. Bdylece

or (C,)=1C, |2gﬁlzl(1)2_2g_rl[ml] ox[m]

X

= d28"{;(l[ml] v m ]+ +zzﬁ5[m1] Zz;.%j[m'] }

=d2g-1(l—il_)[(m,,d)...(m,,d)]

d%
T ) H (m,d)

dir. Ornegin d bir p asali ve v, de pl m; olan I lerin sayis! ise, bu takdirde

GF(CP) (l p)H(m,,P)

2g vp

H p, v, >0 igin

]

(lj){ww)}’ v, =0 igin

1

r
i—l{\.

ng‘p” v, >0 igin
P, v, =0 igin

elde edilir, dolayisiyla

dir.
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Simdi, G=C,, mertebesi n olan bir devirli grup olmak uzere nl.(G) yi
hesaplayabiliriz. llk olarak ¢, N tizerinde Euler fonksiyonu olmak tizere IAut(G) |=¢(n) dir.
Simdi G, » nin her bir d béleni igin bir tek H =C, alt grubuna sahiptir ve bagka bir alt gruba

sahip degildir. Bu sekildeki her bir H igin (H)=u(n/d) dir. Burada sag teraftaki u, N

Uzerindeki M&bius fonksiyonunu g6sterir. Bundan dolayi (3.1.1) denklemi,
1
P (G)—mgﬂ(”/d)ar (C)
i) T ()|
o Z{ Rl

ifadesini verir. Ornegin eger n bir p asali ise, bu takdirde d | p dir ancak ve ancak d =1

veya d = p dir.
v, >0 igin

(C Fﬁdu{[ )(Zz);,(m"d)}
1 {ﬂ(P)(;1)H(m,,1)+u(l)(l )H(m,,p)}
i

1+ ng—1+v,, }

v, =0 igin

T2 (8 et}

d

[ﬂ(p)(”)l'[(m,,l)w(l)(, )fI(m.,p)
i
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elde edilir. Dolayisiyla

( 2871y )/(p -1) , v,>0
(p —)/(p—l) , v,=0.

iy (CP)=

Ornek 3.2.2 : Eger H asal p eksponentine sahip ise, bu takdirde p,m i bblerse
H [m]=H dir. Gk, p|m ise m = pk olacak sekilde keZ vardir. Dolayisiyla her

heH[m] igin
rm=ht = () =1

dir. H in elemanlart p eksponentine sahip oldugundan her A€ H igin A” =1 dir. Bu ise
H[ m] = H oldugunu gosterir. p,m i b8lmezse H[m]=1 dir. Gunkd, (m,p )=1

oldugundan 4™ =1 kogulunu saglayan tek Ae H elemani 1 ( birim ) elemanidir. Dolayisiyla
H [m]=l dir.

ik durumda H in karakterleri igin, ¥ =y, (esas karakter) ise

xn[m]= Z x(h)=21=|H|.

heH m =H heH

X # %, ise ortogonallik bagintilar ile

<x;,1>= Zz,(h —l—Zz,(h) 0

[H|& IHIM

dir. Buradan

ulml= Y, x(h)=0

heH[m]=H

elde edilir. Ikinci durumda
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x[m]= h Y x(h)=xz(1)

eH[m]=1

elde edilir (burada ;{( 1 ) » X nin derecesidir). Eger v, > 0 (dolayisiyla bazi i ler igin p| m; dir)

ise, bu takdirde sadece ¥, , o (H) a katkida bulunur ve

o (H) =IH|“"§ 217 g[m]... x[m]

= |H |2g—1 7 ( 1 )2~2g—r 7 [ m]] e Xa [ mvp:l
- | p
=IH|23—1+VP

elde edilir. Diger durumda, eger v, =0 ise, bu takdirde tm x ve tum i ter igin z[m,]=x(1)

dir. Béylece

Gr(H)=|Hl2g'1§l 2(1)7 [ m].. x[m]
s IHIZg—lg Z(1)2—2g—rz(1)r
=[Hr ()

dir. Ozellikle, H =Cpx xCp bir elemanter abelyen p grup olsun. Burada H degigmeli

grup oldugundan lH I tane ayrik eslenik sinifi vardir. Dolayisiyla derecesi 1 olan lH | tane

indirgenemez karaktere sahiptir. Buna gore v,= 0 durumunda,

or(H)=|H[*" §z(l)z'2g

=|H[*" { xn()* oot 2 ( 1) }

=|H[* {1+... +1}
M —d
|H| tane
=|7[*#|=|H]*



70

dr. v, >0 durumunda yukarida buldugumuz degerle ayni olur. Bu takdirde

II{|2g—l+v‘p , Vp >0

H:
e, =0

dr.Bu H =Cp icin Ornek (3.2.1) deki sonucu genellestirir.

Eger G, p eksponentine sahip ise bu takdirde trivial oimayan her H < G alt grubu da
béyledir ve n.(G) yi beliriemek igin I Aut(G )| ve 4(H) in degerleri ile birlikte bu formdiller
uygulanir. Ornegin, G, p eksponentli ve mertebesi p* (p >2) olan degismeli olmayan grup
olsun (Bu sekilde bir tek grup vardir, Tanim (1.1.21) ). G nin kendisinden bagka ,u(H ) #0
olan H <G alt gruplari p+1 tane maksimal alt gruptur ki, bunlarin hepsi CpxCp ye
izomorfiktir ve bu H lar igin ,u(H )=-—1 dir, bu maksimallerin arakesiti olan alt grup ki bunun
igin ,u(H )= p dir (bunlarnin arakesiti olan alt grup Frattini alt grubu (Tanim 1.1.17)
¢(G)=C,, ayn zamanda Z(G) merkezine sahiptir). ([7] lil. 3.15) de Bumside Basis
Teoreminden (Teorem 1.1.8) elemanlarin bir gifti G yi Uretir ancak ve ancak onlarin gortnttleri

%(G) =C PR Cp bélim grubunu Uretir (Teorem 1.1.13); bdylece her hangi iki ¢ift, G nin bir

tek otomorfizmi altinda denktir, béylece béyle giftleri saymakla Aut(G) nin mertebesinin

(P3 —P)(p3 -p )= p’ (p2 —1)(p —1) oldugunu gdrirdz. Denklem (3.1.1) den

nr(a)=mgc u(H )| Hom(T,H )|
= { (6o (6)

P*(p*-1)(p-1)

+4(C,xC,)or (C,xC, J+..t(C,xC, )or( C,xC, ) +4(C, )or (C, )}

( p+l‘)r tane

1
) ps(pz_1)(p—1){Gr(G)-(p+1)0r(Cp"Cp)““l"’r(cp)}
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elde edilir. G, derecesi 1 olan p’ tane XisXooees X0 VO derecesi p olan p—1 tane

X1 > X s-++s X,y indirgenemez karaktere sahip oldugundan Sonug (3.2.1) den

v, >0 igin
or (G)=1G[*" X 2(1)Y ™7 z[m] ... x[ m]
— p3(2g—1)|ZG ’vp
_ Pl o paeen)
v, =0 igin
or (G)=1G[*" X 2 (1) z[m] ... [ m,]

z

o p“’g“’[m(l)z'zg_'zl[mI] [ m e, (V)7 g [m] e 0[]
()7 gim] e [ m ]+t 2y (V7 [ ] ]

= p*(2e) (12—2g-r P U+pE" (p-1)p’ )

=p' ¥ (p’+(p-1)p* )

seklinde bulunur. Béylece

3(Zg—l+vp) >
O-r (G) = 3(2g-1) ’2 2-2g vp O
PP (P +(p-1)p* %),  v,=0
dir.
Elementer abelyen H=C,xC, ve C, gruplan igin o} (H ) hesaplamigtik, bbylece,
v,>0 igin

p3(2g—l+vp) ~(p+1 )p2(2g—l+vp) +p p(zg—1+v,,) }

— _p2h—2 _p2h—3 +ph—2 }
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v,=0 icin
- 1 3(2g-1) 2 _ 9-n _ . ,
nr(G) ps(pz—l)(p—l){p & (p +(p l)p 8) (p+1)pg+ppg}
7 2—i)(p—l){pﬁg_ler“g_""‘g_l‘1"4“—p“gﬂvz‘i"*]}

{ p6g—4 _ p4g—4 _ p4g—2 + ng—z }

1
(2*-1)(p-1)
(7 1; (2~ l)ng—z(ng_l)(ngqz_l)

olarak bulunur, burada

h=2g-1+v,
dir. Béylece
P2 (" -1)(p"" -1)/(p*-1)(p-1) » v, >0
e (G)= h=1f k4l h-1 2
P (P -1 1)/ (PP -1)(p-1) 5 v, =
yazilabilir.

Ornek 3.23.. H=D,= < a,b

a’® =b’ =(ab)2 =1>, p (p>2) bir asal say olmak Uzere
mertebesi 2p olan bir dihedral grup olsun. Birim elemandan bagka, bu grubun mertebesi 2
olan a'b seklindeki elemanlardan olugsan p tane ve elemanlarinin mertebesi p olan {a*"}
(1<i<Z) seklindeki kimelerden olugan £ tane eglenik sinifi vardir. y, esas karakterine
laveten H n diger indirgenemez karakterleri y| (ai)=§i" +E* ve g (ai b)=0 lle verilen
&) tane z! (k=l,...,(p-1)/2) karakteri ve g, (aibj )=(—1)j ile verilen alterne

karakteridir. Burada &, birimin bir p inci pirimitif kékudur.
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m ile 2p nin en blyuk ortak béleni 2p, p,2 veya 1 dir. Simdi bu degerlere karsilik

gelen ;([ m ] degerini hesaplayalim. Bunun igin 6nce H [ m ] ktmelerini bulalim.
(m,2p)=2p olsun. Bu takdirde m =2 pk olacak sekilde keZ vardir. Buradan

her he H igin h*” =1 oldugundan,
" =h2pk — ( h2p )k =1k =1

elde edilir. Dolayisiyla H [ m ]=H dir.

(m,2p)=p olsun. Bu takdirde m =pk olacak gekilde bir k€Z vardrr. Buradan

H[ m] = { heHl h" =1} oldugundan
rm=n =)

sartini saglayan ke H elemanlari a” =1 oldugundan H[m | = {l,a,a2 N L } dir.

(m,2 p) =2 olsun. Bu takdirde m =2k olacak sekilde bir £ €Z vardir. Buradan
k
" =h2k =( h2 )

ifadesini  saglayan heH elemanlarnn  5°=1 ve ( ab )2 =1 oldugundan
H[ m] = { 1,b,ab,a’b, ... ,a""b} drr.

(m,2p) =1 olsun. Bu takdirde
h" =1

sartini saglayan tek eleman birim eleman olup H [ m ] = { 1} dir. Dolayisiyla



(m,2p)=2p = H[m]=H

(mz2p)=p = H[m]= {l,aa,.. a‘”’} =C,
(m2p)=2 = H[m] {,b ab,a’b ...,a"’"b}=H[2]
(m,2p)=1 = H[m]={1}

i

yazilir. §imdi y [ m | degerlerini hesaplayalm. (m,2p ) =2p icin, H [m]=H oldugu géz
oniine alinarak
wlm]= X x(h)
heH[m]
=Zl(l)+zl(a)+...+zl(a”"')
+;{1(b)+;5,(ab)+...+ZI(a""b)
=1+1+...+1=2p.
————

2p tane

D, nin eslenik sinflanni, §,={1}, S2={b,ab,a2b, ...,a"lb}={aib]OSi5p—1}, ve

2t

£2 tane S| ={ a,a” } ile gosterirsek, H =D, =8, U, u( U S,'] dir. Boylece

ie1

-~

nlml= 3 n(h)

heH[m]
=)+ 2 B(h)r 3 (k)
’ hegs,
=1+p(- 1)+—1(;(2( )+;(2(a‘i))

=1—p+"’T1 2=1-p+p-1=0

ve
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alml= > x(h)

heH[m)
= Z{(1)+Z,’(a)+...+z{(a"“)+x{(b)+;({(ab)+...+z{(a”"b)
=(&P+E7 )H(E+E )+t (EF +E ) 4040+, +0
=114 (E4+87 )t £ 480Y)

=24+ E+E H . AEPTHEPT 4+ B4 E
4 1

=2+(-—2)=0

seklinde elde ederiz (e§er & birimin bir p inci pirimitif kok ise bu takdirde 1+ & +...+ &7 =0
dir, buradan & +&* +...+ &7 =—£P =—1 dir). Benzer gekilde digerleri igin de ;{,’[ m ]=0
elde edilir.

(m,2p)=pign H[m]= { l,a,a*,...,a"" } kiimesi gz 8niine alinarak,

nlm]l= Y xn(h)=D 1=1+.+1=p

heH[m] heC, 1 s

niml= Y n(h)=>. zz(ai)= D 1=l+..+1=p

heH[m] deC, deC,  tane

nlml= D 2(h)=24E+E7 4. +E7 +E+0+...+0=0

heH[m]

elde edilir. Digerleri igin de ;[ m |=0 elde edilir.

(m,2p)=2igin H[m]= { 1,b,ab,a’b, ... ,a”"b} kimesini g8z 6nine alarak,

zlml= 2 n(h)

heH[m]
=1+hezs:2 xn(h)=1+1+...+1=p+1

p tane
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niml= 3 n(h)

heH[m]

=1+ Y 1(h)= 1+( 1)+ +( 1) 1-p

heS,

rlm]= 2 x(h)

heH[m]

=2+ z(h)=2+0=2

heS,

elde edilir. Digerleri igin de ¥; [ m ] =2 elde edilir.

(m,2p)=1igin H[m|={1} komesi géz 6ntine alinarak

wlml= 3 x(h)=x(1)=1

heH[m]

wiml= Y n(h)=n(1)=1

heH[m]

zlml= Y nm(h)=n(1)=2

heH[m]

elde edilir. Dolayisiyla

ll

(m,2p)=2p ise,

2p, x=x
0 , diger durumlarda

P X=X veya X,
, diger durumlarda

[p+1 =1

Il

(m,2p)=p ise, ]

l-p, =1,
2, diger durumiarda

(m,2p)=2 ise, z[m]=

(m,2p)=1 ise, [m] {1 =% Veya 12

diger durumiarda
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olacak gekilde yazabiliriz. Eger n,, (m,. ,2p)=h (h=2p,p,2,1 olabilir) olacak gekildeki i

lerin sayisini g6sterirse, Sonug (3.2.1)

o (B, )=1 0, [ X2 (1™ 2l m] . 2lm ]
=(22)" ()7 mlm] e [ m (17 [ m]. [ m,]
A7 ZIm] e [ m e et 2 (17 [ m] e 2 [m ]}
=22 {(26)" " (1) +0™ p™ (1-p)"

+ p2—l 22_2g_,- Onzp Onp 2n2+n, }

oldugunu verir, burada 0° 1, 1 olarak aliriz.

Eger G=D, alirsak G nin H alt gruplar H=D,, C, ye izomorfik bir tek H =<a>

alt grubu, p tane <a"b>EC2 alt grubu ve C, agikar alt grubudur. Bu alt gruplar igin ,u(H )

degeri sirasiyla 1, -1, -1 ve p dir. Ayrica lAut (Dp )|= p( p—l) dir. Bylece denklem (3.1.1)

m(D,)- |At T 5] 5, ) om(r.0)
= p(]:—l) {ar (Dp)+,u( C, )O'I-(Cp)

+{1(C2 )o‘r(Cz)+ +,u(C2 )O'F(C22+ﬂ( G )O'F(Cl)}

p?ane
_ 1
r(p-1)

{:(D,)-0:(C,)-por(C)+ por (G}

oldugunu verir. H =D, igin oy (H ) I yeni hesapladik ve Ornek (3.2.1) difer H alt gruplar ile

ilgilidir. BOylece bunlarin degderleri yerine konulabilir ve n_ (Dp) bulunur. |Gl nin bir asal

olmamasi durumunda sonug formuli oldukga karmagiktir.
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Ornek 3.24: H=Q, = <x, y | *=1,x=y,yxy'=x ) mertebesi 8 olan quaternion

grubu olsun. Omnek (2.2.4) de Q, in eglenik siniflari, bu eslenik siniflara kargilik gelen karakter

tablosu verilmigtir. Buradan

H[m]={heth"’=1} , ;([m]= Z z(#)

heH[m)

ifadelerini kullanarak,

2, y=
(m,8)=1 = ;([m]={ X=Zs
1, diger durumlarda

0, =
(m,8)=2 = ;([m]={ r=2s
2 , diger durumlarda

8 ’ szl
8)=4 = =
(m,8) Z[m] {0 , diger durumiarda

oldugunu elde ederiz. Egern, ,(m;, ,8)=h olacak sekildeki / larin sayisini gésterirse,
o ( Qs )=82g—l { 2n,+3n4 +3.2m0™ + 22—2g—r+n1.0nz+n4 }
seklinde buluruz. Burada 0° 1 1 olarak yorumiariz.

Q; grubunun alt gruplari ve bu alt gruplara karsilik gelen ,u( H ) degerleri Ornek
(2.2.4) de veriimigtir. Buniar kullanarak nr(Qs) degerini hesaplayalim. H=Q, igin

O'F(Qs) degerini yeni hesapladik. Ornek 3.2.1 de, dijer H alt gruplan igin O'F(H )

degerlerini builduk. Bu degerleri yerine koyarak,

n-( Qg > u(H)|Hom(T,H )|

S S
)= 'Aut(Q,, )[HSQB

=2L4{ O'F(Qs )_3 O'F(C4 )+20'1.(C2 )}

formullind elde ederiz. Btylece %EQs olacak gekildeki N normal alt gruplarin sayisini elde
etmis oluruz.
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Ornek 2.3.5 : Tekrar Q, =( ,

a*=1,a*=b*,bab'=a" ) quaternion grubunu géz
6nine alalim. Sonlu Uretilenli I" grubu olarak da A( 4,4,4) Uggen gurubunu alalim, yani
F=A(4,4,4)=<x,y,z| x* =y4=z4=xyz=1> olsun Bu durumda r,
(0,+,[4,4,4];{-}) simgesine sahiptir, yani g=0,r=3 ve m =m,=m,=4 dur.

%s@s olacak gekildeki N normal alt gruplarinin sayisini hesaplayalim.

Eger n,,(m;,8)=h olacak gekildeki % larin sayisini gésterirse, n,=0,n,=0,n,=3
olur. Bu takdirde Ornek 3.2.1 ve 3.2.4 yardimiyla,

Or ( Q8)= 828‘1 { 2”2*3”4 +3.2%0Q™ +22—23—r+n,.0n2+n4 }
= 8! { 20+33 L 3 90()3 | 92-3+0 (043 }
= 2—3 29 = 64

GF(C4) (l d)];:[l( i )_ 35 (4 4)H(m,,4)
=Z(4,4)(4,4)(4,4)=16
0:(G)= T I (mod) = = 2 TL (m,2)

(’ d) T (42

=5(4,2)(4,2)(4,2)=4

seklinde buluruz. Simdi bu degerleri Ornek (3.2.4) de buldugumuz 7. ( Qs) formilinde yerine

koyalim.

m(Q)=5.{0r (Q)-30:(C,)+20: (G, )}

= L{ 64—3.16+2.4}= L.24 =1
24 24
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elde ederiz. Bu sonug %EQR olacak sekildeki N normal alt gruplarinin sayisinin 1

oldugunu gdsterir.

Ormek 3.25: C, = <x| x6=1> olacak sekilde mertebesi 6 olan devirli grup olsun. Sonlu

dretilenli T" grubu F=A(2,2,3,3)=<x,y, , x2=y2=z3=t3=xyzt=1> olsun. Bu

durumda I" nin simgesi (O,+,[2,2,3,3];{—}) dir. Boylece g=0, r=4 ve m =2, m,=2

m,=3, m,=3 dur. l=[2,2,3,3]=6 olur. %Vzcﬁ olacak sekildeki N normal alt

gruplarinin sayisini bulalim.
Ornek (3.2.1) de elde edilen formiil yardimiyla 7. ( C6) degerini basitge hesaplayalim.

nr(cs)=¢—(15;u(6/d)ar ()

4

d’
Zl{ “ sl
_—{”( )(GI)H(m"1)+#(3)(6 )

(n)|

)

|

i

(]

+ﬂ(2)ﬁn (m,,3)+,u(1)(6 &y

- %{ 1+(-1 ).5.2.2+( -1 ).3.3.3+( i ).-6-.2.2.3.3}

- %{ 1-2-3+6} =+.2=1

1
2

olarak buluruz. Bu ise %,scs olacak gekildeki N normal alt gruplarin sayisinin 1 oldugunu

ifade eder.
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Ornek 3.3.6 : Tekrar Q, = <a,b| a*=1,a*=b*,bab" =a™ ) quaternion grubunu alalim.

Sonlu tretitenli " grubu F=A(2)=< .a,

x*=1,x*[a,b]=x"aba’'b = 1) olsun.
Bu durumda I" nin simgesi (1,+,[2];{—}) dir. Bdylece g=1,7=1 ve m,=2 dir. Buradan

I=2 olur. %EQS olacak gekildeki N normal alt gruplarinin sayisini hesaplayalim.

Omek 3.2.1 ve 3.24 yardimiyla hesaplamay: yapalim. Eger n,,(m;,8)=h olacak

sekildeki % larin sayisini gésterirse n, =0,n,=1,n, =0 oldugunu gérmek kolaydir.

Or ( Qs)= g2e1 { D +3n, +3.270™ + Q2-2g-r+m (yrytn }
=8{2'+3.2'0°+27.0"}
=8{2+6} =64

o:(C) = z d)mm,,d)

r 42
p (2’4) H (m,4) = >-(2,4) =16

o (C)=

(1 d) ;

r

2
2,2) =4
-2 (2,2)

i

(2 2)

seklinde buluruz. Simdi bu degerleri Ornek (3.2.4) de buldujumuz nl.( Qs) formulinde yerine

koyalim.

nr(Qs)— {GF(QS) 30:(C,)+20:(C, )}
=i{64—3.16+2.4}
24

24 =1

1
24
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elde ederiz. Bu sonug %5@8 olacak gekildeki N normal alt gruplaninin sayisinin 1

oldugunu gbsterir.

Not edelim ki, bu normal alt gruplarin sayiimasi, sinirsiz 2 boyutlu orbifoldlarin dizglin

ortlilerinin sayiimasina karsilik gelir.

3.3 YANSIMASIZ YONLENDIRILEMEYEN NEC GRUPLARI

$imdi I" yansimasiz yéniendirilemeyen bir NEC grup olsun, béylece I,

(g3 o m1:{-})

simgesine sahiptir, burada g, », m,, ... ,m

r?®

sekilde tamsayilardir. Béylece I,
X, (i=1,...,r), Aj (j=1,...,2)

lreteglerine sahiptir ve belirleyici bagintilar

r &
XM=1 (@=1,.,r), TIX.II4;=1
Jj=1

i=1
dir. Bu durumda I' > H homomorfizmierinin
or (H)=| Hom(T ,H)

sayisi

(S-)

g21,r20 ve tim i ler igin m, >1 olacak

(3.3.1)

(3.3.2)
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denklemlerinin H daki ortak X;, a; gbzimlerinin sayisina esittir. o (H) igin formdil
ybnlendirilebilir durumdakine benzerdir, fakat ekstra bir durum igerir. ¥, bir p gosteriminden
elde edilen H n bir indirgenemez karakteri olsun. ¥ nin ( veya p nun) ¢, Frobenius-Schur

belirleyicisini (Tanim 2.2.10, Teorem 2.2.12) gbz éniine alalim.

Sonlu bir H grubunda (3.3.2) denkieminin ¢6ziimlerinin sayist Teorem (2.3.5) ile
verilir.

Sonug 3.3.1: Eger I', (S-) simgesine sahip ve H herhangi bir sonlu grup ise
or (H)=|H|" X et (1) x[m]..2[m,]
V4

dir. Burada y, H 1nindirgenemez kompleks karakterlerini tarar.

Ornek 3.3.1 : H=C,, mertebesi d olan bir devirli grup olsun. Ornek (2.1.2) H in x
karakterleri verilmigti. Buna gére ya y=yx, ( her & igin z(h)=1 ile verilen esas karakter ),

yada d cift ve y =y, (H n bir tretecini -1 e génderen alterne karakter) olmadi§i siirece

e e w e

durumdakine benzer bir bakig agisi

r

o (C,)=6a% T (m,d)

j=

oldugunu verir. Burada;

{1 , df(1,d) tek

2, df(1,d) it

ve [/, m; periyotlarinin en kiguk ortak katidir. Béylece eger (m)2 bir m tamsayisini bélen 2

nin en bliylk kuvveti olarak tanimlanirsa, bu takdirde
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|1, egerbir i igin (m,), 2(d),
|2, egerbir i igin (m,), <(d),

dir. Omegin, efer d vyi bir p (p>2) asal olarak alirsak ( bu durumda p|m,. ise

(m,p)=p olup p asal oldugundan (m,), >(d ), dir. Dolayisiyla 6=1 olur),

o (Cp)=6d“""'g( m,d)

— g-1+y,

=p* p”

buluruz. Bununla birlikte d =2 aldiimizda, v, >0 durumunda &=1 dir. v,=0 durumunda

(m,2) =1 oldugundan (m,), <(d), dir. Dolayisiyla §=2 olur. Buradan

—1+v,
28577 0y, >0

o (C)-{

, 1,=0
elde ederiz.

Ornek 3.3.2: H asal p eksponentine sahip olsun. Ornek (3.2.2) de belirledigimiz ;([m] nin

degerini kullanabiliriz. E§er v, >0 ise y =y, esas karakteriigin ¢, =1 oldugundan,

Gr(H)=|H|g"§ S x(1) " x[m]... 2[m,]

=|H (1) n[m].. w[m]
=" |H[*
— |H|g—-1+vp

elde ederiz. Ustelik eger v,=0 ise
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or(H)=|HI" X ¢ x(1)" x[m]... z[m]
SLETIO MOl
=\ X 2 ()

dir. Bu son durumda e@ier p (p >2)ise, her ¥ # ¥, igin ¢, =0 dir. Bbylece

o ()-| [ E e 2(1)*

=|H|g"{ci§l n(1)F+e (1) 7+l ;(k(l)z_g}
=

dir. Bununla birlikte énceki gibi p=2 ise her x igin (H , degismeli oldugundan), ;5(1)=1 ve

¢, =1 dir. Bbylece

o ()= | T e 2(1)"

= [H[" (1+1+...+1}

]
= |1 | H]|
= |’

dir. Yonlendirilebilir durumdaki gibi bu sonuglar, H =Cp igin Ornek (3.3.1) dekileri genigletir.
Benzer olarak G, p eksponentine sahip oldugu zaman # (G) hesaplanmasinda bu sonuglar

kullanilabilir. Béylece eger G, p (p > 0) eksponentli ve mertebesi p3 olan degigmeli olmayan

bir grup ise, bu takdirde énceki gibi

— 1 o, - +1)o, X + p O
nr(G)~p3(pz—l)(p—l){ F(G) (p 1) F(Cp CP) p F(Cp)}
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elde ederiz. p tek oldugundan, yukaridaki sonug, saj taraftaki her bir H <G igin

Oy (H )= |H |h oldugunu verir, burada A=g —1+ v, dir. Bdylece

P (1) 1)

(2*-1)(p-1)

n-(G)=

oldugunu buluruz.

Ornek 3.3.3: ot ( Dp ) nin hesaplanmasi, yonlendirilebilir durumunkine benzerdir. ;([ m]
nin degeri aynidir ve bir dihedral grubun her bir indirgenemez gésterimi reeldir. Tim y ler i¢in
c, =1 dir. Dp nin karakter tablosunu ve yo6niendirilebilir durumdaki ;[[m] degerlerini géz

6nine alarak,

or(D, )=(20 )" {2 P (p+1)" + ™ (1-p)" 0

+ mi} 22“8”’*‘”2 +m 0”2p+”p }
2
elde edilir. Burada 0° i, 1 olarak yorumlanz.

Ornek 3.3.4: Q; quaternion grubu igin yansimasiz yénlendiriemeyen I" NEC grubunu alarak

o ( Q; ) i hesaplayalim.
;([m] degerleri yénlendirilebilir durumdaki ile aynidir. Qg grubunun dért tane 1

boyutlu reel, bir tane 2 boyutlu kompieks gdsterimi vardir. Fakat bes karakteri de reeldir.

Dolayisi ile

c = -1, X=Xs
d 1, diger durumlarda

dir. Bu takdirde, n, ile, (m,,8 )= olacak sekildeki i lerin sayisini gésterirsek

Or ( Qs )=8g_1 { 2”24-3”4 +3.2™.0™ +(_1)g .22_3"""’1_0”2"'"4 }

olarak buluruz. Burada 0° 1, 1 olarak yorumlanz.
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3.4 TORSION - FREE NORMAL ALT GRUPLAR

I" yansima ihtiva etmediginden torsion elemanlari X, eliptik treteglerinin kuvvetlerinin

eslenikleridir. Boylece I" nun bir N normal alt grubu torsion-free dir ancak ve ancak hig bir X
nin trivial oimayan kuvvetlerini igermez, yani her bir X,, G = % bdlim grubunda mertebesi

kesin olarak m;.olan bir x; elemanina gider. Bu (koni noktasiz) bir ylizey olarak, N e kargilik

gelen orbifolda denktir. Bylece daha 6ncede oldugu gibi N alt gruplarin nlf (G) sayisinin

1

f —_ ! A4,
n{ (G) lAutGlyscﬂ(H)o-r (H) (3.4.1)

ile verildigini gbstermek igin Hall'in teorisi uygulanabilir. Burada 0'{ (H ), torsion-free gekirdekli,

yani, her bir i=1,...,r igin x,=X,0 m, inci mertebeye sahip olacak sekilde 6:I' > H
homomorfizmierinin sayisini gésterir.

Her bir sonlu H grubu ve her bir m>1 tamsayisi igin, H <m>, H daki m inci

mertebeden elemanlarin ctimlesi olarak tanimlansin ve H in her bir y karakteri igin

x<m>= > x(h)

heH(m)
olsun. Teorem (3.2.1) ve (3.3.1) asagidaki iki sonucu verir.

Sonug 3.4.1: H her hangi bir soniu grup oisun. Eger I", (S+) simgesine sahip ise,bu takdirde
2g-1 2~2g-r
ol (H)=|H[*" D 2(0)™* x<m>...x <m, >
V4

ve eder I, (S-) simgesine sahip ise, bu takdirde

ol (H)=|H [ Y.t x(1)) ™" x<m>...x <m, >
x

dir. Burada, her bir durumda, y, H n indirgenemez karakterleri Uzerinde dolagir.
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Ornek 341 : H =C, olsun. &, H In herhangi bir Ureteci ve £, C de 1 in d inci pirimitif
kokii olsun. Bu takdirde, H In indirgenemez y karakterieri, k& 1 &/ (j=1,..,d) ye
gdtirmesiyle belirlenen 4,:H — 8"« C homomorfizmleridir. X =4, nin gekirdegi k=( s d)
inci mertebeden ve goriintUsu d/ k nci mertebedendir. Eger m, d yi bSimez ise, bu takdirde
x <m>=0 dir. Bbylece m Id oldugunu kabul edelim. Bu takdirde H <m >, onun yegane alt
grubu olan C,, in Uretegleri olan H n elemaniarindan olugur. Buradan C, N Cek;(=C(m,k)
olur, boylece y, C, i birimin m/ (m,k) inci kdklerinin grubu {zerine dénistirtr, Uretegleri
pirimitif koklere gonderir. Her bir pirimitif kék H <m > in ¢(m)/ ¢ (m/ (m,k)) tane elemaninin

goruntusitdar ve her » igin 1in C deki » inci pirimitif kbklerinin toplami y(n) oldugundan,

_$(m)u(m/(m,k))
7)== (ol . )

oldugunu buluruz. Bunu,

o) )

olarak kisaltaca§iz. (Bu,

‘. (f)=¢(’”)(§)((_m%J

ile verilen, 1 in m inci pirimitif koklerinin j inci kuvvetlerinin toplam! olan ¢, ( j) Ramanujan

toplamidir. Burada m |d oldugundan (m,k)=(m,(j,d))=(m,j,d)=(m,j) dir.)

Simdi I", (S+) simgesine sahip olsun. Bu takdirde eger bir m;,, d yi béimezse, yani

eger m, periyotlarinin en kiigik ortak kati /, d yi béimezse, O'Ff (Cd)=0 dir. [, d yibblerse,

yukaridaki ifade
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ot (€)' z{m('" 1) o ]}
_ dm(m)z{ ,r [5]((,"1«)]}
[ﬁ

o oo )25 )

oldugunu verir. Burada d yi bolen her bir k igin |Ceky |=k olmak uzere ¢(d/k) tane

indirgenemez y karakterin oldugu gergegini kullandik.

Eger G=C, alirsak, onun bitin H alt gruplar, devirli C, gruplandir. Bundan dolayi

denklem (3.4.1) de 0'{ (H ) icin yukaridaki formdll yerine koyabiliriz;

(€)= ()t )
st e ()
st 5o A

oldugunu verir.

Ornegin, n bir p asal sayisi olsun. Eger » 21 ise, bu takdirde /= p, yani her bir i
igin m,=p olmadikga ana toplamdan bir sey gelmez (ve bdylece n; (C ) 0 dir), dir. Bu
durumda, toplamda d igin yegane miimk(n olabilecek deger d = p dir, bbylece k=1 veya p

dir. Buradan,
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n{(C,)= —{H(p 1){#(1)1’2“{(1’ 1) +1 HI}H

=-p—1_.—1 (p l)r 23-1{( - ):|

=p*’ (P-l)'"{(p =(- 1)+1J

7 ((p-1 4 (1Y)

bulunur. Diger yandan, eger r=0 ise /=1 dir. Bdylece d=1 veya p dir. r=0, d=p igin

nf(C,)= zg"'((p )" +(- l))

=p23'I m =p28'1 _P
p-1 p-1

= ng
p-1
r=0, d=1 igin
o (G, (o) [u(p)vg-‘[qs(l)(‘ 1))]]
1 1
=;_—1((-1)(1))=—;:;

olur. Boylece

()= 25—

dir (r=0 oldugu zaman I" torsion-free oldugundan bu . (Cp) igin bulunan deger daha énce

buldujumuz degerle ¢akigir).
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Yénlendirilemeyen durumda o (Cd) nin hesabi biraz daha basittir, glink C, nin
cz¢0 olan yegane karakterleri y, esas karakterleri ve (d ¢ift oldugunda) y, alterne
karakterleridir. Bu iki karakter (sirasiyla; Cd nin bir Uretecini *1 e gdénderir) igin cx=l dir.
Daha 6nceki gibi; m, d yi bimedigi slirece x<m>=0 dir ve m|d ise ¥, (m)= ¢(m) ve

(eger d gift ise) y, (m):(—l)d/mgb(m) dir. E§er w,, d/m, tek tamsay: olacak gekildeki i

lerin sayisini gdsterirse, bu takdirde

d*" ¢(m,)...p(m,) , lld ve d , tek tamsayi
ol (C,)=42d%" ¢(m,)...¢(m,), I|d,d ifttamsay ve w, gift tamsay:
0, diger durumlarda,

oldugu elde edilir. Bdylece denklem (3.4.1)

(€)= T (5 )ar TT8m)+ 3 2u(5)a TT6(m)

i g L5
d® + ﬁ)dg-l
4 (n )m('") JZ (d) |Z| ”(d

oldugunu verir.

Ornegin n bir p tek asal say! olsun. Eger r >1 ise, bu takdirde /= p, yani, tim i ler
igh m,=p olmadikga n/ (Cp)=0 dir, diger durumda nf (Cp)=(p--1)r_1 p*~ dir. Eger
r=0 (bdylece /=1) ise, bu takdirde n; (C ) ( gl _ / ( p- 1) dir. Benzer olarak, eger
n=p=2 ve r>1 ise, r nin gift veya tek olmasina gore n (C2)=Zg veya 0 dir. =0 iken
nl (C2)=2“’”l elde ederiz. Yénlendirilebilir durumdaki gibi, sonlu abelyen I'/T"T*? grubundan

C'p ye epimorfizmleri (6rten homomorfizmleri) g6z &niine almakla bu sonuglar kolaylikla

onaylayabiliriz.
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