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OzZET

Bu tez iki blimden olusmaktadir.

ik bélimin basinda, simplisil kiimeler ve topolojik uzaylar, simpligil nesneler ve
doénusumler, topolojik standart simpleks konularina yer veridi. Daha sonra, diger bolimde bize
gerekli olan temel kavramlar ve tanimlar verildi. Son olarak da kapali model kategorilerine
kisaca deginildi.

ikinci bélimde de, eger SCZ bir carpimsal sistem ve 7, S-burulma abelyan

kimelerinin bir sinifi ise, 0 <r < nigin n den daha biylk ve r den daha kiigiik boyutlarda asikar
Moore komplekslere sahip olan simplisil kiimelerin alt kategorilerinde Serre mod- " homotopi
teorisini inceledik. Bu, bdyle kategorilerde bir kapali model yapisini vererek sonra da
birlestirilmis homotopi teorisini galisarak elde edilmistir. n—o0 oldugunda, [6] da Quillen
tarafindan calisiimis r-indirgenmis simplisil kimeler i¢cin Serre homotopi teorisini elde ederiz.
n=r+1 durumu, cat-kiimelerinin kategorilerinde veya kimelerin crossed modiillerinde Serre
homotopi teorisini géz 6nidne almaya imkan sagladi.



ABSTRACT

The thesis consists of two chapters.

In the first chapter, the notions of simplicial sets and topological spaces, simplicial
objects and maps, topological standart simplex are described in the early sections. However the
notions and definitions that will be used in the other chapter, are also expressed. The rest of this

chapter the closed model categories are shortly described.

In the second chapter, if SCZ is a multiplicative system and 7 is the class of the S-

torsion abelian sets, we study Serre mod - ¥ homotopy theory in the subcategories of simplicial
sets whose objects have trivial Moore in dimensions less than r and greater than n for
0 <r < n. This is carried by giving a closed model structure in these categories and then
studying the associated homotopy theory. When n—o0, we obtain the Serre homotopy theory

for r -reduced simplicial sets studied by Quillen in [6]. The case n=r+1 allows to consider Serre

homotopy theory in categories of cat-sets or crossed modules of sets.
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ONsOz

Oncelikle galismamizda, yardimci olmasi ve yol gdstermesi agisindan, ilk béliimde
simplisil kimeleri tanimlayacagiz, birkag 6rnek verecegiz ve simplisil kiimelerin & kategorisi ile
topolojik uzaylarin ./~ kategorisi arasindaki singiler ve realizasyon fanktorlerini insa edecegiz.
S ve ./ kategorilerinin homotopi teorileri arasinda bir denklik dogurmak Uzere Quillen’in
belirli form0lini igerir. Bunun igin her iki kategoride de fabreysin, esfabreysin ve zayif denklik
notasyonlarina ihtiya¢ duyulur. Simplisil dontgstimler i¢in homotopi bagintisinin bir tartismasi ile
devam edip, simpligil kimeler igin fonksiyon uzaylarinin baglantili kavramlarina bakacagiz.
Diger bolimlerde kullanacagimiz temel kavram ve tanimlari vererek konunun daha iyi
anlasiimasini hedefliyoruz. Bu tanimlardan baslicalari, kategori, small kategori, alt kategori,
fanktér, dogal donidsim, baz noktasi, silindir, silindir nesnesi, loop (ilmek), homotopi, geri
cekilim ve bozulmus geri gekilim, suspension, homotopi bagintisi, homotopi kategorisi, Kan
fabreysindir. Daha sonra kisaca kapali model kategorilerine degindik, burada da simpligil
kimelerde fabreysin (asikar fabreysin), kapali simplisil model kategorisi tanimlarini vererek

baslayacagiz ve gerekli bazi 6nermelerle devam edecegiz.

Birinci bolimde ise genel anlamda simpligil kimelerin alt kategorilerinde Serre Teorisini
inceledik. 1-noktasal baglantii X ve Y uzaylan verildiginde, bunlarin arasinda bir rasyonel

homotopi denkligi, 7.( f)®, Q:7.(X)®, Q— 7.(Y)®, Q bir izomorfizim olacak sekilde
f: X — Y donusumudir, rasyonel homotopi denkliklerine gore 1-noktasal baglantili uzaylarin

./, kategorisinin yerellestiriimesine rasyonel homotopi teorisi denir. Bu kategori, 7.(.X) bir

burulmasiz-serbest boliinebilen abelyan kiime olmak lzere X den ibaret olan baz noktalari-
korunumlu dénlsumlerin 1-noktasal baglantii CW komplekslerinin ve homotopi siniflarinin

kategorisinin bltln alt kategorilerine denktir.

Daha genel olarak, eger »>2 igin X ve Y, (r—1)-noktasal baglantili uzaylar ve S
Z. de bir garpimsal sistem ise, X ve Y arasindaki bir S -denkligi, S7'z, fanktori icin
izomorfizimleri meydana getiren bir f:X —Y donisimudir. S -denkliklerine gore
(r—1)-baglantili topolojik uzaylarin ./ kategorisinin yerellestirimesine .S -burulma abelyan

kiimelerinin bir homotopi kategorisi moddil sinifi denir ve bu, S -tek olarak boéliinebilir homotopi
kimeleri ile birlikte elemanlari (7 —1)-noktasal baglantii CW -kompleksleri olan ve

morfizimleri baz nokta-korunumlu déniistimlerin homotopi siniflari olan kategoriye denktir.

vil



S -buruima abelyan kimelerinin homotopi kategori moduil sinifinin galismasi Serre

mod “~ homotopi teorisidir (", .S -burulma abelyan kiimelerinin sinifi olmak tizere) [16] ve [6]
da, Quillen bu homotopi teorisinin simplisil kiimelerin bir uygun kapali model kategorisinin
homotopi teorisi olarak gergeklestirilebilecegini géstermistir. Daha acik olarak Quillen, rasyonel
homotopi teorisinin (yani, » =2 ve S =7Z—{0}) indirgenmig simpligil kiimelerinin bir kapali
model kategorisi ile birlestirilmis homotopi teorisine denk oldugunu ve, genel olarak da » > 2
icin, homotopi teorisinin, (7 —1)-indirgenmis simplisil kimelerinin bir kapali model kategorisi ile

birlestirilmis homotopi teorisine denk oldugunu géstermistir.

Burada Simp(Mp )r ile gosterilmis olan r -indirgenmis simplisil kiimelerin kategorisi

sadece, elemanlari » den daha kiguk boyutlarda asikar Moore kompleksine sahip olan simplisil

kimelerin kategorisinin full alt kategorisidir. Bundan sonra herhangi bir 7 > r igin, elemanlari n

den daha buyuk boyutlardaki asikar Moore kompleksine sahip olan ve [,.T ile gosterilen,

n]

Simp(Mp)’nin full alt kategorisini goéz onine alip bu simplisil kiimelerin alt kategorilerinde

Serre teorisini galigiriz. Z deki herhangi S ¢arpimsal sistemi igin T] de S -(es) fabreysinlari

[r"n

ve zayif S denkliklerini tanimlayip, ayrik morfizimlerin bu siniflari ile bu kategorinin bir kapali
model kategorisi oldugunu goOsterecediz. Fabreysin ve esfabreysin nesnelerini karakterize

ederek birlestirimis homotopi teorisini ¢alisinz. Ozellikle (Sonug 1.4.5°e¢ bakiniz) eger

§=7-{0} ve r=1 ise, homotopi kategorisinin 2<g<n+1 igin bir 7, (X) burulma
serbest bolunebilir abelyan kimesi ile birlikte nesneleri 1-baglantili ve (7n+1)-esbaglantili

CW X kompleksleri olan ve morfizimleri korunan-baz noktasi déniisiimlerin homotopi siniflari
olan kategoriye denk oldugunu gdsteririz.
n=r+1 oldugunda T,

0 kategorisi, kUmelerde i¢ kategorilerin diger iyi-bilinen

]
kategorilerine yada kimelerin crossed modullerinin kategorilerine denktir. Homotopi teorisi bu
kategorilerde [1]'de sik sik calisildi ve simdi, bu denklikleri kullanip bunlarin igindeki Serre

mod ¢ teorisini gbz dnline alarak homotopi teorisini genisletelim.

Birinci bélimde anlatilmak istenen kisaca asagidaki gibidir. Bolim 1.1'de, simplisil

kimelerin kategorisindeki bazi yapilari ve Quillen tarafindan caligilan 7 -indirgenmis simplisil
kiimelerin kategorisindeki Serre teorisini hatirlatalim. Bélim 1.2'de herhangi S < Z igin, . T

» [l

kategorisinin bir kapali model kategorisi oldugunu gdsterip bu yapi igin fabreysin ve esfabreysin

viil



nesnelerini karakterize ederiz. Bolum 1.3’te, yol uzayi nesnelerinin ve silindir nesnelerinin agik
tanimlarini vererek birlestirilmis homotopi teorisini inceleriz. Bolim 1.4'te, S ={1} oldugunda,
Bolim 1.2'de tanimlanmis model yapisinin bir simplisil model oldugunu goésteririz ve sonrada
herhangi bir S igin homotopi kategorisini tanimlariz. Son olarak, Bolim 1.5de n=r+1

durumunu inceleriz ve [1]'de ¢alisilan ile birlikte homotopi teorisinin sonuglarini karsilastiririz.

X



0. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR ve TANIMLAR

0.1 Simplisil Kiimeler ve Topolojik Uzaylar

0.1.1 Giris

Bu boliumin amaci
(i) Simplisil homotopi teorisinin temel notasyonlarinin bazilarini incelemek,
(i) Bu simplisil homotopi teorisinin genel topolojik teoriye denk oldugunu okuyucuyu

ikna etmektir (en az bir defa ikna etmeye galismak).

Burada simplisil kiimeleri tanimlayacagiz, birkag drnek verecegiz ve simplisil kimelerin
S kategorisi ile topolojik uzaylarin . kategorisi arasindaki singller ve realizasyon

fanktorlerini insa edecegiz.

S ve ./ kategorilerinin homotopi teorileri arasinda bir denklik dogurmak (izere
Quillen’ In belirli formdlind igerir. Bunun igin her iki kategoride de fabreysin, esfabreysin ve

zayif denklik notasyonlarina ihtiyag duyulur.

Simpligil déndsumler igin homotopi bagintisinin bir tartismasi ile bélimu sonlandirilip,

simpligil kimeler igin fonksiyon uzaylarinin baglantili kavramlarina bakacagiz.

0.1.2 Simplisil Kiimeler

Bu bdélimde biz

(i) Simplisil kimelerin, ve daha genel olarak, keyfi bir kategorinin Gzerindeki simplisil
kdmelerin bir tanimini hatirlatacagiz.

(ii) Simpligil kimelerin bazi basit 6rneklerini tartisacagiz ve

(iii) Simplisil kimelerin & kategorileri ve adjoint fanktérler, realizasyon fanktor
| |:&— .7 'min her ikisi ile iligkili ./~ topolojik uzaylari, singller fanktor Sin:./~ —> &I
inceleyecegiz.

Asagidaki ile baglayalim.

0.1.2.1 Simplisil nesneler ve dénusgiimler

Bir ‘¢ kategorisi lizerindeki bir X simplisil nesnesi agagidakilerden meydana gelir:

(i) Her tamsayi i¢in >0 igin, bir X ‘7 nesnesive



(ii) 0 <i < n ile her tamsayi ikilisi (i,7) igin, yliz ve bozulmus dénlsimler olan

d:X,—>X, ves: X —>X, €

simplisil 6zdeslikleri saglar:

i<j igin, dd,=d, d,
i<j igin, ds;=s,.,d,
i=j, j+1igin, =id

i>j+1 igin, :deH
[>j igin, 5,8, =88,

Benzer olarak iki simpligil nesnenin arasindaki bir f : X — Y simpligil dontsimd,

f:X, =Y €7

ylz ve bozulmus donlsiimler ile gidip gelen dénlsiimlerden meydana gelir, yani her i igin,

d.f = fd; ve s,f=f,

Simdi bunu 6zellestirelim.

0.1.2.2 Simplisil kiimeler

Kimeler kategorisi Uzerinde bir simplisil nesne, bir simplisil kime olarak adlandirilacak,

ve & ile simplisil kiimelerin kategorisini ifade edecegiz.

X €& igin, X,’ nin elemanlari 7 -simpleksler olarak adlandirilir; 0 -simpleksler de

bazen kdseler olarak adlandirilir.
iki cesit simpleks vardir:

0.1.2.3 Bozulmus ve bozulmamis simpleksler
X €8 igin, eger bazi x' € X ve i igin, x=s5,x" bir x€ X simpleksi bozulmus olarak

adlandirilir. Aksi takdirde bozulmamis olarak adlandirilir.



Bozulmus simplekslerin asagidaki 6zellikleri ¢ok kullanighdir ve dogrulugunu ispat
etmek zor degildir.

Her bozulmus x € X bir tek ayrisima sahiptir.
X=8 ...5X
In b
Ayrica x bozulmus olmak Uzere, i,...,i, tam olarak “yonlendirmelerdir’, yani x s,’nin

gorintusiindedir ancak ve ancak & € {i,,...,1,} dir.
Ornegin bu, iki X ve Y simplisil kimelerin X xY € § garpimi (biitiin 7 ’ler igin
(XxY), =X,x,
ile ve asikar yiiz ve bozulmus dénisumler ile tanimlanan) her iki x € X ve y €Y ’ler bozulmus
(fakat farkh “yonlerde”) olmak (izere bir bozulmamis (x, ) simpleksini igerebilir.

Genelde, simpligil kiimelerin & kategorisi ile topolojik uzaylarin ./~ kategorisi
arasindaki singuler ve realizasyon fanktorlerini gbz oniine alarak bir simplisil kiimenin neye

benzedidi daha iyi bir distince halini alabilir.

0.1.2.4 Topolojik standart simpleksler
Her n >0 igin, topolojik A[n] n-simpleksi butiin #n’ler igcin 0<¢, <1 ve Zt,. =1
olmak Uzere (%,,...,t,) noktalarindan meydana gelen (7 +1)-boyutlu Eucledean uzayinin alt
uzayidir. Benzer olarak bitin 0 <7 <# igin
d':Aln-1]—A[n] 5" :Aln+1]- Aln]

standart déntstmleri

d'(tyseent, )= tyreert, 0,1, 1yl )

8 (Eyserert, ) = Eyreer b, HEiyennd )

formdlleri ile verilir ve bu standart donlisimlerin simplisil 6zdeslikler (0.1.2.1) in dualini

sagladiklarini kontrol etmek kolaydir, yani

i<j igin d'd =d'd™

i<j igin s'd' =d's™
i=j,j+1igin =id
i>j+1 icin =d"'s’

i>j igin s's'=5""s7.



0.1.2.5 Singiiler Fanktor

Singuler fanktor
Sin:.. > 38

asagidaki gibi tanimlanir. X €./ i¢in déniisimiin d,x yizleri ve s,x bozulmalari

Aln—1]—4£>Aln]—— X

Aln+1]—2— Aln]—2> X

bilegkeleri olan herhangi bir

Alnl—> X e/

dontstiml Sin X ’in bir n -simpleksidir.Benzer olarak bir f: X — Y €./ doénisimul ve bir

n -simpleks x € Sin X igin n -simpleks (Sin f)x € SinY
Aln]——>X—<L>Ye.

bileskesi olacaktir.

0.1.2.6 Realizasyon Fanktoru
Bu,
| S —>. /"

fanktoru agsagidaki gibi tanimlanir. X € § igin | X | realizasyonu,

xeX

n+l?

u € Aln] igin (d.x,u) ~ (x,d'u)

xeX

n+l?

u € Aln] igin (s,x,u) ~ (x,5'u)

bagintilari altinda tanimlama uzayi alinarak
H x, xA[n]

ayrik birlesim uzayindan elde edilir (X, ’in bu yapisinda ayrik topoloji verilmistir). Asagidaki

gdsterilebilir [15]:



Her simplisil x € & kiimesi igin, onun realizasyonu | X |, X 'in bozulmamig her 7 -simpleksi

icin bir 7 -hiicre ile bir CW -komplekstir.

Sin ve | | fanktorleri, asagidakilerden dolayi birbirini tanimlar.

0.1.2.7. | | ve Sin’in adjointness

Yukaridaki tanimlar kolaylikla belirtir ki [15]:

Realizasyon fanktor, singiler fanktére sol adjointtir, yani X € & ve Y €./ igin dénisimler

arasinda bir dogal 1-1 esleme vardir.

| X|—>Ye./ ve X >SinYed

Karsilikli  dénustmler adjoint olarak adlandirilirlar.  Ozellikle, bir f:X|>Ye./~

dénlsiminin adjointi, x € X,

Aln]—2 ] X, xAln]—22— | X | —L5 Y

bilegkesi ile verilmig olan SinY ’nin simpleksine dénustiirilecektir. Ozel olarak ilgilendigimiz,
| X |—24 5 X| ve SinY —&4 5SinY

dénugumlerine adjoint olan
X—>SinX ve |SinY | —>Y

adjunction déntsumleri olarak adlandirilir. Simdi bir simplisil kimenin en ¢ok asikar 6rnegini

g6z énlne alalim:

0.1.2.8 Bir Sirali Simplisil Kompleksin simplisil kiimesi

K bir sirali simpligil kompleks olsun, yani onun koselerinin bir siralanmasi ile birlikte bir

simplisil kompleksdir. Bu taktirde,

(i) vp<...<v,,ve



(ii)) d.(VyseoisV,)=Vyour s Vi s Visgseees V)

8:(VgseeesV, ) = (Vyserts Vis Vg iy V)

ile velrilen yliz ve bozulmus operatérler ile ve bazi m <n icin, {v,,...,v } kimesi K nin bir
m -simpleksidir. (i) ve (ii) icin K 'nin kdselerinin (v,,...,v,) (n+1)-sirall n-simpleksleri olmak
tzere K, bir AK simplisil kiimesini dogurur. AK 'nin, tam olarak K 'nin her simpleksi igin bir
bozulmamis simplekse sahip oldugunu géstermek ve onun |AK | realizasyonunda genellikle K

ile birlestiriimis topolojik uzaydan bagka bir sey olmadidini géstermek zor degildir [9].

Bir dnemli 6zel durum, topolojik 7 -simplekslerin benzeridir.

0.1.2.9 Standart simpleksleri
[n], (sirali) kime {0,...,n} ve onun tim alt kimelerini g6z 6nline alan sirali simplisil
kompleksi belitmek (zere, son derece kullanigh bir simplisil kime standart #»-simpleks

A[n]'dir. 0<a, <...<a, <n olacak sekilde A[n]nin bir g -simpleksi su halde tam sayilarin

(ay5--.,a,) herhangi (g +1)-siralisidir. $u halde, A[n], i

n

ile gosterecegimiz tam olarak bir

bozulmamis 7 -simplekse sahiptir ve onun |A[n]| realizasyonu A[n] topolojik standart

simpleksinden baska bir sey degildir.
Standart simplekslerin yarari, asagidakilere goére faydalidir.

0.1.2.10 Standart simplekslerin evrensel 6zelligi

X €8 ve x € X, olsun. Bu takdirde,

Ac:Aln]—— X €S

I.’yi X’inigine dondstlren bir tek dénusum vardir.
Bunun kolay bir uygulamasi olarak, adjunction déniigiim (0.1.2.7) X —» Sin| X | €8,

x —| Ax| ile verildigine dikkat edelim.

Evrensel 6zelligin bir kolay sonucu olarak asagidakini elde ederiz.

0.1.2.11 Standart doniigiimler

Standart déntsimler,



d, =A(d,i,): Aln—1]—> Aln] 0<j<n

s, =A(s,i,): Aln+1]—— Aln] 0<j<n

simplisil 6zdeslikler 0.1.2.1’in dualini saglar, yani

d'd =d'd’" i< jigin
s'd' =d's’”! i< jigin
=id i=j,j+1icin
=d" s’/ i> j+1igin
s's' =5/ i> jigin

Bir simplisil kimenin daha az asikar bir 6rnedi ile bitirelim.

0.1.2.12 n-kiire §”
Bu, biltin i’ ler igin

dy=s,,...5%

yuzleri ile sadece iki bozulmamis O -simpleks x ve bir n-simpleks ) 'den ibaret olan bir

simpligil kimedir, yine bu onun A[n] smirnnin “collapsing” olmasi ile A[n] standart
simpleksinden elde edilebilir, yani onun simplisil alt kimesi, onun d ,...,d i

(n—1)-simpleksleri ile Uretilir.

Bir kose ve bir 7 -hlcreyi g6z 6nline alan 7 -kire igin, onun realizasyonu |S”| genel

olarak CW -kompleksidir.

0.1.2.13 Bir simpligil kiimenin n -skeletonu
XeS igin, n-skeleton X" eS alt-nesnesi, <n boyutlarinin X 'in bitin
simpleksleri ile dogrulmustur. Ornegin,

(i) Standart n -simpleks A[#n]’in (n—1)-skeletonu onun A[#n] sinirindan (0.1.2.12)’den

baska bir sey degildir.



(i) X €S, n-skeletonun | X" | realizasyonu, onun realizasyonun 7 -skeletonu olan

CW -kompleks | X | dir.
0.1.3 Simplisil ve Topolojik Homotopi Teorilerinin Denkligi

Burada asagidaki anlamda & ve ./ kategorilerinin homotopi teorileri arasindaki bir
denkligi, realizasyon ve singuler fanktorlerin dogurdugu anlamina gelen simplisil kiimeler ve

topolojik uzaylar tzerinde ¢esitli sonuglari tekrar hatirlariz.

(i) Her iki kategori kapali model kategorisidir, yani, her birinde Quillen aksiyomlarini
kapali bir model kategorisi igin saglayan [6] zayif denklik, fabreysin ve esfabreysinlarin

kavramlari vardir.

(ii) | | ve Sin fanktorleri her ikisi zayif denklikleri ve adjunction déniigimlerin her iki
tipini korur:

X—>Sin|X| €S ve|SinY|—>Y €./

zayif denkliktirler.

(iii) | | ve Sin fanktorleri her ikisi fabreysinlari ve esfabreysinlari korur (Sin’in
esfabreysinlari sadece bir zayif denklige kadar korumasina ragmen).

[5]'e gore, (i) zayif denkliklere gore (yani formal olarak tersini alma) &’den .7 'ya
kadar yerellestirlen HoS ve Ho.”  homotopi kategorilerinin bigimlestirilebilmesi (kiimeye

gegiste teorik zorluklar olmaksizin) anlamina gelir. Bu takdirde (ii)’den | | ve Sin fanktorlerinin
Hoé*Ho. 2
kategorilerinin bir zayif denkligi dogurdugu gikar. Ustelik (i) ve (iii), | | ve Sin fanktorlerinin

adjointleri; ./~ kategorisi Uzerindeki her homotopi teorik ifadesinin, & kategorisi Gzerindeki bir

homotopik denklide ve bunun tam tersine yol actigi anlamina gelir.

Zayif denklikleri tanimlamak icin kullanacagimiz homotopi kimelerinin kisa bir

tartismasi ile baslariz.

0.1.3.1 Homotopi Kiimeleri (noktasal kiimeler)
Bir X simplisil kimesinin homotopi kiimesi “simpligil” olarak tanimlanabilir olmasina

ragmen, onlari | X | realizasyonunun homotopi kiimeleri olarak tanimlamak kolaydir. Daha agik



olmasi agisindan: X € ve x€ X bir baz noktasi (yani bir keyfi fakat sabit kose) olsun ve yine

*, »€| X | karsilik gelen noktayi gostersin. Bu takdirde bitiin 7 >0 igin

7, (X, ) =7,(| X1,%)

yazilir ve higbir karmasiklik miimkiin oimadiginda 7z, X yerine ¢cogunlukla 7, (X ,*) da yazilr.

0.1.3.2 Zayif Denklikler

Eger » € X baz noktasinin her segimi ve bitin n >0 igin, f bir

T X=rY

izomorfizimini Uretirse, f: X —>Yed veya ./ donlUsimine bir zayif denklik denir. Bu
takdirde asagidakilere sahibiz:

() f:X—>Ye., donisiml bir zayif denkliktir ancak ve ancak
Sin f:Sin X —> SinY €& donlstim bir zayif denkliktir.

(i) f: X >YedS donistimi bir zayif denkliktir ancak ve ancak | f |:] X || Y |e./~
dondsima bir zayif denkliktir.

(i) X > Sin| X |ed ve |SinY | > Y e./~

adjunction donusumleri bitin X €& ve Y €./ igin zayif denkliklerdir.

0.1.3.3 Fabreysinlar
0<k<n igin
Aln, k] < Aln],
dy ,....d, i .,d, i,..,d]I
simpleksler tarafindan dretilen simplisil alt kiimeleri gostersin (yani | A[n, k]| timinden fakat
| A[n]|= A[n]’'min bir ylGzinden olugsmustur). Bu takdirde eger her (degismeli) kesikli ok

diyagraminda
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A0k} e3> X
-

e
~

e
A{n]  ————— Y

noktali ok mevcut ise, f: X — Y ed déniisimine bir fabreysin denir. Ustelik her x€Y baz

noktasi igin ayni * sembolli ile, = ile Uretilen Y ’nin simplisil alt kimesini (s,,...,s, *

simplekslerden ibaret olan) gosterecegiz ve f‘l* c X simpligil alt kimesine * Uzerinde f'in
fiberi denir.

& ’deki bu fabreysinlar .~ 'da (Serre) fabreysinlari ile yakindan ilgilidir. Gergekten:

(i) Bir f:X—>Ye./  donisimu bir fabreysindir ancak ve ancak
Sin f:SinX — SinY €& dénusim bir fabreysin oldugu agiktir.
Diger yandan [7]'den

(i) Eger f:X—>Yed bir fabreysin ise, bu takdirde boylece,

| f|:l X|—|Y |€./ 'da bir fabreysindir ve *€Y baz noktasinin her segimi igin reellestirilmis

ficeride fiberin reellestirimesini saglayan |f ' *|—>|f~'| kapsamasi, bir homeomorfizim
oldugu aciktir.

Uygun ilgili kavram, bir X €S veya ./~ faybrint nesnesidir yani X —>xe® veya ./
(tek) dontsimi (* = A[0] veya A[0]) olacak sekildeki bir nesne bir fabreysindir. Agik olarak

her topolojik uzay faybrinttir fakat her simpligil kime 6rnegin n >0 igin A[n] faybrint degildir.

Bir faybrint simplisil kiimeye bir Kan kompleksi denir veya genisleme sartini sagladigi soylenir.

0.1.3.4 Esfabreysinlar

Bir i:A— Bed donisimi eger 1—1 ise bu dénugime bir esfabreysin denir, ayni
zamanda bir i: A — Be./  doniglimdi, zayif denklik olan bitiin fabreysinlara gére eger sol
lifting 6zelligine sahip ise bu dénisime bir esfabreysin denir yani her (degismeli) kesikli ok

diyagrami igin f* bir zayif denklik olan bir fabreysin olmak (izere noktalandiriimig ok mevcut ise
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i:A— Be./ donisimine sol lifting 6zelligi denir. Bu tanimlar asagidakileri gésterir:

(i) Bir i: A—> Bed donisimi bir esfabreysindir ancak ve ancak |i|:|4|—>|Ble./~
dondsima bir esfabreysindir.

(ii) Eger i:A—> Be./ bir esfabreysin ise, bu takdirde Sini:SinA — SinBed
dontsiiml de es fabreysindir ve Sini’nin esfaybrintindan i’nin esfaybrinin sinlstine kadar
olan Sin B/Sin A — Sin( B/ A) asikar déniiglimii bir zayf denkliktir.

Tekrar uygun bir baglantili ifade, Bed veya ./  esfaybrint nesnesidir, yani
¢ —> Bed veya ./ (tek) donusimi (¢ bos olmak Uzere) bir esfabreysin olacak sekilde bir

nesnedir. Agikga her simplisil kiime esfaybrint ve her CW -kompleksi ( fakat her topolojik uzay
degil) esfaybrinttir.

Simdi asagidakiyle anlatiimak istenen agik hale gelir.

0.1.3.5 & ve .7 kategorileri kapali model kategorisidir

[5]'e gére & ve ./ kategorileri zayif denklik ile yukarida tanimli fabreysinlar ve
esfabreysinlar kapali model kategorisidir, yani [6] bunlar kapali model kategorisinin bes
aksiyomunu saglarlar.

Bu bes aksiyom;

(i) Fabreysinlarin sinifi (sirasiyla zayif denklikler olan fabreysinlar) bileske ve baz
degisimi altinda kapalidir ve bitlin izomorfizimleri igerir,

(ii) Esfabreysinlarin sinifi (sirasiyla zayif denklikler olan fabreysinlar) bileske ve baz
degisimi altinda kapalidir ve bitin izomorfizimleri igerir, oldugunu belirtir.

Gergekten, Quillen [5] bir kapalh model kategorisinde homotopi teorisinin Ornegin
doéndastmler icin homotopi bagintisi, looplar ve suspension’lar, fabreysin ve esfabreysin tam

dizileri, Toda parantezleri vs. gibi benzer ailelerin gogunun gelistirilebilecegini gdstermistir.
Ozellikle simdi agagidakini tartisabiliriz.

0.1.3.6 Ho$ ve Ho.7~ Homotopi kategorileri
Bunlar, zayif denkliklere gore (yani formal olarak tersini alma) yerellesmesiyle & ’den
./ ’ya elde edilen kategorilerdir. Daha kesin olmasi igin, 2. ’daki déniisiimleri denkliklere

tasiyan ve bu 6zellik i¢in evrensel olan bir
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fanktori ile birlikte bir kategoriden ibaret olan, ¢ 'deki déniisiimlerin bir 2. sinifina gére bir
kategorisinin yerellestiriimesini [6]'dan hatirlatahm. Eer bu mevcut ise, y:0 — > ‘v
nesneler {izerinde bir izomorfizimdir ve Y. ‘2 ’nin her bir dénisimii, g €2 ve u € 2, olmak

Uzere yg veya (yu)"l formundaki dontistimlerin bir sonlu bilesimidir. Bu nedenle Y. ‘2 ’nin

‘. ’de oldugu gibi ayni nesnelere sahip oldugunu daima kabul edebiliriz (ve edecegiz).

[5]de herhangi bir kapali model kategorisinin, onun zayif denkliklerine goére bir
yerellestirmesine sahip oldugu gosterilmistir; su halde HoS ve Ho. /' nun yukaridaki tanimlari
legitimate’dir. 0.1.3.2’ yi kullanarak,

|| >
Seg—/
in

adjoint fanktorlerin

HocS‘S<:>‘Ho.7
n

kategorilerinin bir denkligini dogurdugunu gostermek kolaydir.
Gergekten, bu bolimiin basinda da ifade edildigi gibi, | | ve Sin fanktorleri, simplisil ve

topolojik “homotopi teorilerinin” bir denkligini dogurur.
0.1.4 Homotopi Bagintisi ve Fonksiyon Uzaylar

Bir o6nceki boélimde Hod ve Ho./ homotopi kategorilerini tanimlamak igin

dénugumler Gzerindeki homotopi bagintilarindan ziyade zayif denklikleri kullanmistik; simplisil

ve topolojik yaklasimlarin benzerliklerini vurgulamistik. Bu bdlimde homotopi bagintisini tartisip
HoS ve Ho./ ’lerin faybrinti simpligil kiimelerin ve CW -komplekslerin aligiimig homotopi

kategorilerine denk olduklarini gosterecegiz. Ek olarak, simplisil kimeler ic¢in fonksiyon
uzaylarin baglantili basliklarini inceleyecegiz.
Kolay topolojik durumu agiklayarak bagliyalim.

0.1.4.1

Ho.”~ homotopi kategorisi alisilmis CW -homotopi kategorisine denktir yani, nesneleri

CW -kompleksler ile birlikte kategori olarak ve dénugimleri de déntgiimlerin homotopi siniflari

olarak denktir. Ustelik herhangi bir K CW -kompleksi ve X topolojik uzayi igin

Hom,, -(K,X)={K — X dénlsiimlerin homotopi siniflari} .
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ISPAT: Bu asagidaki benzer gercekleri kullanarak kolaylikla ¢ikar.
(i) Bir X > Y ./ donlsimi zayif denkliktir ancak ve ancak her K CW -kompleksi igin, bu

K——>X ve K—Y

dénugumlerinin homotopi siniflari arasinda bir izomorfizim dogurur.
(ii) Her X €./ igin, K 'nin bir CW -kompleksi oldugu bir K — X €./ zayif denkligi vardir.

(iii) Eger T':./ — ‘¢, zayf denklikleri izomorfizimlere dénustiren bir fanktor ise, bu takdirde

T , homotopik déntistimleri ayni dontistimlere donlstirr. ]

0.1.4.2 Noktasal durum:

Benzer bir yolla Ho.~, noktasal homotopi kategorisinin (noktasal topolojik uzaylarin

./, kategorisini zayif denkliklere gore yerellestirerek elde edilen) aligilmis noktasal CW -

*

homotopi kategorisine denk oldugu gdsterilebilir.
Simplisil kiimeler i¢cin benzer sonuglari elde etmek i¢in simplisil homotopi bagintisina

ihtiyacimiz vardir.

0.1.4.3 Simplisil Homotopi Bagintisi

Eger A[1]x X in Ustiinii ve altini sirasiyla f, ve f, ile donustiiren
fAlxX >Yed
dondsima (homotopi) mevcut ise, yani sirasiyla

X = A[0]x X —92X S A[l]x X —L Y
ve

X = A[0]x X —LX S A[l]x X —L ¥

f, ve [ eesitise, iki f,, f,: X =Y e dontsimiine homotopiktir denir.
Y bir faybrint oldugunda, bu homotopi bagintisi bir denkliktr ve X —>Yed

doénusumlerinin homotopi siniflart | X |—|Y €./~ dénusiumlerinin homotopi siniflarina karsilik

gelir.

Simdi 0.1.4.1’in simpligil benzerini verebiliriz.
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0144
Ho& homotopi kategorisi, faybrint simpligil kiimelerin alisiimis homotopi kategorisine
denktir, yani nesneleri faybrint simplisil kiimeler ile kategori olarak ve doénisumleri de

déniigtimlerin homotopi siniflari olarak denktir. Ustelik, X,Y € & ve Y faybrinti igin

Hom,,s(X,Y) = {X——Y dénisimlerin homotopi siniflari} .

Bunun bir kolay sonucu olarak 0.1.4.5 verilir.

0.1.4.5 Homotopi denklikleri olan & ’deki zayif denklikler
Eger f: X > Yed bir zayf denklik, X ve Y faybrint ise, bu takdirde f gergekten

bir homotopi denkligidir, yani gf ve fg X ve Y 'nin birim doniisiimlerine homotopik olacak

sekilde bir g:Y — X € donisimi vardir.

0.1.4.6 Noktasal durum

&., noktasal simplisil kimelerin kategorisini (=baz noktalari ile birlikte simpligil
kimeler =simplisil noktasal kiimeler) gostersin. Eger (A[l]xX)/(A[l]x*) ‘in UstlnG ve altini

sirastyla f, ve f, ile donustren bir

[ (AN X)/(A[1]x*¥)——Y €&,

dénusuma (homotopi) var ise, bu takdirde

Joo i X—>Yed

iki donlisim de homotopiktir denir. Tekrar Y faybrint oldugundan, bu bir denklik bagintisidir ve
X > Y ed, dontsumlerinin homotopi siniflari | X |—>|Y |€./, donustumlerinin noktasal
homotopi siniflarina karsilik gelir. Ustelik Hod, noktasal homotopi kategorisi (&,"1 zayif
denkliklerine gore yerellestirerek elde edilen) noktasal faybrint simplisil kiimelerin alisiimis
homotopi kategorisine denktir. Ayrica, tabikide Ho S, Ho. . 'a denktir.

Simplisil fonksiyon uzaylarinin ilgili bagligini tekrar inceleyerek sonuca variriz.
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0.1.4.7 Simplisil fonksiyon uzaylari

X,Y €8 igin fonksiyon uzayi, yizleri ve bozulmuslar

Aln—1]x X —X 5 Aln]x X —— Y

Aln+1]x X —2X S A[n]x X — Y

bileskeleri ile birlikte bir
Aln]x X —Y ed

donisima bir n -simpleks olan simplisil kimedir.
Fonksiyon uzayinin bazi yararl 6zellikleri sunlardir:

(i) Eger Y faybrint ise, bu takdirde 7z ,Hom(X,Y) nin elemanlari, X =Y €& donisimlerinin

homotopi siniflarina karsilik gelir.
(ii) Eger i : K — L € & bir esfabreysinve p: X — Y €& bir fabreysin ise, bu takdirde i veya
p bir zayif denklik ise bir zayif denklik olan,

(i, p) :hom(L, X') ——>hom(K, X)X, nx.yy hOM(L,Y) € S

dondsima bir fabreysindir.
(iii) K,X,Y €8 igin bir
hom(K x X,Y) =hom(K,hom(X,Y))ed

dogal izomorfizimi vardir.

0.1.4.8 Noktasal simplisil fonksiyon uzaylari

X,Y €&, igin
hom, (X,Y)ed,

noktasal fonksiyon uzayi, 0.1.4.7°deki gibi ylz ve bozulmus ddénusumleri standart simpligillar

arasindaki standart donudstmler ile dogrulan ve bir
(A[n]x X)/(Aln]x*¥)——Y € S,

doénisimi n -simpleks olan noktasal simplisil kimedir.
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Tekrar bazi yararli 6zdeslikler sunlardir:

(i) Eger Y faybrint ise, bu takdirde S"X , X '’in n-kat indirgenmis suspension’i olmak iizere
7z ,hom, (X,Y) nin elemanlari $"X — Y donisimlerinin noktasal homotopi siniflarina karsilik

gelir [15].

(i) Eger i: K — L e &, bir esfabreysin ve p: X — Y €&, bir fabreysin ise, bu takdirde i
veya p bir zayif denklik ise bir zayif denklik olan

(ia p) : hom,ﬂ(L,X)—)hom,ﬂ (KaX) ><hom,,(K,Y) hom*(LaY) € (S*

dénusum bir fabreysindir.

(i) K,X,Yed, igin, KAY ed

K/\Yz(KxY)/((*xY)u(Kx*))
karma garpim olmak tzere bir
hom, (K A X,Y) =hom, (K,hom (X,Y)) e,

dogal izomorfizimi vardir.

0.1.4.9 Uyar
S ve &, kategorileri [5,6] anlaminda kapal simplisil model kategorileridir, yani onlar

“bagdasik fonksiyon uzaylar” ile kapali model kategorileridir.

0.2 Temel Kavramlar ve Tanimlar

0.2.1 Kategori:
./ kategorisi (¢ bilegeni igerir. Nesnelerin sinifi obj. 2" ; A, B € obj. 2" 'nin her sirali

cifti igcin  hom(A4,B) seklindeki morfizmlerin kimesini; her A,B,C eobj /" igin



17

(f,g)—>geof ile gosteriien Hom(A4,B)xHom(B,C)—Hom(A4,C) bileskesi, ayrica
asagidaki aksiyomlar saglanir.

(i) Hom( A, B) 'nin ailesi ayrik giftlerden olusur.

(i) Tanimlanmis ise bileske bilesimlidir.

(iii) Her bir 4 € obj. 2" igin her f € Hom(B, 4), tim Beobj /" igin 1 jo f = f sartini ve
her geHom(4,C), tim Ceobj /" icin gol =g sartin saglayan 1, eHom(4,A4)

seklinde verilen bir 6zdeslik donlsimu vardir.

0.2.2 Small Kategori:
Kisaca kategori; nesnelerin bir sinifidir. Nesneleri birer kiime olan bir sinif ise small

kategori olarak adlandirilir.

0.2.3 Alt Kategori, Full Alt Kategori:
./ ve . kategoriler olmak lzere
(1) -2/ ’nin her nesnesi .~ 'nin bir nesnesi,
(2) -~/’nin X,Y nesneleriigin Mor_, (X,Y)cMor (X,Y),
(3) -2/ 'nin iki morfizminin bilegkesi .-~ kategorisindeki bileskesi ile ayni,
(4) -~/’'mintim A nesneleri igin id , 6zdeslik morfizmi .-~ 'de de benzer sekilde mevcut
ise .~/ kategorisine . kategorisinin bir alt kategorisidir denir.
Ustelik .~/"’'nin X,Y nesneleri igin Mor_ (X,Y)=Mor (X,Y) ise .~/ 'ya .~ 'nin

Full Alt Kategorisi denir.

0.2.4 Fanktor:
Eger .~/ ile 7/ kategoriler olmak Gizere T :.7~/ — 7/ dénlsim( agagidaki sartlari
sagliyorsa fanktor olarak adlandirilir.
(i) .~/ €obj./ iken T.7/ €obj s
(i) Eger f:.°/ — .7/ .7/ dabirmorfizmise Tf :T--/ — T.7/", ©/ 'deki bir morfizmdir.
(i) Eger f ve g .7/ ’daki morfizmlerise T(g o f) = (Tg)o (If) dir.

(iv) T(1 ) =1, , esitligi her .~/ €obj."/ icin saglanir.

Fanktorin bir bagka tanimi ise;

‘1,0, kategoriler olmak tzere F':¢, — 7, donusimi,
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F1y F(1,)=1,
F2) F(gf)=F(g).F(f)

Ozelliklerini sagliyorsa bir kategoriden diger bir kategoriye olan F ddénlsimine bir fanktor

denir.

0.2.5 Kapsama Fanktor:

Eger ¢~ kategorisi, ©/ kategorisinin bir alt kategorisi ise “ 'nin her X nesnesi igin
IX = X ile tanimlanmig [ :2 — ©/ ayrimini ve 2 'nin her morfizmi igin If = f* oldugunu
kabul edelim. Agikga, bu bir fanktdr tanimlar ve bu fanktdr ‘2 'den “~ 'ye kapsama fanktorQ

olarak adlandirilir.

0.2.6 Adjoint:
F: 7 —/{ ve G:{— .2/ fanktorler olsunlar. Eger ./ ’daki her bir A nesnesi ve

£’deki her bir C nesnesi igin her bir degiskende dogal olan

7:7,. :Hom, (FA,C) —>Hom -(4,GC)

karsilikl birebir fonksiyonu var ise (F,G) sirali ikilisine adjoint ikilisi denir. Asagidaki

diyagramlar tim ./ 'deki f: A" — A ve (’deki g:C — C' igin degismelidir:

(Ff)
Hom,(F4,C) ——— > Hom,(FA',C)
T T
Hom (4,GC) —— > Hom (4',GC)
I
8.

Hom,(FA,C) —— > Hom,(FA4,C")

bz b

Hom (4,GC) —— > Hom (4,GC")
(Gg).



19

Kisaca, T Hom, (F _, )—>Hom -(_,G _) bir dogal denkliktir. EGer V' bir i¢ carpim uzayi
ve eder [ :V — V bir lineer donlisiim ise, bu taktirde bunun adjointi tim v,w € V' vektorleri
icin (fv,w) = (v, gw) olacak sekilde g :V — V' lineer doniisimuddr.
0.2.7 Dogal Doniisiim:

A herhangi bir kime ve R, A iginde bir denklik bagintisi olsun. Denklik siniflari

kiimesini B = A/R ile gosterelim. B’nin her elemani, A’nin elemanlarinin bir sinifindan
ibaret olup B'’ye bolim kiimesi denir. A4’in her elemanini iginde bulundugu sinifa gétiiren

f : A —> B doénusumine de dogal dénusum denir.

0.2.8 Dual Kavrami:

Eger ./ bir small kategori ise, bu taktirde F':.7 — ¢ fanktori igin kaynak (source)
tarafindan ‘2 'nin A nesnesinden meydana gelmis (A4,7) ikilisini ve 77:K, — F dogal

déniisimiinii kastedecegiz ve bu Sin & ’nin bir dual kavramdir.

0.2.9 Baz Noktasi:

T’ bir topolojik uzay ve x,, T'in bir sabit noktasi olsun. Baslangi¢ ve bitim noktasi
X, 'da olan butiin kapali egrilerin kimesini disinelim. x; noktasina bu egrilerin baz noktasi

denir. Bu egrilere de x, noktasindaki kapali egriler denir.

0.2.10 Silindir (Cylinder):
* bir baz (taban) noktasi ile birlikte Top* topolojik uzaylarin kategorisi olsun ve baz

(taban) noktasi déniislimini korusun. Hi, = f ve Hi, =g ile birlikte bir H :[,. X —Y

déniigiimdi ile verilen Top®'de H : f = g bir homotopidir. Burada
I.X=(xX)/(Ixx)
I =[0,1] birim araligi vasitasiyla verilen X (zerinde (indirgenmis) silindir ve ¢ e/ igin

i,(x) =(t,x) ile birlikte i, : X — I, X kapsamadir.

0.2.11 Silindir (Cylinder) Nesnesi:
Bir A nesnesinin silindir nesnesi,

0(0,+0,)=V, ile AVA———> Ax[—"—> A4 donusimleri ile birlikte bir Ax/

nesnesidir.
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0.2.12 Yol Nesnesi:

B icin, yol nesnesi s bir zayif denklik ve (d,d,) bir fabreysin oldugunda A ;’nin bir

B—* B! 4 5 By B carpanlara ayirmasi ile birlikte bir B’ nesnesidir.

0.2.13 Garpanlara Ayirma:
Keyfi bir f dénlisumu iki yolla garpanlara ayrilabilir:
(i) i bir esfabreysin ve p bir agikar fabreysin olmak tizere f = pi .

(ii) 7 bir agikar esfabreysin ve p bir fabreysin olmak tizere f = pi .

0.2.14 Loop (ilmek):

Baslangi¢ ve bitim noktalari ayni olan bir yol veya yol sinifina loop denir.

0.2.15 (8") n-kiiresi :
Bu sadece iki bozulmus simplekslerle birlikte bir simpligil kiimedir. Bltiin i’ler igin

dy=s,,.s,x ylzeyleriyle birlikte bir 0-simpleks X ve bir n-simpleks Y 'dir. A’nin

sinirhligi ile birlikte A[n] standart simpleksten saglanir. Yani di

obnoee

Ldi, (n—=1)

simpleksinden genellestiriimis simplisil alt kimedir.

0.2.16 Homotopi :
F(x,0)=f,(x), F(x,1)= f(x) VxeX sartlar ile birlikte F': X xI =Y siirekli

donisimiine homotopi denir. Burada X,Y uzaylar olmak lzere f;,f :X —Y sirekli

donusimlerdir ve f,, f,’e homotopiktir denir.

0.2.17 Homotopi Gruplari:

Top™’daki X — Y déniisiimlerinin homotopi siniflarinin kiimesi

[X,Y]= Top* (X,Y)/ =

olsun. Bu kime Top® /= bélim kategorisindeki {f}: X — Y morfizmlerinin kiimesidir.

0e[X,Y] oldugunu gosteren 0:X — * —> Y asikar donlsimine sahibiz. X 'in konisi
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CX =1,X/i,X ve X’in suspensiont > X =CX/i,X. S" n-kiresi XS" =S"""i saglar

ve (Y, X), Top" daki bir ikili oldugunda;

7,(X)=[S",X]
7TH+I(Y,X)I[(CS”,SH),(Y,X)]

vasitasiyla verilen homotopi grubudur.

0.2.18 Homotopi Kategorisi:
Nesneleri X topolojik uzaylari, Hom kimeleri Hom(X,Y)=[X,Y] ve birlesimleri

[g]le[f]=[ge° f] bigimindeki bolim kategorisi homotopi kategorisi olarak adlandirilir ve
hTop ile ifade edilir.

0.2.19 Esg gekirdek (Cokernel):

‘o bir 0 nesnesi ile birlikte bir kategori olsun. Eger f: 44— B ‘¢ 'deki bir morfizm

ise bu taktirde f"'in bir gekirdegi olarak f°, bir 0, esitleyicisinden bahsederiz.

0.2.20 Geri Cekilim:
Eger herhangi bir ae€ A igin r(a)=a olacak sekilde surekli bir r: X — A4

doénuglimii varsa X uzayinin A alt kiimesine X ’in bir geri gekilimi denir.

0.2.21 Bozulmus Geri Cekilim:

Eger bir 7 : X — A geri gekilimive x € X, a € A ve t € I olmak lizere

f(x,0)=x
S D) =r(x)
f(a,t)=a

olacak sekilde f:XxI— X homotopisinin 7:X — A geri gekiimi varsa Ac X

kiimesine bir bozulmus geri ¢ekilim denir.



22

0.2.22 Kosegen Doniisiimii, Es Kosegen Donlisiimii:
4 L5 x
al Ly

Verilen f:X —>Y donGsiminin  Af =(id ,idx):X—>X><YX késegen

déniisimi  ve Vf:idY+idY : YVX Y —>Y es kosegen donusimi vardir ve eger

Y =e (belirtilen siraya gére X =0)ise A, (belirtilen siraya gore V, ) yazilr.

0.2.23 Homotopi Bagintisi:
Eger 0 > X donusimi bir esfabreysin ise X nesnesi esfaybrint olarak adlandirilir ve

eder X — e dontsimi bir fabreysin ise X nesnesi faybrint olarak adlandirilir. Bylece eger;

f+g
Av 4 B
id+idl N T
4 A
o

degismeli diyagrami mevcut ise Vv direkt toplama, f+g, f ve g bilesenleri ile birlikte bir

donlsiim ve o bir zayif denklik olmak Uzere A esfaybrint nesnesinden B faybrint nesnesine

olan f, g doénisiimlerine homotopiktir denir.

0.2.24 Suspension :
S", n-kiresi olmak Uzere n >0 igin verimis olan f :S" — §" donusimi igin
birlesmeli oldugu g : S""' — S"*' déniisiimii var ise g’ye f ’nin suspension’ni denir ve 2. f ile

gosterilir.

0.2.25 Pullback, Pushout:

‘v bir kategori ve ‘7 ’deki morfizmlerin ve nesnelerin diyagrami:

B
lg

seklinde verilmis olsun. .~ kategorisinin insasi agagidaki gibidir:
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.2”"'min nesneleri [ 4, B,C, D] igindeki degismeli karelerin seklini

alr ve [A,B,C;D]'den [A4,B,C;X]’e tanimlanan morfizmlerin kimesi igin asagidaki

diyagram degismeli olacak sekilde ‘2 'nin y: D — X morfizmlerini alalim;

=2

o

f

/g igin ./~
'daki A4 bitis nesnesi pullback olarak adlandirilir. Burada £, g 'nin fibred ¢arpimidir.

Pullback’in dualine (Dual kavramina) ise pushout denir.

0.2.26 CW-Kompleks

CW -kompleks ilk olarak Whitehead tarafindan hicrelerin koleksiyonu gibi verilmis ve
simplisil donligstmlerle simplisil kompleksler arasindaki donlstimlere benzetilmis.

(X,A), kompakt A kiimesinin bir gifti olsun. (X, A) 'nin bir CW -kompleksi agagidaki

Ozellikleri saglar:

1) Ac X,

2) Vn=0icin X,, X, ’in n-hicreli genislemesi olacak sekilde X 'de bir X, dizisi vardir.

0.2.27 Kan Fabreysin:

E ile B birer kompleks olmak lizere p:E — B bir simpligil donisim olsun.
i<j,i#zk,j+k, 6ixj = 8j_1xl. uyarhhk kosulunu dogruluyor olan E 'nin
XgseeosXp 15X 110 X,,; 1 -simplekslerinin her n+1 kolleksiyonu i¢in ve i #k, 0,y = p(x;)

olacak sekilde B 'nin her y (n+1)-simpleksiicin i # k, 0,x = x, ve p(x) =y olacak sekilde
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E’in x (n+1)-simpleksi var ise p’e Kan fabreysin denir. E total kompleks, B baz (taban)
kompleks olarak adlandirilir ve (E, p, B)’e fibre uzayi denir. Eger ¢, B 'nin kosesi tarafindan
tretilmis kompleksi gésteriyor ise, F = p~' (¢#) ¢ lizerindeki fibre olarak adlandirilir. Eger i,

F'’nin kosesi tarafindan uretilmis kompleks ise, bu taktirde

(Fal//) i >(Eal//) L ’(Ba¢)
dizisi fibre dizisi olarak adlandirilir.

0.2.28 Geometrik n-Simpleks, Geometrik () -Simpleks:

Bir geometrik 7 -simpleksi, " (n > 0) (n—1) lineer bagimsiz P,, P,..., P, noktalar ile

x,=>1t,0b, (i=1,..,m)seklinde tanimlanan X = (x;) noktalarinin bir kiimesidir. Burada
a=0

n

t,=1ve 0<¢, <1 (a¢=0,1,...,n). Boylece bir geometrik 7 -simpleks F,,F,...,P, ile

n
a=0

gerilen lineer alt uzayda, bir digblkey lineer alt uzaydir. Bir geometrik 0 -simpleks 0'0, basit bir

noktadir. Bu n sayisina simpleksin boyutu denir.

0.2.28 Minimal Fabreysin :
Eger i#k, p(x)=p(y) ve 0,x=0,y, 0,x=0,y belitiyor ise p:E —> B Kan
fabreysin minimal fabreysin olarak adlandirilir. Eger p bir minimal fabreysin ve B bir minimal

kompleks ise, bu taktirde (£, p, B)’e minimal fibre uzayi denir.

0.2.29 Kan Kompleksi:

E bir kompleks, ¢ nokta tarafindan uretiimis kompleks olsun. Bu taktirde yegane
tanimlanabilen E — ¢ simpligil donisimi bir Kan fabreysin ise Kan kompleksi olarak

adlandirilir.

0.2.30 Minimal Kompleksi:
Eger i # k,0,x=0,y, 0,x =0,y belirtiyor ise K kompleksi minimal kompleks olarak

adlandirilir.
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0.2.31 Cat kiime:
Bir cat-kiime M , her bir A nesnesi igin, bir A" nesnesi ve bir 77,:1 —> A® A" oku

mevcut olacak sekilde bir M =(M,®,1,...) monodial groupoiddir

0.2.32 Cat kategori:

Asagidaki énerme ile verilen kategoriye kiiguk kategorilerin kategorisi denir ve cat ile
gosterilir.

Onerme: ~ bitin kiiglik kategorilerin sinifi, .~ kiiglik kategoriler arasindaki bitiin
fanktérlerin sinifi, dom ve cod her bir F €./ ’1 sirasiyla tanim kiimesine (domain) ve es tanim
kimesine (codomain) atayan fonksiyonlar olmak Uzere ve ./ ’deki fanktorlerin alisiimis

bileskesi olan bir kategori (< ,. 7, dom, cod, o) mevcuttur.

0.2.33 Lemma bes:
4 —> 4 —> 4, —> 4, —> A,
¢.% \L.fi \sz ¢A if&
B, — B —— B, — B, —— B,
Tam satirlarla toplamsal Abelyan gruplarin degismeli diyagrami verildiginde, asagidaki

sartlari saglayan bir diyagram lemmasina “lemma bes” denir:

1) Eger f, orten, f, ve f, birebir ise, bu takdirde f, birebirdir.

2) Eger f, birebir, f, ve f, orten ise, bu takdirde f, ortendir.

0.2.34 Postnikov sistemi:
Eilenberg-Mac Lane uzaylarinin tekrarlanmis bir fabreysinidir. Her topolojik uzay bu

homotopi tipine sahiptir.

0.2.35 Tanim:
Bir model kategorisi ile anlatmak istedigimiz asagidaki aksiyomlari saglayan

fabreysinlar, esfabreysinlar ve zayif denklikler olarak adlandirilan ‘¢ deki dénlslmlerin g

sinifi ile birlikte bir kategori oldugudur:

MO: “©, sonlu izdiigiimler ve tiimevarim limitler altinda kapalidir.

M1: i bir fabreysin, p bir fabreysin ve i veya p 'nin birisi bir zayif denklik olmak lizere

4A—> X

Ty
1 -7 p

B—Y
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bir kesikli ok diyagrami verildiginde noktalandiriimis ok mevcuttur.

M2: Herhangi bir f dbéniigiimi, i bir esfabreysin ve zayif denklik ve p bir fabreysin
olmak izere f = pi seklinde garpanlara ayrilabilir. Ayrica i bir esfabreysin, p fabreysin ve
zayif denklik olmak lizere f = pi.

M3: Fabreysinlar bileske baz dedisimi altinda kararlidir ve her hangi ibr izomorfizim bir
fabreysindir. Esfabreysinlar bileske, es-baz degisimi altinda kararlidir ve herhangi bir
izomorfizim bir egfabreysindir.

M4: Bir fabreysin ve bir zayif denklik olan bir déniigiimiin baz genisletmesi bir zayif

denkliktir. Bir esfabreysin ve bir zayif denklik olan bir déniisiimiin es-baz genigletmesi bir zayif
denkliktir.

M5: X L >Y £ 57 ‘¢ de dénisiimler olsun. Bu takdirde eger f, g ve gf

déndsiimlerinin ikisi zayif denklik ise bdylece lgiinciisli de zayif denkliktir. Herhangi bir

izomorfizim bir zayif denkliktir.

0.2.36 Tanim:

Bir ' model kategorisine asagidaki aksiyomu sagliyorsa kapalidir denir:
M6: 7 ‘deki dénisimlerin asagidaki siniflarinin  her hangi ikisi-fabreysiniar,

esfabreysinlar ve zayif denklikler-asagidaki kurallar ile dglincii elde edilir:

(a) Bir déniigiim bir fabreysindir < bu dénlisiim, her ikisi esfabreysinlar ve zayif
denklikler olan déniisiimlere gére sag lifting ézelligine sahiptir.

(b) Bir déniigsiim bir esfabreysindir < bu dénisim, her ikisi fabreysinlar ve zayif
denklikler olan déniigsiimlere gére sol lifting ézelligine sahiptir.

(c) Bir f dbnigimi zayif denkliktir <> v fabreysinlarin sinifina gére sol lifting

6zelligine ve u da egfabreysinlarin sinifina gére sag lifting ézelligine sahip olmak izere f =uv .

0.3 Kapali Model Mategorileri ve Kiimeler Uzerinde Serre Teorisi

Bu bdlimun amaci, [6]'da Teorem I'in kategorilerinin denkligini homotopi teorilerinin bir
denkligine gelistirmektir. [5]'de sunulmus homotopi teorisinin aksiyomlastiriimasini kullanacagiz.
[57nin temel tanimlarinin ve teoremlerinin bir gérinist 0.3.1°de verilmistir. Teorem 0.3.1.6'nin
ispatl icin [6]'ya bakiniz. Bazi uygulamalar [6]'da sunulmustur. Aksi belirtiimedikge butin

diyagramlar degismelidir.
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0.3.1 Kapali Model Kategorileri ve Teorem 0.3.1.6’nin ifadesi:
[57deki Bolum 1’in teoremlerini ve tanimlarini tekrar inceleyerek baglayacagiz.

Tanim 0.3.1.1: Bir kapali model kategorisi, asagidaki CM1-CM5 aksiyomlarini saglayan
esfabreysinlar, fabreysinlar ve zayif denklikler olarak adlandiriimis déniigiimlerin g ayrik ailesi

donatiimig bir " kategorisidir.

CM1. 0 sonsuz izduglimler ve timevarim limitler altinda kapalidir.

CM2. fg tanimlanmis olmak Uzere f ve g donlslmler ise, bu takdirde eger f, g ve
/g 'lerin her ikisi denklik iseler, bdylece tiglincusii de zayif denkliktir.

‘v ’deki donusumlerin, morfizimler igin degismeli karelere sahip bir ~“¢ kategorisinin
nesnelerini ifade ettigini tekrarlayalm. w@ =id, olacak sekide ~'7 'de ¢:f —>g ve
v g — [ morfizimleri mevcut ise, © 'de bir f donusuminin g’nin bir geri gekilmesi
oldugunu sdyleriz.

CM3. Eger f, g’nin bir geri gekilmesi ve g bir fabreysin, esfabreysin, veya zayif
denklik ise, boylece f de fabreysin, esfabreysin veya zayif denkliktir.

Hem bir fabreysin (sirasiyla esfabreysin) hem de zayif denklik olan dénlistime, bir
asikar fabreysin (sirasiyla asikar esfabreysin) denir.
CM4. (Lifting) Asagidaki diyagram verilsin

A— X

A
0 v
’Ll ’/ va
s

B— Y
asagidaki durumlarin her birinde noktalandirilmis ok mevcuttur.
(i) ¢ bir esfabreysin ve p bir agikar fabreysindir,
(ii) 7 bir agikar esfabreysin ve p bir fabreysindir.
CMS5. (Carpanlar). Herhangi bir f dénustimi iki yolla garpanlara bélunebilir.
(i) f = pi burada i bir esfabreysin ve p bir agikar fabreysindir.

(ii) /= pi burada i bir agikar esfabreysin ve p bir fabreysindir.

Bir kategoride bir i: A — B donlsimuinin, diger bir p: X — Y donlsimine gore

(LLP) sol kaldirma 6&zelligine sahip oldugunu soéyleriz ve (*) formunun herhangi bir
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diyagraminda noktalandiriimis ok mevcut ise, p’nin i’ye gére (RLP) sag kaldirma &zelligine
sahip oldugu soylenir.

Simdi, ‘2 ’nin bir kapali model kategorisi oldugunu kabul edelim.

Onerme 0.3.1.2: Esfabreysinlar (sirasiyla asikar esfabreysinlar) tam olarak bunlar tim asikar
fabreysinlara (sirasiyla asikar fabreysinlara))a goére LLP’ye sahip olan doénistmlerdir.

Fabreysinlar (sirasiyla asikar fabreysinlar)’a gére RLP’ye sahip olan dénistmlerdir.

ISPAT: CM4, bir esfabreysinin herhangi bir asikar fabreysina gére LLP’ye sahip oldugunu ifade
eder. Sonug olarak, f* tim asikar fabreysinlara gére RLP’ye sahip ve CM5 (iydeki gibi f = pi

ise, bu takdirde f, p’ye gore LLP’ye sahiptir, bdylece f, i’nin bir geri gekilmesidir ve su

halde f, CM3 ile bir esfabreysindir. Diger olasiliklar benzerdir. ]

Sonug¢ 0.3.1.3: Fabreysinlarin sinifi (sirasiyla asikar fabreysinlar) bileske ve baz degisimi
altinda kapaldir ve butin izomorfizimleri igerir. Esfabreysinlarin sinifi (sirasiyla asikar

esfabreysinlar) bileske ve esbaz degisimi altinda kapalidir ve bitin izomorfizimleri igerir.

“’min bir X nesnesi, ¢ > X (@=7 'nin baslangic nesnesi CM1 ile mevcut
oldugunda) déntsimi esfabreysin ve fabreysin, X — e (e =son nesne) de bir fabreysin ise
esfabreysin olarak adlandirilir. Eger Av A, in,: A—> Av A, i=1,2, A’nin iki kopyasinin
direk toplami ise, 0, : 4 — A, donusimd ile birlikte bir 4, nesnesi i olan A igin bir silindir
nesnesi tanimlariz ve o : 4, > A dyle ki 0,+0,: Av A—> A, bir esfabreysin, o bir zayif
denkliktir ve i=0,1, o 0, =id,. Burada 0,+0,, (0,+0,)in, =0, , ile bir tek doniisiim
belirtir. Eger f,g e Hom(A4, B) ise, f’'den g’ye bir sol homotopi bir 4: A, — B donlsimu
olarak tanimlanmistir, burada h0, = f ve hO, =g olmak lzere A,, A igin bir silindir
nesnesidir. Eger bdyle bir sol homotopi mevcutsa f ve g'ye sol homotopiktir denir. A

esfaybrint olmak Uzere “sol homotopik” Hom(A4, B) uzerinde bir denklik bagintisidir [5]. Yol

nesnelerinin notasyonlari ve sa§ homotopi bir dual mannerda tanimlanmistir. Eger A

esfabreysin ve B fabreysin ise, bu takdirde Hom(A,B) {izerinde sol ve sad homotopi
bagintilari gakigiktir ve [A4,B] ile denklik siniflarinin kiimesini ifade ederiz. ﬁf&c'f, ‘2 ’nin
nesnelerinin her ikisi de, Hom, (4, B) =[4,B] ve ‘7 ’den dogurulmus bileske ile faybrint ve

esfaybrint nesne olan kategoriyi ifade eder.
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Bir kapali model kategorisi olan ‘2 ’'nin Ho ‘" homotopi kategorisi, zayif denklik

kategorilerine gore ‘7 ’nin yerellestirmesi ile tanimlanir. ¥ : 2 —Ho ¢ fanktorini dogurur ve

asagidaki fanktor bir 7_/ : ﬁ”&cf —>Ho ‘¢ fantorini dogurur ve asagidaki sonucu elde ederiz [5].

Teorem 0.3.1.4: (a) Ho " mevculttur.

(b) 7_,:”% — Ho ‘¢ kategorilerin bir denkligidir.

(c) Eger A esfaybrint ve B faybrint ise, bu takdirde
y:[4,B]——Hoy,, (y4,7B).

(d) (1) bir izomorfizimdir ancak ve ancak f bir zayif denkliktir.

Eger ‘¢~ kapall model kategorisi, ilk nesne=son nesne’yi gdsteriyorsa bu takdirde
[5]'de gbsterilmis, Ho ‘¢ kategorisinde loop ve suspension fanktorlerini, fabreysin ve
esfabreysin dizilerinin ailelerini inga ederiz. Homotopi kategorisi Gizerinde daha ¢ok yapi 2 ’'nin
homotopi teorisinin bir kismidir. Gelecek g¢alismanin amaci olarak ‘2 ’nin homotopi teorisini;
loop ve suspension fanktorlerinin, fabreysin ve esfabreysin dizilerinin ekstra yapisi ile birlikte
Ho ‘2 kategorisi olarak tanimlayacagiz. Bu takdirde homotopi teorilerinin bir denkligi icin

asagidaki kritere sahibiz.

Teorem 0.3.1.5: ‘7, ve ‘7, kapali model kategorileri olsun ve

(i) F', ‘7, 'deki esfabreysinlari ‘7, 'deki esfabreysinlara ve M 7, ’deki fabreysinlari ‘7 ’deki
fabreysinlara donustarir.

(i) Eger f:4A— B ‘7 ’de bir zayif denklik , 4 ve B esfaybrint ise, bu takdirde F'(f)
‘v, 'de bir zayif denkliktir.

(iii) Eger g: X — Y ‘7, 'de bir zayif denklik ise, bu takdirde M (g) 7, 'de bir zayif denkliktir.
(iv) Eger A ‘¢, 'de bir esfaybrint nesnesi ve X 7, 'de bir faybrint nesnesi ise, bu takdirde bir
f:A— MX doéntsiminin bir zayif denklik olmasi igin gerek ve yeter sart bu donisiime

karsilik gelen fb : FA — X doniagimdindn bir zayif denklik olmasidir,
olacak sekilde

. F N
(71 <T(¢2
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adjoint fanktorlerin bir ¢ifti olsun (Ust ok daima sol adjoint fanktéraddr.).

Bu takdirde tiretilmis fanktorler [6]

__LF ,
Ho ¢, &=—2Ho 7,

kategorilerin denklikleridir. Ustelik eger ‘vi ve ‘¢, belirtiimis iseler, bu takdirde bu denklik, loop

ve suspansion fanktorleri, fabreysin ve esfabreysin dizilerin ailelerini korur.

Teorem 0.3.1.6: &,, (sGp),, (scH4),, (sL4),, (pGL), ve (DGC), kategorilerinin her biri tizerinde

kapali model kategori yapilarini séyle tanimlamak mumkuindur:
(a) Zayif denkliklerin aileleri tam olarak [6]'da tanimlandigi gibidir.
(b) [6]'da Kisim |, §2, Sekil 1’deki adjoint fanktorler 0.3.1.4 sartlarini saglar. Bu nedenle

HoQCS2 ‘nin sagindaki Sekil 2’nin fanktérleri homotopi teorilerinin denklikleridir.

Bu [6]'da ispatlanacaktir. Kategorilerin her biri igin esfabreysinlarin tam tanimlari, vs. ele
alinacag gibi verilecektir; burada bunlarin dogal ifadeler olduguna dikkat etmeliyiz.

Sonlu limitler altinda kapall olmayan asikar sebep igin basit-baglantili uzaylarin ./,

kategorisinin aksiyomlari saglamaz. Bununla beraber uygun tanimlar ile geri kalan aksiyomlar

saglanir. Bu [6]'da tartigilacaktir.

0.3.2 Simplisil Kiimeler i¢in Serre Teorisi

S, Z'de bir carpimsal sistem olsun. Eger 4 — &' A kanonik déniisimi érten, sifir,
birebir veya birebir-6rten ise, sirasiyla A4 abelyan grubuna & -bolinebilir, & -burulma,
& -serbest burulma veya & -tek olarak boltnebilir denir. Bu boliimde; ©, & -burulma abelyan
kiimelerin bir sinifi olmak Uzere, birlestiriimis homotopi teorisi Serre mod " teorisi [16] olacak
olan simplisil kiimeleri iceren bir kapali model kategorisi inga edecegiz.

S, simpligil kiimelerin kategorisi olsun. Esfabreysinlari birebir (her bir boyutta) olan

doéndsimler; fabreysinlari Kan anlaminda fiber dénlistumler olan ve geometrik gergeklestirme

fanktéri ile zayif denklikleri homotopi denkliklerine tasinan dénisimler olmak Uzere bu bir

kapall model kategorisidir [5]. Benzer yapi, simplisil kiimelerde ifade edilen &, kategorisi i¢in de
dogrudur. Eger X bir belirtilen simplisil kiime ise, bunun g. homotopi 7Z'qX kimesini (eger
q =0 ise) onun geometrik gergeklestirmesinin bir g. homotopi grubu oldugunu veya esit olarak

Y bir Kan kompleks ve X' — Y bir zayif denklik var olmak tzere Kan homotopi 7,Y grubunu
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tanimlariz. Simplisil kimeleri [12], [17] ve uzaylarin homotopi teorilerinin denkliklerini kullanarak,

Serre’nin asagidaki sonucuna sahibiz.

Onerme 0.3.2.1: f:X — Y, 1-baglantili belirtilen simplisil kiimenin bir dénisimi olsun.
Asagidakiler denktir:

(i) S'mf:S'n.X—>S'nY

(i) S'H.f:S'HX—>S'HY

(iii) Butin & -tek olarak béltnebilir 4 abelyan kiimeleri igin
f* :H*(Y,A)% H*(X,A).

Bu sartlari saglayan bir déniisime bir & -denkligi diyecegiz. » >1 tam sayi olsun. Bir

X simpligil kiimesine, eger onun (7 —1)-skeletonu bir noktaya indirgeniyorsa 7 -indirgenmis
adlandiracagiz. r -indirgenmis simplisil kiimeleri iceren & 'in full alt kategorisi 6r olsun.

r ve &'in verildigini ve eger r =1 ise & = {1} oldugunu kabul edelim. &(r,S), bir
kapall model kategorisi i¢in asagidakini verelim: &(7,S), & kategorisidir ve bunun zayif
denklikleri ve esfabreysinlari, & -denkligidir ve &,’de birebir & -denkliklerine goére RLP ile

birlikte &, ’deki bu déntistimlerdir.

Teorem 0.3.2.2: 5(r,S) bir kapall model kategorisidir.

ISPAT: CM1, CM2, CM3 ve CM4 (ii) aksiyomlari agiktir. CM5 (i)'yi agiklamak igin; f: X —> 7Y,
&.’de bir donisim ve i bir esfabreysin ve p bir asikar fabreysin olmak (izere
X—157Z—25Y, S'de f'in bir garpani olsun. X, X'in baz noktasi olmak lzere Z'ye

i(x,) baz noktasl verilsin. Baz noktasinda (7 —1) -skeletonuyla Z ’'nin bu simpligillarini iceren

Z 'nin Eilenberg alt kompleksi E,Z olsun. X ——>E Z—% Y, i ve p tarafindan ifade
edilen doniisiim olsun. i'"'nin &(7,.S) 'de bir esfabreysin oldugu agiktir. Ayrica p'’'niin g >0
icin A(q)" == A(q)’ya gére RLP’ye sahip oldugu da kolayca gérilir, boylece & 'de asikar
fabreysin olan & 'de donisimdir ve &(7,S) de bir fortioridir. Boylece bu da CM5 (i)yi

ispatlar. Eger f, S(r,S)’de bir asikar fabreysin ise, bu takdirde CM2yi f = p'i''ne
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uygulayarak i’ 'niin bir S -denkligi oldugu dikkat edilirse i’ f’e gére LLP’ ye sahip, f p'’nin
bir geri gekilimidir ve bdylece f & 'de agikar bir fabreysindir. Bundan dolay1 f* esfabreysinlara

gore RLP’ye sahiptir ve bu da CM4 (i)’dir. Béylece CM4 ve CMS5 (i)’yi ispatlamis olduk. ]

Onerme 0.3.2.3: &(7,S) 'de asikar fabreysinlar, &’deki asikar fabreysinlar olan &, 'de tam
olarak bu dontgumlerdir.
CM5(iiynin ispati, birincisi S_lﬂrf 'in 6rten oldugu durumu belirten adim olan iki

adimdan olusur. Bu referans [3]'deki minimal fabreysin teorisini kullanir.

Onerme 0.3.2.4: Asagidaki sartlar & 'de f dénisim igin denktir.
(i) f, &’de bir fabreysindir ve S_lﬂ'rf Ortendir.

(i) /', &’'de bir fabreysindir ve 7.Cek f & -tek olarak-bolunebilirdir (Cek f = f'in
fiberi).

ISPAT: (ii)= (i). ik dnce 7, f"in, Cek fin r-indirgenmis olmasi gerektiginden ve f igin tam
homotopi dizisinden dolayi 6rten olduguna dikkat etmeliyiz. Eger S = {1} ise, sonug agiktir
boylece r > 2 kabul edebiliriz. Minimal fabreysin teorisinden, p: X — Y bir minimal fabreysin
ve ¢ bir asikar fabreysin olmak Uzere f, f = pg seklinde carpanlara ayrilabilir.
p, A= Cek p=r Cek f icin K(A4,n) fiber ile birlikte bir minimal fabreysin olmak tizere
p sirasiyla

.. 3 Xn Pn )anl -—).“——)er1 :Y
X =lim_X,

Postnikov sisteminin iginde déntserek ¢arpanlara ayrilabilir.

S lzerinde fanktorlerin agagidaki morfizmini temsil eden fabreysin
o(A,n): L(A,n)——> K(A4,n+1)

olsun:
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C"(X,A)=1{4 degerli Uzerindeki normallestirimis n-eszincirler }
\L«)‘ ¢e§szn1r

7" (X,A)={A degerli (zerindeki normallestiriimis 7-esgemberler}

Bu takdirde eger Z 1-baglantili ise, son izomorfizim bir u# doéntsimini u*go(A,n) dogrulan

fabreysina tasiyan bir donisim verilmek tzere

H"(Z,A)=[Z,K(A4,n+1)]

- (2.1)
——{ Z bazl minimal fabreysinlarin izomorfizim siniflari ve K( 4, n )fiber }

sahibiz. 7 > 2 oldugundan her bir X r -indirgenmistir, béylece 1-baglantiidir. 1, &5(7,S) de
asikar fabreysinlara gére RLP’ye sahiptir. Bu nedenle A4, S -tek olarak bolinebilir olmak tzere
P, @(A,n)’nin RLP’ye sahip oldugunu géstermek yeterdir. Fakat eger #:U — V' birebir bir
S -denkligi ise, & :C (V,A) > C (U, A) es zincir komplekslerin érten bir zayif denkligidir,
bdylece

C"(V, A)—L9 5 " (U, A)x 7"\, A)

Z"(U,4)

ortendir. Bundan dolayr ¢(A,n), ¢ nin tanimindan /4 'a gére RLP’ye sahiptir. Bu (i)'yi ispatlar.

0.3.2.4’Un ispatini bitirmek i¢cin Lemma 0.3.2.5’e ihtiyacimiz vardir:

Lemma 0.3.2.5: Eger /', S 'z f orten olacak sekilde &,’de bir doniisiim ise, bu takdirde i

S(r,S) 'de bir agikar esfabreysin ve p, 0.3.2.4°Un (ii) sikkini saglamak lzere f = pi dir.

Lemma’ nin ispati: i bir &-denkligi ve p, (ii)yi saglamak (izere S.'de f = pi carpimini
yazmak yeterlidir. Bu takdirde eger CM5 (i) kullanarak i =g j yazarsak, j CM2den &(7,S)

de asikar bir esfabreysindir ve bdylece f =(pgq)j lemma igin istenilen garpimdir.

i bir zayif denklik ve p: X — Y, F fiber ile birlikte bir minimal fabreysin olmak tizere
S'de f = pi carpimi yazilir. Eger S ={1} ise, bu takdirde 7 p =7, f Ortendir bu yiizden

q <r igin ﬂqF:O’dw. p minimal oldugu gibi F' 7 -indirgenmis ve bdylece Y ve F ’nin
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cevrilmis bir kartezyen garpimi olan X 'de 7 -indirgenmistir. Bu takdirde i bir zayif denkliktir ve
p, (ii)yi saglamak lzere f = pi & ’de f’nin bir carpimidir. Eger S # {1} ise, bu takdirde
r > 2"dir ve birinci satir p 'nin Postnikov sistemi, j, bir S -denklik ve K(S™ 'z, F,n) fiberi ile

birlikte g, bir minimal fabreysin olmak Gzere

Pn

X, » X, 5000 » X, , Y
i i i (2.2)
W, -2 Wy —— - W,,=—Y

diyagrami timevarimla insa ederiz. n =r—1 ve g > r igin,

7. X —L— X, > > X >Y

O— 7 X, —=>rY > 7T

Ty Pr—i
z X~ Y

tam dizisine sahibiz. Hipotezden S~z p =S~ f értendir bu yiizden p. | bir S -denkligidir ve
W_=Y,q. , =id ve j_,=p, , alabiliriz. W _,'in elde edildigi kabul edilerek 4 =7 F ve
p, igin u: X, — K(A,n+1)bir sinflandirma dontisimi (yani, p, =u @(A4,n)) olsun.
p:K(An+1) > K(S'4n+1), A—>S'4 katsayi homeomorfizmi ile Gretilmis olsun.
Timevarim hipotezinden j, , bir S -denkligidir bdylece Z =W _ ile (2.1)denve A, S7'4 ile
yer degistirirse vj _,, pu’ya homotopik olacak sekilde bir v:W | —> K(S'4,n+1)
donistimt vardir. g, :W, — K(S'4,n+1), vo(S'4,n) pull-back olsun. Bu takdirde

Jiaq, =, ) (S 4,n) =(pu) p(S"4,n), boylece

K(A, n) 25 K(S—'4, n)

l |

- Jn
X, — W.

"

Xn—l - I(Vrn—l
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fabreysinlarin bir j dénisimi vardir. Homotopi tam dizisi ve bes lemma, (2.2)'nin Gretilen
yapisini tamamlayan j, ’in bir S -denkligi oldugunu gosterir.

W=lim W, j=lm_j : X —>W ve g=lim_q, ,...q :W —Y olsun. g nun (ii)yi
saglayan & ’'de bir doniisiim oldugu aciktir. j, baz ve fiberler lizerinde S -denkliklerini Ureten

p faybreysinindan g faybreysinina bir doniisimdir. Béylece j bir S -denkligidir. Su halde

f =q(ji) f'ingarpimi olup bu da lemmanin istenen ispatini tamamlar.

(i)=>(ii)- Eger f (i)'yi sagliyorsa, lemmada f = pi yazilir. Bu taktirde faybreysinin tanimindan
i, f’ye gore LLP’ye sahiptir, boylece f p’nin geri gekiimesidir ve f, (ii)'yi saglar. Bu

onerme 0.3.2.4’Un ispatini tamamlar. ]

Sonug 0.3.2.6: &(7,S)’in faybrint nesneleri, homotopi kiimeleri S -tek olarak-boltinebilir

¥ -indirgemis Kan Kompleksleridir.

Lemma 0.3.2.7: Eger f, & ’de bir donlsim ise, bu taktirde j &(r,S)’de bir birebir

faybreysin ve S’lﬂrg orten olmak tzere f = jg 'dir.

ispat: Sadece » >2 durumundan bahsedecegiz; » =1 durumu icin yalniz ufak bir degisimine

ihtiyag vardir. Hurewicz teoremi, herhangi bir 7-indirgenmis simplisil kimesi igin

7. X ——> H X oldugunu iddia eder, béylece

Hom, (X,K(4,r))=Hom (7, X,A) (2.3)

S’de bir f: X — Y dontsimi verilsin; o, f ve p birebir ve orten (2.3) altinda sirasiyla

rY——>S'zY, rnX—>GorS 'z f ve GoS'mf == S'zY  asikar

doéndsimlerine karsilik gelmek UGzere ve kare kartezyen olacak sekilde
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Y’ KGer S~1z.f, )
J
J';.(.f ) P
. a
¥ K(S~1z,Y, 7)

(2.4)

diyagrami ile verilen carpim f = j (f)f, olsun. &’de U igin, p &(r,S)’de herhangi bir

zayif denklige goére RLP’ye sahip oldugu ve ek olarak bire bir oldugu gorilen

Hom ,(U,K(4,r)=2"(U,A)=H"(U, A4)

sahibiz. Ustelik eger i () bir izomorfizim ise, bu takdirde S™'7, f 6rten oldugunu gésteren bir

S—'7, Y — Gor S,

L

id y

S_ITCTY — S—xnr 17'

diyagramina sahibiz. Simdi her bir & sayisi igin bir f =i (f)f, faktorizasyonunu transfinite

timevarim ile

]n+1(f):]n(f)]1(fn)
fn+1 :(.fn)l

Jp(f)=lim-inv, s j, (f)}

o eger f bir limit ise.
Sp=lim-inv,_,f,

olarak tanimlayalim. Agikga her bir & icin j_ (f), &(r,S) de bir birebir fabreysindir ve ¥ 'nin
alt-nesneleri bir kiimeyi bigimlendirdiginden, j,( f, ) nin yeterince blylik & igin bir izomorfizim

olmasina sahibiz, bdylece GorS ™', f,, értendir. Bu lemmayi ispatlar.
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CM5 (ii) aksiyomunu ispatlamak igin, f & 'de bir donlisiim olsun. Lemma 0.3.2.7°deki
gibi f =ig ve Lemma 0.3.2.5'teki gibi g = pi yazilsin. Onerme 0.3.2.4'den p bir fabreysindir
ve boylece CM5 (ii)'de istenildigi gibi f =( jp)i f'in bir garpimidir. Bu Teorem 0.3.2.2’nin

ispatini tamamlar. ]

Onerme 0.3.2.8: HoS(7,S) homotopi kategorisi, nesneleri S -tek olarak béliinebilir homotopi

kimeleri ile birlikte 7 -indirgenmis Kan kompleksleri olan ve morfizimleri simplisil kime

dénugumleri olan kategoriye denktir.

ISPAT: S(7,5) nin her nesnesi esfaybrinttir, bdylece S(7,.8) nin esfaybrint nesneleri, S -tek
olarak béliinebilir homotopi kiimeleri ile birlikte 7 -indirgenmis Kan kompleksleridir. Eger Y bir
7 -indirgenmis Kan kompleksi ise; Y*" Y ’nin “yol uzay” kompleksi, J. YA 5y, e=0,1
bitis nokta dénistimleri ve s:¥ =YY, A(1) > A(0) tek doéniisimii ile indirgenmis
dénisim olsun. Bu takdirde s bir asikar esfabreysin ve (jo,jl):YA“) —>YxY bir
fabreysindir. Y*") bir (# —1) -baglantili Kan kompleksi oldugundan kapsama ErYA“) -y

bir zayif denkliktir. Agikca
oo J)):EYYY) > Y xY

& 'de bir fabreysindir, béylece s, ji, j, ile birlikte £.Y*" & 'de Y igin bir yol nesnesi Y, 'dir.
Buradan iki simplisil olarak & ’de herhangi X 'den Y ’ye homotopik dénilisiim, sag homotopiktir.
Fakat eger f ve g bir esfaybrint X nesnesinden bir faybrint ¥ nesnesine iki dénisim ve
eger Y', Y icin bir yol nesnesi ise, bu takdirde f ve g sol (veya sag, fark yaratmaz)
homotopiktir ancak ve ancak j,i= f ve jh=g ile bir h:X — Y’ vardir [5]. Sonug olarak
eger Y O&(r,S)’'de faybrint ise, [ X,Y]=X'ten Y'ye donistumlerin simpligil homotopi

siniflari Onerme 0.3.1.4 (b)'den elde edilir. 0]

Uyari 0.3.2.9: 5(1,{1}) kategorisi, bir fabreysin ile bir zayif denkligin baz uzantisinin bir zayif

denklik olmadigini dogrulayan kapali model kategorisinin bir érnegidir. Ornegin, K A(2) ’nin

asagidaki bolim kimesi
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7N
e/ ¢ \b
/ AN

indirgenmis simplisil kime olsun. f(a)=1 ve f(b)=0 1-devir normallestirmesi ile

f:K — K(Z,1) verilsin. Eger L, b tarafindan Uretilen A(l)/A' (1)’e alt kompleks izomorfik

ise, bu takdirde asagidaki kare degismelidir.

L L5 0

\’ N2
K —— K(Z,))

ustelik f* bir zayif denklik, p bir fabreysindir ve f' bir zayif denklik degildir.

Uyar 0.3.2.10: Onerme 0.3.2.4, fabreysinlarin olmasi gerektigi gibi érten 6zelligine sahip

S(r,S)’'de fabreysinlari gosterir. Diger taraftan tamami adi fabreysinlara benzemeyen
Uyart 0.3.2.9un *=—= K &(1,{1})’de kapsama donlsUmleri gibi fabreysinlar vardir.

Asagidaki 6nerme, Y bir Kan kompleksi oldugunda &(7,S)'de f: X — Y fabreysinlarinin

olduklarini gosterir.

Onerme 0.3.2.11: §’de bir dénisim f:X — Y olsun. Bu takdirde f, &(r,S)'de bir
fabreysin ve Y bir Kan kompleksidir ancak ve ancak f asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) 7.(Cek f) S -tek olarak bollinebilirdir.

(ii) EsCek 7, f* S -serbest-burulmadir.

(iii) f: X > f X, &’de bir fabreysindir.

(iv) Y = K(EsCek 7. f,r), f X fiberile & de bir fabreysindir.

ISPAT: f"in (i)-(iv) sagladigini kabul edelim. (iv)den Y bir Kan kompleksidir.0.3.2.4'ten (i) ve
@iy X = fX'in &(r,S)’'de bir fabreysin oldugunu gerektirir. 4 =EsCek . f olsun. Bu

takdirde birinci kare (iv)’'den dolayi degismeli ve ikincisi (ii)den degismeli olan bir
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f)( > * N %
J J J
Y —— K(4r) — K(S'4,r)

diyagrami vardir. &(7,S)’de en son dikey donlsim bir fabreysin oldugundan bdylece
f : X — Y 'de bir fabreysindir ve bu yiizden f 'de bileske 6zelliginden fabreysindir.

Y bir Kan kompleks iken &(7,S)’de f’in bir fabreysin oldugunu kabul edelim. B,
B'’nin  S-buruma alt grubu ile EsCekz, f’in boliml olsun. Y bir Kan kompleks,
Y = K(7,Y,r) kanonik dénlisimi & 'de bir fabreysin ve bu yiizden u ile gosterecegiz. u,
Y > K(n,Y,r)—> K(B,r) bileske dontsiminde bir fabreysindir. j:Z —Y, u’'nun
faybrintinin kapsamasi ve jg = f ile g: X — Z tek bir donisim olsun. [, &5(r,S) de bir
fabreysin ve j birebir oldugundan g’nin &(r,S) de bir fabreysin oldugu kolayca gordlir. B
ve u’nun tanimindan S’lﬂrg ortendir bu ylizden 0.3.2.4'ten g, &’de bir fabreysindir. Su
halde g ortendir, bu ylzden fX =Z=Ceku ve g, (ii)i saglayan g=f:X > fX
donusumadur. Ayrica 7.(Cek 1) = 7.(Cek g) (i)'yi saglayan S -tek olarak bélinebilirdir. Son
olarak (ii)’yi sagladigi kadar (iv)'yi de saglayan ve A =EsCek, f oldugunu gésteren 7 X,
7, fX e ve sonra Cek{m u:m Y — A} icine donustlrir. Su halde 6nermenin ispati tamamdir.

0

S ={1} oldugunda, baz igin bir Kan kompleks ile & 'deki fabreysinlarin kolay bir

karakterizasyonu vardir. Butun ylzlerin k. birlesimi olan standart olan 7 -simpleks A(7n)’in alt

kompleksi V(n,k) ile gosteriimek tizere, & ’'de bir doniisimin bir fabreysin olmasi igin gerek

ve yeter sart 0<k<n>0 igin V(n,k)— A(n) kapsama doéniisimine gére RLP’'ye sahip
olmasidir.

Asagidaki (ii) sarti bu ylizden & ’de bir fabreysin igin bir sebep kriteridir; bununla

beraber Ornek 0.3.2.9, Y ’nin bir Kan kompleksi olma hipotezinin oldugunu gdstermek igin
kullanilabilir.

Onerme 0.3.212: f: X — Y, Y bir Kan kompleksi olmak izere & 'de bir dénisim olsun.
Asagidaki sartlar denktir.
(i) /', & de bir fabreysindir.
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(ii) 0<k<n>0 igin V(n,k)— A(n) kapsamasina gére f RLP’ye sahiptir.

(i) X = Yx, y, K(7,X,r) kanonik déniisimi & 'de bir fabreysindir.

ISPAT: (iii)= (i). f

X——>Y %oy K(mX,r)—H>Y

bileskesidir. Birinci dénusim, 0.3.2.4 kullanilarak (iiyden & ’'de bir fabreysin olan
K(zr X,r)— K(x Y,r) nin bir baz genisletmesidir. Su halde f & 'de bir fabreysindir.

(i)=>(ii). Eger K bir simpligil kime ise, K, K’'nin (r —1)-skeletonunu bir noktaya

(r)’
azaltarak elde edilen 7 -indirgenmis simplisil kime olsun. Agikga eder L € Obd,

Hom ¢ (K,

(> L) =Hom (K,L)

ise (i) ispatlamak igin £ 'nin V(n,k)(r) — A(n),,, donusimine gére RLP’ye sahip oldugunu
gostermeliyiz. Fakat r>n i¢in V(n,k), A(n)'in (r—1)-skeletonunu igerdiginden bu
doénlstim bir zayif denkliktir. Su halde bu dénlsim & 'de bir asikar esfabreysindir ve f buna
gore RLP’ye sahiptir.

(i) = (iii). ilk 6nce X ’in bir Kan kompleksi olduguna dikkat edelim. a :V(n,k) > X
verilmesiyle eger n <r ise, bu takdirde « “sifir’ donisimudir boylece « asikar olarak

A(n)’'e genigletilir; eger n>r ise, bu takdirde Y bir Kan kompleksi olarak fa 'y,
f:A(n) > X ’e genigletebiliriz ve & ’'nin A(n) > X genigletmesini elde etmek igin (ii)'yi
kullaninz. ¢ _: X — K(x, X,r) kanonik doniisiim olsun; (iii)'yi ispatlamak i¢cin 0 <k <n>0
olmak Uzere

Vin, k) “ X

li //,/’/ l(fv ex)

“'\('n) (p'L }7 X K(z,.Y,r) I{(err 7‘)
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formundaki herhangi bir diyagramda y noktalandiriimis ok inga edilmelidir. E§er n <r ise,
y =0 olarak almaliyiz. Eger n>r ise, (iyden y'yi y,=a ve fy=[ olacak sekilde
secebiliriz. £ y =z oldugunu iddia ediyoruz. & y ve z'nin A(n) > K(x,X,r) iki déniislim
olmasiyla béylece 7, X 'de degerleriile A(n)’in 7 -es devir olarak tanimlanabilir. Bu es devirler
V(n,k) Uzerinde cakisir, boylece esit olmalidirlar. n>r+1 igin bu asikardir bu taktirde
V(n,k), A(n)"yi icerir ancak bu n=r+1 iginde dogrudur Ciinkii bu es devirler A(n)’in

yuzeylerinin birinde c¢akigirlar ve bu nedenle es devir formilinden bitin hepsinin lzerinde
cakigirlar.

Eger n=r ise, bu taktirde o donisiminin sifir olmasi gerekir ve (7, f)(c), y'nin
homotopi sinifi olacak sekilde (f,z) dénusimi Y 'de bir 7 -simpleks y’'ye ve 7, X ’in bir ¢
elemanina denktir. X bir Kan kompleks oldugunda; c, Xr 'nin bir X elemani ile temsil edilir;
bu taktirde f. ve y .Y ’nin ayni elemanini temsil eder, bu yiizden d,z=y d,z= fx bu
taktirde ve 1< j<r+1 igin d ,z==* ile birlikte bir z€ Y, , elemani vardir. £:A(r+1) -7,

kanonik 7 +1-simpleks o z'ye taglyan dontsim olsun ve 7n:V(r+1,0)—> X,

r+l i
i<j<r+l i¢in n(d,o)=x, n(d,c)==*ileverilsin. fn=¢& V(r+1,0)a kisitanmistir, bu
yuzden (ii) hipotezinden & ve 7 ile yazilabilen bir ¢ :A(r+1)— X dénusimi vardir. Su

halde x'=d,{(o,, ) alarak, fx'=y ve x''nin c’yi temsil etmesine sahibiz. Bu nedenle ¥,

kanonik simpleksi x' tasiyan déniisiim olarak alinmasiyla (2.5)'deki istenilen noktalandiriimis

y oku elde edilir. Onermenin ispati boylece tamamlanir. U
0.3.3. Kiimelerde Moore Anlamiyla Serre Teorisi:

Eger M bir simplisil kime ise, N.M ve .M, Moore anlaminda M 'nin
normallestirilmis kompleksi ve M ’nin homotopi kiimeleri olsun. Simplisil kiimelerin
kategorisi; zayif denklikler homotopi kiimeleri Uzerinde izomorfizimleri doguran doénitstmler,
fabreysinlar g >0 igin qu orten olacak sekilde f doénustmler ve esfabreysinlari serbest

simplisil kime dontsumlerinin geri ¢ekilimleri olan dénidsimler olmak Uzere bir kapali model

kategorisidir [5]. [19] ile tanimlanan adjoint fanktorlerin bir gifti

M 7
S22
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olsun. Bu takdirde M esfabreysinlari, W M ve W'nin ikisi de zayif denklikleri ve
X >WMX, GWM' > M’ adjunction morfizimlerin her ikisi de zayif denklikleri korur.
0.3.1.5'den & ’in homotopi teorisinin ve ‘2 ’nin denk oldugu ortaya gikar.

Eger 7,M =0 ise, bir simplisil kimeye baglantiidir denir. Eger S_lﬂ'*f bir
izomorfizim ise, baglantili simpligil kiimelerin bir [ : M — M' dénisimine bir s -denkligi
denir. ‘7, r-indirgenmig simpligil kiimeleri iceren ‘7 ’nin bitin alt kategorisi olsun (yani boyut
< r’de birime indirgenmis) ve bir kapali model kategorisi i¢in ‘¢ (r,S)r >0 asagidaki gibi
olsun: esfabreysinlar ve zayif denklikler ile ‘7 kategorisi, 7 'de sirasiyla egfabreysinlar ve
S -denklikler olan ‘. ’deki bu déniigslimler olmasi igin tanimlandi ve fabreysinlar ile birlikte
kategorisi, ‘¢ (r,S)’de hem esfabresin hem de zayif denklikler olan dontgtmlere gore RLP ile
‘7. ’de bu dénugumler olmasi igin tanimlandi.

Teorem 0.3.3.1: ‘0 (r,S) bir kapall model kategorisidir.
S(r+1,8) == (r,5)

adjoint fanktor(, birlestiriimis homotopi teorilerinin bir denkligini kurar.
Teoremin ispati, bu bolumin sonunda verilecek olan asagidaki onermenin ispatini

kullanir.

Teorem 0.3.3.2: i veya [ bir esfabreysin olmak tizere
M — M
% 4

" i’ '
M" —s M

‘v 'de bir es-degismeli kare olsun. Eger f bir zayif denklik ise, boylece f'’de bir zayif

denkliktir. Eger f bir S -denkligive M baglantili ise, bu takdirde ' bir S -denkligidir.

Teoremin ispati: CM1, CM2, CM3, ve CM4 (ii) aksiyomlari agiktir. CM4 (i) ispatlamak igin ilk

once eger M' bir simplisil kiime ise, bu takdirde MWM' —>M' adjunction déniistiminiin
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érten olduguna dikkat edelim. Bu, 7 ve 7' kanonik dénme fonksiyonlari ve 7 ’nun izdisim

olma gergeginden (WM)Q =Myx-xM,  —> M,

— T
WM"Yy ————> M,

-
-
-

(MM,

diyagramindan elde edilir. ‘< ’de herhangi bir orten doénlsim bir fabreysindir, bdylece

MWM' —M' ‘. ’de bir asikar fabreysindir. Simdi 7 'de f:M — M’ verildiginde,

WM —“s X —2 W S(r+1,85)'de W nin bir esfabreysin asikar fabreysin garpimi olsun.

Bu takdirde u birebir ve v bir 6rten zayif denkliktir, bu ylizden birinci kare es degismeli ve Z

tanimli olmak tzere bir

MW M kofabreysin MX orten zayif denklik N MW M!

orten

zayif zayif
\L denklik \Li' \Ldenklik
M kofabreysin Z N M i

diyagramini elde ederiz. 0.3.3.2'den i’ bir zayif denklik oldugundan p de bir zayif denkliktir. Su
halde CM5(i) ispatlamak lizere i bir esfabreysin ve p  ’'de bir asikar fabreysin ise, bu
takdirde yukaridaki gibi f = pi oldugunu gostermis olduk. Ancak eger f, © (»,S)’de bir
asikar fabreysin ise, bu takdirde yukaridaki gibi f = pi yazilarak f p’in bir geri gekilmesidir
ve i, f'e gore LLP’ ye sahip iken CM2'den i'nin ‘¢ (r,S) de bir asikar fabreysin olmasina
sahibiz. Bu CM4(i) olan, f'in ¢ (r,S)’deki esfabreysinlara gére RLP’ye sahip olmasini

ispatlar. ]

Onerme 0.3.3.3: ¢ (r,S)’'deki asikar fabreysinlar, érten zayif denklikler olan 7 ’deki bu

doénusumlerdir.

Geriye CM5(ii)’yi ispatlamak kalir.

Onerme 0.3.3.4: Asagidaki iddialar ‘¢, ’deki bir f doénistimi igin denktir.
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@) 1, o (r,S)’de bir fabreysindir.
(i) g>r igin N f ortendir, 7.Cek f S-tek olarak béliinebilir ve EsCek 7, f

S -serbest burulmadir.

Lemma 0.3.3.5: 7 ’'deki herhangi bir f donusimd, i ‘7 (7,S)’'de bir asikar fabreysin ve p

3.4’Un (i) sartini saglamak Uzere f = pi seklinde garpanlarina boltnebilir.

0.3.3.5 in ispat: f:M'—>M olsun. Oncelkle S 'z f’i 6rten kabul edelim.

WM'—"—)K—VHWM, S(r+1,5)'de Wf’in bir asikar esfabreysin-fabreysin garpimi
olsun. Bu takdirde u bir 6rten S -denkligidir ve v fiberi S -tek olarak boélinebilir homotopi

(0.3.2.4) kimelerine sahip olan & ’de bir fabreysindir. Mv nin 6rten oldugunu ve 7.Cek Mv ' nin
S -tek olarak bollinebilir oldugu sonucunu elde ederiz. v bir fabreysin oldugundan Ortenlik
aciktir, geriye kalan 7, Cek My = 7rq+1(W(;eka) =7,,Cekv oldugunu gostermek

Cekv — K — WM

J N J
WCekMv ——> WMK " s WMWwWM

fabreysinlarin déniisimiine lemma bes uygulanarak elde edilir. Su halde eger diyagrami

MWM' ——Ssbeysn o g M s M
zayif denklik l ‘] | érten zayif denkiik
M — zZ — M
bigimine getirirsek, birinci kare es-degismeli, i’ 0.3.3.2'den bir zayif denklik, p orten ve
7.Cek p = r.Cek My S -tek olarak bolunebilirdir. Ayni zamanda i bir S -denkligi ve bir
esfabreysindir bdylece lemmada istenilen garpim f = pi dir.

S_lﬂrf 'in 6rten olmama durumunda, bazi s € S igin sa € Gor 7, f olacak sekilde bu

o elemanlarini ihtiva eden 7z, M ’nin alt grubu A4 olsun ve kare degismeli ve, o ve f’lar

asikar dénusumler olmak Uzere
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HM'

GM' “ K(A, 1)

GM K(= (7, M ,r) (3.1)

diyagrami olusturulsun. « orten ve 7,Ceka =0 oldugundan o' icin de aynisi dogrudur,
boylece a ve a'’niin homotopi tam dizileri 77,M| ——> A’y ve S™'z.g 'nin 6rten oldugunu
verir. Bu takdirde yukaridaki gibi g = pi vyazlabilr. g >r igin qu’nin bir izomorfizim
olduguna ve p orten oldugundan bitin g ’lar igin qu ‘nin 6rten olduguna dikkat edelim. Su
halde p'= jp, g>r igin orten qu"ne sahiptir ve 7.Cek p'=7.Cek p S -tek olarak
bélinebilirdir ve EsCek 7, p'=EsCekx,j=(7,M)/A S -serbest burulmadir. Su halde

f = p'i, lemma’da istenildigi gibi f’in istenilen carpimidir. ]

0.3.3.4’Un ispat: ()= (ii). f, © (»,S) de bir fabreysin olsun ve 0.3.3.5 teki gibi [ = pi
yazilsin. Bu takdirde i, f'ye gore LLP’ye sahiptir, bu yizden f p 'nin bir geri gekilmesidir ve
f (ii)yi saglar.

(i)=(). f=jg, (3.1) diyagrami ile verilen f’in carpimi olsun. Bu takdirde
EsCek . f S -serbest burulma oldugundan A4 = Gér 7z, f 'dir, bu yiizden 7,g ortendir. Ayni
zamanda ¢ >r igin ng:(qu)(ng)quf ortendir. Ve 7 g ’nin ortenligi ile birlikte,
N.g 'nin 6rten olmasini gerektirir. Sonug olarak, 7.Cek g = 7.Cek f S -tek olarak béliinebilir

ile 6rtendir, bu yizden Wg, ﬂ*Qeng S -tek olarak boltinebilir ile & 'de bir 6rten fabreysindir

ve bu yiizden Wg 0.3.2.4'den S(r+1,S) de bir fabreysindir. I , (3.1)deki degismeli kareyi

WM — KA, r+1) — KS™'4,r + 1)

] I

WM — Kz, M,r + 1) — K(S~'7,M,r + 1)
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diyagraminda ki birinci kareye dondstirir ve ikinci kareye de (ﬁ,M)/A S -serbest burulma

oldugundan degismelidir. u ile ifade edilmis donusimin S(» +1,.5) de bir fabreysin oldugunu

gorduk, boylece Wj 'de bir fabreygindir ve bu yiizden K — L, &, ., de bir bire bir .S -denklik

r+l

olmak lzere f herhangi MK — ML dénigimine gére RLP’ye sahiptir. i:M' — M

‘v (r,S)’de bir agikar esfabreysin olsun. 0.3.3.2'den ¢ bir zayif denklik olmak (zere

)

MWV M —oMWVM

lxt’
A

~ ~

: T~ L \\4\/’\
\

M

diyagramini géz éniine alalim, bdylece ¢’ bir asikar fabreysin oldugundan ¢” bir agikar
fabreysindir, su halde i, ¢'’'ne gére LLP’ye sahiptir ve i, i"’niin geri gekilimidir. Fakat q fe
gore LLP’ye sahip oldugunu gérdiigimiizden bdylece i" ve i de f’e gore LLP’ye sahiptir. Su
halde f ‘¢ (r,S) de bir fabreysindir ve Onerme 0.3.3.4’(in ispati tamamlanir.

0.3.3.4 ve 0.3.3.5 birlestirilirse, ‘< (r,S)’in kapali bir model kategorisi oldugunu
ispatlama iglemini tamamlayan ‘¢ (r,S) CM5(ii)yi saglar. Bu M ve W 0.3.1.4’den agikar
olarak elde edilen ‘¢ (r,S) ve o (r+1,8) homotopi teorileri arasinda bir denklik dogurur. Su

halde Teorem 0.3.3.1 ispatlanir. ]

Onerme 0.3.3.6: © (r,S5)’in faybrint nesneleri, homotopi kiimeleri S -tek olarak bélinebilir
olan bu r-indirgenmis simplisil kiimeleridir. Esfaybrint nesneleri, serbest olan r -indirgenmis
simpligil kiimeleridir. Ho‘c (7,S), nesneleri S -tek olarak bolinebilir homotopi kiimeleri ile

7 -indirgenmis serbest simplisil kimeler olan ve morfizimleri simplisil kiimelerin déntstmlerinin

simplisil homotopi siniflari olan kategoriye denktir.

ISPAT: Birinci ifade 0.3.3.4'(in sonucundan elde edilirken, ikinci sonug bir serbest simplisil
grubun herhangi bir simplisil alt grubu serbest oldugu gercegdinden elde edilir. Son ifade ise
0.3.2.8’de yapildidi gibi ispatlanir.

Bu bdliman geri kalani 0.3.3.2’nin ispatina ve bazi ilgili sonuglara ayrilmistir.

Eger M bir simplisil kime ve G bir simplisil M modiili ise, Hq(M,G), G 'deki

degerler ile M ’'nin (kime) homolojisi olsun [5].
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P (sirasiyla Q), her bir boyutta ZG (izerine taginan bir P — G (sirasiyla Q —> Z)

zayIf denklik ile donatilan herhangi bir simplisil A/ moduli olmak lzere

H,(M,G)=7/(Z®, P)=7,(Q®, G)

kanonik izomorfizimleri vardir. Burada Z asikar M etkisi ile her bir boyuta tam sayi olan sabit

simpligil abelyan grubunu temsil eder. Eger A bir 7 M modiili ise ve asikar yolda 7 M

etkisi ile indirgenen M etkisi ile her bir boyutla 4 olan simplisil M moduli A4 ile gosterilsin,

bu takdirde Q= ZWM alabiliriz ve son kiime A ’dan gelen yerel katsayi sisteminde ki degerler

WM "nin homolojisi olmak Uzere
H,(M,A)=7,(ZWM ®,, A)=H, (WM,Ay

ya sahibiz. H

Onerme 0.3.3.7: Simplisil kiimelerin bir f : M'— M dénlsiminin bir zayif denklik olmasi
icin gerek ve yeter sart

7y (f,A)H.(M',A)—> H.(M,A)
butlin 7,M modiilleri A lar igin bir izomorfizim olmasidir. (4= Z7z,M gercegi istenendir).

ISPAT: f bir zayif denkliktir ancak ve ancak W f’in [5]'den bir zayif denkligi dogrudur ancak
ve ancak ﬂle =71,/ bir izomorfizim ve H*(Wf,A), WG iizerinde biitin yerel katsayilar

sistemleri A igin bir izomorfizimdir. Fakat butin A ’lar igin H*(Wf,A)’mn bir izomorfizim

oldugu sonucuna varmamizi saglayan

E} =Ext}(H,(WM,Zz,M)=> H"* (WM, A)
E? =Tot’™ (H,(WM,Zz,M)= H"" (WM, 4)

evrensel katsay! spektral dizileri vardir ancak ve ancak sadece 4= Z7x,M gergeginden biitiin

Alaricin H.(W f, A) bir izomorfizimdir. O
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Lemma 0.3.3.8: M’ bir kime ve M , i€, M, uretegleri ile serbest kime ve M'’in serbest

carpimi olsun. IM' ve IM , ZM' ve ZM kime halkalarinin eklenmis idealleri olsun. Bu
takdirde

S,ZM ®ZIM ®,,, IM'—— IM
(a)+a®x+— Zai(aj—l)Jrax

donlsimi sol ZM modiillerinin bir izomorfizmidir.

iISPAT: Eger G bir M modil ise, bu takdirde D:M — G tiretmesinin,

D(g,g,)=Dg,+ g Dg, olacak sekilde bir kiime doniisimi oldugunu ve boyle tiiretmelerin,
Dg =60(g—1) formili ile sol ZM modil homomorfizimleri & : IM — G e bire bir donlislime
karsilik geldigini hatirlatalim. Ayrica G x_ M vyari direk ¢arpim olmak lzere sg=(Dg,g)
formllt ile  pr,es=id olacak sekide boyle D tiretmeleri s:M —>Gx M

homomorfizimlerine bire bir karsilik gelir. Onceki ifadeleri ve M (zerindeki hipotezleri

kullanarak D tiretmelerinin, zi = Doi, D'=D|M' formili ile D':M'— G’e ve i € [ igin

z, € G elemanlarina karsilik geldigini goririiz. Béylece lemmayi tamamlayan

Hom (IM,G) = Der(M,G)
= G'Hom(IM',G)
=Hom,, (®,ZM ® ZM ®,,, IM',G)

dir. 0J
Lemma, o,—1 bazi ile IM/ZM+IM'’in bir serbest sol ZM modiili olmasini

gerektirir. o0.’yi 01._1 ile yer degistirerek ve ZM ’'nin kanonik anti-otomorfizimini uygulayarak

asagidaki sonucu buluruz.

Sonug 0.3.3.9: Eger M' ve M 0.3.3.8'deki gibiyse, bu takdirde i igin IM/IM'<ZM

o, —1 bazi ile bir serbest sag ZM moddldir.

0.3.3.2’nin ispati: f’in her bir esfabreysin hem de bir zayif denklik olmasi durumu < ’'nin bir

(0.3.1.2) kapal model kategorisi olma gergedinden elde edilir. En zor kisim, bir i esfabreysin
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tarafindan bir zayif denkligin f' es baz genisletmesinin yine bir zayif denklik oldugunu
gostermektir. 0.3.3.7 kriterini kullaninz. 7, : — (kiimeler) fanktori, sabit simplisil kiime
fanktériine sol adjoint oldugundan sag tamdir. Su halde ﬂof’ 7, f ' in esbaz genisletmesidir ve
béylece 7, f" bir izomorfizimdir. O

f"’niin, twisted katsayilarla homoloji tizerinde bir izomorfizim dogurdugunu géstermek
icin, A bir 7,M = z,M| modilu olsun ve bir P — A (sirasiyla P’ — A) asikar fabreysin ile

bir serbest simplisii M modili P (sirasiyla P') segilsin. Bu takdirde P'—>A4 M

moddillerinin agikar fabreysinidir bundan dolayi

0—— P’

P— 4
diyagraminda ki lifting ile f": M — M| igin bir di-nomomorfizim olan bir P — P’ déntsimini

elde ederiz.

0——> IM/IM'sZM —> ZM | IM"'sZM —— Z —>0

P ile tensor edilirse ve benzer olarak asallar ile yapilarsa N=1M/[M'-ZM ve N''de N
gibi benzer sekilde olmak Uzere
0O — N®,P —> (M/IM'<ZM)®,, P — Z®,P —> 0
L L L
0 — N'®M{ P — (ZM{/IM"-ZM{)@M P — Z®,, P — 0
(3.2)

tam dizilerin bir déonima elde edilir. Tanimdan
w(u)=H.(f" A):H(M,A)—> H.(M],A4).
P, A’ nin bir serbest kesin M’ modiil ayni zamanda P oldugundan

w(u,)=H.(f,A):H(M',A) > H.(M",A)

oldugunu gosteren Z®, P—Z®, P' tekrardan yazilabilir. Simdi u,’in bir zayif denklik

oldugunu gosterecegiz. Eger i simplisil kiimelerin bir serbest doniisimi olmak icin meydana
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geliyorsa bu takdirde 0.3.3.8’i boyutsal olarak uygulayarak N=IM/IM'-ZM’nin bir serbest
simpligil sag ZM modili oldugunu goririiz. Genelde i bir serbest donlisimiin geri gekilimidir.
Boylece herhangi bir durumda N bir (boyutsal) diiz sag simplisil ZM moduldir. Fakat bir diiz
simplisil moddil ile tensér etmek zayif denklikleri korur [5], bundan dolayt N®, P> N®, A
bir zayif denkliktir. Ancak bu dénisim bir izomorfizimdir. 0.3.3.9'dan N (sirasiyla N'), o, -1
bazi ile serbest sag ZM (sirasiyla ZM|) oldugunda M ‘yi (sirasiyla M|) o, Uretegleri ile
serbest kiimedir ve M '’in (sirasiyla M") serbest garpimi oldugunu kabul etmesi durumunda
ki bir sabit boyuta bakmaya ihtiyag vardir. Su halde u, bir zayif denkliktir. Kabulden f* bir zayif
denklik, bundan dolay u, bir zayif denklik ve boylece (3.2)'den ve lemma beg’den u, bir zayif
denkliktir. Bu nedenle 7.u, = H.(f',4), f'nin bir zayif denklik olmasi ispatini tamamlayan

bir izomorfizimdir. O

S -denkligi hakkinda 0.3.3.2'nin kismini 6nce ispatlayarak simdiye kadar ispatlanilan bir

sonug veririz. Eger M bir simpligil kime ise H.(M)=H.(M,Z) olsun.

Onerme 0.3.3.10: Eger i: M'—> M M //M', esfiber ile bir esfabreysin ise, bu takdirde i’de

dogal olan
---ﬂq((M//M')ab)—>Hq(M’);>Hq(M)—>7z{H((M//M’)a,,)---

bir tam dizisi vardir.

ISPAT: N®, Pnin, IM/IM'<ZM ®,, Z =(M //M")_,’ye zayif denklik olmasi durumunda

A =7 olmak lizere, bu uzun tam dizi (3.2)'nin birinci satirinin uzun tam homotopi dizisidir. Son
izomorfizim; her iki taraf, asikar etki ile bir M modiliindeki degerler ile M (izerinde yok olan
M ’nin tiiretme fanktérlerini temsil etmesi elde edilir. Dizinin dogalligi, P, P'’niin secimleri ve

P — P’ déniisiimiiniin simplisil homotopiye kadar tek olmalari gergeginden elde edilir. L]

Sonug 0.3.3.11: Eger M bir simplisil kiime ise,

Hq(M):{ﬂ-ql(Mab) q>0

‘dir.
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Sonug 0.3.3.12: Eger i: M' —> M M // M’ es fiber ile esfabreysin ise, bu takdirde i ’de dogal
bir

o H (M) ——H (M)——>H,(M//M")—>H,_ (M)
tam dizisi vardir.

Baglantili kiimelerin bir f déntsiminin bir S -denkligi oldugunu ispatlamak igin,

M= ﬂqH(WM), H.(M)= H*(WM) formiilleri ve 0.3.2.1’e dayanarak S~ H,( f)’in bir

izomorfizim oldugunu gostermek yeterdir. 0.3.3.2'nin geri kalani bu takdirde 0.3.3.10 tam

dizilerini i ve i'’ye uygulayarak ve i ve i'’niin ayni es fibere sahip olmasi ile elde edilir.

Uyan 0.3.3.13: 0.3.3.11, Kanin bir formiilidiir ve M '’in serbest olma durumunda hemen

0.3.3.12'yi saglar. Eger M', M ’nin bir alt-simpligil kime olmak Ulzere H.(M,M")"

H*(WM,WM') rolatif homoloji olarak tanimlarsak, bu takdirde M’ == M bir esfabreysin

olmak lzere, 0.3.3.12
Hq(M,M')—~—>Hq(M//M',{e})

(dénlsumlerin dogasini analiz ederek)’i saglar. Su halde, simplisil kiimelerin homolgjisi igin
excision aksiyomunu ispatlamis oluruz. ]
0.3.4 Kapali Simplisil Model Kategorileri:

n>0 iginA(n) (sirasiyla, 0<k<n>0 igin V(nk)), 0<i<n (sirasiyla

0<i<n,i#k)icn 0,:A(n—1)— A(n) yuzlerinin gérintilerinin birlesimi olan A(#)’in

simpligil alt kiimelerini gosterir. S'de A(0) = baslangi¢ nesnesidir. Asagidaki RLP (sirasiyla

LLP), sag (sirasiyla sol) lifting 6zelligini belirtir.

Onerme 0.3.4.1: Asagidakiler, S ‘de bir f déniisiimii igin denktir:

(i) 1, bdtin n’lerigin A(n) == A(n) ‘e gére RLP’e sahiptir.
(i) f, simpligil kimelerin herhangi bir bire bir (yani, her bir derecede bire bir) donisimiine gore

RLP’ye sahiptir.



52

Bu, bire bir dénlisimin skeletal decomposition’'undan dogrudan dogruya cikarilir
([107a bakiniz). Asagidakilerden, [10]'da ispatlandi. e=0,1 olmak lzere, {e}c A(l), e

kdsesinin bozulmuslarindan olusan alt kompleksini gosterir.

Onerme 0.3.4.2: Asagidakiler, S ‘de bir f déniisiimii igin denktir.
(i) f, 0<k<n>0 igin V(n,k) == A(n) e gére RLP’ye sahiptir.
(i) f, n=20 ve e=0,1 icin A(n)xA(1)UA(n)x{e} == A(n)xA(n)’e gére RLP’ye

sahiptir.

(iiy /', e=0,1 ve S'debutin L = K bire bir déniigiimleri igin

LxA(l)UKx{e} == KxA(1)
‘e gore RLP’ye sahiptir.

Tanim 0.3.4.3: Simplisil kiimelerin bir déniisiimii, ejer Onerme 0.3.4.1'in (sirasiyla Onerme
0.3.4.2’nin) denklik sartlarini sagliyorsa asikar fabreysin (sirasiyla fabreysin) olarak

adlandiriimig olacaktir.

Su halde, Kan’a gdére bir fabreysin bir fiber dénlisiimdiir. Bir asikar fabreysinin,

kisaltiimis fiberlerinin bir fabreysin oldugunu gérmek kolaydir.

Tanim 0.3.4.4: Bir kapali simplisil model kategorisinin anlami, bir ;" kapali model kategorisinin

bir simplisil kategorisinin asagidaki iki sarti saglamasidir.

SMO: Eger x € Ob’/ ise, bu takdirde herhangi sonlu K simplisil kiimesi igin X ® K ve X*

nesneleri vardir.
SM7: Eger, i: A— B bir esfabreysin ve p: X — Y bir fabreysin ise, bu takdirde eger i veya

p agikar ise, agikar olan,

Hom(B, X)—"2) 5 Hom( 4, X), X Y)Hom(B, Y) (4.1)
Hom

>

simplisil kiimelerin bir fabreysinidir.

Uyari 0.3.4.5: (4.1) dondsimianidn hedefi igcin Hom(i, p) notasyonunu kullanmak uygun

olacaktir.
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Onerme 0.3.4.6: M(6) (a) ve (b)deki lifting 6zellikleri ile birinci ve dérdiincii (sirasiyla ikinci ve

tiglincl) birbirini tanimliyor olacak sekilde, ‘¢ 'nin, fabreysin, esfabreysin, asikar fabreysin, ve

asikar esfabreysin déniistimlerin dért secilmis siniflari ile MO ve SMOQ’I saglayan bir simplisil
kategori oldugunu kabul edelim. (Ozellikle <, bir kapali simplisil model kategorisi ise bu elde
edilir.). Bu takdirde SM7, asagidakilerin her birine ayri ayri denktir:

SM7(a). Eger X — Y bir fabreysin (sirasiyla asikar fabreysin) ise, bu takdirde e=0,1 igin

XA 5 x A L YA bir  fabreysindir  (sirasiyla  asikar  fabreysindir)  ve
YA(n)

XA 5 xite i Y{e}YA(” bir agikar fabreysindir.
SM7(b). Eger A — B bir esfabreysin (sirasiyla asikar esfabreysin) ise, bu takdirde e =0,1 igin

ARA(n) v, BOA(n) - BROA(n) bir  esfabreysindir  (sirasiyla asikar
ARA(n)

esfabreysindir), ve A® A(1) ) é/{ } B®{e} —> B®A(1) bir agikar egfabreysindir.
e

ISPAT: L — K , sonlu simplisil kimelerin bir déniisimii olmak tizere X* — X" x YLYK’ln

bir fabreysin oldugunu gostermek igin, herhangi bir 4 —> B asikar esfabreysina gore

X5 5 Xt x YLYK 'nin RLP'ye sahip oldugunu gostermek vyeterlidir. X* nesnesinin

tanimindan bu, Hom( B, X ) — Hom( A’X)Hom>(<A B)Hom(B,Y)’nin L — K donisimine

gére RLP’ye sahip oldugunu géstermeye denktir. Onermenin bir ispatini bu yolla verir. ]

Hatirlatma: S 'de fabreysinlar ve asikar fabreysinlar igin SM7(a)’'nin saglandigi asikardir.

Bu bolimin geri kalani igin, “7" bir kapali simpligil model kategorisini gosterir. [5]'deki
sol ve sag homotopi yapisi ile ‘7 'nin simplisil homotopi yapisi ile iliski kurmayla ilgilenecegiz.

S
f5+5g (sirasiyla f =~ g), f’in kesinlikle (simpligil olarak) g’ye homotopik (sirasiyla

(simplisil olarak) homotopik) oldugunu gdsterir. Simplisil homotopiler igin, asagidaki o6rti

homotopi genisletiimesi teoremidir. [5]'den ne kadar guglu olduguna dikkat etmeliyiz.
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Onerme 0.3.4.7: i:A— b bir esfabreysin ve p:X —Y bir fabreysin olsun. Simplisil
homotopiler olan h: A®J — X ve h:B®J —Y, pk=h(i®id,) esitliginden i ve p ile
cakisir.

(1) Eger 6:B — K, pO=hj, ve 0i= ki, saglarsa, bu takdirde Hi, =6, pH =h
ile bir H : B®J — X homotopisi vardir, ve H(i®id,)=k.

(2) i ve p’den biri asikar ise ve e=0,1 icin 6,:B—> X, pO =hi,, 0i=Kk,
sagliyorsa, bu takdirde e=0,1 icin Hi,=6,, pH="h ile bir H:B®J — X homotopisi
vardirve H(i®id,)=k.

ISPAT: Bu kesinlikle, J ’nin uzunlugu iizerinde SM7’den bir timevarimla elde edilir. ]

Sonug 0.3.4.8: i: A— B, faybrint nesnelerin bir esfabreysini olsun. Su halde i agikardir
ancak ve ancak i bir kuvvetli bozulmus geri gekilim donistimidir (yani, ri=id, h,=id,,
h=ir, h(i®A(l))=ioc ile birlikte r:B—>A, h:B®A(l)—>B mevcuttur). Eger
p: X — Y dual olarak, esfaybrint nesnelerin bir fabreysini ise, bu takdirde p asikardir ancak
ve ancak ps:idy, hy=idy, h=sp, ph=c(p®A(l)) ile birlikte s:¥Y —>X,
h: X ®A(1)—> X dbéndsgimleri vardir.

ISPAT: (=)
JARE T S A st pl
2 o
e e
i r/// h’/, \(jo)jl)
e
v .o \lf v~ “/
B >e B “——————>BxB
(idp,ir)

Sirasi ile birinci ve ikinci diyagramda lifting ile » ve & elde edilebilir.

(<) . Onerme 0.3.4.7°'den agiktir. O

Onerme 0.3.4.9: (1) Eger f,g:X ==Y ‘¢ 'de iki yénli déniigiim ise, bu takdirde

S r r
f~g=>f""gve f g. X esfaybrint ve Y de faybrint ise, bu takdirde boy ( X,Y")
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tizerinde kuvvetli simpligil, simplisil, sol ve sag homotopi bagintilari ¢akigir ve denklik

bagintilaridir.

(2). [5]de Unite I, § 1, Teorem 1’in sonucu, ejer 7', , ﬂ(&f ve ﬂfé’f sirasiyla

—g e

G T , Ve, v . ile yer degistirmesiyle elde edilir.

ISPAT: (2). {0} —J kapsamasi, S ’de fabreysinlara gére LLP’ye sahiptir, bdylece eger X
esfaybrint ise Onerme 0.3.4.6 (b)'nin ispatinda oldugu gibi 7, : X — X ®J 'nin bir asikar
esfabreysin oldugu bulunur. M5'den dolayl o : X ® J — X bir zayif denkliktir. Ayrica Onerme
0.3.4.6 (byden X v X —2" 5 X ®J bir esfabreysin ve bdylece X ®.J, J igin bir silindir
nesnesidir. [5]'de Unite I, § 1 Lemma 8 (ii)'nin ispatindaki gibi, eger f,g: X =Y ZC de iki

S
donisim ve f ~~ g ise, bu takdirde Y (f)=Y (g) oldugu elde edilir ve bdylece

Y I_/c 7, —Ho¢ ’ye indirgenir. Benzer olarak, [5]'de Unite I, § 1 Teorem 1’deki gibi I_/

}_’f 'nin, 7'nin 7, ile yer degigtiriimesiyle mevcut oldugu gdsterilir. Daha sonra bu teoremin

ispatinin X > Q(X) ve X = R(X) “yan-* fanktérlerinin yukaridaki Onerme 0.3.4.7 (2)'nin

ozelligindeki Q:7,'c —>rx,7 , R:x,¢ —)ﬂofé'f fanktorlerini verdigine dikkat edelim.
— i

[5]'de Unite I, § 1, Teorem 7’in ispatinin geri kalani herhangi bir degisme yapmaksizin devam

eder boylece (2) elde edilir.
(1). [5]'de Unite 1, §1, Teorem 71'in ispatinda insa edilmis }_/:72'0(71_ — Ho‘7 ’nin

yari-tersi, RO: ¢ > n, 0 , tarafindan indirgenir fakat biz sadece

S

f— g:RQ(f)iRQ(g)’yi gordik ve bu nedenle f ~ g=y(f)=y(g) oldugu

sonucuna variriz. Simdi, eger J bir genellestirilmis birim aralk ise; e€:A(0)—>J,

S

e(idy)=e, e=0,1 ile birlikte dénisiim ve o J — A(0) tek bir dénisim olmak Uzere

h(id, x0)=id, ve h(id,x1)=id, ile birlikte bir /1:.Jx.J — J kanonik homotopi vardir. Bir
temsili durumdaki bu homotopi; oklar J x.J’ nin her bir 1 simpleksinin dogrultusunu géstermek

tzere ve s a ile gosterilmis bir J xJ simpleks, 4 altinda J deki s,a’ ya gitmek Uzere,
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diyagrami gizilebilir. Sonug olarak eger X, ‘2 ’ nin herhangi bir nesnesiise, c: X ®J > X

bir simpligil homotopi denkligi ve bundan dolayr y(o ) bir izomorfizimdir. [5]' de Unite I, § 5,

N /
Onerme 1'den, o bir zayif denkliktr ve bu yizden [ ~~ g= f ~ g. Benzer olarak

S r
XS X7, 7 'deki biitin X 'ler igin bir zayif denkliktir, bdylece f ~ g=> f ~ g su halde

(1)in bu ilk kismi ispatlanir. Son iddia, X esfaybrint ve Y faybrint olmak Gzere X ® A(1)
silindir nesnesinin, herhangi bir sol homotopiyi temsil edebildigini gésteren [5]'de Lemma 1’den

(yukaridaki 2’nin ispatina bakiniz) ve [5]'de Unite 1, § 1 Lemma 4’den gikar. [

Uyari 0.3.4.10: Onerme 5, Hom(.X,Y) Uzerindeki simplisil homotopi bagintisinin hem sol hem

de sagd homotopiden daha iyi oldugunu fakat X esfaybrint ve Y faybrint olmak lzere bu Ug

bagintisinin cakistigini gosterir. [5]'de Unite I'in § 2 ve § 3’ deki yapilari, bunlara karsilik gelen
iyi bilinen simplisil yapilar ile karsilastirilabilir ve Ho‘ (izerinde sonuglanan yapinin ayni
oldugu gosterilir. Su halde Hom(X,Y) Kan kompleksinin temel grupoidi [5]'de Unite | § 2'deki

inga edilen temel grupoid ile gakisir ve eger ¢ belirtiimis olmak lzere £ —> B,

‘de bir
!

fabreysin ise, bu takdirde Hom( A, E)—>Hom( A4,B) fabreysindan ortaya gikan homotopi

kiimelerinin uzun tam dizisi, [5]'de Unite | § 3'deki uzun tam dizisi ile gakigr.

Onerme 0.3.4.11: Eger ¢ bir kapali simplisil model kategorisi ise bu takdirde 6'0 ve bir sabit

X nesnesi lizerinde 7 'nin nesnelerinin ‘¢ / X kategorisi dogal bir yoldan dualleridir.
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ISPAT: ~ ° hakkindaki iddia, © ”’nin asikar oldugudur. Eger 4 ve B, f&’/X in iki nesnesi
ise, u:A— B ve v:B — X yapisal dénistimler olmak lzere (s,v)o f =s,u ile birlikte n

boyutlu f  elemanlarini igeren Homc(A,B)’nin alt kompleksi Homc/X(A,B) olsun.

indirgenmis diizenleme ile f&’/X , sonlu limitler altinda bir sonlu kapali simpligil kategori haline
gelir. Eger K'nin bitiin elemanlarini id, 'in “bozulmalarina” yollayan K — Hom(X,.X)
déniisimiine karsilik gelen déniisim o : X ® K — X olmak (izere, Z/X 'de (A“X)®K
nesnesi, 4® K —24®D 5 X' donistimidir. Z/X 'de (A% X )" nesnesi; kaynagi u* nin
fiber carpimi ve o'ya karsilk gelen s:X — X* dénisimii olan r, c A% x XKX
dondsimadar. Su halde Z/X SMO’1 saglar. Z/X ‘deki bir donlUsime eger ayni zamanda
Z’de iseler, bir fabreysin, esfabreysin veya zayif denklik adlandiriimis olacaktir. M2 ve M5
aksiyomlari agiktir. Eger i:4A—> A" ve p:B'—> B Z/X 'de donustmler ise, bu takdirde
Homi(A’,B')—>Hom£(i,p) dénisiminiin A(O)—)Ho_mi(A',X) yapisal dénisimii ile
Hom, (A4',B") —)Ho_mL/X(i, p) donusimi baz uzantisidir. Béylece SM7 ve ayni zamanda
M1 saglanir. M6’y elde etmek i¢in, asagidaki gibi distnelim: Z/X 'de bir f* dénisumundn,
Z/X ‘de fabreysinlara gore LLP’ye sahip oldugunu ve i bir asikar esfabreysin, p de
Z/X 'de bir fabreysin olmak lGzere f = pi ¢arpimi oldugunu kabul edersek, bu takdirde f,
i’nin bir geri gekilimidir, bu ylzden f, Z’de bir agikar esfabreysin ve boylece Z/X ‘de bir

asikar esfabreysindir. M6’nin diger durumlari benzerdir.
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1.BOLUM:
SIMPLISIL KUMELERIN ALT KATEGORLILERINDE SERRE HOMOTOPI TEORISi

1.1 Giris:

Bundan sonra Simp(Mp), simpligil kiimelerin kategorisini gésterecek ve eder M bir
simpligil kime ise N.(M ) ve 7.(M.) sirasiyla Moore anlaminda normallestirimis kompleksi

ve M ’nin homotopi kiimelerini gdsterecektir.

Simplisil ¢ekirdek yapisi kullanilarak ([2,20]'ye bakiniz), n-kesik simplisil kimelerin

kategorisinden Simp(Mp)‘ye kadar bir fanktér cosk” vardir. Bu fanktér, n boyutta bir

simplisil kiimesi kesen, n-kesik fanktoriin 7" sag adjointidir ve bunu Cosk” = Cosk"tr"

olarak gdsterecegiz.

n

Kesik fanktor #", (n+1)-simpligil escekirdeginin tekrarlanan notasyonu ile

tanimlanabilen 7 -skeleton fanktor(i olarak adlandirilan bir sk” sol adjointine de sahiptir ([20]'ye

bakiniz). Sk" = sk"tr" yazacagiz ve bu takdirde, bu fanktér cos k" 'nin sol adjointidir.

Simp(Mp) kategorisi, fabreysinlari Kan fabreysinlar olan zayif denklikleri morfizimler

olan, asikar fabreysinlara gore LLP ile birlikte 7. fanktori icin meydana gelen izomorfizimleri ve

esfabreysinlari morfizimler olan, [5]'teki Quillen anlaminda kapali bir model kategorisidir (yani,
fabreysinlar ve zayif denklikler morfizimlerdir). Fabreysinlarin karakterizasyonlari ve asikar
fabreysinlar [5]'de verilmistir. Esfabreysinlar, serbest simplisil kime dénusimlerinin geri

cekilmesi olarak karakterize edilmigtir.

Simdi, » >0 igin, Simp(Mp)r 7 -indirgenmis simplisil kiimelerden meydana gelmis
olan Simp(Mp)‘nin full alt kategorilerini gosterecektir yani, <  boyutlarda birime indirgenir. Su

halde Simp(M ), =Simp(M ,).

Eger r>0 igin M eSimp(M,), ve M.'eSimp(Mp) ise, herhangi bir

f M. — M! morfizmi verildiginde, M! — Cosk’™' (M) kanonik morfizmi ile f.’nin bilesimi,
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sifir morfizimidir, boylece f. M. E (M!)=Gek(M!— Cosk’™'(M!)) verilen bir morfizme

denktir. Su halde E, :Simp(Mp) — Simp(Mp)r , I kapsama fanktdriine sag adjointtir.

N. sol tam oldugundan, Nq(E,(M,))ZQek(Nq(M,))—>Nq(C0SkH(M,))) ve

bdylece
0 g <r—1ligin,
N, (E,(M.))=1Cek(N,(M.) >N, (M.)) g=r icn,
N,(M.) q > r+1igin,

ifadelerine sahip oldugumuza dikkat edelim.

Sonug olarak, g <r i¢in 7, (E.(M,))=0 ve g=r icin de 7 (E.(M,)=x,(M,)

olarak yazilabilir.

I:Simp(M ), — Simp(M ,) kapsama fanktéri ayrica, L, = EsCek(Sk'' (M) —> M) ile
tanimlanmis bir L :Simp(Mp) —)Simp(Mp)r sol adjointe sahiptir. LI =FE I :[dSimp(M,),.

olduguna dikkat edelim.

7. ’de verilen bir S carpimsal sistemi verildiginde, 4 — S™' 4 canonical morfizimi érten
(sirasiyla sifir, birebir, birebir-orten) ise bir 4 abelyan kimesinin S -boélinebilir (sirasiyla

S -burulma, S -serbest burulma , S -tek olarak boliinebilir) olarak adlandiriidigini hatirlatalim.

Eger S_lﬂq(f:) tim g’lar icin bir izomorfizim ise baglantili simplisil kimelerin bir

f.:M_— M! morfizimine bir S -denkligi denir.

[5]'de, Quillen, Z'deki herhangi bir S carpimsal sistem igin (=0 ise, S ={1}),
Simp(Mp), ‘de asagidaki kapali model yapisini géz dninde bulundurmustur: Esfabreysinlar ve

zayif denklikler, Simp(Mp)’de sOylenen siraya goére esfabreysinlar ve S -denklikler olan bu

morfizimler olarak tanimlanmistir ve bu fabreysinlar RPL ile birlikte, her iki esfabreysin ve

S -denklikler olan morfizimler ile bu morfizimler olarak tanimlanmistir. Bu kapali model
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kategorisi © (r,S) olarak gosterilecektir ve fabreysinlara ve zayif denkliklere, sirasiyla

S -fabreysinlar ve zayif S -denklikler denir.

Asagidaki onerme ile, ‘¢ (r,S)’deki (asikar) fabreysinlarin karakterizasyonlarini

hatirlatalim.

Onerme 1.1.1: (Quillen [6, 6nerme3.3 ve 3.4]). Simp(M ), de f.:M,— M bir morfizim
olsun.

(i) f.. 0 (r,S) de bir fabreysindir ancak ve ancak q>r igin N, (f.) ortendir, q=r igin

7,(Cek f) S -tek olarak boliinebilirdir ve EsCek(7, f,) S -serbest burulmadir.

(i) © (r,S) de f. bir asikar fabreysindir yalniz ve yanliz f. simpligil kiimelerin bir érten zayif
denkligidir.
1.2. T, ’de Quillen’in Bir Model Yapis:

0<r<n olmak lizere n’'den daha blylk boyutlu asikar Moore kompleksi ile birlikte,

nesneleri bu 7 -indirgenmis simplisil kimeler olan Simp(Mp)r‘in full alt kategorisi T] olsun.

[r™n

.7’ yansiyan faktor olmak lzere bu Simp(Mp)r ‘nin bir yansiyan alt kategorisidir.

M  ={xeM, |d ,ed, (N, M)0<i<n+l}

olmak Uzere Simp(Mp)r — ,I,,, kapsama fanktéri J 'ye gére sol adjoint

(M) =cosk"" Mo 7 M, T M, oM e 0---0
M) d, (N, M,

n+l +1

ile tam olarak verilir.

i-1,;’de kolimitler, .-’ fanktérinin Simp(M ,),’de olusturulmus es limitlere

uygulanmasiyla hesaplandi. Ozellikle M ,M'e -1, verildiginde es carpimi Simp(Mp)r de
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M. 1IM! ile ve T, 'de M *M! ile gosterecegiz, su halde .7/(M LIM))=M +M! olarak

ifade edilir.

[OTn] 'in, [13]de g6z 6nune alinan kiimelerin 7 -hypergrupoidlerinin kategorisi olduguna

dikkat edelim. n — oo oldugunda 7, =Simp(M ), elde ederiz.

Sonra, .7(M.)’nin Moore kompleksinin ve 7, (.7(M.)) homotopi kimelerinin

kullanacagimiz degerlerini olusturalim.

NM, g<n-1
N M
N(M)=A——L" g=n e
dn+l( Nn+1M- )
0, gzn+l1

7 (M), <n
7, (7M. = M) -
0, g=>n+1

Simdi, Z'de herhangi bir S carpimsal sistemi igin (7 =0 ise S ={l}), Bolim 1.1'de

hatirlattigimiz ‘< (r,.S) kapal model kategorisini g6z 6niine alalim ve (-1, de asagidaki yapiyi

g6z 6nilne alalim:

Tanm 1.21: f: M, — M, T, de bir morfizim olsun.

ron)

(i) J(f.), © (r,S) de bir fabreysin ise, f.’ya bir S -fabreysin denir.
(i) J(f.), ‘o (r,S) de bir zayif denklik ise, f.’ya bir zayif S -denkligi denir.
(iii) Eger f. asikar S -fabreysinlara gére LLP’ye sahip ise, f.’ya bir S -egfabreysin denir (yani,

S -fabreysinlar ve zayif S -denklikler olan morfizimler).

[r];] 'de f. morfizminin bir zayif S -denkligi olmasi igin gerek ve yeter sartin ¥ < g <n

icin Silﬂq(f, )’nin bir izomorfizim olduguna dikkat edelim.
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.7/ =/ adjunction’t kullanarak, .7 ’nin S -esfabreysinlari korudugunu gérmek

asikardir ve 7, (-7(M,)) nin degerine gore, .~ 'nin, zayif S -denkliklerini korudugu agiktir.

‘« (r,S)’deki fabreysinlarin karakterizasyonu (Onerme 1.1.1’e¢ bakiniz) dogrudan

dogruya asagidaki dnermeyi verir:

Onerme 1.2.2: [rTn] 'de, f. bir morfizim olsun. Bu takdirde f. bir S -fabreysindir ancak ve
ancak r+l<q<n icin N_(f) ortendir, r<q<n igin 7 (Cekf) S-tek olarak

béliinebilirdir. ve EsCek(, (f.)) S -serbest burulmadir.

Ozellikle, sahip oldugumuz:

Sonu¢ 1.2.3: M e T, olsun. Bu takdirde M, S -faybrinttir ancak ve ancak M ’nin

homotopi kiimeleri S -tek olarak bélinebilirdir. Ozellikle, S ={1} ise, T, 'nin herhangi bir

nesnesi faybrinttir.

Eger F, serbest kiime fanktori olarak gosterilirse, A[n]=Sk""'A[n] esitligini,
‘v (r,S)’de agikar fabreyginlarin karakterizasyonunu (Onerme 1.1.1e¢ bakiniz) ve
L, :Simp(M ) — Simp(M ), fanktdrini (BSlum 1.1’e bakiniz) kullanirsak, asagidakileri elde

ederiz.

Onerme 1.2.4: f, i1, de bir morfizim olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(i) f. asikar bir S -fabreysindir.
(i) r<g<n+1licin f,, 7L FAlqg]—.7L FA[q]'e gére RLPye sahiptir,

(iii) N,(f.) értendirve r < g <n igin 7 (Cek f)=0.

ISPAT: /. agsikar bir S -fabreysindir ancak ve ancak J(f.) simpligil kiimelerin érten bir zayif
denkligidir yalniz ve yanliz ¢ >0 icin J(f.), FA[g] > FA[q]’ya gére RLP’ye sahiptir,([5]'e

bakiniz). Bu son sart, r—1<g<n+1 igin J(f.), FA[g]—> FAlq]'ya gore, RLP’ye sahip
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olmasina denktir ([2]ye bakiniz). Simdi, Sk™'FA[r—1]=FA[r—1] ve Sk 'FA[r-1]
oldugundan, f. bir agikar S -fabreysindir ancak ve ancak r<g<n+l i¢in J(M)),
L FAlq]l— L FA[q]'ya gore RLP’ye sahiptir. .7/I-J adjunctionu kullanilarak (i) ve (ii)

arasindaki denklik gordlr. (i) ve (iii) arasindaki denklik, Onerme 1.1.1’e gére aciktir. U

Agikar S -fabreysinlarin (ve bdylece, S-lar) S alt kimesine bagh olmadigina dikkat

edelim.

Onerme 1.2.2'nin kullaniimasiyla, agagidakileri ispatlayabiliriz:

Lemma 1.2.5: .7’ fanktérii S fabreysinlarini korur.

ISPAT: f.:M,— M Simp(M ), de bir S -fabreysin oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
g>r N,(f.) ortendir ve béylece r+1<g<n icin N_(.7(f.)) da értendir. Diger taraftan,
EsCek(z,.(f.)) S -serbest buruma ve 7 .(f))=x.(~7(f.)) oldugunda sahip oldugumuz
EsCek(7,(-7/(f.))) S -serbest burulmadir. Geriye, r < g <n igin 7, (Cek(.7(f.))) nin S -tek

olarak béliinebilir oldugunu ispatlamak kalir. Bunun icin, K, =Cek(f.) ve K. =Cek(. 7(f))

ise,

0 s m(Ka) T (M) 7y (ML) —— T (K)o

]

0 — MK ——— AP (M) — 700 (ML) —— -1 (KL)...
uzun tam dizi diyagraminin kullanimiyla » < g <n igin, ﬂq(K.)Sﬂ'q(K.’)’yl elde ederiz ve
béylece 7, (K.) S -tek olarak béliinebilirdir. 0

Simdi, asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 1.2.6: 0<r <n igin [rTn] kategorisi, Tanim 1.2.1de verilen yapisiyla birlikte kapali bir

model kategorisidir ( Bu kapali model kategorisi [rTn]“ ile gbsterecegiz).
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ISPAT: [6]'da ifade edildigi gibi CM1-5 aksiyomlarini kullaniriz. CM1 agiktir, CM2 ve CM3

‘(r,8§)’de yapinin ve .7+ J adjunctionunun kullaniimasiyla kolayca ispatlanir. CM5’in bir
béliminin ispati igin, herhangi bir f :M_ — M! morfizminin garpani olarak bir
S -fabreysindan elde edilmis agikar bir S -esfabreysin olarak verip, (7,5 )'deki J( f.)’'nin

carpanini asagidaki sekilde g6z Onine alalim. j, bir asikar S -esfabereysin ve p, bir

S -fabreysin olmak (izere asagidaki diyagrama sahibiz.

J(My)—192 ;M)

N A

Simdi, . 7( f.), Lemma 1.2.5’%e gore bir S -fabreysin ve .7/(J,), tim S -fabreysinlara gore

LLP’ye sahip olan bir asikar S -esfabreysin olmak lizere,

M. M,

'%LF,‘.\ A")

P(Ts)

-7/ 'nin  uygulanmasiyla, f.’nin bir garpimini elde ederiz. Bu dogrudur, ¢inki g. bir

S -fabreysin olmak iizere, verilen herhangi bir degismeli diyagram,

M, ——— 4,

Zu(Je)
'/wn( T.) ’ - B'

verildiginde .~'+J adjunctionu kullanilarak; J(g,) © (r,S)’de bir fabreysin oldugundan

h,:T. — JA lifting’i mevcut olmak Uzere,

M.—— J(As)
j.l h lug.)
T.";—————%J(Bs)
degismeli diyagram vardir. Bu A, morfizimini birinci diyagramdaki istenilen lifting olarak ifade

ederiz.
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CM5’in diger kismi, yeniden  (r,S5)’de karsilik gelen carpanlarin kullaniimasiyla
ispatlanabilir.

Son olarak CM4'G ispatladik ve ispatlamak igin kalan tek bir sey, i, asikar bir

S -esfabreysin ve g, bir S -fabreysin olmak tizere herhangi bir

degismeli diyagramdaki lifting’in varliginin ispatidir. Bunu yapmak igin, j. , S -fabreysinlara
gore LLP’ye sahip olan bir agikar S -esfabreysin ve p . bir S -fabreysin olmak lzere i, = p.J.

carpani igin CM5 kullanilir. Su halde p . bir zayif S -denkligidir ve bdylece diyagramda bir s,

lifting’i mevcut olup

asagidaki diyagramda istenilen lifting s, birlestiriimesiyle elde edilir.

M.——‘—>A7

A ]q.

T°-' DePe B.

Cunku j, S -fabreysinlara gére LLP’ye sahiptir. ]

Simdi, S -esfabreysinlari karakterize edebiliriz. Bunun igin ilk olarak asagidaki lemmayi

ispatlariz.

Lemma1.2.7: /M — M, [rTn] ‘de bir morfizim olsun. Bu takdirde f. bir S -esfabreysindir

ancak ve ancak j :M_ — T bir serbest donisim olmak izere, f., .7(j):M,6— 7T,

morfiziminin bir geri ¢cekilmesidir.
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Ozellikle M, S -esfabreysindir ancak ve ancak M_, F. serbest bir simpligil kiime

olmak tizere . 7/( F.) 'nin bir geri ¢ekilmesidir.

ISPAT: Teorem 1.2.6'nin CM5'inde iddia edilen, bir asikar S -fabreysinla bir S -esfabreysinin
elde edilmesi gibi f.’nin ¢arpanini f, =.7(p,).7/(J.) 'dan elde ederiz, burada 7 (r,S) de j,

morfizimi bir egfabreysindir ve boylece J, bir serbest donlisiimiin geri gekilmesidir.

Simdi, f. bir S -esfabreysin oldugundan, diyagramda bir lifting vardir.

M2 71
f-l sot ]%(p )
ve boylece f., .7(j.) 'nin bir geri cekilmesidir. 0]

S -esfabreysinlarin karakterizasyonlari, bu takdirde agagidaki gibi verilir.

Onerme 1.2.8: f.: M — M/, T, 'de bir morfizim olsun. Bu takdirde f. bir S -esfabreysindir

ancak ve ancak tr""' (f.) bir serbest déniisiimiin bir geri gekilmesidir.

Ozellikle, M, S -esfabreysindir ancak ve ancak " (M) bir (n—1)-kesik serbest

simplisil kiimedir.

ISPAT: "' (f)=tr""(7(f)) oldugundan, eger f. bir S-esfabreysin ise bu takdirde

tr"il(f.) serbest bir donisimun bir geri ¢ekilmesi olacagindan Lemma 1.2.7’ye gore ispat

agiktir.

Aksi takdirde, #""'(f.)'in serbest bir déniisimiin bir geri gekilmesi oldugunu kabul

edelim. g, bir agikar S -fabreysin olmak lizere herhangi bir diyagramda bir /4, lifting’i oldugunu

ispatlamaliyiz.
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Je

tr"'(f) bir serbest déniisimiin bir geri cekilmesi olmak (izere Simp(M ), 'de  bir

S -esfabreysin olan Sr! (f.)’e sahibiz, ve boylece asagidaki diyagramda bir lifting vardir:

SK' M —— X,
Sk"'lf.l lg-
Sk M —— Y

Simdi, Sk"' =sk"'tr"™" ve sk"' " oldugundan, asagidaki degismeli diyagrama

sahibiz
et (M) — LD et (x)
o
tr"“(f-)l e oRs 1”“(5;.)

el
et (M) — 0Dty
ve boylece g > n igin h : M| — X  tanimlamaliyiz.

xeM) oldugu verilsin, g, asikar bir S-fabreysin oldugundan, 0<i<n icin
dx'=h,_dx ve g (x')=v (x) olacak sekide bir tek x"€ X, vardir. Bu takdirde
h,(x)=x" tanimlaniz. Agikga, 0<i<n i¢in g h =v, ve dh,=h_d . x"intekligi A, nin
bir kiime morfizimi olmasini ve h f =u, ve sh,  =hs, olmasini gerektirir. Bu donisim,

h :M' — X_ simplisil bir déniisiime genisletilir (6rnegin, [4, Sonug 1.8]'e bakiniz). ]

1.3 | T ‘’de Homotopi Teorisi:

[r ™ n]

Simp(Mp)’de kapali model yapisi ile iliskilendirilmis homotopi teorisinde bazi yapilari

hatirlatmaya baslayalim.
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Herhangi bir M simpligil kiime ve herhangi bir K, simplisil kiimesi igin M, ® K _,

(M, ®K)), :erK M,)), M) =M, VxeK, ve dogal simplisil islemler ile birlikte

simplisil kimedir. Ozellikle, / = A[1] ise, Vi igin (M, ®1), =H7:(:(Mn)l M), =M,. M,

esfabreysin ise, esdiogonal morfizimin bir ¢arpanina sahip oldugundan Simp(Mp)’deki M,
icin bir silindir nesnesinin bu yapisini verir, 6zdeslikler ile Uretilen morfizim o olmak Ulzere
M_HM,—’”“—)M,@I—”—)M. zayif denkliktir ve i, +i sirasiyla ilk ve son

kapsamalarla dogrulan morfizimler olup esfabreysindir.

M.'eSimp(Mp) ve K eSimp(Kime) verilsin, M™'nin,  n-simplisillari
(M.,K')n:HomSimp(kUme)(K'XA[n]’M',) olan  Homg; - imeler, (K., M) simplisil  kiimesi

oldugunu hatirlatalim. K. =1 ise, bu takdirde (M.’I)n ,

{(xo,...,xn)eM:ﬁwdl. x, =dx,_,1<i<n}

kimesi ile tanimlanabilir, yiz (face) ve bozulmus operatorler

d.(xy,....,x,)=(d xy,....d, ;X

S (XgseesX,) = (80X 500581 X 50y 8,X,), 0<j<n.

d.x dx), 0<i<nm

[ Rt Mt EY A R i1

ile verilir.

P (x)=(syx,...,s,x) ile verilen p bir zayif denklik ve (0,),(x,...,X,)=d,x, ve

0,),(x45...,x,)=d x, tarafindan olusturulan (J,,0,) bir fabreysin olmak (izere

M —L25 M — %% s A"« M! diogonal morfizimin  bir carpanina sahip oldugundan
Simp(Mp)‘deki M igin simplisil kiime bir yol uzayidir (0, ve 0,’in her ikisi de homotopik ters

p ile birlikte bir kuvvetli bozulmus geri gekilme olduguna dikkat edelim.).

Bu silindirler ve yol yapilari, -1 sol adjoint oldugunda

() :Simp(M ) —> Simp(M ,) —® adjoint fanktdrini belirtir ve ayrica onlar, (suspension

ve loop fanktoérler) >, Q: Simp(Mp) - Simp(Mp) adjoint fanktorleri olusturur ([2]'ye bakiniz).
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[,E]S ‘de yol uzayl nesnesinin yapisi asagidakileri gerektirir:

Onerme 1.3.1: M e [T,,=Simp(M,) ve K eSimp(kime) olsun. Bu takdirde

1K,
M €T,

ISPAT: Asagidaki 6zdeslikleri kullanacagiz: A, standart 7 -simpleks ve J, : Aln] — Aln+1]
‘kapsama olarak i. yiz" ([8]'e bakiniz) olmak lzere 0<i<n+l icin dA  =0A, ve

0<j<nigind.J,

J n+1An = 5jdnAn .
feN, (M™) olsun, yani, f :K xA[n+1]—>M! bir simplisil donistimdr. f.
sifir dénidsim oldugunu gormeliyiz ve ispat asadidaki basamaklarda yapilir:

e Herhangi bir x € K ,, icin, f ., (x,A ,)=0.

ve 0<j<nicin f . (x5,(5,,4,))=0.

n

e Herhangibir xe K, ,
e Herhangi bir x € K, ve herhangi 7 € (A[n+1]), icin f (x,7)=0.
* Herhangi bir ¢ >0 icin f, =0.

Her bir basamagin ispati agiktir. ]

Ozellikle, herhangi bir M e T, icin T, ’de bir nesne olan Simp(M ,)’de M, M

icin yol elemanina sahibiz. Bu takdirde, M " = E, (M) e (-1, tanimlariz.

Simp(Mp) ‘de késegen morfizimin bir carpanini géz énine alirsa

M’ £ )M’I (80,81) )M,XM,
ve bir £ fanktér uygulanirsa T]’de kdsegen morfizimin garpanini

' [rtn

M —EL s\t EGeD) s prts !

olarak elde ederiz. Bu takdirde asagidakilere sahibiz:
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Onerme 1.3.2: M/, [rTn]S de bir fabreysin nesne olarak verilmis, M'* T ]S ‘de M igin bir

[r"n

yol elemanidir.

ISPAT: E (p) nin zayif S -denkligi oldugu agiktir.

Simdi, Onerme 1.2.2'nin kullaniimasiyla E (0,,0,)'in bir S -fabreysin oldugunu
gorecegiz. (0,,0,) bir fabreysin oldugunda, r+1<g<n icin Nq(Er(ﬁo,ﬁl))’nin orten
oldugunu elde ederiz ve 7 (Cek(E,(0,),0,)))’in S-tek olarak bélinebilir oldugunu ve

EsCek(7(E.(0,,0,))) 'nin S -serbest burulma oldugunu ispatlamaliyiz.

ilkini ispatlamak igin,
K. = Cek(E,(9,,0,)) = M —=220s M x M
fiber dizisi ile birlestirilmis
o, (MY >, (M xM)) > 7, (K)—> 7, (M) —> -
uzun tam dizisini gbz énine alalim.

Simdi, r<g<n icn 7z, (M = r,(M!)) ve M, S-fabreysin oldugundan,

r,(M))= S_lﬂ'q (M) dir. Diger taraftan,
7z, (M xM) =z, (M))x7, (M) =S (z,(M!xM))

~ o-1 . f v . o
bu nedenle 7, (K,)=S 7,(K.),yani, r<qg<n, z,(K,)'nn S -tek olarak bdlinebilir oldugu

agiktir.

Eger C, =EsCek(r, ,(E.(0,,0,)) ise, C, ~S7'C  oldugundan ve her iki
.MM —> S (m.(M*) ve m.(M!xM!)— S (m.(M!xM!)) morfizmi de izomorfizim

oldugundan ikincisinin de ispati agiktir. ]
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Yukaridaki yapi, Q(M!)=Cek(M!! - M!xM!) ile tanimlanan baska bir
Q:.T,— .1, fanktorint olusturan () W fanktorinl verir.

Q(M))=E (Q(M!)) ve bu fanktoérin Ho([r];]s)’de loop fanktoriini tanimladigina dikkat

edelim.

Daha sonra, [r];]s 'de bir silindir yapisi verecegiz. M, €T, veridiginde
M ®IeSimp(M,), ve boylece .7(M ®I)e T, elde edilir. Bu takdirde
M &I =.2(M ®I) tanimlanir ve Simp(Mp)r (veya Simp(Mp))‘deki benzer carpanlara

-7/ fanktdrinin uygulanmasiyla
M =M, %M_@[—”)M.,
esdiagonal morfizimin bir garpimini elde ederiz.

Onerme 1.3.3: M, [r];]s 'de bir esfabreysin nesne olsun. Bu takdirde M &1, [r];]s 'de M,

igin bir silindir nesnesidir.

ISPAT: o =.7/(0o) 'nin bir zayif S -denklik oldugu, .7(M ) 'nin homotopi kiimelerinin degerine
gére acgiktir.

Ustelik, tr"_l(M.) bir kesik serbest simpligil kiime oldugunda, i, +i, morfizimi bir

esfabreysindir, glinkii #7"' (i, +1i,) bir serbest donistimdir (Onerme 1.2.8'e bakiniz). O

Yukardaki yapi, bir —®17: T, — T, fanktérini verir. Daha sonra, bunun (-)*

[rn

fanktoruiniin sol adjointi oldugunu ispatlayacagiz.

Bunun igin, ilk dnce asagidakileri ispatlayalim:

Onerme 1.3.4: -®1: T, — T, fanktéri, ()" fanktoriiniin bir sol adjointidir. Sonug olarak,

herhangi bir M, € Simp(M ), igin .7,(M )®1 =.7,(M,®I) oldugunu elde ederiz.
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ISPAT: M, M!e T, verildiginde
Hom ;. MI,M!)= Hom . (-7(M. ®1),M)=Homg, .\, (M ®I,M)
=Hom ;. (M,E.(M!"))= Hom ;. (M., M").
Simdi, (-®1).7/ ve .7(-®1I) fanktérleri dogal olarak denkliktir, ¢linki ikisi de

(=)' J =J(=)" fanktoriintin sol adjointidir. 0O
Sonu¢ 1.3.5: -®1: T, — T, fanktord, (—) fanktsrinin sol adjointidir.

ISPAT: M ,M e T, veridiginde
Hom ; (M. ®I,M))= Hom ;. M QQA,M))= Hom ;. (M, M!")
= Hom[,.Tn] (M.aEr (M.'I )) = Hom[rT”] (M.aM.’l) .

elde ederiz. ]

M. e T, verildiginde, 2.(M,))=EsCek(M ,*M, > M ®I) tanimlanir ve
XM, = 7(XM,) oldugu agiktir. Bu takdirde Q’nin sol adjointi olan bir >.: T, — T,

fanktorini elde ederiz ve bu Ho([r];]s) 'de suspension fanktoriini Gretir.

1.4 T ’de Simplisil Yapi:

[r ™ n]

Simp(Mp) kategorisi [5]'de bir kapali simplisil model kategorisidir, burada
F(x)=F, (x,t) ile verlen F:M — M, bir kime morfizimi veya denk olarak
M ®A[n]— M! simplisil morfizimi olacak sekide F :M_ xA[n]—> M n-simpligil

donusimleri gibi Homg;\ )(M_,M.') kompleks fonksiyonuna sahiptir.

f..g :M_ — M verilen morfizimi, f. ve g Homg ., (M , M) nin O-simpleksleri
oldugunda f., g.'ya homotopik ise f., g.’ya simpligil homotopiktir, f.’den g, ’ye bir simpligil
homotopi dff=f , dF. =g ve F:M_ — M bir kime morfizimi olacak sekilde

F.:M xI— M bir simpligil ddnistimdur. Bu, ya Ki, = f, ve Ki, = g, esitliklerini saglayan



73

bir K :M,®1 — M simpligil morfizimin yada 0,k = f. ve 0,k =g. esitliklerini saglayan

bir k' : M — M simplisil morfizimini vermeye denktir.

Kapali bir simpligil model kategorisi igin, f,g:X —Y morfizimler ve X bir

esfabreysin, Y de fabreysin ise, bu takdirde sol ve sag homotopi bagintilar birbirine gakisan ve

bunlarin denk bagintilar olmasi genel bir gercektir. Bu, Simp(Mp)’nin herhangi bir simplisil
M kiimesi igin Homy, oy o (M, M) =[M ,M]'n M 'dan M’ya simplisil homotopi

kiimelerinin simpligil homotopi siniflarinin kiimesi oldugunda M _’nin bir serbest simpligil kiime

olmasi durumudur.

Herhangi 7 >0 igin, asagidaki morfizimlerin siniflarini g6z onine alarak,

Simp(Mp)‘de kapall model yapisi genellestiriimistir. Fabreysinlar (7 -esfabreysin olarak
adlandirilir) boyutlari >r+1 de Kan fabreysin olan f, morfizimleridir; g >r igin 7, (f.) bir

izomorfizim olacak sekilde zayif denklikler (zayif 7 -denklikleri olarak adlandirilir) bu f.

morfizimleridir; esfabreysinlar (7 -esfabreysinlar olarak adlandirilir), asikar 7 -fabreysinlara

gore LLP’ye sahip olan morfizimlerdir.

Amacimiz, [r];]{” kategorisinin kapali bir simplisil model kategorisi oldugunu

gOstermektir. Bunun igin, Oncelikle Simp(Mp)’nin ¥ -yapisi ile ayni zamanda kapall bir

simplisil model kategorisi oldugunu goéruriz.

Geriye sadece, i :M_— M verilen bir 7 -esfabreysin (bunu bir serbest déniisiim
olarak kabul edecegiz) verildiginde asagidaki diyagramda u_+ v, (sirasiyla s, +¢, ) morfiziminin
bir 7 -esfabreysin (sirasiyla bir asikar 7 -esfabreysin) oldugunu ve ayrica i 'da bir 7 -zayif

denklik ise u_, + v, 'nin da bir zayif 7 -denkligi oldugunu ispatlamak kalir.

M, ® 4[n] M, ® A[n]

<M. ® A [n)
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M,® 411, k] M,® 411]

M,®A4]1, k]—»M,@A[l]HM_@,AMM,@A [1, k]
~ ML ® A11]

u, +v_'nin bir 7 -esfabreysin oldugunu ispatlamak igin, [2]'de verilmis olan karakterizasyonu
kullaniriz. i, simplisil kiimelerin bir esfabreysini oldugunda, u, + v, ’nin da simplisil kiimelerin bir

esfabreysini olduguna dikkat edelim.(CUnk Simp(Mp) kapali bir simplisil model kategorisidir).
tr"” (u, +v,) nin bir izomorfizim oldugu agiktir ve bu nedenle sadece y e (M ® A[n]), igin,

(Xg»--05X,, ) €A™ (M! ® A[n]) olacak sekilde x,,...,x, € M, ®An[n]H ]M,'®A[n]

M,®A[n
var oldugunu ispatlamaliyiz (burada A (r +1) -simpligil gekirdegini gostersin).

Simdi, M :MrHFUr yazarsak, u, + Vv _’'nin agagidaki kapsama morfizimi oldugunu

elde ederiz:
{ M| O M,
ce(A T cc(An),~(A Tn)),
{ Uy+0y
lHM;H o m I I ru
(4 ), ce(An))—(Alnl), (A, —(A ),
ve boylece, H FU, 'nin temel elemanlari igin yukaridaki sarti ispatiamak yeterlidir.

re(ALn D), ~(A[n]),

Herhangi bir y € M| ve 7€ (A[n]), igin, j birebir 7 elemanina karsilik gelmek

Uzere y" = j_y'i gosterecegiz.
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Simdi, yeU, ve te(A[n]), —(A[n]), olsun. i, bir 7 -esfabreysin oldugundan
(Xg».+sX,,y) €A™' (M) olacak sekilde x,,...,x, € M, vardir ve 0<i<r igin xl.' = x>

esitligi goz 6nlne alinirsa (xor,...,xr',yr)eAHI(M_'®A[n]) oldugunu goérmek agiktir. Bu

takdirde u, + v, 'nin bir 7 -esfabreysin oldugu sonucuna variriz.
Diger iddialar benzer sekilde ispatlanabilir ve bu takdirde asagdidaki teoremi yazariz:

Onerme 1.4.1: 7 -yapili Simp(M p) kategorisi bir kapali simplisil model kategorisidir.

Simdi, [rTn]{l} 'in bir kapal simplisil model kategorisi oldugunu gdstermeliyiz. Simplisil
yapisi asagidaki gibi tanimlanir:

M., M e T, verisin, Hom , (M. ,M)=Homg., (M., M) alam. Herhangi
K, € Simp(Kiime) igin
a, K - MSimp(Mp)(M-’M. ®K) - MSimp(Mp)(M.a'//n)ﬂ (M ®K)) ’
B K — MSimp(Mp)(M.’K' M) — MSimp(Mp)(Er (M,K ) M!).

ile verilen, a_:K.%Hom[yTn](M_,M.@K.) ve ,[i:K_—)I—b_m[sz](M_'ﬁ,M_') ayrik

donigtmleri ile birlikte |,7,,'de M ®K, =.7(M ®K,) ve M =E (M!*) nesneleri vardir.

Bu takdirde asagidaki teoremi yazabiliriz:

Teorem 1.4.2: [rTn]{l} kategorisi bir kapali simpligil model kategorisidir.

ISPAT: T, kategorisi,

Hom ; (M.®K.,M!)=Hom . (M., M'™)

oldugundan asagidaki tanimlarla birlikte simplisil kategorisidir. Cunkd,
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[Hom , (M .®K.,M)], =Homg, ., (M.QK)® Alg], M)
=Homg; o, , (4 (M. @ K)® Alg], M)
= HoMgjoqy (- 7/(M. © K.), M™)
=Hom , (7(M.®K.,),M"")
= HomSimp(Mp) (M, ®K.), M
= Hom (M, (M™% ) = Hom (M, MM

Simp(Mp) Simp(M[,)

=Hom (M, (MFHN = Hom_ (M.® Alql,M!*)

Simp(M[,

= Hom (M, ®Alq),E,(M!*))=Hom__ (M, ®A[q],M*™)

Simp(Mp)r Simp(Mp)

=[Hom , (M.,M*)],.

Sonug olarak [6]'da ifade edildigi gibi SM7(a) aksiyomunu ispatlayacagiz. Bu takdirde
T, ’'de foiM, > M! bir (asikar) fabreysin verilsin, e=0,1 igin

[rn

yoo MY 5 A M0 bir (asikar) fabreysin ve A, MY > M X e M™n

M"M

bir asikar fabreysin oldugunu ispatlamaliyiz.

Simdi, Simp(Mp) de f.’nin bir asikar 7 -fabreysin oldugu aciktir ve bdylece 7 -yapisi

ile Simp(Mp)’nin kullaniimasi SM7(a)’y1 saglar (Onerme 1.4.2’ye bakiniz),

O MM 5 pAd e MM i pir (asikar) 7 -fabreysin olmasina sahibiz. Su halde, E
]

M/A[q

uygulanirsa E (0,) =y.'in ‘¢ (r,{1}) 'de bir (asikar) fabreysin oldugunu elde ederiz ve béylece

[,7;]{” 'de bu bir (agikar) fabresindir.
Benzer bir yolla A morfiziminin bir agikar fabreysin oldugu ispat edilebilirdir. ]

Teorem 1.4.3: Ho([rTn]S) homotopi  kategorisi;:  r<qg<n igin tr"(M)) bir
(n—1)-kesik serbest simplisil kime ve 7z, (M.,), S -tek olarak bolinebilir olacak sekilde

nesneleri M € [rTn]o/an ve morfizimleri, simplisil kiime morfizimlerinin simplisil homotopi

siniflari olan kategorisine denktir.
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iSPAT: T]S 'de fabreysin ve esfabreysin nesneleri, serbest (n—1)-kesik ve § -tek olarak

[rn
bélinebilir homotopi kiimeleri ile birlikte |, 7,,'in nesneleridir. Eger M, [,.Tn]S’de faybrint
(siraslyla esfaybrint ise) M _, [r];]{” 'de faybrint (sirasiyla egfaybrint) ve [rTn]S ve [rTn]“} ‘de

model kategorilerinin  her ikisinde yol ve silindir yapilari ayni  oldujundan

Hom (M_,M!")={M 'den M!’ya morfizimlerin [,];]S 'deki sag homotopi siniflari=sol

Ho(;,7,))
homotopi siniflari} = { M ’dan M ’ya morfizimlerin [r];]{” deki sag homotopi siniflari=sol

homotopi siniflari } ifadesini elde ederiz.

Fakat bu son kiime, [r];]{” bir kapali simplisil model kategorisi oldugundan M ’'dan

M ’ya morfizimlerin simplisil homotopi siniflarinin kiimesidir, ve béylece M esfaybrint ve M’

faybrint igin sol, sag ve simplisil homotopi bagintilari ¢akigir.

Teorem 1.4.4: Ho([r];]s)kategorisi; S -tek olarak bélinebilir homotopi kiimeleri ile birlikte

nesneleri, noktasal r-baglantili ve (n+1) -esbaglantili CW -kompleksler ve morfizimleri, baz

nokta-korunumlu déntisiimlerin homotopi siniflari olan kategoriye denktir.

ISPAT: [ E, adjunction’u
Ho([rTn]S) = Ho([rTw]S |(n +1) —esbaglantili)

denkligini Uretir ve Ho([,Tw]S); S -tek olarak boluinebilir homotopi kiimeleri ile birlikte nesneleri

noktasal 7 -baglantii CW -kompleksleri ve morfizimleri, baz nokta-korunumlu déntsiimlerin

homotopi siniflari olan kategoriye denktir ( [6, Teorem 3.1 ve 6.1 ]'e bakiniz ). ]

Sonug 1.4.5: Eger S =7 —{0} ise, Ho([lﬂ]s); 2<qg<n+1igin 7 (X) bir serbest burulma
bélinebilir abelyan kiime ile birlikte nesneleri, 1-baglantili ve (n+1)-esbaglantili noktasal

CW -kompleksleri X ve morfizimleri, baz nokta-korunumlu déniigsiimlerin homotopi siniflari

olan kategoriye denktir.
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1.5 . T . ’de Serre Teorisi:

[r™ r+1]
r’nin 6zel degerleri igin n=r+1 olmak Uzere [r];] kategorisi diger iyi-bilinen

kategorilere denktir. 7}, cat-kiimelerinin Cat(Mp) kategorisine, |7, braided cat-kimelerinin

.///Cat(Mp) kategorisine denktir ve eger r>2 ise [T, simetrik cat-kimelerinin

’/’Cat(Mp) kategorisine denktir (Ornegin bitiin bu kategorilerin agik tanimlamalar igin [1]'e

bakiniz).

Eger C, Cat(M,), .~ Cat(M,)veya  Cat(M,) kategorilerinin herhangi birini

gosterirse, v, : T .., — C denkligi asagidaki gibi agikga verilir ([11]'e bakiniz):

* [ r+l]

Eger M, e [ T ise, r=1 igcin “braiding” herhangi p,geM,  icin

ror+l]

T,,=SPp+s.qg—S,_p+ts.p ile verilmek lzere

sr

/‘—\
¥ (M)=M_,~ (Kerdy ... Kerd,) ‘_l' M

r

dm—)

(Wr_l)_ly/r:[rTm] — ,,[,,'in [8]'de géz &nline alinan loop () fanktérii olduguna

dikkat edelim; bu fanktor » > 3 icin |7, = T}, denkligini verir.

ror+l]

Eger TI,,,'deki S-yapisi goz onine alinirsa, Q’nin S -fabreysinlarini ve zayif

ror+l
S -denkliklerini korudugunu ve yansittigini ispat etmek kolaydir ve bdylece bu denklik » > 2 igin
T,  deki S -yapisini 1213, deki S -yapisina tagir.

[rr+l

[17de Cat(Mp) kategorisi bir kapali model kategorisi olarak gosterilmigtir ve gimdi i/,

yoluyla Cat(Mp)’nin bu 7}, model yapisindan baska bir model yapisina kalitsal ézelligine
sahibiz. Her iki yapinin ayni oldugunu gdstermek aciktir.

W, (swrasiyla w,, r=2 igin) denkligi, herhangi S icin .~ Cat(M ) de
(sirasiyla ’/'Cat(Mp) ) bir kapali model yapisini tanimlar. S = {1} olmasi durumundaki bu

yapi daha 6nce [1]'de calisildi.
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¥,’'In yol uzay! ve silindir nesnesinin homotopi inga yapisinin korundugunun ilging
olduguna dikkat edelim, vyani, eger M ,M'e ol ise, WO(M%):(;//O(M(;))' ve

(M, @) =w,(M)®I'dr ( (w,(M}) ve w,(M,)®I insalan igin [1]'e bakiniz).

Bununla beraber r >1 igin y, denkligi bu homotopi insalarini korumaz.

I
22 o r (///:;\ 1 ) . . . N . o]
Ornegin, & =M,_——-___—t;M,, [17de verilen bir braided cat-kiimesi -~ ° yol uzayi

insasini ve de ./ L =y [(y;' #)"] nesnesini g6z 6niine alabiliriz (.~ *, .#  igin bir yol uzay
nesnesidir). Simdi veriimis iki morfizim f,g:% — ./ olsun, f’ten g'ye bir sag
homotopisi tanimdan dolayi, ‘~ ’den 7 igin bir yol uzayl nesnesine bir morfizimdir ([5]'e
bakiniz). Eger -7 ! g6z 6nline alinirsa, bu takdirde f 'ten g’ye bir sag homotopi sadece bir
kime morfizmi olan «a = f = g dogal dénusimudir; eger ;e g6z onidne alinirsa bu
takdirde f’ten g'’ye bir sag homotopi, kiime morfizmi olan o, —a,+1 f, f’'ten g’ye bir
dogal doniisiim olmak Uzere ¢, : M, — M| iki kime morfiziminden ibarettir. Simdi her iki

insanin da ayni olmadidi fakat sag homotopi bagintisinin kesistigi sonucunu gikartmak agiktir.

S Cat(Mp) kategorisinde batin bunlarin ayni sag homotopi bagintisini vermesine

ragmen .”/'Cat(Mp)’de herhangi ~# nesnesi igin, »>2 olmak Uzere [rT ile birlikte

r+l1]

denkliklerden sonsuz yol uzayi yapilarinin bir sonucunu elde ederiz. Silindir yapisi ve sol

homotopi bagintisi i¢in de benzer bir durum vardir.

Sonug olarak, [T ]’deki S -yapisi, [1'de g6z 6niine alinmis crossed modiillerin

ror+l

kategorisine de tasinabildigine dikkat edelim.
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