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OzZET

Bu tez alti bolimden olugsmaktadir.

Sifirnci bolim olarak adlandirilan 6nsézde bitin tezde yapilan calisma kisaca
sunulmustur.

Birinci boélumde diger bolimlerde kullanilacak temel tanimlar ve teoremler verilerek
simplisil nesneler ve dénusumler, k-cebir, simplisil cebirler, kesilmis simplisil cebirler ve CW-
kompleksleriyle beraber serbest simplisil cebirler konularindan bahsedildi.

ikinci bélimde simplisil cebirlerin Quillen yapisi igin homotopi teorisi, simplisil cebirler
icin bazi sonuglar ve hypercebirlerin 6zelliklerinin tanimlari verilerek érneklerle incelendi.

Uglincli boliimde r-baglantili uzaylarin cebirsel modelleri icin Quillen model yapilari
teoremlerle verildi.

Doérdincl bolimde simplisil cebirlerin n-tipi icin model yapisi teoremlerle ifade edildi.

Besinci bolimde tglinci ve dordlinct bélimde ifade edilen r ve n tipleri birlestirilerek

simplisil cebirlerin (r,n)-tipleri icin Quillen model yapisi incelendi.



ABSTRACT

This thesis consists of six chapters.

In the preface chapter, the study at the whole thesis is presented shortly.

In the first chapter, basic definitions and theories that will be used in the other chapters
are stated, and mentioned about simplicial objects and maps, k-algebras, simplicial algebras,
truncated simplicial algebras and free simplicial algebras with CW-komplexes.

In the second chapter, homotopy theory for Quillen structure of simplicial algebras,
some results for simlicial algebras are examined and definitions of peculiarities of hyperalgebras
are given with examples.

In the third chapter, Quillen model structures for algebraic models of r-connected
spaces are given with the theories.

In the fourth chapter, model structure for n-type of simplicial algebras is expressed with
the theories.

In the fifth chapter, Quillen model structure for (r,n)-types of simplicial algebras is

examined by associating r and n types which are expressed in the third and fourth chapters.

Vi



ONsOz

Simpligil gruplarin bir zayif denkligi ¢ >0 igin homotopi gruplar (izerinde ﬂq(f,)

izomorfizmlerini Ureten bir £,

.

morfizmidir. Bundan baska, iyi bilindigi gibi, simplisil gruplarin
kategorisinin homotopi kategorisi (yani zayif denkliklerine goére yerellestiriimesi) indirgenmis
(yani bir kése) Kan simplisil cimlelerinin standart homotopi kategorisine denktir ve bu ayrica
baglantii CW -komplekslerin standart homotopi kategorisine denktir. Boylelikle, genel olarak
simpligil gruplarin batin baglantili homotopi tiplerine model oldugunu sdéyleriz.

Bu gergek, daha genel bir perspektiften gorllebilir. Simplisil cebirlerin  Simp (Alg)
kategorisi [35]'teki Quillen’in fikrine gore bir kapali model kategorisinin dikkate deger bir

ornegidir Simp (Alg) ‘deki homotopi teorisi bu kapali model yapisina birlestirilien homotopi

teorisi gibi olur. Quillen tarafindan kullanilan terminolojiye gére Simp (Alg) deki homotopi

teorisinin indirgenmig simplisil cumlelerin kategorisindeki homotopiye denk olduguna ve bu
sonuncunun da noktasal baglantili topolojik uzaylarin homotopi kategorisine denk olduguna

sahibiz.

Simdi, »>0 igin noktasal 7-baglantili (X,*) uzaylarinin kategorileri (yani, ¢ <7 igin
7,(X,*)=0 ile birlikte) ya da n-esbaglanti uzaylarin kategorileri diisiiniiliirse, ilk olarak

Simp (Alg) 'deki zayif denkliklerin daha zayif kavramlarini gz éniine alinirsa, bu takdirde bir
homotopi teorisinin bir gelismesine karsilik gelir. Zayif denkliklerin daha zayif tanimlarina
karsilik gelen birlestiriimis model yapilarinin (yani, fibration ve cofibrationlarin uygun siniflari)
var oldugu gosterilerek yapilir ve daha sonra birlestiriimis homotopi teorisi incelenir.

Bolim 1’de konumuzda gegen temel tanim ve teoremleri vererek baglariz. Daha sonra £ -
cebir; simpligil cebirler; bir cebirin yeniden simplisil ingasi; Moore kompleksi ve bir simplisil
cebirin homotopi modiill; 7 -kesilmis, 7 . simplisil cekirdek ve Cosk” ; serbest simplisil cebirler
ve son olarak simplisil cebirlerin kapali model kategorisini veririz.

Bolim 2'de, simplisil cebirlerin kategorisindeki bazi iyi bilinen yapilari hatirlatarak baslariz

ve bir f,

morfizmi bir sabit boyutta bir Kan fibration oldugunda ve 7, (f.) dretilmis morfizmi

bire bir ya da 6rten oldugunda inceleriz. Bundan bagka, Simp (Alg) deki homotopi teorisinde

bazi yapilar veririz ve bu bélimiin sonunda, homotopi kategorilerinin (teorileri) Simp (Alg)ye

Vii



kapall olarak baglantili olan iki kapali model kategorisini hatirlatiriz. Bu bdlimde cebirler igin

toplam notasyonunu kullaniriz.

Bolim 3'te herhangi bir » >0 igin, zayif 7 -denklikleri olarak adlandirilan, zayif denklikleri
g =r olmak Uzere 7, (f.) bir izomorfizm olacak sekilde f, morfizmleri olarak géz 6niine
alinz. Zayif denkligin bu ¢esidinin simplisil grup durumu ayrica [15]'te de g6z 6niine alinmigtir.
7 fibration ve 7 -cofibrationin (7 -yapisi) uygun tanimlari ile birlikte Simp (Alg) 'nin bir kapal
model kategorisi olduguna sahibiz ve birlestiriimis homotopi teorisinin 7 -indirgenmis simplisil
cebirlerin kapali model kategorisine birlestirilen teoriye denk oldugunu gosteririz. Boylece, ¥ -
yapisina birlestirilen homotopi teorisi ayrica »-bagintii CW -komplekslerin homotopi teorisine

denk olacaktir. Bu bolimiin sonunda, 7 -yapisina birlestirilen homotopi teorisindeki bazi asikar
yapilari silindir ve yol nesneleri ve loop ve suspension functor gibi géz éniine aliriz.

Bolim 4'te birinci durumu gelistiririz, yani zayif »n -denklikleri olarak adlandirilan, herhangi

bir 720 igin zayif denklikleri 0< g <n olmak Uzere 7 (f.) bir izomorfizm olacak sekilde

f. morfizmleri gibi g6z o©nlne alinz. n-fibration ve n-cofibration tanimlari ile birlikte

Simp (Alg) kategorisinde bir kapali model yapisina (7 -yapisina) sahibiz. Bu yontemin diger
genel durumlarda da ( [19], [14] ) g6z 6nlne alindidina dikkat edelim. n -esbaglantili (yani,
g >n+1 olmak Uzere 7, =0 ile birlikte) uzaylarin kategorisindeki homotopi teorisi bu 7 -
yapisina birlestirilen homotopi teorisi gibi algilanabilir ve sonuncusu, [6]'da incelenen, boyutlari
n’den blylk olan asikdr Moore kompleksi ile birlikte simpligil cebirlerin kapali model
kategorisindeki teoriye denktir. 7 -yapisi icin silindir ve yol nesneleri verilir ve kesilmis simplisil

homotopi bagintisi tarafindan saglanan homotopi bagintisi uUretilir. Ayrica bu yapi i¢in loop ve

suspension functorlerini inceleriz.

Herhangi bir 7,n icin 0<r <n ile g6z 6nlne aldigimizda Bolim 5te ¥ < g <n igin
z,(f.) birizomorfizm olacak sekilde bir morfizm f, iken zayif (r,7)-denkliginin kavrami olan
genel durum incelendi. Bu durumda model yapisi (ve bundan dolayi homotopi teorisi) iki 6zel
durum (ve n=r—1 igin timleyen): » =0 durumu ve n — o durumu birlestirilerek tanimlanir.
Her iki islem birlikte Simp (Alg) 'deki klasik model yapisini (homotopi teorisini) verir. Bunlarin

her biri i¢in, érnedin silindir ve yol nesneleri ve loop ve suspension functorler gibi birlestiriimis
homotopi teorileri icin bazi acik yapilar olustururuz ve ayrica simpligil homotopi bagintisindan

bu yapilardan bulunan homotopi bagintisina kadar olan konularla ilgilenecegiz.

viii



BIiRINCi BOLUM
SIMPLISIL YAPILARIN iNSAASI ve CEBIRLERIN KROSS MODULLERI

1.0 Giris

Bu bdlime konumuzda gegen temel tanim ve teoremleri vererek baslariz. Daha sonra
k -cebir; simpligil cebirler; bir cebirin yeniden simplisil insasi; Moore kompleksi ve bir simpligil
cebirin homotopi modiill; 7 -kesilmis, 7 . simplisil cekirdek ve Cosk” ; serbest simplisil cebirler

ve son olarak simpligil cebirlerin kapali model kategorisini veririz.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler
1.1.1 Kategori :

" kategorisi (¢ bileseni igerir: Nesnelerin sinifi obj. ~; A, B € obj ./ 'nin her sirali
cifti icin Hom(A,B) seklindeki homeomorfizmlerin ctmlesi; her A4,B,C €obj./" igin
(f,g) > geof ile gosteriien Hom(A,B)x Hom(B,C) — Hom(A4,C) bileskesi, ayrica
asagidaki aksiyomlar saglanir.

i) Hom(A, B) ailesi ayrik giftlerden olusur.

ii) Tanimlanmis ise bileske birlesmelidir.

iii) Her bir A€ obj. /" igin her f € Hom(B, A), biitin Be€obj.7 igin 1,0 f = f sartini
ve her geHom(A4,C), bitin Ceobj.7” igin gol,=g sartini saglayan
1, € Hom (A, A) seklinde verilen bir 6zdeslik ddnistimu vardir.

1.1.2 Small Kategori:

Kategori, nesnelerin bir sinifidir. Nesneleri birer cimle olan bir sinif ise small kategori
olarak adlandirilir.



1.1.3 Alt Kategori, Full Alt Kategori :

./ ve . kategoriler olmak lizere
(1) -°/"’min her nesnesi .~ 'nin bir nesnesi,
(2) ./ 'nin X,Y nesneleriigin Mor ,(X,Y) < Mor ,(X,Y),
(3) - </ 'min iki morfizminin bileskesi .~ kategorisindeki bileskesi ile ayni,
(4) .~/ ’nintim A nesneleriigin id , 6zdeslik morfizmi .~ "de de benzer sekilde var
ise .°/ kategorisine .~ kategorisinin bir alt kategorisidir denir.

Ustelik .~/’'nin X,Y nesneleri igcin Mor  (X,Y)=Mor (X,Y) ise .7/ ’ya . ‘nin

Full Alt Kategorisi denir.

1.1.4 Simpligil Nesneler ve Dénuigumler :
(i) n >0 tam sayisiicin X, € " nesnesini ve

(ii) 0 <i < n, yiz ve bozulmus dénisimler ile her (i,n) tam sayi gifti igin
d X, >X,ves X, >X,,

dénlstmlerini ihtiva eden bir ~ kategorisi Uzerindeki bir X simplisil nesnesi asagidaki

tanimlari sagdlar;

dd,=d, d, i<j ise
s d i<j ise
i-1
ds =1id i=j veya i=j+1 ise
rJ
sd i>j+1 ise
joi-1
5.8, =584 i>j ise

Benzer olarak f : X —Y €7 doénUsimini igeren iki simplisil nesne arasinda bir
f X — Y simpligil ddonistimu yiiz ve bozulmus dontistimler ile birlikte Vi igin

difn = fn—ldi ve Sifn = fn+1si .

1.1.5 Functor:
./ ve / Kkategoriler olmak Uzere T:.”/ — </ donlusimi asa@idaki sartlar
sagliyorsa functor olarak adlandirilir:
i) Acobj.~/ iken TAcobj " .
i) f:A—> A .7/ ’dabirmorfizmise, Tf :TA—> TA *  deki bir morfizmdir.

iii) /' ve g .7/ 'daki morfizmlerise T(go f) = (Tg)(Tf).



iv) T(1,)=1,, esitligi her A< obj."/ icin saglanr.
Functorun bir bagka tanimi ise sdyledir:
7, ©, kategoriler olmak lizere F' .7, — 7, d6énusimd,
F1) F(1,) =1,
F2) F(gf) = F(2)F (/).

ozelliklerini sagliyorsa bir kategoriden diger bir kategoriye olan £ doénlsimine bir functor

denir.

1.1.6 Kapsama Functoru:
7", 7/ 'nin bir alt kategorisi ise, ©" 'nin her X nesnesiigin IX =X ve “ ’'nin her f
morfizmi igin If = f ile tanimlanan /:7 — 7/ doénisimini géz oniine alalim. Bunun bir

functor tanimladidi agiktir ve 7 'den /' 'ye kapsama functoru olarak adlandirilir.

1.1.7 Sag ve Sol Tam Functor:
./ ve .= binormal kategoriler olsun. Bir F'.."/ — . functori
054> 4> A" tam=0—>FA— FA'— FA" tam
ise sol tam denir; eger

A>A —>A4">0 tam= FA—> FA'—> FA" - 0 tam

ise sag tam denir. Hem sag hem de sol olan functore tamdir denir.

1.1.8 Degismeli Diyagram:
Verilen bir " kategorisinde, verilen bir ¢ikis nesnesinden verilen bir varis nesnesine
bitin bileske morfizmleri esit ise, nesnelerin ve morfizmlerin diyagramina degismelidir denir.

Ornegin 4, B,C ve D, 7 ’deki nesneler olmak iizere

A f B A;B

diyagramlari degismelidir ancak ve ancak, sirasiyla, h=go f ve foa =go f olmasidir.



1.1.9 Adjoint:
F: 7 —7 ve G.7 — .7/ functorler olsunlar. Eger ./ 'deki her bir 4 nesnesi ve
7 ’deki her bir C nesnesi igin her bir degiskende dogal olan

T:7,.:Hom, (FA,C)— Hom -(A,GC)

kargilikl bire bir fonksiyonu varsa (F,G) siral ikilisine Adjoint ikilisi denir.

1.1.10 Dogal Doniigiim:

A herhangi bir kime ve R, A iginde bir denklik bagintisi olsun. Denklik siniflari
kiimesini B = A/ R ile gdsterelim. B ’nin her elemani, A ’nin elemanlarinin bir sinifindan ibaret
olup B'ye bdlim kiimesi denir. A’nin her elemanini iginde bulundugu sinifa goétiiren

f:A— B donusumine de dogal déndisiim denir.

1.1.11 Dual Kavrami:
" bir kategori ise, bu takdirde kategorinin duali (ya da karsit/) asagida tanimlanan d
kategorisidir. 7 “’nin nesneleri ~ ’nin nesneleri ve A,B nesnelerinin her ikilisi igin

Mor_,(A,B) cimlesi Mor, (B, A) clmlesidir. ~ ’deki bir nesne ya da morfizm ile elde

edilebilen bir 6zellik P ise, bu takdirde P ’nin duali olan P 6zelliginin ~ 'deki P“’ye sahip
olan bir nesne ya da morfizmin kabul edilerek elde edilmesi igin gerek ve yeter sart 7 deki

Pye sahip olmasidir. P? 'nin dualinin P oldugu agiktir.

1.1.12 Limit ve Colimit
.7 bir small kategori ise, bu takdirde bir F':.7 — ¥ functor( icin bir kaynak ile
“’nin bir A nesnesi ve bir 7:K, — F dogal déniisimiinden meydana gelen bir (A4,7)

ikilisinden bahsederiz. Bu, gémmenin bir dual kavramidir.
Bir dogal dondsimia olusturan diyagrami koruyarak bitin degismeli diyagramlarin

cumlesi ile bir kaynagi ifade edebiliriz.
Fi

g2

A Ff

j \\

£y



Nesneleri F:.7 — igin kaynaklar ve (4,17)’den (A4',n")’ne morfizmleri her
i€/ igin nov=n, olacak sekilde  ’'deki v:A— A" morfizmleri olan bir kategori

olusturulabilir. Bu kategorinin bitis nesnesi F' functoriiniin bir /imiti olarak adlandirilir. Bunun

duali olan kavram da colimittir.

1.1.13 CW -Kompleksi:
CW -kompleksi ilk olarak Whitehead tarafindan hicrelerin koleksiyonu gibi verildi ve

simpligll  dénustimlerle simplisil kompleksler arasindaki dénisimlere benzetildi. (X, A)

kompakt A cimlesinin bir Gifti olsun. (X, A4)'nin bir CW -kompleksi asagdidaki ozellikleri
saglar:

(1) AcX,,

(2) Vn20 icin X, ,X, ,'in n-hicreli geniglemesi olacak sekilde X 'de bir X, dizisi vardir.

1.1.14 Simpleks:
Verilen bir boyutun geometrik seklidir. Bir boyutta dogru, iki boyutta tG¢gen, U¢ boyutta
dortyazludar.

1.1.15 Bozulmus ve Bozulmamig Simpleksler:

X €S olmak lizere eder bazi x'€ X ve bazi i’lerigin 0<i<n—1 olacak sekilde

X = Six' ise x € X bozulmusg, bunun terside bozulmamis olarak adlandirilir. Bozulmuslugun
asagidaki oézelligi gok kullanighdir ve dogrulugunu ispat etmekte zor degildir. i, >...> i ve

x'e X bozulmamis simpleks olacak sekilde her x € X bozulmusgu bir tek

ayrismasina sahiptir. Ustelik x’i bozulmus olan I,...,I, ler ydnlendirmelerdir, yani x’in s,’nin
goriintistinde olmast igin gerek ve yeter sart k € {i;, ...,7, } olmasidir.

Bu belirtmeler, 6rnegin X ve Y tim n’ler icin (X xY), =X, xY (asikar ylz ve
bozulmus dénlstmler ile tanimlanmis olan) iki simplisil cimlenin X xY € § carpimi, x € X

ve y € Y 'nin her ikisi de bozulmug olmak (izere (fakat farkli yénlendirmelerdir) (x, y) bozulmus

olmayan simpleksi igerebilir.



Her n >0 icin, X[n] topolojik 7 -simpleksi tim i’lerve 0 <¢, <n igin 2t, =1 olmak
Uzere (to,...,tn) noktalarindan meydana gelen »n+1-boyutlu Euclidean uzayinin bir alt
uzayidir. Tim 0 <i < igin,
cz Aln-1— Aln] , 5, : A[n+1] - A[n],
standart déntsumleri
O L R R §

Ei (tov"’tnu) = (tO""'ti +ti+1""’tn+l)
formdalleri ile verilmistir ve bu standart donudstmler (1.1) simplisil 6zdesliklerini saglar ve bunu
kontrol etmek kolaydir.

K bir sirali simplisil kompleks olsun, yani kdselerinin bir sirasiyla K bir simpligil
komplekstir. Bu takdirde

(i) vy <.y, ve
(i) vg,...,v, cimlesi bazi m < n igin K’'nin m simpleksidir ve
di (VO""’vn) = (VO""'vi—l’le'“'vvn)!
S; (Vo"'an) = (VO,...,V[,Vi,...,Vn)
yliz ve bozulmus déntisimleri ile verilmis olan K 'nin késelerinin (v,,...,v,) (n+1)-tuples n-

simpligil elemanlar ile birlikte K, AK simplisil climlesi elde edilir. (1.1) simplisil 6zdeslikleri
dogruladigini kontrol etmek kolaydir.

1.1.16 Skeleton:

Simplicial komplekslerin bliylik boyutuna skeleton denir.

1.1.17 Baz (Taban) Noktasi:

T bir topolojik uzay ve x,, T ’nin bir sabit noktasi olsun. Baslangi¢ ve bitim noktasi
X, 'da olan bitin kapali egrilerin kimesini dlgtnelim. x, noktasina bu egrilerin taban (baz)

noktasi denir. Bu egrilere de x, noktasindaki kapali egriler denir.

1.1.18 Kan Fibration:

E ile B birer kompleks olmak lzere p:E — B bir simplisil déndsim olsun.
i<j,izk,j#k, aixj = aj,lx,. uyarhhk kosulunu dogruluyor olan E ’nin

Xgyeees Xy g3 X509 X,,; 1 —simplekslerinin her 1 +1 koleksiyonu ve i # k igin, 0,y = p(x;)



olacak sekilde B 'nin her y (n+1) -simpleksiigin i # k, 0,x = x, ve p(x) =y olacak sekilde
E'nin x (n+1) -simpleksi var ise p 'ye Kan fibration denir. E total kompleks, B baz (taban)
kompleks olarak adlandirilir ve (E, p, B) 'ye fibre uzayi denir. EGer ¢, B ’nin kosesi tarafindan
tretilmis kompleksi gosteriyor ise, F' = p_1 (@) ¢ lzerindeki fibre olarak adlandirilir. Eger v,

F’’nin kosesi tarafindan Uretilmis kompleks ise, bu takdirde

(F.y)——(E,w)—">(B.¢)

dizisi fibre dizisi olarak adlandirilir.

1.1.19 Kan Kompleksi:

E bir kompleks, ¢ nokta tarafindan Uretiimis kompleks olsun. Bu takdirde

tanimlanabilen yegdne E — ¢ simpligil donisimi bir Kan fibration ise bu dénisim Kan

kompleksi olarak adlandirilir.

1.1.20 Silindir (Cylinder):

Bir * taban (baz) noktasi ile birlikte Top™ topolojik uzaylarin kategorisi olsun ve taban (baz)
noktasi déntstimind korusun. Hi, = f ve Hi, = g ile birlikte Top™'de bir H:I,.X > Y
dénlgumii ile verilen H : f = g bir homotopidir. Burada / =[0,1] birim araligi ile verilen

I.X =(IxX)I(Ix*)
X Uzerinde (indirgenmis) silindir (cylinder) ve t € I igin i,(x) = (¢,x) ile birlikte

i, 1 X — 1,X kapsamadrr.

1.1.21 Silindir (Cylinder) Nesnesi:

Bir A nesnesinin silindir (cylinder) nesnesi,
o (0,+0,) =V, ile AVA—2% 5 Ax[—2 >4

donusimleri ile birlikte bir 4x I nesnesidir.

1.1.22 Unit — Counit:
Bir (F,G,): X — A adjunctioni asagidakileri belirler:

(i) Her bir f": Fx — a 'nin sag adjuctioni

of =Gf on x> Ga



iken her bir x nesnesiigin 77:/_ — GF bir dogal doniisim olacak sekilde x’ten G ’ye olan
n, evrenseldir;

(ii) Her bir g:x — Ga

plg=¢,0Fg.Fx—>a
sol adjunctionina sahip iken F ’'den a’ya her bir &, evrensel olacak sekilde bir dénlsim
e FG—>1,.
Bundan bagka asagidaki bileskelerin ikisi de 6zdesliktir (sirasiyla G 'nin ve F ’'nin)
G—"2>GFG—%*->G, F—>FGF —>F .

n adjunctionin unitive & da couniti olarak adlandirilir.

1.1.23 k -Horn:

X,, n>1ve 0<k<n verilsin, j<i, i, j#k i¢ind, p,=d,_,p; kosulunu saglayan
0<j<n ve j#k olmak lzere sahip oldugu p, A" ()X, —> X, , izdisiimlerine gére
evrensel nesne A" (n)(X,) ile gésterilsin.

A*(n)(X.)’nin bir elemani, v,’nin karsisindaki yiizi ‘eksik’ olan 7 -simpleksin bir

‘boslugu’dur; boylece A* (n)(X.) nin bir elemant igin ‘agik k -horn’ terimini kullaniriz.

1.1.24 Yol Nesnesi:

B icin yol nesnesi s bir zayif denklik ve (do,dl) bir fibration oldugunda A ;’nin bir

B—L B! —bd) spyp carpanlara ayirmasi ile birlikte bir B’ nesnesidir.

1.1.25 Geri Gekilim:

7" bir kategori olsun. Eger f og =id, olacak sekilde bir g:B — 4 morfizmi varsa,

7 ’deki bir 1 A— B morfizmine bir geri ¢ekilim adi verilir.

1.1.26 Bozulmus Geri Gekilim:

r: X — A birgerigekiimve x€ X, ae 4 ve t €1 olmak lzere

f(x,0)=x
f(x, 1) =r(x)
f(a, t)=a



olacak sekilde f: X xI — X homotopisi varsa, A — X clmlesine bir bozulmus geri ¢ekilim

denir.

1.1.27 Suspension:
Verilen n>0 igin f:S" — 8" dénisimi icin birlesmeli oldugu g: 8" — §"*"

déniistimii var ise g ’ye f ’nin suspensioni denir ve 2. f ile gdsterilir.

1.1.28 Es cekirdek ( Cokernel ):

7" bir 0 nesnesi ile birlikte bir kategori olsun. Eger " ’deki bir morfizm f: A — B ise, bu
takdirde f'in bir ¢cekirdegi olarak f,0,, bir esitleyicisinden bahsederiz. f'in escekirdegi

(cokernel) olarak da f,0 ,, ikilisinin es esitleyicisinden (coequaliser) bahsederiz.

1.1.29 Homotopi :
F(x,0)=f,(x), F(x1)= fi(x) VxeX sartlan ile birlikte F:XxI—>Y sirekli

dontstimine homotopi denir. Burada X,Y uzaylar olmak lizere f,,f, : X — Y slrekli

donustimlerdir ve f,, f;’e homotopiktir denir.

1.1.30 Homotopi Kategorisi:
Nesneleri X topolojik uzaylari, Hom cumleleri Hom(X,Y) =[X,Y] ve birlesimleri

[glo[f]1=[ge° f] bicimindeki bélim kategorisi homotopi kategorisi olarak adlandirilir ve

hTop ile ifade edilir.

1.1.31 Homotopi Bagintisi:
Eger 0 —> X donisimi bir cofibration ise X nesnesi cofibrant olarak adlandirilir ve eger

X — e donlUsum bir fibration ise X nesnesi fibrant olarak adlandirilir. Boylece eger;

f+e
Av A B
id +id i \% Th
A A
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degismeli diyagrami var ise Vv direkt toplama, f+g f ve g bilesenleri ile birlikte bir

dénisiim ve o bir zayif denklik olmak Gizere A cofibrant nesnesinden B fibrant nesnesine

olan f, g doénisimlerine homotopiktir denir.

1.1.32 Pullback, Pushout:

" bir kategori ve " ’deki morfizmlerin ve nesnelerin diyagrami:

seklinde verilmis olsun. .7 kategorisinin insasi asagidaki gibidir:

"’nin nesneleri [A4, B,C, D] igindeki degigsmeli karelerin seklini

B

D ——B

al le

A ———~>C

S
alr ve [A4,B,C;D]'den [A4,B,C;X]e tanimlanan morfizmlerin cimlesi igin asagidaki

diyagram degismeli olacak sekilde C 'nin y : D — X morfizmlerini alalim;
X B
N %

/ g

C

f,g igin .7 ’daki A bitis nesnesi pullback olarak adlandirilir. Burada f, g nin fibre

carpimidir.

Pullback’in dualine (dual kavramina ) ise pushout denir.
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1.1.33 Es Garpim (Coproduct):

7" bir kategori ve ¢ ’'nin nesnelerinin bir ailesi (A4,),, olsun. Bir .2 kategorisini
asagidaki gibi olusturalim: .2”"’nin nesneleri igin " ’nin bir £ nesnesinden ve f : A4 —E
morfizmlerinin  bir (f;),., ailesinden meydana gelen (E,(f;),,) ikilisini alaim, ve
Mor  ((E,(f))..;), (E",(f)..;)) cumlesiicin, her i € I olmak tzere

ELAIA

!
v /

E!
diyagrami degismeli olacak sekilde ~ ’deki v: E' — E morfizmlerini alalim.
Yukarida tanimlanan .~ kategorisindeki bir (Q,(q,),.,;) baslangi¢ nesnesi (4,),_,

iel

ailesinin bir es¢arpimi (coproduct) olarak adlandirilir.

1.1.34 Underlying Ciimle:
" bir kategori ve /~ , ¥~ ’nin nesnelerinin bir sinifi olmak Gizere " 'nin her A nesnesi

igin cimle-degerli bir U : " — 7 fonksiyonu A 'nin bir underlying ciimlesi olarak adlandirilir.

1.1.35 Lifting:
X ’in bir értii uzay (X, p), X, eX, Xo=p(%,), €Y ve 9:(Y,y,) > (X,x,)
olsun. Asagidaki

(X, %)
@

(Y, %) p
@

(X’ xO)

diyagrami deg@ismeli olacak sekilde bir ¢ doénustimii varsa @’ye ¢ 'nin liftingi denir.

1.1.36 Uzun Tam Dizi:
0 kisittamave j (CS”,S") — (S"™,*) bolim déniistimii ile indirgendiginde (1 > 0)

Y)—“Lorx

n+l

7Z'n+1 (X) —l) T

n+l

¥, X)——r,(X)——>r,(Y)

uzun tam dizisini elde ederiz.
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1.2 k -Cebir
1+ 0 olmak Uzere bir sabit degismeli halka k£ olsun (yani, k£ asikar degildir). Burada

g6z Onlne alinan k cebirlerinin timindn degismeli ve birlesmeli oldugu kabul edilir fakat
idealleri ve modulleri cebir olarak gbéz 6nlne almak istiyoruz, bdylece birim elemanlara sahip

cebirleri gerektirmeyecektir. Butlin & -moddllerinin kategorisi Mod ile ifade edilir.
Bir degismeli k -cebiri ( ya da k Uzerindeki cebir) bitiin m,,m,,mye M igin
i) mym,=m,m
ity (m, m,)my =m, (m, my)
sartlarini sagdlayan bir k -bilineer
MxM —>M
(my, my) — mym,
dontsima ile birlikte M bir k-moduliidur. Degismeli cebirlerin kategorisini Alg ile ifade

edecegiz.
Bu Uniteye simplisil cebirlerin teorisinin bazi goérislerini sunarak baslariz. Birinci
béliimde, simplisil nesneler lizerindeki bazi genel sonuglari hatirlatiriz. Ozel olarak, degismeli

cebirlerin kategorisindeki simplisil nesnelere dikkatimizi odaklariz.

1.3 Simpligil Cebirler
Bu bdlimde simpligil cebirler ve homotopi modulleri hakkinda birkag iyi bilinen tanimi ve
gercekleri hatirlatiriz. Bunun hakkinda daha fazla ayrinti icin, M. André ’nin Homologie des

algébres commutatives kitabina bakiniz [1].

Tanim 1.3.1 Bir A simpligil cebiri, her bir n >0 igin, sirasiyla, ylz ve bozulmus (dejenere)

operatorleri olarak adlandirilan
d' 4, —> A4, 0<i<n=0
siiA, >4, 0<j<n
k -cebir homomorfizmleri ile birlikte A, (n € N) k -cebirlerinin  bir koleksiyonudur. Bu
homomorfizmler asagidaki aksiyomlari saglar:
1. 0<i<j<nmigin dl."_la’_;’ =d_;7__lldl.”,

n+l _n

. . - +1
2. 0<i<j<nmigin 575} =575/,

n

J
. . - +1 -1

3. 0<i<j<nmicgin d'"s;=s73d,

4. i=jyadai=j+1 icin dl.’”l;:id,
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. . .. n+l n _ n-1gn
5. 0<j<i-1<nicin d'"s)=s7"d],.
Hesaplamada kullanmak i¢in yukaridaki esitliklerin asagidakilerden birini gerektirdigini
hatirlatmak uygundur:
1. 0<j<i<ni¢indd, =dd,.,,
2. 0<j<i<niginss, =s.s,,,
3. j<iiginsd, =ds,,,
4. i>jicin sd;, =d, s, .
Bu denklemler standarttir ve [9],[10],[22] ve [23]'te bulunabilir.
x € A, elemanlari n -boyutlu simpleksler olarak adlandirilir. Bir x simpleksi bazi y ’ler
igin x =, (y) ise bozulmusg (dejenere) olarak adlandirilir.

f :A— B simplisil cebirlerinin bir homomorfizmi, biitin d;" ylz operatérleri ve s/

bozulmus (dejenere) operatorleri ile degismeli f: A4 — B, k-cebiri homomorfizmlerinin bir
cumlesidir, yani
df,=rfad,  1.5i=5/
Boéylece Simp (Alg) ile gésterecedimiz, simpligil cebirlerin kategorisi tanimlanir.
X, = X ile gosterilen bir eklenmis simplisil nesne, pd,= pd, olacak sekilde bir
p:X,—> X doénisimi ile birlikte bir X, simplisil nesnesidir. X, > X ve X.’—)X

arasindaki bir simplisil dénlstim p' f, = p olacak sekilde bir f, simplisil dontstimudur.
Bu tanim igin kiglk boyutlarin bir geometrik yorumu asagidaki sekilde distnulebilir:

n=0 icin, bir 0-boyutlu simpleks basitge bir x € A4, noktasidir ve bir 1-boyutlu
simpleks, x € 4, icin,

T
dize———e dox
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2 -boyutlu simpleksler tiggenlerdir: x € A4, igin

(Iz.’lf (l]Il‘

do.’t

ve 3-boyutlu simpleksler diizgiin dortyGzIidur:

ve bdyle devam eder.

Hatirlatma 1.3.2 Herhangi bir 4 simplisil modili igin & -moduillerinin birlesmeli bir zincir

kompleksi vardir. 0, : A, — A, , diferansiyelleri
0,=(-1d
i=0

ile tanimlanir. Simplisil cebirlerin tanimindaki 1. aksiyomdan, 0 .0 =0. Béylelikle bu A4

n+l~n

simplisil moduline birlesmeli bir zincir kompleksidir. Boylece

Cek 0,

H (A) =
(4 Géro,

ile tanimlanan A simpligil k& -moduliinin H,(A) n . homoloji modiiliinden sz edebiliriz.
Tanim 1.3.3 Bir A4 simplisil cebiri, bir sabit K(A4,0) simplisil cebiri ve fd! = fd/: 4 — A4 ile

birlikte bir f =dg : 4y —> A 6rten k -cebir homomorfizmini belirtmek vasitasiyla arttirilir. 4

simplisil cebirinin bir artigi bir
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A— K(4,0)
dontgsumuadur. Eger ona kargilik gelen kompleks devirli ise bir artmis simplisil cebiri devirlidir,

yani n>0 icin H,(A4)=0 ve Hy(4)= 4.

1.4 Bir B Cebirinin Yeniden Simplisil ingaasi

Tanim 1.41 B degismeli bir k -cebiri olsun. B’nin bir serbest simplisil yapilarin ingasi,
(4, f) devirli ve her bir A, serbest olacak sekilde bir f: A, — B artisi ile birlikte bir A

simplisil cebirinden meydana gelir.

1.5 Moore Kompleksi ve Bir Simpligil Cebirin Homotopi Modiilui

Bir A simplisil cebiri verilsin, 4’nin (NA,0) Moore kompleksinin kisitlama ile d'’den

uretilen 0, : NA, — NA, , ile birlikte

ile tanimlanan zincir kompleksi oldugunu hatirlatalim.

A’nin 7, (A4) n. homotopi modiilii, A’nin Moore kompleksinin 7. homolojisidir, yani,

7 (A) = H (NA,0)

_ ﬁgek dldmt (ﬁ Gekd"™)
i=0

i=0

NA ve 7,(A) nin yorumlari asagidaki gibidir:
n=1icin, we N4,

w
dwe o0
ve we NA,
ow 0
w
® 0 ®

ve bdyle devam eder.
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Not: we NA,, Cek O 'dakine benziyorsa

0

ki onun 3.ylzi ve bitin diger ylzleri sifir lizerinde w ile birlikte bir x 3-simpleksi var ise

7,(A) 'nin asikar elemanini verecekir.

NA ve 7,(A) nin elemanlarinin bu basit agiklamasi, diger durumlardaki elemanlarin

bazilarinin agiklamasina yardim ederek daha sonra “sifir (pay off)” olacaktir.

1.6 N -Kesilmig, n. Simplisil Gekirdek ve Cosk"
Tanim 1.6.1 X,’tr ile gosterilen bir n -kesilmis simpligil nesne (sadece) Xx,,...,x, ve onlar

arasindaki alisilimig ytz ve dejenere operatérlerinden olusurlar.

n -kesilmis yontemi bir fanktérdir. Eger Alg sonlu limite sahipse, bu takdirde cosk”

ile gosterilen bir sag adjoint vardir ve ‘simplisil gekirdek’ kavrami kullanilarak agiklanabilir.

n>1 olsun. X,'nin n. simpligil ¢ekirdegi A(n)(X,) ile gbsterilen, bitin i< j igin

d,p,=d, p,'yi saglamasina gdre evrensel olan p, :A(X.) —> X, ,, i=0,..,n donustimleri
ile birlikte bir nesnedir.

A(n)(X.)’mn bir elemani, x; € X, , olmak lzere bitiin i< icin d.x; =d, ,x, ve
p(xg,...,x,) =X, oldugunda (x,,...,x,) olur. Yizleri n-simplekslerin bir “cukuru” olacak
sekilde (n—1)-simplekslerin bir koleksiyonu gibi géziimiizde canlandirabiliriz.

p; izdisumleri yiz doénistmlerinin rolinG oynarlar. Simplisil 6zdeglikleri kullanarak

dejenerelerin rolini oynayan g¢;: X, ; = A(n)(X,), 0<j<n-1 tanimlanir; mesela

qox = (x,x,8,d,X,...,5od,_,x) . Boylelikle, X,, n-kesilmis simplisil nesne ile baslayan biri

simplisil gekirdek yapisini (n+1 boyutta baslayan) tekrar ederek yeni bir simplisil nesne

olusturabilir. Sonug cosk” (X, ) ile gosterilir.
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n -boyutu keserek ve daha sonra cosk™’i uygulayarak bulunan
Simp(Alg) — Simp(Alg) fanktori COSK" ile gosterilir. X, = COSK" iddiasi, X, "in btin

m > n icin bir simplisil ¢cekirdek oldugunu sdylemenin kisa bir yoludur.

x'i (dyx,...,d x)’e gotiren X, —>A(n)(X) kanonik izdiisimiinin epic olmasina
intiyag yoktur. Eger epic ise, X,’ya n boyutta aspherical denir. Bltlin boyutlarda aspherical
olan kompleksler aspherical olarak adlandirilir.

Bir k -kesilmis simplisil cebir ile, bir A simplisil cebirindeki mertebesi >k olan
boyutlari unutarak bir tr* 4 simplisil cebirinin bulundugunu sdéylemek isteriz. k& -kesilmis
simplisil cebirlerin kategorisini Tr Simp(Alg) ile ifade ederiz. [10]'dan skeleton functor
hakkinda bazi gergekleri hatirlatalim. Cebirlerin kategorisinde, Alg, k -coskeleton functor
olarak adlandirilan

cosk" : Tr* Simp (Alg) — Simp (Alg)
bir sag adjoint, ve bir k -skeleton functor olarak adlandirilan
sk* : Tr* Simp(Alg) — Simp (Alg)
bir sol adjoint olarak kabul eden bir
tr' - Simp (Alg) — Tr* Simp (Alg)
kesilmis functort vardir.
tr* (A) ={4,, 4,,..., A, }'nin bir k-kesilmis simpligil cebir olarak verildigini kabul

edelim. Asagidaki evrensel 6zellige sahip ise,

51\' +1 N dk

(O Ga) X 1 A T Ay

N N

% do

homomorfizmlerinin bir ailesine, (do,..., dk) yuz homomorfizmlerinin ailesinin simplisil ¢ekirdegi
denir:
Kesilmis simplisil cebirin son kismi ile birlkte dx, =d;,x; (0<i<j<k+1)

esitliklerini saglayan
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k +2 homomorfizmlerinin herhangi bir (x,,...,x,,,) ailesi verilsin, ,x = x, olacak sekilde bir
tek
X=Xy, X, ) Y > X,
homomorfizmi vardir.
X,,, simplisil gekirdegi verilsin,
s;qd;  i<jise
o, =<id i=j yada i=j+lise

s.d.

i, 1> j+lise

ile tanimlanan
(@0 11 )
homomorfizmlerinin ailesi, kesilmis simplisil cebirin son kismi ile birlikte simpligil 6zdeslikleri
saglar; bdylece 0,5, =a, olacak sekilde bir tek s :4, — X, vardir. (s;)o. . tanimi
bozulmuslarin (dejenerelerin) bir sistemini olusturur ve simdi bir
{AO’Al""’Ak’Xk+1}
(k +1) -kesilmis simpligil cebiri tanimlanmis olur. Bu yéntemi tekrarlayarak kesilmis simplisil
cebirin coskeletonu olarak adlandirilan
cosk* (tr* (A)) ={4y, Ao A, X, s X opr oo}
simplisil cebirini elde ederiz. Eger B bir simplisil cebir ise, bu takdirde herhangi bir
x:tr*(4) — tr*(B)
kesilmis simplisil cebiri bir
x: A — cosk* (tr* (B))
simplisil dénlisimine genigletilir. Bir dual ydntem ile olusturulabilen & -skeleton functorleri
>
(Sgrens )4y 0 Xy
—>

o

simpligil esgekirdeklerini gerektirir. Yani, 0<i< j<k-1 igin 8;8; =5;,,8; nin dogrulugunu

kanitlayan k +1 donlstmlerinin evrensel sistemleridir. Ayrintilar iin [10] ve [2]'ye bakiniz.
Asagidaki lemma Conduché [8]'den dolayr grup durumu igindir. Degismeli cebir
versiyonu igin agik bir benzerini veririz, fakat [12]'deki karsilik gelen sonugta ufak degisiklikler

ile elde edilebilen ispatini almayiz.
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Lemma 1.6.2 A bir simplisil cebir olsun. Onun cosk* (tr*(A)) k -coskeletonunun Moore
kompleksinin uzunlugu k +1 dir, yani,
N(cosk* (" (4))), =0
ve boyutu k +1 den kiigiik boyutta A 'nin Moore kompleksine 6zdestir. Bundan baska
N(cosk* (tr* (A))),., = Cek (0, : NA, — NA, ,)
ve
0,., N(cosk" (tr* (A))),,, — N(cosk* (tr* (4))), = NA,

morfizmi bire-birdir.

1.7 Serbest Simplisil Cebirler

Asagidaki tanimlari [29] ve [30] makalelerinden hatirlatalim;

Tanim 1.7.1 Eger;

(i) Her n > 0 tamsayisi igin, verilmis olan baz ile birlikte A4, bir serbest cebir,
(ii) Bazlar tim bozulmus déniisiimler altinda degismez yani 0 <i < n ile birlikte (i,n) tamsayi

Gifti ve verilen her x € 4, Ureteci igin s,(x) elemani A _,'in verimis olan Ureteci ise 4

simplisil cebiri serbest olarak adlandirilacaktir.

Tanim 1.7.2 A bir serbest simplisil cebir olsun. (Yukaridaki gibi). Eger
(a) Tim 7n > 0 igin serbest olarak A4,, U, =U M A, i Uretir,

(b) U bozulmuslar altinda kapalidir, yani, tim 0 <i<n igin x e U, ise s,(x) e U

n+l

belirtir,
(c) Eger x €U, bozulmamis ise, bu takdirde tim 0<i<n igin (e, ,, A ,’in 6zdeslik

elemani) d,(x)=e,, olmak Uzere U c A alt cimlesi A4 igin CW -bazi olarak

adlandirilacaktir.

A, verilen U CW -baz ile birlikte bir serbest simplisil cebir olsun, bu takdirde serbest

olarak X, =U, A, uretir, bu A, = A[X,]. Eger devam edilirse, bu takdirde serbest olarak
U, A'i uretir ve s,(X,)c U, ayrica eger Y, =U, /s,(X,) ise bu takdirde y €Y, olmak
uzere 0<i<1 igin d,(y)=0, bu sebepile A=A s,(X,)UY] = Als,(X,)]*AY,],

Als, (X,)] ve A[Y]'in serbest carpimidir. 4, icin,  s,(U)us,(U,)cU, ve

1
yeY,=U,\Us,(U,) ise, bu takdirde d,(y) =d,(y) =1, ve y € NA,. Genel olarak eger
i=0
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n—1
Y =U,\ Us,(U,) ise, bu takdirde Y, € NA, ve normal olarak Y, 'in NA, i trettigine dikkat
i=0

edelim.

1.8 Simplisil Cebirlerin Kapali Model Kategorisi
Bu calismaya simplisil cebirler tizerinde tanimlanacak olan zayif denklikler, fibrationlar,

cofibrationlar, LLP (left lifting property) ve RLP ( right lifting property) tanimlarini vererek
baslariz ve Quillen ( [35], [37] ) tarafindan tanitilan simplisil gruplar Gzerinde tanimlanan kapali
model kategori kavramini simplisil cebirler Uzerine aktararak devam eder, Strom yapisi ile

topolojik uzaylarin kategorisini veririz.

Tanim 1.8.1 A4 bir simplisil cebir olmak Uzere, eder her * € X taban (baz) noktasinin segimi

vetim n>0igin f: X —> Y € A dénlstimi
7w, (X,*) =7, (Y,*)

izomorfizmini dogurursa f* zayif denklik olarak adlandirilacaktir.

Tanim 1.8.2 0< k <n i¢in Aln, k] < Aln], dji,,....d, i, ,d, i, ,...,d i, tarafindan meydana

getirilen simplisil alt kiimeyi gostersin. Eger asagidaki diyagramda nokta ile gosterilmis ok

varsa, f: X =Y € A donusumine bir fibration denir.

Aln, k] s X

Aln] Y

Tanim 1.8.3 Zayif denklikler olan butin fibrationlara gore left lifting 6zelligine (LLP) sahip
i:A—> BeT dontgimi bir cofibration olarak adlandirilacaktir, yani i:4—>BeT
donlistimi bire bir ise bu déntsime cofibration denir. Yani asagdidaki diyagramda noktali ok ile

gOsterilen dénlistim vardir.
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Tanim 1.8.4 Bir kapali model kategorisi, agsagidaki CM1’den CM5’e kadar aksiyomlari saglayan
ibrationlar, cofibrationlar ve zayif denklikler olarak adlandirilan déntsumlerin G¢ ayrik ailesi ile
verilen bir " kategorisidir:
CM 1. 7, sonlu, izdiiglimsel ve timevarimsal limitler altinda kapalidir.
CM 2. Eger f ve g donlsumleri gf tamimlanmis olacak sekilde varsa ve eger [, g ve
gf 'den ikisi zayif denklikler ise bu takdirde tGglinciisii de zayif bir denkliktir.

v ’deki donlsimlerin, morfizmler igin degismeli karelere sahip olan Maps(” )
kategorisinin nesnelerini teskil ettigini hatirlatalim. Eger Maps(~ )de f o g =1, olacak sekilde
g: B — A morfizmivarsa f : A — B morfizmine bir geri gekilim denir.

Zayif denklik ve fibration olan bir déntstiime bir agikar fibration denir ve benzer sekilde

zayif denklik ve cofibration olan bir dénlisime de bir asikar cofibration denir.

CM 3. Eger f g 'nin bir geri cekilimi ve g bir fibration, cofibration veya zayif denklik ise, bu
takdirde f* de bir fibration, cofibration veya zayif denkliktir.
CM 4. (Lifting) Verilmis olan kesikli ok diyagrami:

A——X

4

B—Y

Noktali ok agagidaki durumlardan herhangi birisinde vardir:

(i) ¢ bir cofibration ve p bir asikér fibrationdir.
(ii) 7 bir asikar cofibration ve p bir fibrationdr.
CM 5. (Carpanlara ayirma) Keyfi bir f* dénusum iki yolla garpanlara ayrilabilirdir:
(i) i bir cofibration ve p bir asikar fibration olmak tizere f = pi .
(ii) i bir asikar cofibration ve p bir fibration olmak lzere f = pi.

Eger (*) seklinin keyfi bir diyagrami icinde noktali ok var ise diger bir p: X =Y
doénlsimine gdre kategorideki i donusimi left lifting o6zelligine (LLP) sahiptir ve
i:A— B’yegore p donusimil de right lifting 6zelligine (RLP) sahiptir denir.

7" ’nin baslangig nesnesi ¢ ile ve bitim nesnesi de * ile gosterilsin. " ’'nin X nesnesine;

X — * morfizmi bir fibration ise fibrant, ¢ — X bir cofibration ise cofibrant denir.
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Asagida belirtilen iki tanimla da es-silindir (cocylinder) kavramina sahip oluruz:

Tanim 1.8.5 “ ’nin bir nesnesi X olsun. X igin bir es-silindir (cocylinder) asagidaki gibi

belirtilen bir degismeli diyagramdir:

XvX % X'

\% D

X

Burada 0, + 0, bir cofibration, p bir zayif denklik ve p (0, +0,) =id, +id, =V.

Tanim 1.8.6 “ 'nin X nesnesi igin bir es-silindir (cocylinder) asagidaki gibi belirtilen bir

degismeli diyagramdir:

X"
g (d,.d,)
X— 5 XxX
A

Burada (d,, d, ) bir fibration, s bir zayif denklik ve (d,,d,)s = (id,,id, ) =A.

Verilmis olan ~~ model kategorisi, kesirlerin kategorisi ( [18]'e bakiniz.), zayif denkliklerin

genel ters dénmesi tarafindan elde edilmistir ki Ho(”") ile gosterilmistir. Eger baglangi¢ ve

bitim nesneleri izomorfik iseler " kategorisine noktalanmistir denir.



23

iKiNCi BOLOM N _ N
SIMPLISIL CEBIRLERIN QUILLEN YAPISI iGIN HOMOTOPI TEORISI

2.0 Girig

Bu bdluimde, simplisil cebirlerin kategorisinde sik kullanilan yapilari vererek giris yapariz ve

f. morfizmi bir sabit boyutta bir Kan fibration oldugunda ve 7, (f.) dogrulmus morfizminin

bire bir ya da 6rten oldugu durumu g6z éniine alinz. Daha sonra Simp (Alg) deki homotopi

teorisindeki yapilari sunariz ve sonug olarak, homotopi kategorilerinin Simp (Alg) 'ye kapali

olarak baglantili olan iki kapali model kategorisini veririz.

2.1 Simplisil Cebirler igin Bazi Sonuglar

Su andan itibaren, simpligil cebirlerin kategorisini Simp (Alg) ile gdsterecegiz ve eger A,
bir simplisil cebir ise, Moore anlaminda A,’nin normallestiriimis kompleksini N, (A,) ve

homotopi moddillerini 7,(4,) ile gbsterecegiz. 7,(A,) daki elemanlari géstermek igin koseli

parantez kullanacagiz. Bir simpligil cebirin underlying simplisil cimlesinin bir Kan kompleksi

olduguna dikkat edelim ( [22]'ye bakiniz ).

A"(4,,) ile gosterilen, bir (n—1)-kesilmis simplisil cebir olan 4, ’'nin n. simplisil
gekirdeginin i < j icin d,x; =d, ,x, olmak iizere elemanlari (x,...,x,) olan (4, ,)""’in alt
cebiri oldugunu hatirlatalim. Bu simplisil gekirdek yapisini kullanarak (7 —1)-kesilmis simplisil
cebirlerin kategorisinden Simp (Alg) 'ye kadar bir cosk™™ functoriine sahiptir. Bu functor,
(n—1) -kesilmis functoriine sag adjointtir. Kesilmis olan ", n-1 boyutta bir simpligil
cebirdir. Cosk™ ™ = cosk"'tr"™" ve A"(4)=A"(tr""(A4,)) seklinde gosterecegiz.

N, (4,) g <n-1ligin

N, (Cos k" (A,)) =1Cek(N, ,(4)—> N, ,(4.)) g=n igin
0 g =>n+1ligin
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oldugu dogrudan géruldr.

n-1

tr kesilmis functorli ayrica bir sol adjointe sahiptir. 7 -simplisil esgekirdek

notasyonunu incelemek vasitasiyla tanimlanabilen sk, (n—1)-skeleton functor olarak

adlandirilir ( [7], [10Ta bakiniz). Sk" " =sk"'tr"" seklinde yazacagiz ve bu durumda bu
functor Cosk™*’e sol adjointtir.

Bir (n—1)-kesilmis simpligil cebir olan A, verilsin, A4,, 'nin agik k -hornlarinin cebirini

0<k<n icin A[(4,,) ile gbsterecegiz, yani, Aj(4,,) i,j#k i<j i¢in dx,=d, x

olacak sekilde elemanlari (x,...,x,,...,x,) olan (A, ,)"’in alt cebiridir. Bir A, simplisil cebiri
icin A7 (A4,)=A}(tr""(A4,)) seklinde gésterecegiz.
g.:X,>Y ve f :A — B, verilen morfizmler olmak Uzere eger herhangi bir
degismeli
X—> A,

A

g. /! 1.

Y—> B,
diyagrami igin her iki tiggeni de degismeli yapan bir kosegen varsa, f,’'nin g, ’ya gore sag
lifting 6zelligine (RLP) ve g,’'nin da f,’ya gore sol lifting 6zelligine (LLP) sahip oldugunu
soyleyecegiz.
Eger A[n]’in simpligil alt cimlelerinden biri gz 6niine alinirsa, A[n] = Sk"*(A[n]),

A" (A,) 'min verilen bir elemaninin verilen bir A[n] — A, simplisil déniisimiine denk oldugunu

gostermek kolaydir, ya da, denk olarak F bir serbest cebir functorii oldugunda F A[n] — A,
bir simpligil morfizmdir. Ayrica A[n,k] i# k olmak tzere bitin d,((0,1,...,n)) tarafindan
uretilen A[n]'in simpligil alt cimlesi oldugunda, A} (A4,) nin bir elemaninin verilen bir

FA[n,k]— A, simplisil morfizmine denk oldugu agiktir. Bu takdirde asagidaki énermeyi

gOstermek basittir:

Onerme 2.1.1. [, : A, — B, simpligil cebirlerin bir morfizmi olsun.
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(i) 4, —>B, x A"(A,) dogal déniisiimiiniin érten olmasi igin gerek ve yeter sart f, ’nin

A"(H.,)

A[n] = A[n] kanonik kapsama déniisimii tarafindan dretilmis F A[ln] — FA[n] simplisil
morfizmlerine gére RLP’ye sahip olmasidir.

(i) 0<k<n olmakizere A, — B, %, A} (A,) dogal morfizminin érten olmasi igin gerek
x U1,
ve yeter sart 0<k <n olmak iizere A[n,k]—A[n] kanonik kapsamasi tarafindan diretilen,

FA[n, k] — FA[n] simplisil morfizmlerine gére RLP’ye sahip olmasidir.

Bu 6nermedeki (ii) kosulu 7 -boyutta Kan kosulunu sadlayan f, morfizmine denktir ve

bdylece bu 6nermenin (ii) kosulunu saglayan bir morfizm ‘n boyutta bir Kan fibration’ olarak
adlandirilacaktir.

Simdi, bu bolimde sikga kullanilacak olan bir teknik lemmayi ispatlayacagiz:

Lemma 2.1.2. f.: A, — B, simplisil cebirlerin bir morfizmi olsun:

() f,’min n boyutta bir Kan fibration olmasi icin gerek ve yeter sart N, (f.) 'nin érten
olmasidir;

(i) Eger f. FA[n+1n+1]— FA[n+1]’e gére RLPye sahip, x, (f,) 6rten ve 7, (f.)
bire bir ise, bu takdirde f,, F A[n] — FA[n] e gére RLPye sahiptir;

(iiy Eger f., F A[n]— FAl[n]’e gére RLPye sahip ise, bu takdirde r,(f.) 6rtendir ve

7, ,(f.) bire birdir;

(iv) Eger f., heriki F A[n+1]— FA[n+1] ve F Aln]— FA[n] morfizmlerine gére RLP’ye

sahip ise, bu takdirde f,

.

, n+1 boyutta bir Kan fibrationdir;

(v) f.’nin FA[n,k]— F Aln] e gére RLPye sahip olabilmesi igin gerek ve yeter sart

h,:Cek(N, A, — N, ,A,)—> Cek(N, ,B, > N, ,B,) dretilmis morfizminin 6rten olmasidir.

ispat. Bu ispat boyunca Onerme 2.1.1’de verilen dzellikleri kullanacagiz.

(i) (v, (xgseens X, ys X)) EB, X (5 A} (4,) olsun. 4, bir Kan kompleksi oldugundan i # k

olmak Uzere a’l.xle. olacak  sekilde xed, vardir  ve bu takdirde
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y—f,(x)eN(A4,)=Cekd, ...\ Cekd, N...NCekd,. N'(4)nn N (4.)ya dogal
olarak bire bir ve érten olmasini kullanarak ( [7]'ye bakin), N*(A4,) — N*(B,) tretiimis orten
morfizmine sahibiz, bu sebeple f,(z)=y— f,(x) olacak sekide ze N*(4,) vardir ve bu

takdirde ispatta istenen eleman z + x. Tersi agiktir.

i) (v (xy,...,x,)) €B, xAn(B)AZ(A.) verilsin ve A,’nin bir Kan kompleksi oldugunu

kullanarak 0 <i<n—1 olmak tizere d,x"=x, olacak sekilde x'€ A vardirve 0<i<n-1
icin d.(f,x'—y)=0ve d (f,x'—y)=f, ,(d x"—x,) oldugundan , 7, ,(f.)[d x"—x,]=0
olduguna sahibiz. $imdi, 7z, ,(f.) bire bir iken 0<i<n-1 igin dx"=0 olacak sekilde
[d x'—x1=0 ve d x"=d x"—x, olmasi bir x" € X, elemaninin var oldugu anlamina gelir.
Bu takdirde z=—x"+x" elemani 0<i<n igin d z=x,'yi saglar ve bdylece 0<i<n igin
d(y-fz)=0; x/(f,)) orten oldugundan [t]ex (4) ve, 0<i<n-1 igin
dw=0,d w=f (t) ve d  w=y—f (z) olacak sekilde we B, vardir. Sonug olarak,

A, —>B . x A"7(A) morfizminin  érten oldugunu kullanarak 0<i<n-1 igin

n+l ntl A (g ) Tt
du=0,du=t ve f, (u)=w olacak sekilde u e A4, , vardr. Ispatta istenen eleman
x=d u+z.

(ii) [v]ex, (B.) olsun. Bu takdirde (y,(0,...,0)) € B, x A"(A,) ve bodylece 0<i<n

A"(B,)
icin dx=0 olacak sekilde xe A vardir ve f (x)=y; boylelikle 7, (f.)[x]=[y]. Diger
taraftan, 7, ,(f,)[x]=[0] ise, 0<i<n-1 igin d,y=0 olacak sekilde ye B, vardir ve

d y=f ,(x). Bu takdirde (»,(0,...,0,x)) € B, x A"(A4,) ve bdylece 0<i<n-1 igin

nA"(B,)
d,z =0 olacak sekilde z € 4, vardir ve d, (z) = x olmasi [x] =[0] olmasini gerektirir.
(iv) Bunun icin, 0 <k <n+1 iken herhangi bir (¥, (Xg,..., X, - X, 1)) €B, 1 X s AT A)

elemanini géz énlne alalim ve A4,’nin (n—1)-simplekslerinin n+1 tanesinin koleksiyonunu

asagidaki gibi tanimlayalim:
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(dy,(z5y.r2,)) €B, X (5 A"(4,) oldugunu gérmek basittir ve bdylece f (x,)=d,y ve
0<i<n icin dx, =z, olacak sekilde x, €4, vardir. Simdi,
», (xgyex,1))EB, 4 Xyt (s) A"(A,) olduguna sahibiz ve bu takdirde f ,(x)=y ve
0<i<n+1igin d,x = x, olacak sekilde x € 4,,, vardir. Bu ifade ise f,’nin n+1 boyutta bir
Kan fibration oldugunu iddia eder.

(v) A, ortendir ancak ve ancak N, (Cosk""4,) — N, (Cosk""B,) ortendir ancak ve ancak
Cosk"f., FA[n,k]—> FA[n]’e  goére  RLP'ye  sahiptir  ancak ve  ancak

f., Sk"'FA[n,k]— Sk"*FA[n]’e  gére RLP'ye sahiptir ancak ve  ancak

f., FA[n,k]— F Aln]’e gére RLP’ye sahiptir. a

Fibrationlarin Kan fibration, zayif denkliklerin 7, functorleri i¢cin izomorfizmleri iceren
morfizmler ve cofibrationlarin asikéar fibrationlara gére LLP ile morfizmler olmak UGzere Quillen
[12]'nin anlaminda Simp (Alg) kategorisi bir kapali model kategorisidir (yani, fibration ve zayif

denklikler olan morfizmler). [35]te fibration ve asikar fibrationlarin karakterizasyonlari verilmistir.
Cofibrationlar, serbest simpligil cebir donusimlerinin geri ¢ekilimleri gibi karakterize edilmistir
([35]'e bakiniz).

[30]'dan, bir F, simlisil cebirinin her bir g >0 igin bir serbest simpligil cebir oldugunu
hatirlatalim. Fq verilen bir baz ile birlikte bir serbest cebirdir ve bazlar bozulmus operatorler
altinda degismezdir. Kapsama donisimu tarafindan Gretilen morfizm g, ve Uq bazi ile birlikte
FU, serbest cebir olmak Uzere, bitin q'lar icin f +g :4, HFUq — B, dogrulmus
morfizmi bir izomorfizm olacak sekilde bozulmuslar altindaki her bir ¢ degismezi icin Uq (e Bq

alt cimleleri var ise, bir f,:A, — B, morfizmi bir serbest simpligil cebir olarak adlandirilir

([35]'e bakiniz).
Daha sonra, bu kapali model yapisina birlestiriimis homotopi teorisindeki bazi yapilari

hatirlatalim.

A,  herhangi  bir simplisgii  cebir ve [=A[l] olsun. Vi igin

(A’ ®I)n = H’:é(An)ﬂ (An),- =4

n

ile birlikte A, ® 1 simpligil cebir ve dogal simpligll

islemleridir. A, cofibrant ise, esdiagonal morfizmin bir faktorizasyonuna sahip oldugundan bu
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yapi Simp (Alg)’de A, icin bir silindir verir. o, 6zdeslikler ile Uretilen morfizm oldugunda
ATlA —2% 5 4, ® I—Z > A, bir zayif denkliktir (gercekten, bir kuvvetli bozulmus geri

gekilimdir) ve sirasiyla birinci ve son kapsamalar ile Uretilen morfizm olan i, +i de
cofibrationdir.

B, € Simp (Alg) verilsin,

{(xgs.-0x,) € Bn+1/di‘xi =dx,y, 1<i<n}

n+l i
cebiri ile tanimlanabilen, (B.), = Homyg,,, 4.,(I xAln], B,) ile verilen

B! :HomS[mp(A,g) (Z,B,) n-simplekslerinin simplisil cebir oldugunu hatirlatalim ve ylizey ve

bozulmus operatérler de

d (xg,.x,)=(d %500 d 1%, 1, d X, ., d x,), 0<i<n;

i+l
S_].(xo,...,xn) = (Sj+1x0’""Sj+lxj’ijj’""ijn)’ 0<j<n
ile verilsin.

Bu simpligil cebir, diagonal morfizmin bir faktorizasyonuna sahip oldugundan

Simp (Alg)’de B, igin bir yol uzayi nesnesidir. p, p,(x)=(s,x,...,s,x) ile verildiginde

YAEN ; _— _
B,—2-5B! %% ,B xB  bir zayif denkliktr ve (3,), (X, X,)=d,X, Ve
(0,),(xgssx,)=d, ,x, ile Uretilen (0,,0,) de bir fibrationdir (0, ve 0,’in her ikisinin de
L ’nun homotopik tersi ile birlikte kuvvetli bozulmus geri gekilimi olduguna dikkat edelim).

Bu silindir ve yol vyapilar, —®/’'nin  sol adjoint oldugu yerde

(=)' : Simp (Alg) — Simp (Alg) olmak iizere —® I adjoint functorlerini belirtir, ayrica
>, Q: Simp (Alg) — Simp (Alg) functorleri de (suspension ve loop functorleri) asagidaki gibi
tanimlanir.

A, € Simp (Alg) verilsin,

AllA 541

morfizminin  (£A4,) cofibresi (Z4,), =117,(4,), ile birlikte simplisil cebirdir, Vi igin
(4,), = A, seklindedir ve yliz ve bozulmus morfizmler asagidaki gibi verilmistir:

1<i<n-1igin u,:(4,,), > (£4),, ile birlikte

g = ud, i+k<n
- u_d, i+k>n



29

oldugunda d, : (24), — (ZA), ,. d, : (4,), = (2A4), , tarafindan belirtilen morfizmdir.

s, 1 (Z4), —> (Z4)

n+l?
A {usk i+k<n
s, =1

u.,s, i+k>n

oldugunda s; :(4,), — (£4),., tarafindan belirlenen morfizmdir.

Simdi, eger PB,’y1 0, :B.I — B, (asikar) fibrationinin fibresi olarak géz online alirsak
Vn20 igin 7,(PB,)=0 oldugu aciktir ve 0,:PB, — B, fibrationini géz 6niine alarak
QB,’yi bu fibrationin ( (8,,0,)’in fibresi olan ) fibresi olarak tanimlariz. Homotopi gruplarina
birlestirilen uzun tam dizi Vn 21 igin 7,(B,) = 7z, ,(QB,) oldugunu verir.

(QB,), ={(xy,..nx,)e B 1dx =dx,_,1<i<n;dyx,=d,,x, =0} olduguna ve

n+l i
bu yapinin X’a sagd adjoint olan bir Q:Simp (Alg) — Simp (Alg) functoriinii belirledigine
dikkat edelim. Ho (Simp(Alg)) homotopi kategorisindeki uretilmis functorleri adjoint

suspension ve loop functorleridir.

[30]'da verilen, loop kompleksinin bir Kan kompleksine birlestiriimesi tanimini
kullanarak, herhangi bir B, simplisil cebiri, baska bir Q'B, simplisil cebiri igin

(PB,), ={x<B

n+l

ld,..d, ,x=0} oldugunda d,:P'B, — B, fibrationinin fibresi olarak

tanimlandigini biliyoruz, i. ylzey morfizmi d, ,’in kisitlanmisi, ve d,, d,’dan P'B,’ya

kisitlanmasidir. P'B, buziilebilir oldugundan, n>1i¢in 7, (B,) = z, ,(€2'B,) oldugu agiktir.
Xy =X ve X, =5 d,,x, ile birlikte ¢ (x)=(x,,...,x,) oldugunda fibration dizilerinin

asagidaki degismeli diyagrami

dO
Q'B; P'B, B,
¢ ¢

9
QB, PB, B,

her iki fibration dizisine birlestirilen homotopi cebirlerindeki uzun tam dizilerin kullanimiyla

¢:Q'B, > QB,’nin bir zayf denklik oldugunu verir. Bdylece Q ve Q' ayni

Q: Ho(Simp (Alg)) — Ho (Simp (Alg)) functorini tanimlar.
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[35]'e gére Simp(Alg) Kkategorisi bir kapali simpligil model kategorisidir, burada
F(x)=F,(x,t) ile verlen F:A4 — B,  bir cebir morfizmi olacak sekilde
Homg,,, (4, B,) kompleks fonksiyonlari F,:A,xA[n]— B, n-simpleksli simpligil
dontsumlerine  sahiptir.  f.,g,:4, &> B,  morfizmleri  verilsin, f, ve g,
Homyg, .14 (4,,B,) nin 0 -simpleksleri olarak dikkate alindiginda f,, g,’ya homotopik ise,
bu takdirde f, g, ’ya simplisil olarak homotopiktir. f,’dan g, ’ya bir simplisil homotopi,
F,: 4, — B, bir cebir morfizmi ve d,F, = f, ve d,F, =g, olacak sekide F,:A4,xI— B,
seklinde bir simplisil dénistimdiir. Bu, ya «,i, = f, ve ki, = g,'yi saglayan «, : 4, ® 1 — B,
seklinde bir simplisil morfizme ya da O,«. = f, ve O,k. =g,y sadlayan x.:A, —> B!

seklinde bir simplisil morfizme denktir.

Verilen boyle bir K morfizmi asagidaki Ozdeslikleri saglayan

(k7 A, — B,, 1< j<n) morfizmlerinin verilen bir sistemine denk olduguna dikkat edelim:

dok' = fady | dk =k} d, i< jigin | sk =ki"s, i>jigin
dk, =g,.d, | dk; :k‘;”ldi i2jigin | skj= k;:llsl. i< jicgin

nn

Ayrica verilen boyle bir k. morfizminin yiiz ve bozulmus operatérlere gére asagidaki
homotopi  6zdesliklerini saglayan (A} :4, — B,,;, 0< j<n) morfizmlerinin verilen bir

sistemine denk olduguna dikkat edelim:

dohy = 1, d,ah, =g, dhl =hi5d, i< jicin
Sl.h;”l = h} s, i< jigin d,ah,=d, h
s =hs. i> jigin dh!=h"d_ i>j+ligin

Morfizmlerin iki sistemi arasindaki denklik k" = d i, ve h' = k''\'s, kurallari ile verilir.

i+1 i
Eger f,g:X — Y morfizmler ve X cofibrant ve Y fibrant ise, bu takdirde simplisil
sol ve sagd homotopi bagintilarinin g¢akistigi ve denklik bagintilari oldudu bir kapali simpligil

model kategori ( [35]'e bakiniz ) igin genel bir gergektir. Bu, herhangi bir B, simplisil cebiri igin
Homy, g caiey (Aes B.) =[4,, B,] 'nin A4,’dan B,’ya simpligil morfizmlerin simpligil homotopi
siniflarinin ctimlesi olmasi halinde, Simp (Alg)’'de A,’nin bir serbest simplisil cebir oldugu

durumdur.
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Bolimiin son kismi, iki kapall model kategorisinin Simp (Alg)’ye kapali olarak
baglantili oldugunu hatirlatmaya ayriimistir.

r>0 igin Simp (Alg)r, 7 -indirgenmisg, yani, boyutlari <r’de 6zdeslige indirgenmis
simplisil cebirlerden meydana gelen Simp (Alg) 'nin full alt kategorilerini gésterecekir.

A, € Simp (Alg) ve B, €Simp (Alg) , verilen herhangi bir morfizm f.: A, — B, ise,
B, — Cosk’™(B,) kanonik morfizmi ile f,’nin bileseni sifir morfizmidir, bu sebeple f.'yi
vermek A,'dan E (B,)=Gek (B, — Cosk'™(B,))’ya bir morfizm vermeye denktir. Boylece
E :Simp (Alg) — Simp (Alg),, I kapsama functoriine sag adjointtir.

N, tam sol oldugundan N, (E,(4,))=Cek(N, (4,) > N, (Cosk’™(4,))) olduguna

sahibiz ve bodylece

0 q <r-Lligin
N, (E,(4.)) =1 Cek(N,(4) > N, (4)) qg=r igin
N, (4,) q > r+1ligin.

Sonug olarak, ayni zamanda g¢<r icin 7 (E(4))=0 ve g=r ign
7,(E,(4,)) =r,(A,) olduguna sahibiz.

1:Simp (Alg), — Simp (Alg) kapsama functorii ayrica
L A, :Escek(Sk"™(4,) — A,) seklinde tanimlanan bir L, :Simp (Alg) — Simp (Alg), sol

adjointine sahiptir. L./ = E I =idg,, 4, ©lduguna dikkat edelim.

[371de » >0 igin, Simp (Alg)r’de asagidaki kapali model yapisini gbz 6nune alalim:

Cofibrationlar ve zayif denklikler sirasiyla Simp (Alg) deki cofibrationlar ve zayif denklikler

olan morfizmler olarak tanimlanmistir ve fibrationlar hem cofibration ve hem de zayif denklikler
olan morfizmlere goére RLP ile birlikte bu morfizmler olarak tanimlanmistir. Asagidaki 6nermede
kapali model kategorisindeki (asikar) fibrationlarin karakterizasyonlarini hatirlatmadan 6nce

kullanacagimiz hypercebirlerin tanimini verelim.
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2.2 Hypercebirler

Bir n-boyutlu hypercebir, basitce, tanimlanan genellestiriimis bileskeleri iceren bir
cebirsel yapidir. Bir cebir, 1-boyutlu bir hypercebirdir. Hypercebir etkileri ve torlarin tartismasi

cebir durumu igin kapal olarak paraleldir ve ‘1-torla baglantil’ anahtar kavramini igerir.

Tanim 2.2.1 Bir n-boyutlu hypercebir (n >1) asagidaki aksiyomu saglayan bir A, simplisil
nesnesidir.
N-HYPALG: i =0,...,m ve bitin m >n igin 4, —> A'(m)(4,) bir izomorfizmdir.

n -boyutlu hypercebirlerin bir dontisimu bir simpligil dontstimdur. Alg kategorisindeki

n -boyutlu hypercebirlerin kategorisi Hypalg, (Alg) ile gosterilir.
Ornek 2.2.2 Alg = 1- Hypalg oldugundan bir cebir, 1-boyutlu bir hypercebirdir.
Ornek 2.2.3 X, = COSK"*(X,) ise, bu takdirde X, bir 7 -boyutlu hypercebirdir.

Ornek 2.2.4 Her bir n'>n igin n— Hypalg nin izomorfizmleri n'— Hypalg ninkileri

icerdiginden herhangi bir 7 -boyutlu hypercebir ayrica bir 7' -boyutlu hypercebirdir.

Ornek 2.2.5 A bir degismeli cebir nesnesi olsun. n>1 alahim. K(A4,n) simplisil nesnesini

asagidaki gibi tanimlayahm. m =0,1,...,n -1 i¢in K(A4,n), =1 olsun. K(4,n), = A4 ve

K(4,n),., ={(ay,...a,,)e A a,,—a, +a, ,—+(-1)""a, =0}
olsun. n—1 boyuttan kiigiik olan bitin yiiz ve bozulmus dondsimler 6zdeslik dontsumuddr.
1— A bozulmusg donigimler A ’'nin butin ‘sifir elemanlaridir. 7 -boyutta, i . sirada meydana

gelen ik a olmak tzere s,(a)=(0,...,a,a,..,0) olr. d,:K(4,n),, —>K(4,n), yiz

n+l

dontstmleri d,(ay,...,a,,;) =a, olur. Yiksek boyutlarda K(A4,n), simplisil gekirdeklerden

olusur. Su halde, bir n+ 2 -simpleksi satirlari K (4, n),,,’de olan bir matristir. Bu satirlardan
herhangi biri digerleri tarafindan tamamen hesaplanabilir; standart gift-toplam argimani, onun
K(A,n) ,’de olmasi gerektigini gosterir. n =1 ise, bu takdirde K(A4,1) basitge bir simplisil

n+l
nesne olarak yazilan A cebir nesnesidir. K(A,n), n. homotopi modili olan 4 ve diger
homotopi moddillerinin  hepsi sifir olan bir Kan kompleksidir. Ayrica Hypalg, (Alg)

kategorisinde K (A,n) bir degismeli cebir nesnesidir.
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Ornek 2.2.6 X, € Simp(Alg) bir Kan kompleksi olsun. (Ornegin, X, bir topolojik uzayin tek
kompleksi olabilir.) i=0,...,n—1i¢in d,z=s, ,dx, d,z=x ve d  z=y olacak sekilde bir
ze X, varsa x ~y ile X, Uzerinde tanimlanan bir denklik bagintisi vardir. (Bu, bitiin i ler
icin dx=d,y olmasini gerektirir.) Simdi, m=0,...,n-1 igin A4 =X, ile A4, simplisil
nesnesini tanimlayalim ve biraz 6nce tanimlandigi gibi A =denklik bagintilarinin denklik

siniflar olsun. x € X, ile ifade edilen denklik siniflarini [x] ile gésterelim ve d.([x])=d x

olsun. Simdi

(=[x, [x,.]) € A (n+1)(4,)
elemanini géz oniine alalm. Bu durumda (—,Xx,..,x,,,) € A’(n+1)(X.). X, bir Kan
kompleksi oldugundan, i=1,..,n+1 i¢cin d,y=x, olacak sekilde bir ye X, vardir. Bu
takdirde (—,[x,],..[x,,,])7i [d,»]'ye gotiren bir A’(n+1)(4,) —> A, doénisiimiine sahip
oluruz. Bu dénusum iyi tanimhdir ¢lnku [doy] sinifi ~ x;’lerin temsili segiminden ve y ’nin

seciminden bagimsizdir. Simdi A4

n

2 =N (n+1)(4,) olsun, d, gibi tanimlanan ve diger yiiz
doénltgsUmleri gibi izdastimleri diger [xl.]’lerin olan doénlsuimi alalim. Sonug, 7 -boyutlu
hypercebirin, X,’nin n. temel hypercebiri olarak adlandiriimasidir. Bunun 1- boyutlu versiyonu,

X,’nin temel cebiridir. n. temel cebirden X, ’nin bltin n. homotopi moddlleri yeniden elde

edilebilir.

Onerme 2.2.7. ([37], Onermeler 3.3 ve 3.4). Simp (Alg), ‘de bir morfizm f,: A, — B, olsun:
(i) f. 'nin bir morfizm olmasi igin gerek ve yeter sart p >r igin N » ( f.) ‘nin érten olmasidir;

(i) /. 'nin bir asikér fibration olmasi igin gerek ve yeter sart f, 'nin, simplisil cebirlerin bir 6rten

zayif denkligi olmasidir.

E_, fibrationlarr ve zayif denklikleri ( Onerme 3.0.11 ) korudugundan,
Ho (Simp (Alg)) nin full alt kategorilerinin sa§ tarafindan gésterilen elemanlari 7 -baglantili
simpligil cebirlerin nesneleri, yani i <r -1 igin 7, = 0 olmak lizere
Ho (Simp (Alg).)) = Ho (Simp (Alg) | r —baglantih)

kategorilerinin bir denkligini Greten
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1 :Ho(Simp(Alg),) 2 Ho (Simp (Alg)):E.
homotopi kategorilerinin seviyesinde bir adjoint durumu vardir ([35]' e bakiniz).
Eger 7., (r—1)-baglantih topolojik uzaylarin kategorisini gésteriyorsa, bu takdirde

asagidaki teoreme sahibiz:

Teorem 2.2.8. ( [37], Teoremler 3.1 ve 6.1). Simp (Alg)F1 kapali model kategorisinin

homotopi teorisi ile birlikte T, deki homotopi teorisinin bir denkligi vardir.

Simp (Alg), kategorisinin, boyutlari <r’de olan asikar Moore kompleksi ile birlikte

nesneleri bu simpligil cebirler olan Simp (Alg) 'nin tam olarak full alt kategorileri olduguna
dikkat edelim. Bunu tamamlayan durumu géz énune alalim, boyutlari > n’de olan asikar Moore
kompleksi ile birlikte nesneleri bu simplisil cebirler olan Simp (Alg) 'nin full alt kategorileridir.
Cebirlerin 7 -hypercebirlerinin kategorisi oldugundan n - Hypalg (Alg) ile gosterilen bu

kategori bir kapali model kategorisidir. Fibrationlar ve zayif denklikler, sirasiyla, Simp (Alg) de

olan fibrationlar ve zayif denklikler olan bu morfizmler olarak tanimlanmistir, ve cofibrationlar

LLP tarafindan asikar fibrationlara gore tanimlanmiglardir. Bu kategori,

B,,={xe4d,,ldxed, (N,,4)} oldugunda .~ :Simp(Alg)—> n-Hypalg(Alg)

n

yansima functorl

y - y - - =
9
(A,) = cosk™™| =L .., " e Ay e — 4 4
Bn+1 dn+l (N11+1A- ) -
— - =

ile agikga verildiginde Simp (Alg) 'nin bir yansimali alt kategorisidir.

N A, g<n-1
N A
N7 A)={—2 e g=n
dn+l(Nn+1Ao)
0 g=>n+l

7(4)  q<n

T (7 A4)=
(7 4) {0 qg=2n+l

olduguna da dikkat edelim.
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.7, cofibrationlari ve zayif denklikleri korudugundan Ho (Simp (Alg)) nin full alt
kategorilerinin sag tarafindan gosterilen, 7 -esbaglantili simplisil cebirlerin nesneleri, yani,

i2n+1icin 7, =0 olmak lizere
Ho (n-Hypalg(Alg) ) = Ho (Simp (Alg)| n-esbaglantili)

kategorilerin bir denkligini Ureten
.7 :Ho (Simp (Alg) =2 Ho (n-Hypalg(Alg)):J
homotopi kategorilerinin seviyesinde bir adjoint durumu vardir ([35]'ye bakiniz). Boylece

Ho (n-Hypalg (Alg)) ve (n+1)-esbaglantli CW -komplekslerin homotopi kategorileri

arasinda bir denklige sahip oluruz.
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UGUNCU BOLUM
I -BAGLANTILI UZAYLARIN CEBIRSEL MODELLERI iGiN QUILLEN MODEL YAPILARI

3.0 Girig

r >0 olmak lzere zayif 7 -denklikleri olarak adlandirdigimiz zayif denklikleri, g > r igin
7Z'q(f.) bir izomorfizm olacak sekilde f, morfizmlerini inceleriz. Zayif denkligin
simplisil grup durumu [15]'te verilmistir. 7 -fibration ve 7 -cofibrationin (7 -yapisi) verilen
tanimlarla birlikte Simp (Alg) nin bir kapali model kategorisini ve birlestirimis homotopi
teorisinin 7 -indirgenmig simplisil cebirlerin kapali model kategorisini baglayan teoriye denk
oldugunu ifade ederiz. Bundan dolayi 7 -yapisina birlestirilen homotopi teorisi 7 -bagintih CW -

komplekslerin homotopi teorisine denktir. Sonug olarak 7 -yapisina birlestirilen homotopi

teorisindeki asikar yapilari silindir, yol nesneleri, loop ve suspension functor olarak sunariz.

Tanim 3.0.1. Simpligil cebirlerin bir morfizmi f, : A, — B, olsun:
(i) Boyutlar > +1 deki bir Kan fibration ise, f,’ya bir 7 -fibration denir.
(ii) g 2 r icin 7, (f.) birizomorfizm ise, f,’ya bir zayif ¥ -denklik denir.

(i) Asikar 7 -fibrationlara gore LLP’ye sahip ise, f,’ya bir 7 -cofibration denir.

Morfizmlerin bu siniflari 7 -yapisi olarak adlandirilacak olan bir yapi verir.

r=0 igin bu kavramlarin, Simp (Alg) de iyi bilinen model yapisini verdigine dikkat

edelim, ([35]). Ayrica herhangi bir simpligsil cebirin 7 -fiborant olduguna ve asagidaki

kapsamalarin dizilerine sahip olduguna dikkat edelim:
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(fibs) € (1- fibs.) c...c (F - fibs) = (r+1- fibs) < ..
(asikar fibs.) = (1 - asikar fibs.)) ... (F —asikar fibs.) < (r +1— asikar fibs.) ...

Lemma 2.1.2'yi kullanarak, 7 -fibrationlarin asagidaki karakterizasyonuna sahibiz.

Onerme 3.0.2. Simplisil cebirlerin bir morfizmi f, . A, — B, olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir.

(i) f. bir 7 -fibrationdir;

(i) g=r+1, 0<k<q olmak iizere FA[q,k]— FAlq] morfizmlerinin ailesine gére f,
RLP’ye sahiptir;

(iii) g >r+1icin N_(f,) ortendir.

Asagidaki sonug, uzun tam dizinin bir 7 -fibrationa birlestirildigini verir.

Onerme 3.0.3. Eger f.:A, — B, bir v -fibration, N,(f.) nin gérintisi I ve H,(I), I
kompleksinin homolojisini gbsteriyorsa, bir uzun tam dizi

w74 (A) > 7,4 (B) > 7, (Cek £,) > 7,(A4,) = B,(I)

ve y bire bir oldugunda 7 .(f,) morfizminin 7x.(A4,)— B.(I)—-—x.(B,) seklinde bir

faktorizasyonu vardir.

Ispat. g>r+1igin I, =N (B,), f. bir 7 fibration oldugunda
0—> N,(Cek f.) > N,(4,)—>1—-0
abel olmayan cebir komplekslerinin tam dizisini goz 6niine alalim. Buradan, B (/)= (B,)
oldugunda ¢ > r+1 igin
.= 7,(Cek f.) > 7, (4) = B,(I) > 7, (Cek f.) > ...
seklinde bir uzun tam dizi elde ederiz. Bundan baska, B, (/) boyunca

z.(f.):m.(A)— z.(B,) Uretimis morfizminin garpanlari ve bir basit hesaplama y 'nin bire

bir oldugunu gosterir. a
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Asikar 7 -fibrationlar ayrica asagidaki gibi karakterize edilebilir:

Onerme 3.0.4. Simpligil cebirlerin bir morfizmi f,: A, — B, olsun. Bu takdirde, asagidaki
ifadeler denktir:

(i) f. bir asikar v -fibrationdir;

(i) f., g=r+1 igcin FA[q]l—> FA[lq] ve 0<k<r+1l igin FA[r+Lk]—> FAlr+1]
morfizmlerinin ailelerine gére RLP’ye sahiptir;

(iii) g >r icin N, (f.) érten, = (Cek f.)=0 ve x,.(f.) ortendir.

ispat. ()= (ii). Cek(N, 4, > N, ,4,) > Gek(N,B, > N, ,B,) morfizminin érten oldugu
dogrudan gérildiginden, Lemma 2.1.2 (iyden f.'nin g >r+1 igin F Alg] > FA[q]’a gére

RLPye sahip oldugunu ve 0<k <r+1 igin FA[r+1k]— F A[r+1]’e gére RLP’ye sahip
olduguna da Lemma 2.1.2 (v)'in bir neticesinden sahibiz.

(ii)= (i). Lemma 2.1.2 (iiiyden g =7 +1 i¢in 7z, (f,) bir izomorfizmdir ve 7,(f.) bire
birdir. Simdi, Lemma 2.1.2 (v)'ten ﬂr(f,)’nln orten olduguna ve boylece f,’nin bir zayif 7 -

denklik olduguna sahibiz. Boyut > +1’de olan Kan kosulu Lemma 2.1.2 (iv)'nin bir sonucudur,

ve, boyut r+1 oldugunda FA[r+Lk]— FAlr+1 ve FA[r+1]— FA[r+1]'e goére
RLP’den kolayca bulunur.
(i) = (iii). Lemma 2.1.2 (iyden g =7 igin N_,(f.) ortendir, ve, Onerme 3.0.3'teki tam

diziyi kullanarak g > r icin 7, (Cek f,) =0 oldugunu gériiriiz.
(iii) = (i). Onerme 3.0.3'teki tam dizi g >r+1 igin 7, (/,) min bir izomorfizm olmasini
gerektiriyorsa, ve, 7.(f,) bire bir ise, bu takdirde f, bir zayif 7 -denkliktir. Sonug olarak,

Lemma 2.1.2 (i)den £, ’nin bir 7 -fibration olduguna sahibiz. u

ispati asikar olan asagidaki lemmada, bu bélimiin temel teoreminin ispatinda

kullanacagimiz ¥ -cofibrationlar ve zayif 7 -denklikleri hakkinda bazi sonuglari 6zetliyoruz.
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Lemma 3.0.5.

(i) Simp(Alg) de 7 -cofibrationlarin bir ailesi {f,, : 4, — B} ise, escarpimlar iizerindeki
.., 4. — 11, B. dretilmis morfizmleri bir ¥ -cofibrationdir.

(i) Simp (Alg) de bir ¥ -cofibration f,: A, —> B, ve A, — K, herhangi bir morfizm ise,
pushout igine K, — B, 11 4, K. dretilmis morfizmi bir ¥ -cofibrationdir.

(i) 4, > A4, —>...—> A, — ... simplisil cebirlerin ¥ -cofibrationlarinin (zayif 7 -denkliklerine
gore) bir dizisi ise, A, — Colim A, kanonik morfizmi bir ¥ -cofibrationdir (zayif 7 -denkligine

goére).

C 'deki herhangi bir {D,} yonlu sistemi igin

Hom (C,Colim D,) = Colim(Hom (C,D,)) ise, C kategorisindeki bir C nesnesine

‘dizisel olarak kiigiik denildigini hatirlatahm. FA[q,k] ve F Alg] simpligil cebirleri ‘dizisel

olarak kiiglk’ oldugundan, bir sonraki ispatta ‘kiiclik nesne argimani’ ifadesini kullanacagiz
( [35]’e bakiniz):

Teorem 3.0.6. 7 -fibration, 7 -cofibration ve 7 -denklik tanimlar ile birlikte r >0 igin

Simp (Alg) kategorisi bir kapali model kategorisidir.

ispat. [37]de ifade edildigi gibi CM1-5 aksiyomlarini kullanacagiz. CM1, CM2 ve CM3
aksiyomlar asikar olarak saglanir. CM5 kismini ispatlamak igin bir asikar 7 -fibration ile elde

edilen bir 7 -cofibration gibi herhangi bir faktorizasyon vererek kiigiik nesne argiimanini

kullanacagiz. Bunun igin An. elde edilmis oldugunda ve
* FA[r+1k A,
FAlgl 5 4, ] —— 4,

1 g=>r+1. H 0<k<r+1

FAlgl — s B, FA+1 — 5 B,

formunun bitin degismeli diyagramlarini alarak bir
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4, — AO'—]'>AL—>'—>A—>

diyagramini elde ederiz, i,,, morfizmi de

(UF M) I FAF +1K) s 4,
n+l,

(U FAlG) (L F A[+1) — 4.,

pushout diyagrami ile bulunur.

Onerme 3.0.4'e gére ¢, bir asikar 7 -fibration ve Lemma 3.0.5e gére i, bir 7 -
cofibration oldugunda A4, =Colim(4,) ve g, =Colim(q, )’y' tanimlayarak bir f, =q.i,

faktorizasyonuna sahibiz.

Bir 7 -fibration tarafindan elde edilen bir asikar 7 -cofibration gibi herhangi bir

f. . A, — B, morfizminin faktorizasyonu igin Simp (Alg) kapal model kategorisini kullanarak
f.’dan bir p, fibrationi tarafindan elde edilen bir asikar j, cofibrationinin igine olan
faktorizasyonu gbz o6niine alalim. p,’nin bir 7 -fibration olduguna dikkat edelim. Simdi,
(gergekten bir zayif 7 -denklik olan) j,’yi bir asikar 7 -fibration ve g, tarafindan elde edilen bir
7 -cofibration olan i, gibi carpan yapmak icin yukaridaki faktorizasyonu kullaniriz. Bu takdirde
istenen faktorizasyon f. =(p.q.)i, .

Sonug olarak CM4’l ispatlariz ve gergekten ispatlanacak tek sey g, bir asikar 7 -

cofibration ve £, bir 7 -fibration oldugunda herhangi bir

X. > 4,

g. /.

Y, > B,
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degismeli diyagraminda bir liftingin var oldugunu géstermektir. Bunun icin, g, bir 7 -fibration ve
i, bltln 7 -fibrationlara gore LLP'ye sahip oldugunda g, =gq.,i, carpimi icin kiglk nesne

argimanini kullaniriz ve bu bir zayif 7 -denkliktir. g, ve i, zayif 7 -denklikler oldugundan g,

da zayif denkliktir; boylece

N, A N,
g. S. q.
K —————————————————— Y.

diyagraminda s, kdsegeni vardir ve i, ’'nin biitiin 7 -fibrationlara gére LLP’ye sahip olmasindan

dolayi var olan asagidaki

Xo % Ao

I, A
X, —— B,
diyagraminda lifting ile birlikte s, yi olusturarak istenen lifting verilir. a

Bu durumda asagidaki kapsamalarin dizilerine sahip oldugumuza dikkat edelim:
(cofib.) D... 2 (¥ —cofib.) o (r +1—cofib.) o ...

(asikarcofib.) o ... o (¥ —asikarcofib.) D (» + 1—asikarcofib.) D....

Asagida, 7 -cofibrationlari karakterize edecegiz.

Onerme 3.0.7. Simpligil cebirlerin bir morfizmi f, : A, — B, olsun. Bu takdirde f, nin bir 7 -
cofibration olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki kogullarin saglanmasidir:
(i) f. bir cofibrationdir;

(i) " (f.) bir izomorfizmdir;

(ili) Herhangi bir y € B, icin (f.(x,),- f.(x,),y) € A"(B,) olacak sekilde x,,...,x, € A

7

vardir.
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ispat. Ilk olarak f,: A, — B,’nin bir 7 -cofibration oldugunu kabul edelim. Bu takdirde f,’nin
bir cofibration oldugunu ve bdylece onun bir serbest dénlisimin geri ¢ekilimi oldugunu

biliyoruz. f,'nin bir serbest donusim oldugunu kabul edelim, yani bitin ¢’lar igin

B,=A LLFU,. (ii)yi ispatamak icin; timevarm ile, U,=---=U, =& oldugunu
ispatlayacagiz. Bu durumda n<r-1 igin Uoz'--:Un_lzg oldugunu kabul edelim ve
-> -
%
0>V, =cosk"(FU, --- 0 -+ -+ 0) morfizmini géz énine alalm. "+ COSk”
%
-> -
-> >
%
adjunctiont ile g,, tr"(4, LI FU,) > (FU, --- 0 -+ - 0) morfizmine karsilik geldiginde
%
> o
asagidaki
A 0

diyagramini de@ismeli yapan bu morfizm agik olarak bir asikar 7 -fibrationdir (gercekten o bir
M-fibrationdlr). Yukaridaki diyagramdaki liftingin varigi FU, & =0 ve boylece U, =
olmasini gerektirir.

(iii)'yi ispatlamak igin Cosk”(A4,) — 0 morfizminin agik olarak bir agikar 7 -fibration
olduguna ve bdylece asagidaki

A4 —— S Cosk'(4)

.fo ho ’,/

diyagramini degismeli yapan bir 4, : B, — Cosk" (A,) morfizminin var olduguna dikkat edelim.
Su halde, y € B, verilsin, istenen elemanlar 0 <i <7 i¢in x, =d.s.h. ().

f. bir serbest dontislimiin geri ¢ekilimi oldugunda genel durum asikardir.
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Tersine, f, bir cofibration oldugundan bir serbest doniisimin bir geri cekilimidir ve
kisaltmak igin £, ’nin bir serbest donlistim oldugunu kabul edecegiz, yani trr’l(f,)’nln bir
izomorfizm olmasi nedeniyle U, =---=U, ; = oldugunda f,: A4, > A 11FU, simplisil

morfizmi vardir. g, bir agikar fibration oldugunda

A h, .* <.

A FU, —b Y,

olusumunun herhangi bir diyagraminda noktali okun var oldugunu ispatlayacagiz.

Eger boyle bir 4, morfizmi varsa, onun A4, 'ya geri gekilimi «, , ve boylece U, lzerinde
h,’yi tanimlamak vyeterlidir. n2>r icin h U, 6 — X i asagidaki gibi yeniden tanimlariz:
yeU, verilsin, (x,,...,x,,y) e A (A, 11 FU,) olacak sekilde (x,,...,x.)€ A" vardir. Bu

takdirde (@, (%)@, (5,9 €AILXL) (B (%) B,(5), B, €A™ (X)  ve

0<i<rigin g (o, (x,)) =B () ye sahibiz. Simdi, g,, FA[r+1r+1]— F Alr+1]’e gore
RLP’ye sahip oldugundan g .(x)=/f.(y) olacak sekilde xe X, vardir ve h (y)=x’i

tanimlayalim.

Simdi, eger 4 'in tanimlanmis oldugunu kabul edersek, /4 ,'i asagidaki gibi
olustururuz: yeU, ,, (ﬂnﬂ(y),(hndoy,...,hndn+1y))eY,Hle,,A(Y)AM(X.) elemani verilsin

ve bundan dolayi, g, bir asikér 7 -fibration oldugundan, dx=hd,y ve g .,(x)=/p.(»)

olacak sekilde x € X ., vardir; bu takdirde 4, ,,(y) = x’i tanimlariz. a

Sonug 3.0.8. Simplisil cebirlerin bir cofibrationi f,: A, — B, olsun. tr" (f.) birizomorfizm ise,

bu takdirde f, bir ¥ -cofibrationdir.

7 -cofibration olmayan bir 7" *(f.) izomorfizmi ile birlikte f. :F A[r] — FA[r] nin,

simplisil cebirlerin bir cofibrationi olduguna dikkat edelim. Diger taraftan, 7 -cofibration olan bir
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tr'(f.) izomorfizmi (fakat t"(f.) degil) ile birlikte £, : FA[r+1,k]— F A[r+1] morfizmi
simplisil cebirlerin bir cofibrationidir.

7 -cofibrationlarin karakterize edilmesinin uygulanmasi 0 — A, morfizmini verir:

Sonug 3.0.9. Bir simplisil cebirin ¥ -cofibrant olmasi igin gerek ve yeter sart onun serbest ve

7 -kisitlanmig olmasidir.

Daha sonra Simp(Alg)’ye birlestiriimis homotopi teorisi ile 7 -yapisi ve Simp(Alg),
kapali model kategorisinin homotopi teorisini karsilastirmak igin / £ _ adjoint durumunu

[37] deki gibi kullanacagiz.

Onerme 3.0.10. f,: A, — B,, Simp(Alg), ‘de bir morfizm olsun. Bu takdirde,
(i) £. ’nin bir cofibration olmasi igin gerek ve yeter sart 1( f.) 'nin bir 7 -cofibration olmasidir;

(i) f.’min bir zayif denklik olmasi igin gerek ve yeter sart I(f.)’nin bir zayif ¥ -denklik
olmasidir;

(i) f, 'min bir fibration olmas igin gerek ve yeter sart 1(f.) 'nin bir ¥ -fibration olmasidir;

(iv) 1(f.) 'nin bir fibration olmasi, f. ’nin da bir fibration olmasini gerektirir.

ispat. (i) I(f.) bir 7 -cofibration ise, bu takdirde I(f.) Simp(Alg)’de bir cofibrationdir bu

sebeple f, Simp(Alg), de bir cofibrationdir. Tersi Onerme 3.0.7'ye gére agiktir.

(i) kismi agikardir ve (iii) ve (iv) de Onermeler 2.1.3 ve 3.0.2'nin neticesidir. a

Herhangi bir A abel grubu igin 0 — K(A4,r) sifir morfizminin, simplisil cebirlerin bir
morfizmi olmayan Simp(Alg),’de bir fibration olduguna dikkat edelim. Bu, (iv)un tersinin

yanhs oldugunu gosterir.

Onerme 3.0.11. Simp(Alg) ‘de bir morfizm f,: A, — B, olsun. Bu takdirde,
(i) f. nin bir 7 -fibration olmasi igin gerek ve yeter sart E_ f, 'nin bir fibration olmasidir;

(i) f.’nin bir zayif 7 -denklik olmasi icin gerek ve yeter sart E_f,’nin bir zayif denklik

olmasidir;
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(iii) f.’min bir fibration (zayif denklik) olmasi, E f.’nin bir fibration (zayif denklik) olmasini

gerektirir.

Ispat. Eger g>r+1 icn N _(E.A)=N,/(4), q=r ic¢n rx(EA)=r(A4) ve
7.(Cek f.) =7 (Cek E. f.) olduguna dikkat edilirse (i) ve (ii) agiktir.

(iii) Herhangi bir fibration (zayif denklik) bir 7 -fibration (zayif 7 -denklik) oldugundan
aciktir. a
I ~ E_ adjunctiondaki esbirim (counit) agikga bir zayif » -denkliktir. Eger 7 -yapisi ile

birlikte Simp(Alg) cebirinin homotopi kategorisi Ho, (Simp(Alg)) ile gosterilirse, bu

durumda [35]'teki 4.B6IUm Teorem 3’e gore asagidaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 3.0.12. » >0 igin, yukaridaki adjunction kategorilerinin bir denkligini
Ho,(Simp(Alg)) = Ho(Simp(Alg),),
ve 7 -yapisina birlestirilen Simp(Alg) ‘deki homotopi teorisi ile Simp(Alg), ‘deki homotopi

teorisi arasinda bir denklik Gretir.

Hatirlatmalar.

(1) A, bir 7 -cofibrant simplisil cebir ise, Simp(Alg) deki
ATlA, %A. QA[]—=— 4,
silindir yapisi, o bir zayif 7 -denklik oldugundan 7 -yapisi icin bir silindir verir ve Onerme

3.0.7yi kullanarak i, + i, 'in bir 7 -cofibration oldugu ispatlanabilir.

(2) A, bir 7 -cofibrant simpligil cebir ve B, herhangi bir simplisil cebir (7 -fibrant olan) ise, bu
takdirde 7 -model yapisindan elde edilen 7(4,,B,) homotopi bagintisi A4,’dan B, moddliine

morfizmlerin cimlesi oldugunda Hom,,, (g, iy (4., B.) = 7(4,, B,) . Diger taraftan, Teorem

3.0.12'yi kullanarak
HomHo,—. (Simp (Alg)) (Ao ! B-) = HomHo,. (Simp(Alg),) (Ao ! ErBo)

oldugu gorilir ve bu son ciimle (Onerme 3.6 [37]'ye bakiniz) A4, ’dan E B,’ya donustmlerin
simplisil homotopi siniflarinin [A.,ErB.] clmlesidir, ya da buna denk olarak, 7 -yapisi igin

A, ® A[1] bir silindir oldugundan [4,, B,] cumlesidir.
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(3) B, € Simp(Alg) verilsin, p bir zayif 7 -denklik ve (0,,0,) bir 7 -fibration oldugunda

B,—£2>B' %% sB «B

diagonal morfizminin faktorizasyonuna sahip oldugundan 7 -yapisi igin Simp(Alg) deki B

icin B,] simplisil cebiri bir yol uzayi nesnesidir.

(4) QE ,,EQ:Simp(Alg) — Simp(Alg) déntsimini géz oniine aldigimizda, dogal bir

ls

Y:QF

.= EQ donlsiminin var oldugu aciktir ve bu, homotopi kategorilerinin

seviyesinde bir dogal denklik Gretir, yani, ‘I’H. bir zayif denkliktir. Simdi, 7 -yapisi igin Bf bir
yol uzay! oldugundan, Q (yada Q' ynin Ho, (Simp(Alg)) homotopi kategorisindeki Q" loop
functoriinii belirlendigine sahibiz, ve burada £, homotopi kategorisindeki Uretilmis functori

gosterdiginde Q" = QF

1 = E Q dogal denkliklerinin var olduguna sahibiz. Diger taraftan, 7 -

yapisi igin 4, ® I bir silindir nesnesi oldugundan Y.'in, Ho.(Simp(Alg)),>" lzerindeki
suspension functoriini belirledigine sahip oluruz ve L., [:Simp(Alg), — Simp(Alg)

kapsama functoriine sol adjoint oldugunda > ve L 2. arasinda bir dogal denkligin var oldugu

ispatlanabilir.

(5) Q:Simp(Alg) — Simp(Alg) functori zayif 7 -denklikleri zayif (7 —1) -denkliklerin igine
tasir ve boylece bir Q:Ho,(Simp(Alg)) — Ho— (Simp(Alg)) functorini Uretir. Diger
taraftan, Y, suspension functord bir Y’ : Ho— (Simp(Alg)) — Ho, (Simp(Alg))
functoriinii iretir ve ozdeslik functorli bagka bir Ho— (Simp(Alg)) — Ho,(Simp(Alg))
functoriinti Uretir. Bileskeyi 2. : Ho— (Simp(AIlg)) — Ho.(Simp(Alg)) ile gosterecegiz.
Simdi bu functoriin Q: Ho, (Simp(Alg)) — Ho— (Simp(Alg)) functoriine sol adjoint oldugu
goralar. A,, B, € Simp(Alg) verilsin ve bdylece
HOM g s (5 A0t B = Homy g (S 4., E,B,)
= Homy, g ai0)) (4,,QF B,) = Homy, g aie) (A.,E._QB,)

=~ HomHo:l(Simp(Alg» (4,,QB,)

ifadesine sahip oluruz.
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DORDUNCU BOLUM
SIMPLISIL CEBIRLERIN n-TiPi iGIN MODEL YAPISI

4.0 Girig

n >0 igin zayif n-denklikler olarak sundugumuz zayif denklikleri, 0 < ¢ <n olmak lzere
T, (f.) bir izomorfizm olacak sekilde f, morfizmleri olarak ele aliriz. n -fibration ve 7 -
cofibration tanimlariyla birlikte Simp (Alg) kategorisinde Quillen’e gére bir kapali model 7 -
yapisini sunariz. n-esbaglantili yani, ¢ >n+1 olmak Uzere 7, =0 ile birlikte uzaylarin

kategorisindeki homotopi teorisi bu 7 -yapisina birlestirilen homotopi teorisi olarak ifade edilir ve
boyutlari n’den blyik olan asikar Moore kompleksi ile birlikte simplisil cebirlerin kapali model
kategorisindeki teoriye denktir. Silindir ve yol nesneleri n -yapisinda ifade edilir ve kesilmis
simplisil homotopi bagintisi tarafindan saglanan homotopi bagintisi dretilir. Ayrica bu 7 -yapisi

icin loop ve suspension functorler arastirilir.

Herhangi bir n>0 igin, Simp (Alg) deki adjoint functorlerin Sk - Cosk™* ciftini goz

Onidne alalim. Bu takdirde, bu kategorideki asagidaki yapiy éneririz:

Tanim 4.0.1. Simp (Alg) 'deki bir morfizm f,: A, — B, ve n>0 olsun.
(i) Cosk™ (f.), Simp (Alg) 'deki bir fibration ise, f,’ya bir n -fibration ad\ verilir;
(ii) Cosk"™( 1), Simp (Alg) 'deki bir zayif denklik ise, f.’ya bir zayif n -denklik adi verilir;

(iii) £, asikar n -fibrationlara gore LLP’ye sahip ise bir n -cofibration adi verilir.
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Bu tanim ile herhangi bir simpligil cebirin n > 0 ’ler igin n -fibrant oldugu agiktir. Sonug 3.0.8’e

benzer bir ispat da agagidakini géstermemizi saglar:

Onerme 4.0.2. Eger f,:A, — B, bir n-fibration, N,(f.) nin gériintisi I ve kompleks
1 'nin homolajisini H,(I) gésteriyorsa, bir uzun tam dizi
o7, (4) > H, () > 7, (Cek f) > 7, (4) > 7, (B) >
ve & ve y 6rten oldugunda r, ,(f.) morfizminin bir
7,u(4)—H, () —>7,.,(B)

faktorizasyonu vardir.

Daha sonra, (asikar) n -fibrationlar karakterize ederiz.

Onerme 4.0.3. Simplisil cebirlerin bir morfizmi  f, . A, — B, olsun:

(i) f.’min bir n -fibration olmasi igin gerek ve yeter sart 1< g <n+1 igin N, (f.) 'nin érten ve
Cek(N,.,(4,) > N, (A4.)) = Cek(N,.,(B,) > N,(B,)) 'nin érten olmasidir;

(ii) f.’nin bir zayif n-denklik olmasi igin gerek ve yeter sart 0< g <n igin 7, (f.) 'min bir

izomorfizm olmasidir;

(iii) £, ’nin bir agikar n -fibration olmasi igin gerek ve yeter sart 1< g <n+1 igin Nq (f.) 'nin

orten olmasi ve 0< q <n icin r,(Cek(f,)) =0 olmasidir.

ispat. (i) ve (ii), Moore kompleksinin terimlerindeki Simp (Alg) deki fibrationlar ve asikar
fibrationlarin karakterizasyonuna, ve Moore kompleksinin degerine ve Bolim 2'de verilen
Cosk™(4,) 'nin homotopi modiillerine gére agiktir.

(iiii) icin ayrica Onerme 4.0.2’yi kullaniriz. a

Onerme 4.0.4. Simplisil cebirlerin bir morfizmi f, : A, — B, olsun:
(i) f.’nin bir n -fibration olmasi igin gerek ve yeter sart f,’nin 1<q<n+1, 0<k<q olmak

lizere FA[g,k]— FAlq] ya gére ve 0<k<n+2 olmak lzere

FA[n+2,k] > F Aln+ 2] ye gére RLP’ye sahip olmasidir.
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(ii) f.’min bir agikar n-fibration olmasi igin gerek ve yeter sart f.’nin 0<g<n+1 olmak

izere F Alq] — FAlq] ya gére RLP’ye sahip olmasidir.

ispat. (i) f.’nin bir n -fibration olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ >1, 0 <k < g olmak lzere
Cosk™™(f.), FAlq,k]— FAlq]’ya gére RLP'ye sahiptir ancak ve ancak ¢>1,0<k<g
olmak tzere f., Sk""FAlg,k]— Sk""FA[q]'ya gére RLP'ye sahiptir. g >n+2 igin
Sk"FAlq,k]=Sk""FA[q] olan FA[gq,k] ve FA[q] ayni (gq—2)-kesilmislerine sahip
oldugundan, bdylece bu durumda istenen RLP asikardir. Eger ¢g<n+2 ise,

Sk"*FA[q,k]=FAlg,k] ve Sk"FAlg]l=FAlq]l, ve eder g=n+2 ise,

Sk"*FA[n+2,k]l=FA[n+2,k] ve SK"™'FA[n+2]=F Aln+2]. Su halde, f.’nin bir n-
fibration olmasi icin gerek ve yeter sart istenen morfizmlere goére onun RLP’ye sahip olmasidir.

(i) f.'min bir asikér n-fioration olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ >0 olmak Uzere
Cosk™™(f.), FA[q]l— FA[q]'ya gére RLPye sahiptir ancak ve ancak ¢ >0 olmak
tizere f., Sk"™F Alg] — Sk""FA[g]'ya goére RLP'ye sahiptir. Simdi, eer ¢>n+2 ise

Sk F Alq] = F Alq] ve Sk"*FA[q]l=FA[q]. O halde f,’nin bir asikar n -fibration olmasi

igin gerek ve yeter sart onun istenen morfizmlere gére RLP’ye sahip olmasidir. a

Morfizmlerin siniflarinin asagidaki kapsamalara sahip olduguna dikkat edelim:
{asikarfibs } < --- c {(n+1) —asikarfibs } — {n —asikarfibs } — - -
.- {n —cofibs } = {(n +1) — cofibs } < - - -{cofibs }

Simdi asagidaki teoremi ispatlayabiliriz:

Teorem 4.0.5. Herhangi bir n >0 igin, Simp (Alg) Tanim 4.0.1de verilen yapi ile birlikte bir

kapali model kategorisidir (bu yapi ‘ n -yapis!’ olarak adlandirilir).

ispat. Simp (Alg), CM71'i ve, tanimdan, CM4’tin yarisini sadlar. CM2 ve CM3 aksiyomlari da

Sk™™*— Cosk™" adjoint durumundan Simp (Alg) 'deki (klasik) model yapisi igin yondes

aksiyomlardan kolayca sonug ¢ikarilir.
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Bir n -cofibration olan i, gibi herhangi bir f,: A, — B, morfizminin faktorizasyonunu
veren CM5’in bu kisminin ispati Teorem 3.0.6’da yapilana benzer bir agikar » -fibration olan

q,’dan yapllir.
Bir asikar n-cofibration olan j, gibi herhangi bir f,: A, — B, morfizminin
faktorizasyonu bir 7 -fibration olan p, ile yapilir, kiigiik nesne argimanini kullanacagiz. Bunun

icin, A, elde edilmis oldugunda bir

A, —2— 4, s 4. — .. s 4 —

diyagrami buluruz ve yapinin batin degismeli diyagramlarini alarak
FA[n+2,k] ——> 4

me

(1) 0<k<n+2

FA[n+2] ——> B,

FA[g,k] ——> 4

me

(1)
FA[q] > B,

pushout diyagrami olan
(g FAn+2,k]) LI FA[g,k]) ——> A4,
u
jm+1,

(gFA[n+2])H(HFA[q]) — 4.,

ile j, ., morfizmi bulunur ve bdylece agikga bir 7 -cofibrationdir.
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4, =Colim(4, ) ve p,=Colim(p, ) ifadelerini tanimlayarak p,, Onerme 4.0.4’e
gore bir n -fibration oldugunda ve her jm. de n -cofibration oldugundan j, bir 7 -cofibration
oldugunda f, = p,j, faktorizasyonuna sahibiz.

Burada j,’nin bir zayif 7 -denklik oldugunun ispati kalir ve bunu yapmak igin her jm. in

bir zayif n-denklik oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bunu elde etmek igin, &, ve [, asagidaki
pushout diyagramlarindan elde edildiginde:
LHFAlg, k] —— 4, FAIn+2,k}——> A4,
)7
1<g<n+1
0<k<gq

FAlgl— B, FA[n+2T— B

0<k<n+2

her j, morfizminin B, : 4, , — T, — A, 'nin bileskesi olduguna dikkat edelim.
Simp (Alg) 'deki (klasik) model yapisini kullanarak, ¢, nin bir zayif denklik oldugu ve

blttin 7> 0 igin ¢, 'nin bir zayif n -denklik oldugu agiktir.
Diger taraftan, asagidaki pushout diyagramini géz énine alarak,

]Z[FA[n+2,k] —> T,
.

LI FA[n+2]—> 4

2 m,

7.

[HFA[n+2]—>P,

FA[n+2] ve FA[n+2] ayni (n+1) -kesilmiglerine sahip oldugundan, y, bir zayif n-

denkliktir ve boylece [, bir zayif n -denkliktir glinkii ¥, £, 'nin bir zayif denklik oldugu agiktir.

Sonug olarak, CM4’(in kalan kisminin ispati, bu ispatin Teorem 3.0.6’da ispatlandidi gibi

ayni metodun uygulanmasiyla elde edilir. u

n-yapisina gore Simp (Alg) deki cofibrant nesneleri ve cofibrationlar agagidaki gibi

karakterize edildi.
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Onerme 4.0.6. A, bir simpligil cebir olsun. Bu takdirde n>0Q olmak iizere A, ’nin bir n -
cofibrant olmasi igin gerek ve yeter sart A, ’'nin cofibrant (yani bir serbest simplisil cebir) ve

A, =Sk"™(A,) olmasidir.

ispat. A, ’nin bir n-cofibrant oldugunu kabul edelim, bu takdirde A, cofibranttir.
i, . Sk"™" A, — A, kanonik morfizmi bir asikar 7 -fibration oldugundan (gtinkii Cosk™*(i,) =id),
asagidaki diyagramda

00— Sk"4,

olmak Gzere i, 'nin bir inversi olan bir j, liftingi vardir ¢iinkd £, j, =id, ve j.i,, onun (n+1) -
kesilmisi de 6zdeslik oldugundan, ayrica 6zdegsliktir.

Tersine, f, bir asikar n -fibration oldugunda,

0 ——>cC,

/.

A, —> D,
formunun herhangi bir diyagraminda liftinginin var oldugunu ispatlamaliyiz. S$imdi,

A, = Sk"(A,) oldugundan, yukaridaki diyagramdaki liftingin varligi
0 —> Cosk""C,

Cosk™ f,

A, —> Cosk"™"D,

diyagramindaki liftingin varligina esittir ve bu vardir ¢linki Cosk”*lf. bir asikar fibrationdir ve

A, cofibranttir. a
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Onerme 4.0.7. Simplisil cebirlerin bir cofibrationi f,: A, — A, 11 FU, olsun. Bu takdirde
n>0 olmak izere f,’nin bir n-cofibration olmasi igin gerek ve yeter sart g >n+2 igin

U , nun her elemaninin bir bozulmus (degenereted) simpleks olmasidir.

ispat. f,’nin bir n-cofibration oldugunu kabul edelim ve FU, onun eggekirdegi olsun. Bu

takdirde FU, bir n-cofibrant simpligil cebirdir ve boylece ¢ >n+2 olmak (zere Uq nun

sadece bozulmus simplekslere sahip oldugu agiktir.

Tersine, U, bozulmuslar altinda kapali oldugundan ilk olarak hipotezin

Sk (A, 11 FU,) = Sk"™" A, 11 FU, olmasini gerektirdigine dikkat edelim. Simdi, £, nin bir 7 -
cofibration oldugunu ispatlamak icin, g, bir asikar » -fibration oldugunda

4, —> C,

&.

A UFU,——> D,

formundaki herhangi bir diyagramda lifting bulmaliyiz. Bunun igin, f, bir cofibration ve

Cosk””g. bir asikar fibration oldugundan noktali ok mevcut oldugunda

A, C, Cosk™'C,
7
' Cosk"g,
ATIFU, D, Cosk™D,

diyagramini g6z énine alalim.
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Sk™' b Cosk™? adjunctionini kullanarak bir bagka

SknJrlA. %7 C.

Sk A, 11FU, —> D,
diyagramina sahibiz ve igindeki noktali ok da ilk diyagramdaki istenen liftingi tanimlamamizi

saglar. a

Daha sonra .~ k1 adjoint durumunu, n-yapisi ile Simp(Alg)’ye birlestirilen

homotopi teorisi ve Bélim 2.2'de tanimlanan n- Hypalg (Alg) kapall model kategorisine

birlestirilen homotopi teorisini karsilastirmak igin kullanacagiz.

Onerme 4.0.8. n - Hypalg (Alg) deki bir morfizm f,: A, — B, olsun. Bu takdirde f, nin bir

fibration (sirasiyla, zayif denklik) olmasi igin gerek ve yeter sart I(f.) ’nin bir n-fibration

(sirasiyla, zayif n -denklik) olmasidir.

ispat. 1., n-Hypalg (Alg) de bir morfizm oldugundan bu agiktir, bu takdirde 7(f,)’nin bir

fibration (zayif denklik) olmasi icin gerek ve yeter sart I(f.)’nin bir n-fibration (zayif n-

denklik) olmasidir. a

Onerme 4.0.9. Simp (Alg) ‘deki bir morfizm f,: A, — B, olsun:
(i) f. bir n-cofibration ise . (f.) de bir cofibrationdir,
(ii) 7. 'nin bir zayif denklik olmasi igin gerek ve yeter sart . ( f.) 'nin bir zayif denklik olmasidir;

(iii) £, bir n -fibration ise, bu takdirde . ( f.) de bir fibrationdir.

ispat.
(i) Bu, .2 simplisil cebirlerin cofibrationlarini (ve bdylece n -cofibrationlarini)

n - Hypalg (Alg) 'deki cofibrationlara dénistiirdiginden agiktir.

(i) 0<g<nign z (» A4)=r,(4,) oldugunu hatirlatalim.
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(iii). 7 (4,) 'mn  Moore kompleksini ve Onerme 4.0.3te verilen n fibrationlarin

karakterizasyonunu hatirlatalim. a

Eger Ho, (Simp (Alg)), n-yapisi ile birlikte Simp (Alg) nin homotopi kategorisini

gosteriyorsa ve [35]'te Quillen tarafindan verilen homotopi teorilerinin bir denkligi igin kriteri

kullanirsak, asagidaki teoreme sahip oluruz:

Teorem 4.0.10. n>0 i¢in, .~ + I adjunctioni
Ho, (Simp (Alg)) = Ho ( n- Hypalg (Alg))
kategorilerinin bir denkligini ve n -yapisina birlestirilen Simp (Alg) ‘deki homotopi teorisi ve

n - Hypalg (Alg) ‘deki homotopi teorisi arasinda bir denklik Giretir.

Hatirlatmalar.
(1) A, bir simplisil cebir ve asagidaki pushout diyagrami (/, = A[1] oldugunda) ile tanimlanan
simplisil cebir 4, ® I olsun.

Sk (A4, 1) —% s 401,

Sk™* (iy +1,) L+

kAN Py 4® 1

tr"™(B.) =id (ginkii "™ (c,) =id) oldugundan S, morfizmi bir zayif 7 -denkliktir. Diger
taraftan, iy +i A, ®1I,— A, ®I morfizmini ve &,:Sk"" (4, ®I)—> A, ®I kanonik
morfizmini g6z 6niine alalim, y, S, = &, olacak sekilde bir tek 7, : G, ® [ — G, ® I morfizmi
vardir. &, morfizmi bir zayif 7 -denkliktir (ciinkii "™ (g,) =id) ve bdylece y, bir zayif n-
denkliktir; bu takdirde &, = 0,y, 1 4, ® I — A, bileskesi bir zayif 1 -denkliktir.

Simdi, A4, n-cofibrant ise cofibranttir ve bdylece i, +i simplisil cebirlerin bir
cofibrationidir. Bu takdirde Sk"* (i, +7,) bir n-cofibrationdir ve bu 7, +7 'in ayrica bir -

cofibration olmasini gerektirir. Bu takdirde

A4 =4®1,—2% 54 ® [—Z 54,
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esdiagonal morfizminin bir faktorizasyonuna sahibiz ve boylece A, ® I, n-yapisi ile birlikte
Simp (Alg) 'deki A, igin bir silindir nesnesidir.

n -yapisi igin Simp (Alg) 'deki suspension functoriiniin

Escek (Sk"™ (i, +1,)) = Esgek ( +7) =" X(4.)
olduguna dikkat edelim. Diger taraftan
Escek (Sk"™ (i, +1i,)) = Sk"™ (Escek (i, +1,)) = Sk (X(4.))
olduguna sahibiz ve bu sebeple
"2(4.) = Sk E(A)) -

Asagidaki pushout diyagraminin n-yapisina goére A, igin ayrica bir silindir nesnesi

verdigini ispatlamak ¢ok zor dedgildir:

SK"A, @ [——> A4, ®1,

l

SK'"A, @I, > A,® 1
ve bu takdirde "2 A4, ve 2.(Sk"A,) 'nin zayif n -denklik oldugu kolaylikla elde edilebilir.
(2) B, € Simp (Alg) verilsin, ve asagidaki pullback diyagrami

Bl ——> (Cosk""B,)’

(050, (9.01)

Bl ———> (Cosk""B,)"
ile verilen nB.I simplisil cebirini g6z 6nlne alalim. Bu yapi, (1)’de tanimlanan birinci silindir
functore acikga sag adjoint olan bir functor verir.

Yukaridaki gibi, bir zayif n-denklik olan bir y, :B.I —>an morfizminin var olduguna
sahibiz. Daha sonra, (50,51)’in ayrica bir n -fibration olmasini gerektirecek olan (8,,0,) 'in bir

n -fibration oldugunu gorecegiz. (80 . 81) morfizmi bir fibrationdir ve bdylece, ispatlanacak tek
sey, Onerme 4.0.3’e gore,

Cek[N,,,(Cosk"*B,)") — N, (Cosk""B,)")] = Gek[N, ,(Cosk"*B,)") — N, (Cosk""B,)")]

morfizminin drten olmasidir.
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Simdi yiz operatorleri
d, (xij) = (Xoks1r 0 X101 Xeapr -+ Xpiae )
ile verildiginde ((Cosk""B,)"), ., ciimlesi

(x.),x, €B O<isn+l jdux;=dx;, k<]
IR0 j<n+2) x, =x

i i+1i+1

ve (COSk,HlB-)iDA = Bn+l x Bn+1 ve (60 ’ a1)('xg/') = (xoo 1 xn+ln+2) . Bu takdirde= eger
(x;) € Cek[N, (Cosk"™'B,)") — N, (Cosk""B,)")] ise j#i,i+1 oldugunda x; =0
olmasina sahibiz.

Su  halde, (x,y) € Gek[N, ., (Cosk"B,)") — N (Cosk""B,)")]  verilsin,
0<k<n+1 olmak lzere d,x=d,y=0 oldujuna ve bdylece j#i,i+1l ise x;=0 ile
birlikte  x,  elemanina  sahibiz, 0<i<n icin x,,=x ve @ Xx,,.,=V,

(04,0,)(x;) = (x,») olmasini saglar.

Bu takdirde s, bir zayif denklik oldugundan s, bir zayif n-denklik olmak Uzere

asagidaki diagonal morfizmin faktorizasyonuna sahibiz:

O halde |, B.I, n -yapisi igin Simp(Alg)’deki B, igin bir yol nesnesi verir.
"QB, = Gek (0,,0,) = Gek(0,,0,) = Q(Cosk""B,) olduguna dikkat edelim. Bu "Q
functorii, "2 suspension functoriine sag adjointtir.

(3) f.,g.:A, — B, verilsin, iki farkh yolla f,’dan g,6’ya bir homotopi kavramini
indirgeyebiliriz.

Diger taraftan, eger

dok! = f,.d, | dk! :kj‘.’_’lldi i<jigin | sk’ =k_f+1si [ > jigin
dkl=g,,d, | dk’ :kj‘.”ldl. i>jicin | sk’ =k"'s, i< jicin

J+17i
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ozdegliklerini saglayan {k : A, — B,,1< p <n+1,1<i< p} morfizmlerinin bir sistemi varsa
f.’min g, ’ya n -homotopik oldugunu soyleriz.

Boyle bir sistem f,’dan g, 'ya bir n -homotopi olarak adlandirilir.

Diger bir ifade ile, eger yliz ve bozulmus operatdrlerine goére asagdidaki

dyhy = 1, d . hl=g, dh! = hf:lld,, i< jigin
Sl.h;”l = hi,s, i < jigin d, hi,=d,  h!
shi™ =hls, i> jicin dh!=h""d_ i>j+1licin

homotopi  ézdesliklerini saglayan (h!:4, — B, ,;;0<q<n,0< j<g) morfizmlerinin bir

+l;
sistemi varsa f,’'nin g,’ya n-homotopik oldugunu sdyleyebiliriz.

n -homotopinin birinci kavrami (1)'de tanimlanan birinci silindir nesnesinden (ya da

denk olarak (2)'de tanimlanan yol nesnesinden) lretilen homotopinin kavramina denktir, yani
f.’nin g,’ya n-homotopik olmasi igin gerek ve yeter sart «, (7, +7) = f, + g, olacak sekilde
bir x, : A, ® I — B, simpligil morfizminin var olmasidir.

n -homotopinin ikinci kavrami (1)’deki ikinci silindir nesnesinden uretilen homotopi
kavramina denktir, yani eger bir x,:4, ® I — B, simpligil morfizmi varsa f, g,'ya n-
homotopiktir.

A ® I —> A ®, I morfizmi var olacak sekilde ikinci anlamda 7,,7:4, > 4, ®, 1
morfizmlerinin - n -homotopik oldugunu goérmek zor degildir. Bu, #-homotopinin birinci
kavraminin ikincisini gerektirdigini verir. Simdi, eger A, n-cofibrant ise (B, daima n -fibrant
oldugundan), 7z -homotopinin her iki kavrami cakisir, ¢linki onlar 7 -yapisindan Uretilen sol
homotopi bagintisidir.

Herhangi bir abel cebiri igin 0, id: K(4,n+1) > K(4,n+1) morfizmlerinin 7 -

homotopik olduguna fakat agikga simplisil olarak homotopik olmadiklarina dikkat edelim.
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BESINCi BOLUM
SIMPLISIL CEBIRLERIN (r,n)-TiPLERI iCIN QUILLEN MODEL YAPISI

5.0 Giris

0<r<n olmak lUzere r,n igin Gglincli ve dordinci bdlimde gdz 6nine aldigimiz
durumlari bu bélimde r<g <n igin ﬂq(f,) bir izomorfizm olacak sekilde f, bir morfizm

olmak Uzere zayif (r,n)-denkliginin genel durumu arastirilir. Bu takdirde model yapisi ve

homotopi teorisi #» =0 hali ve n — oo durumu ve de n=r —1 igin timleyen hali birlestirilerek
ifade edilir. Béylece bu iki islem ile birlikte Simp (Alg) deki klasik model yapisi ve homotopi

teorisi sunulur. Bunlarin her biri icin, érnegin silindir ve yol nesneleri ve loop ve suspension
functorler gibi birlestiriimis homotopi teorileri igin bazi agik yapilar olustururuz ve ayrica simpligil

homotopi bagintisindan bu yapilardan bulunan homotopi bagdintisina kadar ilgili olacagiz.

Tanim 5.0.1. Simpligil cebirlerin bir morfizmi f, : 4, — B, olsun:
(i) Cosk™(f.) bir 7 -fibration ise, f,’ya bir (r,n) -fibration adi verilir;
(i) Cosk"™(f.) bir zayif 7 -denklik ise, f.'ya bir zayif (r,n) -denklik adi verilir;

(iii) Asikar (r,n) -fibrationlara gére LLP’ye sahip ise, f,’ya bir (r,n) -cofibration ad verilir.

Herhangi bir simplisil cebirin bir (r,n) -fibrant olduguna dikkat edelim.

Bolim 3 ve 4'te verilen (asikar) 7 ve n -fibrationlarin karakterizasyonlari asagidakini

gostermemizi saglar:
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Onerme 5.0.2. Simplisil cebirlerin bir morfizmi f, olsun. Bu takdirde agagidaki ifadeler denktir:
(i) f. bir (r,n) -fibrationdir.

(i) /., 0<k<gq, r+1<q<n+1 olmak iizere FA[q,k] > FAlq]yagére ve 0<k<n+2

olmak lizere FA[n+2,k]— F Aln+ 2] 'ye gére RLP’ye sahiptir.

(iii) r+1<g<n+1 ve Gek[N, ,A4, > N, A1 > Cek[N, B, — N, B,] morfizmi érten ise

+1

N, (f.) ortendir.

Onerme 5.0.3. Simplisil cebirlerin bir morfizmi f, olsun. Bu takdirde f, ’nin bir zayif (r,n) -

denklik olmasi icin gerek ve yeter sart r < g <n igin 7 p (f.) 'min bir izomorfizm olmasidir.

Onerme 5.0.4. Simplisil cebirlerin bir morfizmi f. olsun. Bu takdirde agagidaki ifadeler denktir:

(i) 1. bir agikar (r,n) -fibrationdir.
(i) f., 0<k <r+1 olmak izere FA[r+1,k]— F Alr+1] e gére ve r +1< g <n+1 olmak

izere F Alq]l — FAlq]ya gére RLP’ye sahiptir.

(iii) r+1<g<n+licin N (f.) orten, r <g<n icin z(Cek f,) =0, ve 7, (f.) ortendir.

Asagidaki sonug, (r,n)-yapisi igin cofibrationlarin sinifinin 7 -yapisi ve n-yapisi igin

karsilik gelen siniflarin kesisimi oldugunu ifade eder.

Onerme 5.0.5. Simpligil cebirlerin bir morfizmi f, olsun. Bu takdirde f,’nin bir (r,n)-

cofibration olmasi igin gerek ve yeter sart onun hem bir 7 -cofibration hem de n -cofibration

olmasidir.

ispat. Onermeler 3.0.4, 4.0.3 ve 5.0.4’e gére egder f. bir asikar n -fibration ya da asikar 7 -

fibration ise, bu takdirde f,’nin asikar (r,n) -fibration oldugu agiktir. Bu her (7, n) -cofibrationin
hem bir n -cofibration hem de bir 7 -cofibration olmasini gerektirir.
Tersine, f,’nin bir 7 -cofibration ve bir n -cofibration oldugunu kabul edelim. g, bir asikar

(»,n) -fibration oldugunda verilen bir
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A—>X,

/. g.

B,——=>1,
diyagraminda, Onermeler 3.0.7 ve 4.0.7’deki gibi lifting bulunabilir. a

Sonug 5.0.6. Bir A, simplisil cebirinin (r,n) -cofibrant olmasi igin gerek ve yeter sart onun
bir serbest r -indirgenmis ve (n+1) -skeletal simpligil cebir olmasidir.

Teoremler 3.0.6 ve 4.0.5’e benzer bir ispat ile birlikte asagidaki teoreme sahibiz:

Teorem 5.0.7. 0 <r <n olmak lizere herhangi bir r,n igin Simp (Alg) kategorisi Tanim
5.0.1’in yapist ile birlikte bir kapali model kategorisidir.

Sonug olarak, » -yapisi icin Bolim 4’te verilen silindir ve yol yapilarinin (ve bdylece loop
ve "Q ve "2 suspension functorleride) (r,n)-yapisi igin yapilarin bu gesidini sagladigina

ayrica dikkat edelim. Bu takdirde, bu yapi ile birlesmeli olan sag ve sol homotopi bagintisi
kesilmis simplisil homotopinin terimlerinde de ayrica verilebilirdir.
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