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OZET

Bu tez ¢alismasinda, yakin halkalarda ve I'-yakin halkalarindaki tiirevlerin bazi
ozellikleri ele alinmastir.

Birinci boliimde, yakin halkalar ve bunlarin tiirevleriyle ilgili genel tamim ve
teoremler verildi.

Ikinci bolimde, I" -yakin halkalar1 ve bunlarin tiirevleri ele alindi. Alt1 kistmdan
olusan bu béliimiin birinci kisminda I'-yakin halkalarinda T -tiirevler incelendi. ikinci
kistmda, asal ve yar1 asal I'-yakin halkalarinda I -tiirevler ele alind1. Uciincii kisimda
I'-yakin halkalarinda T'—(e,7)-tlirevlerinin tanimlart ve ilgili teoremler verildi.
Dordiincii kisimda, ikinci kisimdaki asal ve yar1 asal I'-yakin halkalarinda I"-tiirevler
icin verilen baz1 teoremlerin iki tarafli I'—q tiirevler i¢cin de saglandigi gosterildi.
Besinci ve altinci kisimlar olan son iki kisimda ise, sirasiyla, birinci ve iigiincii kisimda
verilen I'-yakin halkalarinda T -tiirevlerin ve I'—(«,7)-tiirevlerin genellestirilmis

halleri ve ilgili teoremler verildi.



ABSTRACT

In this thesis study, some properties of near rings and I'-near rings have been
considered.

In the first chapter, general definitions and theorems related to near rings and
their derivatives have been given.

In the second chapter, I'-near rings and their derivatives have been considered.
In this chapter which is consist of six sections; I"-derivatives in ' -near rings have been
investigated in first section. In the second section, I -derivatives in prime and
semiprime I -near r)ngs have been considered. In the third section, definit)ons and

related theorems of I'—(a,7)-derivat)ves in EMBED

Equation.DSMT4 I -near rings have been given. )n the forth section, it was shown that
some theorems related to I'-derivatives in I'-near rings which were given in section
two, were also satisfied for two sided I'— « derivatives. In the last two sections, section
five and section six, general situations and related theorems of I -derivatives and

I'— (e, 7) -derivatives in I -near rings which were given in the first and third sections,

respectively, have been given.
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GIRIS

Son yillarda yakin halkalar ve I'—yakin halkalan ile ilgili bir¢cok c¢alisma
yapilmistir. Bu tez caligmasinda, yakin halkalarda ve I'-yakin halkalarda tiirevlerin
baz1 6zellikleri ele alinmigtir.

Yakin halkalar halkalarin genellestirilmis yapilarindan birisidir. Genel olarak,
yakin halkalar ile ilgili tanimlar ve sonuglar [1] nolu kaynakta bulunabilir. Yakin
halkalarin bir genellemesi olarak I'—yakin halkalar Satyanarayana [12] tarafindan
tanimlanmigstir. I'—yakin halkalarda I'— tiirev kavrami ise Jun, Cho and Kim [10,11]
tarafindan verilmistir.

Bu c¢alismadaki amacimiz tiirevli yakin halkalarda saglanan bazi1 6zelliklerin
tirevli I'—yakin halkalar i¢inde saglandigin1 ve I'—yakin halkalar icin verilen bazi
teoremlerin I'—yakin halkalarin genellestirilmis tiirevleri icinde saglandigim
gostermektir. [11] de Yong Uk Cho ve Young Bae Jun d, asal veya yar1 asal bir M
I'—yakin halkasi iizerinde bir I'-tirev ve A, M nin sifinn igeren bir invaryant alt
kiimesi olmak tlizere, d, A iizerinde bir I'—homomorfizmas: olarak etki ediyorsa
d(A)={0} oldugunu gostermislerdir. Bu c¢alismada, aym teoremin I — o —tiirevler

icinde saglandig1 gosterilmistir. Ayrica [9] da M. Ugkun ve M.Ali Oztiirk ve Young Be

Jun, ,d bir asal 2-torsion free M I'—yakin halkasi iizerinde bir I"— tiirev olmak iizere

d>=0 ise d=0 oldugunu ve I'-tiirevli I'—yakin halkalarin bazi komutatiflik ve
abelyanlik sartlarim1 incelediler. Bu c¢alismada, bu sonuclarin genellestirilmis

I'—tiirevler icinde verilebilecegi gosterilmistir. Bunlara ek olarak, eger bir f
genellestirilmis I -tiirevi I'—homomorfizmasi ve anti-I"'—homomorfizmasi olarak etki
ettiginde f nin birimsel doniisiim oldugunu gosterilmistir. [8] de d, bir 2-torsion free
asal M TI'—yakin halkasi iizerinde bir I' — (&, 7)—tlirevi ve d, & ve T ile degismeli
olmak iizere d*=0 ise bu taktirde d =0 oldugu ve d(x)e Zoldugunda ise M nin

abelyan ve komutatif oldugu gosterilmistir (burada Z, M nin merkezidir) . Bizde bu

sonuglarin genellestirilmis I" — (¢, 7) — tiirevler icinde verilebilecegini gosterdik.
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I. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER
HALKALAR VE HALKALARDA TUREVLER

Bu boliimdeki tanmimlari, lemmalar1 ve teoremleri [1], [2], [3], [4], [5], [6] ve [7]

nolu kaynaklardan bulabilirsiniz.

Tanmm 1.1.1: Elemanlar1 arasinda bir asosyatif ikili islem tanmimlanmis olan bostan

farkl1 bir kiimeye bir yar1 grup denir.

Tamm 1.1.2: G bir yan grup olsun. Bir g€ G elemanim goz oniine alalim. x,,x,€ G
icin gx,=gx, den x,=x, ve y,,y,€G icin yg=y,g den y =y, elde ediliyorsa
g€ G elemanmna G nin regiiler elemani denir. Eger G nin her elemani regiiler ise G
ye regiiler yar1 grup denir. Eger her x, ye G icin xy = yx oluyorsa G ye bir Abel yar1

grup denir.

Tanmmm 1.1.3: Bir G # @ kiimesinde bir ikili islem verilmis olsun. Asagidaki sartlarin
gerceklesmesi halinde, G ye bir grup denir:

(G.1) Her a,b,ce G igin (ab)c=a(bc) (asosyatif kuralt) verilir.

(G.2) Her ae G i¢in ea =a olacak sekilde bir ae G elamani vardir. e elemanina, G

nin birim elemani denir.



(G.3) Her ae G elemanina karsilik ba = e olacak sekilde bir be G eleman1 mevcuttur.

Tamm 1.1.4: (i) G bir grup ve D+ N < G olsun. Eger N de G deki isleme gore bir
grup ise N ye G nin bir alt grubu denir ve N <G seklinde gosterilir.
(ii) G bir grup ve N <G olsun. ge G olmak iizere

Ng ={ng:ne N} ve gN ={gn:ne N}
kiimelerine N nin sirasiyla sag ve sol yan siniflar denir.
(iii) G bir grup ve N <G olsun. Her g€ G i¢in g"'Ng = N* <N gerceklenirse, N alt
grubuna G nin bir normal boéleni (normal alt grubu veya invaryant alt grubu) denir. N

nin normal bolen olmast N <G ile gosterilir ve N #G ise, N <G yazilr.

Teorem 1.1.5: G bir grup ve N <G olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler birbirine
denktir:

(a) NG,

(b) Her ge G icin N* =N,

(c) Her ge G icin gN = Ng,

(d) N nin her sag yan sinift ayni zaman da bir sol sinifidir.

Tamm 1.1.6: R+ kiimesinde toplama (+) ve carpma (-) islemleri tanimlanmig
olsun. Asagidaki sartlarin gerceklesmesi halinde, bu R kiimesine bir halka denir.
(H.1) (R,+) bir Abel grubudur.
(H.2) (R,") bir yar1 grup’tur.
(H.3) R de dagilma (distribiitif ) kural gergeklenir: Keyfi a,b,ce R icin
a(b+c)=ab+ac
(b+c)a=ba+ca

verilir.

(R,-) bir Abel yar1 grubu ise, R e komiitatif halka denir.



Tanmm 1.1.7: Bir R halkasinda bir ae R elemani i¢in en az bir »# 0 elemam ab=0
(veya ba =0) olacak sekilde mevcutsa a elemanina R halkasinin sol (veya sag) sifir
boleni denir. Bir halkada sifir elemaninin disinda sol ve sag sifir bolen mevcut degil ise

bu halkaya sifir bolensiz halka denir.

Tanimm 1.1.8: En az iki elemanli, komiitatif ve sifir bolensiz bir halkaya tamlik bolgesi

denir.

Tamm 1.1.9: R bir halka olsun. (R/{0},-) bir regiiler yar1 grup ise R halkasina bir

regiiler halka denir.

Teorem 1.1.10: Bir R bir halkasimin sifir bolensiz olmasi icin gerek ve yeter sart

halkanin regiiler olmasidir.

Tanmm 1.1.11: R bir halka olsun. a,be R i¢in ac=»b veya ca=> olacak sekilde bir

c€ R elemani varsa a ya b nin bir boleni denir ve a|b ile gosterilir.

Tanmm 1.1.12: R bir halka olsun. (R,-) yar1 grubunun birim elemani varsa bu birim

elemana R halkasinin birim eleman denir ve e veya 1 veya 1, ile gosterilir.

Tanmm 1.1.13: R bir halka olsun ve e€ R birim eleman olsun. Bir a€ R elemani i¢in
aa" =a'a=e olacak sekilde bir ¢" € R eleman1 mevcutsa a elemanina R halkasinin
1

bir birimi denir. @  elemanina a elemamnin tersi veya inversi denir ve a”' ile

gosterilir.

Tanm 1.1.14: R birim elemanli bir halka olsun. R halkasinin birimlerinin kiimesini
B(R) = {a €R:aa'=a'a=e,a'e R} ile gosterelim. Eger B(R) = R—{0} ise R ye

carpik cisim denir. Komiitatif bir carpik cisme de bir cisim denir. Buna gore eger R bir

cisim ise R nin sifirdan farkli her elemaninin tersi vardir.



Tanmm 1.1.15: R bir halka, U c R bir alt kiime olsun. Eger U kiimesi R deki
islemlere gore bir halka oluyorsa U ya R halkasinin bir alt halkas1 denir. Bu durumda

R halkasina U nun iist halkas1 denir.

Teorem 1.1.16: R bir halka, @#U < R bir altkiime olsun. U nun bir alt halka

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her a,be U i¢cin a—be U ve abe U olmasidir.

Tamm 1.1.17: R bir halka ve U < R bir alt halka olsun. Eger RU cU ve URcCU
oluyorsa U ya R nin bir ideali denir. Bu tanima gore, bir R halkasinin bir @#U C R
alt kilmesinin R nin bir ideali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

i) Her a,be U i¢in a—be U,

(ii) Her re R ve ae U i¢in are U ve rac U

olmasidir.

Tamm 1.1.18: R ve S iki halka ve ¢:R — § bir doniisiim olsun.
(a) Eger her a,be R igin
@(a+b)=p(a)+@(b) ve p(ab) = p(a)p(b)
oluyorsa ¢ ye R den S ye bir homomorfizm denir.
(b) ¢: R — S bir homomorfizm ve @(R)=S ise ¢ ye bir epimorfizm (6rten

homomorfizm) denir.

(¢) ¢: R — S bir homomorfizm ve ¢, 1-1 ise ¢ ye bir monomorfizm (1-1

homomorfi) denir.

(d) ¢: R — S bir homomorfizm olsun. ¢, 1-1 ve orten ise ¢ ye bir izomorfizm

denir.

(e) ¢: R — R seklindeki bir homomorfizmaya bir endomorfizm denir.

(f) @: R — R bir endomorfizm olsun. ¢, 1-1 ve drten ise ¢ ye bir otomorfizm

denir.



Teorem 1.1.18: R ve § iki halka ve ¢: R — S bir halka homomorfizmi olsun.
@ ¢(0,)=0,,
(ii) Her a€ R icin ¢(—a)=—@(a) dir.

Tanimm 1.1.19: R bir halka olsun. Her x, ye R i¢in d(xy) =d(x)y+ xd(y) olacak

sekildeki d : R — R toplamsal doniisiimiine R iizerinde bir tiirev denir. d : R — R
doniigiimiiniin toplamsal olmas1 her x, ye R i¢in d(x+y)=d(x)+d(y) olmasi

demektir.

Tanmm 1.1.20: S, R nin bostan farkli bir alt ciimlesi ve d, R nin bir tiirevi olsun. Eger
Vx,yeS icin d(xy)=d(x)d(y) veya d(xy)=d(y)d(x) ise, bu taktirde d nin
S iizerinde, sirasiyla, bir homomorfizm veya anti-homomorfizm gibi etki ettigi

( veya buna denk olarak bir homomorfizm veya anti-homomorfzm gibi davrandig)

sOylenir.

Tanmm 1.1.21: R bir halka olsun. Her x, ye R i¢in [x, y] sembolii xy— yx komiitatorii

ile tanimlanir.

Tamm 1.1.22: R bir halka olsun. Her x, ye R i¢in xoy sembolii xy+ yx anti-

komiitatorii ile tamimlanir.

Tanim 1.1.23: R bir halka olsun. &,7: R — R, R nin iki otomorfizmasi olsun. Her

x,y€ R i¢in [x, y], . sembolii &(x)y— y7(z) ile tanimlanur.

Tanimm 1.1.24: R bir halka olsun. Her x, ye R i¢in xRy ={0} olmas1 x=0 veya y=0

olmasini gerektirirse R ye asal halka denir.

Tanmim 1.1.25: R bir halka olsun. Her xe R i¢in xRx ={0} olmasi x=0 olmasim

gerektirirse R ye yar asal halka denir.



Tamim 1.1.26: R bir halka ve &, 7: R — R, R nin iki otomorfizmasi olsun. Her
x,y€ R icin d(xy)=a(x)d(y)+d(x)t(y) olacak sekildeki d : R — R toplamsal

doniisiimiine R iizerinde bir («,7)— tiirev denir.

Tamm 1.1.27: R bir halka olsun. Her x, ye R i¢cin f(xy)= f(x)y+xd(y) olacak

sekilde R nin bir d tiirevi varsa toplamsal f: R — R doniisiimiine R iizerinde

d 1ile birlestirilmis genellestirilmis tiirev denir.

Tamim 1.1.28: R bir halka ve «,7: R — R, R nin iki otomorfizmasi olsun. d, R nin
(e, 7)—tiirevi olsun. Her x, ye R icin f(xy)= f(x)7(y)+a(x)d(y) olacak sekildeki
toplamsal f: R — R doniisiimiine R {izerinde d ile birlestirilmis genellestirilmis

(a,T) —tiirev denir.
1.2. YAKIN HALKA VE YAKIN HALKALARDA TUREVLER

Tamm 1.1.29: N #O kiimesinde + ve - islemleri tanimlanmis olsun. Asagidaki
sartlarin gerceklenmesi halinde N ye bir (sag) yakin halka denir.
(i) (N,+) (abelyen olmast gerekmeyen) bir gruptur.
(ii) (N,-) bir yar1 gruptur.
(iii) - islemi, + islemine sagdan dagilimhdir. Yani Va,b,ce N icin
(a+b)c=ac+bc

dir.

Tanm 1.1.30: + ve - iglemleri ile birlikte bir N #& ciimlesi asagidaki sartlart
sagliyorsa bir sol yakin halka olarak adlandirilir.

(i) (N,+) (abelyen olmast gerekmeyen) bir gruptur.

(ii) (N,-) bir yar1 gruptur.

(iii) -islemi, + islemine soldan dagilimhidir. Yani Va,b,ce N i¢in

a(b+c)=ab+ac



dir.

Tanmm 1.1.31: N bir yakin halka ve xe N olsun. Eger 2x =0 olmas1 x=0 olmasini

gerektiriyorsa N 2-torsion-serbest olarak adlandirilir.

Tamm 1.1.32: N bir yakin halka olsun. Eger Vx,ye N i¢in xNy={0} olmasi x=0

veya y =0 olmasi gerektiriyorsa N ye bir asal yakin halka adi verilir.

Tamm 1.1.33: N bir yakin halka olsun. xe N i¢in xNx={0} olmast x=0 olmasin

gerektiriyorsa N bir yar1 asal yakin halka olarak adlandirilir.

Tamm 1.1.34: N bir yakin halkave d : N — N, N nin bir toplamsal doniisiimii olsun.
Her x,ye N i¢in d(xy)=xd(y)+d(x)y ise d ye N iizerinde bir tiirev denir. Buna
denk olarak d(xy)=d(x)y+xd(y) sartim saglayan d : N — N toplamsal doniisiimiine

N lizerinde bir tiirev denir

Tamm 1.1.35: N bir yakin halka, S, N nin bostan farkl bir alt ciimlesi ve d, N nin
bir tiirevi olsun. Eger Vx,ye S i¢in d(xy)=d(x)d(y) veya d(xy)=d(y)d(x)
ise, bu taktirde d nin § {izerinde, sirasiyla, bir homomorfizm veya anti-homomorfzm

gibi etki ettigi (veya bir homomorfizm veya anti-homomorfzm gibi davrandigi)

sOylenir.

Tamm 1.1.36: N bir yakin halka ve x, N nin bir olsun. Eger her y,ze N ic¢in

(y+z)x = yx+ zx oluyorsa x elemanina dagilmalidir denir.

Tanmm 1.1.37: N bir yakin halka olsun. Her xe N icin Ox=0 ise N ye sifir simetrik
bir yakin halka denir.



Tanmm 1.1.38: N bir yakin halka ve d : N — N, N nin bir toplamsal doniisiimii olsun.
Her x,ye N icin d(xy)=a(x)d(y)+d(x)y olacak sekilde N nin bir :N - N

otomorfizmasi varsa d ye N iizerinde bir ¢ —tiirev denir.

Tamm 1.1.39: N bir yakin halkave d : N — N, N nin bir toplamsal doniistimii olsun.
Her x,ye N icin d(xy)=a(x)d(y)+d(x)t(y) olacak sekilde N niniki a,7: N > N
otomorfizmasit varsa d ye N lizerinde bir («,7)—tiirev denir. Eger ¢ =1 ise d ye
7 —tiirev denir. Benzer olarak 7=1 ise d ye «a—tiirev denir. (1,1)—tiirevin adi tiirev

oldugu aciktir.

Tammm 1.1.40: N bir yakin halka olsun. x,ye N ic¢in [x,y] sembolii xy—yx
komiitatorii ile tanimlanir. (x,y) sembolii x+y—x—y toplamsal komiitatorii ile

tanimlanir. [x, y], . sembolii de a(x)y— yz(x) ile tanimlanir.

Tanim 1.1.41: N bir yakin halka ve d, N nin bir (e, 7)— tiirevi olsun. Her xe N i¢in

[x,d(x)],,=0 ise d (a,7)—tiirevi (&,7)—degismeli olarak adlandirilir.

Tanimm 1.1.42: N bir yakin halka ve 7, N nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger

IN c I ve NI c I kosullarim sagliyorsa, I ya bir yar grup ideali ad1 verilir.

Tanmm 1.1.43: S, N nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun ve d,N nin bir tiirevi
olsun.Vux,yeS icin d(xy)=d(x)d(y) veya d(xy)=d(y)d(x) ise bu taktirde,

sirasiyla, d nin S iizerinde bir homomorfizma veya bir anti-homomorfizma olarak etki

ettigi (veya bir homomorfizm veya anti-homomorfzm gibi davrandigi) soylenir.

Tanom 1.144: N  bir yakin halka olsun. Her x,yeN icin
f(xy)=f(x)a(y)+B(x)f(y) olacak sekilde «,f:N — N fonksiyonlar1 varsa

f:N— N toplamsal doniisimii bir (e, f)—tiirevi olarak adlandirilir. d:N — N



toplamsal doniisiimii, ¢ hem bir (e,1)-tiirevi hemde (1, ) -tiirevi ise bir iki tarafli o -

tiirevi olarak adlandirilir.

Tanim 1.1.45: N bir yakin halka ve d, N nin bir tiirevi olsun. Bir xe N igin d(x)=0

1se x elemani sabit olarak adlandirilir.

Tamm 1.1.46: N bir yakin-halka ve d, N nin bir tiirevi olsun. f: N — N toplamsal
bir doniisiim olsun. Eger her x,ye N icin

JOy) = f(x)y+xd(y)
ise bu taktirde f toplamsal doniisiimiine d ile birlestirilmis sag genellestirilmis tiirev
denir. Eger her x,ye N igin

JOy)=d(x)y+xf(y)
ise f toplamsal doniisiimiine d ile birlestirilmis sol genellestirilmis tiirev denir. Son
olarak eger f, d ile birlestirilmis hem sag hem de sol genellestirilmis tiirev ise bu
taktirde f:N — N toplamsal doniisiimiine d ile birlestirilmig bir genellestirilmis tiirev

denir.

Lemma 1.1.47: (i) f, bir N yakin-halkasinda d ile birlestirilmis bir sag

genellestirilmis tiirev olsun. Bu taktirde her x, ye N i¢in

fy)=xd(y)+ f(x)y
dir.

(ii) f, bir N yakin-halkasinda d ile birlestirilmis bir sol genellestirilmis tiirev

olsun. Bu taktirde her x,ye M igin

fOy)=xf(y)+d(x)y

dir.
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Lemma 1.148: (i) f, bir N yakin-halkasinda d ile birlestirilmis bir sag

genellestirilmis tiirev olsun. Bu taktirde her x,y,ze N icin

(fOy+xd(y))z=f(x)yz+xd(y)z
dir.
(i) f, bir N yakin-halkasinda d ile birlestirilmis bir sol genellestirilmis tiirev

olsun. Bu taktirde her x,y,z€ N i¢in

(d)y+xf(y)z=dx)yz+xf(y)z
dir.

Tanimm 1.1.49: Bir N yakin halkasinda, d bir (&, 7)— tiirev olsun. Her x,ye N ic¢in
fxy)=d(x)z(y)+a(x) f(y)
olacak sekildeki bir f: N — N toplamsal doniisiimiine d ile birlestirilmis sol
genellestirilmis («, 7) -tiirev denir. Eger her x, ye N icin
fly)=f(0)r(y)+a(x)d(y)
ise f ye d ile birlestirilmis sag genellestirilmis (c,7)-tiirev denir. Eger f, d ile
birlestirilmis hem sag hem de sol tiirev ise f ye d ile birlestirilmis genellestirilmis

(a, 1) -tiirev denir.

Lemma 1.1.50: (i) f, bir N yakin halkasinda d ile birlestirilmis sol genellestirilmis
(e, 7)-tiirev olsun. Bu taktirde her x, ye N igin

Jy)=a(x)f(y)+d(x)z(y)
dir.
(ii) f, bir N yakin halkasinda d ile birlestirilmis sag genellestirilmis («,7)-tiirev
olsun. Bu taktirde her x,ye N igin

Jy) =a(x)d(y)+ f(x)z(y)
dir.

Lemma 1.1.51: (i) f, bir N yakin halkasinda d ile birlestirilmis sag genellestirilmis

(a,7) -tiirev olsun. Bu taktirde her x,y,ze N icin
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Lf (07(y) +a(x)d(y)]z(2) = f(0)7(y)7(2) + a(x)d (y)7(2)

dir.

(ii) f, bir N yakin halkasinda d ile birlestirilmis genellestirilmis (&, 7)-tiirev olsun.
Bu taktirde her x,y,ze N icin

[d(x)7(y)+a(x) f(W)]T(z) =d(x)T(y)T(2) + a(x) [ (y)7(2)
dir.

(iii) f, bir N yakin halkasinda d ile birlestirilmis sol genellestirilmis («,7)-tiirev
olsun. Bu taktirde her x,y,z€ N icin

[d(x)z(y)+a(x) f(W]T(2) =d(x)T(y)T(2) + a(x) [ (y)T(z)
dir.



12

II. BOLUM

GAMMA YAKIN HALKALARINDA TUREVLER

2.1 T'— YAKIN HALKALARINDA I'- TUREVLER

Bu boliimiin tamaminda biitiin yakin halkalar sol dagilimhi ve sifir simetrik

olarak alinmustir.

Tanmm 2.1.1: Bir I'— yakin halkas1

(i) (M ,+) (abelyen olmas1 gerekmeyen) bir gruptur.

@ii) ', her ye T icin (M,+,y) bir yakin halka olacak sekilde ikili islemlerin
bostan farkli bir kiimesidir.

(iii) Her x,y,ze M ve y,uel icin xy(yuz)=(xyy)uz
oldugunda bir (M ,+,I") iicliistidiir.

Tanmm 2.1.2: Bir M 1" -yakin halkas1 i¢in
M,={xe M :0yx=0, VyeT}
kiimesi M nin sifir simetrik kismi olarak adlandirilir. Eger M =M ise M I -yakin

halkasi sifir simetrik olarak adlandirilir.
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Tanmm 2.1.3: Bir M I'-yakin halkasinin bir U alt kiimesi, her ae U, ye " ve xe M
icin xyae U ise sol invaryant olarak, ayxe U ise sag invaryant olarak adlandirilir.

Eger U hem sag hemde sol invaryant ise invaryant olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.4: M ve M TI-yakin halkalar olsunlar. Her x,ye M ve ye[l igin

fx+y)=fx)+f(y) ve f(xyy)=f(x)yf(y) olacak sekilde bir f:M —M

doniigiimiine bir I"-yakin halka homomorfizmasi ad1 verilir.

Tamm 2.1.5: Bir M [I'-yakin halkasinda, her x,ye M i¢in xI'MT'y={0} olmasi

x=0 veya y =0 olmasim gerektiriyorsa M asal olarak adlandirilir.

Aksi belirtilmedikce M bir I"-yakin halka olacaktir.

Tanmm 2.1.6: M iizerinde bir I'-tiirevi, her x,yeM ve yel icin
d(xyy)=xyd(y)+d(x)yy carpim kuralim saglayan M nin bir d toplamsal

endomorfizmasi olarak tanimlanir.

Lemma 2.1.7: Eger d, M iizerinde bir I'-tiirevi ise bu taktirde her x,ye M ve yeT’
icin

d(xyy)=d(x)yy+xyd(y) 2.1.1)
dir.

Ispat: dnin M iizerinde bir I'-tiirevi oldugunu kabul edelim. x,ye M ve yeTl
olsun. Bu taktirde
d(xy(y+y)=xyd(y+y)+d(x)y(y+y)
=xp(d(Y)+d()+d(x)yy+d(x)yy (2.1.2)
=xyd(y)+xyd(y)+d(x)yy +d(x)yy
dir. Diger taraftan
d(xyy+xyy)=d(xyy)+d(xyy)

(2.1.3)
=xyd(y)+d(x)yy+xyd(y)+d(x)yy
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dir. d(xy(y+y)=d(xyy+xyy) oldugundan

xyd(y)+xyd(y)+d(x)yy+d(x)yy=xyd(y)+d(x)yy+xyd(y)+d(x)yy (2.1.4)
d(xyy)=xyd(y)+d(x)yy =d(x)yy+xyd(y) o

elde edilir ki buda ispati tamamlar [10]. O

Lemma 2.1.8: M nin her x,yeM ve yel icin d(xyy)=dx)yy+xyd(y)

esitligini saglayan her d toplamsal endomorfizmas1 M {izerinde bir I' — tiirevdir .

Ispat: d, her x,ye M ve yeT icin d(xyy)=d(x)yy+xyd(y) olacak sekilde bir
toplamsal endomorfizma olsun. Bu taktirde

d(xy(y+y)=dx)y(y+y)+xyd(y+y)
=d(X)yy+d(x)yy+xy(d(y)+d(y)) (2.1.5)
=d(xX)yy+d(x)yy+xyd(y)+xyd(y)

ve

d(xyy+xyy)=d(xyy)+d(xyy)

(2.1.6)
=d(x)yy+xyd(y)+d(x)yy+xyd(y)

dir. xy(y+y)=xyy+xyy oldugundan (2.1.5) ve (2.1.6) esitliklerinin kiyasindan
d(xyy)=d(x)yy+xyd(y) =xyd(y)+d(x)yy 2.1.7

elde ederiz. Boylece d, M {izerinde bir I"— tiirevdir [10]. O

Lemma 2.1.9: d, M iizerinde herhangi bir I —tiirevi olsun. Her x,y,ze M ve
v,ue T icin

W) [xyd(y)+d(x)yyluz = xyd(y)puz+d(x)yyuz

(i) [d(x)yy+xyd(y)luz =d(x)yyuz+xyd(y)z
dir .
Ispat:

(i) d, M iizerinde herhangi bir I'—tiirevi olsun. Her x,y,ze M ve y,uel
olsun. Bu taktirde

d((xyy)uz) = xyyud(z) +d(xyy)uz

(2.1.8)
=xyyud(z)+ (xyd(y)+d(x)yy)uz

veE
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d(xy(yuz)) = xyd(yuz)+d(x)yyuz
=xy(yud(z)+d(y)uz)+d(x)yyuz
=xyyud(z)+xyd(y)uz+d(x)yyuz
yani
d(xy(yuz))=xyyud(z)+ xyd(y)uz +d(x)yyuz
dir. d((xyy)uz) =d(xy(yuz)) oldugundan
(xyd(y)+d(x)yy)uz = xyd(y)uz+d(y)yyuz

elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

(ii) Simdi Lemma 2.1.8 yi kullanarak

d((xyy)pz) =d(xyy)uz+xyyud(z)
=[d(x)yy+xyd(y)uz+ xyyud(z)

yani
d((xyy)uz) =ld(x)yy+xyd(y)|pz+ xyypud(z)
ve
d(xy(yuz)) =d(x)yypuz+xyd(yuz)
=d(xX)yypz+xAd(y)pz+ ypd(z)]
=d(xX)yypz+xyd(y)uz+xyyud(z)
yani

d(xy(yuz)) =d(x)yypz+xyd(y)pz+xyyud(z)
elde edilir. d((xyy)uz)=d(xy(yuz)) oldugundan
[d(x)yy+xyd(y)luz =d(x)yyuz+xyd(y)uz

elde edilir. Buda ispat1 tamamlar [10].

2.1.9)

(2.1.10)

(2.1.11)

(2.1.12)

(2.1.13)

O

Lemma 2.1.10: M bir asal I"-yakin halka olsun ve U(#{0}), M nin bir sag (sirasiyla

sol) invaryant alt kiimesi olsun. Eger x, M nin UTl'x={0} (swrasiyla xI'U ={0})

olacak sekilde bir elemani ise bu taktirde x=0 dir [10].

Lemma 2.1.11: M asal olsun ve U(#{0}), M nin bir invaryant alt kiimesi olsun. Eger

d, M nin sifirdan farkli I'-tiirevi ise bu taktirde her x,ye M i¢in
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(i) xLUTy ={0} olmas1 x=0 veya y =0 olmasini gerektirir.

(i) d(U)I'y={0} olmasi y =0 olmasini gerektirir.

(iii) M nin sifir simetrik ve xI'd(U) = {0} olmast x =0 olmasini gerektirir[10].
Lemma 2.1.12: M sifir simetrik ve asal olsun. U(#{0}), M nin bir invaryant alt
kiimesi olsun. Eger d, M nin d*(U)=0 olacak sekilde sifirdan farkli bir I -tiirevi ise

bu taktirde d*> =0 dir [10].

Lemma 2.1.13: M sifir simetrik ve asal olsun ve x(#0)e M olsun. Bu taktirde her

ve M, yel i¢in xyd(y)=0 1saglayan M nin her d I -tiirevi sifirdir [10].

Tamm 2.1.14: Her xe M ve ye T i¢in 2yx=0 olmast x=0 olmasini gerektiriyorsa

M , 2-torsion serbest olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.15: M asal olsun ve 2-torsion serbest olsun. d, ve d,, M lizerinde
(i) d\d,, M nin bir tiirevidir
(ii) Vx,ye M,ye I i¢in d,(x)yd,(y) = d,(y)yd,(x),

olacak sekilde I'-tiirevler olsunlar. Bu taktirde ya d, =0 yada d, =0 dir [10].
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2.2 ASAL VE YARI ASAL I'- YAKIN-HALKALARINDA
I'- TUREVLER

Bu kisimda biitiin yakin halkalar sol dagiliml ve sifir simetrik olacaktir.

Tamm 2.2.1:Eger M ve M T -yakin halkalar iseler bu taktirde her x,ye M ve yeT’

igin  f(x+y)=f)+f(y) ve flxyy)=f()yf(y) olacak sekilde f:M —M
dontigimii  bir I'-yakin halka homomorfizmas1 olarak adlandinlir. Eger
fa+nN=FfO)+f() ve flxyy)=f»Myfx) ise f:M—>M  donisimi M

tistiinde bir anti- I" -yakin-halka homomorfizmasi olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.2: Bir M I'-yakin halkasi, her xe M i¢in xXIMTI'x={0} olmast x=0

olmasini gerektiriyorsa yari asal olarak adlandirilir.

Tanmm 2.2.3: M iistiinde bir I"-tiirevi, her x,ye M ve ye I icin

d(xyy)=xyd(y)+d(x)yy 2.2.1)

carpim kuralin1 saglayan M nin bir toplamsal d endomorfizmasi olarak tanimlanir.

Tanmm 2.2.4: S, M nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun ve d, M iistiinde bir I"-
tiirevi olsun. Eger her x,ye § ve yel i¢in d(xyy)=d(x)yd(y) ise bu taktirde d, S
tizerinde bir I'-homomorfizmas1 gibi davrandigi (veya etki ettigi) soylenir. Eger
d(xyy)=d(y)yd(x) ise d, S iizerinde bir anti-I"-homomorfizmasi gibi davrandigi

(veya etki ettigi) sOylenir.

Lemma 2.2.5:

(i) Eger M {izerindeki bir d I'-tiirevi M nin bir A alt kiimesi iizerinde I'-
homomorfizmasi gibi davranirsa bu taktirde her ae A ve ye T i¢in Oya =0 dir.

(ii) Eger M iizerindeki bir d, I'"-tiirevi M nin bir A alt kiimesi iizerinde anti-
I'-homomorfizmas1 gibi davranirsa bu taktirde her ae A ve yel i¢in Oya=0 dir

[11].
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Lemma 2.2.6: d, sifir simetrik bir asal bir M I -yakin-halkasi lizerinde bir I'-tiirevi
olsun. Eger her ye M ve ae I icin xad(y)=0 olacak sekilde M de sifirdan farkli

bir x elemam varsa bu taktirde d =0 dir [11].

Teorem 2.2.7: d, bir asal M T -yakin-halkasi iizerinde bir I"-tiirevi olsun ve A, M
nin sifirt iceren sifirdan farkli bir sol invaryant alt kiimesi olsun. Eger d, A {izerinde

bir I'-homomorfizmas1 gibi davranirsa bu taktirde d =0 dir [11].

Sonu¢ 2.2.8:d, yar1 asal bir M I -yakin-halkasi iizerinde bir I'-tiirevi olsun. Eger

d, M izerinde bir I"-homomorfizmasi gibi davranirsa bu taktirde d =0 dir [11].

Lemma 2.2.9: M T -yakin-halkasi asal ve 2-torsion serbest olsun. Eger d, M nin

d* =0 olacak sekilde bir I'—tiirev ise bu taktirde d =0 dir [9].

Lemma 2.2.10: d, M TI'—yakin halkasimin bir I'—tiirevi ve ue M sifir bolen
olmasimn. Eger her y€ I' i¢in [u,d(u)], =0 ise bu taktirde her xe M i¢in (x,u) sabittir

[9].

Teorem 2.2.11: d, M [I'—yakin halkasiin sifirdan farkli bir I'—tiirevi olsun. M
sifirin sifir bolenine sahip olmasin. Eger her xe M ve ye I igin [x,d(x)], =0 ise bu

taktirde (M ,+) abelyendir [9].

Teorem 2.2.12: M T -yakin-halkasi asal ve d, M nin bir I'—tiirevi olsun. Eger her
xe M icin d(x)e Z ise bu taktirde (M,+) abelyendir. Ustelik M 2-torsion serbest

i1se bu taktirde M komditatiftir [9].

Teorem 2.2.13: M T -yakin-halkasi asal ve d, M nin bir I'—tiirevi olsun. Eger her
x,yeM ve yeT igin [d(x),d(y)], =0 ise bu taktirde (M,+) abelyendur. Ustelik M
2-torsion serbest, d, M iizerinde bir I'—homomorfizma olarak davranirsa ve her

xe M d*(x)e Z ise bu taktirde M komiitatiftir [9].
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2.3 I'- YAKIN HALKALARINDA I'-(a,7)— TUREVLER

Bu kisimda biitiin yakin halkalar sol dagiliml ve sifir simetrik olarak alinmistir.

Tanmm 2.3.1: M bir I'—yakin halka olsun. d(xyy)=d(x)yx(y)+7(x)yd(y) ¢arpim
kuralin1 saglayan «,7:M — M  fonksiyonlar1 varsa d:M —- M toplamsal

endomorfizmasina M {izerinde bir I'— (e, ) -tiirev denir.

Tamm 2.3.2:Bir M I'-yakin halkasinda, her x,ye M ve yeT icin [x,y],,

komiitatorii xp(y)—7(y)yx olarak tanimlanir.

Lemma 2.3.3: M bir I'—yakin halka ve d, M nin bir I'—(,7)-tiirevi olsun. bu
taktirde her x,ye M ve yeT icin

d(xyy) =t(x)yd(y)+d(x)yo(y)
dir.

ispat: d, M nin bir I'— (e, 7) -tiirevi olsun. Her x,ye M ve ye T igin
d(xy(y+y))=dx)ya(y+y)+7(x)yd(y+y)
=d(x)ya(y)+d(x)ya(y)+7(x)yd(y)+7(x)yd(y)
dir. Diger taraftan her x,ye M ve ye I i¢in

d(xyy+xyy)=d(xyy)+d(xyy)
=d(x)ya(y)+7(x)yd(y)+d(x)po(y) +7(x)yd(y)

dir. xy(y+y)=xyy+xyy oldugundan bu iki ifadenin kiyasindan
d(xyy)=d(x)ya(y) +7(x)yd(y) =7(x)yd(y) +d(x)ya(y)
elde edilir [8]. O

Lemma 2.3.4: M bir I'—yakin halka ve d, M nin bir I'—(e,7)-tiirevi olsun. bu

taktirde her x,y,ze M ve ¥, €T igin
(d)ya(y)+7(x)yd(y)) Bor(z) = d(x) ye(y) fa(z) + 7(x) yd () fex(2)
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dir.
Ispat: d, M nin bir I'—(a,7) -tiirevi olsun. Her x,y,ze M ve ¥, BT igin

d ((xyy)Bz)=d(xyy)Ba(z)+(xyy)Bd(2)
= (d(x)y(y) +T(x)7d(y)) Bo(z) +T(x) 72 () Bd(2)

dir. Diger taraftan her x,y,ze M ve y, €T icin

d(xy(yB2))=d(x)y(yfz)+7(x)yd(yBz)
=d(x)ya(y) fa(2) +T(x)y(d(y) fo(z) +7(y) Bd(z))
=d(x)ya(y)pa(z)+t(x)yd(y)fa(z)+(x)yr(y) fd(z)

dir. d(xyyfz) nin bu iki esitliginden
(d()yo(y) +7(x)yd(y)) fa(z) = d(x)ya(y) Bo(z) + T(x)yd (y) fa(z)
elde edilir [8]. m]

Lemma 2.3.5: M 2-torsion serbest ve asal olsun. d, M nin & ve 7 ile degismeli

olacak sekilde bir I'—(a, 7) -tiirevi olsun. Eger d 2 =0 ise bu taktirde d =0 dir [8].

Lemma 2.3.6:d, M T'—yakin halkasinin bir I'—(e,7)-tiirevi ve ue M sifir bolen
olmasm. Eger her yeT i¢in [u,d(u)]’,, =0 ise bu taktirde her xe M icin (x,u)

sabittir [8].

Teorem 2.3.7: d, M T —yakin halkasinin sifirdan farkh bir I'— (&, 7) -tiirevi olsun ve
M sifirin sifir bolenine sahip olmasin. xe M ve yel icin [x,d(x)),, =0 ise bu

taktirde (M ,+) abelyendir [8].

Teorem 2.3.8: M asal bir I'—yakin halka olsun. d, M nin sifirdan farkli farkli bir
I'—(a,7)-tiirevi olsun. Eger d(x)e Z ise (M,+) abelyendir. Ustelik M  2-torsion

serbest ise bu taktirde M komiitatiftir [8].

Teorem 2.3.9: M asal bir I'—yakin halka olsun. d, M nin sifirdan farkli farkli bir

I' - (&, 7) -tiirevi olsun. Eger [d(x),d(y)]’,, =0 ise bu taktirde (M ,+) abelyendir [8].
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2.4 ASAL VE YARI ASAL I'- YAKIN HALKALARDA iKi TARAFLI
I'-a-TUREVLER

Bu boliim boyunca M sifir simetrik sag I'— yakin halka olacaktir.

Tamm 2.4.1: M bir I'—yakin halka olsun. d(xyy)=d(x)ya(y)+ B(x)yd(y) ¢arpim
kuralim saglayan «,f:M — M fonksiyonlar1 varsa d:M — M toplamsal
endomorfizmasina M iizerinde bir I'—(e, f)-tirev denildigini 6nceki boliimden

biliyoruz.

d:M — M bir toplamsal doniisiim olsun. Eger d , hem I' —(,1) -tiirev hem de
I'-(1, @) -tiirev ise iki tarafli I"— ¢ -tiirev olarak adlandirilir. Eger ar =1 ise bu taktirde

iki taraflh I" — e -tiirev bir I — tiirev olur.

Ornek: M, bir sifir simetrik bir '—yakin halka ve M, bir ['-halka olsun. d,, M,
tizerinde herhangi bir doniisim ve d,, M, iizerinde tiirev olmayan bir sag ve sol
[-M,-modiil  doniisimii  oldugunda d((m, my))=(0,d,(m,)) ile
d:M, &M, >M &M, yi ve a((m, my))=(d,(m), 0) ile de
oM, ®M, -M,®M, doniisimiinii tammlayalim. Buradan 4 bir iki tarafh I'-« -

tiirevdir. Fakat bir I" —tiirev degildir.

Lemma 2.4.2: M bir asal I'—yakin halka ve U, M nin sifirdan farkli invaryant alt

kiimesi olsun. Eger her a,be U icin a+b—a—b =0 ise bu taktirde (M ,+) abelyendir.

ispat: U, M nin sifirdan farkli invaryant alt kiimesi olsun. Bu taktirde her ae U,
x,yeM ve yel i¢in xya, yyacU  alabiliriz. Bdylece hipotezden
xya+ yya—xya—yya=0 elde edilir. Boylece (x+y—x—y)ya=0 dir. U invaryant
oldugundan ozellikle (x+y—-x—yWIU=(x+y—-x—y)IMIU=0 dur. M asal
oldugundan ve U, M nin sifirdan farkli invaryant alt kiimesi oldugundan

x+y—x—y=0 elde ederiz. Boylece (M ,+) abelyendir. i
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Lemma 2.4.3: M bir asal I'—yakin halka ve U, M nin sifirdan farkli O 1 iceren
invaryant alt kiimesi olsun. d, M iizerinde bir I'—(a,1)-tiirev olsun. Eger d,U
tizerinde bir anti- I -homomorfizmasi olarak etki ederse ve (0)=0 ise bu taktirde her

xeU ve yeT i¢in xy0=0 dir.

Ispat: Her xeU ve yeT icin 0yx=0 oldugundan ve d,U iizerinde bir anti-T"-
homomorfizmasi olarak etki ettiginden her xe U ve ye T igin
0=d(0yx)=d(x)yd(0) =d(x)y0
elde edilir. Diger taraftan her xe U ve ye I icin
0=d(xy0)=d(x)yo(0) +xyd (0)
= x70
elde edilir. Boylece xy0=0 dir. i

Lemma 2.4.4: M bir I'—yakin halka ve U, M nin bir invaryant alt kiimesi olsun.
Eger d, her x,yeU ve yel ic¢in a(xyy)=a(x)pa(y) olacak sekilde M nin iki
tarafli I' — ¢ -tiirevi ise bu taktirde her n,x,ye M ve y,ue T icin

np(d(x)ya(y) +xyd(y)) = npd (x) yod( y) + nptxyd (y)
dir. Ustelik a(U)=U ise bu taktirde her n,x,ye M ve y,ueT icin

n(d()yy +a(x)yd(y)) =nud (x)yy +nua(x)yd(y)
dir.

Ispat: Her n,x,ye M ve y,ueT icgin
d (nu(xyy)) = d(m)pa(xyy)+nud(xyy)
=d(mua(x)yo(y)+nu(d()ya(y) +xyd(y)).
elde edilir. Diger taraftan her n,x,ye M ve y,uel icin
d ((npx)yy) = d(npx) yac(y) + npexyd (y)
= (d(n)ua(x)+nud(x)) yo(y) +nuxyd(y)
= d(n)pa(x) ya(y) + nptd (x) yo(y) + nexyd ().
bulunur. d(nixyy) nin bu iki esitiginden
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nu(d () ye(y) + xyd(y)) = nud (x) o y) + npxyd (y)
dir.

Benzer olarak her n,x,ye M ve y,uel icin

d (nu(xyy)) =d(n)uxyy +a(n)ud(xyy)

=dm)uxyy+o(m)uld(x)yy+a(x)yd(y))
elde edilir. Diger taraftan her n,x,ye M ve y,uel icin
d ((npx)yy) =d(npx)yy + a(nptx) yd (y)
=dm)uxyy+oa(n)ud(x)yy+a(n)ua(x)yd(y)

d(nuxyy) nin bu iki esitliginden (U)=U oldugunu kullanarak

nu(d(x)yy+a(x)yd(y)) =nud(x)yy+nuo(x)yd(y)

elde edilir. O

Lemma 2.4.5: M bir asal I'—yakin halka ve U, M nin sifirdan farkli invaryant alt
kiimesi olsun. d, her x,ye M ve yel icin a(xyy)=a(x)yx(y) olacak sekilde M
nin sifirdan farkli bir I'—(e,1)-tiirevi olsun. Eger xe M ve xyd(U ):{0} ise bu

taktirde x=0 dir.

Ispat: xe M ve xyd(U)={0} kabul edelim. Bu taktirde her ye M, ue U ve ueT
icin
0=xyd(upy)

= xy(dwpe(y) +upd(y))

= xyd(u)po(y) + xyupd(y)

= xyupd(y)
bulunur. Bu son bulunan ifadeyi her x,ye M ve y,u €I icin genellersek

xI'UTd(y)={0}

elde edilir. M asal , U, M nin sifirdan farkli invaryant alt kiimesi ve d sifirdan farklh

oldugundan x =0 oldugu anlasilir. m|
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Lemma 2.4.6: M bir asal I'—yakin halka ve U, M nin sifirdan farkli invaryant alt
kiimesi olsun.d, M nin sifirdan farkli bir I'—(a,1) -tiirevi olsun. Eger her x,y,ze U
icin d(x+y-x—y)=0 ise bu taktirde her x,y,zeU ve yel ig¢in
(x+y—x—y)yd(z)=0 dir.

Ispat: Her x,y,ze U igin d(x+y—x—y)=0 oldugunu kabul edelim. Her ze U ve
ye T icin sirasiyla x ve y yerine xyy ve yyz alirsak her x,y,ze U ve ye I icin
0=d(xyz+yyz—xyz—yyz)
=d((x+y-x=y)yz)

=d(x+y—x—y)ya(z)+(x+y—x—y)yd(z)
=(x+y-—x—y)yd(z)

elde edilir. Buda istenendir. O

Lemma 2.4.7: M bir asal I"'—yakin halka ve U, M nin invaryant alt kiimesi olsun. d ,
her x,yeU ve yel icin a(xyy)=ca(x)px(y) ve a(U)=U olacak sekilde M nin

sifirdan farkli bir I"— (&, 1) -tiirevi olsun.

@) Eger d,U {zerinde bir I'—homomorfizmasi olarak davranirsa bu
taktirde her x,ye U ve y,uel icin

d(y)uxyd(y) = yuxyd(y) =d(y)uxya(y)
dir.

(ii) Eger d, U iizerinde bir anti-'—homomorfizmasi olarak davranirsa bu
taktirde her x,ye U ve y,ue T icin

d(y)yxyd(y)=xyyyd(y)=d(y)yo(y)yx
dir.
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Ispat:
(i) d nin U iizerinde bir I'—homomorfizmasi olarak davrandigini kabul edelim. Bu

taktirde her x,ye U ve yeT ic¢in

d(xyy)=d(x)ya(y)+xyd(y)=d(x)yd(y) (24.1)
dir. (2.4.1) de x yerine yux alirsak her x,ye U ve y,ueT icin
d(yux)ya(y)+ yuxyd(y)=d(yux)yd(y)
= d(y)ud (x)yd(y) (2.4.2)
=d(y)ud(xyy)
elde ederiz. Lemma 2.4.4 ten
d(y)ud(xyy) =d(y)uld (x)yo(y)+ xyd(y)]
=d(y)ud(x)ya(y)+d(y)uxyd(y)
=d(yux)ya(y)+d(y)uxyd(y).
yazabiliriz. (2.4.2) de bu denklemi kullanirsak
d(yux)ye(y)+ ypxyd(y) =d(yux)yo(y)+d(y) uxyd(y)
buradan da ilk ifadeler kisaltilirsa bu taktirde her x,ye U ve y,ue T igin
yuxyd(y) =d(y)uxyd(y)

elde edilir.

Benzer olarak (2.4.1) de y yerine yux alirsak her x,ye U ve y,ue T icin

d(x)yo(yux)+xyd(ypx) =d(x)yd(ypux)
=d(x)yd(y)ud(x) (2.4.3)
=d(xyy)yd(x)
Diger taraftan her x,ye U ve y,ue T icin
d(xyy)pd(x) = (d (x)ya(y) + xyd(y)) ud (x)
= d(x) yor(y) d (x) + xyd (y) ud (x)
= d(x)ya(y)ud(x) + xyd (yux)
(2..4.3) denkleminde bu ifadeyi yerine yazarsak
d(x)yo(yux)+xyd(yux) = d(x)yo(y) ud (x) + xyd (yux)
elde edilir. Buradan da ilk ifadeler kisaltilirsa her x,ye U ve y,ue I icin
d(x)yo(ypx) = d(x)yo(y) pd (x)
elde edilir. Hipotezden a(xyy)=a(x)yx(y) oldugundan
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d(x) yar(y) pe(x) = d () yeu(y) pd ()
dir. 2(U)=U oldugundan her x,we U ve y,ucT icin
d(x)ywolx) = d (x) ywud (x)
elde ederiz. Yani her x,ye U ve y,uel icin
d(y)yxpo(y) =d(y)yxpd(y)

bulunur.

(i) d nin U iizerinde bir anti-I'—homomorfizmasi olarak davrandigin1 kabul edelim.
Bu taktirde her x,ye U ve ye T i¢in
d(xyy) =d(x)ya(y)+xyd(y) =d(y)yd(x) (2.4.4)
oldugunu biliyoruz. (2.4.4) denkleminde y yerine xyy alirsak
d(x)ya(xyy) +xyd(xyy) = d(xyy)yd(x)
=(d(x)ya(y)+xyd(y)) yd(x)
=d(x)ya(y)yd(x)+xyd(y)yd(x)
=d(x)yo(y)yd(x)+xyd(xyy).
bulunur. Bu denklemde kisaltmalari yaparsak her x,ye U ve ye I icin
d(x)ya(xyy) =d(x)ya(y)yd(x)
elde ederiz. @(U)=U oldugundan d(x)yx(x)yy =d(x)yyyd(x) bulunur.

Benzer olarak (2.4.4) te x yerine xyy alirsak her x,ye U ve ye T i¢gin

d(xyy)yo(y)+xyyyd(y)=d(y)yd(xyy)
=d(y)y(d(x)ya(y)+xyd(y))
=d(y)yd(x)yo(y)+d(y)yxyd(y)
=d(xyy)yo(y)+d(y)yxyd(y)

bulunur. Kisaltmalar yapilirsa her x,ye U ve ye D icin d(y)yxyd(y)=xyyyd(y)

elde edilir. O

Teorem 2.4.8: M yari asal bir I"'— yakin halka ve U, M nin sifir1 igeren bir invaryant
alt kiimesi olsun. d,M nin her x,ye U ve ye I icin a(xyy)=a(x)yx(y) ve

a(U)=U olacak sekilde iki tarafli I"— ¢ -tiirevi olsun.
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i) Eger d,U iizerinde bir I'—homomorfizmasi olarak davranirsa bu
taktirde d(U) ={0} dur.
(ii) Eger d,U iizerinde bir anti-I"—homomorfizmasi olarak davranirsa bu

taktirde d(U) ={0} dur.

Ispat:
(i) d nin U iizerinde bir I'—homomorfizmasi olarak davrandigini kabul edelim. Bu

taktirde Lemma 3.3.7 den her x,ye U ve y,uel i¢in
d(y)puxyd(y) =d(y)uxye(y) (2.4.5)
oldugunu biliyoruz. (2.4.5) denklemini her ze U icin sagdan d(z) ile carparsak ve d
nin U {iizerinde bir I'—homomorfizmasi olarak davrandig1 ve a(U)=U hipotezlerini
Lemma 2.4.4 ile birlikte kullanirsak her x,y,ze U ve y,ueT icin
d(y)uxyo(y)ud(2) = d(y) uxyd(y)ud(z)
=d(y)uxyd(yuz)
=d(y)uxy(d(y)penz)+ yud(2))
=d(y)uxyd(y)uo(z)+d(y)uxyypud(z)
elde edilir. Kisaltmalar yapilirsa d(y)uxyd(y)uo(z)=0 bulunur. a(U)=U
oldugundan her x,y,ze U ve y,ucl icin d(y)uxyd(y)uz=0 dir. me M, ze U ve
nel’ oldugunda x yerine zmm alirsak her me M, x,y,zeU ve nel igin
d(y)uznmyd(Y)uz =0 elde edilir. Ozellikle d(y)uzIMTUd(y)uz={0}dir. M yan
asal oldugundan d(y)uz =0 elde edilir. &(U)=U oldugundan her y,zeU ve uel’
icin
d(y)ua(z)=0 (2.4.6)
oldugu aciktir. (2.4.6) denkleminde her ne M icin y yerine ynn alirsak
d(ynn)po(z) =0
bulunur. Bu son ifadeyi agarsak ve her ze U ve €T igin soldan d(z) ile carparsak
d(z) Bd (y)nnuo(z) +d(z) Bynd (n)ue(z) =0 elde edilir. Ikinci toplam (2.4.6) dan sifir
oldugundan her ne M , x,y,ze U ve y,u,BeT icin

0=d(2)d(y)nnua(z) =d(zBymnua(z) = d(z) Ba(ynnua(z) + z fd (y)nnua(z)
= zfd(y)nnua(z)
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elde edilir.Yani zfBd(y)npnuoa(z)=0 dir. aU)=U oldugundan we U oldugunda
zfd(y)nnuw =0 sonucuna varilir. w yerine zfd(y) alirsak zfd(y)nnuzBd(y)=0
bulunur. Bu son ifadeyi her ne M , y,ze U ve u,n,Be T igin genellersek
2fd(y)I'MTz5d(y) =0

M yar asal I"—yakin halka oldugundan dolayi her y,ze U ve feT icin

zfBd(y)=0 (2.4.7)
elde ederiz. (2.4.6) denklemini ve (2.4.7) denklemini birlestirirsek her y,ze U ve
pel icin d(y)pa(z)+ypd(z)=d(yfz)=0 bulunur. Her meM, zeU ve
v, igin y yerine zym alirsak d(zymfz)=0 elde ederiz. d,U iizerinde bir
I'— homomorfizmasi olarak davrandigindan

0=d(zym)fd(z) = d(z)yo(m) fd (z) + zyd (m) fd ()

dir. (2.4.7) den dolayi ikinci toplam sifirdir. Yani her me M , ze U ve y,Be T icin
d(z)ya(m)Pd(z)=0 oldugu anlasilir. Bu ifadeyi genellersek d(z)IMT'd(z)=0 dir.
M yarn asal oldugundan her z€ U i¢in d(z) =0 oldugu anlasilir. Yani d(U) = {0} dir.

(ii) d nin U iizerinde bir anti- ' —homomorfizmasi olarak davrandigini kabul edelim.

[k olarak Lemma 2.4.3 den her ae U ve yeTicin ay0=0 oldugunu hatirlatalim.
Lemma 2.4.7 (ii) den dolay1 her x,ye U ve ye I i¢in
xyyyd(y)=d(y)yxyd(y) (2.4.8)
d(y)ye(y)yx = d(y)yxyd(y) (2.4.9)
dir. (2.4.8) de x yerine xyd(y) alirsak

xyd(y)yyyd(y) = d(y)yxyd(yyy) = d(y)yxy(d(y)ya(y) + yyd(y))

(2.4.10)
= d(y)yxyd(y)ya(y) + d(y)yxyyyd(y).
elde ederiz. (2.4.8) de her x,ye U ve ye I i¢in x yerine xyy alirsak
xyyyyyd(y)=d(y)yxyyyd(y) (2.4.11)

elde ederiz. Bu denklemi sagdan «(y) ile carparsak her x,ye U ve yeT i¢in
xyyyd(y)yo(y) =d(y)yxyd(y)ya(y) (2.4.12)
elde ederiz. (2.4.8) de y ile x in yerlerini degistirirsek yyyyd(y)=d(y)yyyd(y)

bulunur. Bunu x ile soldan ¢arparsak her x,ye U ve ye I icin
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xyyyyrd(y) = xyd(y)yyyd(y) (2.4.13)
(2.4.11), (2.4.12) ve (2.4.13) denklemlerini (2.4.10) denkleminde yerine yazarsak
xyyyd(y)ya(y) =0 oldugu anlasilir. Burada ne M oldugunda x yerine yyn alirsak
yynyyyd(y)yo(y) = 0 olur. Boylece
yyrd(y)yo(y)IMTyyd(y)ya(y) ={0}
dir. M nin yan asal olusundan her x,ye U ve ye I icin
yrd(y)yo(y) = 0 (2.4.14)
bulunur. (2.4.12) ye gore xy0=d(y)yxyyyd(y)yo(y) yani d(y)yxyyyd(y)y(y)=0
elde edilir. Simdi (2.4.9) denklemini sagdan a(y) ile carparsak
d(y)ya(y)yxyo(y) =d(y)yxyd(y)yx(y)
ve son bulunan ifadeyi burada yerine yazarsak her x,ye U ve yeT i¢in
d(y)ya(y)yxya(y) = 0 (2.4.15)
elde edilir. (2.4.15) te x yerine xynyd(y) alirsak her x,ye U ve yeT i¢in
d(y)ya(y)yxynyd(y)y(y) = 0
ve bu denklemi sagdan x ile carparsak her x,ye U, ne M ve yeT icin
d(y)ya(y)yxynyd(y)y(y)yx = 0
elde ederiz. Bu ifadeyi her x,ye U, ne M ve ye I i¢in genellersek
d(y)ya(y)yxtMUd(y)yo(y)yx = 0
M yarn asal oldugundan her x,ye U ve ye I igin
d(y)ya(y)yx= 0 (2.4.16)
bulunur. (2.4.9) da (2.4.16) y1 kullanirsak d(y)yxyd(y)=0 elde edilir. Son denklemde
x yerine xyn alirsak d(y)yxynyd(y)=0 olur. Bu ifadeyi sagdan x ile carparsak
d(y)yxynyd(y)yx=0
sonucuna varilir. Bu ifadeyi her x,ye U, ne M ve ye€ T i¢in genellersek
d(y)yxI'MTd(y)yx=0
elde edilir. M yan asal oldugundan her x,ye U ve ye T icin
d(y)yx=0 (2.4.17)
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dir. (2.4.17) de her x,y,zeU,neM ve pyel igin y yerine yyn alirsak
d(yyn)yx =0 olur. Budenklemi her x,y,ze U,ne M ve ye T i¢in soldan xyd(z) ile
carparsak xyd(z)yd(yyn)yx =0 elde edilir. Boylece

0=xyd(2)y(d(y)yn+a(y)yd(n)) yx=xyd(2)yd(y)ynyx+xyd(z) ya(y)yd (n)yx
dir. a(U)=U oldugundan (2.4.17) den dolay1 ikinci toplam sifirdir. Boylece
xyd(2)yd(y)ynyx =0 elde edilir. Bu denklemi her x,y,zeU,ne M ve ye@ icin
sagdan d(z)yd(y) ile carparsak xyd(z)yd(y)ynyxyd(z)yd(y)=0 elde edilir. Her
x,y,zeU,ne M ve yeT icin bu son ifadeyi genellersek
xyd(2)yd (Y)TMIxyd(2)yd(y) = {0}

bulunur. M nin yan asalligindan

0=xyd(2)yd(y)=xyd(zyy)
elde edilir. Bundan dolay1

0=xyd(y)yz+xya(y)yd(z) = xyo(y)yd(z)

dir.Ozellikle x yerine a(y)yd(z)yn alirsak

a(y)yd(z)ynya(y)yd(z) =0
bulunur. Bu ifadeyi genellersek a(y)yd(z)ITMT a(y)yd(z)=0 bulunur. M nin yar1
asalligindan a/(y)yd(z)=0 dir.Her x,y,zeU ve yel igin (2.4.17) ile bu ifadeyi
birlestirirsek

d(xyy)=0

bulunur. Burada her xeU, ne M icin y yerine xyn alirsak d(xyxyn)=0 olur.

Boylece

0=d(xyn)yd(x) = (d(x)yn+a(x)yd(n))yd(x) = d(x)ynyd(x)+ a(x)yd(n)yd(x)
=d(x)ynyd(x)+a(x)yd(xyn).

Ikinci toplam sifir oldugundan d(x)ynyd(x) =0 bulunur. Bu ifadeyi genellersek
d(x)I'MTI'd(x)={0}
elde edilir. M yar1 asal oldugundan her xe U ve yel icin d(x)=0 dir. Boylece

d(U)={0} oldugu anlasilir. Bu ise istenendir. o

Sonuc 2.4.9: M bir yan asal I'—yakin-halka ve d ,M nin her x,ye U ve YT i¢in

a(xyy) =a(x)yx(y) olacak sekilde iki tarafli I'— ¢ -tiirevi olsun.
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(i) d ,M iizerinde bir I"'—homomorfizma olarak davranirsa bu taktirde d =0

dir.

(ii) d ,M 1iizerinde bir anti-I'— homomorfizma olarak davranirsa ve «(0) =0 ise

bu taktirde d =0 dir.

Sonug¢ 2.4.10: M bir asal I'—yakin-halka ve U, M nin Oe U olacak sekilde sifirdan
farkli invaryant alt kiimesi olsun. d,M nin her x,yeU ve yel igin

a(xyy)=a(x)yx(y) ve a(U)=U olacak sekilde iki tarafli I" — ¢ -tiirevi olsun.

(i) d,M 1tzerinde bir I'—homomorfizma olarak davranirsa bu taktirde d =0

dir.

(ii) d ,M {izerinde bir anti-I"— homomorfizma olarak davranirsa ve &(0) =0 ise

bu taktirde d =0 dir.

Ispat: Teorem 2.4.8 den her xe U i¢gin d(x)=0 dir. Her xe U,ae M ve yeT igin
x yerine xya alirsak bu taktirde
0=d(xya)=d(x)ya(a)+xyd(a) = xyd(a)
elde ederiz. Son denklemde her xe U,be M ve puel icin x yerine xub alirsak
xubyd(a) =0 bulunur. Bu ifadeyi genellersek
xXI'MT'd(a)=0
elde edilir. M asal oldugundan ve U, M nin sifirdan farkli invaryant alt kiimesi

oldugundan her ae M i¢in d(a)=0 elde edilir. Dolayisiyla d =0 oldugu anlasilir. ©

Teorem 2.4.11:: M bir asal I'—yakin-halka ve U, M nin sifirdan farkli invaryant alt

kiimesi olsun. d,M nin her x,yeU ve yel icin a(xyy)=a(x)yx(y) olacak
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sekilde bir I'—(a,1) -tiirevi olsun. Eger her x,ye U icin d(x+y—x—y)=0 ise bu
taktirde (M ,+) abelyendir.

Ispat: Her x,yeU icin d(x+y-x—y)=0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde
Lemma 2.4.6 dan dolay1 her x,y,zeU ve yel@ igin (x+y—x—y)yd(z)=0 olur.
Lemma 2.4.5 ten dolayr her x,ye U i¢in x+y—x—y=0 oldugu anlasilir. Boylece

Lemma 2.4.2 den (M ,+) abelyendir. |

Sonu¢ 2.4.12: M bir asal I'—yakin-halka ve U, M nin sifirdan farkli invaryant alt
kiimesi ve olsun. d ,M nin her x,ye U ve yel icin a(xyy)=a(x)yx(y) olacak
sekilde bir I'—(a,1) -tiirevi olsun. Eger d +d, U iizerinde toplamsal ise bu taktirde

(M ,+) abelyendir.

Ispat: d+d, U iizerinde toplamsal oldugunu kabul edelim. Bu taktirde her x,ye U
icin
d+d)(x+y)=d(x+y)+d(x+y)
=d(x)+d(y)+d(x)+d(y)

dir. Diger taraftan her x,ye U icin

(d+d)(x+y)=(d+d)(x)+(d +d)(y)
=d(x)+d(x)+d(y)+d(y)

elde edilir. (d+d)(x+y) nin iki esitliginden d(x)+d(y)=d(y)+d(x) elde edilir.
Yani her x,ye U igin d(x+y—x—y)=0 elde edilir. Teorem 2.4.11 den dolay1 (M ,+)

abelyendir. m|
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2.5 I'- YAKIN HALKALARINDA GENELLESTIiRiLMIi$ I'- TUREVLER

Bu boliim boyunca M, Z carpimsal merkezli sifir simetrik bir sol I'—yakin-

halka olacaktur.

Tanmm 2.5.1: M bir I'—yakin-halka ve d, M nin bir I'—tiirevi olsun. f:M — M
toplamsal bir doniigiim olsun. Eger her x,ye M ve ye T i¢in

Fyy) = f)yy+xyd(y)
ise bu taktirde f toplamsal doniisiimiine d ile birlestirilmis sag genellestirilmis I"—
tiirev denir. Eger her x,ye M ve ye T icin

Fxyy)=dx)yy+xyf(y)
ise f toplamsal doniisiimiine d ile birlestirilmis sol genellestirilmis I" — tiirev denir.
Sonug olarak eger f, d ile birlestirilmis hem sag hem de sol genellestirilmis I'— tiirev
ise bu taktirde f:M — M toplamsal doniisiimiine  ile birlestirilmis bir

genellestirilmis " — tiirev denir.

Lemma 2.5.2: M bir asal I —yakin-halka olsun.

@) Eger ze Z/{0} ise bu taktirde z, M de bir sifir bélen degildir.

(i) Eger Z/{0}, z+ze Z olacak sekilde bir z eleman icerirse bu taktirde
(M ,+) abelyendir.

(iii) d, M nin sifirdan farkli bir I'— tiirevi olsun. Bu taktirde xe M ve
ye I icin xyd(M)={0} olmast x=0 olmasini ve d(M )yx={0} olmas1 x=0

olmasim gerektirir.

Ispat: (i) ve (ii) nin ispati i¢in [9, Lemma 2.2] bakiniz.

(iii) d, M nin sifirdan farkli bir I'—tiirevi olsun ve xyd(M)={0} olsun. Her

x,v,2e M ve y,ueT icin
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0=xyd(ypuz) = xy(yud(z)+d(y)uz)
=xyyud(z)+xyd(y)uz
= xyyud(z)

elde edilir. Bu ifadeyi her x,y,ze M ve y,u eI icin genellersek
xXI'MT'd(z) ={0}

elde edilir. M asal oldugundan ve d sifirdan farkli oldugundan x =0 oldugu anlasilir.

Benzer sekilde, d, M nin sifirdan farkhi bir I'—tiirevi o ve d(M)yx={0} oldugunu
kabul edelim. Bu taktirde her x,y,ze M ve y,ueT icin
0=d(yuz)yx =(yud(2)+d(y)uz) yx

=yud()yx+d(y)uzyx
=d(y)uzyx

elde edilir. Bu ifadeyi her x,y,ze M ve y,ue I icin genellersek
d(y)TMT'x ={0}

bulunur. M asal oldugundan ve d sifirdan farkli oldugundan x =0 oldugu anlasilir. O

Lemma 2.5.3: M bir asal I'—yakin-halka olsun. Eger M 2-torsion serbest ise ve

d, M nin d* =0 olacak sekilde bir I"— tiirevi ise bu taktirde d =0 dur.

Ispat: M asal ve 2-torsion serbest olsun. d, M nin d>=0 olacak sekilde bir
" —tiirevi olsun. Bu taktirde her x,ye M ve ye T igin
0=d’(xyy)=d(d(xyy)) =d(xyd(y)+d(x)yy)
=d(xyd(y))+d(d(x)yy)

=xyd*(y)+d(x)yd(y)+d(x)yd(y)+d*(x)yy
=2d(x)yd(y)

bulunur. M 2-torsion serbest oldugundan d(x)yd(y)=0 elde edilir. Her x,y,ze M
ve y,iel igin y yerine ypuz alirsak
0=d(x)yd(yuz)=d(x)y(yud(2)+d(y)uz)

=d(x)yyud(z)+d(x)yd(y)uz
=d(x)yyud(z)
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elde edilir. Her x,y,ze M ve y,u< T icin bu ifadeyi genellersek d(x)I'MT'd(z)={0}
bulunur. M asal oldugundan ya d(x)=0 yada d(z)=0 dir. Dolayisiyla d =0 elde

edilir. O

Lemma 2.5.4:
(i) f, bir M I'—yakin-halkasinda d ile birlestirilmis bir sag genellestirilmis

I"— tiirev olsun. Bu taktirde her x,ye M ve ye I i¢in

fxyy)=xyd(y)+ f(x0)yy
dir.

(ii) f, bir M I'—yakin-halkasinda d ile birlestirilmis bir sol genellestirilmis
I' - tiirev olsun. Bu taktirde her x,ye M ve ye I i¢in

fxyy)=xyf(y)+d(x)yy
dir.

Ispat: (i) f,d ile birlestirilmis sag genellestirilmis I'— tiirev olsun. Bu taktirde her
x,yeM ve yeT i¢in
F(xr(y+y))=F)P(y+y)+xyd(y+y)
=fOyy+ f)yy+xyd(y)+xyd(y)
dir. Diger taraftan

Sxyy+xyy)=f(xyy)+ f(xyy)
= f(X)yy+xyd(y)+ f(x)yy+xyd(y)

dir. xy(y+ y) nin bu iki esitliginden
Jxyy)=fX)yy+xyd(y)=xyd(y)+ f(x)yy

elde edilir.

(ii) f, d ile birlestirilmis sol genellestirilmis I — tiirev olsun. Bu taktirde her x,ye M
ve ye I igin

F(xy(y+0))=d@y(y+y)+xyf(y+y)
=dX)yy+dx)yy+xyf(y)+xyf(y)
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bulunur. Diger taraftan her x,ye M ve ye I icin

SOyy+xyy)=fxyy)+ f(xyy)
=dX)yy+xyf(M+dx)yy+xyf(y)

dir. xy(y+ y) nin bu iki esitliginden
JOyy)=d@x)yy+xyf(y)=xyf(y)+dx)yy

elde edilir. o

Lemma 2.5.5:
(i) f, bir M I'—yakin-halkasinda d ile birlestirilmis bir sag genellestirilmis
I'— tiirev olsun. Bu taktirde her x,y,ze M ve y,ue T igin
(fyy+xyd(y) uz=f()yyuz+xyd(y)uz
dir.
(ii) f, bir M T —yakin-halkasinda d ile birlestirilmis bir sol genellestirilmis

I" - tiirev olsun. Bu taktirde her x,y,ze M ve y,ue T icin

(d@yy+xyf (M) uz=dx)yyuz+xyf(y)uz
dir.

Ispat: (i) f, M T —yakin-halkasinda d ile birlestirilmis bir sag genellestirilmis I"—
tiirev olsun. Bu taktirde her x,y,ze M ve y,u€ T igin
F(Gyyyuz) = f(xyy)uz+xyypd(2)
= (f () yy+xyd(y)) pz+xyyud(z)
dir. Diger taraftan
f(xy(yu2)) = f(yyuz+xyd(ypuz)
= f)yyuz+xyd(y)uz+xyyud(z)
bulunur. xyyuz iniki esitliginden
(fyy+xyd(y) uz= f () yyuz+xyd(y)uz

elde edilir.

(ii) f, M I —yakin-halkasinda d ile birlestirilmis bir sol genellestirilmis I'— tiirev

olsun. Bu taktirde her x,y,ze M ve y,ue T icin
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F((xyy)pz)=dxyy)puz+xyypf(z)
=(d(x)yy+xyd(y)) z+xyyuf(z)
=d(x)yyuz+xyd(y)uz+xyyuf(z)

dir. Diger taraftan
F(xy(yuz)) = d(x)yyuz+xyf(yuz)
=dx)yyuz+xy(d(V)pz+ yuf(2))
bulunur. xyyuz in bu iki esitliginden her x,y,ze M ve y,u€ I igin

xy(d(Wuz+ yuf(2))=xyd(y)uz+xyyif(z)

elde edilir. O

Lemma 2.5.6: M bir asal I'—yakin-halka, f, sifirdan farkli d [I'—tiirevi ile
birlestirilmis sifirdan farkli bir genellestirilmisI" — tiirev ve ae M ve ye I olsun.

(i) Eger ayf(M)=0 ise bu taktirde a =0 dir.

(ii) Eger f(M)ya=0 ise bu taktirde a =0 dir.

ispat: (i) M bir asal I'—yakin-halka, f, sifirdan farkli d I'—tiirevi ile birlestirilmis
sifirdan farkl bir genellestirilmisI"— tiirev olsun. Ve ae M ve ye T icin ayf(M)=0
olsun. Bu taktirde her x,y,ae M ve y,ue T icin
0=ayf (xuy) =ay(f )y +xud(y))
= ayf(Ouy+ayxud(y)
= ayxud(y)
bulunur. Her x,y,ae M ve y,ue T icin bu ifadeyi genellersek
al’'MTd(y)={0}

bulunur. M asal oldugundan ve d sifirdan farkli oldugundan a =0 elde edilir.

(i) ae M ve yel icin f(M)ya=0 olsun. Bu taktirde (i) ye benzer sekilde her
x,y,ae M ve y,uel icin
0= f(xyy)pa=(d(x)yy+xyf(y)) ua

=d(x)yypa+xyf(y)ua
=d(x)yypa
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bulunur. Her x,y,ae M ve y,ue T icin bu ifadeyi genellersek
d(x)I'MTa={0}

elde edilir. M asal oldugundan ve d sifirdan farkli oldugundan a =0 elde edilir. i

Lemma 2.5.7: Eger her x,ye M ve y,uel igcin z€ Z ise bu taktirde
[zpx, y], = zulx, y1, = z/x, y],
dir.

Ispat: x,ye M ve y,ueT icin ze Z olsun. Bu taktirde

[zpex, yl, = zuuxyy — yyzpx
= ZUXYY = YYXUZ
= ZUXYY = ZUYYX
= zu(xyy—yyx)
=zplx, y],

dir. Diger taraftan her x,ye M ve y,uel i¢in ze Z igin

ZULx, Y], = 2xyy — 2Ly yx
=XUZYy— YHZYX
=XUYYZ— YHUX)Z
= ZYX[Y — ZYYHX
= 2y (xuy — yux)
=z)xy],

elde edilir. Yani her x,yeM ve y,uel’  igin ze Z icin

[zux, yl, = zulx, y1, = z/x, y], dir. O

Teorem 2.5.8: f,M nin sifirdan farkli bir d [I'—tiirevi ile birlestirilmis
genellestirilmis I'—tiirev olsun. Eger M 2-torsion serbest I'— yakin-halka ve f>=0

ise bu taktirde f =0 dir.

Ispat: M , 2-torsion serbest I'— yakin-halka ve f> =0 olsun. Bu taktirde her x,ye M

ve ye I igin
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F(fGxry)

F(fyy+xyd(y))
F(fQyy)+f(xpd(y))

= f2)yy+ () yd(y)+ f(0)yd(y)+xyd*(y)
= fF(Oyd(y)+ f(O)yd(y)+xyd*(y)

bulunur. Yani her x,ye M ve yeT igin

F)yd(y)+ f(x)yd(y)+xyd*(y)=0

bulunur. Bu son denklemde her xe M i¢in x yerine f(x) alirsak her x,ye M ve

0= f*(xyy) =

yeT icin
FPOrd()+ A 0yd () + f(0)yd*(y)=0
elde edilir. > =0 oldugundan
f)yd*(y)=0
bulunur. Lemma 2.5.6 (ii) den her ye M igin d*(y)=0 olur. Yani d* =0 dir. Buradan
Lemma 2.5.3 den d =0 elde edilir. Simdi d =0 oldugundan dolay1
fyy)=dx)yy+xyf(y)=xyf(y)
olur. Her x,ye M ve yeT icin
0=f*Cyy) =1 (f rm)= £ (x7f ()
= fyf () +xyd (f(y)

olur. d =0 oldugundan ikinci toplam sifirdir. Yani her x,ye M ve ye T icin

JOyf(y)=0

bulunur. Buradan Lemma 2.5.6 den f =0 dur. m]

Teorem 2.5.9: M bir asal I'—yakin-halka ve f, d ile birlestirilmis sifirdan farkli bir
genellestirilmig " — tiirev olsun. Eger f(M)c Z ise bu taktirde (M,+) abelyendir.

Ustelik, eger M 2-torsion serbest ise bu taktirde M komiitatif halkadir.

Ispat: M bir asal T'—yakin-halka ve f, d ile birlestirilmis sifirdan farkli bir
genellestirilmis I'—tiirev ve f(M)c Z olsun. f(a)#0 olacak sekilde bir ae M



40

alalim. Boylece f(a)e Z—-{0} dir. Dolayisiyla Lemma 2.5.3 (i) den
f(a)+ f(a)e Z—{0} dir. Buradan her x,ye M ve yeT i¢in
(x+2)7(f @+ f@)=(f(@+f(@)y(x+y)

elde edilir. Bu son esitlige dagilma 6zelliklerini kullanarak her x,ye M ve ye I icin

xyfla)+xyf(a)+yyfla)+yyf(a)= f(@yx+ f(@)yy+ f(@)yx+ f(a)yy
bulunur. f(a)e Z/{0} oldugundan

xyfla)+xyfla)+yyfla)+yyfla)=xyfla)+yyf(a)+xyf(a)+yyf(a)
dir. Esitligin iki tarafindaki ilk ve son toplamlar kisaltilirsa her x,ye M ve ye T icin

f@yx+fla)yy=fla)yy+ fla)yx
dir. Yani her x,ye M ve yeT i¢in
fl@yx+ f(a)yy-fla)yx—f(a)yy=0
bulunur. Buradan
f@yx+y-x-y)=0
yani her x,ye M ve yeT icin
f@y(x,y)=0

elde edilir. Fakat f(a)e Z/{0} oldugundan Lemma 2.5.6 (ii) den (x, y) =0 bulunur.

Yani (M,+) abelyendir.

Simdi M nin 2-torsion serbest oldugunu kabul edelim. Hipotezden her xe M ic¢in
f(x)€ Zoldugundan her x,y,ze M ve yel icin [f(x),z],=0 dir. Burada pel’
icin x yerine xuy alirsak bu taktirde
0=[f(xpy), 2], =[d(x) ey +xpf (y), 2],
=[d(x)uy,z], +lxuf (y).z],
bulunur. Buradan da her x,y,ze M ve yeT icin
[d(x)uy,z], =—lxuf(y),z],
=—(xpf (Dyz—zyxuf ()

=zyxpuf (y)—xuf(y)yz
=[z,xuf(y)l,

elde edilir. Yani
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[d(x)uy,z], =z, xpf(y)],
dir. Lemma 2.5.7 den dolay1 her x,y,ze M ve yeT icin
duly,zl, = f(y)ulzx],
yazilir. Bu son denklemde her ye M igin y yerine f(y) alirsak ve her xe M i¢in

f(x)e Z oldugunu goz 6niinde tutarsak

FrO)ulz.x), =d@ulf(y).z],
=duf(y)yz—dxuzyf(y)

=d(xX)uf(y)yz—dx)uf(y)yz
=0

elde edilir. Yani her x,y,ze M ve ye I icin
fA)ulz.x], =0
dir. Her ye M icin f?(y)=0 olsun. Bu taktirde Teorem 2.5.8 den dolayr f =0 olur.
Fakat bu f#0 olmasi ile gelisir. Yani f>(y) sifira esit olamaz. Dolayisiyla her
x,z€ M ve yeT ig¢in
[z,x],=0

olur. (zyx—xyz=0). Yani M komiitatif halkadir. i

Bir d T —tiirevi ile birlestirilmis f:M — M genellestirilmis ' — tiirevini
(f,d) ile gosterecegiz. Aksi belirtilmedikce d, M nin sifirdan farkhh I —tiirevi

olacaktir.

Teorem 2.5.10: M bir asal I'—yakin-halka ve (f,d), M tizerinde genellestirilmis
I'—tiirev olsun. Eger her x,ye M ve yeT icin f([x, y]y) =0 ve her x,y,ze M ve

v, U igcin xyyuz =xuyyz ise bu takdirde M komiitatif halkadir.

Ispat: Her x,ye M ve yeT icin f ([x, y]y) =0 kabul edelim. y yerine xyy alirsak

[x,xyyl, =xyxyy—xyyyx=xylx,yl,

oldugundan her x,ye M ve ye T igin
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0=f([xxyyl,)=f (x1x.31,)

d(x)yix. y1,+xrf ([x.],)
d (x) Nx, y]},
d(x)y(xyy—yyx)
=d(x)yxyy—d(x)yyyx

X
dir. Yani her x,ye M ve yeT i¢gin

d(x)yxyy=d(x)yyyx (2.5.1)
oldugu anlagilir. (2.5.1) denkleminde her y,ze M ve e icin y yerine yuz alirsak
d(x)yxyyuz=d(x)yyuzyx olur. (2.5.1) denklemini burada yerine yazarsak
dxX)yyyxuz=d(x)yyuzyx bulunur. Her x,y,zeM ve y,uel icin
Xyypz = xpyyz oldugunu kullanarak

0=d(xX)yyyxpz—d(x)yypuzyx
=d(x)yyyxuz—d(x)yyyzux
=d(x)yyy(xuz—zpx)

dir. Buradan her x,y,ze M ve y,uel i¢in d(x)yyyx,z],=0 bulunur. Bu son
ifadeyi genellersek

d(x)I'MITx,z], ={0}
elde edilir. M asal oldugundan ve d #0 oldugundan her x,ze M ve pel igin

[x,z], =0 elde edilir. Dolayisiyla M komiitatif halkadur. i

Teorem 2.5.11: M bir asal I'—yakin-halka ve (f,d), M tlizerinde genellestirilmis
I'—tiirev olsun. Eger her x,ye M ve yel igin f([x,y]y):i[x,y]y ve her

x,v,2e M ve y,uel icin xyyuz =xuyyz ise bu takdirde M komiitatif halkadir.

Ispat: Her x,ye M ve yeT igin f([x, y]y) =[x, y], olsun. y yerine xyy alirsak

F(Lexyyl)) = f (xyxyy—xyyyx)
= f (xy(xyy—yyx))
= f(xx.y1,)
=xx)x,y],
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elde edilir. Diger taraftan her x,ye M ve ye I icin

f(lx.xyyl,) = f (xpxyy—xyyyx)
= f (x1xyy—yyx))
= f(x7x.y1,)
=d()Nx, ], +xyf(xy1,)
=d()Nx, y], + xy(£x, y])

elde edilir. f([x,xyy],) nin bu iki esitliginden her x,ye M ve yeT igin

d()Yx, y1, + xy(£x, y1) = £xpx, y],
d(x)/{x,y], =0

bulunur. Yani her x,ye M ve yeT i¢in

d(x)yxyy=d(x)yyyx
bulunur. Simdi bu esitlikte her y,ze M ve fel igin y yerine yfz alirsak
d(x)yxyyBz=d(x)yyBzyx elde ederiz. Bu esitlikte bir onceki denklemi kullanirsak
dx)yyyxfBz=d(x)yyBzyx buluruz ve xyyuz=xuyyz oldugunu kullanarak
d(x)yyPBxyz=d(x)yyBzyx elde ederiz. Her x,y,ze M ve y,feT igin

0=d(x)yyfxyz—d(x)yypzyx
=d(x)yyB(xyz—zyx)
=d(x)yypBlx.z],

bulunur. Bu esitligi her x,y,ze M ve y, €T icin genellersek
d(x)TMTTx,z], = (0}
elde edilir. M asal oldugundan ve d #0 oldugundan her x,ze M ve BeT igin

[x,z]; =0 elde edilir. Dolayisiyla M komiitatif halkadir. i

Teorem 2.5.12: M bir asal I'—yakin-halka ve (f,d), M tzerinde sifirdan farkli
genellestirilmis I'—tiirev olsun. Eger f, M {izerinde bir I'—homomorfizma olarak

davranirsa bu taktirde f birimsel doniisiimdiir.
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Ispat: f, M iizerinde bir I'—homomorfizma olarak davrandigim kabul edelim. Bu
taktirde her x,ye M ve ye T icin
Fyy)=f0)yf(y)=dx)yy+xyf(y) (2.5.2)
dir. (2.5.2) denkleminde her y,ze M ve u€ icin y yerine yuz alirsak
JOyf(ypz)=dx)yypuz+xyf(yuz)
olur. Burada f nin M iizerinde bir I' — homomorfizma olarak davrandigini kullanirsak
JOyfyuz) = fxyyuf(2) =dx)yypuz+xyf(yuz)
olur. Bu denklemi f nin genellestirilmis I'—tiirev olmasim kullanarak acarsak her

x,v,2e M ve y,1te T icin

fxyyuf()=dx)yyuz+xyf(yuz)
(d)yy+xyf()uf(2)=dx)yyuz+xy(d(y)uz+yuf(2)
dX)yyuf (D) +xyfmMuf(z)=dx)yyuz+xyd(y)uz+xyyuf(z)
dX)yyuf()+xyf(yuz)=d(x)yyuz+xyd(y)puz+xyyuf(z)
d(X)yyuf(2)+xyd(Y)uz+xyyuf(z)=dx)yyuz+xyd(y)uz+xyyuf(z)

bulunur. Burada esitligin iki tarafindaki ikinci ve {giincii terimler kisaltilirsa
d(x)yyuf(z) =d(x)yyuz elde edilir. Yani her x,y,ze M ve y,uue T igin
dx)yyu(f(z2)—z)=0
dir. Bu ifadeyi her x,y,ze M ve ¥, eI i¢in genellersek
d()IMT(f(2)-z)={0}
elde edilir. M asal oldugundan ve d #0 oldugundan f(z)—z=0 dir. Yani her ze Z

icin f(z) =z dir. Dolayisiyla f birimsel doniisiimdiir. m

Teorem 2.5.13: M bir asal I'—yakin-halka ve (f,d), M tiizerinde sifirdan farkli
genellestirilmis I'—tiirev olsun. Eger f, M lizerinde bir anti-I"'—homomorfizma

olarak davranirsa ve her x,y,ze M ve y,uel icin xyyuz=xuyyz ise bu taktirde f

birimsel doniistimdiir.

Ispat: f, M iizerinde bir I'—homomorfizma olarak davrandigini kabul edelim. Bu

taktirde her x,ye M ve ye T icin
Fxyy)=fMrfx)=dx)yy+xyf(y) (2.5.3)
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dir. Bu denklemde her x,ye M ve eI icin x yerine xuy alirsak
FOuy)yf(x)=dx)yxuy +xyf(xuy)
bulunur. (f,d), M iizerinde sifirdan farkli genellestirilmis I"—tiirev oldugundan ve

f, M iizerinde bir anti- I'— homomorfizma olarak davrandigindan

(dopy+xuf () 7f () =dOyxpy +xyf (DUf (x)

elde edilir. Bu son denklemde dagilma 6zelligini kullanirsak

dOpyyf () +xpf(n)yf(x)=dx)yxuy+xyf(y)uf(x)
bulunur. Her x,y,ze M ve y,uel icin xyyuz =xpuyyz oldugunu kullanirsak

dOuyyf () +xyf(nMuf(x)=dx)yxuy+xyf(y)uf(x)
elde edilir. Dolayisiyla her x,ye M ve y,ue T icin

d)pyyf(x)=d(x)yxuy (2.5.4)

elde ederiz. (2.5.4) denkleminde her x,ye M ve feT igin y yerine yfx alirsak ve
(2.5.4) denklemini kullanirsak

d(x)uyBxyf(x)=d(x)yxuyBx
d(xX)yyuxpf(x)=d(x)yxuypBx
d(x)yyuxBf(x)=dx)yyuf(x)Bx

elde ederiz. Dolayisiyla her x,ye M ve y,u, fe T icin

d)yyp(xBf(x)= f(x)Bx)=0

d()yyplx, f(0)]; =0
bulunur. Bu son ifadeyi her x,ye M ve y,u, f€ T i¢in genellersek

d(xX)IMTTx, f(x)]; =0

elde edilir. M asal oldugundan ve d #0 oldugundan her xe M icin f(x)e Z dir.
Teorem 2.5.9 dan dolayr M komiitatiftir. Simdi (2.5.4) denklemine geri dénerek M
nin komiitatif oldugunu ve xyyuz=xuyyz oldugunu kullanirsak her x,ye M ve
v, i, e T igin

d(x)yypf (x)=d(x)yyux
dx)yyu(f(x)-x)=0

bulunur. Bu ifadeyi her x,ye M ve y, €I i¢in genellersek

d()TMT (f(x)—x)=0
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elde ederiz. M asal oldugundan ve d #0 oldugundan her xe M i¢in f(x)—x=0
oldugu anlasilir. Yani her xe M icin f(x)=x dir. Dolayisiyla f birimsel

doniistimdiir. i

Teorem 2.5.14: M bir asal I'—yakin-halka, (f,d), M {izerinde d(Z)+#0 olacak
sekilde genellestirilmis I'—tiirev ve ae M olsun. Eger her xe M ve yel igin
[f(x),al,=0 ve her x,y,ze M ve y,uel i¢in xyyuz=xuyyz ise bu taktirde

ae Z dir.

Ispat: d(Z)#0 oldugundan d(c)#0 olacak sekilde ce Z vardir. d bir tirev
oldugundan d(c)e Z dir. [ f(x),a]l=0 de x yerine her #€ I icin cux alirsak
fleux)ya=ayf(cux)
(d(c)ux+cuf(x))ya=ay(d(c)ux+cuf(x))
d(c)pxya+cuf(x)ya=ayd(c)ux+aycif (x)
elde edilir. ce Z ve f(x)ya=ayf(x) oldugundan ve her x,y,ze M ve y,uel i¢in
xyypz = xuyyz oldugunu goz oniinde tutarak
d(c)yxua =ayd(c)ux (2.5.5)
oldugu goriilir. (2.5.5) de her x,ye M ve Bel icin x yerine xfy alirsak
d(c)yxByua=ayd(c)uxfy olur. Bu denklemde (2.5.5) denklemini kullanirsak

d(c)yxpyfa=d(c)yxuafy
d(e)yxu(ypa-aBy)=0
d(c)yxpla,yl; =0

elde edilir. Bu son ifadeyi her x,ye M ve y,u, eI icin genellersek
d(oI'M11a, yl. ={0}
olur. M asal oldugundan ve d(Z)#0 oldugundan her fe 'igin [a,y];=0 olur.

Dolayisiyla ae Z dir. i

Teorem 2.5.15: M bir asal I'—yakin-halka, (f,d), M iizerinde genellestirilmis
I'—tirev ve ae M olsun. Eger her xe M ve yel igin [f(x),a], =0 ve her

x,y,2€ M ve y,uel icin xyyuz=xuyyz ise bu taktirde d(a)e Z dir.
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Ispat:a =0 ise ispatlanacak bir sey yoktur. a#0 kabul edelim. Hipotezden her
a,xeM ve yel' f(x)ya=ayf(x) tir. Her a,xe M ve pel i¢in x yerine aux
alirsak ve f(x)ya=ayf(x) oldugunu kullanirsak
flaux)ya=ayf(aux)
(d(@px+auf (x))ya=ay(d(@px+auf(x))

d(@)puxya+apf(x)ya=ayd(a)pux+ayap f(x)
d(a)uxya+apf(x)ya=ayd(a)pux+ayf(x)ua

elde ederiz. Kisaltmalar1 yaparsak ve xyyuz=xuyyz oldugunu kullanirsak her
a,xe M ve y,uel icin
d(a)yxua =ayd(a)x (2.5.6)
bulunur. (2.5.6) da her x,ye M ve [el icin x yerine xfy alirsak ve (2.5.6)
denklemini kullanirsak
d(@)yxpypa=ayd(a)uxpfy
d(a)yxuypa=d(a)yxpafy
d(a)yxu(ypa-afy)=0
d(@)yxuly,al; =0
elde ederiz. Bu son ifadeyi her x,ye M ve y,u, f€ T icin genellersek
d(a)I'MTIly,a]. =0
elde ederiz. M asal oldugundan ve d #0 oldugundan ae Z dir. 0#ae Z ise bu
taktirde Lemma 2.5.2 (ii) den (M ,+) abelyendir. Ustelik a€ Z ise her xe M ve yeT’
icin ayx = xya dir. Dolayisiyla
flayx)= f(xya)
J()ya+xyd(a)=d(a)yx+ayf(x)
elde edilir. (M,+) abelyen ve f(x)ya=ayf(x) oldugundan

xyd(a)+ayf(x)=d(a)yx+ayf(x)
xyd(a)=d(a)yx

elde edilir ki buda her a,xe M ve yel igin [d(a),x]=0 oldugunu gosterir. Yani
d(a)e Z dir. i
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Teorem 2.5.16: M bir asal I'—yakin-halka, (f,d), M {izerinde sifirdan farkli
genellestirilmis I'—tiirev olsun. Her x,ye M ve yeT igin [f(x), f(y)], =0 ise bu

taktirde (M ,+) abelyendir.

Ispat: Her x,ye M ve yeT icin [f(x), f(»], =0 oldugundan w ve w+w ikilisi
her xe M icin d(x) ile elemansal olarak degismeli olsun. Bu taktirde her x,ye M ve
yel igin
O=[w, f(x+y)],

=wyf(x+y)=fx+y)yw

=wyf)+wyf(y) = fyw=f(yyw

=wyf () +wyf () —wyf(x)-wyf(y)

=wy(fO+ ()= f)=f()

=wyf ((x.))

elde edilir. Bu son denklemde w yerine f(z) alirsak her x,y,ze M ve yeT ig¢in

f@rf((xy)=0 (2.5.7)
elde ederiz. (2.5.7) denkleminde her v,ze M ve fel igin z yerine zfv alirsak
fzp)yf((x,y)=0 olur. Bu ifadeyi dagilma 6zelligini kullanarak acarsak

d@vyf (. )+2Bfyf ((x,y)=0
bulunur. Hipotezden ikinci toplam sifirdir. Yani her x,y,v,ze M ve y,feT igin
d(2)Bvyf ((x,3))=0
elde ederiz. Bu ifadeyi her x,y,v,ze M ve y,[eT icin genellersek
d(2)TMTF ((x, y)) = {0}

olur. M asal oldugundan ve d #0 oldugundan her x,ye M i¢in f((x,y))=0o0lur.

Her ze M ve yeT icin zy(x,y) de bir toplamsal komiitator oldugundan

0=f(z1(x,y))
=dxX)y(x,y)+zyf(x,y)
= d()C)}/()C, y)

elde ederiz. Son ifadede her ze M ve pel icin (x,y) yerine zf(x,y) alirsak
d(x)yzf(x,y)=0 olur. Bu ifadeyi her x,y,v,ze M ve y, BT igin genellersek
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d(x)I'MT'(x,y)={0}
olur. M asal oldugundan ve d #0 oldugundan her x,ye M i¢in (x,y)=0 oldugu

anlagilir. Yani (M ,+) abelyendir. i

2.6 T— YAKIN HALKALARDA GENELLESTIRILMIS I' - (a,7) - TUREVLER

Bu boliim boyunca M, Z carpimsal merkezli sifir simetrik bir sol gamma-yakin

halka olacaktir.

Tamm 2.6.1: Bir M [I'-yakin halkasinda, her x,ye M igin xI'MT'y={0} olmasi
x=0 veya y =0 olmasin1 gerektiriyorsa M asal olarak adlandirilir.
Tanmm 2.6.2: Bir M I -yakin halkasinda, her x,ye M ve ye T igin

@) [x,yl, =xyy—yrx

(i) (x,y)=x+y—-x-y

(iii) [x, yI, . = xpa(y)—7(y)yx

olarak tanimlanir.

Tanmm 2.6.3: Bir M I -yakin halkasinda, d bir I'—(«,7)—tiirev olsun. Her x,ye M
ve ye I igin

FOry) =d0)yr(n) + )7 f () 2.6.1)
olacak sekildeki bir f: M — M toplamsal doniisiimiine d ile birlestirilmis sol
genellestirilmis I'— (e, 7) -tiirev denir. Eger her x,ye M ve ye T icin

Fxyy)=f)ye(y)+a(x)yd(y) (2.6.2)
ise f ye d ile birlestirilmis sag genellestirilmis I — (¢, 7) -tiirev denir. Eger f, d ile
birlestirilmis hem sag hem de sol tiirev ise f ye d ile birlestirilmis genellestirilmis

I'—(a,7) -tiirev denir.
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Lemma 2.6.4:
(i) f, bir M T -yakin halkasinda d ile birlestirilmis sag genellestirilmis I —(,7) -
tiirev olsun. Bu taktirde her x,ye M ve yeT icin
fxyy) =a(x)yd(y)+ f(x)ye(y)
dir.

(i) f, bir M I -yakin halkasinda d ile birlestirilmis sag genellestirilmis I —(,7) -
tiirev olsun. Bu taktirde her x,ye M ve ye I i¢in

fxyy)=a(x)yf(y)+d(x)yr(y)
dir.

Ispat: (i) Her x,ye M ve yeT icin
Fy(y+y)=fx)ye(y+y)+a(x)yd(y+y)
= f)ye(n+ f)yr(y)+a(x)yd(y) +a(x)yd(y)
ve

SOyy+xyy)=fxyy)+ f(xyy)
= f)yr(y)+a(x)yd(y)+ f(x)yr(y)+a(x)yd(y)

bu iki denklemin kiyasindan
Jyr(y)+o(x)yd(y) = a(x)yd(y) + f () yz(y)
ve boylece her x,ye M ve yeT i¢gin
JGyy)=a()yd(y)+ f(x)ye(y)

elde edilir.

(ii) Her x,ye M ve yeT icin
FOy(y+y)=dX)yr(y+y)+a(x)yf(y+y)
=d(X)yr()+d(x)yr(y) +a(x)yf () +a(x)yf(y)
ve

SFOxyy+xyy)=fxyy)+ f(xyy)
=dx)yr(y)+a(x)yf(y)+d(x)yr(y)+a(x)yf(y)

bu iki denklemin kiyasindan
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dx)yr(y)+a(x)yf(y)=a)yf(y)+d(x)yr(y)
yani her x,ye M ve ye I ig¢in
fxyy) =a(x)yf(y)+d(x)ye(y)

elde edilir.

Lemma 2.6.5:
(i) f, bir M T -yakin halkasinda d ile birlestirilmis sag genellestirilmis I' —(&,7) -

tiirev olsun. Bu taktirde her x,y,ze M ve y,ueT icin

Lf () yz(y)+a(x)yd(NIuT(z) = f () yr(y)ur(z) +a(x)yd(y) ur(z)
dir.

@ii) f, bir M I'-yakin halkasinda d ile birlestirilmis genellestirilmis I — (&, 7) -tiirev
olsun. Bu taktirde her x,y,ze M ve y,uel igin

[d(xX)yr(y)+a(x)yf(Dut(z) =d(x)yr(y)ut(z)+a(x)yf () ur(z)
dir.

@iii) f, bir M I -yakin halkasinda d ile birlestirilmis sol genellestirilmis I'— (e, 7) -
tiirev olsun. Bu taktirde her x,y,ze M ve y,u€ T igin

[d(xX)yr(y)+a(x)yf(Dut(z) =d(x)yr(y)ut(z)+o(x)yf () ur(z)
dir.

Ispat:
(i) Her x,y,ze M ve y,uel icin
F((xyy)uz) = fxyy)pr(z) +o(xyy)pd(z)
=[f ) yr(y)+a(x)yd(Nut(z) +o(xyy) ud(2)
diger taraftan
JOy(yuz) = f(0)yr(yuz)+o(x)yd (yuz)

= f)yr(yuz)+oa(x)Nd(y)ut(z) +a(y)ud(z))
= f()yr(yuz) +o(x)yd(y) ur(z) + a(xyy)ud(z)

dir. f(xyyuz) nin bu iki esitliginden her x,y,ze M ve y,u€ I igin
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Lf () ye(y) +a(x) yd (y)ut(z) = £ () yr(y) ue(z) +o(x) yd (y) u(2)
elde edilir.
(ii) Her x,y,ze M ve y,uel icin
F((xyy)uz) = d(xyy)ut(z) +a(xyy)uf (z)
=ld(x)yr(y)+a()yf(yut() +a(xyy)uf(2)
diger taraftan

fxy(yuz)) =dx)yr(yuz) +a(x)yf(yuz)
=dx)yr(yuz)+ ()N f (Vut(z)+a(y)uf(z)]
=d(x)yr(yuz)+ () yf(y)ur(z)+a(xyy)uf(z)

dir. f(xyyuz) nin bu iki esitliginden her x,y,ze M ve y,u€ I igin
[d(x)yz(y)+a(x)yf(Mut(z) =d(x)yr(y) pr(2) +a(x)yf (y)ur(z)
elde edilir.

(iii) Her x,y,ze M ve y,ueTl igin

J((xyy)uz) = d(xyy)uz(z) + a(xyy)uf(z)
=ld)yr(y)+a(x)yf(Mipur(z) +a(xyy)uf(z)

diger taraftan

fxy(yuz)) =dx)yr(yuz) +a(x)yf(yuz)
=dx)yr(yuz)+ ()N f (Vut(z)+a(y)uf(z)]
=d(x)yr(yuz)+ () yf(y)ur(z)+a(xyy)uf(z)

dir. f(xyyuz) nin bu iki esitliginden her x,y,ze M ve y,ue T igin
[d(x)yr(y) +a(x)yf(Dpt(z) =d(x) yr(y)ur(z) + a(x)y f () ur(z)

elde edilir.

Lemma 2.6.6: M , bir I'-yakin halka ve f, sifirdan farkli d ile birlestirilmis sifirdan
farkl1 bir genellestirilmis I"— (e, 7) -tiirev olsun. ae M ve ye ' olsun.

(i) Eger ayf(M)=0 ise bu taktirde a =0 dir.

(i) Eger f(M)yr(a)=0 ise bu taktirde a=0 dir.

Ispat:
(i) Her x,ye M ve y,u<T igin

O=ayf(xuy)=ayf(x)ur(y)+ayo(x)ud(y)
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birinci kisim hipotezden sifirdir. Ve boylece apx(x)ud(y)=0. Her x,ye M ve
¥, 1€l igin
al’'MTd(M)=0

M asal oldugundan ve d #0 oldugundan a =0 elde edilir.

(ii) Her x,ye M ve y,ue T icin
0=flxuy)ya=dx)ur(y)ya+a(x)uf(y)ya
ikinci kisim hipotezden sifirdir. Ve boylece d(x)uz(y)ya=0. Her x,ye M ve
y,i1€ ' igin
d(x)I'MT'a ={0}

M asal oldugundan ve d #0 oldugundan a =0 elde edilir

Teorem 2.6.7: f, M nin fa=«af olacak sekilde d ile birlesmis bir genellestirilmis

I'—(a,7) -tiirev olsun. Eger M 2-torsion serbest ve f> =0 ise bu taktirde f =0 dir.

Ispat: Keyfi x,ye M ve yeT icin

0= f2(xyy) = f(f(xyy) = f(f () pr(y)+a(x)yd(y))
=f(f(0)yr(y)+(@(x)yd(y))
= 20T () +a(f () yd(T(y) + f(a(x)yrd () + o’ (x)yd*(y)

elde edilir. =0 oldugundan her x,ye M ve yeT icin

a(f(x)yd(T(y) + f (@(x)yr(d(y) +a’ (x)yd*(y) =0 (2.6.3)
elde edilir.(2.6.3) denkleminde her xe M icin x yerine & '(f(x)) alirsak ve fa=af
oldugunu kullanirsak

fla@ (fMyd@(y))+ f(ada (f ()N yrd(y)+a (e (f ())yd*(y) =0
FPyd(r(y)+ 20 yr(d(y)+a(f(x)yd*(y) =0
f*=0 oldugundan ilk iki terim sifirdir. for=af oldugundan
fla(x)yd*(y)=0

Lemma 2.6.6 (ii) den d>(M)=0 elde ederiz. Bu taktirde Lemma 2.3.5 ten d =0 dr.
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Dolayisiyla her x,ye M ve yel i¢in f(xyy)=f(x)yr(y)=a(x)yf(y) elde ederiz.
Boylece her x,ye M ve yeT i¢in

0= f2(xyy) = @) 7f () = F@)ye(f () +a* (D) yd(f ()
dir. Yani her x,ye M ve yeT i¢gin

fa(x)ye(f(y)=0
elde edilir. Bu da Lemma 2.6.6(ii) den f =0 oldugunu verir. g

Teorem 2.6.8: M, d ile birlestirilmis sifirdan farkli f genellestirilmis I'—(&,7) -
tirevli asal I'—yakin halka olsun. Eger f(M)c Z ise bu taktirde (M ,+) abelyendir.
Ustelik M , 2-torsion serbest ve her x,y,ze M ve y,ucTl icin xyyuz=xuyyz ise
M komiitatif halkadir.

Ispat: f(a)#0 olacak sekilde ae M kabul edelim. Boylece f(a)e Z/{0} ve
fla)+ f(a)e Z/{0}. Her x,ye M ve yel igin
x+y(fa)+ f(a)=(f(a)+ f(a)y(x+y)
yani  xyf(@)+xyf @)+ yrf(@+yyf(@) = f(@yx+ f(@yy+ f(@yx+ f(@yy d.
f(a)e Z oldugundan
F@yx+ fla)yx+ f(a)yy+ f(a)yy = f@)yx+ f(a)yy+ f@)yx+ f(a)yy.
[lk ve son terimler kisaltilirsa
f@yx+fla)yy=fla)yy+ fla)yx
Buradan

0= fl@yx+ f(a)yy— f@yx— f(a)yy
=f@Nx+y—x—y]

yani her x,ye M ve yeI igin
F@y(x,y)=0
elde edilir. f(a)e Z/{0} ve M asal oldugundan her x,ye M icin (x,y)=0 olur.
Boylece (M ,+) abelyendir.
Simdi f(M)c Z oldugunu kullanarak her x,y,ze M ve y,u€ I i¢in
)y f (xpy) = f (xpey)ye(z)

Bu esitligi acarsak ve Lemma 2.6.5 (ii) yi kullanirsak
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()N ()t (y)+e(x)uf (N=1dxur(y) +a()uf (»lyr(z)
7(2)yd()ut(y) + () yo(x)uf (y) =dx)ut(y)yr(z) + a(x)uf (y)ye(z)
dir. f(M)cZ veher x,y,ze M ve y,uel icin xyyuz=xuyyz oldugundan
() yd(DuT(y) +r()pa()uf (y) = d(x)ye(y)ue(x) +a(x)yf (y)ur(z)
7(2)yd () pt(y)—d(x)yr(y) ur(z) = a(x) yr()uf (y) =)y ()i f (y)
buradan her x,y,ze M ve y,uel icin
7(2)yd () ut(y) = d () yr(y)pur(z) =[a(x), 7()] 1 f (y) (2.6.4)
elde edilir. (2.6.4) denkleminde z yerine 7 '(f(z)) alirsak
F(@yd(x)ur(y)—dx)yr(nuf(2) = () yf(uf(y) - f(ye(ouf(y)
ve f(M)cZ oldugunu kullanirsak esitligin ikinci kismi sifir olur. Yani her
x,y,z€ M ve y,uel icin
F@yd(x)ur(y) - f(yd(x)ur(y)=0
elde edilir. Bu ise her x,y,ze M ve y,uel igin
F()Nd(x),7(y)]

elde edilir. f, d ile birlestirilmis sifirdan farkli genellestirilmis ' —(e,7) -tiirev

0

oldugundan d(M)c Z elde ederiz. Boylece Teorem 2.3.8 den dolay1 M Kkomiitatif
halkadir. m]

Teorem 2.6.9:M, 7f=fr ve af=fa olacak sekilde sifirdan farkli d ile
birlestirilmis sifirdan farkli f genellestirilmis I'— (e, 7) -tiirevli asal bir I'— yakin halka
olsun. Eger her ye I icin [f(M), f(M)], =0 ise (M,+) abelyendir. Ustelik M , 2-
torsion serbest ve her x,y,ze M ve y,uel icin xyyuz=xuyyz ise bu taktirde M

komiitatif halkadir.

Ispat: f(M) ile eleman tarzinda degismeli olacak sekilde z ve z+z elemanlarim
secelim. Bu taktirde her x,y,ze M ve yeI i¢in
(z+2y(f(O)+ ) =(f(0)+ f(y)y(z+2)
dir. Bu esitligi acarsak
Y f)+2yf )+ 2y f (D) +27f (y) = fFyz+ fF()yz+ fF(0yz+f(y)7yz
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bulunur. Hipotezi kullanirsak her x,y,ze M ve yeI i¢in

yfO+zyf(y)=zrf(y)+zrf(x)
y(f)+f()-f)-f(y)=0

elde edilir. Buradan da her x,y,ze M ve ye I i¢in
yf(x,y)=0 (2.6.5)
oldugu anlasilir. (2.6.5) denkleminde te M olmak {iizere z yerine f(¢) alirsak
f@®yf(x,y)=0 elde ederiz. Lemma 2.6.6 (i) den dolay1 her x,ye M ve yeI i¢in
f(x,¥)=0 elde edilir. Bir we M icin
0= fwyx,wyy) = fwy(x,y)) =dw)yr(x, y) +a(w)yf(x,y)
elde edilir. Boylece her x,ye M ve yeI igin
dw)yr(x,y)=0
dir. Her peT icin w yerine wur alirsak ve Lemma 2.6.5 (iii) yi kullanirsak
0=d(wur)ye(x,y) =dw)ur(r)ye(x, y) + a(x)ud(r)yr(x, y)
elde edilir. Buradan d(w)uz(r)yr(x,y)=0 bulunur. Bu son ifadeyi her x,y,we M ve
7,1 € I icin genellersek
dwIMT't(x,y)=0
dir. M asal ve d#0 oldugundan (x,y)=0 oldugu anlasilir. Dolayisiyla (M ,+)

abelyendir.
Simdi M 2-torsion serbest ve her x,y,ze M ve y,uel icin xyyuz=xuyyz olsun.

[f(M), f(M)]=0 olmasi1 kabuliimiizden dolay1 her x,y,ze M ve y,ucl icin
F @@y (fuy) = f(fuy)yf(z(z)
yazabiliriz. 7f = ft ve af = fa ve xyyuz=xuyyz oldugunu kullanirsak

f@@)yd(f))ut(y)+ f@@)p(f ) uf(y)=d(fNut(nyf @) +alf () yf(uf(z(z))
fF@@)yd(f))ur(y)+ f(a(x)yf@)uf () =d(fNut(n)yf () + f(a@x)yf(c)uf(y)

ve boylece

f@@)yd(f(x))ur(y)=d(f () yr(y)uf(z(z)) (2.6.6)

bulunur. Bu son esitlikte her y,we I" ve fe T i¢in y yerine yfw alirsak

F@@)yd(f ) ur(y)Br(w)=d(f () yr(y) fr(w)if (7(2))
(2.6.6) esitligini burada yerine yazarsak ve xyyuz = xuyyz oldugunu kullanirsak
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her x,y,z,we M ve y,B,ueT icin
d(f)yr(yuf (@) Br(w)=d(f(x)yr(y)ut(w)pf(7(z))
bulunur. Buradan her x,y,z,we M ve y,[,ucT icin

d(fCNyrnuf (@(2) rw) =d(f () yr(y)uzw)f f(z(2))
d(f e f () Br(w)—tw) B[ (7(2)} =0
d(f () ye(y)ulf(7(2)),7(w)l; =0

elde edilir. Son ifadeyi her x,y,z,we M ve y,[,uc I igin genellersek
d(fC)NIMIT f(z(2)),7(w)]; =0
M asal oldugundan d(f(M))=0 veya f(M)c Z elde ederiz.
Simdi d(f(M))=0 kabul edelim. Bu taktirde her x,ye M ve yel igin
0=d(f(xyy) =d(d(x)yr(y)+a(x)7f(y)) ve bdylece
d* ()7’ (y)+od () yd (7(y)) +d (@) yr(f (1)) + @’ (D) yd (f () =0
buradaki son ifade kabuliimiizden dolay1 sifirdir. Bu denklemde her ye M igin y

yerine 77'(y) alirsak her x,ye M ve yeT igin

d*(0)yr(y)+a(d(x)yd (y) +d(a(x)yf(y) =0
elde edilir. Son denklemde y yerine ygz alirsak ve bu denklemi kullanirsak
0=d*(x)yr(yuz)+0o(d(x)yd(yuz)+d(@(x)yf (yuz)
= d* () yr(y)HT(2) + d () yd (V) UT(2) + a(d (X)) yer(y) el (2)
+d (o) yf (y)ur(z)+d(o(x))yo(y) ud (z)
= (d*()ye(y) + a(d(0)yd(y) + d (@) f () Wr(2) + ad () yor(y) e (2)
+d(o(x) ya(y)pd(z)

af = fa oldugundan her x,y,ze M ve y,u€ igin
2o0(d(x)) yo(y) ud (2) = 0
elde edilir. Bu ifadeyi her x,y,ze M ve y,uel i¢in genellersek ve M nin 2-torsion
serbest oldugunu kullanirsak
dM)I'MTdM)=0
M asal oldugundan d =0 elde edilir. Bu ise d #0 olusu ile celisir. Dolayisiyla
f(M)c Z yani Teorem 2.6.8 den M komiitatif halkadir. m|
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Teorem 2.6.10: M asal ve f, sifirdan farkli d I'—(e,7)-tlirevi ile birlestirilmis

sifirdan farkli genellestirilmis I'—(e,7)-tiirev olsun. Her x,ye M ve yel igin

[f(x), f(»)) . =0 ise bu taktirde (M ,+) abelyendir.

Ispat: Her x,ye M ve yeT icin [f(x), f(»)],.=0 oldugundan w ve w+w ikilisi
her xe M icin d(x) ile elemansal olarak degismeli olsun. Bu taktirde her x,ye M ve

yel icin

O=[w, f(x+ ],
=wy(f(x+y)-7(f(x+y))yw
=wypa(f(x)+wp(f(y)—7(f())yw—7(f(y)yw
=wy(f (x)+wyp(f(x) —wya(f(x) —wya(f(x))
=wp(f(x)+ f() =)= ()
=wyaf ((x,y))

elde edilir. Bu son denklemde w yerine her x,y,ze M ve yel ig¢in

f(z) alirsak

0= f()pa(f(x,y))

olur. Her z,ve M ve BT icin bu son denklemde z yerine zfv alirsak

0=f(zpv)yo(f(x,y))
=d()BzWye(f(x, y)+a()Bf Wy f(x,y))
=d(2)Bz(v)yo(f(x,y))

bulunur. Bu ifadeyi her x,y,ze M ve yeT i¢in genellersek

d()I'MTa(f(x,y))={0}
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bulunur. M asal oldugundan ve d#0 oldugundan a(f(x,y))=0 olur. «
otomorfizma oldugundan f((x,y))=0 dir. f#0 oldugundan (x,y)=0 olur.

Dolayisiyla (M ,+) abelyendir. i
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