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SEMBOL LISTESI

Kiris kesit alani

N. moda ait kompleks genlikler ve eslenikleri
M. moda ait kompleks genlikler ve eslenikleri
N. ve M. moda ait genlikler

Sinir sartlarini belirleyen lineer operatoérler

Klbik nonlineer operatorler

Sonum katsayisi

Katsayilar

integral sabiti (x degiskenine gore)

Tirev operatori

Diferansiyel boyuttaki elemana ait uzunluklar
Diferansiyel boyutta zaman

Elastisite modili

Viskoelastisite modulu

Birim sekil degistirme (x ekseni boyunca)

Zorlama kuvveti

Genel modeldeki harmonik zorlama kuvvetinin genligi

Jakobiyen matrise ait terimler

Cozulebilirlik sartinda tanimlanan, N.moda ait, kuvvet ile alakall

katsay

Cozulebilirlik sartinda tanimlanan, N.moda ait, kuvvet ile alakal

katsayinin gercel kismi

Cozulebilirlik sartinda tanimlanan, N.moda ait, kuvvet ile alakal

katsayinin sanal kismi

Yercekimi ivmesi
Atalet momenti

Jakobiyen
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Viskoelastik kiris modelinde kullanilan, viskozite ile alakali boyutsuz

katsayI
Akigkan tasiyan boru modelinde kullanilan, boru geometrisi ve
viskozite ile alakali katsayilar

Cozulebilirlik sartlarinda tanimlanan, N.moda ait katsay!

Cozulebilirlik sartlarinda tanimlanan, N.moda ait katsayinin gergel

kismi
Cozulebilirlik sartlarinda tanimlanan, N. moda ait katsayinin sanal
kismi

Yay sabiti

Kiris boyu

Lineer diferansiyel / integral operatdrler (self adjoint operatdrler)
Egilme momenti

Kutle

Akiskan kuitlesi

Boru kitlesi

Kiris eksenel i¢ gerilme kuvveti

Boru eksenel gcekme gerilme kuvveti (boyutsuz)
Boru eksenel gekme gerilme kuvveti (boyutlu)

Temel parametrik rezonans analizinde kompleks genlik igin

kullanilan farkli bir kartezyen gésterimin genlik teriminin gercel

kismi
Temel parametrik rezonans analizinde kompleks genlik i¢in

kullanilan farkli bir kartezyen gosterimin genlik teriminin sanal

kisminin katsayisi
Kinetik enerji

Hizl zaman olgegi
Yavas zaman dlgegi
Basit sarkag periyodu

Bagimsiz degisken olarak zaman (boyutsuz)
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Bagimsiz dedisken olarak zaman (boyutlu)

Potansiyel enerji

Bagiml deg@isken olarak stirekli ortam boyuna deplasmani
(boyutsuz)

Bagiml degisken olarak stirekli ortam boyuna deplasmani (boyutlu)
Cozilebilirlik sartinda kullanilan fonksiyon

Eksenel hareketli kirisler icin kiris eksenel hizi / Akigkan tasiyan
borular icin akis hizi (boyutsuz)

Eksenel hareketli kirigler icin kiris eksenel hizi / Akigkan tasiyan
borular igin akis hizi (boyutlu)

Kirig kritik hizi

Kiris enine direngenligi (kiriglik katsayisi)

Kiris boyuna direngenligi (uzunlamasina esneklik)

Eksenel hareketli kirig icin yataydaki toplam hiz

Sekuler olmayan terimleri ihtiva eden terim
Bagimli degisken olarak stirekli ortam enine deplasmani (boyutsuz)

Bagimli degisken olarak sturekli ortam enine deplasmani (boyutlu)
Bagimsiz degisken olarak mekan (boyutsuz)

Bagimsiz degisken olarak mekan (boyutlu)
N. moda ait sekil fonksiyonu ve eslenigi
N. moda ait sekil fonksiyonunun gergel kismi

N. moda ait sekil fonksiyonunun sanal kismi
Viskozite ile alakall boyutsuz katsayi

Akiskan kutlesinin akigskan ve boru toplam kutlesine orani

N. mod sekil fonksiyonuna ait 6zdegerler

N. ve M.moda ait fazlar

Varyasyon

Kigik boyutsuz parametre (Perturbasyon parametresi)
Yerdegistirme fonksiyonunun sekuler terimlerle alakali kismi

(N.mod)



@n (X,Tl) : Yerdegistirme fonksiyonunun sekiiler terimlerle alakali kismi

(M. mod)
£ Lagrangian
A, Jakobiyen matrise ait 6zdegerler
U Boyutsuz sénim katsayisi
)7 Boyutlu s6nliim katsayisi
Q Zorlama kuvvetinin frekansi
o, , 0, N. ve M.moda ait tabii (dogal) frekanslar
Y2, : Yogunluk
Pn . Ayar parametresi
o(x,t) . Gerilme
o, Ayar parametresi
a(t) :  Basit sarkagin duseyle yaptid1 aginin zamanla degisimini veren
fonksiyon
n . Viskozite katsayisi (Dinamik viskozite)
d
— . Mekana gore tirev
dx
d
a :  Zamana gore tirev / Malzeme tiirev operatori

W
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OzZET

Sirekli ortam titresimlerini temsil eden ve birgok uygulamayi modelleyen genel kuibik bir
nonlineer model (liglinct derece dogrusal olmayan genel model) ortaya atiimistir. Denklemdeki
lineer ve kibik nonlineer kisimlar, keyfi operatorler yardimiyla gosterilmistir. Analitik ¢ozimler,
Cok Zaman Olgekli Metod (bir Perturbasyon Metodu) kullanilarak yapiimistir.

ik olarak dis zorlamaya ait baskin rezonans durumu igin genel ¢éziimler yapilmistir. Genlik ve
faz modulasyon denklemleri ve bunlara ait katsayilar genel yapida yazilmis ve genel bir
yaklasik ¢6zim Uretilmigtir. DizgUn rejim ¢dézumleri yapilmis ve sistem kararliigi genel yapi
icerisinde tartisiimistir. Bulunan ¢6zim algoritmasi iki ayri nonlineer titresim problemine
uygulanmistir. Bu uygulamalar eksenel hareketli strekli ortamlardan segilmistir ve bu modeller
jiroskopik sistemlere érnektirler. ilk model eksenel hareketli diz Euler-Bernoulli kirigi, ikincisi ise
yine eksenel hareketli viskoelastik kiris problemleridir. Sistem tabii frekanslari degisik kiris
parametreleri icin ve kiris hizlar icin bulunmustur. Frekans tepki grafikleri degisik Kkiris
parametreleri ve zorlama degerleri icin bulunmustur. Kararli ve kararsiz bolgeler gdsterilmigtir.

ikinci olarak tabii frekanslar arasinda 3:1 i¢ rezonans olma durumu ele alinmistir. Genlik ve faz
modulasyon denklemleri bulunmustur. Bunlara ait katsayilar genel yapida yazilmis ve genel bir
yaklasik ¢ozim Uretilmistir. Dizgln rejim ¢ézimleri yapilmis ve sistem kararhhgdi tartisiimigtir.
Bulunan ¢6zim algoritmasi eksenel hareketli Euler-Bernoulli kirisinin ve eksenel hareketli
viskoelastik kiriglerin nonlineer titresimleri problemlerine uygulanmistir. Eksenel kiris hizinin
sabit oldugu durum ele alinmistir. Dlzgun rejim ¢dzUimleri sayisal olarak bulunmustur. Frekans
tepki iliskisi gosterilmigtir. Bir moddan diger moda enerji transferi oldugu gosterilmistir. Degisik
kiris ve titresim parametre de@erleri icin sigrama hadisesi gosterilmistir.

Son olarak, temel parametrik rezonans durumu igrezonansin olmadigi ve oldugu durumlara
gore ele alinmistir. igrezonansin oldugu durum igin 3:1 i¢ rezonans incelenmistir. Genlik ve faz
modulasyon denklemleri gosterilmistir. Genel bir yaklasik analitik ¢dzim Uretilmistir. Dizgin
rejim ¢cozimleri ve sistem stabilitesi tartisiimistir. Bu bdlimde, bulunan ¢6zim algoritmasi
akiskan tasiyan elastik ve viskoelastik borularin nonlineer titresimleri problemine uygulanmistir.
Akiskan hizinin sabit oldugu durum analiz edilmistir. Akigskan tasiyan boruya ait tabii frekans
degerleri bulunmustur. Akiskan hizina karsilik gelen tabii frekans degerleri degisik boru
parametreleri icin grafiklerle gosterilmistir. Frekans tepki iligkisi degisik boru ve zorlama
parametreleri igin gosterilmigtir. Kararli ve kararsiz bdlgeler grafiksel olarak gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler : Lineer Olmayan Titresimler, Sirekli Ortam, Baskin Rezonans, I¢

Rezonans, Temel Parametrik Rezonans, Perturbasyon Metodu, Eksenel Hareketli Kirig,
Viskoelastik Kirig, Akiskan Tasiyan Boru
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ABSTRACT

A general model of continuous system with an arbitrary cubic nonlinearity covering many
practical vibration problems has been proposed. Linear parts of the equation are also
represented by arbitrary operators. Analytical solution is considered by using the method of
multiple scales (a perturbation method).

Firstly, the amplitude and phase modulation equations are found for the case of primary
resonances of the external excitation of the model. The coefficients of the amplitude and phase
modulation equations are calculated in their most general form and an approximate analytical
solution is considered. Steady state solutions and their stability are discussed in the general
sense. Finally the algorithm of the general model is applied to two special problems. These
problems are chosen from axially moving continua and they are examples of gyroscopic
systems. First model is axially moving Euler Bernoulli beam problem and the second model is
axially moving viscoelastic beam problem. Natural frequencies of the systems are found for
different beam parameters and different velocity values. Frequency-amplitude graphs are drawn
for different beam and excitation parameters. Stable and unstable regions are shown.

Secondly, three-to-one internal resonances between natural frequencies are obtained. The
amplitude and phase modulation equations are presented. Approximate analytical general
solution is derived by using the coefficients of amplitude and phase modulation equations.
Steady state solutions and their stability are discussed. Solution algorithm is applied to
nonlinear vibration model of an axially moving Euler Bernoulli beam and axially moving
viscoelastic beam. Constant axial velocity case of beams is analyzed. Steady state solutions
and their stability are determined numerically. Frequency response relations are obtained.
Energy transfer of one mode to another via a three-to-one internal resonance is observed. Jump
phenomena of the system are shown graphically by choosing different vibration and beam
parameter values.

Finally principal parametric resonances are obtained with/without internal resonances. For the
case of internal resonances, three to one internal resonances are obtained. The amplitude and
phase modulation equations are presented. Approximate analytical solution is derived. Steady
state solutions and their stability are discussed. Solution algorithm is applied to nonlinear
vibration model of an elastic and viscoelastic pipes conveying fluid. Constant velocity case of
fluid is analyzed. Natural frequencies of the pipe conveying fluid are obtained. The graphs of
natural frequencies versus fluid velocity are drawn for different pipe parameters. Frequency-
response relations are also obtained for different pipe and excitation parameters. Stable and
unstable regions are also plotted.

Keywords : Nonlinear Vibrations, Continuous Media, Primary Resonances, Internal

Resonances, Principal Parametric Resonances, Perturbation Methods, Axially Moving Beam,
Viscoelastic Beam, Pipe Conveying Fluid
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1.GIRIS
1.1.Genel Bilgiler Ve Yapilmig Calismalar

Muhendislik kavraminin (kelimesinin) so6zlik karsihdr “Yol, képri, yapi, makine, gemi ve ugak
yapimi vb. ile maden, su ve elektrik gibi bayindirlik ve zanaatla ilgili teknik ¢aligmalardan birini
konu edinen meslek.” olarak ifade edilmistir (Turkge Sozlik, 2005). Mihendis kelimesi ise
“Mdhendislik mesleginden olan kimse.” olarak tanimlanmigtir. Bu anlamlar itibariyle
muhendislik, insanlk tarihine paralel olarak gelismis bir kavramdir, meslektir. Bu meslegin
gelisim slrecinde; gbzlemler ve arastirmalar, énermeler, teoriler, deneyler, deneme-yaniima
suregleri vardir. Butin bu sureglerin icinde mihendis, tanimlamak ve etlid etmek istedigi konuyu
velveya problemi -ister deneysel, ister teorik olsun- bir matematik model kurarak ele alir. Ele

aldigi sistemin davranisini yapisini bir matematiksel kurala/modele baglamak ister.

Ele alinan bir sistem i¢in yapilan bir modelleme o sistemin davranisi hakkinda bir sonucu
(¢6zUmi) beraberinde getirir ve boylelikle bir mihendislik problemi incelenmis, anlasiimis olur.
Sonrasinda ise sonuglari degerlendirme sureci baglar. Bu sonuclar yukarida da bahsedildigi
gibi, herhangi bir muhendislik dalina ait var olan bir problemin ¢6zimiU veya yeni bir

sistem/bulus olabilir.

Akademik mihendislik agisindan ele alirsak, mihendis -yine- calistiyi alanda (konuda) bir
muhendislik problemini ele alir, bu problemi matematik ve fizik bilimleri 1s1iginda modeller ve bir
¢6zim Uretmeye calisir. Ardindan ortaya bir sonug¢ koyar ve bu sonuglarin tartigiimasi sureci
baglar. Burada ele alinan sistem igin ortaya konulan modelin, sistemi tanimlama ve analiz
etmede uygun oldugu gérilirse, ortaya atilan ¢6zum algoritmasi o model yapisi i¢in gecerli

olur.

Calisilan konuya ait olabildigince ¢ok problemi (modeli) kapsayabilecek genel bir modelin ve o
modele ait bir ¢ézum algoritmasinin varhgi ilgi ¢ekici olabilir. Clnkl bir konuda farkh durumlar
icin ayri matematik model kurup her biri igin ayri bir ¢ézim Gretmek yerine, o konuya ait birgok
problemi kapsayan genel bir model dnermek ve bu modele ait bir genel ¢ézim algoritmasi
Uretmek uygulayiciya biylk kolayliklar saglar. Genel bir ¢ézim algoritmasi olusturulmasi
Uzerine gunimuze kadar birgok ¢alisma yapilmistir. Mihendislik problemleri icinde 6énemli bir
yer tutan sdrekli ortam titresimleri konusunda bir genel model ve genel ¢6zim algoritmasi ilk

olarak Pakdemirli (1994) tarafindan ortaya atiimistir.



Genel ¢b6zUm algoritmasi Uzerine, bahsedilen yayindan sonra da bir¢cok galisma yapilmistir.
Bolium 2’de de ele alinacag! Uzere dogrusal olmayan (bundan sonra “nonlineer” olarak ifade
edilecektir) titresim modellemelerinde gerek ikinci derece gerekse lgiincli derece nonlineer
terimlerle (“kuadratik nonlineer” ve “kiibik nonlineer” olarak ifade edilecektir) oldukgca sik
karsilasiimaktadir. Bahsedildigi Uzere, kismi tirevli (kismi diferansiyel) denklemlerde
nonlineeriteleri genel yapida (formda) ele alan bir operatér yazimi (“operator notasyonu” olarak
ifade edilecektir) ilk defa Pakdemirli (1994) tarafindan ortaya konulmustur. Bu operator
notasyonunun gelistiriimesindeki amag¢ kuadratik ve kibik nonlineerlige sahip genel bir sistem
icin  direkt perturbasyon yontemi ile diskritizasyon perturbasyon  yOntemlerinin
karsilastiriimasidir. Bahsedilen iki ydontem arasindaki bir kargilastirma, ilk olarak, 6zel bir
problem alinarak yapilmistir. Ozel problem olarak nonlineer valf problemi incelenmistir. Burada
sonlu mod analizi yapimis ve genel ¢6zim algoritmasi zorlamasiz s6nimli bir sisteme
uygulanmistir (Nayfeh ve dig. 1992). Pakdemirli ve Boyaci, perturbasyon yontemlerinin
karsilastirmasini, genel denkleme zorlama terimini de ekleyip, sonsuz mod igin yapmislardir
(Pakdemirli ve Boyaci, 1995). Ardindan , kuadratik ve kiibik nonlineeriteye sahip, lineer sénimlu
ve zorlanmis genel bir model tzerinde baskin rezonanslari, alt ve st harmonik rezonanslari ve
birlesik (kombinasyon) tip rezonanslari incelemislerdir (Pakdemirli ve Boyaci,1996). Bir baska
calismada ise lineer bir genel model icin diskritizasyon ve direkt perturbasyon yoéntemlerini
karsilastirmislardir (Pakdemirli ve Boyaci,1997). Daha sonra, iki ayri genel modeli ele alarak
¢ok zaman Olgekli perturbasyon metodunun iki versiyonunu karsilastirmiglardir. Burada ilk
olarak kubik, ikinci olarak ta kuadratik ve kiibik nonlineerite iceren genel modeller ele alinmistir.
Ardindan kubik nonlineer genel model icin, basit mesnetli, nonlineer elastik bir zemine oturmus
kirig titresimi uygulamasi, kuadratik ve kibik genel model igin ise nonlineer sicim titresim
uygulamasi ele alinmis ve genel ¢b6zim algoritmalari bahsedilen sistemlere uygulanmistir
(Boyaci ve Pakdemirli, 1997). Pakdemirli (2001) tarafindan, etkilesimli denklemler icin bir genel
model ortaya atilmistir. Uygulama olarak da nonlineer kablo titresim problemi ele alinmigtir. Bu
calismanin ardindan Pakdemirli (2001), ayni genel hareket denklemini bu sefer keyfi i¢
rezonanslari ele alarak incelenmis ve bir ¢ézim algoritmasini ortaya koymustur. Pakdemirli
(2003), yuksek mertebelerde tekil nonlineeriteye sahip genel bir model icin ¢cok zaman &lgekli
metodlarin  bir karsilagtirmasini yapmigtir. Pakdemirli ve Ozkaya (2003), genel kiibik
nonlineerlie sahip bir sistem i¢in énce 3:1 i¢ rezonanslari incelemigler ve uygulama problemi
olarak nonlineer elastik temele oturmus Euler-Bernoulli kiriginin titresimlerini ele almiglardir.
Daha sonra ise keyfi kuadratik nonlineer sistemler igin 2:1 i¢ rezonanslari incelemislerdir
(Pakdemirli ve Ozkaya, 2004). Pakdemirli tarafindan ortaya atilan genel operatér notasyonu
baska arastirmacilar tarafindan da kullaniimistir. Bu ¢alismalara 6rnek olan iki ¢calisma Nayfeh

(1998) ve Lacabonara (1999) tarafindan yapilmistir.



1.2.Bu Galigmadaki Yaklagim

Bu calismada, surekli ortamlarin nonlineer titresimlerine ait birgok uygulamay! iceren genel bir
model ortaya atiimistir. Daha Once yapilmis calismalardan farkli olarak, kubik nonlineer
sistemlerde uygulamak Uzere, mekana bagh tirevleri iceren keyfi lineer ve kiibik operatorlerin
yaninda hem zamana hem mekana bagh turevleri iceren keyfi lineer ve kibik operatorler ilk
defa eklenmigtir. Ozellikle hem zaman hem mekana bagli operatérlerin olmasi, diger nonlineer
titresim problemlerinin yaninda ¢ok genis bir uygulama alani olan eksenel hareketli surekli
ortamlara ait nonlineer titregsimleri de incelemeyi saglar. Ortaya konulan bu genel modelin
surekli ortamlar ile ilgili bircok uygulamasi mevcuttur. Bu uygulamalar hakkinda bazi atiflar
Bolum 2.4’te verilmigtir. Bu ¢alismada, bulunan genel ¢6zim algoritmasinin, degdisik nonlineer
titresim problemlerine uygulanmasi amaglandigindan, her biri teknolojik éneme haiz doért ayri

uygulama modeli ele alinmigtir. Bunlar,

- Eksenel hareketli Euler-Bernoulli kirisinin nonlineer titresimleri,

- Eksenel hareketli viskoelastik kirisin nonlineer titresimleri,

- Akigkan tasiyan elastik borularin nonlineer titresimleri

- Akiskan tasiyan viskoelastik borularin nonlineer titregsimleri

modelleridir.

Genel operatdr notasyonu ile ifade edilen genel modelde ilk olarak ilgili operatére dis zorlama
terimi yazilmig ve bir Perturbasyon Yéntemi olan Cok Zaman Olgekli Metod uygulanmigtir
(Nayfeh,1981). Bundan sonra analiz edilecek rezonans tipine gére denklemin genel ¢ézimleri
yapilmistir. Modelin bu halinde g6z 6nline alinan rezonans durumlari, dig zorlamaya ait baskin
rezonans ve 3:1 i¢ rezonans olma durumlaridir. Her iki durum icin genlik ve faz modilasyon
denklemleri elde edilmis, denklemlerin icerdigi katsayilar genel yapida ifade edilmistir. Yine
genel yapida elde edilen ifadelerle sistem kararliligi (stabilitesi) tartisiimistir. Her iki rezonans

durumu igin birer yaklasik ¢6zim Uretilmistir.

Baskin rezonansa ait genel ¢6zim algoritmasi hem eksenel hareketli Euler-Bernoulli kirigi, hem
de eksenel hareketli viskoelastik kiris problemlerine uygulanmistir. Bu problemlere ait tabii
(dogal) frekanslar ve her bir problemdeki parametrelerin cesitli degerleri icin frekans tepki

grafikleri, sayisal hesaplama yontemleri kullanilarak bilgisayar programlari yardimiyla elde



edilmistir. Sistem kararlihgi analitik ve sayisal olarak ele alinmistir. Yine Euler-Bernoulli kirigi ve
viskoelastik kiris icin 3:1 i¢ rezonans analizleri yapilmistir. Burada da sistemlerin kararliliklar

hem analitik hem de sayisal anlamda ortaya konulmustur.

Genel model de ikinci olarak temel parametrik rezonans ile bu rezonansa ait i¢ rezonansin
olmadigi durum ve 3:1 i¢ rezonans oldugu durumlar ele alinmistir. Her bir rezonans kosulu igin,
Cok Zaman Olgekli Metod kullanilarak birer yaklasik ¢6zim (retilmigtir. Genlik ve faz
modulasyon denklemleri ve bu denklemlere ait katsayilar yine genel yapida bulunmustur. Bu
bélimde uygulama problemleri olarak akiskan tasiyan elastik ve viskoelastik borulara ait
nonlineer titresim modelleri ele alinmistir. Cozilebilirlik sartlari bulunmus ve sistem kararhliklari
incelenmigtir. Temel parametrik rezonansa ait sayisal sonugclar bilgisayar programlari yardimiyla

ortaya konulmustur.

Son olarak ele alinan konularla ilgili degerlendirmeler yapilmis ve sonuglar tartigiimigtir.



2.TITRESIMLER

Bu boélumde titresimler ile ilgili olarak temel bilgiler verilecek, tarihsel gelisimi bilim tarihi
acisindan ele alinacak ve titresim yapan sistemlerin modellenmesi konusuna girig yapilacaktir.

Ardindan bu tez galismasinda ele alinan uygulama problemleri incelenecektir.

2.1.Titresim Hareketinin Tanimi Ve Siniflandirilmasi

Bir sistemi tanimlayan o&zellikler zaman baglh olarak degisiyorsa bu tip sistemlere dinamik
sistemler denir (Ercan, 1992). Bir titresim sistemi de dinamik sistemler ana bagshg! altinda
incelenir. Titresim, bir baska ifadeyle salinim, belirli bir zaman araliginda kendini tekrarlayan
hareket olarak tanimlanir (periyodik hareket). Diger bir tanima goére ise titresimler, durum
bayudkliklerinin zamanla dalgalanmalaridir. Bu baglamda, ginlerin 24 saatlik, haftalarin 7
gunlik, yillarin 12 aylik ritimle dalgalanmasi 6rnek olarak verilebilir. Bir basit sarkagin diseyle
yapti§i agi daima kendini tekrar edecek sekilde degisir. Durum biyUkliga olarak & agisi

gdzéniine alinirsa salinim hareketi bu aginin zamanla degisiminini ifade eden fonksiyon 6(t)

ile gosterilir. Tabiattan Ornek vermek gerekirse bir kusun kanat c¢irpmalari veya deprem
sarsintisi titresim hadisesine érneklerdir. Depremin bir yapi Gzerine etki kuvvetleri de o yapida
titresimlere sebep olur. Daha carpici bir érnek insanoglu izerinden verilirse; kalbin bir ritimle
carpmasi bir titresim hareketidir ve yagsamin devami saglanir, kulak zarinin titresmesi ile duyma
olay! gerceklesir, girtlaktaki ses tellerinin titresmesi ile konusma hadisesi meydana gelir,

g6rmeyi saglayan i1sik dalgalari da titresim hareketi yaparlar. Bu érnekler daha da ¢ogaltilabilir.

Titresim hareketi, igerdigi birgok o6zelligin ele alinmasina gore cesitli siniflama gruplarina

ayrilabilir. Asagida temel bazi siniflamalar siralanmistir (Rao, 2004) :

Serbest titresimler ve zorlanmis titresimler: Sistem, verilen bir ilk deplasman ile titresirse, baska

bir deyisle bir dis kuvvetin etkisi olmazsa buna serbest titresimli sistem denir. Ancak sistem eger

bir dis zorlama kuvvetiyle titresiyorsa bu sistemlere zorlanmis titresimli sistem adi verilir.

Sonumlu titresimler ve sénumsuz titresimler: Titresim suresince sistemde herhangi bir eneriji

kaybi meydana gelmiyorsa bu tarz titresime sahip sistemlere sénimsuz titresimli sistemler
denir. Eger titresim esnasinda surtinme vb. etkilerle bir enerji kaybi oluyorsa boyle sistemlere
sonumlu titresimli sistemler denir. S6num, titresim frekansini etkileyen bir parametredir. Ancak
sonim kuglkse tabii frekansa etkisi ¢gok azdir ve tabii frekans sonimsiliz sistemdeki gibi

degerlendirilebilir. Burada rezonans kavramindan bahsetmekte fayda vardir. Rezonans, en



genel tanimiyla, sistemin tabii frekansinin sisteme etkiyen zorlama kuvvetinin frekansina ¢ok
yakin olmasidir. Boylelikle sistemin salinim genlikleri teorik olarak sonsuza gider, yani fiziksel
anlamiyla titresen sistem c¢ok buyik genliklerde salinimlar yaparak kararlihgini (stabilitesini)

kaybeder. Bahsedilen rezonans genliklerini sinirlamada s6nimun buyuk énemi vardir.

Lineer titresimler ve nonlineer titresimler: Kiitle, yay ve sonim gibi titresen sistemin temel

bilesenleri lineer 6zellige sahipse sistem lineer titresim sistemi adini alir. Bu bilegenlerden
herhangi biri bile nonlineer 6zelliklere sahipse sistem nonlineer titresim sistemi adini alir.
Direngenlik veya s6nim, konumun veya hizin nonlineer fonksiyonlari olabilirler. Burada,
diferansiyel denklemler ile gosterilen hareket denklemlerinin yapisina goére lineer veya nonlineer
titresim siniflamasi  yapilir. Nonlineerlik yapisal, geometrik, ataletten, kuvvetten veya
surtinmeden kaynakl olabilir. Bunlara &rnek vermek gerekirse, yapisal nonlineerlik,
gerilmelerin, sekil degistirmelerin nonlineer fonksiyonu olmasi ile meydana gelebilir. Geometrik
nonlineerlik, birim sekil degistirme ile deplasman arasindaki nonlineer iligkiden kaynaklanabilir.
Ataletten kaynakh nonlineerlik ise sistemde, 6rnegin, konsantre veya yayili kitle bulunmasiyla
meydana gelir. Nonlineer kuvvetler, manyetik ve elektriksel kuvvetlerle meydana gelir.
Sdrtinme kuvvetinin deplasmanin nonlineer bir fonksiyonu olmasiyla da sirtinme kaynakl
nonlineerlik olusur (Nayfeh,2000), (Nayfeh ve Pai,2004), (Burton,1994).

Deterministik (belirlenimci) titresimler ve rastgele (gelisiglizel) titresimler: Titresim sistemine ait

tahrik(ler)in herhangi andaki deger(ler)i biliniyorsa bu tip titresimlere deterministik titresimler
denir. Eger bu deger(ler) bilinmiyorsa bu tip titresimlere rastgele titresimler denir. Rastgele
titresimler deterministik olmayan (nondeterministik) titresimlerdir. Bu tip titresimlere 6rnek,
ruzgar etkileriyle veya deprem dalgalariyla olusan titregsimler verilebilir. Bu titresim tipinde

stokastik analiz ydntemleri devreye girer.

Magnus (1969), titresimleri meydana gelis tarzina gore siniflamayi uygun bulmustur buna goére

titresimler,

- serbest titresimler,

- kendini besleyen titresimler,
- parametre tahrikli titresimler,
- zorlanmis titresimler

- bagl titresimler

olarak siniflandirilabilir. Burada serbest titresimler ve kendini besleyen titresimler, otonom

sistemler; parametre tahrikli ve zorlanmis titresimler ise heteronom sistemler adi altinda yer alir.



Bahsedilen titresim tiplerinin mutlaka biribirinden bagimsiz olusmasi distinilemez. Ornegin, bir
sistem, hem zorlanmis hem de kendini besleyen bir titresim 6zelligi gosterebilir. Serbest
titresimlerde, titresimin devami icin sisteme bir enerji vermek gerekmez, ancak kendini besleyen
titresimlerde, titresimin devami icin sistemin bir kaynaktan enerji almasi gerekir. Titregsimin
devami igin sistemin bir enerji kaynagi mevcuttur. Kendini besleyen titresimlere ait diferansiyel
denklem (hareket denklemi) nonlineerdir. Serbest titresimlere ait diferansiyel denklem
homojendir. Zorlanmis titresimlere ait diferansiyel denklemlerde homojenligi bozan ve bagimsiz
degisken olan zamana bagh bir terim tek basina bulunmaktadir. Parametre tahrikli titresimlere
ait diferansiyel denklemlerde ise yine bagimsiz degisken olan zamana bagh periyodik katsayi

terimleri mevcuttur.

2.2.Titresim Konusunun Tarihsel Geligimi

Bir dusunceye gore insanlarin titresimler konusu ile ilgilenmesi ve anlamaya ¢alismasi ilk olarak
mizik aletlerinin kesfiyle baslar (Rao, 2004). Titresim ve ses prensipleriyle ¢alisan muizik
aletlerinin yapimi M.O. 4000l yillara, Eski Misira dayanir. Titresim konusu genel olarak ses ve
titresim baslig altinda ele alinir (Sound and Vibration). Ozellikle titresim ve gurGlti problemleri
modern ¢agda, teknolojinin gelisimine paralel olarak ortaya c¢ikan ve insanlarin ¢ézmeye
calistigi problemlerdir. Glinimuzde -biliyoruz ki- muzik calgi aletlerinin g¢alisma prensipleri
titresim teorileri ile aciklanabilir. Titresim problemlerinde énemli bir yere sahip olan sicim
titresimleri (vibrations of string) konusunun kaynagi, arastiricilara gére M.O. 3000’li yillarda
ortaya ¢iktigi distnulen telli calgilardir (6rn. arp). Elbette bunlar titresim konusuyla ilgili bilimsel
calisma vasfi tagimaz ancak konunun kékeni hakkinda ilging bilgiler verir. Unlii filozof ve
matematikgi Pisagor (M.O. 582-507) miizikteki ses konusunu bilimsel temele oturtmak igin
calismalar yapmis ilk bilim adamidir. Monochord adini verdidi ve titresen sicim prensibiyle
calisan basit bir deney diizeneg@i (mizik aleti) olusturmustur. Ayni tiirde ancak boylari farkli
sicimleri ayri ayri olarak uglarindan baglamis ve bunlari titrestirerek ses ve oktav farkliliklarini
ortaya koymustur. Cinli Zhang Heng M.S. 132 yilinda deprem &lcimi igin ilk sismografi
yapmistir. Bu sismograf sarka¢c vb. mekanizmalari igeren, yine titresim prensipleri 1s1ginda
Olcim sonuglari veren bir aletti. Modern deneysel bilimin énclst kabul edilen Galileo Galilei
(1564-1642) basit sarka¢ deneyleri yapmistir. 1638 basimli "Discourses Concerning Two New
Sciences” isimli yayininda titresimler konusunu ele almistir. Sarkag ve sicim titresimlerindeki
parametrelerin etkilerini tartismistir. Sarka¢ salinim periyodunun, sarkag uzunlugunun karekoki
ile orantih oldugunu ortaya koymustur. Saatciligin temelleri sarkacli saatler ile baglamistir.
Bunun altinda ise Huygens'’in g¢alismalari yatmaktadir. Christian Huygens (1629-1695) sarkag

salinim periyodunun sarka¢ uzunluguna bagh oldugunu ve kltleden badimsiz oldugunu



T, =272(¢/g)"? ifadesini ortaya atarak gostermistir. Akustigin babasi olarak adlandirilan

Fransiz matematik¢gi Marin Mersenne (1588-1648) Galileo’dan iki yil dnce titresen sicimlerle
ilgili kurallar ortaya koymustur. Mersenne, 1636 basimli “Harmonicorum Liber” isimli yayininda
sicim titresimlerini ele almistir. Gortinen o ki Mersenne, galismalarinin sonuglarini Galileo’dan
iki yil 6nce yayinlamistir. Ancak gercek sudur ki Galileo, galismalarini gok daha 6nceden
yapmasina karsin 1638’e kadar yayinlama imkani bulamamistir. Mersenne ve Pierre Gassendi
(1592-1655) tarafindan sesin hava icindeki hizi belirlenmistir. Albrecht Direr (1471-1528), sesin
fizigi Uzerine galismalar yapmistir. Athanasius Kircher (1602-1680), kuramsal ve deneysel
anlamda mduzik ve ses Uzerine g¢alismalar yapmigtir. Sesin, engellerin degisik konumlar
karsisinda olusturdugu yanki veya yaygaray! incelemigtir. Unutmamak gerekir ki bu ¢alismalar
yapilirken, sesin girisimi, sdbnimlenmesi vb. konular hentz bilinmiyordu (Tez, 2008). Robert
Hooke (1635-1703) titresen sicimlerle ilgili deneysel galismalar yapmistir. “Akustik” kelimesini
literatirde ilk defa kullanan kisi ise yine titresen sicimlere ait galismalar yapan Joseph
Sauveur'dur (1653—-1716). Sauveur ve John Vallis (1616—1703) ayni zamanlarda birbirlerinden
bagimsiz olarak mod yapilari kavramini ele almislardir. Titresen cisimlere ait hareket
denklemleri ¢ikarilirken ele alinan en énemli kanun bilindigi izere Newton’un 2. kanunudur. Bu
noktada Isaac Newton’'un (1642-1727), evrensel ¢ekim kanununu ve harekete ait 3 dnemli
kanunu ortaya koydugu “Naturalis Principia Mathematica” adli, 1686 tarihli, ¢ok d6nemli
¢alismasini anmak gerekir. Titresen sicimlere ait teorik ¢alismalar ilk olarak Brook Taylor (1685—
1731) tarafindan yapilmistir. Taylor'un teorik olarak buldugu, titresime ait tabii frekans degerleri
Galileo ve Mersenne’in deneysel sonuglariyla uyumludur. Daniel Bernoulli (1700-1782), Jean
D’Alembert (1717-1783) ve Leonard Euler (1707-1783), Taylorun c¢alismasini, hareket
denklemine kismi tlrev terimleri koyarak gelistirmislerdir. D’Alembert, giinimizde “Dalga
Denklemi” olarak adlandirilan, sicime ait diferansiyel hareket denklemini modelleyen ilk kisidir.
Joseph L. Lagrange (1736-1813) titresen sicime ait analitik ¢ézimleri ortaya koymustur.
Degisik sekillerde mesnetlenmis ince kirislere ait titresimlerin modellenmesi ilk olarak Euler
(1744) ve Bernoulli (1751) tarafindan yapilmigtir. Bu sebeple bu teoriye Euler — Bernoulli kirig
teorisi (veya ince Kkiris teorisi) denilmektedir (Bu tez calismasinda ele alinan uygulama
problemlerinden biri de eksenel hareketli Euler—Bernoulli kirisindeki nonlineer titresimlerdir).
Charles Coulomb 1784’te burulma titresimlerini hem deneysel hem de teorik olarak incelemistir.
E.F.F. Chladni (1756-1824), 1802’de, titresen plaklara ait mod yapilarini deneysel olarak elde
etmistir. Fransiz akademisi 1809'da Chladni’yi deneysel g¢alismalarini sergilemek Uzere davet
etmistir. Buraya katilan Napoleon Bonaparte, akademiye, plaklarin titresimlerine ait tatmin edici
ilk matematik teoriyi ortaya atacak kisiye verilmek tzere bagdista bulunmustur. 1811°de yapilan
yarismaya katilan Sophie Germain’in ortaya koydugu hareket denklemi (diferansiyel denklem)
juride bulunan Lagrange tarafindan hatali bulunmustur. Ardindan 1813’te tekrarlanan yarismaya

bir kere daha katilan Germain diferansiyel denklemdeki hatalari diizeltmis ama jiriyi yine ikna



edememigtir. Sebebi ise jurinin denklemi fiziksel olarak anlamh bulmamasidir. Nihayet 1815'te
Germain yeni yarismaya katllarak 6duli kazanmigtir ancak juri yine tam olarak ikna
olamamistir. Bunun sebebi, daha sonra anlasildigina goére, diferansiyel denklemin dogru ancak
sinir sartlarinin hatali olmasidir. Titresen plaklara ait dogru (fiziksel olarak anlamh) sinir
sartlarini 1850 yilinda G.R. Kirchoff (1824—-1887) bulmustur. Dikdértgen membrana ait titresim
problemini ilk olarak Simeon Poisson (1781-1840) ¢ézmustir. Dairesel membrana ait titresim
konusu ile de ilk olarak R.F.A. Clebsch (1833—-1872) calismistir. Rayleigh, 1877 yilinda ses ve
titresim (izerine teorilerini igeren bir kitap yayinlamistir (Theory of Sound). ismiyle anilan
yontemle, Rayleigh, korunumlu sistemlere ait titresim yaklasik tabii frekans degerlerini enerjinin
korunumu ilkesini kullanarak bulmustur. Ginimize yaklastikga, Frahm, Stodola, De Laval,
Timoschenko ve Mindlin gibi bilim adamlari titregsimlere ait 6nemli ¢caligmalara imza atmiglardir.
Frahm burulma titresimi ile ilgili calismalar yapmistir. Titresen ana gévdeye ikinci bir kiitle yay
sistemi ekleyerek olusturulan dinamik titresim yutucusu, ilk defa 1909 yilinda Frahm tarafindan
ortaya konulmustur. Aurel Stodola (1859-1943) kiris plak ve membranlara ait titresim
¢aligmalari yapmistir. C.G.P. De Laval (1845-1913) Ozellikle dénen disklerle ilgili titresim
problemine pratik ¢ézimler Gretmistir. Stephen P. Timoschenko (1878-1972), kalin kiris veya
daha sik kullanilan adiyla Timoschenko kirisi teorisini ortaya koymus ve titresimleri bu kirig

modeli Uzerinden ele almistir.

Titresim konusunda lineer modellemeler genel anlamda titresen sistem hakkinda bilgi verse de
tabiata en yakin modelleme bigimi nonlineer modellemelerdir. Herhangi bir titresim sistemi,
hakkinda fikir sahibi olmak igin, ¢esitli kabuller altinda lineerlestirilebilir. Halbuki bir sistemdeki
batin etkenleri g6z 6nune almak istersek modeli nonlineer hale getirmemiz gerekir.
Lineerlestirme bir bakima ideallestirmedir. Halbuki sistemlerin dodadaki davraniglari buyik
¢ogunlukla nonlineerdir. Nonlineer titresimlere ait matematiksel teoriyi ilk defa J.H.Poincare ve
Lyapunov 19.Y.Y. sonlarinda ortaya atmiglardir. Poincare 1892 yilinda yaklasik ¢dézimler igin
Perturbasyon Metodunu gelistirmistir. Lyapunov ise dinamik sistemlerin stabilitesi ile ilgili
temelleri atmistir. Duffing, van der Pol, Minorsky ve Stoker gibi bilim adamlari nonlineer
titresimler Uzerine 6nemli ¢alismalar yapmislar ve mihendislik problemlerini ele almiglardir.

Nayfeh ise perturbasyon teorisine ait modern metodlari gelistirmigtir.

Deprem rizgar vb. etkilerle gelisiglizel karakteristik gosteren titresim problemleri (random
vibrations) Uzerine de bir¢ok galisma yapilmaktadir. Bu ¢alismalari yapan bazi bilim adamlari

olarak Einstein, Taylor, Wiener, Khinchin, Lin, Rice, Crandall, Mark ve Robson sayilabilir.
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Tarihsel gelisiminden de anlasilacag: Uzere titresimler 6teden beri insanodlunun ilgisini
cekmistir. Hayatin her noktasinda karsimiza ¢ikan bu fiziksel olaylari algilayabilmek gerekliligi

ve meraki, bilim adamlarini bu konu Gzerinde bir¢cok ¢alisma yapmaya tegvik etmistir.

2.3.Titregsim Hareketinin Matematiksel Modellenmesi

Modelleme bir sisteme ait fiziksel Ozelliklerin matematik diliyle ifade edilmesidir. Titregsimler
konusunu siniflandiriken ele alinan énemli basliklardan biri sistemin lineer veya nonlineer
olmasi idi. Lineer sistemlerin anlasiimasi, modellenmesi ve analizi nonlineer sistemlere gore
daha basittir. Clnki bu tarz titresimler slperpozisyon prensibine uygun, matematiksel olarak
¢ozimu (analitik ve sayisal) mimkin sistemlerdir. Halbuki nonlineer bir titresim modelinde
superpozisyon ilkesi uygulanamaz. Matematiksel olarak tam ¢6zim Uretilmesi de ¢ok zordur.

Nonlineerlik yapisina goére sistem ya sayisal olarak ¢6zillr ya da yaklasik yontemlerle ele alinir.

F(t) ) T

Sekil 2.1. Zorlama kuvveti etkisinde kitle-s6nim- yay sistemi

Titresim hareketi en temel olarak kitle, yay ve sénim elemanlariyla modellenir (Sekil 2.1).
Sistemde enerji, surekli olarak, potansiyel enerjiden kinetik enerjiye, kinetik enerjiden potansiyel
enerjiye dondsim halindedir. Sénim elemani ise sistemdeki enerjinin kaybolmasiyla
(sénimlenmesiyle) aldkahdir. Bu kaylp, zamanla, titresim hareketini sonlandiracagindan,

titresim hareketinin devami ancak disaridan gelecek bir kuvvetle mimkin olacaktir.

Kutlenin bir denge noktasina gére salinim hareketi periyodik bir harekettir ve kendini tekrar

eder. (Matematikgi J.B.J.Fourier (1768-1830), titresim teorisinde 6nemli bir yeri olan periyodik
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hareketin sinls ve kosinUs serileriyle ifade edilebilecedini gdstermistir.) Sistemdeki yay, denge
noktasindan uzaklagan kutleyi geri ¢agirici kuvvet olarak; sénim ise kutlenin her seferinde
denge noktasina mesafesini daha da azaltici kuvvet olarak belirir. Kiitle, agirhk kuvvetini; yay,
geri ¢cagirict kuvveti; sdnim elemani ise sdnimleme kuvvetini temsil eder. Kuvvetlerin dengesi

yazildiginda titresime ait temel hareket denklemi ortaya ¢ikar,

mX+cXx+k,x=0 (2.1)

m, kitle (kg), C,soniim katsayisi (N.sn/m), K , yay sabitidir (N/m). Bu modele genel

gosterimiyle zamana bagli bir fonksiyon olan F(t) gibi disaridan bir kuvvet etki ettirilirse, bir

serbestlik dereceli titresimi modelleyen hareket denklemi en genel halini alir,
mX +cx+k,x = F(t) (2.2)

Denklem (2.2) titresim hareketinin en temel matematik modelidir.

Serbestlik derecesi kavrami, bir sistemin, bitlin pargalarinin herhangi bir andaki konumunu
tanimlayabilecek en az (minimum) sayidaki bagimsiz koordinat sayisi olarak tanimlanir. Ornek
vermek gerekirse, bir kitle ile bir yaydan olusan sistem veya basit sarkag bir serbestlik dereceli
sistemlerdir. Iki kitle ve iki yayin seri baglandi§i sistem veya sarkag-kiitle-yay sistemi iki
serbestlik dereceli sistemler olarak adlandirilir. Uglii sarkag ve burulma sistemi ¢ serbestlik

dereceli sistemlere ornek verilebilir.

Yukarida bahsi gegen sonlu sayida serbestlik derecesine sahip sistemler ayrik sistemler
(discrete systems) olarak adlandirilir. Buna karsin sonsuz sayida serbestlik dercesine sahip
sistemlere surekli sistemler (continuous systems) denir. Strekli ortamlarin serbestlik derecesi
sonsuzdur. Clnki pargalara boélindiginde her parganin kendine ait bir bagimsiz koordinati
vardir ve siirekli sistemler sonsuz sayida pargaya ayrilabilir. Ornegin kirigler ele alinacak olursa,

bir kiris yapisina giden modelleme, kitle, yay ve/veya sénim elemanlarinin seri baglanmasiyla
olur. Burada her bir kitle-yay-s6nim sisteminin hareketi bir X; koordinatiyla belirlenebilir. Kirigin
sonsuz sayida elemandan olustugu disindlirse (i =12,...... N; Nn=o0), kirigler sonsuz

serbestlik dereceli olarak tanimlanir. Kirig titresimlerinde sonsuz tane mod (tabii frekans) vardir.

Denklem 2.1°de goruldugl uUzere ayrik sistemdeki titresimlere ait hareket denklemi adi

diferansiyel denklemler yardimiyla ifade edilir. Ancak slrekli sistem titresimlerinde kismi
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diferansiyel denklemler kullanilir. Bu tez galismasinda ele alinan uygulama modelleri eksenel
hareketli strekli ortam titresimlerine ait modellerden segilmistir. Bolum 2.4’te eksenel hareketli
surekli ortam sistemlerinin kismi diferansiyel denklem yapisindaki hareket denklemleri ele

alinacaktir.

2.4.Eksenel Hareketli Siirekli Ortam Titresimlerinin Modellenmesi

Bu bélimde, uygulama problemi olarak kullanilacak modeller incelenecektir. Hareket
denklemleri c¢ikarilacak ve boyut analizi yapilip uygulama modelleri, genel modelde
kullanilabilecek hale getirilecektir. Eksenel hareketli surekli ortamlarla ilgili olarak Wickert
(1992), Wickert ve Mote (1988), Wickert ve Mote (1990), Mockenstrum ve dig. (1994) yayinlari
incelenebilir.

2.4.1.Eksenel Hareketli Euler-Bernoulli Kirisi

Sekil 2.2’'de gosterilen eksenel hareketli Euler-Bernoulli kirisi L uzunlugundadir ve basit-basit
olarak mesnetlenmigtir. Kirigse ait parametreler siralanacak olursa; Elastisite modulli E , atalet
momenti | , eksenel i¢ gerilme kuvveti P(t), yogunlugu p ve kesit alani A olarak verilmistir.
Enine yer degistirme W(X,t), boyuna yer degistirme ise U(X,t) olarak tanimlanmistir. Kirig v,

sabit hiziyla hareket etmektedir.

Sekil 2.2. Eksenel hareketli kiris

Denge konumundaki (hareketsiz) kirig (izerinden bir dX diferansiyel pargacig alinirsa, titregim

hareketi esnasinda uzama etkisiyle dS elemani elde edilir. Diferansiyel boyuttaki bu pargacik

Sekil 2.3 ‘te gosterilmigtir.
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Ads/'

ow
u(x) u(x + dx) W(X + dx) = w(X) + —dx
w(X) —> —> OX
T um

Sekil 2.3. Diferansiyel boyuttaki parganin uzamasi

Sekil 2.3'ten, Sekil 2.4'te gésterildigi gibi, hipoteniis uzunlugu ds, dik kenar uzunluklari
(1+u")dx ve W'dx olan bir dik tiggen elde edilir ( ()'=8/0x ).

d
> w'dx

(1+u")dx

Sekil 2.4. Uzamalar igin elde edilen dik tiggen

Pisagor bagintisi uygulanirsa,

ds? = (1+u’)?dx® + w'%dx?

ds = dxy/(1+u")* +w'? (2.4)

elde edilir. Birim sekil dedistirme,
o ds — dx 2.5)
XX dX "
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olarak ifade edilir. ds esitligi yerine yazilirsa,

_dxy/(@+u)? +w'? —dx

26
X« dx (2.6)

elde edilir. Duzenlenirse,

e, +1=4/@+u)’+w? 2.7)

ifadesi bulunur. Kok ifadesi Taylor serisine agilirsa,

12 12

e, +1=1+u"+—+—+.. (2.8)
2 2

bulunur. Boyuna yerdegistirme, enine yer degistirmenin yaninda ihmal edilebilir. Dolayisiyla

12
7 terimi diger terimlerin yaninda ¢ok kiguk kalacagindan ihmal edilir. Sonug olarak,

12
e, =u+— (2.9)

XX

ifadesi elde edilir. Kirisi tarif eden eksen Uzerinde alinan malzeme noktasinin X ydnunde
du/dt, y yéninde ise dw/dt hizlari mevcuttur. Bu hizlar elde etmek igin eksenel hareketli

surekli ortama ait malzeme tiirev operatori (material derivative operator) kullanilir (Fung,1968,
Mase,1970). Sirekli ortamin ele alinan herhangi bir 6zelligine ait malzeme tirevi, o 6zelligin

zamanla degisimi anlamina gelir. Malzeme tlirev operatoru,

d 0 0
EZE-FVO& (2.10)

seklinde gosterilir.

Eksenel hareketli surekli ortamin bir pargacigina ait hiz ifadeleri, Denklem (2.10) ile verilen

malzeme tlrev operatori kullanilarak,
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?j—ttj:u+v0u’ (2.11)
dw . ,
g = oW (2.12)

seklinde elde edilir. Eksenel hareket analiz edildiginden, yataydaki toplam hiz asagidaki gibidir,

Vigay = Vo +U+UV, (2.13)

yatay

Hamilton prensibini uygulamak icin sistemin kinetik ve potansiyel enerjileri yazilmalidir.

Sirasliyla,
A L
T :%j [0+ vy L+ uN]? + (W + vow') fdx (2.14)
0
h 1 1
U = [(Pe,, +=EAe, +— Elw"*)dx (2.15)
! 2 2

kinetik ve potansiyel enerijileri yazilir.

1843 yilinda Hamilton tarafindan ortaya atilan prensibe gore -en genel anlamda- bir sistemin,
herhangi t, —t, zaman araliginda kinetik enerjisinin varyasyonu ile etkiyen aktif kuvvetlerin
yaptiklari sanal iglerin toplaminin integrasyonu sifirdir. Aktif kuvvetlerin korunumlu olmasiyla
sanal isler, potansiyel fonksiyonun varyasyonu seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla yazilan
kinetik ve potansiyel enerjilerin farkinin belirli zaman dilimindeki integralinin varyasyonu sifir
olmahdir. Burada kinetik ve potansiyel enerjilerin farki “Lagrangian (£)” olarak tanimlanmistir
(Gurgoze,1984).

t
5j£dt -0 (2.16)

4

t
5j(r—U)dt:0 (2.17)
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Enerji esitlikleri, Denklem (2.17)'de yerine yazilirsa,

L

5” {p_; {[u +Vo(L+u")]? + (v'v+v0w’)2}—(PeXX +% EAe?, +% EIW”Z)} dxdt =0
t, 0

(2.18)
elde edilir. Varyasyon iglemi integral icine uygulanir,
L
”{pA{[u + Vg +VoU)][S U+ S Vg + VoS U +U V] + (W VW) (S + VoW + W v, }
4o
—(P(u"+w'ow') + EA(U" + W7'2)(5u’ + W W) + EIW”&N”)}dxdt =0
(2.19)

Eksenel hareketli kiris hizi sabit oldugundan, tirevlerinin ve varyasyonunun sifir oldugu

g6zonine alinmalidir. Bu asamada kismi integrasyon islemleri uygulanir ve esitlik diizenlenirse,

toL
j _[ {pA(—U — 2V U'—viu") — EA(-U" —w'w" }é‘u dx dt
0
toL 3
+ J. .[ { PA(-W — 2V W' —viW") — P(-W") — EA(-u"W' —u'W" — EW'ZW") —El(w" )}éw dx dt

o

to .
+ I{pA(VOU +VE+viu')-P—EAQU + L/ 2)W'2)}a1 ‘ dt
0
t
to )
+ I{PA (VoW +ViwW') — PW' — EA(U'W' + (1/ 2)w'®) — EIW"'}&N dt
0

41

L
dt=0

0

+_I[{pA(u +V, +Vu') U

|
2 dx+ I {PA (W + VW) Jéu
1 0

to 2
dx — _[ Elw" sw'

1 4
(2.20)

ifadesi elde edilir. Gorlildigu Uzere iki adet ¢ift ve bes adet tek katl integral ortaya ¢ikmaktadir.
Esitligin sifir olmasi cift katl integrallerde Sudxdt ve Swdxdt ile garpim halindeki ifadelerin

sifir olmasiyla mumkandur. Tek kath integraller de ayri ayr sifira esit olmalidir. Cift katl
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integraller sisteme ait hareket denklemlerini, tek katl integraller ise olasi sinir sartlarini verir
(Pasin,1994).

Cift kath ilk integralden birinci hareket denklemi yazilir,
PA(U + 2v U’ +Vviu") — EAU" +w'w") =0 (2.21)

Denklem (2.21) X yonundeki hareket denklemidir (boyuna titresim). Enine titresim hareketini

veren denklem ise ikinci ¢ift katli integralden elde edilir,
. P! 20, " "ot (AN ] 3 125, v
PA(W+ 2v W' +viw") — P(W") — EA(U"W' +u'w +§W w”)+El(w™)=0 (2.22)

sinir sartlarini elde etmek icin tek katl integrallere bakilr,

t, L
[ oAU + V2 +v2u') ~ P — EAU' + (U 2)w?) ol ‘ dt=0 (2.23)
0

t1

Denklem (2.23)’te,

a(0)=du(L)=0 (2.24)
kosulu saglanirsa integral sifira esit olur (parantez icgindeki ifadenin sifir olma durumu
secilmemistir). Dolayisiyla boyuna titresim hareketine ait sinir sartlari elde edilmis olur. Diger tek

katli integral ele alinirsa,

to

L

[ 1A (ol +v2W) - Pw — EAQUW + 0/ 2)w®) + EW"fow | dt =0 (2.25)
0

t

esitliginde,

Sw(0) = dw(L) =0 (2.26)

durumu integralin sifir olma kosullarindan biridir. Diger bir tek katl integral ise,
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L

dt=0 (2.27)

0

tJ% Elw" sw'
t

seklindedir. Burada X =0 ve X=L sartlarr W"(X) fonksiyonuna uygulanabilir ¢iinkii bu,

analiz etmek istenilen basit-basit mesnetli kirise ait sinir sartlarindan ikisidir. Dolayisiyla,
w"(0) =w"(L)=0 (2.28)

sartlari elde edilmis olur. Elde edilen hareket denklemleri ve sinir sartlari toplu halde asagida

verilmistir. Boyut analizi yapmadan 6nce denklem yapisina dokunmadan bitin degiskenler st
cizgi (_) notasyonuyla gosterilecek, ardindan boyutsuz durumda terimler yalin gosterimleriyle

ele alinacaktir. Boyutlu denklemler ve sinir sartlari,

N~

PA(U + 2V, T +V2 U") - EA{ u'+ W'zj =0 (2.29)

PA(W + 2V, W' +V. W") - P(W") - EA(T" W' +T'W" +g W2 W) +EI(W"Y)=0 (2.30)
uot)=u(L,t)=0 (2.31)
w(0,t) =w(L,t)=w"(0,t) =w"(L,t)=0 (2.32)
seklindedir. Asagidaki tanimlamalar yapilirsa,

X u - | P V, P
X=—, U=—, W t=t 20 Vo= Ve T 0

L L PAL A PA

(2.33)

boyutsuz denklem ve sinir sartlari,

. . , 1
U+ 22U’ +viu" —v?Z (u +EW'2)':0 (2.34)
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!

W+ 2V0V'V'+V§W"—{[l+ vf(u’+%w’2)}w’} +viw" =0 (2.35)

uOt)=u@t)=0  w(0,t) =w(Lt) =w"(0,t) =w"(L,t) =0 (2.36)
seklinde elde edilir. Denklem (2.34)’te terimler arasinda,

.o . " ! 1 1 !
U+ 2v U’ +viu" << vZ (u oW %) (2.37)

durumu s6zkonusudur. Bunun sebebi boyuna titresimlerin enine titresimlerden ¢ok daha hizli
yaylimasidir (0z,1999, Wickert,1992). Béylelikle Denklem (2.34),

(u'+%w’2)’ =0 (2.38)

olur. Esitligin her iki tarafina X’e goére belirsiz integral iglemi uygulanirsa sonug bir sabite esit

olmalidir,
u+—w=">=¢ (2.39)

bulunur. Burada € = c(t) fonksiyonu seklinde distnulebilir. Elde edilen ifadenin kirig boyunca

belirli integrali alinirsa,

1 1 1

I u'+=w'? |dx = jc(t) dx (2.40)
0 2 0

elde edilir. u(0) = u(2) = Ooldugundan belirli integral sonucunda,

1 1
= fw2dx = c(t) (2.41)
20
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oldugu gorulir. Denklem (2.39)da c(t) = e,, esitligi yazilabilir. Bu durumda,

PE I (2.42)
: |

bulunur. Denklem (2.41)'de bulunan esitlik, Denklem (2.42)’'ye yerlestirilir, gerekli diizenlemeler

yaplilir ve X degiskenine gdre integrali alinirsa,
X 1 1 1 X

u(x,t):j —IW'ZdX dx——jw'zdx (2.43)
2\ 2% 24

elde edilir. Denklem (2.43), Denklem (2.35)'te yerine yazilir, ardindan enine deplasmani veren

W(X,t) bagimii degiskenine \/;W dénusumi yapihr, ardindan sénim ve zorlama kuvvetine ait

terimler eklenirse, eksenel hareketli Euler-Bernoulli kirigsinin nonlineer titresimlerini modelleyen
kibik nonlineer kismi diferansiyel denklem yapisindaki hareket denklemi ve basit-basit mesnetli

sinir sartlari elde edilir (Oz ve dig. 2001),

Iy " YU H 1 "1 !/
W+ (Vo —DW' + 2V, W' + vZW" +guW =g F cosQt + Egvfw _[W 2 dx (2.44)
0

w(0,t)=w(Lt)= w'(0,t) = w'(1,t) =0 (2.45)

Denklem (2.44)te W, V, w" ve 2V, W' terimleri sirasiyla yerel ivme, merkezcil ivme ve

Coriolis ivmesi terimleridir.

2.4.2.Eksenel Hareketli Viskoelastik Kirig

Bu bdlimde viskoelastik kiris modeli ele alinacak ve hareket denklemini bulmak igin Newton

yontemi kullanilacaktir.
Viskoelastisite

Sekil degistirebilen cisimler mekanigi icerisinde analizler, malzeme agisindan, bir takim ideal

cisim kabulleri ile yapilir. Bunun sebebi cisimlerin mekanik &zelliklerinin karmasik yapida
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olmasidir. Cismin baskin (etkin) 6zelligi g6z 6énune alinarak bir ideallestirme sézkonusu olur.
ideal cisimler elastisite ve plastisite 6zellikleri agisindan -zamandan badimsiz olarak-, elastik
cisim, elastoplastik cisim, peklesen elastoplastik cisim, rijit plastik cisim ve peklegen rijit plastik
cisim olarak siniflandirilabilir (inan, 1996). Bu siniflandirma yapilirken gerilme-sekil degistirme
iliskisindeki farkliliklar dikkate alinir. Viskoelastik cisimde ise zamana bagl gerilme ve zamana
bagh sekil degistirme mevcuttur. Dogrusal viskoelastisite (linear viscoelasticity) teorilerine goére
bir viskoelastik modelin temel elemanlari dogrusal yay ve viskoz sonim elemanidir (yag kutusu,
amortisor). Dogrusal yay Hooke cismi, viskoz sdénim elemani ise Newton cismi olarak
adlandirihr (Sekil 2.5).

Hooke Cismi Newton Cismi
O «—0— """ """N"—0— o o 4—0—i |—0—> o
E
n

Sekil 2.5. Viskoelastik model elemanlari

E
e

[
L

n

Sekil 2.6. Kelvin modeli

Hooke cismi i¢in gerilme sekil degistirme iligkisi,

&= (2.46)

o
E
ile tanimlanir. Denklem (2.46)'da, & birim sekil degisitrme, o eksenel gerilme, E ise elastisite

modull olarak tanimlanir. Newton cisimi igin,

gz _o (2.47)
d »n
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tanimlamasi yapilir. Burada 77, viskozite katsayisi olarak alinir. Bu tanimlamalardan sonra

Sekil 2.6’da gdsterilen Kelvin modeli i¢in gerilme esitligi asadidaki gibidir,

de
=¢E — 2.48
o +n at (2.48)

Olusturulacak viskoelastik kiris modelinde parametrelerin gosterimi eksenel hareketli Euler-

Bernoulli kirisindeki gésterim ile aynidir. Newton hareket kanununa (2. kanun) gore,
PA+ 27 W +v2W') = [(P + Ag)w'] =M (2.49)

esitligi elde edilir. Burada o(X,t) eksenel gerilme, M (X,t) egilme momentidir. Viskoelastik

model olarak Kelvin modeli kabuli yapilmistir. &=¢€, ile gosterilirse, geriime ve sekil

degistirme esitlikleri sirasiyla asagidaki gibidir,

o=Ee, +1n6, (2.50)
e, = L (2.51)
2

Egilme momenti igin,
M = Elw" + 7Ii" (2.52)

yazilir. Denklemler (2.50)-(2.52), Denklem (2.49)'da yazilip, boyutsuz halden ayirmak igin Ust

¢izgi notasyonu kullanilirsa,

hareket denklemi elde edilir. Boyutsuz parametreler



(2.54)

seklinde ifade edilir. Eksenel hareketli elastik Euler-Bernoulli kiris modelinden farkh olarak,
Denklem (2.54)te tanimlanan ¢« ve K parametreleri viskozite ile alakali terimlerdir. Verilen

esitlikler ile tanimlanan parametreler 1siginda Denklem (2.53) boyutsuz hale getirilir. Denkleme

zorlama ve sonim terimleri de eklenirse hareket denklemi elde edilir (Chen ve Yang, 2006),

W+ (Voo =)W+ 2V, W + VWY +eaWw" + & uWw =¢ F cosQt

3 . .
+ 5{5 VW' W2 + 20k wW” + akw"w'?

(2.55)

Viskoelastisite ile alakali terimlerin disinda, s6nim, zorlama ve boyuna direngenlik (Vf) ile

alakal terimlerin de & mertebesinde oldugu disindlmustir. Sinir sartlari ise yine basit-basit

mesnet sinir sartlaridir,
w(0,t)=w(Lt)= w"(0,t) = w'(Lt) =0 (2.56)

Diger uygulamada oldugu gibi, A Kkirig kesit alani, L kiris boyu, P eksenel gekme kuvveti, El

kirig egilme rijitligi olarak tanimlanmistir. v ile V, kirig enine ve boyuna direngenlik ifadeleridir.

V, ise boyutsuz kirig hizidir.

2.4.3.Akiskan Tasiyan Borular

Akiskan tasiyan borularin hareket denklemleri enerji veya Newtonyen ydntemlerle elde
edilebilir. Cikarilisi eksenel hareketli kiristen farkli degildir. Eksenel hareketli kiris ile ayni yapida
bir diferansiyel denklem elde edilir. Fiziksel anlamda farkh problemler gibi goériinse de akigkan
tasiyan surekli ortamlarla eksenel hareketli surekli ortamlar biribirlerine ¢ok benzerler. Farklari

her problemin parametrelerinin farkli olusudur. Boru probleminde akigkan ile ilgili parametreler
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de gbézonune alinir. Akiskan tasiyan borular iki farkh modelle ele alinacaktir. Birincisi elastik

boruya ikincisi ise viskoelastik boruya ait modeldir.

2.4.3.1.Akigkan Tasiyan Elastik Borular

Bu modelde A kesit alanina, L boyuna, El egilme rijitigine sahip, icinde Vv, hizinda akis

olan basit-basit mesnetli boru ele alinmigtir. Borudaki eksenel gekme kuvveti ISo +& 51 cosQf

ifadesiyle tanimlanacak sekilde harmonik olarak degismektedir. Boruya etkiyen dis sénim £ ile

tanimlanmigtir. Elastik model igin ortaya konulan boyutlu model ve sinir sartlari,

EIW" +2m, v, W +(m, +m,)W +m, V2 W' + zW =(P, +el31cos§f)v_v”+%jv_v’2d>‘<v_v"

(2.57)
w(0,f)=w(Lt)=w"(0,f)=w"(L,t) =0 (2.58)
seklinde ifade edilir. Boyutsuz katsayilar asagida siralanmistir,
X w - m
X:i, W:ﬂ’ t:a)ot, a)oziz L'ﬂ:—A,
L L L*\Vm, +m, m, +mg
m I I
Vo =Vl | =2, eu=mul’? 1 , PozPOL—, P1=P1L—, (2.59)
El [(m, +m,)EI El El
) _
&, = AL e :ﬂ
2| @,

Elde edilen katsayilar (2.57) ile verilen hareket denkleminde yerine yazilir, gerekli islemler

yapilirsa,

1
WA+ WY + (V2 = P)W' + 2\ BV, W + g1 = & P,W" cosQt + ekljw’zdx w” (2.60)
0

0

w(0,t)=w(Lt)= w'(0,t) = w'(Lt) (2.61)

hareket denklemi ve sinir sartlari boyutsuz halde elde edilir.
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2.4.3.2.Akigskan Tasiyan Viskoelastik Borular

Akigkan tagiyan borunun A kesit alanina, L boyuna, EIl egilme rijitligine sahip oldugu

dugindlmagtir. m, ve My sirasiyla akigskan ve boru kitlesidir. Boru iginde sabit V, hizinda

akis olmaktadir. 50 +£ECOS§'[_ seklinde harmonik olarak degisen ¢cekme gerilme kuvveti

oldugu dusinulmUstir. Viskoelastik model igin ortaya konulan boyutlu model ve sinir sartlari
(Panda ve Kar, 2008),

E'lwW" +EIW"Y + 2m, VW' +(m, +m)W +m, V2 W' + zW =(P, + £ P, cosQt )w”

1 * 1
+ A Twegxwr + B Aj"
2L L %
(2.62)
w(0,f)=w(Lt)=w"(0,f) =w"(Lt) =0 (2.63)
seklinde ifade edilir. Boyutsuz katsayilar,
X W = m
x=X, w=>, t=wf, a)ozi2 L vV, = VL, | =2,
L L L“\Vm, +mg El
E’ [ 1 T
co=— |———, eu=pul’ , P,=P, —, (2.64)
L* | (m, +m;)E J(m, +m,)EI El
o 2 2 m * raY
pl:plL_,gklzﬁ,ﬂ:—Alék: EA QZE

El 21 m, +mg ©oJm rm)EN T o,

seklinde elde edilir. Burada k1 parametresi boru geometrisi ile, o ve k2 parametreleri ise
viskoelastisite ile alakali katsayilar olarak tanimlanir. f katsayisi, akiskan kutlesinin, boru ile

akiskan toplam kltlesine oranidir. Boyutsuz hareket denklemi ve sinir sartlari asagidaki gibidir,

1
WA+W"Y + (Ve = PO)W + 2 BV, W + ot + gial = £ P,w" cosQt + & kljw'zdx w”
0

+¢ kzjv'v’w’dx w”
(2.65)
w(0,t)=w(Lt)= w'(0,t) = w'(Lt)

0 (2.66)
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Bu bodlimde elde edilen kismi tdrevli nonlineer diferansiyel denklemler, genel notasyon

kullanilarak elde edilecek ¢bzum yapilarinin uygulama problemleri olarak ele alinacaktir.
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3.GENEL MODEL VE MUHENDISLIKTE PERTURBASYON YONTEMLERI
3.1.Genel Model

Operatér notasyonu kullanarak olusturulan genel model ve genel sinir sartlari asagida

gOsterilmistir,

W+ L,(w) + L,(W)+eL,(W) = eL,(w)cosQt + &{C,(w,w,w) + C,(W,w,w)} (3.1)
B,w)=0 x=0 (3.2)
B,w)=0 x=1 (3.3)

Genel modelde W(X,t), strekli ortam deplasmanidir. L,,L,,L, ve L, lineer
diferansiyel/integral operatorler (self adjoint operatér), C, ve C, keyfi kibik nonlineer

operatorler, B, ve B, ise sinir sartlarini belirleyen lineer operatorlerdir. €2, zorlama frekansini

temsil eder. Denklemde kullanilan &, kiigik boyutsuz bir parametredir. (. ) gosterimi, bagimsiz
degisken olan zamana gére tirevi, ileride kullanilacadi tzere ()" gésterimi ise yine bagimsiz
degisken olan mekana bagl tirevi ifade eder. Jiroskopik etkileri de géz dnuine almak icin, genel

notasyon goésteriminde, ilk olarak bu ¢alismada, lineer ve kibik operatdrlerde zamana bagli

turev igeren terimler kullaniimistir.

Klbik operatorler genelde simetrik degildirler ve operator icindeki degiskenler multilineer

Ozelliktedirler. Bu 6zellik asagida gosterilmistir,

C(c, W, +C, W,,Cy Wy +C, W,,Cs W; 4+ Cs W ) =C, Cy C C(W,, W5, W) +C; CyCs C(W,y, Wy, W)
+C,C4Cs C(W1'W4’W5)+C1 C,Cs C(W11W41W6)
+C, €3 C5 C(W,, Wy, W5) +C, C5 € C(W,, Wy, W)
+C; C4 C5 C(W,, Wy, Wg) +C, €y Cg C(Wp, Wy, W)
(3.4)
Kilbik operatorler, diferansiyel veya integral yapida olabilir. Stirekli ortamlarda sikga karsilasilan

kibik operatorlere birka¢ drnek asagidaki gibi verilebilir,

Cw,ww)=w*, C(w, w,w):w”jw’zdx . C(w,ww)=w"w'
D

C(W,ww)=Ww'w", C(W,ww)=Ww"w'? (3.5)
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Genel olarak,

C(wy, W, W5 ) # C(Wy, Wy W, ) # C(W,, Wy W) # C(W,, Wy W, ) # C(Wj5, Wy W, ) # C(W5, W, W, )

(3.6)

oldugu varsayilir.

Ortaya atilan genel modelin analitik ¢6zimU bir Perturbasyon Metodu olan Cok Zaman Olgekli
Metod (Nayfeh,1981) ile yapilacaktir. Céziime baglamadan 6nce, Bolium 3.2'de Perturbasyon

Metodlari hakkinda genel bilgi verilmistir.

3.2.Miihendislikte Perturbasyon Yontemleri

Fiziksel sistemlerin modellemelerinde karsimiza biribirinden farkli yapilara haiz problemler
(denklemler) cikmaktadir. Analiz edilmek Uzere ele alinan sistemlerde nonlineer terimler,
degisken katsayilar, nonlineer sinir sartlar vb. ézellikler olabilir. Fiziksel problemi ¢ézmek igin
degisik yontemler denenebilir. Bu ydntemler, sayisal ¢dézimler ve analitik ¢ézimler seklinde
olabilir. Bazi durumlarda her iki yoéntem birlikte kullanilabilir. Perturbasyon metodlari birgok farkl
yapidaki denkleme (modele) ¢ozimler Uretilebilen analitik yontemlerden biridir. Bu yontemlerle
bazi tip problemlerde tam ¢6zim bulunabilse de nonlineer problemlere genelde yaklasgik analitik
¢ozumler dretilir. Bir avantaji da 6zellikle fiziksel bir modelin sonuglarini yorumlayabilmek igin,
¢bzuim vyapilari hakkinda fikir verebilmesidir. Sayisal ¢dzimlerde, denklemlerin ¢b6zim
yapilarina hakim olunamadigindan, yaniltici yorumlar vyapilabilir. Ancak perturbasyon
metodlarinda ¢6zUmln analitik yapisi g6z onundedir ve fiziksel terimlerin ¢ézime etkileri

kolaylikla yorumlanabilir.

Perturbasyon metodlari asimptotik metodlar olarak da anilir. G6zUmler asimptotik acilimlarla
ifade edilir. Bu acilimlar genelde 2 veya 3 terimli agilimlardir. Bu ydontemde denklemde var olan
ya da yapay olarak eklenen parametrelere gore (parametre perturbasyonlari) veya koordinatlara

gore (koordinat perturbasyonlari) asimptotik agilimlar dnerilerek ¢éziime ulasilmaya galisilir.

Daha 6nce de bahsedildigi tzere fiziksel sistemlere ait denklemlerde (diferansiyel denklemler)
lineer ve nonlineer terimler olabilir. Denklemin lineer ve nonlineer terimleri ayri ayri gruplaninca
nonlineer terimler lineer terimlere goére kigik ise boyle sistemlere zayif nonlineer sistemler

denir. Bunlar bir bagka tanimla quasi-lineer sistemlerdir. Kiglk parametre & kullanilarak ele
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alinan perturbasyon ydntemleri, bu tarz sistemlerin ¢6zimuinde uygun yontemlerdir. Bu
c¢alismada kuguk parametre; sdnim ve viskoelastisiteyi iceren lineer terim, zorlama / parametrik

terim ve kibik nonlineer terimler ile alakalandiriimistir.

Bu bolimde genel modelin ¢déziimiinde kullanilacak perturbasyon yontemleri genel 6zellikleriyle
tanitilmistir. Bu metodila ilgili ayrintih bilgi icin Nayfeh (1981) ve Nayfeh (1973) kaynaklari
incelenebilir. Bundan sonraki bodlimlerde genel modelin dis zorlamali ve parametrik
titresimlerine ait ¢esitli rezonans durumlarina gore Perturbasyon Metodu ¢ézimleri yapilacak ve

uygulama problemlerinde kullaniimak Gzere bir genel ¢6zim algoritmasi ortaya konulacaktir.
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4.DIS ZORLAMALI TITRESIMLER

Bu boélimde dis zorlamal durum igin analitik ¢ozimler yapilacaktir. Genel modelde gdsterilen
L, (W) operatoérinin bagimh degisken w(x,t)’den bagimsiz oldugu ve F =F(X) gibi bir

terim oldugu varsayilmistir. Bu durumda genel model su héli alir,

W+ L,(W) + L,(W) +&L,(W) = eFcosQt + &{C,(w,w,w) + C, (W, w,w)} (4.1)
B,(w)=0 x=0 (4.2)
B,w)=0 x=1 (4.3)

4.1.Perturbasyon Yéntemi Coziimleri

Bir Perturbasyon Metodu olan Cok Zaman Olgekli Metod, Denklem (4.1)'de ifade edilen genel

modele direkt olarak uygulanacaktir (Direkt Perturbasyon Metodu). C6zim fonksiyonu w(X,t),

asagidaki yapida kabul edilmistir,

WX, To, Tis &) = Wo (X, To, T,) + Wy (X, Ty, T,) + ... (4.4)

Burada T, =t hizli zaman 6lgegi, T, = ¢t ise yavas zaman olgegidir. Denklemde kullanilan
turev ifadeleri, acik olarak asagidaki yapidadir,

9 Db, 4eD, 4. (4.5)

dt

d2
W: D§+28D0 Dl +... (46)
Genel formda turev operatord D, =0/0T, seklinde gsterilebilir. Turev ifadelerini g6z éniine

alarak, onerilen (4.4) ¢6zim fonksiyonu, (4.1)-(4.3) denklemleri ile belirtilen genel model ve sinir

sartlarinda yerine yazilir,
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(DZ +26D,Dy +..) (W + eW, +...) + Ly (W, + ew, +...) + L, ([Dy + €D, +...] [W, + ew, +...])
+eL;([Dy + D, +..][Wy + ew, +...]) = eF cosQT, + &{C,([w, + ew, +...], [Wy + ew, +..],
Wy + W, +...]) + C,([Dy + Dy + .. ][Wy + ew, + .0, [Wy + ew, +...] Wy + ewy +..])}

(4.7)
B,(W, + &w, +..)=0 x=0 (4.8)
B,(W, +ew, +..)=0 x=1 (4.9)
Her bir & mertebesine gére acilim yapilirsa asagidaki mertebe denklemleri elde edilir,
0(£%)
DZw, + L, (W, ) + L,(Dyw,) =0 (4.10)
0 "0 1 0 2 0"'0
B,(w,)=0 x=0 (4.11)
B,(w,)=0 x=1 (4.12)
0(&h)
DZw,+ L, (w,) + L,(Dyw,) = — 2D, D, w, — L, (D, W, )— L, (D, W, )+ F cosQT, 4.13)
+ Cl(WO’WO’WO)+C2(DOWO’WO’WO)
(w)=0 x=0 (4.14)
,(w)=0 x=1 (4.15)

Buradan itibaren ¢ézilebilirlik sartlar ve ¢6zim fonksiyonlari, incelenecek rezonans tipine gore

ayri ayri bulunacaktir.

© Mertebe ayristirmalarinda gosterilen “O” semboli, ingilizce’de mertebe anlamina gelen

“order’ kelimesinin ilk harfidir.
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4.2.Baskin Rezonans Durumu
Baskin rezonans durumu, dis zorlama kuvvetine ait frekansin, sistemin tabii frekanslarindan
birine esit (veya c¢ok yakin) olmasiyla meydana gelir. Bu durumda sisteme ait genlik

degerlerinde teorik olarak sonsuza giden bir artis olur.

ilk mertebedeki (4.10) diferansiyel denkleminin ¢éziimii olarak asagidaki ifade énerilebilir,
W, (X, Ty, T,) = A (T, )e" ™Y, (x) + A, (T,)e ™Y (x) n=12,.. (4.16)

A, ve Kn kompleks genlik ve eslenigidir. Eger (4.16) esitligi ilk mertebedeki (4.10) denkleminin
¢6zUmdi ise bu denklemi saglamalidir. Dolayisiyla Denklem (4.16), Denklemler (4.10)-(4.12)’ye

yerlestirilir, gerekli sadelestirmeler yapilirsa mekana bagli fonksiyon olan Y, (X) fonksiyonu,

L,(Y,)+ioL,(Y,)-0?Y,=0 n=12,.. (4.17)
B,(Y,)=0 x=0 (4.18)
B,(Y)=0 x=1 (4.19)

cebirsel denklemini ve sinir sartlarini saglar. Goruldugu tzere (4.17)-(4.19) ifadeleri bir 6zdeger-
6zfonksiyon problemini meydana getirir. Burada @, degerleri 6zdegerler, Yn(X) fonksiyonlari

ise 6zfonksiyonlardir. Bilindigi gibi, sirekli ortamlarda, sonsuz 6zdegere karsilik gelen sonsuz

sayida 6zfonksiyon mevcuttur.

Denklem (4.16)'da onerilen ¢ézim fonksiyonu & mertebesindeki Denklem (4.13)’te yerine

yazilirsa,

Diw,+ Ly (W) + L,(Dyw,) = - 2 D, (i, A", —iw, A e™ ™Y,
L, LA™Y, 4 BT, L0, AN, —ier AT

4 % = (eiQTO + e—iQTo) (4.20)

+ CI(A]eiwnTOYn + Kne—iwnTOY_n,A]eiwnTOYn + Re—iwnToY_n’AweiwnTan + Re—iwnToY_n)
+C, (i, ALY, i, Ae OV, ATV, + A e OV A ey, 4 A e oy )
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esitligi elde edilir. (4.16) ¢cdzimu, sinir sartlari (4.14) ve (4.15)'te de ayni sekilde yazilir. Egitlikler
duizenlenirse,

D§ Wl + Ll (Wl) + Lz(DO Wl) = —2|C()n D]_A,] eimnTan + 2|a)n Dlﬁn e*i(‘)nTOY_n
DA TOL(Y,)- DA L7
_ iwn Anei(unToL3(Yn)+ ia)n Re—ia)nToLs(Y—n)

+%F (eiQTO +e—iQTo)

+ A2 ¥ (Y,.,Y,.Y,) +io,C,(Y,.Y,,Y, )}

+ AZA e {C (VYY) +ie, G (Y,.Y, Y )

+AZA e {C (Y VY ) +ia,C, (Y, Yo, )

+ ARTE{C, (Y, YY) +io,C, (Y, Y, Y )}

+APA e {C (VYY) -im,C, (Y, Y,.Y, )}

+AAzeT {Cl (Y_n A ) - Ia)nCz(Y_n YooY, )}

FARZETC, (VYY) 0,6, V.Y, )

+Ave e, (VYY) -i0,6, (Y, V.Y, ))
(4.21)
(w)=0 x=0 (4.22)
,w)=0 x=1 (4.23)

denklem ve sinir sartlari elde edilir. Baskin rezonans kosulu,

Q=w, +c0, (4.24)

ile ifade edilir. o, terimi ayar parametresi olup bir mertebesinde bir terimdir. &o, ifadesi

zorlama frekansi ile sistem tabii frekansinin yakinhgini ifade eder. Denklem (4.24) ile verilen

baskin rezonans kosulu (4.21)’e yerlestirilir ve elde edilen ifade diizenlenirse,

Dg W, + L1 (Wl) + Lz (Do Wl) =-2 @, Dl An eia)nTO Yn - D1 An eia)nTO Lz(Yn)_iwnA\]eiwnTo L3(Yn)

+% FeiJnTl eiwnTO + Anz R} eia)nTo{Cl(Yn 'Yn'Y_r1)+C1(Y” ’Y_” 'Y”)

+C, (VY. Y, )+io[C, (Y, Y, .V )+ C, (Y., V.Y -G, (VY. Y, )|}
+ke +SOT.
(4.25)
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x=0 (4.26)

x=1 (4.27)

denklem ve sinir sartlar elde edilir. k.e. gdsterimi kompleks eslenik terimler, S.O.T. gdsterimi

ise sekiler olmayan terimler anlamindadir. W, ¢6zim fonksiyonu agagidaki yapidadir,
W, (X, Ty, T,) = @, (X, T)) €™ + 3, (X, T,) e + W (X, T,,T,) (4.28)

W(x,T,,T,) ifadesi sekiler olmayan terimleri igerir. Denklem (4.28)de verilen ¢dzim

fonksiyonu, (4.25) denklemi ile (4.26) ve (4.27)'deki sinir sartlarina yerlestirilip dizenlenirse,

_a)nZ(Dn +L1(¢n) + ia)n L2 (wn): -2 @, D1A1Yn _DlA'I LZ(Yn)_ia)nAhLS(Yn)-’_%FeiUnTl

+ A’IZ R{Cl(Yn’Yn’Y_n)_i_Cl(Yn’Y_n’Yn )+ CI(Y_n’Yn’Yn)
+ ia)n [CZ(YmYn’Y_n)+C2(Yn’Y_n’Yn)_C2(Y_n’Yn’Yn )]}

(4.29)
B,(p,)=0 x=0 (4.30)
B,(p,)=0 x=1 (4.31)

esitlikleri elde edilir. Eger Denklem (4.29)un homojen halinin basit olmayan bir ¢6zimi
mevcutsa bu denklemin bir ¢dziminin olmasi, ancak ¢ozilebilirlik sartinin saglanmasina
baglidir (Nayfeh,1981). Cozllebilirlik sarti geregi, Denklem (4.29), homojen olmayan kismini

sifir yapacak bir U (X) fonksiyonu ile garpilip tanim kiimesi tizerinden integre edilmelidir.
1 1 1

@ [U (92, (6T~ [, (OLy (0, (¢ T) B~ i@, [U, 00 L (0, (6 TY) X =0 (4:32)
0 0 0

Genel model igin U, (X) =Y, (X) olur. Dolayisiyla (4.29) denkleminde homojenligi bozan kisim,

ancak Y_n(x) ifadesi ile carpilir ve tanim kiimesi Gizerinden integre edilirse sifir olur,
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1 1
2iw, D, A, [Y,Vdx+D, A, [V, L,(Y, Jdx +ie, A
0 0

O t—y

_ 1 it few
Y.L, (Y, )dx—Ee o ! FY dx

1
- A12 RJ‘Y_n {Cl(Yn ’Yn ’Y_n)+ CI(Yn 1Y_n ’Yn )+ CI(Y_n ’Yn ’Yn)+ ia)n [Cz(Yn’Yn ’Y_n) (433)
0

+G,(1,7.Y,)- G, (7Y, ¥, jdx =0

Denklem dizenlenirse ¢dzllebilirlik sarti elde edilir,
1: gionm 2 % 4.34
D1A1+k1nAn_Efne _kZHAHA] =0 ( )

Cozulebilirlik sartinda tanimlanan katsayilar asagida siralanmistir,

O t——y

i@, |Y, Ly(Y,) dx
Kyy = I i (4.35)
2io, .[Y” Y, dx+j\7nL2(Yn) dx
0 0
1
jFVn dx
f,= — (4.36)
2io, .[Yn Y, dx+j\7nL2(Yn) dx
0 0
[TAC 0, Y0 W)+ 1, Y, ) €YY, ) 10, [C 0, Y, 7, e €, 1,7, )
0
_CZ(Y_n’Yn’Yn)]}dX
an =

1 1
2iw, [Y, Y, dx+[Y, L,(Y,) dx
0 0

(4.37)
Tanimlanan katsayilar hem gercel (reel) hem de sanal (imajiner) kisimlara sahiptirler,
Kin = Kjng TiKj,, =12 (4.38)
fo="Ff+if, (4.39)

Karmasik (kompleks) genlikler ve eslenikleri polar formda ifade edilebilir,
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A = %an (T, )e¥n™) (4.40)

A = %an (T,)e n (™) (4.41)

Kompleks genlik ve eslenigi, Denklem (4.34) ile verilen ¢ozllebilirlik sartinda yerine yazilir ve

gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

' r H H i(o,T1-5,) 1 H 3
a, Hpa, + (kg +iky, ) @, — (f,q +if,, )e' ) — Z(kZ”R +iky,)al =0 (4.42)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte,

7n= 0y Tl - ﬂn (4.43)

tanimlamasi yapilir ve olusan Ustel fonksiyon Euler agilimina tabi tutularak trigonometrik hale
getirilir. Ardindan (4.42) esitliginde gercel ve sanal kisimlar ayristirilip gerekli matematiksel

dizenlemeler yapilirsa baskin rezonans durumuna ait genlik ve faz modilasyon denklemleri

elde edilir,
, . 1
a, =-ak,, + f,rcosy, - f,, siny, +Zan3k2nR (4.44)
1] H 1 3
a,y, =a,o, +ak, —f.sny —f cosy, —Zank2n| (4.45)

Titresim hareketinde dizgiin rejim bolgesi, gecis bodlgesinden sonra gelen ve titresim
hareketine ait genlik ve faz parametrelerinin yeterli bir siire gectikten sonra sabitlendigi bolgedir.

Duzgin rejime ait ¢ézimleri elde etmek igin genligin ve fazin sabit oldudu, dolayisiyla
ttrevlerinin sifir oldugu durum géz 6ndne alinmaldir. Denklemler a,; = 7/,’1 =0 kosuluna gére

dizenlenmelidir. Bu kosul, genlik ve faz modilasyon denklemlerinde yerine yazilirsa agagidaki

esitlikler elde edilir,

ak

n1nR

-0 (4.46)

— f,rcosy, + f,, siny, —%ajkZnR

. 1
a,o,+ak,, — f..siny, — f, cosy, —Zasz,” =0 (4.47)
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Denklemler (4.46) ve (4.47)den y, terimi yok edilirse, o, ayar parametresine ait iki esitlik elde

edilir,
1 f24f2 1 ’

o, ==Ky, + Zaﬁkzm +\/%—[km —ZaﬁanRj (4.48)
1 f24f2 1 2

o, ==Ky, + Zafkm _\/#_(kma —Zaﬁkm] (4.49)

(4.48) ve (4.49) esitlikleri kullanilarak baskin rezonansa ait frekans-tepki grafikleri elde

edilecektir.

Baskin rezonans durumu igin sistem kararliidi (stabilitesi) genel notasyon Uzerinden ele
alinacak olursa, kararlilik hakkinda bilgi veren Jakobiyen Matris’in olusturulmasi gerekir. Bunun

icin denklemler (4.44) ve (4.45) yeniden yazilip gerekli sadelestirmelerden sonra Jakobiyen

matrise temel tegkil eden F, (a,,7,) tanimlamalari yapilmalidir (i =1,2),

a, =—a,k,,, +f,cosy, —f, sin;/n+%a§'k2nR =F,@,,7,) (4.50)

ni

f
ro_ NR o
7n_o-n+kln|_a Snyn_a

n n

cosy, —%anzk2n| =F,.(a,,7,) (4.51)

Tekil noktalarin kararhhidini arastirmak icin Jakobiyen Matris asagdidaki gibi yazilr,

oR O
_| %, 0y,
J, = @ @ (4.52)
6an Oy/n an=ang

7n=rng

Sistemin kararl olmasi igin Jakobiyen Matris’'in 6zdegerlerinin gergel kisimlarinin sifirdan kigik

olmasi gerekir.

Denklem (4.1) ile ifade edilen genel modele ¢dzim olarak Denklem (4.4) dnerilmisti. Denklem

(4.4)'teki agiima, Denklem (4.16)'da gosterilen W, (X,t) ¢dzimi yazilir ve gerekli matematiksel
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islemler yapilirsa, kibik nonlineer bir surekli ortam sisteminin, dis zorlamali titresimlerine ait

baskin rezonans durumu igin yaklasik ¢ézimu elde edilir,
w(x,t;¢) = a, {cos(Qt —7,) Y,, —sin(Qt —7,)Y,, }+ O(¢) (4.53)

Denklem (4.53)'te Y, (X) fonksiyonu gergel ve sanal kisimlariyla ifade edilmistir. Bu durum agik

halde asagidaki gibi ifade edilir,

Y, =Y, +iY,, (4.54)

Genel ¢bzimdeki a, genliginin sayisal degerleri, (4.46) ve (4.47) denklemleri kullanilarak

bulunur. Bulunan genel ¢dzim algoritmasi iki farkli uygulama problemiyle ele alinacaktir.
Uygulama problemleri Bolim 2’'de ele alindigi Gzere eksenel hareketli strekli ortam titresimleri

problemlerinden segilmistir.

4.2.1.Uygulama Problemi 1

Bolim 2.4.1'de elde edilen, eksenel hareketli Euler-Bernoulli diz Kkirisine ait nonlineer

titresimleri modelleyen hareket denklemi asagidaki gibi integro-diferansiyel denklem

yapisindadir,
1 1
W+ (Vg —D)W' + 2V, W + vZW" +suW =& F cosQt + Egvf W"IW'Z dx (4.55)
0
w(0,t)=w(1,t)=w"(0,t)=w'(1,t) =0 (4.56)

Genel modelde ortaya konulan lineer integral/diferansiyel operatérlerin bu uygulama

modelindeki karsiliklari,

L, (W) = (v, —Dw" + vZw" (4.57)
L, (W) = 2v, W (4.58)
L, (W) = uW (4.59)

L,(w)=F (4.60)
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1
C,(w,w,w) = %vf W"IW'Z dx
0

C,(Ww,w,w) =0

(4.61)

(4.62)

seklinde tanimlanmistir. Denklemler (4.17)-(4.19)da tanimlanan &6zdeger-6zfonksiyon

probleminin bu uygulama icin karsihgi,

VYNV + (V=Y + 2ivew, Y, - @Y, =0

Y,(0) =Y, =Y(0) =Y, =0

(4.63)

(4.64)

seklindedir. Denklem (4.63) ile gosterilen dordinci mertebe, homojen, lineer diferansiyel

denkleme,

Yn (x) = Cln g/ +CZn g'f2n +C3n g'Fanx +C4n g'Panx

(4.65)

¢6zUmil Onerilebilir. Bu ¢6zim (4.63) diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa, saciima

denklemi elde edilir (Oz, 1999),

V2 B+ (1-V2) B2 — 0, B, — 02 =0 i=1234 , n=12,..

(4.65) ¢6zimd, (4.64)'te verilen mesnet sinir sartlarinda yerine yazilirsa,

c,+C,, +C,, +C,, =0

2 2 2 2
C1n ﬂln + C2n ﬂZn + C3n /83n + C4n ﬂ4n = 0
C,.e"" +C,, 6" +C, e +C, e =0

2 [ify 2 fifon 2 Aifan 2 fifan _
Cln ﬂlne +C2n ﬂZne ’ +C3nﬂ3ne ’ +C4n ﬂ4ne ) _0

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)
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denklem takimi elde edilir. Denklem takimi matris yapisinda gosterilebilir,

1 1 1 1 7(c,) (o
e iP1n e i2n e iA3n e iBan C2n O
) B 5 B 5 B 5 C = 0 (4.71)
ﬂln 2n 3n 4n 3n
e/ gy e g e pn et g | (Ch ) (O

Lineer cebirden bilindigi Uzere (4.71) esitlijinde basit ve basit olmayan ¢ézimler mevcuttur.
Basit ¢6zim sifir gézimdir (C,, =C,, =C, =C,, =0). Basit olmayan ¢6zim ise katsayilar
matrisinin determinantinin sifir olmasi ile elde edilir. Basit olmayan ¢6ziimden hareketle sisteme

ait tabii frekanslarin hesaplamasini saglayacak destek sarti elde edilir (Oz, 1999),

(&) 4 £V P2 )~ ) + (€ O Y — 2 - )

1 (&'Panthan) gl han)y(p2 _ g2 y(B2 _ B2y ()
(4.72)

@, ve f, sayisal degerleri, sagciima denklemi ve destek sartinin ortak ¢éziimiyle bulunur.

Bahsedilen dederler bulunurken ve diger bitin sayisal hesaplamalar icin Matlab® ve Maple®
bilgisayar programlari kullaniimistir. Denklemler (4.67)-(4.70)'te katsayilarin elenmesiyle

sisteme ait mod yapisi (sekil fonksiyonu) esitligi elde edilir,

(ﬂfn _ﬂlzn)(efﬂ:;n _efﬂln) eiﬂan _ (ﬁ42n _ﬂli)(efﬂZn _efﬁln) eiﬂgnx

(Ban = Ban )" —V2) (Ban = B )" —e")

{1 (B2 - )™ —e™) _ (B, - pE)E" q}
(Ban = Ba) (€7 —72) - (Ba, — B )€V —eVo)

Y,(0 = cl{e‘ﬂl”* -

(4.73)

Denklemler (4.35)-(4.37)'de genel operatorler ile tanimlanan katsayilarin bu 6zel problemdeki

karsiliklari,
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1
io.u [Y, Y, dx
0

kln = 1 1
2iw, an Y, dx+2v, an’ Y, dx
0 0
1
jFVn dx
f = 0
n 1 1
2i, [Y, ¥, dx+2v, [Y, Y, dx
0 0
1 1 1 11
~ v X X+ X X
?{2] VoY [Y Y e [V, ¥ dx Y2 }
k2n — 2 0 0 0 0

1 1
2iw, [Y, Y, dx+2v, [Y, ¥, dx
0 0

ile ifade edilir. N =1 igin frekans tepki grafikleri,

1 f2+f2 1 2
O'1:_k11| +Zaizk21| $\/ lRaf = _(kllR_ZaizkﬂRj

esitligi kullanilarak cizilir. Kararlilik analizinde kullanilacak esitlikler,

, } 1
& =—aky, + fpcosy, — 1) 9”71+2313k21re =F,(a,7)
yi=0,+K —hsiny —Lcos;/ —lafk =F,,(a,,7,)
1— Y1 11 1 1 211 — ''21 1/ 1
| al al 4 |

seklindedir. Genel ¢dziim ise sdyledir,

w(x,t;6) = & {cos(Qt - 7,) Y, —SIN(QL - 7)Y, f+ O(s)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

@4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)
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4.2.1.1.Sayisal Sonuglar
Bu bolimde uygulama probleminin sonuglari grafikler Gzerinden tartisilacaktir.

Sekil 4.1°de degisik kirislik katsayilari i¢in birinci mod tabii frekans degerlerinin kiris eksenel
hiziyla degisimi gortlmektedir. Kiris hizi arttikga birinci mod tabii frekans dederleri azalmaktadir.
Kararsizlik durumu yoktur. Kiriglik katsayisi arttikga sistemin birinci mod tabii frekans degerleri
artmaktadir.

Sekil 4.2 ‘de v, =0.2 kirislik katsayisi degeri igin ilk lic mod tabii frekans degerlerinin kiris

eksenel hiziyla degisimi goérilmektedir. Kiris hizi arttikga tabii frekans de@erleri azalmaktadir.
Mod degeri arttikga tabii frekans degerleri sifilanamamaktadir. Eksenel hareketli sirekli
ortamlarla ilgili dnemli bir dzellik olan bu durumda eksenel hizin artisi kararsizliklara sebep

olmaktadir.

Sekil 4.3 ‘de v, = 0.2 kiriglik katsayisi igin birinci mod tabii frekans degerlerinin kiris eksenel

hiziyla degisimi gortlmektedir. Burada gergel kisim ve sanal kisimdan kasit sagilma denklemi
ile destek sartinin ortak ¢ézimunden elde edilen degerlerin gergel ve sanal kisimlaridir. Daha
once bahsedildigi Gzere tabii frekans degerleri bulunurken sagiilma denklemi ve destek sartinin
ortak ¢6zimu s6z konusudur. Burada her bir hiz dederine karsilik gelen kokler karmasik sayi
yapisindadir. Eksenel hareketli kiris probleminde ¢dzimlerin sanal kisimlari ¢ok kuguktir ve
sifir kabul edilebilir. Tabii frekans olarak c¢oézimlerin gergel kisimlari alinir. Birinci mod
grafiklerinde ancak tabii frekans degerleri (gergel kisimlar) sifirlandiktan sonra sanal kisimlar

anlamli de@erler almaya baslar. Diger modlarda durum farklilagir.

Sekil 4.4 ‘te v, =0.2 kiriglik katsayisi igin ikinci mod tabii frekans degerlerinin kiris eksenel

hiziyla degisimi goriilmektedir. ikinci mod grafiklerinde tabii frekans degerleri (gercel kisimlar)
sayisal ¢ozumde sifirlanmistir. Ancak sanal kisimin anlamli degerler almaya bagladigi kisimdan
itibaren sistem kritik hiz degerine gelmistir ve kararsizlik baslar. Sekil 4.2° de goéruldugi Gzere
tabii frekans grafikleri gizilirken bu mod dederi sanal kisimin anlamli oldugu noktadan itibaren

kesilmigtir.

Sekil 4.5 ‘te v, = 0.2 kiriglik katsayisi igin Gglincli mod tabii frekans degerlerinin kiris eksenel

hiziyla degisimi gorulmektedir. Burada da sanal kisimin anlamli dederler almaya bagladigdi

nokta kritik hiz degeridir.
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Sekil 4.6 ‘da v; = 0.6 kiriglik katsayisi degeri igin ilk Gi¢ mod tabii frekans degerlerinin kirig

eksenel hiziyla degisimi goérilmektedir. Kiris hizi arttikga tabii frekans degerleri azalmaktadir.

Mod degeri arttik¢a tabii frekans dederleri artmaktadir ancak sifirlanamamaktadir.

Sekiller 4.7-4.8-4.9'da vV, = 0.6 kirislik katsayisi degeri igin sirasiyla birinci, ikinci ve tglnct

mod eksenel hiz tabii frekans grafikleri gérilmektedir. Bu grafiklerde de sanal kisimlarin sifirdan
farkli degerler almaya basladigi noktalar goériimektedir. Sekil 4.6’da tam bu noktalardan itibaren
tabii frekans gercel degerleri kesilmis ve grafikte gosteriimemistir. Dolayisiyla ikinci ve Ugiincu

mod degerleri sifirlanamamaktadir.

Sekil 4.10 ‘da v, =1.0 kiriglik katsayisi degeri igin ilk Gg mod tabii frekans degerlerinin kirig

eksenel hiziyla degisimi goriimektedir. Kiris hizi arttikga tabii frekans degerleri azalmaktadir.

Mod degeri arttikga tabii frekans degerleri yine artmaktadir ancak sifilanamamaktadir.

Sekiller 4.11-4.13'te v, =1.0 kiriglik katsayisi degeri igin sirasiyla birinci, ikinci ve Uglnct

moda ait eksenel hiz- tabii frekans grafikleri gériimektedir.

Sekil 4.14'ten itibaren frekans tepki grafikleri gosterilmistir. Frekans tepki grafikleri degisik
parametreler icin cizilmistir. Butin sekillerde kesikli ¢izgili bdlimler kararsiz bdlgeleri
gOstermektedir. Nonlineer dinamigin énemli bir kavrami olan sigrama olayi (jump phenomena)

grafiklerde gorilmektedir.

Sekiller 4.14-4.16’da zorlama kuvvetinin degdisik degerleri igin cizilen grafikler karsilastirma
acisindan Sekil 4.17°de toplu halde verilmistir. Sekil 4.17 géstermektedir ki kuvvetin artisi
nonlineerligi ve genligi artirmaktadir. Grafiklerde sertlestirici etki (hardening effect)

gorulmektedir.

Sekil 4.18 ve 4.19da Vv, boyuna direngenligin degisik degerleri icin ¢izilen grafikler

gorulmektedir. Karsilastirma agisindan Sekil 4.20'de Ug farkh boyuna direngenlik degeri igin

frekans tepki grafikleri gizilmistir. Boyuna direngenligin artisiyla nonlineerlik artmaktadir.

Sekil 4.21 ve 4.22 ‘de yine degisik parametreler i¢in frekans tepki grafikleri elde edilmistir.

Burada amag diger parametreleri belli degerde tutarken V. Kiriglik katsayisinin degisiminin

etkisine bakmaktir. Sekil 4.23'te frekans tepki grafikleri V. Kiriglik katsayisinin (enine
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direngenlik) degisimine bagh olarak birarada cizilmistir. Gértlmektedir ki enine direngenlik

azaldikga nonlineerlik ve genlik degerleri artmaktadir.

Sekil 4.24 ve 4.25te ayni parametre degerleri kullanilarak sadece sonim katsayisinin
degisimine bakilmistir. Elde edilen grafikler Sekil 4.26'da birarada gosterilmistir. Gortilmektedir

ki sonimun artisi genlikleri distirmektedir.
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Sekil 4.1. Degisik kirislik katsayilari igin eksenel hiza karsilik gelen birinci tabii frekanslar

|
1.5 2 2.5 3
VO
Sekil 4.2. Eksenel hiza karsilik gelen ilk g tabii frekans
(v, =0.2)
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Gergel Kisim

Sanal Kisim

0 0.2 0.4 0.6 3.8 1 1.2 1.4 1.6
0

Sekil 4.3. Eksenel hiza karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gercel ve sanal kisimlari
(v, =0.2)

Gergel Kisim

Sanal Kisim

0.2 04 0.6 0.8 1V 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

Sekil 4.4. Eksenel hiza karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(v; =0.2)
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20

18

Gergel Kisim
16 -

w; 10F

Sanal Kisim /

Sekil 4.5. Eksenel hiza karsilik gelen Uguincu tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(v, =0.2)

Sekil 4.6. Eksenel hiza karsilik gelen ilk g tabii frekans
(vi =0.6)
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Gergel Kisim

Sanal Kisim

Sekil 4.7. Eksenel hiza karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(v, =0.6)

25+ .

Gergel Kisim

15

10+

Sanal Kisim

Sekil 4.8. Eksenel hiza karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gergell ve sanal kisimlari

(v, =0.6)
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55

50

45

40 Gergel Kisim

30+

20

15+

10+

Sanal Kisim

Sekil 4.9. Eksenel hiza karsilik gelen tgtinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari

(v =0.6)

12

Sekil 4.10. Eksenel hiza karsilik gelen ilk Ug tabii frekans
(v, =1.0)
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10 B

Gergel Kisim

Sanal Kisim

Sekil 4.11. Eksenel hiza karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(vi =1.0)

40

35
Gergel Kisim
30

25+

15+

10+

Sanal Kisim

Sekil 4.12. Eksenel hiza karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin reel ve sanal kisimlari
(vi =1.0)
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90 - R

80
Gergel Kisim

70 -
60 -
50 -
40 -
30
20 -
10
Sanal Kisim

o —

10} 4

0 5 10 15

Sekil 4.13. Eksenel hiza karsilik gelen Uguncu tabii frekanslarin reel ve sanal kisimlari
(vi =1.0)

0,
Sekil 4.14. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v, =02, 4=05,F=5,v,=05, @ =3.2211)
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-2 0 2 4 6 8 10 12 14

Sekil 4.15. Frekans Tepki Grafigi
(v; =02,v,=02, 4=05,F=15,v, =05, @ =3.2211)

16

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0,
Sekil 4.16. Frekans Tepki Grafigi
(v, =0.2,v, =02, u=05,F =25,v, =05, o, = 3.2211)

45
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0 5 10 15 20 25 30 35 40

Sekil 4.17. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v,=0.2, u=05 ,F =5-15-25,v, =05, o, = 3.2211)

0 | | | | | | | | | | I
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Sekil 4.18. Frekans Tepki Grafigi
(vi =02,v, =06, 4=05,F=5,v, =05, @ =3.2211)
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1.8

o t t + t
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
O,

Sekil 4.19. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v, =10, =05 ,F =5,v, =05, o, = 3.2211)

0 f f f :
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Sekil 4.20. Frekans Tepki Grafigi
(v =02,v,=02-06-10, u=05,F =5,v, =05, o, =3.2211)
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Sekil 4.21. Frekans Tepki Grafigi

(v, =0.6,v, =06, =05, F =5,v, =05, o, =6.47457)

0.7

Sekil 4.22. Frekans Tepki Grafigi
(v, =1.0,v, =06, u=05 ,F =5,v, =05, o, =10.21303)
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1.8

1.6 / ]
1.4} .
12! ;»vf =0.2 |

O,

Sekil 4.23. Frekans Tepki Grafigi
(v =02-06-10,v, =06, =05 ,F =5,v, =05, o, =3.2211-6.47457 - 10.21303)

Sekil 4.24. Frekans Tepki Grafigi
(v, =06,v, =06, 4=03,F=5,v,=05, o, =6.47457)
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0.7

0.6+ -

Sekil 4.25. Frekans Tepki Grafigi
(v =06,v, =06, =08 ,F=5,v, =05, o, =6.47457)

Sekil 4.26. Frekans Tepki Grafigi
(v, =06,v, =06, u=03-05-08 ,F =5,v, =05, w, = 6.47457)
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4.2.2.Uygulama Problemi 2

Baskin rezonans analizinde ele alinacak ikinci uygulama problemi, eksenel hareketli
viskoelastik kiriglerdeki nonlineer titresim problemidir. Boyutsuz hareket denklemi ve sinir

sartlari Bolim 2.4.2’de ele alinmistir,

- 2 . A . 3 i .
W+ (v, =)W +2v, W +vi WY +eaW" + gav =¢ F cosQt + g{Evfw” W2+ 20kW'wW'w” + akw”w’z}

(4.81)
w(0,t)= w(1L,t)= w'(0,t)= w'(1,t) =0 (4.82)
Genel ¢gdziime ait operatdrlerin bu problemdeki karsiliklari agsagida siralanmistir.
L, (W) = (v, —Dw" + v w" (4.83)
L, (W) = 2v, W (4.84)
L,(W) = aW" + (4.85)
L,w)=F (4.86)
C, (w,w,w) =gvfw" w? (4.87)
C, (W, W, W) = 2akW/'WW" + k"W’ (4.88)

Denklemler (4.17)-(4.19)da tanimlanan 6zdeger-6zfonksiyon probleminin bu uygulama igin

karsihgi,
VYN 4 (v -DY! + 2iv,m Y - Y, =0 (4.89)
Y. (0)=Y,(1) =Y/ (0)=Y/(1) =0 (4.90)

esitlikleriyle ifade edilir. (4.89) diferansiyel denklemine,

Y, (x) =C,, 4" +C, e +C, e +C, e (4.91)
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¢6zimu Onerilir. Diger uygulamada oldugu gibi burada da 6nerilen ¢6zim, (4.89) diferansiyel

denkleminde yerine yazilirsa sagilma denklemi elde edilir,

VZBi+ (L-V2) B2 — 2w, B, —02=0  i=1234 , n=12,... (4.92)

(4.91) ¢6zima, Denklem (4.90) ile verilen sinir sartlarinda yazilirsa asagidaki denklem takimi

elde edilir,

Cln + C2n + C3n + C4n =0 (4.93)
2 2 2 2

Cln ﬂln + CZn ﬂzn + C3n :B3n + C4n ﬂAn =0 (4.94)

C, e +C, "7 +Cy e’ +C, e =0 (4.95)

Cln ﬂfneiﬂln +C2n 22neiﬂ2n +C3nﬂ32n eiﬂ?,n +C4n ﬂfﬂeiﬂm = 0 (4-96)

(4.93)-(4.96) esitlikleri yine matris gosterimi ile ifade edilebilir,

1 1 1 1
eiﬂln eiﬂZn eiﬂSn eiﬁ4n
2 2 2 2
ﬁln ﬂZn ﬂ3n ﬁ4n

eiﬁln /Blzn eiﬁZn ﬂzzn eiﬁ:in ﬁgzn eiﬂAn ﬂfn

(4.97)

O 000
y
o O O O

Bu denklem sistemine ait basit olmayan ¢0zim katsayilar matrisinin determinantinin sifir

olmasidir. Katsayilar determinanti sifira esitlenirse,

(el(ﬂ1n ) + el(ﬂ3n+54n))(ﬁ12n - ﬁzzn)(ﬂazn - ﬁzlzn) + (el(ﬂlﬁﬂ%) + el(mﬁﬁ“))(ﬂzzn - ﬂfn)(ﬂa‘zn - ﬁlzn)

b (V) Py (B2 B2~ f2)=0
(4.98)

elde edilir. (4.98) esitlidi, sayisal hesaplamalarda destek sarti olarak kullanilir. Viskoelastik kirise
ait tabii frekanslar destek sarti ve sacilma denkleminin sayisal ¢ézimiyle elde edilir. (4.93)-

(4.96) denklemlerinde katsayilar tek bir katsayi cinsinden yazilarak sekil fonksiyonu bulunur,



60

s B = BRE™ =) (B = BEE — )
* { N ) A )
X {_“ (5h = PR)E"™ —€™) | (B~ B —e:ﬁln)}eimn(x)}
(B2, - L) —eP) " (B2 — p)(Ee" —e)

(4.99)

(4.35)-(4.37) esitlikleriyle tanimlanan katsayilarin viskoelastik kiris problemindeki karsiliklari,

1
i, [(Y," +uY,)Y, dx
0

Kyp = T i (4.100)
2im, '[Yn Y, dx+2v, an'\Tn dx
0 0
1 —_—
[FY, dx
f, = — : (4.101)
2im, an Y, dx+2vonn’\7n dx
0 0
3 1 _ 1 1 _ 1 _
2v§{2 [V vy ¥dx+ Y, Yn”Yn'de} + ia)nak{ [V Y2 ¥ dx+ 2V, v Yn'Yn'dx}
k2n — 0 0 0 0

1 1
2ia, [Y, ¥, dx+2v, [V, ¥, dx
0 0

(4.102)
seklindedir. n =1 igin frekans tepki grafiklerinin gizilmesini saglayan esitlikler,
1, f2+f2 1, Y
o,= -k, +=ak,, F. 22—k, —=ak (4.103)
1 11) 431 211 \/ a12 11R 4a1 21R

kararllik analizinde kullanilacak esitlikler,

, . 1
a; =—ak;,, + fip 008y, — f, sn71+zaszm =F.(a,7) (4.104)
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, f_ . f 1
71=O-1+k11| _fsnyl_icosyl_zaszu =Fy(a,7) (4.105)

seklinde yazilir. Genel ¢dzim,

w(x,t;¢) = a,{cos(Qt — 1) Y, —SIN(Qt — 7)Y, |+ O(s) (4.106)

ile ifade edilir.

4.2.2.1.Sayisal Sonuglar

Bu bolimde eksenel hareketli viskoelastik kirise ait frekans tepki grafikleri elde edilmistir.

Sekiller 4.27-4.29'da degisik parametreler igin cizilen frekans-tepki grafikleri gortlmektedir.
Burada degisen sadece K viskoelastisite parametresinin degeridir. Sekil 4.30’da grafikler

birarada gdsterilmistir. Gériilmektedir ki K parametresinin artisi nonlineeriteyi azaltip genlikleri

distrmektedir.

Sekiller 4.31-4.34’te yine parametrelerin degisik degerleri icin frekans tepki grafikleri
gOsterilmistir. Bu grafiklerde ise yine bitin parametre degerleri ayni tutulurken viskoelastisite
katsayisi @ 'nin degistigi goriimektedir. Sekil 4.35'te grafikler karsilastirma agisindan birarada
gosterilmistir. « parametresinin artisi genlikleri azaltmaktadir. Nonlineerligin de azaldigi

gOrulmektedir.
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0.9

Sekil 4.27. Frekans Tepki Grafigi
(v, =0.2,v, =06, £=03 ,F=5,v,=0.8, o, =242739,  =0.001, k =10)

Sekil 4.28. Frekans Tepki Grafigi
(v, =0.2,v, =06, u=03 ,F =5,v,=0.8, o, =242739, a =0.001, k = 20)
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Sekil 4.29. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v, =06, 4u=03,F=5,v,=08, o =242739, o =0.001, k = 30)
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0.2+ i

0.1 i

Sekil 4.30. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v, =06, 4u=03,F=5,v,=08, o =242739, « =0.001, k =10-20-30)
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0,
Sekil 4.31. Frekans Tepki Grafigi
(v, =06,v, =06, u=05,F=5v,=12, @, =5.33248, a =0, k =10)
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Sekil 4.32. Frekans Tepki Grafigi
(v =06,v, =06, 4u=05,F=5,v, =12, @ =5.33248, o = 0.001, k =10)
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0.1

0.05F -

Sekil 4.33. Frekans Tepki Grafigi
(v =06,v, =06, u=05,F=5,v,=12, @ =5.33248, ¢ = 0.005, k =10)
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4 - - -

Sekil 4.34. Frekans Tepki Grafigi
(v, =06,v,=06,4=05,F=5v,=12, w =5.33248, ¢ = 0.01, k =10)
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0.2

0.1

Sekil 4.35. Frekans Tepki Grafigi
(v, =06,v,=06,4=05,F=5v,=12, w =5.33248, « = 0-0.005-0.001-0.01, k =10)
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4.3.ig Rezonans Durumu

Bu boélimde surekli ortam titresimlerine ait 3:1 i¢ rezonans durumu analiz edilecektir. Denklem

(4.10)'da verilen ilk mertebedeki diferansiyel denklemin ¢ézimu olarak,

Wo(X,To, To) = A, (T )e ™Y, (x) + A, (T )e ™ Y, (x)+ A, (T, Je™ ™Y, (x) + A, (T, Je™ " Y, (x)
(4.107)

Onerilir. Bu ¢6zum ifadesi, (4.10) denkleminin bir ¢dézimi ise bu denklemi sagdlamalidir.
Dolayisiyla (4.107) esitligi denklemler (4.10)-(4.12)'de yerine yazilip gerekli matematiksel

dizenlemeler yapllirsa,

L,(Y,)+ioL,(Y,)-o?Y,=0 n=12.. (4.108)
B,(Y,)=0 x=0 (4.109)
B,(Y,)=0  x=1 (4.110)
ve

L,(Y,)+ioL,(Y,)-@?Y, =0 m=12,. (4.111)
B,(Y,)=0 x=0 (4.112)
B,(Y,)=0  x=1 (4.113)

denklemleri ve sinir sartlari elde edilir. Denklemler (4.108)-(4.110) ile (4.111)-(4.113) birer
O0zdeger-6zfonksiyon problemleridir. Denklem (4.107) ile verilen ¢6zum ifadesi &

mertebesindeki (4.13)-(4.15) denklem ve sinir sartlarinda yerine yazilirsa,
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DZw,+ L, (W,) + L,(Dyw,) = —2D,(iw, A e, —iw, Ae""Y, +iw, A", —iw,A e " )
_ LZ (Dl (AneiaznTan + Re—imnToY_n + Amei(omToYm + Kme—immToY_m))
-L, (i 0, ALY, —iw Ae” Y +io, A Y, — ia)mﬂme_iw”T"Y_m)

+% F (eiQTO +e_iQTU)

+C, (ALY, + A e + AUy, + A e Y
ATy 4 A eioTy A glny | A grionloy
+C,(i0, A ™Y, —iw, A e Y, +im, A Y, —iw, A e Y,
AheiwnTan + KnefiwnTOY—n + A‘neimeoYm + Re—immToY—m ’
Aneiw"Tan + KnefiwnTOY—n + AmeimeOYm + Kme—imeoY—m )

(4.114)
J(w)=0 x=0 (4.115)
B,(w,)=0 x=1 (4.116)

esitligi ve sinir sartlar elde edilir. Dis zorlama kuvvetine ait frekansin, n’inci modun frekansina

yakin oldugu ve n’inci mod frekansiyla m'inci mod frekansi arasinda 3:1 oranin oldugu kabulu

yapilirsa,
Q=ow, +c¢o, (4.117)
w,, =30, + &p, (4.118)

elde edilr. o, ve p,, bir mertebesinde, frekanslarin yakinhgini ifade eden ayar

parametreleridir. Denklem (4.114)te lineer ve kubik nonlineer operatérlerin agilimlari yazilp
ifadeler dizenlenir ardindan (4.117) ve (4.118) esitlikleriyle tanimlanan rezonans kosullari
eklenirse,
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~2iw,D, Ae""™Y, — 2iw,D, A e Y,
—-D, A e L,(Y,)-D, A, e L,(Y,)
—iw, A" L,(Y,)-iw,A e " L,(Y,)
+ L F glomogienm

2
+ Adelomog i C (Y YY)
+ AZA elrmoemic (v Y,

+

io, C,(Y,.,Y,,Y,)}

n’*'n’'n

+AZA eomlc, (v, Y. .Y )+ C,(Y,.Y..Y, )

n’»'n’'n

+C,(V..Y,.Y, )+im,[C,(Y,.Y,.Y,)

n’»'n’'n

+G,(Y,..Y, -G, (7. v,y )l

n’'n’'n

+AT$1 Rﬂeimeo{ (Ym Ym Ym)+C (Ym Ym Ym)+C (Y Y Y )

m?» 'm? 'm

ST [oX VARAR 0 X oX VAR AR A B o (AR MRS |

m?’» 'm? 'm

+AA A el (v Y., Y, )+C,(Y,.Y, .Y )+C,(Y,.Y,.Y,)

+C,(V.,Y,.Y, )+ C, (V.Y Y )+ C,(Y,.Y..Y,)
+im,[C, (Y, Y., Y, )+ C,(Y,.Y,. V. )-C,(V..Y,.Y, )

n* 'n*'m C
-G, (V. Y,.Y, +io,[C, (Y, Y, Y G, (Y, VY
+AA, Aol (v, YY)+ (Y,.Y,, Ym)+C (v,.v,.v.)
+C, (V.. Y, Y )+ ¢ (VY Y )+ G (Y, YY)
+im,[C, (v, Y, .Y, )+ C, (Y, VY, )]
+ie, [C, (Y, .Y, Y, )+ C, (Y, Y,V )

m

_CZ(Ym’ m1Yn)“Cz( Yinr Yoo Yoy ]}

+ke. +S.OT.
(4.119)
B,(w,)=0 x=0 (4.120)
B,(w,)=0 x=1 (4.121)
esitlikleri elde edilir. Denklem (4.119)'a,
W, (x,T,,T,) = @, (X, T,) "0 + _(X,T,) €™ + kee.+ W(X,T,,T,) (4.122)

¢6ztmu onerilir. Burada W (X, T,,T,), sekiler olmayan terimleri icermektedir. Onerilen ¢dzim,

(4.119)-(4.121) denklem ve sinir sartlarinda yazilip €'“"° ve e'“m sekiler terimlerinin

katsayilari esitlendiginde,
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~0} 9, +Ly(p,)+i0,L,(p,) = —2i0,D,AY, —D;A L,(Y,)-ia, AHLS(Yn)Jr%Fei“"Tl

+AZA e{C, (v, . V.Y )+C,(Y,.Y,.Y.) +C,(Y..Y..Y,)

m?’'n? ' n

—im, |, (Y,.Y, V. )+ C, (V.. Y..Y, io,C, (Y, .V..V)

FATAC, 1, Y, VG (Y VLY )+ €7, Y
+im [C,(Y,.Y, .Y )+ C, (v, .Y, )-C,(V..Y,.Y, )

n* 'n’'n n*'n?'n

+AA, AC (Y, Y, )+ C, (Y, Y, Y )+ (Y, LY
+C, (V.Y Y, )+ C (Y., Y )+ C (Y, YY)

+io,[C,(Y,. Y.V, )+ C,(Y,. Y.V, )]
+im, [C, (Y, V.. Y, )+ C,(Y,.Y,.Y,)
= C, (7, Yo Yo - G (70 Y )
(4.123)
B,(p,)=0 x=0 (4.124)
B,(p,)=0 x=1 (4.125)

a)nz1¢m+Ll((0m)+ ia)mLz (qpm):_Zia)leAmY _DlAm Lz(Ym)_ Ia)mAmL (Ym)
+A2e{C, (Y,,Y,.Y, ) +io, C,(Y,.Y,.Y, )}

n*'n?'n n* ' 'n’'n

AL AC Y, Y Yo € (1, 5, Y )+ (7YY, )

+io,[C,(Y,,.Y,. Y‘m)+C (Y Vo Yo )= €V, Y, Yo )

+AA A {C, (Y, Y. Y, )+C,(Y,.Y,. Y )+ C,(Y,.Y,.Y.)

+C,(V.,Y,.Y, )+ C, (VY. Y )+ C,(Y,.Y..Y,)

+io,[C,(Y,. Y. Y, )+ C,(Y,.Y, .Y )-C,(Y..Y,.Y, )

-G, (VY. Y, i, [C, (Y, Y, .Y )+ C, (Y, V.Y, )]}
(4.126)

B,(¢,)=0 x=0 (4.127)
B,(¢,)=0 x=1 (4.128)

ifadeleri bulunur.

Elde edilen (4.123) ve (4.126) denklemlerinin homojen hallerinin basit olmayan ¢ézimleri

mevcuttur. Homojen olmayan denklemlerin ¢dzimlerinin olmasi ¢dzulebilirlik sartlarina baghdir.
Denklemler, homojen olmayan kismini sifir yapacak bir U, (X) ve U, (X)fonksiyonlari ile

carpilip tanim kiimesi Uzerinden integre edilmelidir.
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a)fjun(x)%(x,n)dx - Jl'un(x)L,(qyn(x,Tl))dx - ia)njun(x)Lz (p,(x,T))dx = 0 (4.129)

? ium(x) @, (X, T)dx — jum(x)Ll((pm (x,T))dx — i, j'um(x)Lz (p,(x,T))dx =0 (4.130)

Genel ¢ozim igin U (X) =Y, (X) ve u_(x) =Y, (X) olur. (4.123) ve (4.126) denklemlerinin

1 1
sag taraflari JY_n (x)dx ve J.Y_m (xX)dx ile garpilip sonuglar sifira esitlenmelidir,

2ia)nD1A1J'Yde+D AanL Y )dx +i o, AanL Y, )dx

> "’“Idex mAme'ﬂ“IY{ VoY )+ € (7Y, Y € (7, YY)

—AfRIYn{CI(Yn,Yn,\Tn)wLCI(Yn,V,Yn)+C1(Y,Y Y,) (4.131)

+C, (V.Y Y, )+ C, (7Y, Y )+ € (Y, YY) i [C (Y, Y Y )+ G (Y, YY)
+im, [C, (Y, Y. Y, )+ G, (Y, Y.V, ) -G, (V.. Y, .Y, )- G, (V.. Y,.Y, )] jdx = 0
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2|a)DAnJ.Ymde+DAnJ‘YL )dx+|wAanL )dx

~Ale 'pleY C,(Y,.Y..Y, )+iw, C,(Y,,Y,.Y, )dx

n?* 'n?’'n

—MRF&Mmm)( )+ €0 Y0 )
(€LY Yo Yo ) €l Vo V) €yl ¥, Y, i

_AWE\W AnJ{YTn{CI(Yn Yn Ym)+c (Yn Ym Yn)+C (Ym Yn Yn)
C

(4.132)

Denklemler (4.131) ve (4.132) daha sade sekilde ifade edilebilir,
Dl Aw + k1n A1 - fn eianTl - k2n AMZ Km - k3nm anAm eipnTl - k4nmAnAmRn =0 (4133)

Dl An + klm An - k2m Ari 'E‘m - k4mn A\KnAm - kSmn'A‘r::)eiipnT1 =0 (4134)

Denklemlerdeki katsayilar,

ky, = - 0 . (4.135)
2iw, [Y, ¥, dx+ [V, Ly(Y,) dx
0 0

Kim = > T (4.136)
2im, .[Ym Y, dx+j\7rnL2(Ym) dx
0 0

1
1J'F Y, dx
2 n
f,= T e (4.137)
2ia, [Y, ¥, dx+ [V Ly(Y,) dx
0 0
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n’’'n’'n n’»'n’'n n’»'n’'n n’'n’'n n!* 'n?’’'n

j?{c(v VoY )+C (Y Y Y )+ G (Y YY)+ [, (YY) G (Y, YY)

k — C (Yn Yn Yn)]}d
2n 1 1
2iw, [Y, Y, dc+ [V L,(Y,) dx
0 0

3

m? 'm? " 'm m? 'm? " 'm m? ' m? 'm

j_{c (v,.v,.V.)+C, (Y, Y., )+C,(Y..Y,.Y, )+io, [C,(Y,.Y, .Y, )+ C, (Y, Y, .Y, )

Kom = 1 1
2i, IYm Y, dx +I\7m L,(Y,) dx
i i (4.139)
1
[Vic, (v, Y0+ €, (%Y, Y )+ € (YY) -0, (G (7Y, Y, )+ 6 (7,7, )]
0
. i Gl T Y o
3nm 1 1
2iw, [Y, Y, dx+ [V L,(Y,) dx
i i (4.140)
1
AR\ AR AR Y o VARARNA Y o AR AR P X (AR AR A EX A \ARAR'AY
0
+C, (Y, Y. Y, )+ia, [C, (Y, Y, Y )+ C, (Y, Y, ria, [C, (Y, Y,.Y, )
- O )€ 010 €, Y,
2|a)njn +J'YL ) dx
i (4.141)
j C, (V.. Y., )+ C,(Y,.Y, Y )+ C, (Y, . Y.V, )+ C,(V..Y,.Y, )+ C,(¥..Y,.Y,)
0
+C, (Y, V.. Y, )+ie, [C,(Y,.Y, .Y )+ C, (Y, . V.Y, |+is, [C, (Y, V..V, )
o EAARAR A ARARERA 1

4mn

Ziwmi dx+jY (Y.) dx
0

(4.142)
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Y_m{cl(Yn’Yn’Yn)+iwnC2(Yn’Yn’Yn )}
T (4.143)

5mn 1 1
2iw, (Y, Vo dx+[¥, L,(Y,) dx
0 0

O ey

seklinde tanimlanirlar. Bulunan bitiin katsayilar gercel ve sanal kisimlara sahiptirler,

k, =k, +ik, j=12345 (4.144)

f=fo+if (4.145)

Kompleks genlikler polar formda asagidaki gibi tanimlanir,

A = %an (T, )e¥n™) (4.146)

Kompleks genlikler ve eglenikleri ¢ozllebilirlik sartlari (4.133) ile (4.134)'te yerine yazilir ve
gerekli sadelestirmeler yapilirsa ilk ¢ézulebilirlik sartina ait Denklem (4.133) ,

ar’1 + ﬂr:an + (klnR + iI(1n| )an - 2( fnR + ifn| ) gl /) %ar? (anR +i k2n|)

(4.148)
1 . (o T-33+ 1 .
- Zarfam (ksnmR +1 k3nm| )e (nTimShln) Zanari (k4nmR +1 k4nml): 0
halini alir. Denklem (4.148)'de,
ﬂ'nm :pnTl_sﬁn +ﬂm (4.149)
Yo =0.1,— B, (4.150)

tanimlamalar yapilir. Bu tanimlamalar denklemde yerine yaziip Ustel fonksiyonlar Euler
acllimina tabi tutulur ve nihayet gercel ve sanal terimler ayristirilirsa birinci genlik ve faz

modulasyon denklemleri elde edilir,
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ar: :_anklnR +2( fnR COS}/n - fnl S-nyn)—i_%ar?anR +% ar?am(k?mmR COSﬂ’nm _k3nm| Sir]/7“nm)

1
+ Z a,a, k4nmR

(4.151)

anﬂr: = _an k1n| +2( fnR Sinj/n + fnl Cos]/n)+%ar?k2nl +%a§am(k3nmR Sinﬁ“nm +k3nm| COSﬁ“nm)

1. .
+Zanamk4nm|

(4.152)

ikinci ¢ozilebilirlik sartina ait Denklem (4.134) ise asagidaki gibidir,

b o . 1 . 1 . i T3f+

a, +l ﬂmam + am(klmR + II(lml) - Zar?\ (kZmR +1 k2m|)_ Zar? (k5mnR +1 k5mn| )e (o TSht )
(4.153)

- %asam (k4mnR +i k4mn|) =0

Denklem (4.149)da yapilan tanimlama Denklem (4.153)te yerine yazilir ve Ustel ifade
(eksponansiyel terim) trigonometrik fonksiyon halinde yazilip (Euler agilimi) gergel ve sanal
kisimlar ayristirilirsa ikinci ¢ozulebilirlik sartina ait genlik ve faz modilasyon denklemleri elde

edilir,

, 1 1 . 1
ay = _amklmR +Zar?1 kZmR +Zar?(k5mnR COSﬂ’nm + k5nm| SInﬁ“nm)—f_Za‘r?a'mk4mnR (4.154)

, 1., 1, . 1,
amﬂm =-a, k1m| +Zamk2m| _Zan (kSmnR Slnﬂ“nm - k5mn| Cos;tnm) +Zanamk4mnl (4.155)

Diizguin rejim ¢oztmleri igin &, =a/ =A' =y, =0 kosulu saglanmalidir. Bu kabuller altinda

genlik ve faz moduilasyon denklemleri,

anklnR - 2( fnR Ccosy, — fnl S-n}/n)_lar?kzmte _1 ar?am (k3nmR COSan _k3nm| Sinﬂ“nm)
4 4
1 (4.156)

~~a,a’k,. =0
4

m “Y4nmR
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ano-n+ank1n|_2(fnRs-n7n+fnlcosj/n)_lar?kznl_l (k3nmR }‘nm
4 4 (4.157)
k3nm| COSﬂ’nm ) narfl k4nm| = 0
1, 1, 1,
amklmR ——a, k2mR ——a, (kSmnR COS/lnm + k5mn| Slnﬂ’nm) a k4mnR =0 (4.158)
4 4 4
1, 1
ap (So-n _pn) +a, klml __ameml +—a (kSmnR nﬂ’nm _k5mn| COSﬂ’nm)
. 4 4 (4.159)
_Zasamkzlmm =0

seklinde bulunur. Sistem kararliligini incelemek igin 6ncelikle Jakobiyen matris olusturmalidir.
Jakobiyen matrisin elemanlarini olusturmak icin denklemler (4.151)-(4.152) ve (4.154)-(4.155)

yeniden ele alinir. Gerekli sadelestirmelerden sonra Jakobiyen matrise temel teskil eden

F.(a,,7,) tanimlamalari yapilir (i =1,2,34),

arl1 :_a 1nR +2(f cosy, — fn| Sin}/n)-i_lar?anR 2am(k:%nmR COSﬁ“nm
4 (4.160)
_k3nm|gnﬂ’nm)+%ananz’n I(4nmR F(am m nm’yn)
' 1 3 1 3 :
ap = _amklmR +Zam kZmR +Zan (k5mnR COSﬂ“nm + k5mn| Slnﬂ“nm)
. (4.161)
+Zar?amk4mnR = Fz(an’am’ﬂ“nm’yn)
7/r,1:0-n+kln| —i(fnRSin}/n-i-ntCOSj/n)—Eaﬁanl—l (k3nmR ﬂ’nm
a, 4 4 (4.162)

+k3nm| COSﬂ’nm) i k4nm| F (an1 m? nm’yn)
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, 1, 1a’ . 1,
ﬂ“nm =pPn— k1m| +Zamk2m| _Za_(kSmnR snﬂ“nm - k5mn| COSﬂ“nm) + Zank4mn| + 3|(1n|
6 . 3, 3 .
—a—( f..siny, + f,, cosy,) —Zanan, —Zanam(k3nmR SiN A,y +Kgom, COSA) (4.163)
3.
_Zamk4nm| = F4(an’am’ﬂ'nm’]/n)
Jakobiyen matris ise asagidaki gibidir,
[oF, oF oF, oF |
da, oa, OA, Oy,
oF, oF, oF, OF,
da, oa, OA, Oy, (4.164)

oF, oF OF, OF

da, oa_ oA 01

OF, oF, OF, oF, |

da, o0a, OA. Oy, |m-amo

- ~nm=%nmq
’n=7ng

Sistemin kararl olmasi igin Jakobiyen Matris’'in 6zdegerlerinin gergel kisimlarinin negatif olmasi
gerekir. Denklem (4.107)'de verilen WO(X,t) ¢6zumu, Denklem (4.4) genel ¢6zim ifadesine

yazilir ve gerekli matematiksel islemler yapilirsa, kiibik nonlineer bir surekli ortam sisteminin, dis

zorlamali titresimlerine ait 3:1 i¢ rezonans durumu igin, yaklasik ¢6zimi elde edilir,

w(x,t;) = a, {cos([Qt —7,]) Y.r — SIN[Qt —7,]) Y., |

_ (4.165)
+a,{cos(3t -3y, + 4, )Y, s —SiNBRt =3y, + A, )Y,, |+ O(e)

Denklem (4.165)'te goruldugu tzere Y, (X) ve Y, (X) fonksiyonlari reel ve sanal kisimlardan

olusur,
Y, =YnR + iYnI (4.166)
Y., =YmR -i-iYmI (4.167)

a, ve a, genliklerinin degerleri (4.156)-(4.159) denklemlerinin sayisal olarak ¢dziilmesiyle

bulunur.
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4.3.1.Uygulama Problemi 1

Eksenel hareketli, Euler-Bernoulli diz kirisine ait nonlineer titresimleri gdsteren hareket

denklemi ve sinir sartlari boyutsuz halde asagidaki gibidir,
1 1
W+ (Voo D)W + 2V, W + V2 W" + 51\ =& F cosQt + Egvf W”_fw'2 dx (4.168)
0
w(0,t)= w(1,t)= w'(0,t) = w'(1,t) =0 (4.169)

Genel modelde verilen operatorlerin bu uygulamadaki karsiliklari,

L, (W) = (v, —Dw" + vZw" (4.170)

L, (W) = 2v, W (4.171)

L,(W) = uW (4.172)

L,(w)=F (4.173)
1 1

C,(w,w,w) = Evf W"IW'Z dx (4.174)
0

C,(w,w,w) =0 (4.175)

seklindedir. Denklem (4.108)-(4.110) ve (4.111)-(4.113)'te tanimlanan &6zdeger-6zfonksiyon

problemlerinin bu uygulama igin karsiliklari ise,

VYN (v =DY! + 2iv,m Y - Y, =0 (4.176)
Y.(0)=Y. D) =Y'(0)=Y'1)=0 4.177)
ve

VYV + (Vo -DY.) + 2ivw, Y, —w2Y, =0 (4.178)
Yn(0) =Y, (@) =Y;(0) =Y;(1) =0 (4.179)

esitlikleriyle ifade edilir. islemlere N indisi izerinden devam edilirse, Denklem (4.176)ya,
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Y,(X) =C,,e"*+C,, e/ *+C, e *+C,, "

(4.180)

¢6zUma Onerilebilir. Bu ¢dzum, diferansiyel denklemde yerine yazilirsa, sagilma denklemi elde

edilir,

V? ﬂllr: + (1_ Vg)ﬂlﬁ - 2Voa)nﬁin _a)r? =0

1=1234 n=12,...

(4.181)

Diferansiyel denklem ¢6zimd mesnet sinir sartlarinda yerine yazilirsa dortli denklem takimi

elde edilir,

c,+C,, +C,, +C, =0

C1n ﬂl?\ + CZn ﬂ22n + CSn ﬁ32n + C:4n ﬂfn = 0

Cp e +C,, e/ +C,e” +C, e/ =0

2 Kifin 2 fifan 2 Lifan 2 alBan _
Cln ﬂlne +C2n ﬂZne ’ +C3nﬂ3ne ’ +C4n ﬂ4ne "=

Matris yapisinda gdésterilebilir,

1 1 1 1 C,
eiﬂln eiﬁzn eiﬂsm eiﬂAn C
ﬂlzn ﬂ22n ﬂ32n 1842n C3n
g e e e[

Basit ¢ozim C,,=C, =C; =C,, =0 durumudur.

o O O O

(4.182)

(4.183)

(4.184)

(4.185)

(4.186)

determinantinin  sifira

egitlenmesiyle bulunacak ¢6zim basit olmayan ¢ézimdir. Katsayillar determinantinin sifira

esitlendigi ifade, tabii frekansin sayisal olarak hesaplanmasi sirasinda destek sarti olarak alinir,
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(el(ﬂ1n+ﬂzn) +el(ﬂ3n+ﬂ4n))(ﬂ12n _ﬂzzn)(ﬂa’zn _1342n) + (el(/ﬁn+ﬂ3n) + el(ﬂzn+ﬁ4n))(ﬁ22n _ﬂfn)(ﬂ?,zn _1312n)

4 (€ P) @ Y52 B2 (2~ f2) =0

(4.187)

Sagilma denklemi ve destek sartinin ortak ¢ézimiyle @, ve [, degerleri bulunur. (4.182)-

(4.185) dortli denklem takimi kullanilarak sisteme ait sekil fonksiyonu elde edilir,

_ alfin
€ ) eiﬂgnx

(1642n _'Bli)(efﬂsn _eiﬁln) eiﬂgnx _ (ﬂjn _ﬂlZn)(eiﬁzn
(B — Ban) (&7 —eV2n) (B — B>

nm=q%%ﬂ-

+ {—l+ (ﬂjn _ﬂlzn)(ei/’an _eiﬂln) . (ﬁfn —ﬂlzn)(eiﬂZn

(ﬂ42n _,Bzzn)(eiﬁén _eiﬂZn) (ﬂ42n _ﬂfs‘zn)(eiﬂzn -

Denklemler (4.135)-(4.143)’te verilen katsayilarin kargiliklari,

1
i, u[Y, ¥, dx
0

Kin = 1 1
2im, J.Yn Y, dx+2vonn’ Y, dx
0 0
l p—
i, u[Y,, Y, dx
Kim = T ¢ T
2iay, [V Yy dx+2v, [ Yy Y, dx
0 0
1
1 J‘F Y dx
2 n
f _ 0

n

- 1 1
2ia, [Y, ¥, dx+2v, Y, ¥, dx
0 0

_ eiﬂ3n)
- eiﬁln) i X
eiﬁsn ):|e Ban ( )}
(4.188)
(4.189)
(4.190)
(4.191)
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1 1 1
;vf{z J VHYn"de'Yn’Vn'dx +]Y_Y,"dx J Y./? dx}
Kzy = L e (4.192)
2iw, _[Yn Y, dx+2v0IYn’ Y, dx
0 0

O =y

1 1 1
;vf{zjvmvgdxjvngvm'dﬂ Y, 52 x| Y2 dx}
Ky = 0 0 0 (4.193)

m 1 1
2iw, [Y, ¥, dx+2v, [Y; ¥, dx
0 0

O —y

1 1 1 O
vf{anYn;' x| Y, dx+ 2[ V¥ dx [ Yy Yn'dx}
k — 2 0 0 0 0

3nm

(4.194)

1 1
2ia, [Y, ¥, dx+2v, [V, ¥, dx
0 0

vf{Jl.VnYn’]’ dxi\?nj Y/ dx+ Jl.VnYn”del'Yr; Y dx +.|1.\7n\7n;’ dxiYn’]Yn’ dx}
Ky =— 2 — e ° 2 (4.195)
2im, J.Yn Y, dx+2vonn’\7n dx
0 0

vf{iﬂan"dxjﬂ'Yr; dx+ (Y Y dijn'Vn'dx +i\7m\7n” del.Yn'Yr; dx}
k 0 0 0 0 0

amn ~

O =y

(4.196)

1 1
2iw, .me Y, dx+2v0J'Yn’] Y, dx
0 0

N[

1 1
V2 { j ‘AN de‘Yn'2 dx}
0 0

k5mn = 1 1 (4197)
2iay, [Y, Y, dx+2v, Y] ¥, dx
0 0

seklinde siralanir. Herhangi bir N. mod ile M. mod etkilesimi yukaridaki denklemler kullanilarak
incelenebilir. Katsayillar bu 6zel durum igin yazildiina gére denklemler (4.156)-(4.167)

kullanilarak sayisal analizler yurtilebilir.
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4.3.1.1.Sayisal Sonuglar

Bu bdlumde parametrelerin degisik degerleri icin eksenel hareketli Euler-Bernoulli kirisine ait

frekans-tepki grafikleri elde edilmistir. Kararli ve kararsiz bolgeler gosterilmistir.

Sekil 4.36'da 3:1 i¢c rezonans durumu igin frekans-tepki grafigi verilmistir. Birinci ve ikinci mod
arasinda bir enerji transferinin oldugu goértlmektedir. Zorlama kuvvetinin frekansi birinci tabii
frekansa yakin alinmigtir. Ayrintili grafikte bayatulerek verilen bdlgede ikinci moda ait titregim
genligi artarken birinci mod titresim genliginin azaldigi géralmektedir. Ayrica buradaki etkilesim

neticesinde olusan kararli ve kararsiz bolgeler de ayrintili grafikte gosterilmistir.

Sekil 4.37°de yalniz birinci moda ait frekans-tepki grafigi gosterilmistir. Ayrinti grafiginde ise

modlar arasi etkilesimin sebep oldugu degisim gosterilmistir.

Sekil 4.38'de ise yalniz ikinci moda ait frekans-tepki grafigi gosterilmistir. Ayrinti grafiklerinde en

blylk genlik bolgesi ile kararli ve kararsiz bélgeler gosterilmistir.

Sekil 4.39'da birinci ve ikinci moda ait kuvvet-tepki grafikleri gosterilmistir. Sekil 4.40 ‘ta ise
sadece ikinci moda ait grafik gérllmektedir. Grafiklerde kararsiz bdlgeler kesik cizgilerle

gOsterilmigtir.

Sekil 4.41°de diger grafiklerden farkh olarak sénim katsayisi artirilmistir. Bu haliyle ilk iki moda
ait frekans-tepki grafikleri elde edilmistir. Beklendigi Gizere genlik degerleri azalmistir. Sekil 4.36
ile kiyaslanirsa sonimiin artisi sistemdeki kararsiz bolgeleri azaltmistir. Sekil 4.42 ‘de ikinci

moda ait grafik daha acgik gosterilmistir.

Sekil 4.43’te bu sefer kuvvet-genlik iliskisi ele alinmistir. Birinci ve ikinci modlarin kuvvet-tepki
grafikleri birarada gosterilmistir. ikinci moda ait tepkide ani artis oldugunda enerji bir miktar
birinci moddan ikinci moda transfer edilmektedir. Burada da gorilmektedir ki kararsiz bolgeler

sonumiin daha kigik degerde oldugu Sekil 4.39°a gore azalmistir.

Sekil 4.44 ‘te ikinci moda ait kuvvet-tepki grafigi gosterilmistir. Ayrinti grafiginde ise ikinci modun

kuvvet-tepki grafigindeki kararli kararsiz bolgeler ayrintili olarak gosterilmistir.
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0.8

0.6

Sekil 4.36. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v, =02, =01, F=10,v, =04, o, =3.39841, o, =9.78513)
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0,
Sekil 4.37. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v,=02, u=0.1, F =10, v, = 0.4, o, = 3.39841, , = 9.78513)
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0.25

0.15+

0.05F

0 5 10 15 20
121
Sekil 4.38. Frekans Tepki Grafigi

(vi =02,v, =02, =01, F =10,v, =04, o, =3.39841, w, = 9.78513)
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3.5

25 S .

Sekil 4.39. Kuvvet Tepki Grafigi
(v, =02,v,=02,4=01,0,=25,v,=04,0, =3.39841, @, =9.78513)

0.07

0.06]- ,
0.05- ) T
0.04] ,

4 0.03} |
0.02] ,

0.01F - :

-0.01 | | | | |
0

Sekil 4.40. Kuvvet Tepki Grafigi
(v =02,v,=02,u=01,0,=25,v,=04,0, =3.39841, w, =9.78513)
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2.5

o,
Sekil 4.41. Frekanls Tepki Grafigi

(v, =0.2,v, =02, x=08, F =10, v, =04, o, = 3.39841, 0, = 9.78513 )
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0.02

0.015

0.01

0.005

Sekil 4.42. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v,=02,4=08,F=10,v, =04, @, =3.39841,m0, =9.78513 )
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3.5

2.5+ -
1.5¢ ~ -
0 4

Sekil 4.43. Kuvvet Tepki Grafigi
(v, =02,v,=02,u=08,0,=2, v,=04, , =3.39841, w, =9.78513)
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0.01r ~

0.005 - S <

-0.005
0

Sekil 4.44. Kuvvet Tepki Grafigi
(vi =0.2,v, =02, u=08, 0,=2,v, =04, o, =3.39841, w, =9.78513 )
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4.3.2.Uygulama Problemi 2

Eksenel hareketli, viskoelastik kirise ait hareket denklemi ve sinir sartlari,

20M

. i . . 3
W4 (Voo —D)W" + 2V W +VZW" +saWw" + guWw =¢ F cosQt + g{zvéw

w(0,t)=w(Lt)=w"(0,t)=w'(Lt) =0

ile verilmistir. Genel operatdrlerin karsiliklari asagida siralanmistir,

L, (W) = (v, —)w" + vZw"
L, (W) = 2v, W

L, (W) = aW" + pW

L4(W) =F

C, (w,w,w) :gvfw" w'2

C, (W, W, W) = 20kW/'W'w" + ak/"w'>

Denklemler  (4.108)-(4.110) ve (4.111)-(4.113)te  tanimlanan

problemlerinin bu uygulama igin karsiliklari ise,

VYV + (Vo =Y + 2iv,m, Y, - Y, =0
Y, (0)=Y, @D =Y () =Y/D=0

ve

VYN + (e =Y +2ivm, Y, -2 Y, =0

Y,(0) =Y, (@) =Y(0) =Y, =0

W2 + 20k

!

WIW”‘FCKKWHWIZ}
(4.198)
(4.199)

(4.200)
(4.201)
(4.202)

(4.203)
(4.204)

(4.205)

O6zdeger-6zfonksiyon

(4.206)

(4.207)

(4.208)

(4.209)

seklindedir. islemlere yine nindisi (izerinden devam edilirse Denklem (4.206)'ya,

Y.(x)=C, e"*+C, e”*+C, e”*+C, "

(4.210)
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¢cozumi dnerilebilir. Onerilen ¢dzimiin, diferansiyel denklemde ve sinir sartlarinda yerine
yazilmasiyla sagilma denklemi ve destek sarti elde edilir,

V2 B+ (1-V5) BE = vym, B, — 0 =0 i=1234 n=12,.. (4.211)

(el(ﬁl”Jrﬂz") +e|(ﬂ3n+ﬂ4n))(ﬁ12n _ﬁZZn)(ﬂSZn _ﬁ42n) + (el(ﬂ1n+ﬂ3n) + el(ﬂ2n+ﬁ4n))(ﬁ22n _ﬂfn)(ﬂgzn _ﬁlzn)
4 (@) 4 gV ) (B2 _ B2 Y82~ f2) =0

(4.212)
Sisteme ait sekil fonksiyonu,
Y (X) =c eiﬂlnx _ (ﬂ42n — ﬁfﬂ)(eiﬁsn - efﬂln) eiﬁan _ (ﬂzlzn — ﬁli)(eiﬁzn _eiﬁln) eiﬁsnx
n 1 (/Bfn _ ﬂZZn)(elﬂsn _ elﬂZn) ('6)42n _ ﬂ:n)(elﬂZn _ e'ﬁsn)
4l -1+ (ﬂ42n _ﬂlzn)(eiﬁsn - eiﬂln) n (ﬂ42n - ﬂlzn)(eiﬂzn - eiﬁln) eiﬁ'4n(><)
(ﬂjn - ﬂzzn )(elﬂe,n - elﬂzn ) (ﬂ42n - ﬂs’zn)(elﬂzn - e'ﬂan )
(4.213)

ile ifade edilir. Denklemler (4.135)-(4.143)te verilen katsayilarin karsiliklari asagida
siralanmistir,

1
i, [(aY," +pi¥,) Y, dx
0

k1n = I I (4.214)
2im, an Y, dx+2v0'|'Yn’\7n dx
0 0
l —_—
i, (@Y, +u¥,) Y, dx
K, = 0 (4.215)

1 1
2iay, [Y, ¥, dx+2v, Yy ¥, dx
0 0
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1
; jF Y. dx
f, = — : (4.216)
2im, J.Yn Y, dx+2v0.[Yn’\7n dx
0 0
3 1 . 1 e _ _
5 vf{Z [V Y, ¥ dx+ [V, ¥, Yn’zdx} ik [V Y 2dx+ 2[ VY, Y Y dx}
K, = u u (4.217)

1 1
2im, an Y. dx+2v, an’ Y, dx
0 0

1 1 1
v?{z [V Y Yo Yodx+ [V, ¥ Yn;de} + ia)mak{ [V Yy zdx+ 2f VYo Ye ¥y dx}
Ko = 0 0 . Lo 0 (4.218)
2io, ij Y, dx+2v0_|‘Yn’1 Y, dx
0 0

1 1 1 1
gvf{ [V 2 dx+ 2f VY Yy \Tn’dx} ~2i a)nak{Z [V x| \Z,\fn'zYn;’dx}
0 0 0 0
1 - 1 o
+ ia)mak{Z [V dx + | YnYn’er;’dx}
0 0

3nm T 1 1
2io, an Y, dx+2v0an’ Y. dx
0 0
(4.219)
1 1 1 1
3\/5{ [V dx+ [V YN Y dx+ [YY Yy, dx} +2i wnak{ [AARRAL
0 0 0 0
1 1
+ [VYY ok [V, \K;Yrgdx}
k — 0 0
4nm 1 1
2ia, [Y, ¥, dx+2v, [V, Y, dx
0 0
(4.220)
1 1 1 1
wf{jﬁvmv,; o+ [V Yy, ¥ dx + [V VY dx} +2i a)mak{ [AARAN
0 0 0 0
1 1
+ [V v+ [V, \Tnvr;'dx}
k, = 0 0
4mn 1

1
2iwy, [Y, ¥y, dx+2v, [Yr Y, dx
0 0

(4.221)
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1 1
gvf{ [Y.v. Yn’zdx} +3i a)nak{ Y.y, Yn’zdx}
Ken =~ T (4.222)
2w, [Y, ¥, dx+2v, [Y; ¥, dx
0 0

Modlar arasi etkilesim yukaridaki denklemler kullanilarak incelenebilir. Katsayilar bu 6zel durum
icin yazildigina goére burada da denklemler (4.156)-(4.167) kullanilarak sayisal analizler

yaratilebilir.

4.3.2.1.Sayisal Sonuglar

Bu bélimde eksenel hareketli viskoelastik kirise ait 3:1 i¢ rezonans durumu igin elde edilen

frekans-tepki grafikleri ele alinacaktir.

Sekil 4.45’te secilen parametre degerleri icin birinci ve ikinci moda ait frekans-tepki grafigi

gorulmektedir. Kararsiz bolgeler kesik cizgilerle gosterilmistir.

Sekil 4.46°da ikinci moda ait frekans-tepki grafigi daha ayrintil sekilde gésterilmistir.

Sekil 4.47°de ayni parametre degerlerine ait ancak belirli bir o; degeri kullanilarak elde edilen,

ilk iki moda ait kuvvet-tepki grafikleri gérilmektedir. Sekil 4.48'de ise ikinci moda ait grafik daha

ayrintil olarak gdsterilmistir.

Sekil 4.49 ‘da, eksenel hareketli Euler-Bernoulli kirisi uygulamasinda oldugu gibi yine sénim
katsayisinin artiriimasi ile elde edilen frekans-tepki grafikleri goérilmektedir. Bu grafikte ilk iki
mod biraradadir. Sekil 4.50'de ise yine ikinci moda ait grafik ayrintili olarak goésterilmistir.

Beklenildigi Gzere sénim artisi genlik degerlerini digtrmustar.

Sekil 4.51’de ayni parametreler igin kuvvet-tepki grafikleri yine kararli ve kararsiz bdlgeleriyle
birlikte gorilmektedir. Bu grafikte iki mod biraradadir. Sekil 4.52'de ise yine ikinci moda ait

kuvvet-tepki grafigi ayrintili olarak gosterilmistir.
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2.5

Sekil 4.45. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v,=02, 4=01,F=10,v, =04, @, =3.39841, », =9.78513, ¢ =0.001, k =1)
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Sekil 4.46. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v, =02, 4=01,F=10,v,=04, @, =3.39841, w, =9.78513, ¢ =0.001, k=1)
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Sekil 4.47. Kuvvet Tepki Grafigi
(v, =0.2,v, =02, x=01,0, =25, v, = 0.4, o, =3.39841, w, =9.78513, ¢ =0.001, k =1)
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Sekil 4.48. Kuvvet Tepki Grafigi
(v, =02,v,=02, 4u=01,0,=25,v,=04, @ =339841 w, =9.78513, ¢ =0.001, k=1)
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1.8

_02 | | | | |
3 - -

Sekil 4.49. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v,=02, 4=08,F =10,v, =04, o =3.39841, w, =9.78513, ¢ =0.001, k=1)
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Sekil 4.50. Frekans Tepki Grafigi
(v, =02,v, =02, 4=08,F=10,v,=04, o =3.39841, w, =9.78513, ¢ =0.001, k =1)
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1
Sekil 4.51. Kuvvet Tepki Grafigi
(v, =02,v,=02,u=08,0,=2,v,=04, o =339841 w, =9.78513, « =0.001, k =1)
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0,
Sekil 4.52. Kuvvet Tepki Grafigi
(v, =02,v,=02,u=08,0,=2,v,=04, o, =3.3984], w, =9.78513,  =0.001, k=1)
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5.PARAMETRIK TITRESIMLER

Bolim 4'te, genel modelde 6nerilen L, (W) operatérii baskin rezonans ve i¢ rezonans analizi
icin bir kuvvet (disg zorlama) terimiyle karsilanmistir. Bu boélimde ise L4(W) operatord bir
parametrik terime karsilik gelecektir. Bu durumda L4(W) operatori bagimh degiskeni (ve/veya
tUrevlerini) igerir. Boylelikle bagiml degisken, COSQt gibi bir degisken katsayi terimiyle carpim

haline gelir ve parametrik zorlamali titresim modeli elde edilir. L4(W) operatéri analitik

islemlere bu haliyle girecek, genel ¢ézimler bulunacak ve ardindan uygulama probleminde bu
operatdre kargilik gelen terim yazilacaktir.

Daha 6nce denklemler (3.1)-(3.3) ile ortaya konulan genel model asagidaki gibidir,

W+ L,(W) + L,(W) +eL,(W) = eL,(W)cosQt + &{C,(w,w,w) + C,(W,w,w)} (5.1)
B,(w)=0 x=0 (5.2)
B,(w)=0 x=1 (5.3)

5.1.Perturbasyon Yontemi Coziimleri

Bu bélimde yine Cok Zaman Olgekli Metod, Denklem (5.1)’ de ifade edilen genel modele direkt

olarak uygulanacaktir. C6zim fonksiyonu w(x,t), asagidaki yapida kabul edilmistir,

WX, T, T e) = Wo(X, Ty, T,) + e Wy (X,T,, T,) +... (5.4)

Zamanin dlgeklendiriimesinde Bolim 4’te oldugu gibi T, =t hizli zaman 6lgegi, T, = €t yavas

zaman 06lgegi olarak alinmistir. Genel yapida D, =8/8Tk seklinde tanimlanan turev ifadeleri

asagida siralanmigtir,

%: D, +&D, +... (5.5)
d2
P DZ +2£D,D, +... (5.6)



Denklem (5.4) ile verilen yaklagik ¢6zum, denklemler (5.5) ve (5.6)'da verilen turev kurallari

uygulanarak denklemler (5.1)-(5.3)’te yazilr,

(DZ +26D,Dy +..) (W + W, +...) + Ly (W + eW, +...) + L, ([D, + D, +...][W, + ew, +...])

+eL;([Dy + D, +..][w, + ew, +...]) = e L, (W, + ew, +...) cOSQT,
+ e[ Co([Wy + W, +...], [W, + e, +...], [ W, + ew, +...])
+C,([Dy + Dy +...][Wy + ewy +...], [W, + ew, +...] [w, + ew, +...])}

B,(W, + W, +..)=0
B, (W, +aw, +...)=0

Mertebe ayristirmasi yapilir,

Dg W, + Ll(WO)+ Lz(Do Wo) =0

B,(w,)=0 x=0
B,(w,)=0 x=1
0(&h)

Dg w,+ L, (Wl) + Lz(Do Wl) =—2D, D, w, - L, (Dlwo)_ L, (Do Wo)+ L, (W) cosQT,
+ C1(W01W01W0)+C2(D0W0’W0’Wo)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)
(5.11)

(5.12)

(5.13)
(5.14)

(5.15)

Buradan itibaren ¢ozulebilirlik sartlari ve ¢dzim fonksiyonlari -yine- incelenecek rezonans tipine

gOre ayri ayri bulunacaktir.
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5.2.Temel Parametrik Rezonans : i¢ Rezonansin Olmadigi Durum

Bu kisimda zorlama frekansinin tabii frekanslardan birinin iki kati oldugu durum (Temel
parametrik rezonans) ele alinacaktir. Tabii frekanslar arasinda i¢ rezonansin olmadigi

varsayllacaktir. Bir mertebesindeki (5.10) diferansiyel denklemine asagidaki ¢6zim énerilir,

W, (X,Tp,T,) = A (T )e" Y, (x) + A (T,)e ™Y (x) n=12,.. (5.16)

Bu ¢6zim Denklem (5.10)'da yerine yazilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa Yn(X) fonksiyonu

asagidaki 6zdeger-6zfonksiyon problemini saglar,

L,(Y,)+ioL,(Y,)-0?Y,=0 n=212,.. (5.17)
B,(Y,)=0 x=0 (5.18)
B,(Y)=0 x=1 (5.19)

Denklem (5.16) ile gdsterilen ¢6zim fonksiyonu & mertebesindeki denklem (5.13)’te yazilirsa,

Do2 w,+ L, (Wl) + Lz(Do Wl) =-2D (o, Aweiw"Tan - ia)nKneiiw"ToY_n)
- L2 (Dl (AheiwnTOYn + Kne_iwnTOY_n))_ L3 (I a)n AneiwnTan - ia)n Re_iwnToY_n)

0T, | A-iOT,
+ L, (AT, + e Y, )(% ) (5.20)
n Cl(Aneia)nTan n Re—iwnToY_n,A]eiwnTan n Kne—i(unToY_n’ Anei(unTan n Kﬂe—ia)nToY_n)

+C2(i a)nA]eia)nTan _ia)nKﬂe—iwnToY_n’AneiwnTan + Kne—ia)nToY_n’A]eia)nTan + Re—i(onToY_n)

ifadesi elde edilir. Onerilen (5.16) ¢ézimiinin (5.14) ve (5.15) ile verilen sinir sartlarinda da

yazilip esitliklerin dizenlenmesiyle & mertebesindeki denklem ve sinir sartlari elde edilir,
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Dgw, + L, (Wl) + Lz(Do Wl) = —2iw,D,A, €Y, +2iw, DA eV,
- DlAneiwnTOLz (Yn )_ Dl'Kne_iwnTOLZ (Y_n )

i(on+Q)To i(on—Q)To
e'“n +e
AL |

2
+AZe¥ T {C (Y,,Y,.Y,) +io,C,(Y,.Y,.Y, )}
+AZA e {c (Y.,Y,.Y, ) +io,C,(Y,.Y,.Y, )} (21)
+AZA e {C (Y, .Y..Y, ) +io,C, (Y, .Y, .Y, )}
+AAZe 0 {C (Y, Y.V, ) +io,C,Y,.Y,.Y, )}
+AZA e e (VYY) —ie,C, (Y, .Y, Y, )}
+ARZe ™ (VY. ) -i0,C, (Y, Y, Y, )}
+AAZe 0 {C, (Y Y..Y. ) -in,C,Y, Y, Y, )}
+AYe I C, (VYY) -i0,C, (¥, Y, Y, )}

B,(w)=0 x=0 (5.22)

B,(w)=0 x=1 (5.23)

Temel parametrik rezonans, zorlama frekansinin tabii frekanslardan birisinin iki katina yakin

olmasi ile ortaya cikar,

Q=2w, +¢c0o, (5.24)

Burada o, terimi ayar parametresidir ve bir mertebesindedir. Rezonans kosulu, Denklem

(5.21)’e yerlestirilir ve duzenlenir,

Dg W, + Ll (W1) + Lz (Do Wl) =-2 2 Dl Ah eiwnTO Yn - D1 A1 eiwnTO Lz(Yn)
- Ia)ﬂ A}eia)nTo LS(Yn )+ % KW eiﬂ)nTOeio-nTlL“ (Y_n)

+ An2 R eia)nTo {Cl( n’Yn1Y_n)+Cl(Yn’Y_n’Yn)

+C, (VY. )+io[C, (v, Y, Y )+ C, (V.. Y.V, |-G, (7., Y..Y, )}
+ke. +SOT.
(5.25)
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x=0 (5.26)

x=1 (5.27)

Elde edilen (5.25) denklemine su ¢dzim fonksiyonu onerilebilir,
wW,(x,T,,T,) = @, (X, T,) e + 5 (x,T,) e + W(X,T,,T,) (5.28)

W (x,T,,T,) terimi sekiler olmayan terimleri icerir. Onerilen ¢6ziim fonksiyonu Denklem

(5.25)'e yerlestirilip her iki tarafta e'"™ teriminin katsayilari esitlenir,

_a)nz(Dn +L1(¢n)+ ia)n LZ ((Dn): - 2I60n D1A1Yn _Dlph LZ(Yn)_iwnA\wLS(Yn)
_'_%'KneiUnTlIM(Y_n)_*_An2 Kn{cl(Yn’Yn'Y_n)+C1(Yn’Y_n’Yn)

+C,(V.,Y..Y, ) +io,[C,(v,.Y,.Y. )+ C,(Y,.Y..Y,)
-G, (7. v, I}

(5.29)
B,(p,)=0 x=0 (5.30)
B,(p,)=0 x=1 (5.31)

Cozulebilirlik sarti geregi, Denklem (5.29), homojen olmayan kismini sifir yapacak bir

u, () fonksiyonu ile garpilip tanim kiimesi Gzerinden integre edilmelidir.
1 1 1
2 -
o [u, (), (6 T)dx = [u, ()L, (0, (0 T)) dx = i, [u, ()L, (,(xT)) dx =0 (5.32)
0 0 0

u,(x) =Y (X) olur. Denklem (5.29)da sag taraf Y_(X)ile carpilir, tanim kiimesi tizerinden

integre edilir ve sifira esitlenirse,
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2ia)nDlA1J1.Yde+DA1Jl. L,(Y, )dx +ia, MYL Jdx —= Ane'“l jYL (¥ Jax

0
1
IR RAFRNARARA A AR 529
0
+C,Y

LYY ) -G (VLYY )] fdx = 0

ifadesi elde edilir. Gerekli diizenlemelerin ardindan kompleks (karmasik) genliklerin zamanla

degisimini veren denklem,
D, A+ kln A - k2n An2 'Kh - ksnzh e =0 (5.34)

elde edilir. Katsayilar asagidaki gibi tanimlanmistir,

1
a)n J-Y_nLS
Ky, = I 0 I (5.35)
2iw, [Y, ¥, dx+ [V Ly(Y,) dx
0 0
1
'[Y_r1{Cl(Yn!Yn’Y_n)+Cl(Yn!Y_r1’Yn)+C1(Y_r1’Yn!Yn)+iwn[CZ(Yn’Yn!Y_n)+CZ(Yn'Y_n’Yn)_CZ(Y_n’anYn)]}dX
Kop = . 1 1
2im, an Y. dx +J\7n L,(Y,) dx
i i (5.36)
1t (o
5 [ YL, (Y, )dx
Kan = — 7 (5.37)
2iw, [Y, Y, dx+ [V L,(Y,) dx
0 0
Katsayilarin gercel ve sanal kisimlari mevcuttur,
k. =k _ +ik j=123 (5.38)

n JnR ny

Kompleks genlikler polar formda ifade edilir,

A = %an (T,)e"n(™) (5.39)
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Denklem (5.39), Denklem (5.34)’e yerlestirilir,

a, HAa, + (Kyg +iky, ) @,— %(kan +ikKyy, )82 =8, (Kgpg +iKgy, )0 = 0 (5.40)
Denklem (5.40)'ta,
Vo=0,T, — 20, (5.41)

tanimlamasi yapilmigtir. Denklem (5.41)de gercel ve sanal kisimlarin aynistirilip gerekli

islemlerin yapiimasiyla genlik ve faz modilasyon denklemleri elde edilir,

1 }
—a,Kpn +Za,fk2nR+ank3nR oSy, —a,Ks,, SN, (5.42)

>

Vn =0, + 2Ky, _%aﬁkzm — 2K, SINY, — 2Ks,, COSY, (5.43)

Diizgtin rejim ¢ozimleri igin @, = y; = 0 alinirsa, a,# 0 durumu igin,

1

a,Kinn 2 aKyn — 8yKgnp COSY, +a,Kgy, SINY, =0 (5.44)

o, + 2k, — 2 Ky, —2Kgng SINY, — 2Ky, COSY, =0 (5.45)

denklemleri elde edilir. y, terimi yok edilirse, o, ayar parametresine ait iki egitlik elde edilir,

2
On== 2k1n| +%a§ k2n| +2\/k§nR +k??n| _(klnR i 2k2nRj (5'46)

2
__2k1n| +%a§ k2n| _2\/k32nR+k32nl (klnR 21- 2kzma) (5.47)

Bu esitlikler ile temel parametrik rezonansa ait frekans-tepki grafikleri elde edilecektir. Jakobiyen

matris igin denklemler (5.42) ve (5.43)'te F; (an,;/n) tanimlamalari yapiimalidir (1 =1,2),
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, 1 .
a, =-— anklnR +Zar?k2nR +ank3nR Cosy, _ank3n| sny, = Fln(an!yn) (5.48)

7r’1 =0, + 2k1n| _%ar?kzm _2k3nRSin7/n - 2k3n| Cosy, = FZn(an’?/n) (5.49)

Jakobiyen Matris agsagidaki gibidir,

ok Ok
_| 98, 0Or,
J, = @ @ (5.50)
6an 67/n an=ang

’n=rngo

Sistemin kararli olmasi igin Jakobiyen Matris’in 6zdegerlerinin gercel kisimlarinin sifirdan kiigik
olmasi gerekir. Denklem (5.4)teki ifadeye, WO(X,t) ¢O6zumu yazilir ve gerekli matematiksel

islemler yapilirsa, kibik nonlineer bir strekli ortam sisteminin, parametrik titresimlerine ait temel

parametrik rezonans durumu igin yaklasik ¢ézimu elde edilir,
1 (1
w(x,t;¢) = a,< co E(Qt = 7a) | Yy, —SIN E(Qt =) Yo, 1+ 0(e) (5.51)

Yn(X) fonksiyonu gercel ve sanal kisimlardan meydana gelmistir,
Y, =Y+ iYnI (5.52)

(5.44) ve (5.45) denklemleri kullanilarak a, ve y, degerleri sayisal olarak hesaplanabilir.

Dikkat edilmesi gerekli bir husus, basit ¢ézimlerin kararliigi analiz edilirken, polar formdaki
karmasik genliklerin yerine yazilmasiyla elde edilen (5.48) ve (5.49) denklemlerinin uygun
olmadigidir. Basit ¢ézimun kararhhidini arastirmak igin karmasik genlikler asagidaki gibi

yeniden tanimlanir,

i—T

1 o
A, =§(pn+lqn)e 2 (5.53)
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Bu ifade, (5.34)te verilen ¢ozulebilirlik sarti denkleminde yerine yazilir, gercel ve sanal kisimlari

ayistinilirsa,

, o, 1 1 1 1
Ph ==t = Pk + 0o+ PrKang 2 Py0rKong — 2 O Pk, —ZQé”an.

(5.54)
+ pnksnR +an3n| = Fln(pn’qn)
, o, 1 1 1 1
qn = _7 pn _anlnR - pnklnl +an pr?anR + qu?anR + Z pr?anl +Z pnqrkanl (5.55)
- an3nR + pnk3n| = I:2n ( pn’qn)
ifadeleri elde edilir. Basit ¢ozimlerin kararlilik analizi igin Jakobiyen matris olusturulur,
of ok
_| op, aq,
J, = @ @ (5.56)
o, g, Pn=0dn=0
Matrisin 6zdegerleri analitik olarak hesaplanirsa,
_ 1 2 2 2
41,2 - klnR t 2\/4(k3nR + I(3n| ) (O-n +2kln| ) (5-57)

bulunur. Bilindigi Uzere reel 6zdegerler pozitif olursa sistem kararsiz, negatif olursa sistem

kararhdir. Ozdegerin karmasik sayi cikmasi sistemi sinirli hale getirir.

—2k1n|—2\/k2 +k2, —kZ. ( o, ( =2k, +2\/k§nR+k§n|—kfnR (5.58)

3nR

Kararhhk siniri (5.58) ifadesiyle verilmistir. Belirtilen aralikta sistem kararsizdir.
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5.2.1.Uygulama Problemi

Bu bolimde uygulama problemi olarak akigkan tasiyan viskoelastik borunun nonlineer

titresimlerine ait model incelenecektir. Hareket denklemi, Bolim 2.4.3'te ele alindigi tizere,
W+ (Vo —P)W + 2Vgy/ W + WY + g +sul =& P,w" cosQt

1 1
+ g(klw”.[ w'2dx + kzj'v‘v’w’dx W"]
0 0

(5.59)
w(0,t)=w(Lt)=w"(0,t)= w'(Lt) =0 (5.60)
ile ifade edilir. Genel operatorlerin karsiliklari,
L, (W) = (v," = P)w" + w" (5.61)
L,(W) = 2v,/B W (5.62)
L, (W) =aW" + s (5.63)
L,(w)=Pw (5.64)
1
C,(w,w,w) =k w" I w2 dx (5.65)
0
1
C,(Ww,w,w) = kZJ.v'v’w’dx w" (5.66)
0
(5.17)-(5.19)'da genel hali tanimlanan 6zdeger-6zfonksiyon problemi,
YV 4 (v = B)Y, + 2imVo/ BY, -0 Y, =0 (5.67)
Y,0)=Y,D=Y,0)=Y/1)=0 (5.68)

seklindedir. Denklem (5.67) ile verilen diferansiyel denkleme,
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Y,(x) =C,, /" +C, e”2n*+C, " +C,, e"n* (5.69)

¢6zUmu onerilebilir. C6ziim denklemde yazilirsa, sagilma denklemi elde edilir,

B+ (P, —V2) B2 — 2y B o, B, — > =0 1=1234 n=12 (5.70)

Onerilen diferansiyel denklem ¢ézimii mesnet sinir sartlarini saglamahdr,

c,+C,, +C,, +C, =0 (5.71)
Ch ﬂlzn +C,, ﬂzzn +Cy, 1332n +Cyp ﬂfn =0 (5.72)
C,, " +C,, 6" +C, e +C, e/ =0 (5.73)
Cy, B2 +Cy, B2 +Cy B €/ +C,, Bre* =0 (5.74)

Esitlik, matris yapisinda gosterilirse,

1 1 1 1 7(c,) [0

eiﬁln eiﬂZn elﬁ?)n eiﬁ4n C2n 0

2 2 2 2 = (5.75)
ﬁln IBZH ﬁSn ﬂ4n CSn 0
e gy eV g, g e g | (Ch) (O

olur. Basit olmayan ¢6zUm ele alinirsa, destek sarti elde edilir,

(el(ﬂ_m+ﬂ2n) +el(ﬁ3n+ﬁ4n))(ﬂ12n _ﬁzzn)(ﬂszn _1842n) + (el(/&n+ﬂ3n) +(_Jl(ﬁzn+ﬂ4n))(ﬂ22n _:lezn)(ﬂszn _,Bl2n)

n (ei(ﬁ2n+ﬂ3n) + ei(ﬂl”+ﬁ4n))(,31i _ﬂfn)(ﬂzzn _ﬂszn) =0
(5.76)

®, ve [, sayisal degerleri, sagiima denklemi ve destek sartinin ortak ¢éziimlyle bulunur.

Denklemler (5.71)-(5.74) esitliklerinde katsayilarin elenmesiyle sekil fonksiyonu bulunur,
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e (Ban = B)@7 =€) i (B = Bi) @™ =) s
Y X) = Cj_ e Bln _ 4n In i i e B2n _ 4n In _ i e A3n
A A el MUV ey
(ﬂ42n _ﬂlzn)(eiﬂsn _ewm) (ﬂ42n _ﬂlzn)(eiﬂzn - ewln) iBan (%)
_l _ _ _ i 4n
B o) (g gy F

+

(5.77)

(5.35)-(5.37) esitliklerinde tanimlanan katsayilarin akigkan tasiyan vikoelastik boru modeli igin
karsiliklari agsagidaki gibidir,

1
o, [ (Y, + 1Y, )Y, dx
0

Ky, = - - (5.78)
2ia, [Y, Y, dx+2ve /B [V, ¥, dx
0 0
1 _ 1 _ 1 L 1 1 1 L
kl{z [V Y [Y Y dx+ [V, Y, f Yn’zdx} +io, kz{ [Y:2dx Y, Y,"dx }
kzn — 0 0 - 0 0 - 0 0 (579)
2iw, [Y, Y, dx+2vo /B [V, Y, dx
0 0
1
I RAALY
ks, = . £ - (5.80)
2iw, .[Y” Y, dx+2v0\/FJ-Yn’ Y, dx
0 0
n =1 igin ayar parametresi,
1 1 ’
0,= _2k11| + 5312 k21| 12\/k§1R + I(e?u _(kllR _Zaizklej (5.81)

Jakobiyen matrise ait esitlikler,

, 1 :
a =— a1k11R +Zaf’k21R +a1k31R COSy, _a1k31| siny, = Fy(a,7,) (5.82)
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' 1 .
=0+ 2k11| _Eaizkzu _2k31R Siny, — 2k31| cosy, = Fy(ay,7,) (5.83)

ile hesaplanir. Genel ¢6zUm ise asagidaki gibidir,

wix,t ) = al{cos(%(Qt - yl)j Y, —s n(%(Qt - 71))Y1, } +0(e) (5.84)

5.2.1.1.Sayisal Sonuglar

Akiskan tasiyan viskoelastik boruya ait temel parametrik rezonans durumunun sayisal sonuglari

bu kisimda verilmistir.

Sekil 5.1°de akigkan tasiyan viskoelastik boruya ait birinci mod tabii frekanslarinin akigkan
hiziyla degisimi belirli bir £ orani ve degisik eksenel geriime kuvveti degerleri igin gizilmistir.
Eksenel gerilme kuvveti arttikga sistemin birinci mod tabii frekans degerleri artmaktadir. Akiskan

hizi arttikga birinci mod tabii frekans degerleri azalmaktadir. Kararsizlik durumu yoktur.

Sekiller 5.2-5.4‘'te birinci moda ait grafikler ayni £ orani ve degisik eksenel gerilme kuvveti

degerleri icin ayri ayri verilmistir. Bu grafiklerde akis hizinin artigi tabii frekans degerlerini
azaltmaktadir. Ug grafikte de sagiima denklemi ile destek sartinin ortak ¢géziimiinden elde edilen
degerlerin gergel ve sanal kisimlari gdsterilmistir. Sanal kisimlar Bélim 4’te de ifade edildigi gibi
¢ok kicuk cikmaktadir. Sistem tabii frekansi olarak ¢ézimlerin gergel kisimlari alinir. Birinci
modda, akis hizi arttikga gergel kisimlar sifirlanabilmektedir. Bundan sonra sanal degerlerde

degisim gdzlenmektedir.

Sekil 5.5'te yine bir £ orani ve degisik eksenel gerilme kuvveti degerleri igin, bu sefer ikinci

mod tabii frekanslarinin akis hiziyla degisimi gorilmektedir. Akis hizi arttikga tabii frekanslar
azalmakta ancak sifilanamamaktadir. Grafikler belirli noktalardan itibaren kesilmistir. Bunun
sebebi kararsizliklarin baglamasidir. Sekiller 5.6-5-8'de goérildugi UGzere ikinci modda belirli
hizlarda, saciima denklemi ile destek sartinin ortak ¢ézimiinden elde edilen dederlerin sanal
kisimlari sifirdan farkli degerler almaktadir. Sekil 5.5'te sistemin tabii frekansi olarak alinan

gercel kisimlar iste tam bu hiz degerlerinde kesilmistir.
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Sekil 5.9'da yine degisik eksenel gerilme kuvveti degerleri icin bu sefer Uglinci mod tabii
frekans degerlerinin akig hiziyla degisimi gérilmektedir. ikinci modda oldugu gibi tiglincli mod
tabii frekans grafikleri de kararsizhgin basladigi noktalardan itibaren kesilmistir. Sekiller 5.10-

5.12'de yine belirli bir £ orani ve her bir eksenel gerilme kuvveti degeri igin sagiima denklemi

ile destek sartinin ortak ¢éziminden elde edilen degerlerin sanal ve gergel kisimlari birarada

gOsterilmigtir.

Sekiller 5.13-5.15'te bir # degeri ve degisik eksenel gerilme kuvveti degerleri igin ilk Gg mod

tabii frekans grafikleri birarada gosterilmistir.

Sekil 5.16'da frekans-tepki grafikleri k, parametresinin degisimi igin gizilmistir. Nonlineer
davranis grafiklerde acikga goérilmektedir. Bu parametre de@erinin artmasi genlik degerlerini
dusurmektedir. Nonlineerligi azaltmaktadir. Burada hem basit hem de basit olmayan ¢ézimlerin
kararlhiligina bakilmistir. Karasiz bolgeler kesikli gizgilerle gosterilmistir. Grafiklerde gorildigi
Uzere yatay eksende kuguk degerlerden biyige dogru ilerledikge kararli olan basit ¢ézim belli
bir bifirkasyon degerinde bir kararli basit olmayan ¢6zime ve bir kararsiz basit ¢ézime
doénusmektedir. Bu noktalar ¢dzimlerin dallandidi noktalardir (bifurkasyon noktalar). Bu kavram
nonlineer dinamigin énemli kavramlarindan biridir. Grafiklerde yatay eksende ilerledikge bir
kararli basit olmayan ¢6zimun ve bir kararsiz basit ¢ézimun belli bir degerden sonra bir kararli

basit ¢6ziime doénlUstigl goérilmektedir. Bu arada sigrama hadisesinden dolayi basit olmayan
¢6ztimdeki kararsiz bolgeler yine mevcuttur. K, parametresinin degisimi bifiirkasyon degerlerini

degistirmemistir.

Sekil 5.17'de ise « parametresinin etkisine bakilmistir. Gorilmektedir ki bu parametre
degerinin artisi da genligi dasirmektedir. Nonlineerlik yine azalmaktadir. Ayrintili grafiklerle
birlikte ele alinacak olursa yine yatay eksende kicuk dederlerden blyuge dogru ilerledikce
kararl olan basit ¢dzim belli bir bifirkasyon degerinde bir kararli basit olmayan ¢éziime ve bir
kararsiz basit ¢ozime donUismektedir. Bifurkasyon degerleri « arttikga artmaktadir. Grafikte
ilerledikge bir kararli ve bir kararsiz ¢ézimuin belli bir dederden sonra bir kararli ¢éziime

doénlstigu goérulmektedir.

Sekil 5.18'de eksenel gerilme kuvvetinin degisimi gosterilmistir. Bu grafikten anlasilacagi tGzere
eksenel gerilme kuvvetinin artigi genlikleri ve nonlineerligi artirmaktadir. Ayrica sistemde yine
kararli olan basit ¢d6zim belli bir bifiirkasyon degerinde bir kararli basit olmayan ve bir kararsiz
basit ¢6zime donlsmektedir. Bifiirkasyon degerleri eksenel gerilme kuvveti dederi azaldikga

artmaktadir. Grafikte ilerledikge bir kararli ve bir kararsiz ¢ézimun belli bir degerden sonra bir
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kararli ¢bzime donustigu gorulmektedir. Bu degisim noktasinin degerleri ise gerilme kuvveti

arttikca artmaktadir.

Sekil 5.19'da k1 parametresinin etkisi incelenmistir. Bu parametrenin degisimi bifirkasyon
noktalarinin degerini etkilememigtir. Her bir k1 parametre degeri igin bifirkasyon noktalari

aynidir. kl parametrsinin artmasiyla nonlineerlik artmaktadir.
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22

7
Sekil 5.1. Akigkan hizina karsilik gelen birinci tabii frekans degerleri
(f=04)
15
Gergel Kisim
10+ s - \ B
o, / |
5t / -
Sanal Kisim ‘
07 J EEEE ————————————
| | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7

Sekil 5.2. Akiskan hizina karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(P, =10, f=0.4)
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18

16

Gergel Kisim

141

12

10+

Sanal Kisim

Sekil 5.3. Akigkan hizina karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(P, =20, f=0.4)

20 - :

18

16 Gercel Kisim

14

12+

Sanal Kisim

Sekil 5.4. Akiskan hizina karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari

(P, =30, p=04)
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55

45+ > P0=30 i

35 > P, =10 -

251 .
20+ .
15} .

10} .

Sekil 5.5. Akigkan hizina karsilik gelen ikinci tabii frekans degerleri
(f=04)

45\ 1

Gergel Kisim

35+

30+

25

151

10

Sanal Kisim

Sekil 5.6. Akigkan hizina karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(P,=10, f=04)
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50

Gergel Kisim

40 +

30

25+

15+

Sanal Kisim

Sekil 5.7. Akigkan hizina karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari

(P, =20, =04)

Gergel Kisim

40 +

30

10+

Sanal Kisim

Sekil 5.8. Akigkan hizina karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gercel ve sanal kisimlari
(P, =30, p=04)
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100
90 - » P, =30

70 a

60 - -

40 .

30 -

10+ -

Sekil 5.9. Akiskan hizina karsilik gelen Gglinci tabii frekans degerleri
(f=04)

100 - n

Gergel Kisim

80~

@, 50

40 -

20+

10+
Sanal Kisim J

0 2 4 6 8 10 12 14

Sekil 5.10. Akigkan hizina karsilik gelen Ugtincu tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(P, =10, p=04)
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100

90

Gergel Kisim

70

60 |-

40

30

10

Sanal Kisim (

Sekil 5.11. Akigkan hizina karsilik gelen Uglincu tabii frekanslarin gercel ve sanal kisimlari
(P, =20, p=04)

110

100

90 Gergel Kisim

80+

60

50

40

30+

10 / —
Sanal Kisim

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Sekil 5.12. Akigkan hizina karsilik gelen Gglincu tabii frekanslarin gercel ve sanal kisimlari
(P, =30, p=04)
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100

119

Sekil 5.13. Akiskan hizina karsilik gelen ilk g tabii frekans degerleri
(=04, P, =10)

12

Sekil 5.14. Akigkan hizina karsilik gelen ilk Gg tabii frekans degerleri
($=04,PF, =20)

12
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110

w
12
Sekil 5.15. Akigkan hizina karsilik gelen ilk (¢ tabii frekans degerleri
(p=04,P,=30)
0.4
0.35+ i
0.3+ ; i
0.25+ .
k2 =10 \ , '
0.2+ ) f
k,=15 L
% 0151 \ .
0.1F i
0.05 : |
o 7777777777777777777 |
-0.05 i
_01 | | | | | | | | |

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Sekil 5.16. Frekans Tepki Grafigi
(Vo =14,5=04, u=02,0=0.005, P, =10, P, =10, k, =5, k, =0.5-1.0-1.5,0, =13.2078)
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a =0.01 o =0.005 a =0.001

0.2

_005 | | | | | |

Sekil 5.17. Frekans Tepki Grafigi
(Vo =0.8,8=04, u=0.2,a =0.001-0.005-0.01, P, =20, P, =10, k, =15, k, =1, 0, =16.95413 )
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0.4

0.35

0.3+

0.25

0.2+

0.15+

0.05+

_005 | | | | | | |
-15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Sekil 5.18. Frekans Tepki Grafigi
(Vo =08,=04, u=02,0=001, P, =20, P, =10-20-30, k, =15, k, =1, w, =16.95413)
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0.2

0.15+

a, 0.1

0.05+-

_005 | | | | | | | | I

Sekil 5.19. Frekans Tepki Grafigi
(Vo =4,=04, £1=03,0=0.005, P, =20, P, =10, k, =1-5-10, k, =1, @, =11.07468)
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5.3.Temel Parametrik Rezonans : 3:1 i¢ Rezonans Durumu

Bu bolimde parametrik titresim halindeki sirekli ortam sisteminde temel parametrik rezonans
ve 3:1 i¢ rezonans kosullarinin birlikte oldugu durum ele alinacaktir. Nn.ve M. modlarin etkin

oldugu varsayimi ile ilk mertebedeki (5.10) denklemine,

Wo(x,To, To) = A (T)e" Y, (x)+ A, (T, e Y, (x)+ A, (T )™ P, (x) + A, (T Je ™ 0, (x)

(5.85)
¢6zUmda onerilir. Bu ¢6zim ilk mertebedeki denklem (5.10)'da yerine yazilirsa,
L,(Y,)+ioL,(Y,)-o’Y,=0 n=12,. (5.86)
B,(Y,)=0  x=0 (5.87)
B,(Y,)=0  x=1 (5.88)
ve
L,(Y,) +io,L,(Y,)-@?Y,=0 m=12,.. (5.89)
B,(Y,)=0 x=0 (5.90)
B,(Y,)=0  x=1 (5.91)

O0zdeger 6zfonksiyon problemleri elde edilir. (5.85) ¢6zUmli & mertebesindeki (5.13)

denkleminde yerine yazilirsa,
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DZw, + L, (W) + L,(Dyw,) = — 2 D, (i, A &""™Y, — i, A" Y, +iw, A" Y, —iw,A,e " )
~ L, (D, (AT, + Ag 0V + Ao, + A e oy )
L, (0, Ae™Y, —ia, Ae MV, +im, ATV, i, A e TV, )
) _ ) _ ) _ ) _ eiQTO +e—iQTo
+L, (A Y, + A e OV 1 A gemoy 1 A e oy ) —
+C1(A1e"“"T0Yn + A0y 4 A glmioy A gTlemioy
A ey + A N0y 4 A glemioy A griemloy
ALY, + A e MOV, 1 A glemoy A erienToy )
+C, (ia)nAjei””Tan —i, ALY +ic, A 'Y, —iw, A eV,
ANy 1+ A e N0V A glmioy A griemioy
A gy A e 0y A glemioy Rne’“"mTOVm)

(5.92)
J(w)=0 x=0 (5.93)
B,(w,)=0 x=1 (5.94)

elde edilir. Parametrik zorlamaya ait frekansin, n’inci modun frekansinin 2 katina yakin oldugu

ve n’inci mod frekansiyla m’inci mod frekansi arasinda 3:1 i¢ rezonans oldugu kabull yapilir,

Q=2w, +¢c0o, (5.95)

®,, =3, + &p, (5.96)

o, ve p,, bir mertebesinde ayar parametreleridir. ic rezonans kosullari (5.92) denkleminde

yazilir ve denklem dlzenlenirse,
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DZw, + L, (W) + L, (D,w,) = —2iw,D, Ag“"™Y —2iw, D, Ae“"0Y,
~D, A, e“L,(Y,)-D, A, e L,(Y,)
—iw, AL L,(Y,)- |a)mAne'”mT°L (v.)
+= Ane'(‘“”*mOL( )+ Ane'( o)y, (v )
+§Am elm oL, (v, )
+ AZelmog e (Y YY) +iw, C,(Y,,
+R2Anei“mT°ei””T1{C (v,.v..Y. )+ C, (7., (V.vy)
i0,[C,(V,.Y,,., )}Hw G, (Y, %, V)
+AZA eemfc (Yn Y, Y +C,(Y,. Y, Yn )
+im|C,(Y,.Y,. Y, )+ C, (Y LYl
+ AL A, €mC (1, Y, Y, )+ € (Y, Ym YY)
+im,|[C, (Y, Y,V )+c (Y -G, (7YY, )]}
+AA A, e, (v, Y.,Y, )+ C(Y,, )+c (Ym Yo V)
+C, (VY. )+ C, (7., Y,)
+im,[C,(Y,.Y,, m)+c (Y (Yn Y)
-G, (1. Y Y, o, [C (Y )+C \SRA
+AA, AIC (Y, VY, )+ € (Y, (VY0 Y2
+C, (V.Y Yn)+C( (Y LYy
+im,[C,(v,.Y, .Y, )]+|a) [c,(v..Y..Y,)
+ (Y, Y, V) -C Yo Yo}
+ke +SOT.
(5.97)
((w;)=0 x=0 (5.98)
B,(w,)=0 x=1 (5.99)
elde edilir. Denkleme asagidaki ¢bzim onerilir,
w,(x, T, T,) = 0,(x,T,) e+ ¢, (X, T,) & + ke.+ W(x,T,,T,) (5.100)

W(X,TO,Tl) sekuler olmayan terimleri icerir. Denklem (5.100) ile gosterilen ¢bzim, denklemler

(5.97)-(5.99)'da yazilir ve sekiiler terimlerinin katsayilari esitlenirse,
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o ¢, +Ly(p,)+i0, L, (p,) == 2i0,D,AY, D, Aq L,(Y,)-i@, AL,(Y,)
+= A1€|0nT1L ( ) Amel(Pn o)Ly, (Y )

+A1Aﬂe'PnTl{ N\ Y)+C(\7Y )

m?'n?’'n

+C, (V. V.Y, )=i00,[C, (7Y, Y, )+ G, (V. VY, )+ 0, €, (Y, VY )
+ ARG, (Y, Y, Y )+ C ( YY)
+C,(Y,Y,,Y, )+io[C, (v, Y, .Y )+ C, (Y, Y. Y, ) -, (V. Y, Y. )}

A ALC LY, €01, 5 )5 G, YY)
+C,(V..Y,.Y, )+ C,(V..Y,.Y, )+C,(Y,.Y..Y, )

+im |G, (Y., Y, Y, )+ C, (v, Y, Yo i, [C, (Y, VY, )+ L (Y, Y, Y
C (Ym Ym Yn ) C (Ym Yn Ym )]}
(5.101)
B,(p,)=0 x=0 (5.102)
B,(p,)=0 x=1 (5.103)

_a)ri D +Ll(¢)m )+ ia)m Lz (q)m) =- 2io Dl AmYm Dl Am Lz(Ym)
S A Ly, 2 A, €L (Y,)

+A¥e ™ C,(Y.,Y,.Y, ) +io, C,(Y,.Y,.Y, )}

+A2Z A {c,(v,.Y, .Y, )+c (Y, .V, .Y, )+ C,(V,.Y,.Y,)
+im,[C, (Y, .Y, ¥, )+ C, (Y, .Y, Y, ) -, (7, Y, Y )
+A A Am CI(Yn n Ym)+C1(Y Y Y_)+C1(Ym Yn'_n)

+ia)n[C2(Yn Y_n’Ym)+C2(Yn’ m Yn _CZ(_n n Ym)
-G, (V. v, Y e, [C, (Y, Y, Y, )+ €, (Y, YY)
(5.104)
B,(¢,)=0 x=0 (5.105)
B,(¢,)=0 x=1 (5.106)

denklemleri ve sinir sartlari elde edilir. Cozillebilirlik sartt geregi, Denklem (5.101)
u,(x) =Y, (x), Denklem (5.104) ise U_(X) =Y, (X) fonksiyonlari ile carpilip tanim kiimesi

Uzerinden integre edilmelidir. Sonug olarak asagidaki denklemler elde edilir,
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2ia)nD1Aande+D AHJ‘YL Y )dx+i o, AnjL Y, )Y, dx

L5 e Jm (o hox- 2, e o [, o
0

A AJY Yo Yo Y G (1Y Y ) € (YY)

Y_m_Y)+|a)[C(Y YV )G (Y YY)

+C1(Ym Ym1Yn)+Cl m n’ n’ n* m?» 'm n* ' m»’ 'm
+ia)m [CZ(Ym’Y_rn’Yn)+C2(Ym’Yn’Y_rn)_CZ(Ym’Ym’Yn) (Ym Yn Ym)]}dx O
(5.107)
1
2ia)mD1Aijm\dex+DlA jY L,(Y, )dx +i e, A jL L)Y, dx
0
—%A el P”ljv L,(Y, )dx—Ale "PleY (YY) )+, C,(Y,,Y,LY, )X
— A2 ij?m c,v,.Y, .V )+ C,(v,.Y. .Y, )+ C,(V,.Y,.Y,)
0
+io, [C, (Y, Y, Y, )+ G, (Y, Y, Y, ) —C, (Y, YY) X
_AnKn Am Jl‘_m {Cl(Yn Y_n Ym)+C1(Yn Ym’Y_rl +C1(Ym Yn1Yn)
0
+C, (Vv )+, (.Y, Y, )+ C (Y, YY)
+ia)n 2 Yn’Y_rm’Ym)+C2 Yn Ym’Y_n)_CZ(Y_n’Yn Ym)_CZ(Yn Ym’Yn)]
+iwm[C2(Ym Yn'Y_n)+C2(Ym _n Yn)]}dXZO
(5.108)

Cozilebilirlik sartlart,

Dl Ah + k1n A] - k2n A12 R - k3nz\1 eiOnTl - k4nmAn ei(pn “omh_ k5nm R]ZAn eipn n_ anmAlA'n'E\n =0
(5.109)
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D, A, +Kyy Ay = Koy A2 A, =Ky A 1k A AN~ AeM =0 (5.110)

olur. Katsayilar asagida tanimlanmistir,

ky, = - 0 - (5.111)
2iw, [Y, ¥, dx+ [V, L,(Y,) dx
0 0

O ey
<

Ky, = T - (5.112)
2w, [Yy Y dx+ [V, Ly(Y,,) dx
0 0

v ic, (v, v, Y )+, (v, Y. Y )+ ¢, (VY )+io [C, (v, Y, Y+ G (Y, VLY, )

n’*'n’'n n’'n’'n n?* 'n’'n

(- 1 G, (¥..v..Y, )| Jdx

1
2iw, [Y, ¥, dx+ [V L,(Y,) dx
0 0

Oy

(5.113)
j\?m{cl(vm Y Y )+C (Y Y Y )+ (LYY )i [, (Y, Y Y+ G (YL YY)
0
k — (Ym Ym Ym)]}dx
2m — 1 1
2im, ij Y, dx +I\7m L,(Y,) dx
i i (5.114)
1fo . (o
5 an L4( n)dx
ks, = — - (5.115)
2im, an Y, dx+j\7nL2(Yn) dx
0 0
1o
EJ. n L4(Ym)dx
Ky = — - (5.116)
2io, an Y, dx+J-_nL2(Yn) dx
0 0
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Ky = I I (5.117)
2io, ij f dx+I\7mL2(Ym) dx
0 0
1
[ie (6. 0)+ €, (Y, Y, )+ €Y V) —ia [, Y, ¥ )+ G, VLY, )
0
- . 10,6, (0, %, 7,
2ia, [Y, ¥, dc+ [V L,(Y,) dx
i i (5.118)
1
R R VARARA F oA VAR AR A R N\ ARAR A K o VAR AR K o VAR
0
+C,(Y,.Y,. Y, )J+io[C, (Y YY)+ G (Y Y Y o[, (Y, YY)
kenm — ( m n m) (Ym Ym Yn) C (Ym Yn Ym)]}d
ZiWnI dx+.|.YL ) dx
0
(5.119)
vl[_m{cl(Yn Y_n Ym)-'-Cl(Yn Ym Y_n)+C1(Ym’Yn7_n)+Cl(Yn Yn Ym)+C (Yn Ym Yn)
0
+C1(Ym Yn Yn)+|a)m[c2(Ym1Yn Y_n +C2(Ym n )+|CO [C (Yn Yn Ym)
k6mn — . +C2(Yn1Ym Y_) CZ(Yn Yn Ym) (Yn Ym Yn)]}dx
2ia, [Y, ¥, dx +jY L,(Y,) dx
(5.120)
YL, 0,Y, %) 10,0, Y, Y, o
k, =0 : (5.121)
2iw, me Y, dx +I\7rnL2(Ym) dx
0 0
Katsayilar gercel ve sanal kisimlara sahiptirler,
k, =k, +ik; j=1234567 (5.122)

Polar formdaki genlik ifadeleri,
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A = %an(Tl)eiﬁ n(®) (5.123)

1 .
A = Eam(Tl)e'ﬁm(Tl) (5.124)
seklindedir. (5.123) ve (5.124) ifadeleri birinci ¢dzllebilirlik sarti olan denklem (5.109)'da yazilir,

a, +i fgra, +(k

InR + ik1n| )an - %ar? (anR + I k2n| )_ (kSnR + I k )anei(izﬁnJranTl)

3n|

. i o 1 . i
_ (k4nmR +i k4nm| )ame'(ﬂm Pnt(Pn—on)T1) _ Zar?am (k5nmR +i k5nm| )e'( 3fn+Pm+pnT1) (5125)

- %anari (kenmR +i k6nm|): 0

Denklem (5.125)'de asagidaki tanimlamalar yapilir,

Ao = Py =0 )T = B, + B (5.126)
Vo =031, — 20, (5.127)
O = 7o+ Ao (5.128)

Gergel ve sanal terimler ayrigtirilirsa birinci genlik ve faz modulasyon denklemleri elde edilir,

4 —_ —
a, = anklnR m™4nm|

1_, : :
+Zank2nR +a,Kz,, COSY, — 8Ky, SINY, +8,Kypmg COSA, — 80Ky, SINA

1, 1, . 1,
+Zanam Ksomg COSO,, —Zanam Ksom; SINO, +Zanam k

6nmR
(5.129)
, 1, . .
anﬂn = _anklnl +Zank2n| + ank3nR sny, + a‘nk3n| Cosy, + amk4nmR Snﬂ’nm + amk4nm| COSﬂ“nm
1, . 1, 1
+Za” ay, Kepmg SINSn +Zan a,, g, COSO,, Jrzanam Kenmi
(5.130)

(5.123) ve (5.124) ifadeleri bu sefer ikinci ¢dzulebilirlik sarti olan denklem (5.110)'da yazilr,



132

a{n + :Hr,na + (klmR 1m| )a - Ear?w (kZmR +i k2m| )_ (k4mnR +i I(4mn| )anei(ﬂniﬂﬁ(gnipn)n)
4 (5.131)
L

- Za a (kemnR

1 3 i(3
Bo=Pn—pPaTh) _
6mn|) 4a (k7mnR + 7mn|)e ' O

Gergel ve sanal terimler ayristirilirsa ikinci genlik ve faz modiilasyon denklemleri elde edilir,

, 1 . 1

a, a, k1mR + Z arikZmR +a, k4mnR COSﬂ’nm +4a, k4mn| sin ﬂ’nm + Z arfam k6mnR
(5.132)

1 1
7 8Ky g COSOpn + = 2 a Ky, SN,
! 1 3 : 1 2

a‘mﬂm =-a, k1m| + Z amk2m| - a‘nk4mnR sin ﬂ“nm + a‘nk4mn| CC)Sﬂ’nm + Z a,a, I(Gmm

(5.133)
. 1
aKmng SIN Sy + 2 Ky, COSS,,

Diizgtin rejim ¢ozimleri &) = a;, =4, =y, = 0 icin genlik ve faz modilasyon denklemleri,

anklnR - 3k2nR (kSnR Cosy, — k3n| S.n}/n) - am(k4nmR COS/1nm - k4nm| Sin/ﬁtnm)

(5.134)

’a_ (Kg,, COSS, - sing, ) - =0

5nmR 5nm| 6nm R

SiNA,, +Ksm COSAn)

4nmR 4nm|

a, %""anklnl _%agkznl _an(k3nRs-n7/n +k3n| COSyn)—am(k

1 a’a, (K. SINS, +K.  COSS, )— =0

5nmR 5nm| 6nm|

(5.135)

apKpmg — a °k a, (Kyns COSA,, +K

sm5 n)=0

2mR 4mnR 4mn|

sin ﬂ’nm) - % asam k6mnR - % a|?(k7mnR COSé‘nm

+k

7mn|

(5.136)
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am(san j+ an I(1m| - l ar?] k2m| +4a (k4mnR n ﬂ'nm - k4mn| CC)Sﬂ'nm) - 1 ar?am kanl
> 4 4 (5.137)
" :-a (k7mnR n 5nm - k7mn| COSé‘nm) = O

Jakobiyen matrisi olusturmak icin F(a,,a,,,4,,,7,) tanimlamalari yapilir (i =1,2,3,4),

coSA,, —Kymy SNA)

4nmR 4nm |

, 1 .
a, :_anklnR +Zar?k2nR +an(k3nR Cosy, _k3n| S'n?/n)""am(k

1 .
+Za§am (k5nmR COS(}/n +ﬂ'nm)_k5nm| S'n(yn +ﬂ'nm))+%ana§1 k6nmR = Fl(an’am'ﬂ“nmiyn)

(5.138)
’ l 3 H l 2
a, =-— a‘mklmR +Zamk2mR + a‘n(k4mnR COSﬂ’nm + k4mn| Snﬂ’nm) +Zanam k6mnR
(5.139)
+%ag(k7mnR COS(]/n + ﬁ’nm)"— I(7mn| S.n(}/n +ﬂ‘nm)) = Fz(anvam'ﬂ‘nm’}/n)
. 2 .
7 =0, +2k1n| S 2k2n| _2(k3nR sny, +k3n| Cosyn)_ﬁ(kaR Sr-])’nm + k4nm| COSﬂ’nm)
a,
l l
_2 (kSnmRSIn(yn+;{’nm)+k5nm| Cos(yn—'_ﬂ’nm)) 2 6nm| _FS(an’am’ﬂ”nm’yn)
(5.140)
, 1, . a, _
Aim = Pn = O+ Ky, _Zankzm _(k3nRSn7n+k3n|COS?’n)_a_(kzmmRsm/lnm+k4nm|COS/Inm)
1 1 1 a, .
- 4 (k5nmR Sln(}/n +ﬂ’nm) + k5nm| COS(]/H +ﬂ’nm)) 4 k6nm| _klml 4 2k2m| _a_(k4mnR Slr]/1nm
1, la
_k4mn|COSj'nm)+Zan k6mn| _Z ( 7mnRS|n(7n+/1nm) k7mn|COS(7n+ﬁ‘nm)) F (an! nm!yn)

(5.141)
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Jakobiyen matris ise asagidaki gibidir,

oF, oF oOF OR
oa, oa, OA, Oy,
oF, oF, oF, OoF,
oda, oa, OA, Oy,
oF, oF, OF, OF
oa, oa, OA, Oy,
oF, oF, oF, oF,
| 0a, o0a, 04, Oy,

an=2an0
am=2amo

~Znm=24nm0

n=7n0

(5.142)

Kararli durum sarti Jakobiyen matrisin 6zdegerlerinin gercel kisimlarinin negatif olmasidir.

Bulunan ifadeler genel ¢ézim ifadesinde yazilir ve gerekli matematiksel islemler yapilirsa, kiibik

nonlineer bir stirekli ortam sisteminin, parametrik titresimlerine ait temel parametrik ve 3:1 i¢

rezonans durumu igin, yaklasik ¢6zimu elde edilir,

w(x,t;g)=a, {co{%[ﬁt —7, ]) Y., - sin(%[Qt - yn]J Yn,}

+ am{cos(%[ac)t—yn]+ znijmR —sin(%[sm—yn]mnmj Ym|}+ O(e)

Y, (X), reel ve sanal kisimlardan olusur,

Y, =Y, +iY,,

Yo=Y, Y

a, ve a, degerleri sayisal olarak bulunur.

(5.143)

(5.144)

(5.145)
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5.3.1.Uygulama Problemi

Akigkan tasiyan elastik boruya ait nonlineer titresim modeli,
1

W+ (V" —P)W' + 2V [BW + WY +uv =& P, W' cosQt + 8£k1W"IW'2dX J (5.146)
0

w(0,t)=w(1t)=w"(0,t) = w'(1t) =0 (5.147)

seklindedir. Genel operatdrlerin karsiliklari ise asagidaki gibidir,

L, (W) = (v," = P)w + w" (5.148)

L, (W) = 2v,/ S W (5.149)

L, (W) = 4w (5.150)

L,(w)=PRw (5.151)
1

C,(w,w,w) = klw"jw’zdx (5.152)
0

C,(W,w,w) =0 (5.153)

Ozdeger 6zfonksiyon problemleri denklemler (5.86)-(5.88) ve (5.89)-(5.91) ile tanimlanmigti.

N indisi Uzerinden ele alinirsa 6zdeger 6zfonksiyon problemi asagidaki gibidir,

Y+ (=P, + 20/ Bim Y, ~@?Y, =0 (5.154)
Y,0=Y,®=Y©=Y,®=0 (5.155)

Denklem (5.154)’e,

Y. (x)=C,e"*+C, e”*4C, e”* 4 C, eun* (5.156)

¢6zimu oOnerilir. Cézim, (5.154) denklemi ve (5.155) sinir sartlarinda yerine yazilir gerekli

islemler yapilirsa 6nceki bolimlerde oldugu gibi saciima denklemi, destek sarti ve sekil
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fonksiyonu elde edilir. Genel ¢6zimde denklemler (5.111)-(5.121) ile bulunan katsayilarin bu
Ozel problemdeki karsiliklari,

1
ia)n,uJ-YnY_n dx
k _ 0

in —

1 T (5.157)
2iw, [Y, Y, dx+2vo /B [V, Y, dx
0 0

1
i, 1Y, ¥, dx
Ky, = - 0 - (5.158)
2iw, ij Y, dx+2v0\/ﬁan; Y,, dx
0 0

kl{Zj'VnYn”dijn' Y/ dx +
0 0

O ey

1
Y. Y/ de‘Yn’2 dx}
0

.o 1 : (5.159)
2im, IYn Y, dx+2v0\/EIYn’ Y, dx
0 0
1 1 1 _ 1
kl{zjvmvn;' dx[ Yy ¥ o+ [V, Y dx[ Y2 dx}
kzm _ 0 . 0 0 - 0 (5160)
2w, .[Ym Y, dx+2v0\/ﬁ.|.Yn’1 Y, dx
0 0
1
Lo (v dx
2 1 n 'n
, = : 0 : (5.161)
2iw, an 2 dx+2v0\/ﬁjyn' Y dx
0 0
1
;Pljvng' Y. dx
K, - : 0 : (5.162)
2iw, _[Yn Y, dx+2v0\/FJ‘Yn’ Y, dx
0 0
1
Epl I Y)Y, dx
2
(. - o (5.163)

1 1
2iw, ij Y, dx+2v0\/EJ-Yn’] Y, dx
0 0
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kl{jv‘nvn: X[ e+ 2 V.7 v, 7 dx}
K - o 0 0 0 (5.164)

5nm

1 1
2iw, IYn Y, dx+2v0\/Ean’ Y, dx
0 0

2kl{j?nvng' dxj'Yn’ Y dx + j\?nvn" dle'YnQ Y dx + j\?n?m" dle'YnQ Y/ dx}
K _ 0 0 0 0 0 0 (5.165)

6nm 1 1
2io, IYn Y, dx+2v0\/EJ'Yn’ Y, dx
0 0

2k1{.|1.\7mYn”de1‘Yr; Y, dx + iVer;’ dijn’ Y, dx + j\?mﬂ" deIAYn’ Y! dx}
Ko =—— : > ° ° 0 (5.166)

6mn — 1 1
2iwy [Yo Y dx+2vo B Yy ¥, dx
0 0

1 1
kl{ [V ax]y,? dx}
0 0

k7mn = I I (5.167)
2iw, [Y, Y, dx+2vo /B [Y, ¥, dx
0 0

seklinde siralanir. Herhangi bir N. mod ile M. mod etkilesimi igin, bulunan katsayilar ile

denklemler (4.134)-(4.145) birlikte kullanilarak sayisal analizler yurutilebilir.
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6.SONUGCLAR VE ONERILER

Bu calismada, surekli ortamlarin dis zorlamali ve parametrik zorlamali titresimleri ile ilgili bir cok
0zel uygulama problemini karsilayan bir genel model ele alinmistir. Genel modelde genel
operator notasyonu kullaniimistir. Terimler genel lineer integral /diferansiyel ve kibik nonlineer
operatorlerle ifade edilmistir. Calismanin 6nceki ¢alismalardan farki, 6zellikle kibik nonlineer
sistemlerde hem mekana hem zamana bagl degdisimlerin oldugu problemlere uygulanabilir
olmasidir. Genel notasyon ile perturbasyon yéntemleri kullanilarak dis zorlamali ve parametrik
zorlamali titresimler ele alinmistir. Dig zorlamal titresimlerde baskin rezonans ve 3:1 i¢
rezonans, parametrik zorlamali titresimlerde ise temel parametrik rezonans ile 3:1 i¢ rezonans
analizleri yapilmistir. Bahsedilen analizler ile genel ¢6zum algoritmalari olugturulmus, bu
algoritmalar 6rnek problemlere uygulanmistir. Problemler, eksenel hareketli strekli ortamlardan
secilmistir. Bunlar, eksenel hareketli Euler-Bernoulli kirigsinin nonlineer titresimleri, eksenel
hareketli viskoelastik kirigsin nonlineer titresimleri ve akiskan tasiyan borularin nonlineer
titresimleri problemleridir. Kararlilik analizleri de dahil olmak Gzere uygulama problemlerine ait
cesitli parametrelerin degisimlerinin sisteme etkileri sayisal olarak ele alinmigtir ve grafiklerle

gOsterilmigtir.

Bu calisma bir ¢cok yénden geligtirilebilir :

1- Genel modele uygun baska uygulama problemleri ele alinabilir,

2- Toplam ve fark tipi kombinasyon rezonanslari, farkli i¢ rezonanslar, ikiden fazla modun

etkilesimleri ile ortaya g¢ikan rezonanslar gibi farkli rezonans etkilesimlerine bakilabilir.

3- Sinir sartlarinin homojen olmadigi uygulama problemleri genel notasyon kullanilarak ele

alinabilir,

4- Daha farkli nonlineerlie sahip slrekli ortam titresimlerine ait genel notasyon ¢dzimleri

yapilabilir,

5- Sayisal anlamda ¢ikarilan algoritmalari igletecek bilgisayar programlari yazilabilir.
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EK1.EKSENEL HAREKETLI VISKOELASTIK KIiRISLERIN VE AKISKAN TASIYAN
VISKOELASTIK BORULARIN TABIii FREKANSLARI

Eksenel hareketli viskoelastik kiris ile akiskan tagiyan viskoelastik boru modelleri 6nceden
cikariimisti (Bkz.bélimler 2.4.2-2.4.3)

. 2 . . . 3 i .
W+ (V" =DW + 2vy W + viw" +eaWw" + gl =¢ F cosQt + g{Evfw” W%+ 20ki'w'w" + akW"W’Z}

(E.1)
w(0,t)=w(Lt)=w'(0,t)= w'(Lt) =0 (E.2)

1 1
W+ (Vo2 —Po)W" + 2Vo/BW + W" + o™ +suW =& P, W' cosQt + g(klw”]‘w’zdx + ksz’w’dx W"J
0 0

(E.3)
w(0,t)=w(Lt)= w"(0,t) = w'(Lt) =0 (E.4)

Denklem (E.1), eksenel hareketli viskoelastik kirise, Denklem (E.3) ise akiskan tasiyan

viskoelastik boruya ait hareket denklemleridir. Bu iki denklemde ortak olan terimlerden, W

terimi dig s6num, aW" terimi ise viskoelastisiteden kaynakli i¢ (yapisal) sénim terimidir. Gerek

kaynak taramalarinda karsilasilan, gerekse bu ¢alismada ele alinan haliyle bahsedilen sénim
terimleri kuclk kabul ediip & mertebesinde ele alinmistir. &o vyerine « alarak
viskoelastisiteden kaynaklanan yapisal s6num teriminin bir mertebesinde oldugu varsayilirsa
tabii frekanslar bu durumdan etkilenecektir. Tabii frekanslari hesaplayabilmek igin ¢ézilmesi

gereken lineer denklemler soyledir,

W+ (V. —DW + 2V, W + vEWY +aWw" + g =0 (E.5)
w(0,t)=w(Lt)=w"(0,t) = w'(1,t) =0 (E.6)
W+ (Voo —P)W' + 2Vo /B W + WY + " +suw =0 (E.7)
w(0,t)=w(Lt)= w"(0,t) = w'(Lt) =0 (E.8)
Denklemlere,

w(x,t) = A (t)e' 'Y, (x) + A, (e 'Y, (x) (E.9)
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seklinde bir ¢6zim onerilirse Y, (X) fonksiyonlari énceki analizlere benzer sekilde alinabilir.

Ancak frekanslari veren denklemde kiguk bir degisiklik meydana gelir. Viskoelastik kiris icin

denklemler,

(V2 +im,a) B+ (L-VI)BE -0, B, —07=0 i=1234,n=12 (E.10)

(el(ﬂln +ﬂ2n) + e'(ﬂSn +ﬂ4n))(ﬂli _ ﬁzzn)(ﬂgzn _ ﬂ42n) + (e'(ﬁln +/63n) + e'(ﬁZn +ﬁ4n))(ﬂ22n _ ﬂfn)(ﬂ?’zn _ﬂli)
(€U 4 P (B2 2 Y82 B2) 0
(E.11)

seklindedir. Viskoelastik boru i¢in ise denklemler sdyledir,
A+iw,a) B + (P, —V2) B2 + 2B @, B, -2 =0 i=1234,n=12 (E12)

(e'(ﬂ1n+ﬂ2n) + e'(ﬂsn +ﬂ4n))(ﬂli _ /BZZn)(ﬂSZn _ 1342n) + (e'(ﬁln +Pan) + el(ﬁzn +ﬁ4n))(ﬂ22n _ ﬂfn)(ﬂsn _ﬂli)
(€00 Um0 (B2 - B2 (B2~ f2) = O
(E.13)

Sagilma denkleminin destek sarti ile ortak ¢ézimuinden her bir hiz degerine karsilik elde edilen
sonuglar (tabii frekanslar) @, = o, +icanI karmasik sayi yapisindadir. Yapisal sonim &

mertebesinde olursa, elde edilen sonucun sanal kisimlari ihmal edilebilecek diuzeyde kuguk

¢ikmaktadir. Dolayisiyla sistemin tabii frekans dederi olarak, elde edilen sonucun gergel kismi

alinir (@, = @,)-

Yapisal sonim bir mertebesinde olursa, elde edilen sonug¢ yine gercel ve sanal kisimlardan

olusmaktadir ancak bu durumda sanal kisimlar ihmal edilebilecek ¢ok kuclk degerler
olmamaktadir. Tabii frekans @, = @, +i®,, yapisindadir. Ancak tabii frekansin sanal
kisimlari fiziksel olarak anlamli degildir. Sanal kisimlar sénim etkisi olarak degerlendirilip tabii
frekans degeri olarak gergel kisim alinir (@, = @, ). Bu kisimda ek bir galisma olarak sagiima

denklemi ile destek sartinin ¢ézimiyle elde edilen sonuglar eksenel hizin degisimine bagl
olarak gizilmistir. Bu haliyle sonuglarin gergel ve sanal kisimlarinin degisimi agikga gorultp ilk

mertebede alinan viskoelastisitenin tabii frekanslar tGzerine etkisi yorumlanabilir.
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Sekiller E.1.1.-E.1.10’da eksenel hareketli viskoelastik kirise ait eksenel hiz-tabii frekans
grafikleri gorilmektedir. Grafiklerde, belirli bir kiriglik katsayisi degeri icin, viskoelastisitenin etkisi
incelenmigtir. Kiriglik katsayisi ve viskoelastisitenin belli bir degeri icin hiz arttikca ¢ézumlerin
gercel kismi (tabii frekans) azalmaktadir. Bolim 4.2'de bahsedildigi gibi 6zellikle ylksek
modlarda tabii frekans sifilanamaz. Bu noktadan itibaren iterasyonlar yardimiyla gercel kisimin
sifir oldugu noktaya ulasiimaktadir. Ancak her ne kadar sifirlansa da gercel kisimlarin yapisinin
degistigi grafiklerde gorilmektedir. Cunkl belirli hiz degerlerinde (kritik hiz) kararsizlik
baglamistir. Bir modda kirislik katsayisi arttikga tabii frekans degerleri artmaktadir.

Viskoelastisite etkisi arttikga sistem tabii frekanslari azalmaktadir.

Sekil E.1.11’de eksenel hareketli viskoelastik kiriste, birinci mod igin degdisik viskoelastisite
katsayisina karsilik gelen eksenel hiz-tabii frekans grafikleri birarada cizilmistir. « degeri
arttikga viskoelastisitenin etkisi artmaktadir. Tabii frekans degerleri azalmaktadir. Ayrinti
grafiklerinde degisimin etkileri gosterilmistir. «@ dederinin azalmasi viskoelastik kirisi gittikce
elastik kiris 6zelliklerine yaklastirmaktadir. « = 0 degeri igin gizilen grafik, eksenel hareketli,

elastik Euler-Bernoulli kirigine tekabil eder.

Sekiller E.1.12.-E.1.23'te ise akiskan tasiyan viskoelastik boruya ait akis hizi-tabii frekans
grafikleri gorilmektedir. Bu grafiklerde, boruya ait belirli bir 5 orani ve eksenel gerilme kuvveti

degeri icin viskoelastisitenin etkisi ele alinmistir. Akis hizinin artisi tabii frekanslari

azaltmaktadir. Viskoelastisite etkisi arttikga da sistemin tabii frekanslari azalmaktadir.

Sekil E.1.24’te akiskan tasiyan viskoelastik boruya ait, birinci mod akis hizi-tabii frekans

grafikleri birarada gosterilmistir. & degeri arttikga tabii frekans degerleri azalmaktadir.

Elde edilen grafiklerde eksenel hareketli elastik kiris veya akigkan tasiyan elastik borudan farkli
olarak ¢oziimlerin sanal kisimlari sifirdan farkhdir. Sanal kisimlarin ani degisim noktalarindan

itibaren o moda ait kararsizligin basladigi séylenebilir.
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Gercel Kisim

-3 | | |

0 0.5 1 1.5
VO

Sekil E.1.2. Eksenel hiza karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari

(v, =0.2 o =0.001)
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Gergel Kisim

w, 2/ Sanal Kisim

Sekil E.1.3. Eksenel hiza karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(v, =0.2 a =0.001)

20 - .
Gercel Kisim
15+ .

10F .

Sana Kisim

Sekil E.1.4. Eksenel hiza karsilik gelen tglincu tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari

(v, =0.2 o =0.001)
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12

10+ .

|
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
VO

Sekil E.1.5. Eksenel hiza karsilik gelen ilk iki tabii frekans degerleri
(v =0.2 ¢ =0.005)

Gercel Kisim

Sana Kisim

) | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Vo

Sekil E.1.6. Eksenel hiza karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari

(v, =0.2 o =0.005)
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10

Gercel Kisim

Sanal Kisim

Sekil E.1.7. Eksenel hiza karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(v, =0.2 a =0.005)

12

10+ g

Vo
Sekil E.1.8. Eksenel hiza karsilik gelen ilk iki tabii frekans degerleri

(v, =0.2 o =0.01)
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Gercel Kisim

1 Sanal Kisim

@, i — —

0,

_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Vo

Sekil E.1.9. Eksenel hiza karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari

(V, =0.2 o =0.01)

14 \

10+ / -
Sana Kisim —

4t Gercel Kisim ]

_2 | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

VO
Sekil E.1.10. Eksenel hiza karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(vi =0.2 ¢ =0.01)
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2.8196
2.8195F

28194} —~ 0
28193 ~— a=

28192}
~
28191} T~

28191 ' ~ ]
2.81891 —
2.8188}

2.8187

2.8186

I I I I I I I I I I
0.6694 0.6694 0.6694 0.6694 0.6694 0.6695 0.6695 0.6695 0.6695 0.6695

2.78 T b

2,77 b

0.666 0.667 0.668 0.669 0.67 0.671 0.672 0.673 0.674

|
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
VO

0 | |

Sekil E.1.11. Eksenel hiza karsilik gelen birinci tabii frekanslar (v, = 0.2)
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5OF - 1

407 \\\ —

w
1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12
Yo
Sekil E.1.12. Akiskan hizina karsilik gelen ilk iki tabii frekans degerleri
(a=0.001, p=03, P, =25)
40
30
20 Gergel Kisim
10 R
w, Sanal Kisim
077 - _
10+ \\ _
20! NN ,
=30+ \ |
AN
-40 ! ! ! ! ! ! 1
0 2 4 6 8 10 12

Sekil E.1.13. Akigkan hizina karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(a=0001, #=0.3,P, = 25)
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50

Gergel Kisim
40

30 -

20+

Sanal Kisim

L
o
T
I

Sekil E.1.14. Akiskan hizina karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari

(«=0001, =03, P, =25)

50

45- .

40 - ]

Sekil E.1.15. Akigkan hizina karsilik gelen ilk iki tabii frekans degerleri
(a=0.001, =06, P, =15)
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25

20+

Gergel Kisim

15

o, Sanal Kisim

L
o
T

-15+ \ / i

-20 | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil E.1.16. Akiskan hizina karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(a=0.001, p=0.6, P,=15)

50

40 Gercel Kisim

30

20

Sanal Kisim

Sekil E.1.17. Akiskan hizina karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(a=0.001, p=0.6, P,=15)
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Sekil E.1.18. Akiskan hizina karsilik gelen ilk iki tabii frekans degerleri
(a=0.005, f=0.3, P, = 25)

50

30+

201 Gergel Kisim

10

Sanal Kisim

/

/

o

60 N

0 2 4 6 8 10 12 14 16
VO
Sekil E.1.19. Akiskan hizina karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(a=0.005, =03, P, = 25)
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Sekil E.1.20. Akigkan hizina karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari

50

45

40

35

30

25

20

152

(«=0005, =03, P, = 25)

Gergel Kisim |
B Sanal Kisim \ K
- \\ —
NVAN
L \\ i
| | L | | | L | ]
0 2 4 6 8 10 12 14 16

T
-

Sekil E.1.21. Akiskan hizina karsilik gelen ilk iki tabii frekans degerleri
(a=0.005, =06, P,=15)

15
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50

40 +

30

20+

Gergel Kisim

—_
o
T

@, Sanal Kisim
077 - -

e

/

-40 | |
0 5 10 15
VO

Sekil E.1.22. Akiskan hizina karsilik gelen birinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari

(«=0005, =06, P, =15)

50

40 Gergel Kisim

30+ -

20+ h

10 Sanal Kisim /

L
o
T
|

/
K
.

Sekil E.1.23. Akiskan hizina karsilik gelen ikinci tabii frekanslarin gergel ve sanal kisimlari
(a=0.005, =06, P, =15)
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16.43 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 16.4105
16.425|- 1
16.42} |
16.41 1
16.415k I
> T~
16.41F
~
16.405|- ~__
16.4095 a =0.001 ~_ |
16.41 T~
16.395|-
16.39 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 16.400 ‘ ‘ ‘
2.6 2601 2.602 2.603 2.604 2.605 2.606 2.607 2.608 2.609 2.61 -40% 049 2605 2.6051 26052 26053

16.4

16.2

16

15.8

15.6

15.4

15.2

2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9

18*\\ / |

161 S 1

141 .
12¢ .

w, 10} .

Sekil E.1.24. Akigkan hizina karsilik gelen birinci tabii frekanslar
(f=03,P,=25)
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