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OZET

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, E* Oklid 3-uzay1 ve E; Minkowski 3-uzayindaki temel tanim ve teoremler

verilmistir.

Ikinci ve iiciincii boliimler bu tezin orjinal kistmlaridir.

Ikinci boliimde, oncelikle E’ Oklid 3-uzayinda Mannheim partner D -egrilerinin tanimi
verilmigtir. Ayrica, E* Oklid uzayimda yonlendirilmis S ve S, yiizeyleri iizerinde tamamen

yatan Mannheim partner D -egrilerini karakterize eden teoremler ve sartlar takdim edilmistir.

Ugiincii bolimde, oncelikle E’ Minkowski 3-uzayinda Mannheim partner D -egrilerinin

tanim1 verilmistir. Buna ek olarak, E’ Minkowski uzayinda yonlendirilmis S ve S, yiizeyleri

tizerinde tamamen yatan Mannheim partner D -egrilerini karakterize eden teoremler ve sartlar

takdim edilmistir.



ABSTRACT

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, basic definitions and elementary theorems are given in Euclidean 3-space

E® and in Minkowski 3-space E; .

The second and third chapters are original parts of this thesis.

In the second chapter, firstly the definition of the Mannheim partner D-curves is given in the
Euclidean 3-space E’. Furthermore, the theorems and the conditions which characterize the

Mannheim partner D-curves lying fully on the oriented surface S and S, in Euclidean space

E? are introduced.

In the third chapter, firstly the definition of the Mannheim partner D-curves is given in the

Minkowski 3-space E;'. Furthermore, the theorems and the conditions which characterize the
Mannheim partner D-curves lying fully on the oriented surface S and S, in Minkowski space

E} are introduced.



GIRIS

Iki uzay egrisinin Frenet catilariin karsilik gelen noktalarindaki vektorleri dikkate
alindiginda, birinci catinin bir elemani diger catimin bir elemani ile lineer bagimli
oluyorsa, bu durum Diferansiyel Geometride oldukc¢a ilging teorileri ortaya gikarir.
Boyle egriler genellikle baglantili egriler olarak adlandirilir. Bu egri ciftlerinden en iyi

bilinenleri Bertrand egrileridir. Bertrand egrileri, karsilik gelen noktalarda ortak asli

normale sahip olan uzay egrileridir. Bu ilging egriler, bircok matematik¢i tarafindan
farkli uzaylarda ele alinarak incelenmis ve bu egriler ile ilgili dnemli karakterizasyonlar
elde edilmistir [6,7,10,12,13]. Bertrand egrilerinin bu ilging yapisi, Ravani ve Ku [23]
tarafindan regle yiizeylerin bogaz c¢izgileri iizerinde tamimli Frenet catilar1 dikkate

aliarak yiizeyler teorisine aktarilmis ve bu 6zellikteki regle yiizeyler Bertrand ofsetler

olarak tamimlanmistir. Ravani ve Ku tarafindan bulunan sonuglarin Minkowski 3-
uzayindaki timelike regle yiizeyler i¢in karsiliklari, Kurnaz [17] tarafindan ifade ve ispat

edilmistir.

Son yillarda baglantili egrilerin yeni bir tamimi Liu ve Wang tarafindan verildi[19,32].

Onlar, bu yeni egrileri Mannheim partner egrileri olarak adlandirdilar ve su sekilde
tammladilar: x ve x,, E’ 3-boyutlu 6klidyen uzayinda iki egri olsun. Bu egrilerin
karsilik gelen noktalarinda, x egrisinin asli normal dogrusu x, egrisinin binormal
dogrusu ile lineer bagiml oluyorsa, x egrisine bir Mannheim egrisi, x, egrisine de x
egrisinin bir Mannheim partner egrisi adi verilir. {x,x} ¢ifti de bir Mannheim ¢ifti
olarak adlandirilir. Bu egri ciftleri i¢in onemli bir karakterizasyon su sekilde verilmistir:
x,(s,) egrisinin x(s) egrisinin bir Mannheim partner egrisi olmasi igin gerek ve yeter
sart x(s) egrisinin burulmasi1 7, x,(s,) egrisinin egriligi &, ve burulmasi 7, olmak
tizere sifirdan farkli bir A sabiti i¢in asagidaki denklemin saglanmasidir:

P WP EPC
ds, A



Liu ve Wang, aym zamanda, Minkowski 3-uzayinda Mannheim egrilerini
calistilar[19,32]. Bertrand offsetlerine benzer sekilde, Orbay ve digerleri Regle
yiizeylerin Mannheim offsetlerini tanimladilar [13]. Minkowski 3-uzayindaki timelike
ve spacelike Regle yiizeylerin Mannheim offsetlerinin karakterizasyonlar1 da Kazaz,

Ugurlu ve Onder tarafindan verildi[ 14,15].

Bu calismada, yiizeyler iizerinde yatan dif.bilir iki egrinin Darboux c¢atilar1 gbz Oniine
alindi ve Mannheim partner D -egrileri olarak isimlendirdigimiz yeni baglantili egri
cifti tamimlandi. Liu ve Wang tarafindan verilen karakterizasyonlarm, Mannheim
partner D -egrileri icin karsiliklar ifade ve ispat edildi. Yiizeyler lizerindeki egrilerin
asimptotik egriler olmasi1 durumunda, Liu ve Wang’1n elde ettigi sonuglar 6zel durumlar

olarak elde edilmistir.

Oklid uzayinda tamimlanan Mannheim partner D -egrileri icin bulunan sonuglarm,
Minkowski 3-uzayindaki spacelike ve timelike yiizeyler iizerinde yatan egriler igin

karsiliklar1 ifade ve ispat edilmistir.



I. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, sirasiyla, Oklid 3-uzayindaki ve Minkowski 3-uzayindaki temel kavramlar

ve teoremlere yer verilecektir.

1.1. Oklid 3-Uzayinda Temel Kavramlar

Bu boliimde, Oklid uzayi, egri, birim hizli egri, regiiler egri, egrilik, burulma, Frenet
catisi, Darboux catisi, normal egrilik, geodezik egrilik, geodezik burulma gibi, egriler ve
yiizeyler teorisindeki temel ifadelerin tamimlarin1 ve bazi denklemlerin bulunuslarini
verecegiz. Burada verilen tamim ve ifadeler icin [4,11,18,25] no’lu referanslara

bakilabilir.

Tanim 1.1.1. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da V olsun. V de

< ,>:V><V—>]R

(x5 = (85)=> xy,

i=1
seklinde bir Oklid i¢ carpimi tamimlanirsa, A afin uzayma 3-boyutlu Oklid uzayi denir

ve E’ ile gosterilir.

Tamm 1.1.2. Bir a vektoriiniin kendisiyle i¢ carpiminin kare kokiine bu vektoriin

normu denir ve ||57 || ile gosterilir. Bu tanima goére



dir.
Tanmm 1.1.3. Bir vektor uzayindan alinan iki vektoriin vektorel ¢arpimi bu iki vektore
dik olacak sekilde iiciincii bir vektore karsilik geliyorsa bu ¢arpima vektorel carpim adi

verilir ve su sartlar saglar:

axb=¢ , |axb|=|d|lp|sine

Tanmm 1.1.4. Bir M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vse I

igin,

a'(s)” =1 ise M egrisine (I,) ya gore birim hizh egridir denir.

Tamm 1.1.5. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli, yani Vse I igin a/(s)#0

olan egriye regiiler egri denir.

Tanmm 1.1.6. & bir uzay egrisi olsun. @& egrisi bir uzay egrisi oldugundan her bir

noktasinda; T teget, N asli normal ve B binormal vektorlerden olusan bir {T,N ,E}

ortonormal koordinat sisteminin var oldugunu biliyoruz. Bu {f,ﬁ ,E} tcliisiine

hareketli ticlii ya da Frenet Catist denir.

Tamm 1.1.7. T teget vektor olmak iizere bir egri boyunca ilerledigimiz zaman tegetin

degisim oranim ifade eden k :fl—T: kN vektoriine egrilik vektorii denir ve &
s

carpanina birinci egrilik veya egrilik ad1 verilir.

Tanimm 1.1.8. x=x(s) bir egri ve B egrinin bir noktasindaki binormal vektor olmak
. dB - . VU
tizere — =—7N esitligini saglayan 7 fonksiyonuna x egrisinin ikinci egriligi veya

ds

burulmasi denir. 7 fonksiyonu




esitligi ile verilir. Burada X, x egrisinin yay parametresine gore tiirevidir.

k egrilik ve T burulma olmak iizere, Frenet tiirev formiilleri su sekilde verilir:

T = KN
N =—«T +7B (1.1)
B= —IN

Tanm 1.1.9. E’, <,> standart i¢ carpimu ile verilen 3 boyutlu Oklidyen uzay olsun.
x(s), yay uzunlugu ile parametrelenmis E® de bir egri ve x,(s,) s, yay uzunlugu

parametresiyle parametrelenmis E’° de bir egri olsun. Eger, karsilik gelen noktalarda x

egrisinin binormali ile x, egrisinin asli normali lineer bagimli ise bu taktirde x egrisine

bir Mannheim egrisi, x, egrisine de x egrisinin Mannheim partner egrisidir denir [19].

Teorem 1.1.1. x(s) ve x,(s;) E’ Oklid uzayida yay uzunlugu parametresiyle verilmis
iki egri olsun. Bu taktirde, x,(s,) egrisi x(s) egrisinin Mannheim partner egrisidir <
A sifirdan farkli bir sabit olmak iizere, x,(s,) egrisinin &, egriligi ve 7, burulmasi

asagidaki denklemi saglar:

£=90_K g
ds, A

(Bakimiz [19]).

Onerme 1.1.1. x(s), E® Oklid uzayinda s yay uzunlugu parametresi ile verilmis
Mannheim egrisi ve x,(s,) egrisi de x(s) egrisinin s, yay uzunlugu parametresi ile
verilmis Mannheim partner egrisi olsun. Eger x(s) egrisi bir genellestirilmis helis ise

bu taktirde x,(s,) egrisi bir dogrudur [19].

Onerme 1.1.2. Eger bir genellestirilmis helis egrisi E* Oklid uzayinda bir x(s)
egrisinin Mannheim partner egrisi oluyorsa, bu taktirde ¢, ¢, sifirdan farkli sabitler

olmak tizere x(s) egrisinin egrilikleri arasinda
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bagintis1 vardir.

Eger ozel olarak ¢, =c, =1 alinirsa

T e .
—= =sinh s
K

elde edilir [19].

Tanmm 1.1.10. Diferansiyellenebilir bir S yiizeyi iizerinde bir & egrisi verilsin. &

egrisi S ylizeyi iizerinde oldugundan, her bir noktasinda Darboux ¢atisi olarak

isimlendirilen ikinci bir ¢ati mevcuttur. Darboux catis1, T teget, § geodezik normal ve

7 yiizey normali olmak {izere {T, g ,ﬁ} ortonormal koordinat sistemi olarak tanimlanir.

Burada birinci vektdr, egrinin bir P noktasinda yiizeye ve egriye teget olan T birim

teget vektor alamidir. 7, yiizeyin P noktasindaki birim normal vektor alani ve catinin

ikinci vektorii olan birim geodezik normal vektdr alami da g =7ixT esitligi ile

tanimlanir. 7 vektorii Frenet ve Darboux catilariim her ikisinde de ortak oldugundan,

diger N,B,g ve ii vektorleri ayni diizlemde bulunurlar. ( Sekil 1)

oy

a1

Sekil 1: Frenet ve Darboux catilarimin elemanlari



Frenet catisi, 7 etrafinda pozitif yonde @=¢(s) acihik bir donmeye tabi tutulursa

Darboux catis1 elde edilir. Bu ise, g ile N ve i ile B arasindaki aginin @ olmasi

demektir. Buradan

|1 o o]|T
g/=|0 cosg sing|| N
n 0 —sing cos@ || B
matrisi yardimiyla
g=cospN+sinpB, ii=—singN +cos@B (1.2)
yazilabilir. Yani (1.2) esitlikleri
g cos sin N
[ﬂ:{ _ v (0}{#:‘ (1.3)
n —sing cos@ || B
matris formunda yazilabilir. (1.3) esitligindeki
[ c?sgo smgo} (1.4)
—sin@  cos@

matrisi diizlemin donme matrisi, yani ortogonal matristir. O halde Frenet catisinin
elemanlari olan N ve B vektorlerini elde etmek istersek, (1.2) esitliklerinden N ve

B’yi bulmamiz gerekir. Gerekli islemler yapilirsa;
N s —
B sing cos@ || n

N =cospg—singn, B=singpg+cospn (1.6)

yani

bulunur.
Simdi, (1.1) esitligi ile verilen Frenet tiirev formiilleri yardimiyla, egrinin yay

parametresine gore Darboux tiirev formiillerini hesaplayalim:

fKN

f =Kk(cos@ g -sin@n)

T =Kkcos@g-Ksinpn .7
yazilabilir. Aym sekilde

g=cos (01\7+sin q)é



g:—smq)—¢N+cos(pN+cos¢)—¢B+sm¢)B

§:—s1n¢)d—¢N+cos(0 (- K‘T+TB)+c0s(0 dq)B z‘sm(oN

§ =—KCOSQ T + (—sin q)?— 7sin (o)ﬁ +(Tcos @+cos (o%)é
s s

§ =—KCOoSQ f+(—sin¢) %—sinq) T)(cos@ g —sin @)
s

+(Tcos@+cos@ %)(sin @g-+cosen)
s

§ =—KCcos¢@Q T + (—sin Qcos @ (%%—T}%—cosq)sinq) (?#L’)g
s s

+(sin® (o(ﬂ+ T)+cos’ @ (ﬂ +7)i
ds ds

§=—xcosp T+ L1 0ii (1.8)
ds
denklemi elde edilir. (1.8) denkleminde
k, =Kkcosg, T :T+C;—f (1.9)

sembolleri ithal edilir. Benzer sekilde

ﬁ:—sin(01\7+cos¢)§
ﬁ:—cosq) %N—sin¢ﬁ—sin¢%§+cosq)§

:—cosq)d—(pN sin @(— /(T+rB)—s1ngod—(pB rcosp N

/i =—COS @ @]\7+K‘sin @T —Tsin@B—sin@ ﬂ]§—‘L’cos oN
ds ds
dg

ii=rKsing T +(~cosg d——TCOS¢)N+(—Tsin(o—sin¢ %)E
S s

ii= Ksing T +(—cos @ %—z’cosq))(cos(pg—sin(p i)
s

+(—Tsin@—sin @ ?)(sin @ g+cose n)
s



i=xsing T +(—cos2 (o(%+ 7)—sin’ (o(%+ T)J g+ (sin @cos @ (ﬂ+ )
ds ds ds
. do -
—sin@cos @ (—+7) |n
ds
i=ksing T—(%2+7) 3 (1.10)
ds
elde edilir. (1.10) denkleminde de
k =xsing, 7, =r+92 (1.11)
ds

sembollerini ithal ederiz. Simdi, (1.9) ve (1.11) esitliklerindeki birinci ifadeler (1.7)

denkleminde yerlerine yazilirsa

T=k, §—kii, (1.12)
bulunur. Boéylece (1.7), (1.8) ve (1.10) denklemleri birlestirilirse Darboux tiirev
formiilleri

T=k, gk, i

g =—KcosQ T+(C(11—Z)+z')ﬁ (1.13)

ﬁ:mm¢f—%?+mg
A

biciminde yazilabilir. Bu formiillerin matris formu

T [0 k -k][7
gl=|-k 0 7, |2 (1.14)
ii k, =7, 0 |7

ile verilir[4]. (1.14) esitligindeki matris anti-simetriktir. Bu matristeki k, ye geodezik

egrilik, k, ifadesine normal egrilik ve 7, ye de geodezik burulma ad1 verilir.

Ozel olarak ;
i) k,=01ise a bir geodezik egri,
ii) k,=01ise o bir asimptotik egri,
iii) 7,=01ise o biregrilik ¢izgisi
olarak adlandirilir[21]. Yiizey iizerinde her noktadaki her dogrultudan bir geodezik

gecer. Geodezik, bir baslangic noktasi ve bu noktadaki teget ile tek olarak belirtilir. Bir
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yiizey lizerindeki biitiin dogrular geodeziklerdir. Biitiin egrisel geodezikler boyunca
egrilerin asli normali yiizey normali ile ¢akisir. Asimptotik dogrular boyunca oskiilatér

diizlemler ve teget diizlemler cakisir, geodezikler boyunca bu diizlemler diktirler[25].

T| [0 &k —k|[7
gl=|-k, 0 7, |2
i k-7, 0 |7

n g
esitligindeki matris, ii¢ bileseni ile tek olarak belirlidir. Burada, matrisin a,;, a;, ve a,,

bilesenleri goz Oniine alinirsa, catinin Darboux ani donme vektorii

o=1,T+k, §+k, ii (1.15)

biciminde yazilabilir. Darboux c¢atisi, her anda, bu vektor etrafinda ¢ agilik bir donme

yapar. Buna gore, Darboux tiirev formiilleri, bu vektor yardimiyla

T = @&xT
§=@x3 (1.16)
n=oxn

biciminde tek tiirlii olarak ifade edilebilir.
Eger, yiizey lizerindeki egri birim hizli degil ise bu durumda Darboux tiirev

formiilleri
T=yk, §—7k, i
g=yk,T+yr, il
n=yk,T-y7, §

biciminde verilir. Burada ¥ egrinin hizimi tanimlar.

Tanmm 1.1.11. (Normal kesit) Yiizey tizerindeki bir egrinin bir noktasindaki teget ve

normal vektorlerinin gerdigi diizlem boyunca yiizeyi kestigimizde olusan egriye normal

kesit veya normal kesit egrisi ad1 verilir.

Teorem 1.1.12. (Meusnier Teoremi) Yiizey iizerindeki bir noktadan gecen ayni teget

vektore sahip biitiin egrilerin normal egrilikleri aynidir.
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Tamm 1.1.13. (Geodezik ve Normal Egrilikler) Yiizey tizerindeki bir & egrisinin bir

P noktasinda taniml
I eN=k (1.17)
ds

vektoriine egrilik vektorii denir. Bu vektor Pden gecen ve T ye dik olan normal

diizlemde yatar. Bu diizlem, daha once de ifade ettigimiz gibi, 7 yiizey normalini
kapsar. k egrilik vektoriiniin 7 ylizey normali iizerine izdiisiimii, Meusnier teoremine
gore, normal kesitin T yoniindeki egrilik vektoriidiir. Simdi, normal ve tegetsel egrilik
vektorleri olarak isimlendirilen ve sirasiyla, En ve k . ile gosterilen iki vektor vardir. k

ile, g ve n dogrultularina izdiisiimleri olan bu vektorler arasinda

k=k, +k, (1.18)

bagintis1 vardir. Yani, egrilik vektorii, normal ve tegetsel egrilik vektorlerinin

toplamudir. (Sekil 2)

I k=xN
£ T :
e
4 W i
Pl @ I
gk

14

Sekil 2: Geodezik ve normal egrilik vektorleri

Tegetsel egrilik vektoriine, geodezik egrilik vektorii denir. k, nin bir ifadesini bulmak

icin, egrinin teget diizleminde kalan ve 7 ye dik olan bir g birim vektorii
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tanimlayalim. Bu, T — g olmasi ile x, = x, olmasi aym: anlama gelir. Buna gore, o
nin k, tegetsel egriligi ya da geodezik egriligi
k,=k, g (1.19)

denklemiyle tanimlanir. Meusnier teoreminden, k  normal egrilik vektoriiniin

biiyiikligii

k, =|xcos g (1.20)
normal egriligi ve Ig . geodezik egrilik vektoriiniin buyiikligii de

k, =|ksing| (1.21)

geodezik egriligi verir [4].

1.2. Minkowski 3-Uzayinda Temel Kavramlar
Bu boliimde, 3-boyutlu Oklid uzayimda verilen temel tamim ve kavramlarin Minkowski

3-uzayindaki karsiliklarini verecegiz.

Tamm 1.2.1. IR’ standart reel vektor uzay: iizerinde
(,):IR'XIR* —> IR
(@b)—(a,b)=ab +ab, —ap,
Lorentz i¢ carpimi alimirsa, IR’ afin uzay1, Minkowski 3-uzay olarak adlandirilir ve E]

ile gosterilir[26, 27].

Tanimm 1.2.2. Ef uzayinda herhangi bir vektor a = (a,,a,,a,) olmak iizere;
i) <d,d> )0 veya a =0 ise a ya spacelike vektor,
ii) <5,&> (0 ise a ya timelike vektor,
iii) <&,ﬁ>:O ve d #0 ise a vektoriine lightlike (veya null) vektor

denir[ 14, 15].

Tamm 1.2.3. Ef uzayinda herhangi bir vektor a = (a,,a,,a,) olmak lizere;

i) (@,a)=1ise a yabirim spacelike vektir,
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ii) (@,a)=—1 ise @ ya birim timelike vektor

denir[ 14, 15].

Tamm 1.2.4. (Isik konisi) £ uzaymnda
A={de E :(d,a)=0, a0}

ciimlesine Istk konisi ad1 verilir.

E; uzayindaki timelike vektdrler A min iginde, lightlike (veya null) vektorler A

nin iizerinde ve spacelike vektorlerde A nin diginda bulunurlar (Sekil 3).

b dight —fide
¢ space — ik

Sekil 3: Minkowski 3-uzayinda vektorler

Tamm 1.2.5. E;’ uzayindaki Lorentz ve hiperbolik birim kiireler, sirasiyla,
s; ={ae E|(a.a)=1}

ve

biciminde tanimlanirlar (Sekil 4).
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Sekil 4: Minkowski 3-uzayinda birim kiireler

Tamm 1.2.6. y=y(u,v), E’ uzayinda bir yiizey olsun. Eger Pe y(u,v) igin
<,>|p : y(u,v)|p><y(u,v)|p — R, bir Lorentz i¢ carpimi ise y(u,v) ye timelike ylizey

denir[28].
Yani, bir yiizeyin normal vektor alami timelike (spacelike) ise yiizey bir spacelike

(timelike) bir yiizeydir.

Tamm 1.2.7. E’ uzayinda iki vektér d ve b olsun. a=(a,a,,a,), b =(b,,b,,b;)
olmak iizere,
axb =(ab, —a,b,, ab, —apb,, ab,—a,b,)
vektdriine @ ve b nin vektorel carpum denir.
1 i=] ise
0, = ve e =(0,,0,,0,
ij {0 l¢] l-se i ( i1°> ™2 13)

olmak iizere

ile verilir. Burada,
e xXe,=e ,e,Xe;,=—e ,e;Xe =—e,

dir[29].
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Teorem 1.2.1. E} uzayinda ii¢ vektor @=(a,,a,.a,) , b =(b,,b,,b,) ve ¢ =(c,,c,.c;)
olsun. Bu durumda,

i) <ax5,5>=—det(a,z§,5)

if) (axb)xé=—(a,e)b+(b,¢)a

i) <axz§,a>:0 ve <a><13,z§>=0

iv) <a><z§,a><15>=—<a,a><z§,z§>+(<ax5>)2

dir[16].

Tanmm 1.2.8. d e Ef bir timelike vektor olsun. €, =(0,0,1) olmak iizere,
i) <51,E3> <0 ise a ya future-pointing timelike vektor,
ii) <ﬁ,é3> >0 ise a ya past-pointing timelike vektor

denir.[28]

Tamm 1.2.9. i) Hiperbolik Ac¢i: X ve y, E’ uzayinda iki future pointing (veya past
pointing) timelike vektor olsun. Bu taktirde
<X, y>= —|x||y|cosh9
olacak sekilde bir tek 8 >0 reel sayis1 vardir. Bu 8 >0 reel sayisina x ve y vektorleri
arasindaki hiperbolik a¢t denir.
ii) Merkez Aci: E’ uzayinn bir timelike alt vektdr uzaymi geren iki spacelike
vektor X ve y olsun. Bu taktirde,
<x,y>= |x||y|cosh 0
olacak sekilde bir tek & >0 reel sayist vardir. Bu € >0 reel sayisina, X ve y vektorleri
arasindaki merkez a¢t denir.
iii) Spacelike A¢i: E’ uzayinin bir spacelike alt vektdr uzaymm geren iki

spacelike vektor X ve y olsun. Bu taktirde,

<xy> =|x||y|cost9
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olacak sekilde bir tek 6 >0 reel sayisi1 vardir. Bu 6 (0<6 <2x) reel sayisina, X ve y
vektorleri arasindaki spacelike a¢i denir.
iv) Lorentziyen Timelike Aci: E] uzayinda X bir spacelike vektdr ve y bir
timelike vektor olsun. Bu taktirde,
<xy> =|x||y|sinh49
olacak sekilde bir tek € >0 reel sayis1 vardir. Bu € >0 reel sayisina, X ve y vektorleri

arasindaki Lorentziyen timelike act denir[14, 15, 20].

Bir x=x(u,v) spacelike yiizeyini g6z Oniine alalim. x(u,v) iizerindeki bir (c)
spacelike egrisinin her noktasinda {f,ﬁ ,E} Frenet {igyiizliisii vardir. Frenet

icylizlisiinden baska, (c)egrisi x(u,v) lizerinde oldugundan, ikinci bir {i¢ yiizliiden

bahsetmek miimkiindiir. (c¢) egrisinin bir P noktasindaki birim teget vektorii 7 ve

ytizeyin P deki birim normal vektoriinti 7 ile gosterelim. Bu durumda

N
NS ooy
Il

n

-T

X
X
X

S| ooy

-3

ile tanimlanan g spacelike vektoriinii alirsak {f, g, ﬁ} gibi yeni bir ii¢ylizlii elde ederiz.

Bu iigyiizliiyii, Frenet {igyiizliisii ile karsilastirmak igin B ve i timelike vektorleri

arasindaki hiperbolik ag1y1 @ ile gosterelim. Bu durumda
g =cosh@N +sinh@B, ii=sinh@N +coshfB (1.22)

yazilabilir. T, 3,7 vektorlerinin, (c) egrisinin s yaymna gore tiirevleri bu vektorler
cinsinden ifade edilerek, Frenet formiillerine benzer formiiller bulunur. (1.22)
denklemlerinde g vektoriinii cosh @ ile, n vektoriinii sinh@ ile ¢arpip birincisinden
ikincisini ¢ikarirsak

(cosh? @—sinh®> @)N =cosh @ g —sinh @ 7i

N =cosh@ g—sinh @ n

bulunur. Bu ifade Ccll_T = kN denkleminde yerine yazilirsa
s
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9T _ kcosh @ § —sinh & 7),
ds

d_T: xcoshé g —ksinh @ r
ds

elde edilir. (1.22) denklemindeki g ve 7 nin tiirevleri alinir ve P noktasindaki egrilik

yaricapt r ve burulma yarigapi ¢ ise

T 0 1/r 0T
4 Nl|=|-1/r 0 1/t||N
ds| - I

B 0O 1/t 0| B

esitlikleri g6z 6niine alinirsa

T

T!MEL’EKV,H

~ L

&

SPACHELIKE

Sekil 5: Timelike ve Spacelike vektorler

d—g:coshﬁ d—N+sinh0 ﬁ N +sinh @ d—B+cosh0 ﬁé
ds ds ds ds ds

=cosh @ (—xT +7B)+sinh 8 ?N+Tsinh0ﬁ+cosb9 i—eé
s s

=—«kcosh@ T + (T+?j (sinh @ N +cosh 6 B)
s

d_g: —kcosh@ T+(f+ﬁjﬁ
ds ds
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@:sinhﬁd—N+cosh0 ﬁ1\7+cosht9 d—B+sinh9 ﬁé
ds ds ds ds ds
. -~ = dé - - de -
=sinh @ (—xT +7B)+coshd — N +7cosh@ N +sinhd —B
ds ds
. ~ - ~ dé
=—xsinh@ T + (cosh@ N +sinh @ B) T+d—
s

41 _esinh @ T+(r+d—9jg
ds ds

bulunur. Buna gore, Darboux ii¢ylizliisiiniin tiirev formiilleri

‘fl_T: kcoshf g —xsinh@ n

s
a8 :—Kcosh9f+(r+ﬁjﬁ
ds ds
an _ —Ksinh0f+(r+ﬁj§
ds s

biciminde verilir. Bu formiillerde
kKcosh@ = cosh & :l =k,
r r,
_xsinhg =S8 _1_,
r T
dg 1 do 1
T+—=—H+—=—=

ds t ds t ¢

denirse, space like yiizey iizerindeki spacelike egrinin Darboux tiirev formiilleri

ar ., . .
E:kgg-i_knn
dg L
E:_kgT+Tgn
dn -

—=k,T+7,8
ds " £ 8

bicimindedir. Burada; k, geodezik egrilik, k, normal egrilik ve 7, de geodezik

burulma olarak adlandirilir.

Eger yiizeyimiz bir timelike yiizey ve tizerindeki egri bir timelike egri ise Darboux tiirev

denklemleri
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Yk Gk, i
ds 875
i
gzkgT_Tg
dn - -
E:knT‘l‘ng

ile verilir.

Yiizeyimiz timelike ve iizerindeki egri de bir spacelike egri ise bu taktirde Darboux

turev formiilleri

ar . . .
Z:kgg—knl’l
g .
$=kgT+Tgn
dan = _
gzknT'i'ng

ile verilir. Bu iki durumun ispati da Tanim 1.2.6 ile verilen agilar kullanilarak yukarida

yapilan ispatla ayn1 yolla kolayca gosterilebilir (Bakimiz [16, 27, 28, 29]).
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II. BOLUM
E?> OKLID UZAYINDA MANNHEIM PARTNER D -EGRIiLERI

Bu bolimde Oklidyen 3-uzayda yonlendirilmis S ve S, yiizeyleri iizerinde
yatan x(s) ve x,(s,) egrileri icin Mannheim partner D-egrilerinin tanimini ve bunlarla

ilgili karakterizasyonlari verecegiz.

Tamm 2.1. 3-boyutlu Oklid uzayinda yonlendirilmis iki yiizey S ve S, olsun. S ve S,
izerinde yatan ve yay uzunlugu parametresi ile verilen egriler de, sirasiyla, x(s) ve
x,(s;) olsun. x(s) ve x,(s;) egrilerinin Darboux catilar {T, g,ﬁ} ve {:, gl,ﬁl} ile
gosterilsin. Eger x ve x, egrilerinin karsilikli noktalarinda, x egrisinin g Darboux cati
elemam ile x, egrisinin 7, Darboux cati elemam ¢akisiyorsa, bu taktirde x e bir
Mannheim D -egrisi ve x, egrisine de x egrisinin bir Mannheim partner D -egrisidir
denir. Bu durumda {x,x} egri ciftine bir Mannheim D -¢ifti adi verilir. Eger
yonlendirilmis S ve S, yiizeyleri iizerinde yatan boyle egriler varsa {S,S,} yiizey

ciftine Mannheim yiizey cifti denir.(Sekil 6)
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0

Sekil 6: Mannheim partner D-egrileri

x(s), E’ de s yay parametresiyle verilen bir Mannheim D -egrisi ve s, yay
parametresiyle verilen x,(s,) egrisi de x(s) egrisinin Mannheim partner D -egrisi
olsun. x egrisi lizerindeki Darboux catisi {T(s), g(s),ﬁ(s)} ile belirtilsin. Buna gore,

Darboux tiirev formiilleri

T=k,g+k,n
§=—k,T+71,7i
n=—k,T-7,8

ile verilir. Burada “ - sembolii, egrinin yay parametresine gore tiirevini gosterir.

Teorem 2.1. x(s), E’ de s yay parametresi ile verilen bir Mannheim D-egrisi olsun.
Bu taktirde, x,(s;) /" mn Mannheim partner D -egrisidir < x; egrisinin k, normal
egriligi, k, geodezik egriligi, 7, geodezik burulmasi ve x egrisinin k, normal egriligi

arasinda, A sifirdan farkli bir sabit olmak iizere,

| =2k, + AT - Ak, . At k,
T =— 1 1 _ o + 1
A (1-1k,) "cos® ) 1-7k,

bagintis1 vardir.

Ispat. Kabul edelim ki x(s) bir Mannheim D -egrisi olsun. Bu taktirde tanim 2.1 den

bir A(s,) fonksiyonu i¢in
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X(s,) =% (s,) + A(s,)ii (s,) 2.1)

denklemi yazilabilir. Simdi bu denklemin s, parametresine gore tiirevi alinirsa

&ds  dE s .
— — =L+ A(s) 1, (s)+ As) A (s
ds dSl dSl ( 1) 1( 1) ( 1) 1( 1)
- ds = . — -
T—:T1+/1n1+/1(—kanl—z'g1gl)
S
~ ds - - A
T—=(1-24k, )T, - A7, g + A5
dsl 1 1

elde edilir. Bu esitlik 77, = g ile i¢ ¢arpilirsa
ds /- . ~ o L
o (T8)= =k (T )= A, (81) + A

bulunur. Buradan 4=0 oldugu sonucuna ulasilir. Boylece A bir sabittir. Dolayisiyla

T£:ﬁ+ﬂﬁ1:ﬁ+ﬂ(—k,zﬁ—rg g) (2.2)
dsl 1 1
= ds = -
T—=(01-Ak)T, -7, g, (2.3)
dsl 1 1
elde edilir. Burada
T =cos@T, +sinf g, (2.4)

denkleminin saglandig biliniyor. (2.4) denkleminin s, parametresine gore tiirevi

alinirsa
dl ds ., . . _ S S : _
T s (k, 8 +k,n)cos@+0(—sin)T +(—k, T, +7,1,)sinf+0Gcos b g,
1
j—ss(kg§+knﬁ) =(-6—k,)sin@ T, +(0+k, )cos g, +(k, cosf+7, sinf)i,
1
esitligi elde edilir. Burada

ji=sin@ T, —cos g,

esitliginin son ifadede yerine yazilmasiyla

(k,g+k,sin6 T, -k, cos & gl)j—sz(—é—kgl)sinﬁ T, +(0+k, )cosO g,

S

+(k, cos@+7, sind) n,
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denklemi elde edilir. x ve x, egrileri Mannheim partner D -egriler olduklar i¢in 7 ile

g, lineer bagimh olacagindan esitligin her iki tarafindaki Tl ve n, lerin katsayilar

esittir. Dolayisiyla

60—k, —k, a5 _y
1 Sl

O+k, +k, % o
: ds,

bulunur. Boylece,
. ds
0=—k ——k 2.5
n dSl & ( )

esitligi elde edilir. (2.4) denkleminin (2.3) denkleminde yerine yazilmasiyla
- _ . ds - -
(cos@ T, +sin @ gl)d—: -2k, )T, -7, &,
Sl
elde edilir. Burada

cos @ ds _ (1-4k,), siné ds _ -z,
s, : ds, ‘

ds 1=k, -4t -z,
—= L=——L tanf= .
ds, cos@  siné 1-Ak

(2.6)

esitliklerinden —ﬂz‘gl =tan @ (l—/ik”]) denklemi bulunur. Bu denklemin s

parametresine gore tiirevi alinirsa

elde edilir ve @ niin (2.5) deki degeri yerine yazilirsa

| ((=2k) + A 1- Ak, Xt k,
¢, =— : L —k, Lk, [ 2.7)
A (1-2k,) cos @ 1- 2k,

denklemi bulunur. (2.6) denklemindeki degerler (2.7) denkleminde yerine yazilirsa

3
—At, (1= Ak, )= AT K, +((1-2k,) + AT )k, =k, (j—SJ (2.8)
S

denklemi elde edilir.
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Tersine olarak (2.8) saglansin. Tanim 2.1 den, A4 sifirdan farkli bir sabit olmak
izere, x egrisi

xX(s) =X,(s,)+ A(s)r, (s,) (2.9)

olarak verilir. Bu esitligin s, e gore tiirevi alimip, Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

-ds = L, = = -
Td—SI: AR, = l+)L(—k,,lTl—1'glgl)
— ds ~ -
T—=(1-2, )T, - 11, g, (2.10)
dsl 1 1

bulunur. s, e gore tekrar tiirev alinirsa

2
- | ds - d*s P - -
(kgg +k, 1) (gj +7T —= _/U‘anl +(- lknl )(kg] g+ kn] n,)
1

—-At, g —Ar, (—k, T, +7,7i,)

2
~d’s ds : ~
T—+(k,g+kn)|— | =(-Ak, +At, k)T +|((1-Ak )k, — AT |g
dslz ( gg n )[dSIJ ( n 81 gl) 1 (( "]) 81 gl)gl (2'11)
+((1= 2k, Yk, = A72 )i
denklemi elde edilir. (2.10) denklemi ile (2.11) denklemi vektorel carpilirsa
3
- - ds _ 2 =
[k, (Txg)+k, (T Xn)](d—&j = (1= Ak, )| (1= Ak, )k, — Az | (T, %)
- At, (<Ak, + At k, )(g xT))
+((1= 2k, 'k, — A, 1= Ak,))(T, X))
+(-A7, k, A=Ak, )+ A7, ) (8, x7i)
bunur. Buradan
d 3
- - s =
I:kgl’l N k”g}(gj - (_/’i/z-gl k”l (1 - /’ik"l ) + 12121 )TI
1
—[ =2k, Yk, — A2 (1= 2k,) |3, (2.12)

+ [kgl (1-Ak,)? = A¢, (1= Ak, )= A1 k, + AT2k, ]ﬁl

esitligi elde edilir. (2.12) denkleminde (2.8) denklemi yerine yazilirsa
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[kgﬁ—kng](ﬁJ =(-Az k, 1=k, )+ A7) )T,
—(k, 1=2k,)* = Az (1- k,)) &, (2.13)

~k, (dSJ i
ds

denklemi bulunur. (2.13)denklemi ile (2.10) denklemi vektorel carpilirsa

[kg(fxﬁ)—kn(fxg)](j—sj = (-2 k, 1= Ak, )+ A7t )i,
1

S

~(k, 1=2k,)’ = Az A- Ak, ) )i,

ds
k, 1-Ak k, A
+ [dslj ( nl)gl+ (dslj T

4
[ e, (T i)k, (T'x g)][j_;j = (- k, 1= Ak )+t —k, (1= Ak,)’ + A7, (1- Ak, ) )7,
1

ds
+k, 1-Ak +k At T
(d ] ( W8 (dslj

S
bulunur. Buradan da

ds ds ds
—k g—kn||—| =k A T+k 1-4k )g
[ 8 nn](dslj (dslj K (dslj( nl)gl (2.14)

+(= Ak, )+ 272 ) (A22 —k, A-Ak,))7,
elde edilir. Simdi (2.13) ve (2.14) denklemleri diizenlenirse

ds ds ds —
—k k S+ — | i=(-A k 1- ﬂk /12 3 T,

—(knl(l—ﬂ»knl)z—ﬂuf;(l—/ik,h))kg(ﬂjg1 (2.15)

ds,
—k k (dsJ i,
ds,

ve
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4 4 3 3
—k k s gk s i=AT k’ s T +k>(1-Ak, ) s g,
“\ ds, ds, o ds, Y\ ds, (2.16)
+k, ((1—11% )+ AT )(M; —k, (1- Ak, ))ﬁ1

denklemleri elde edilir. Burada (2.15) denkleminden (2.16) denklemi cikarilirsa

4 3
ds ds ds
KE+k)| — | ii=|k, —(-A7r. k. A-Ak )+ AT )-Ar k*| —
( 8 ”)(d J [ gdS ( 81 ”1( ”1) 81) 8 n (dle:l

Sl 1

T,

1

3
ds ds
— k,~—(k, A=Ak,)’ —AT. (1= Ak,))+ A=Ak k| — | |8
8 dSl( ”1( ”1) T81( nl))+( m) n(dle }gl
- y .
) -
| &k, (d—SJ +k, (1-2k,) + 27 )(A72 —k, 1- Ak, ))}a1

denklemi bulunur. Bu denklemde, (2.10) denkleminin kendisiyle i¢ carpimindan elde

edilen
d 2
1-Ak Y+ 22702 ) =| =
(( ”1) + T81) (dsl]

denklemi ve (2.13) denkleminin kendisiyle i¢ carpimindan elde edilen

2
k, (ﬂJ +At2 —k, (1- Ak, ) =0

S

denklemi yerlerine yazilirsa

4 3
ds ds ds —
K+k)| — | ii=|k —(-A7r, k. A=Ak )+ AT )-Ar k*| — | |T.
( g ")[ Slj [ gdsl( 81 ”1( ”1) 81) 8 ”[dslj:l 1

3
ds ds
—|k, = (k, A=Ak, ) —Ar> (1-Ak 1-Ak k2| ~—| |g
[ gdsl( m( "1) 781( nl))+( nl) n(dSIJ :lgl

esitligi bulunur. Burada 7n vektorii fl ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde kalir. (2.10)

denkleminde de T vektorii fl ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde kalir. Dolayisiyla

g vektorii n; vektorii ile ayn1 dogrultudadir. Bdylece ispat tamamlanmus olur. ]

Simdi, baz1 6zel durumlar i¢in, Mannheim partner D -egrilerinin karekterizasyonlarini
verelim: Kabul edelimki x(s) bir asimptotik Mannheim D -egri olsun. Bu taktirde (2.7)

denkleminden asagidaki 6zel durumlar elde edilir:
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i) x,(s;) egrisi bir geodezik egri olsun. Bu taktirde x,(s,) egrisi x(s) egrisinin
bir Mannheim partner D -egrisidir < asagidaki denklem saglanr,

_ At k,

% 1-Ak,

ii) Kabul edelim ki x,(s,) egrisi bir asimptotik egri olsun. Bu taktirde x,(s,)
egrisi x(s) egrisinin Mannheim partner D -egrisidir < x,(s;) egrisinin k, geodezik
egriligi ve 7z, geodezik burulmasi arasinda

At, =1+ ATk,

81

bagintist vardir. Bu durumda, x,(s;) egrisinin Frenet c¢atis1 onun Darboux catisiyla

cakisir. Boylece k, =k ve 7, =7, olur. Yani, x(s) ve x(s;) egrileri asimptotik
egriler ise bu taktirde, Liu ve Wang’in calismasi 6zel halde kalir.

iii) Eger x,(s;) egrisi bir egrilik cizgisi ise bu taktirde x,(s,) egrisi
x(s) egrisinin Mannheim partner D -egrisidir < x,(s,) egrisi i¢in egrilikleri

k, =0 veya k, = 11

dir.

Teorem 2.2. {x,x} ¢ifti E> de Mannheim D -¢ifti olsun. Bu taktirde A#0 bir sabit
olmak lizere, x,(s,) egrisinin geodezik egriligi

3 2
k, ==k, [ (1+2k,)" + ﬂzrjj(j—;] +[M’g (1+Ak,) - A1 k, ](ﬁj

1 sl
olur.

Ispat. {x,x} ¢ifti E° de Mannheim D —ifti olsun. Bu taktirde tanim 2.1 den

xl(sl) = 75(31) _1(51)771(5'1) = X(Sl) _2(31)g(sl)
yazilabilir. Bu denklemin s, parametresine gore tiirevi alinip Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

- ds = .= = ~ _ds
]—i:d—SlT—ﬂg:[T'FlkgT—ﬂTgl’l}—SI
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2’“ =+ Ak )T - Az ii |-~ ds

s, ds,
denklemi elde edilir. Bu denklemin s, e gore ikinci tiirevi alinip Darboux tiirev
formiilleri kullanilirsa

2 — —
dx _d[dh)_d [+ Ak )T = Arii |~ ds
ds;  ds,  ds, ds1 d

S

24
ax [zk T+(1+ Ak, )k, g+kn)——ﬂf fi— AT, (~k,T +7, )—}ﬁ
dsl Sl d dsl

— _ad%s
+[(1+/1kg )T—/irgn]d—s12

bulunur. Buradan

2a 2 ds
d’x /1k —+/1 K, as +(1+/1k) T+| k
dsl ‘ds, dsl ds;

(&)
2

| B k| & —Mgﬁ—/irgd—fn
ds, ds1 ds, ds,

X

elde edilir. ¢ =7, oldugundan &, <5c X, X ”1> = <)?1,}?1 §> geodezik egriligini bulaim:

ds,

2
+{kﬂ(ﬁj + Ak, k ( J t,—-At d—J(nXg)
ds1 ¢ ds}
=—|k ds ) k| & —ﬂ' s _gp &5
ds, M\ ds, £ ds, % ds1
ds ds ) d’s
+| Ak, —+ AT k,| — | +(1+ Ak, )— |ii
( ds, ¢ "(dle ( g)dstn

2
x1><n1—xl><g—{/1k §+ﬂrk (:;SJ +(1+/1k) J(Tx )
l

ve boylece

ds - ds _
:<(1+ikg)d—s1T—/12'g—n,

Sy

2 2
—k (1+ k) das) + At —+m Cs \g ol 2 B4 e kLB varak)S q
"\ ds, ¢ ds, £ ds} *ds, M\ ds, 7 ds;
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3 2
ds , - [ ds
k, =—k,[(+Ak,) + zzr;][d—SJ +[ 22,0+ k)~ A k, ][d—] (2.16)

Sl
elde edilir. Buna bagh olarak asagidaki 6zel durumlar verilebilir:

i) x bir geodezik egri, yani k, =0 ise

3 2
ds . [ ds ,
., :_k"(mzfg)[d_J Lz, (7] , (2.16)

ii) x bir asimptotik egri, yani k, =0 ise

2
k, =[ 42, (1+/1kg)—/1%g1ég]( ds) ; (2.16")

ds,
iii) x bir egrilik ¢izgisi, yani 7, =0 ise

3
ds
k, =—k,(1+Ak,)’ (d—sl

1

(2.17)

bulunur.

Teorem 2.3. {x,x} ¢ifti E° de Mannheim D ~ifti olsun. Bu taktirde 4#0 olmak
lizere

dir.
Ispat. {x,x} cifti E° de Mannheim D <ifti olsun.

(d?cl _ dﬁlJ
T, =| —mX—
tods, ds,

oldugu bilinir. Buna gore

dfl . ds = = .7 ds = = _.ds
B 2B gh (5251 [T Ak Ty |
ds, xdsl " [x g]ds1 [ & gn)] s,

— —~ _.ds

T, =[ 1+ Ak, )T—ifgn)]g

1

ﬁ:(nzkg)ﬁf—mgﬂﬁ

s, ds, ds,

esitligi saglanir. g =7, oldugundan
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%:d_g_d_gﬁz[_kgfﬂgﬂﬁ

ds, ds,  ds ds, ds,

elde edilir. Bu son esitligi 7, ile vektorel anlamda ¢arpalim:

di, L qds
nX—=gx| -k T+t n|—
" ds, 8 [ ¢ ¢ }dsl

i, . ds

nX—=\kn+t,T |—

" ds, [g ¢ }dsl

Boylece 7, :(ﬁ,ﬁlxﬂj denkleminden
to\ds, ds,

ds, ds, ¢

s, ds, ds,

:<ﬁ,ﬁlxﬂ>:<wg>5_sf_mgj_sm ﬁmg%
S

ds, \ /= = ds, Y
7, =(+Ak,)r, (d_slj (T.7)- Az k, (d—;) (i, i)
ds ds
7, =1, (1+/1kg)(d—sslj — ATk, (—SSIJ
2
T, =T, (j—SJ (2.18)
S
bulunur. Dahasi (2.6) denklemi (2.18) denkleminde yazilirsa
sin” @
Tngl = /12

elde edilir. Bu taktirde, (2.6) ve (2.18) esitliklerinden su sonuclari verebiliriz:

Sonug 2.1. x bir Mannheim D-egri ve x,, x egrisinin bir Mannheim partner D -egrisi
olsun. Bu taktirde, x,(s;) egrisinin 7, geodezik burulmast ve x(s) egrisinin 7,
geodezik burulmasi arasindaki iliski

_ sin’ @
Tngl - FE

esitligi ile verilir. Boylece x Mannheim D -egrisi bir egrilik ¢izgisi iken x, Mannheim

partner D -egrisi de bir egrilik ¢izgisidir.

Benzer sekilde (2.6) ve (2.18) esitliklerinden
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T,  cos’ @

r, (1-4k,)
oldugunu bulabiliriz. Bu taktirde, eger x,(s,) egrisi bir asimptotik egri, yani, k, =0 ise

_ 2
T, =CO8 t%gl (2.19)

olur.

Sonug 2.2. x bir Mannheim D-egri ve x,, x egrisinin bir Mannheim partner D -egrisi
olsun. Eger @, x ve x, egrilerinin noktalarina karsilik gelen T ve Tl tanjant vektorleri
olmak {iizere, x(s;) bir asimtotik egri ise bu taktirde x(s) egrisinin 7, geodezik
burulmasi ve x,(s,) egrisinin 7, geodezik burulmas: arasindaki iliski asagidaki
_ 2
7, =cos” 0r,

denklemiyle verilir.

Teorem 2.4. {x,x} cifti E * de Mannheim partner D-egri cifti olsun. Bu taktirde
A #0 bir sabit olmak tizere
k,—k, = Ak k, +7,7,)
dir.
Ispat. A(s,) fonksiyonu igin Tanim 2.1 den
X(s) =X,(s,)+ A(s)n, (s,) (2.20)

dir. (2.20) denkleminin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

T;i—sszﬁ+/1(—knlfl—rgl§1)+2ﬁl (2.21)

1

esitligi elde edilir. A sifirdan farkli oldugundan

~ ds, = ds
T=(01-Ak,)—T,—-Ar, —¢g 2.22
( ”1) ds 1 g dS gl ( )
olur. 8, T ve T, arasindaki ag1 olmak iizere
T =cos@ T +sinbg, (2.23)

esitligi vardir. (2.22) ve (2.23) denklemlerinden
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a5
ds

cos@=(1— /Ucn1 )%, sinf =-Art, (2.24)
S 51

yazilabilir. n; ve g lineer bagimli oldugundan
X, (5) = X(s,) = ACs)i () = X(s,) — A5, ) 8 (sy)

olur. Bu denklemin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

- ds = .= ds - ds
T =—T-Ag=(0+Ak,))—T—-At,—in 2.25
Lods, 8=( 2 ds, ‘ds, (225)
elde edilir.
T, =cos@ T +sin i (2.26)
oldugunu biliyoruz, (2.25) ve (2.26) denklemlerinden
cosH:(H—ﬂk,)ﬁ, sinH:—ﬂT,ﬂ (2.27)
7 ds, ds,
yazilabilir. (2.24) ve (2.27) denklemlerinden
cos? 6= (1+/1k,)§(1—/1kn V14 Ak —k )= Ak k
8 dsl 1 dS 8 1 & m
4 4 (2.28)
sin?@=Ar. L L0
8 dsl 81 dS 8 &
(2.28) deki esitlikler taraf tarafa toplanirsa
k,—k, = ﬂ(kgknl -7,7,) (2.29)

bulunur.
Teorem 2.4 den asagidaki 6zel durumlari verebiliriz: {x,x,} ¢ifti bir Mannheim
D ~cifti olsun. Bu taktirde,
i) Eger x, bir asimtotik egri ise, bu taktirde
k,=—At,7T, .
ii) Eger x ve x, egrileri egrilik ¢izgisi ise, bu taktirde

k,—k, = Ak k

g’
iii) Eger x bir geodezik egrilik ise, bu taktirde
k, =At,7,

elde edilir.
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Teorem 2.5. {x,x} c¢ifti E’ de Mannheim partner D -egriler olsun. Bu taktirde

asagidaki denklemler saglanir:

bk o b d8
é ds, ds,

. ds .
ii) ., —=—-k sin@+7_ cosé,
8 dS n 81
1

ds .
iii) k, —=k, cos@+7, sinb,
Sl

iv) T, = (kg sin@+7, cos 49):;—5 .
1

Ispat. {x,x} cifti E* de Mannheim partner D -egriler olsun.
i) <T,fl> =cos @ denkleminin s, e gore tiirevi alimp, Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

o ds = ~ _ . ,do
<(kgg+knn)d—S1,Tl>+<T,kglgl+knlnl>——s1nt9d—s1

elde edilir.
T,=cos@ T +sinf i, g =sin@T—cosbii

esitlikleri ve 7, ile g in lineer bagimli olmasim kullanarak

(k g+kﬂﬁ)£,cosﬂf+sin9ﬁ +<T,k (sin@ T —cos @ ﬁ)+knﬁl>=—sin9d—9
8 dSl 81 1 dSl
kB gk B cosoT +sin i +(T k, sin T —k, cosermknﬁl>=—sim9ﬁ
8 dsl dl 81 81 1 dsl

k,sin@ 2 (7. 7i) + k, sin 6(T,T)=—sin® 46

s, ds,

o g 0
é ds, ds,

bulunur.

ii) <ﬁ,ﬁl>:0 denkleminin s, e gore tiirevi alinip, Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa
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1

— _.ds _ . = -
<(_knT_ng)g7n1>+<n7_kn171_T§1g1>:0
elde edilir.
T =cos@ T +sinfii, g =sin®T—cosb ii

esitlikleri ve 7, ile g in lineer bagimli olmasi dikkate alinirsa

<<—knf—rg§>5—f,m>+<ﬁ,—km (cos§ T+sin@ )=, (sin6 T ~cos 6 ) =0

1

<—k Bp B §>+<ﬁ,(—cost9 k, =7, sinO)T +(—k, sin0+7, cos@)ii) =0

" ds, ¢ ds,
& (§,8)+(~k, sin@+7, cos@)(ii,ii)=0
g dSl 2 n & ’
z’gﬂz—kn sinf+7, cosé
Sl 1 1

elde edilir.

iii) <a,ﬁl> =0 denkleminin s, e gore tiirevi alimp, Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

yazilabilir.
T =cos@ T +sin@ii, g =sin@T—cosb ii

esitlikleri ve 7, ile g in lineer bagimli olmasim kullanarak

<(kg§+knﬁ)5—ss,ﬁl>+<f,—knl (cos@ T +sin@ ii)-17, (sin@ T —cos ﬁ)> =0

1

<(kgg+k,ﬁ)5—s,g>+<f,—knl (cos6 T +5in6 7i) 7, (sin@ T —cos 6 7)) =0

S)

k, ;Z—SS<§,§>+(_kn, cos@—7, sin 9)<T,T> =0
1

ds )
k —=k cos@+7_ sind
g B m 81

1
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denklemi elde edilir.

iv) <§, §1> =0 denkleminin s, parametresine gore tiirevi alinip, Darboux tiirev

formiilleri kulanilirsa
= . ds _ = ~
<(—kgT+2'gn)d—S1, gl>+<g,—kngl +Tgln1> =0
elde edilir.
T =cosOT +sinfii, g, =sin@T —cosbii
esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagiml olmasi dikkate alinirsa

<(—kgf+rgﬁ)j—ss,sin0 T —cos 6 ﬁ>+<§,—kgI (cosé’ T +sin@ ﬁ)+Tg|ﬁl> =0

1

ds - ds _. . - - - - . ~ -
<—kgd—S1T+ng—S1n,smt9 T —cos@ n>+<g,—kgl cos@ T—kg1 sin @ n+2'glg>—0

088+, (.8) =0

ds, ds,

.o ds [ = ~
—k, sin 6?—<T,T> -7
T, = (kg sin@+7, cos 6?)&
51 Sl
bulunur.
Buldugumuz bu esitliklerde x ve x, egrileri 6zel olarak asimptotik egriler

alindiginda [22] de bulunan sonuglar 6zel hal olarak elde edilmistir.

Ornek 1. A sifirdan farkli bir sabit olmak iizere x(8)=/(cos#,sin®,0) egrisi
S(8,9) = (cos@sin @,sin sin @,cos ) birim kiiresi iizerinde bilyiik ¢emberdir. x(8)
egrisinin Mannheim partner D -egrisi x,(8) =(cos8,sinf, 1) egrisidir ve x,(0)
egrisinin tegetlerinin olusturdugu S,(6,v)=(cosd,sin @, 1)+ v(—sinb,cosf,0) regle

yiizeyi iizerinde yatar. Bu taktirde {x, x,} ¢ifti Mannheim D -¢iftidir (Sekil 7).
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Sekil 7

Ornek 2. S(6, @)= (cos8,sin G, @) dik dairesel silindiri tizerinde

x(0) = (cos 8,sin ,0) helis egrisi verilsin. a ve A sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

x(@) egrisinin Mannheim partner D -egrisi,

sin@+avcosé, sinﬁ—icos0+avsin6, 0+ij
V2 V2

S,(8,v) =(cos0+ 7

helikoid yiizeyi lizerinde yatan

x,(0) =(cos€+%sin o, sinH—%cosHﬁﬁ-%J

egrisidir. Bu taktirde {x,x,} ¢ifti Mannheim D -¢iftidir (Sekil 8).
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'ﬂﬁﬁ«W

Sekil 8
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IIL. BOLUM
E; MINKOWSKI UZAYINDA MANNHEIM PARTNER D -EGRILERI

Bu boliimde, Minkowski 3-uzayindaki yonlendirilmis S ve S, ylizeyleri iizerindeki
x(s) ve x/(s;) Mannheim partner D -egrilerinin tammini ve karakterizasyonlarin

verecegiz.

Tammm 3.1. § ve S,, Minkowski 3-uzayinda yonlendirilmis yiizeyler olsun. § ve §,
lizerinde yatan yay uzunlugu ile verilmis parametre egrileri, sirasiyla, x(s) ve x,(s,)
olsun. Sirastyla x(s) ve x,(s,) egrilerinin Darboux catilar {f,g,ﬁ} ve {i,gl,ﬁl} ile
gosterilsin. Eger, x ve x, egrilerinin karsilik gelen noktalarindaki x egrisinin g
geodezik normali ile x, egrisinin 7, yiizey normali cakisirsa, bu taktirde x bir
Mannheim D -egrisi ve x,, x egrisinin bir Mannheim partner D -egrisidir. Bu taktirde,

{x,x} ciftine Minkowski 3-uzayinda bir Mannheim D -¢ifti denir.

Bu tanima gore 5 durum s6z konusudur.

1. Durum. {x,x}, Minkowski 3-uzayinda Mannheim partner D -egrileri olsun. S
yiizeyi spacelike, x egrisi spacelike iken S, yilizeyi timelike, x, egrisi spacelike olur.
Bu durumda, x ve x, spacelike egrilerine karsilik gelen Darboux tiirev formiilleri,

sirasiyla, asagidaki gibidir:

f 0 kg kn f i 0 kgl - m 7_-;
gl=|-k, 0 7. || |&]|= k, 0 7, |8
n k, 7, n n, k, 7, 0 n,

Cat1 elemanlarinin vektorel carpimlart da, sirasiyla,

[xg=i T xg, =i,
gxii=-T,  gxi=-T
AxT =-§ i, xT, = g,

biciminde yazilir.
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Teorem 3.1.1. E de S yiizeyi spacelike, x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi timelike,
x,(s,) egrisi spacelike olmak lizere, x ve x, egrileri Mannheim partner D -egrileridir.
< A sifirdan farkl bir sabit olmak lizere x, egrisinin k, , k, ve 7, egrilikleri ile x

egrisinin k, normal egriligi arasinda

1|k, -2 L 1+ Ak, . ATk,
T == 1 1 1 + 1M
oA (1+ Ak, ) "coshg ) 1+4k,

bagntist vardir.

Ispat. Kabul edelim ki x(s) bir spacelike Mannheim D -egrisi olsun. Bu taktirde,
tanimdan A(s,) fonksiyonu i¢in

X(s,) =X,(s,)+ A(s)n, (s,) (3.1.1)
yazilabilir. Simdi, bu denklemin s, yay parametresine gore tiirevini alir ve Darboux

tiirev formilleri kulanilirsa

dx ds _dx, 5 . -

— =14 A(s)n1 (s,) + A(s)n, (s
ds ds  ds, (s)n, (s,) + A(s ), (s,)
ds . - _
T—=T+An+Ak,T +7, &)
ds, ! ol
~ ds - o s
Td—=(1+/1knl)T1 +/12'g1g1+/1n1

Sl

elde edilir. Bu denklemin her iki taraf1 7, = g ile i¢ carpilirsa
ds /= - = W .
d—Sl<T,g> = (1+/Ucn1 )<Tl,nl>+/7,<nl,nl>+/7/z'g1 <g1,n1>

bulunur. Buradan A =0, yani A bir sabittir. Dolayisiyla
- ds

TE—:ﬁ+ﬂa=ﬁ+M@j+ggg (3.1.2)
S °!
R TR N 3.1.3
g—('i‘ nl)]—i'i‘ Tglgl ()
1
esitligi saglanir. Burada
T =cosh@ T, +sinh @ g, (3.1.4)

denkleminin saglandigi biliniyor, (3.1.4) denkleminin tiirevi alinir ve Darboux tiirev

formiilleri kullanilirsa
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ds af
ds, ds

=(k, & —k,7i,)cosh & +8sinh 6T, + (k, T, +7, 7i,)sinh @+ cosh 6 g,

(k8 +knﬁ)j—s = (0+k, )sinh 6T, +(0+k, )cosh 8 g, +(—k, cosh@+7, sinh )7,

Sl
elde edilir.
ji =sinh @ T, +cosh 6 g,

esitligi yerine yazilirsa

(k, & +k, sinh 6T, +k, cosh agl)j—s = (0+k, )sinh 6T, +(0+k, )cosh 63,

S

+(—k, cosh@+7, sinhO)r,

olur. x ve x,, Mannheim partner D -egrileri olduklarindan 7 ile g, lineer bagimldir.

Yani, esitligin her iki tarafindaki 7, ve 7, in katsayilari esittir:

O+k, =k, ds
‘ ds,
esitligi saglandigindan
0=k, ds _ k,
S, 1

olur. (3.1.4), (3.1.3) denkleminde yerine yazilirsa

(cosh 8T, +sinh @ gl)j—s =(1+ 4k, )T, + A7, g,

S

veya

cosh Gﬁ =+ A4k, ), sinh Hﬂ =At,
s, : ds, :

ds 1+Ak, At AT,
—= L=—2%_ tanhf=—-2=
ds, cosh@ sinh@ 1+ Ak

n

elde edilir. (3.1.6) esitliklerinden bulunan
At, =tanh 6 (1+ 4k, )

denkleminin s, parametresine gore tiirevi alinirsa

At 1 Az, 00+ 1k )+ A7, Ak
T = —_ 51 &
& (L+ﬂkhf g 1+ Ak, g

veya

(3.1.5)

(3.1.6)
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1A+ Ak, ) -2 1+ Ak, Atk
i == : o\l k, Lo, (3.1.7)
oA (1+ 4k, ) coshg * ) 1+4k,

bulunur. (3.1.6) denklemindeki degerler (3.1.7) denkleminde kullanilirsa,

3
. . ds
/M'gl 1+ ﬂkn] )— ﬂzz'gl kn1 + ((1 + /Ucnl ) — /121'; ) kgl =k, [gj (3.1.8)
1
halini alir.
Tersine, A sifirdan farkli bir sabit olmak iizere
X(s,) =X (s,)+ A(s)r,(s,) (3.1.9)
bir egri olsun. Bu denklemin iki kere tiirevi alimir ve Darboux tiirev formiilleri
kullanilirsa
- ds = - = = -
Tg: T+ An =T, +/1(kanl +z'glgl)
1
P95 4 Mk VT +A7. 3 3.1.10
Tg—(l'i‘ knl)Tl+ Tglgl (3.1.10)
1
ds\ &
(kg§+knﬁ)[—sj + ST = 2K, T+ (1 Ak, )k, &k, 7i)
dsl Sl 1 1 1 1
+At, g +At, (k, T +7, 7))
d’s ds ’
Sl T 4k g+ki)| — | =Mk +AT k)T +(A+Ak k., + A7, )8
dSlz ( gg n )(dle ( n 8 21) 1 (( ”1) 8 21)g1 (3111)

+(-(+ Ak, Ok, + A7 )7,
elde edilir. (3.1.10) ile (3.1.11) denklemleri vektorel carpilirsa
3
[kg (Tx3)+k (T xﬁ)](j—sj = (1+ Ak, )| ~(+ Ak, Dk, + A7 |(T; x7i)
S

+At, (+Ak, + AT,k )G XT))
+((+ 2k, )k, + A2, (1+2k,))(T;xE)
+(-Az, k, A+ 2k, )+ AT, ) (8, xii)
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3
[k ii+k E][ﬂj =(Az k, (+2k,) =22 )T,

ds,
—[-(+ 2k, )k, + A7, (1+k,) |, (3.1.12)
+| =k, (+ Ak, ) = Az, (+ 2k, )+ AT, k, + ATk, |7,

bulunur. (3.1.8) (3.1.12) denkleminde yerine yazilirsa

3
[k, ii+k, g](j_;j =(Ar, k, A+ 2k, )- 27 )T,
1

—(~k, A+ Ak, )+ Az 1+ Ak,)) &, (3.1.13)

olur. Ayrica, (3.1.13) ve (3.1.10) denklemleri vektorel carpilirsa

4
I:k&’ (TXﬁ) + kn (TX g):'(j_SSJ - (X/ZT;] k”] (1+ ﬂk”l ) _137:31 )fil
1
+(—k, (+ Ak, ) + A7) (1+ Ak, ) )ii

3 3
ds - ds =
+ kn (d—j (1 + ﬂk”l )gl + kn (EJ ﬂTgITi

Sl 1
=k [ﬁfﬂw T +k (£T(1+lk )@
"\ ds, sobo T ds, 7ol
+(A72k, 1+ Ak, )= ATt —k, (1+ Ak, )’ + A7 (1+ Ak, )’ )i
ds ) ds ) ds )
[kgg+knﬁ](d—;J =k (d—;J At T +k, (d—jlj 1+ k)3,

#0042k, = 2022 ) (A% ~k, 0+ 2K,))

(3.1.14)

bulunur. . Simdi (3.1.13) ve (3.1.14) denklemleri diizenlenirse

4 4
ds ds ds | =
kk |—| g+k2| — | i=(Ar k, A+ Ak, )-A°T )k, | —
n g(dslj 8 g(dle n ( 81 ”1( ”1) 81) g[dslj

3

—(~k, (1+ Ak, )* + A2 (1+ Ak, )k, (j—sj g, (3.1.15)

Sl
d 4
—kk |
“\ ds,

ve
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4 4 3 3
kk, ds g+k’ ds i=At k as T +k>(1+ Ak, ) as g
¢\ ds, ds, S ds, v ds, (3.1.16)

+k, ((1+zkn] ) - AT )(M; —k, (1+ Ak, )7,

bulunur. Burada, (3.1.15) denkleminden (3.1.16) denklemi ¢ikarilirsa

4 3

ds ds ds -
K=k = | =k —(Ar. k. A1+ Ak )=A1*T )= Az k*| — | |T
( ¢ n)[dle [ gdsl( o n]( n]) gl) o n(dslj} l

_ kg—(—knl(1+2knl) + A1) (1+/1kn1))+(1+ik”l)kn =1 s

ds, ds,
- Ly
| k.k, (—ss] +k, ((1+ Ak, )2 = A2 ) (A2 —k, (1+ Ak, ))} i,
1

elde edilir. Bu denklemde, (3.1.10) denkleminin kendisiyle i¢ carpimindan elde edilen
2

ds

AT —(+Ak, ) ) =| —

(Bzg —(+2k,)%) = o

ve (3.1.13) denkleminin kendisiyle i¢ carpimindan elde edilen

2
k, (ﬂJ - At +k, (1+ Ak, )=0

S

esitlikleri dikkate alinirsa,

4 3
ds | _ ds ds =
(k; o kf ) [d_j n= [ké’ E(ﬂfé’l k”] (1 + ﬂk”] ) N ﬂzz’:ﬁ )_ ﬂz’é’l kj (_J }]—i
1

s, ds,
d ds Y
- [kg _S(—kn (1+ 2k, )’ + AT (1+ Ak, )) +(1+ 2k Ok [_Sj } g,
dsl 1 1 1 1 1 dsl

bulunur. Burada #n vektoril, fl ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde ve (2.10)

denkleminde de T vektorii, fl ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde kalir. Dolayisiyla,
g vektorii n, vektorii ile ayn1 dogrultuda olur. Bu, x ve x, in Mannheim partner D -

egrileri olduklarim gosterir. ]

Simdi baz1 6zel durumlar i¢in Mannheim partner D -egrilerinin
karekterizasyonlarin1 verelim: Kabul edelim ki x(s), bir asimptotik Mannheim D -

egrisi olsun. Bu taktirde, (3.1.7) denkleminin 6zel durumlar su sekilde verilir:
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i) x,(s,), bir geodezik egri olsun. Bu taktirde, x,(s;) egrisi x(s) egrisinin bir
Mannheim partner D -egrisidir <

ATS 1 k"l

% = 1+ Ak,
esitligi gerceklenir.

ii) Kabul edelim ki x,(s,), bir asimptotik egri olsun. Bu taktirde, x,(s,) egrisi
x(s) egrisinin Mannheim partner D -egrisidir <> x,(s;) egrisinin k, geodezik egriligi
ve 7, geodezik burulmasi arasinda

At, =—k, (1—/121;)
bagintist vardir. Bu, Liu ve Wang [19] ‘m buldugu esitliktir.

iii) Eger, x,(s,) egrisi bir egrilik ¢izgisi olsun. Bu taktirde x,(s,) egrisi

x(s) egrisinin Mannheim partner D -egrisidir < x,(s,) egrisi i¢in

= -1
k, =0 veya k, = A

dir.

Teorem 3.1.2. E de S yiizeyi ile x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi timelike, x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x;, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin
geodezik egriligi, normal egriligi, geodezik burulmas: ve x, egrisinin geodezik egriligi

arasinda asagidaki gibi bir iliski vardir:

3 2
k, =k,[(+2k,) -2’7 ][;’—s] +[ A2, (1+ Ak + 2T K, ]L‘l’—s]

Sy Sy
Ispat. {x,x} cifti R* de Mannheim partner D-egrileri olsun.
X1 (S1) = 55(51 ) - /1(5‘1)’71 (S1) = ;C(Sl) - /I(S1 )g(sl)

denkleminin s, parametresine gore tiirevi aliir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

- ds = - ~ = _qds
l:d_slT_ig:[T-i_/lkgT_iTgn}d_sl
dx, - _qds
—L =1+ AT - At i |—

s, [( o) gn}dsl

elde edilir. Bu denklemin tiirevi alinip, Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa
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2 — —
dx _d[dh)_d [+ Ak )T = Arii |~ ds
ds; ds,  ds, ds1 ds,

24.
‘; {ﬂkT+(1+/lk )k, g+kn)——/1m Az, (kT +7, )d_}ﬂ

ds, ds,

[(1+/1k 7T — At n] Z;

2 2 2 2
S P ol P M P (o TS a2 B g
¢ ds, ds1 7 ds; ¢ ds1 dsl “\ ds,
2
+| k, ) T Bl B PR PACICR
ds, ds1 ‘ds, ¢ ds,

bulunur. g =7, ve k, =<)?c1,)?c'l><ﬁ1> esitligi saglandigindan
k, = (%% x7,)=(%,%xg)

yazilabilir.

X, X 71, = ¥ % =[/1k & _ar k(jsj (1+/1k) }(T )
S

1

2 2 2
N N o o I PN P R )
ds, dsl ds ¢ ds}
ds ) ds d d’s
Exii =Exg=|k | —| + k| — | —At,—~—Ar, = |T
ds, ds, ds, d

2 2
+ /Ué,ﬁ—/lr,kn a5 +(1+ Ak )d—zs ii
‘ds, " ds, 7 ds,

esitlikleri yerlerine yazilirsa

= (1+/1k,)§f—m,£ﬁ,
7 ds, “d

S

2 ds
[k”(1+2kg)(d ] By PN P SJT+[2k LAz, (ds] +(1+2k) J >
ds, ds, T ds; ds, ds, ds,

ve <ﬁ,ﬁ> =-1 oldugu dikkate alinirsa

:k"[(1+/1kg)2—/12z'§]£5—sj +[ -4z, (1+/1k)+/12rk]£55] (3.1.16)

S S
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elde edilir. Buna gore, asagidaki 6zel durumlar verilebilir:

i) x bir geodezik egri, yani k, =0 ise

3 2
ds ds ’
k =k (1=-220%) = | =27 | == (3.1.16
e Py )
ii) x bir asimptotik ¢izgi, yani k, =0 ise
d 2
. , , s ”
k, =[ =A%, (1+Ak,)+ 2 rgkg](d—&] (3.1.16")
iii) x bir egrilik ¢izgisi, yani 7, =0 ise
d 3
k, =kn(1+/1kg)2(—s] (3.1.17)
' ds,

bulunur.

Teorem 3.1.3. E de S yiizeyi ile x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi timelike, x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x;, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin

geodezik burulmasi, geodezik egriligi ve x, egrisinin geodezik burulmalari arasinda

o[
81 8 dsl

Ispat. {x,x} cifti E] de Mannheim partner D-egrileri olsun.

asagidaki gibi bir iliski vardir:

X, (s)) = X(s,) = ACs)i (s,) = X(s,) — A5, ) 8 (sy)

denkleminin s, parametresine gore tiirevi aliir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

d?cl ds - = s =7 ds - = _.ds
—=—1x-An=|x-Ag |—=|T - A~k ,T +7 1) |—
ds, ds, : [ g]ds1 [ &, ¢ )] ds,
= —~ _.7ds
T, =[ 1+ Ak, )T—Mgn)]d—
S
B an )BT B
ds, ds, s,
elde edilir. Buradan g =7, oldugundan
dn, dg dg ds - _7ds
dn_dg _dgds [ g

ds, ds,  ds ds, ds,
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esitligi de saglanir. Bu esitlik 7, ile vektorel ¢arpilirsa

. _dn, . ~ _7ds
nXxX—=gX|-k T+t n|—
U ds, 8 [ ¢ ¢ }dsl

dn, ds

ﬁlxd—Sl:[kgﬁ—rgﬂ—Sl

bulunur. Bu degerler, 7, = <ﬁ N x%> denkleminde yerlerine yazilirsa
Sl Sl

:<ﬂ,ﬁlxﬂ>:<a+ﬂkﬂ5_sf_mg5_sﬁ,_f,ﬁf+kg£ﬁ>
Sl

ds, ds, s, ¢ ds, ds,

ds, \’ ds, )
T, :—(1+1kg)fg (d—slj <T,T>—lfgkg (d_Slj <ﬁ,ﬁ>
s

elde edilir. (7i,7i) =—1 oldugundan

2 2
ds ds
Tgl = —Tg (1 + /lkq ) (Ej + /1’2'2 kg (d—SlJ

1

2
ds
T, =—7T,|— 3.1.18
81 8 (dsl j ( )
bulunur. Ayrica (3.1.6) denklemi (3.1.18) denkleminde yazilirsa
sinh” @
Tele, = VR

elde edilir. Buna gore asagidaki sonuglar verilebilir:

Sonug 3.1.1. x bir Mannheim D -egrisi ve x,, x egrisinin bir Mannheim partner D -
egrisi olsun. Bu taktirde, x, egrisinin 7, geodezik burulmasi ve x egrisinin 7,

geodezik burulmasi arasinda

_ sinh” @
Tl =~ 22

bagintis1 vardir. Bdylece x Mannheim D -egrisi egrilik ¢izgisi iken x, Mannheim

partner D -egrisi de bir egrilik ¢izgisidir.

Benzer sekilde, (3.1.6) ve (3.1.18) esitliklerinden
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T (1+k, )
T cosh®
yazabiliriz. Bu taktirde, eger x,(s,) bir asimptotik egri, yani, k, =0 ise
T, = —cosh’ or, (3.1.19)

olur.

Sonug 3.1.2. x bir Mannheim D -egrisi ve x,, x egrisinin bir Mannheim partner D -
egrisi olsun. Eger 6, x ve x, egrilerinin noktalarina karsilik gelen noktalarindaki T ve

T, teget vektorleri arasindaki ag1 olmak iizere, x,(s,) bir asimtotik egri ise bu taktirde
x(s) egrisinin 7, geodezik burulmasi ve x(s;) egrisinin 7, geodezik burulmasi
arasindaki

T, = —cosh’ or, .

bagintis1 gecerlidir.

Teorem 3.1.4. E] de S yiizeyi ile x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi timelike, x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x;, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin
geodezik egriligi, geodezik burulmasi ile x, egrisinin normal egriligi, geodezik
burulmasi arasinda
k,—k, =A(-kk, +7,7,)

bagintis1 gecerlidir.
Ispat. {x,x} ¢ifti, E}' de Mannheim partner D-egrileri olsun. A(s,) belli bir fonksiyon
olmak iizere

X(s) =X, (s,)+ A(s )i, (s,) (3.1.20)
yazilabilir. Bu denklemin s, yayma gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

f;j—szfl + Ak, T, +7, §)+ A, (3.1.21)

S|

elde edilir. A, sifirdan farkli bir sabit diisiiniiliirse
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Ttk )BT 40 Bg (3.1.22)
1 dS 81 §
olur. Buna gore
T = cosh 4T, +sinh 83, (3.1.23)
yazilabilir. (3.1.22) ve (3.1.23) denklemlerinden
cosh@ = (1+ Ak, B Gnhe=ar 9 (3.1.24)
" ds & ds

elde edilir. 7, ve g lineer bagimli olduklarindan
X, (5,) = X(s) = ACs)iy (s,) = X(5,) — A5 & (s,)

yazilabilir. Bu denklemin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

flzﬂf—/igz(n/ikg)ﬁf—/irgﬁﬁ (3.1.25)
ds, ds, ds,
elde edilir.
T, = cosh 8T —sinh @7 (3.1.26)
oldugundan, (3.1.25) ve (3.1.26) denklemlerinden
COSh9=(l+/1kg)£, sinhé’:/h'gﬂ (3.1.27)
ds, ds,
elde edilir. (3.1.24) ve (3.1.27) denklemlerinden
cos’ hf = (1+ Ak, )ﬂ(H— Ak, )ﬁ =1+ Ak, +k, )+/12kgkn
ds, "ds 1 ‘
sin h@ = At, ﬂﬂrg s _ Atz
8 dSl 1 dS 81
ve
cos® hf—sin® h@ =1=1+ Ak, + k, )+ A2 (kk, —7,7,)
k,—k, :}»(—kgk”l +7,7,) (3.1.28)

bulunur. Teorem (3.1.4) den asagidaki ozel durumlari verebiliriz, {x,x} cifti bir
Mannheim D -cifti olsun. Bu taktirde,
i) Eger, x, bir asimtotik egri ise, bu taktirde
kg =1 Tg rg] ’

ii) Eger, x ve x, bir egrilik ¢izgisi ise, bu taktirde
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k,—k, =—Ak.k, .
iii) Eger, x bir geodezik egrilik ise, bu taktirde
k, = —/lrgrgl

bulunur.

Teorem 3.1.5. E’ de S yiizeyi ile x(s) egrisi spacelike, S, yiizeyi timelike ve x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere; x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun. x ve x,

egrilerinin geodezik egrilikleri, normal egrilikleri ve geodezik burulmalar1 igin

asagidaki denklemler gerceklenir:

by ds_do
é ds, ds,

i) 2 %~k sinh@+7 cosho
8 dS m 81
1

i) k % =k cosh@+r sinhd
8 dS m 81
1

iv) T, = (—kg sin@+7, cos H)j—ss
1

Ispat. {x,x} cifti E; de Mannheim partner D-egrileri olsun.

i) <f,fl> =cosh @ esitliginin s, e gore tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

<(kg§ + k”ﬁ)j—;l,f’l> +(T k, g —k,7i,) =sinh ed—z
bulunur. Bu esitlikte

T, = cosh @T —sinh @i, g, =—sinh T + cosh Gii
denklemi ve 7, ile g nin lineer bagiml olduklar1 dikkate alinirsa

<(kg g+ knﬁ):ll—s ,cosh 8T —sinh 9ﬁ> + <T, k, (—sinh 6T +cosh 6i) +k, ﬁl> _sinhg 42

S S
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k, 45 5wk %55 cosh 6T —sinh 63 +(T ,~k, sinh 6T +k, cosh 67 +k, 7, ) = sinh 049
¢ ds, ds, s,

—k, sinh ﬁd—< > k, sinh 9<T T> =sinh ﬁﬁ
ds, ds,

elde edilir. (7i,7i) =—1 oldugundan

e oy ds_de
é ds, ds,
olur.
ii) <ﬁ,ﬁl>:0 esitliginin s, e gore tlirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri
kullanilirsa

ﬁl>+<ﬁ,k”j; +7,8)=0

- ds
kT+7,8)—,
<( T +7,8) s
elde edilir. Burada
T, = cosh @T —sinh @i, g, =—sinh T + cosh Gii

esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagiml olduklari dikkate alinirsa

<(knf+z'g g)j—s,ﬁl>+<ﬁ,knl (cosh 6T —sinh 67) +7, (~sinh 0T +cosh 67)) = 0
A

1
ds ds . _ _ . = . _\
k,—T+1, Eg .8 +<n,(kn1 cosh@—7, sinh&)T +(—k, sinh&+7, cosh 0)n> =0

1

, :;S (§.8)+(~k, sinh@+7, cosh)(ii,ii)=0
S
bulunur. (7,7i)=—1 oldugundan

T, d—:—k smh9+1' cosh @

¢ ds,

olur.

iii) <T ,ﬁ1> =0 denkleminin s, e gore tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa
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K g+k i) i )+ (Tk, T +7,3,) =0
( gg+ nn)d_sl’nl +< >Ny 1+Tglgl>_

elde edilir. Burada
T, = cosh 8T —sinh 87, g, = —sinh @T +cosh i

esitliklerini ve 7, ile g nin lineer bagiml olduklar1 dikkate alinirsa

<(kg§ +knﬁ)5—ss,ﬁl> +(T.k, (cosh 6T —sin 647+, (~sinh 0T +cosh 67 )) = 0

1

<(kg g +knﬁ)5—s, *> +(T.k, (cosh 6T —sinh 67 )+, (~sinh 67 +cosh 64 ) = 0

Sl
k ﬁ(g,g)ﬂkﬂ cosh@-7 sinh9)<f,f>=o
4 dSl 1 81
kgﬂz—kn1 cosh@+7, sinh @
Sl

bulunur.

iv)< g, §1> =0 denkleminin s, e gore tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri
kullanilirsa

- _.ds _ -, ~
<(—kgT+Tgn)E,gl>+<g,kngl +7,7,) =0

1

elde edilir. Burada
T, = cosh @T —sinh @i, g, =—sinh T +cosh Gii
esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagimh olduklari dikkate alinirsa

<(—kgf +rgﬁ)5—ss,—sinh 6T +cosh 9ﬁ>+<§,kgl (cosh 6T —sinh i ) + Tglﬁl> =0

1

<—kgj—sf+z'gdd—sﬁ,—sinh9f+cosh 6’ﬁ>+<§,kg1 coshHT—kgl sinh 9ﬁ+rg1§>:0
Sl Sl

. ds |~ = ds /- - G 5
k, sinh 9—S1<T,T>+z'g coshé?d—Sl<n,n>+Tgl <g,g> =0

bulunur. <ﬁ,ﬁ> =—1 oldugundan
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T, = (—kg sin @+ T, COSs 9)5—;
1

olur.

2. Durum. {x,x} cifti Mannheim partner D -egrileri olsun. S yiizeyi ile x egrisi

spacelike iken S, yiizeyi ile x, egrisi timelike olabilir. Bu durumda

f 0 k g n T 7_—:1 0 kgl k"1 Ti
§ = _ké’ 0 TS g ’ ‘§1 = k& 1 0 _Té 1 gl
n k, 7, 0){n n k 0 J\n

ve ¢at1 elemanlarinin vektorel carpimlar da sirasiyla

[Xg =i T xg, =i
gxii=-T,  gxi, =T
AxT =-§ ii, xT, =-§,

biciminde verilir.

Teorem 3.2.1. E] de S yiizeyi ile x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi ile x,(s,) egrisi
timelike olmak iizere, x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun < A sifirdan farkli
bir sabit olmak iizere x, egrisinin k, normal egrilifi, k, geodezik egriligi, 7,

geodezik burulmasi ve x egrisinin k, normal egriligi arasinda asagidaki denklem

A+ Ak ) -2 1+ Ak, Atk
T =— 1 81 kn . 1 k, + 81 M
oA (1+ Ak, ) sinhg ) 1+ 1k,

ispat. Kabul edelim ki x(s) bir Mannheim D -egrisidir. Bu taktirde, tanimdan bir

saglanir:

A(s,) fonksiyonu igin
X(s,) =X,(s)+ A(s)n,(s,) (3.2.1)
yazilabilir. Simdi bu denklemin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

di ds _df,

= 5 ds + A7, (5,) + A(s,), (s,)
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75 =T 4 di 4 A0k, T 47, 8)

S

7 (1+ Ak, T, + Aii, + A7, g,
ds, ' o
elde edilir. Bu denklem 7, = g ile i¢ ¢arpilirsa
ds /= - ~ W - =
d—s1<T,g> =1+ Ak, )<Tl,nl>+/1<n1,nl>+/11'gl (8,.7,)

ve buradan A =0, yani A bir sabittir. O halde

Tj—szfl + A0 =T, + Ak, T, +7, §,) (3.2.2)
S
~ ds — -
T—=(+Ak, )T, + A7, 8, (3.2.3)
dSl ! 1
yazilir.
T =sinh T, +cosh @ g, (3.2.4)

denkleminin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa
dT ds

a (k, g, +k, 7i,)sinh + @ cosh 6T, + (k, T, - 7, ii,)cosh @+ Osinh 6 g,
s sl 51 1 51 1

(k,8+ k,ﬁ)j—ss = (6+k, )cosh 6T, + (6 +k, )sinh 6, +(k, sinh&—7, cosh 6)7,

1

elde edilir. Simdi bu denklemde
ji=cosh@T +sinh 6 g,

esitligi yerine yazilirsa

(kg +k, cosh 0T, +k, sinh egl)j—; = (0+k, )cosh 6T, + (6 +k, )sinh 63,
1

+(k, sinh&—7, cosh)n,
olur. x ve x, egrileri Mannheim partner D -egrileri oldugu i¢in 7 ile g, lineer bagiml

olacagindan, esitligin her iki tarafindaki Tl ve 7, in katsayilari esittir. Dolayisiyla

O+k, :knﬂ
81 dsl

veya
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. ds
0=k ——k 3.2.5
n dSl g ( )

bulunur. (3.2.4) denklemi (3.2.3) denkleminde yerine yazilirsa

(sinh 8T, +cosh @ gl)j—s =1+ Ak, )T, + A7, 8,

Sy

ve buradan

sinh ej—s =1+ /1an ), cosh Gﬁ =Atr

s, ds, é
1+ Ak At AT
as == £ cothf= y (3.2.6)
ds, sinh@ coshé 1+ Ak

elde edilir. Bu esitliklerden bulunan /M'gl =cothd (1+/1an) denkleminin s, yaymna

gore tiirevi alinirsa

At = 1—ﬂ 01+ Ak )+ A7, Ak
& 2 n n,
! (1+ Ak, ) o\ 1+ Ak, 1

bulunur ve (3.2.5) dikkate alinirsa

1A+ Ak, ) -2 1+ Ak, Ak,
T =— 1 Sk, ———k, |+—22 (3.2.7)
) (1+ 2k, ) sinhg % ) 1+ 1k,

bulunur. (3.2.6) denklemindeki degerler (3.2.7) de yazilirsa

3
. : ds
At, (+ Ak, )=t k, + ((1 +Ak, ) = AT, )kgl =k, (Xj (3.2.8)
1
elde edilir.
Tersine, A sifirdan farkli bir sabit olmak tizere
X(s) =%,(s,)+ A(s ), (s,) (3.2.9)
bir egrisini alalim. Bu denklemin iki kere tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri
kullanilirsa
-ds = ., = = ~
Td—: L+ Am =T+ A(k,T,+7, 3))
S
— ds ~ _
T—=(~1+2k, )T, + 17, g, (3.2.10)

S
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2 2
(k, & +k,ii) (:ZZ_SSJ +%T =k, T+ (14 Ak, )k, 8, +K, 7i)
1 1

+ A%, 8 + AT, (kgj1 )
ds ) d
s S = : —
kg+ki) —| +—T =k +A1 k )T +((0+ Ak Yk —A7* )i
( Rg n )(dle dS12 ( n 81 81)1 (( ”1) n 21) 1 (3211)
+((1+/1knl)kgl+/11"gl)§l

bulunur. (3.2.10) ile (3.2.11) denklemleri vektorel carpilirsa

[kg (Tx3)+k (TX ﬁ)](j—sj = (1+ k)| (1+ Ak, Dk, — Az | (T, %)
Sl

+At, (Ak, + AT,k )G ¥T))
+((+ 2k, Yk, + A2, 1+ 2k, )) (T, X E,)
+(Az, k, 1+ Ak, )= A7) ) (3, %))
veya
d 3
[ k,ii+k,g ] (ﬁj =(Ar, k, A+ 2k, )- 7 )T,
1
+ [—kg] (+Ak,)’ - At, 1+ Ak, )+ VT Kk, + ATk, ]ﬁl (3.2.12)
+[ A+ 2k, )k, — A7, (1+ Ak, ) | &,
elde edilir. (3.2.8), (3.2.12) denkleminde yerine yazilirsa
d 3
[kgﬁ + k,,g} (d_SJ - (/’i/z-gl k”l (1 + /’ik"l ) - 12121 )7_:;
S

+(k, A+ Ak, )P = A72 (1+ 2k, )) &, (3.2.13)

3
x [d—j i
ds,

bulunur. Ayrica, (3.2.13) ile (3.2.10) denklemleri vektorel carpilirsa

4
I:k&’ (TXﬁ) + kn (TX g):'(j_sj - (227:;1 k”] (1+ ﬂk”l ) _137:31 )fil

S

+ (kn] (1+ k)’ = Az2 (1+ Ak, )’ )ﬁl

3 3
ds - ds -
—k, (d—j 1+ /Ucn] )8, —k, (—j M'g] T,

s, ds,
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g n

3
ds ds ~
~k, 1+ Ak, )§ —k, |~ | Az, T,
[dslj ( nl)gl n(dslj g1

4 3
[k g+k,ii | L (1+ﬂkn)§1—kn U e T
¢ ds, ds, | ds, ) (3.2.14)

(4 2k, ) =27 ) (A —k, 1+ 2k, )7,

4
[kg(fxﬁ)Jrkn(Txg)](j—;J = (222 k, 1+ 2k, - AT} —k, 1+ 2k, )+ Ac> (1+ Ak, ) )iy
1

elde edilir. Simdi (3.2.13) ve (3.2.14) denklemleri diizenlenirse

kk(dsJ kz(dsj i= (A7, k, (1+ Ak, )~ AT )k [dsja
d ‘ “\d

ds, s, s,

-~

+(k, (4 Ak, Y = A2 (1+ Ak, )k, (js

Sl
—k k (‘“J i
ds,
ve

4 4 3
ik [ S| g2 B imae 2| L Tor2ar )| £ g
“\ ds, ds, f ds1 dsl (3.2.16)

+k, ((+ 2k, ) =27 ) (A2 =k, (1+ Ak,)) 7,

J g (3215

bulunur. Burada (3.2.15) denkleminden (3.2.16) denklemi ¢ikarilirsa

4
2 1.2 ﬁ = 2.3 ds
(k2 k,,)[ j i ! ‘as (At k, 1+ 2k, )~ 2T )+ AT, K} (ds M

~

ds, |

S) S

+ k j—s(k (14 Ak, > = A7> (14 2k, ) )+ (1+ Ak, K (jsj }gl

|k k (dsj +k, ((+ Ak, ) - 222 ) (A7 —k,,l(1+/1knl))}ﬁl

S

olur. (3.2.10) denkleminin kendisiyle i¢ ¢arpimindan elde edilen

2 2 ds
(A2 =+ 2k, ) )= [d j

S

denklemi ve (3.2.13) denkleminin kendisiyle i¢ ¢carpimindan elde edilen
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2
k, (ﬂJ — A7 +k, (1+ 2k, ) =0

ds,
denklemi son esitlikte yerlerine yazilirsa

4 3
ds ds ds -
K=k — | i=|k, —(At, k (1+Ak )=’ |+ At k*| — | |T
( 8 n )[dslj [ 8 dSl ( 81 ”1( ”1) 8 ) 8 n (dSlJ :l 1

S S

3
+ [kg 5—S(km (1+ Ak, ) = Az2 (1+ Ak, ) )+ (1+ Ak, Ok, (Z—SJ } g

bulunur. Burada 7 vektorii Tl ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde ve (3.2.10)

denkleminde de 7 vektorii Tl ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde kalir. Dolayistyla,
g ve n, vektorleri aym dogrultudadir. Sonu¢ olarak x ve x, Mannheim partner D -

egrilerdir. ]

Simdi baz1 6zel durumlar i¢in Mannheim partner D -egrilerinin
karekterizasyonlarini1 verelim. Kabul edelim ki x(s) bir asimptotik Mannheim D -egrisi
olsun. Bu taktirde (3.2.7) denkleminin 6zel durumlarini verebiliriz:

i) x,(s,) bir geodezik egri olsun. Bu taktirde, x,(s,) egrisi x(s) egrisinin bir
Mannheim partner D -egrisidir < asagidaki denklem saglanir,

_M’Ié

81 M

i =
1+ Ak,

denklemi saglanir.

ii) Kabul edelim ki, x,(s,) bir asimptotik egri olsun. Bu taktirde, x,(s,) egrisi
x(s) egrisinin Mannheim partner D -egrisidir < x,(s,) egrisinin k, geodezik egriligi
ve 7, geodezik burulmasi arasinda

At =—k, (1—/122';)
bagintis1 vardir. Bu, Liu ve Wang [19] ‘in buldugu esitliktir.

iii) Eger, x,(s;) bir egrilik c¢izgisi ise bu taktirde x,(s;) egrisi x(s)egrisinin

Mannheim partner D -egrisidir < x,(s,) egrisi i¢in

= =—1
k, =0 veya k, = A
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dir.

Teorem 3.2.2. E] de S yiizeyi ile x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi ile x,(s,) egrisi
timelike olmak iizere, x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin
geodezik egriligi, normal egriligi, geodezik burulmasi ve x, egrisinin geodezik egriligi

arasinda

k, =k, [(1+/1kg)2+/127g2](5—5]‘ [—Az, (1+ Ak + A7 K ](js]
Sy

S)
bagintis1 gecerlidir.
Ispat. {x,x} cifti E; de Mannheim partner D-egrileri olsun.
X1 (51) = 55(51 ) - ;i’(s1)ﬁ1 (S1) = )?(Sl) - /1(51 )g(sl)

denkleminin tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

=37 25— [T+ Ak, T - Az i | <~ ds
ds, s,
dx, = _7ds
—L=|(1+Ak )T - At i |—
ds, [( 2 gn} ds,

bulunur. Bu denkleminde tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

2= —
d al I T [(1+/1k T - At i |~ ds
ds; ds,\ ds, cls1 ds,

24.
x5 {ﬂk T+(1+ Ak, )(k, G +K, n)——/irn At,(k,T+t, )d—}ﬂ

ds, S | as,

d2
[(1+/1k 7T — At n] —

1

2~ 2 2 2 2
DT g B x| B +(1+/1k )d— Tolk [ D] e[ B _ap| B
dsl ds, clsl ds; ds, “\ ds, “\ ds,
2
W[4 warp (4] _ge sy &
ds, “\ ds, gds gds

elde edilir. g =rn, ve

k, =(%,%x7,)=(%,%xg)
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oldugundan

2

1

1

2 2 P
S o ) I N PR )
ds, ds1 ds, ds,

- = ds d’s
Gxii, = xg=| Ak, 5 s x A+
12 =R TE = ( “d (dsJ ( g)dst

1 1

2
+| k, ds ) Ak k| L i g LS |7
ds, ds1 gds ¢ ds,

bulunur. Bu degerler yerlerine yazilirsa

J +(1+/1k) J(Tx(g)

1

ds - ds _
:<(1+ﬂkg)d—S1T—/11'g—n,

Sy

2 2
Ak, 94 &, as. +(1+/1k ) |k, (1+ k)| =~ —M,ﬂ—m,d—f T
¢ ds, dsl ds; dsl  ds, ¢ ds;

elde edilir. (7i,7i) =—1 oldugundan

=kn|:(1+ﬁkg)2—ﬁzfj](j—s] [/11 (1+ﬂk)+ﬁ%k}[ds] (3.2.16)
S

1 Sl
bulunur. Buna bagh olarak asagidaki 6zel durumlar verilebilir:

i) x bir geodezik egri, yani k, =0 ise
ds ) ds \
k, =k, (1—/1275)[[]—;] -2, [d—;J :
ii) x bir asimptotik ¢izgi, yani k, =0 ise

o =[ A%, 0+ Ak + A K ][dsj :

Sl
iii) x bir egrilik ¢izgisi, yani 7, =0 ise
d 3
k, =k, (1+ k)| = (3.2.17)
o =k, (4 k) [d]

bulunur.
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Teorem 3.2.3. E] de S yiizeyi ile x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi ile x,(s,) egrisi
timelike olmak iizere, x ve x, egrileri Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin

geodezik burulmasi ve x, egrisinin geodezik burulmas: arasinda asagidaki gibi bir iliski

ds
T, =—T
81 (dsl ]

Ispat. {x,x} cifti E; de Mannheim partner D-egrileri olsun.

vardir:

X, (s)) = X(s,) = ACs)m (s,) = X(s) — A58 (s,)

esitliginin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

d?c 7dS
d_s;: d_SI_zn =[ ;Lg] & =|T- ;L(1<T+fn)]—1
T, =| (1+ Ak )T - Az n)]
ds,
LR T )—T ar B
ds, *ds,

elde edilir. g =n, oldugundan

G e & o i
ds, ds, dsds, ¢ ¢ Jds,

olur. Bu denklem #, ile vektorel ¢arpilirsa

elde edilir ve 7, = (ﬁ 7l X%J esitliginde yerlerine yazilirsa
51 Sl sl

= (B (g, )—T dr Biig By By
oo\ds, ds1 ds1 ds, ds,

ds,\ ) = ds, Y /- -
t, =—(+2k, )z, (dsj <T,T>—/11gkg (d—j (i, 1)

bulunur. <ﬁ,ﬁ> =—1 oldugundan
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2 2
d d
7, =—7,(1+ k) (ﬁ} + ATk, (—SJ

1 dsl
d 2
s
T, =—T,| — 3.2.18
81 8 (dsl ] ( )
elde edilir. Ayrica, (3.2.6), (3.2.18) denkleminde yerine yazilirsa
_ cosh’@
Tg/z-gl - 2(2

elde edilir. Bu taktirde, (3.2.6) ve (3.2.18) esitliklerinden su sonuclar1 verebiliriz:

Sonug¢ 3.2.1. x bir Mannheim D-egri ve x,, x egrisinin bir Mannheim partner D -
egrisi olsun. Bu taktirde x, egrisinin 7, geodezik burulmasi ve x egrisinin 7,
geodezik burulmasi arasinda

_ cosh’ @
Tl =~ FE

bagintis1 vardir. Bdylece x Mannheim D -egrisi egrilik ¢izgisi iken x, Mannheim

partner D -egrisi de bir egrilik cizgisidir.

Benzer sekilde (3.2.6) ve (3.2.18) esitliklerinden

T,  sinh’@

(N (1+/1an)2
yazabiliriz. Bu taktirde, eger x,(s,) egrisi bir asimptotik egri ise, yani, kn1 =0 ise

T, = sinh’ or, (3.2.19)
olur.
Sonug¢ 3.2.2. x bir Mannheim D-egri ve x;, x egrisinin bir Mannheim partner D -
egrisi olsun. Eger 6, x ve x, egrilerinin noktalarina karsilik gelen noktalarindaki 7 ve
T, teget vektorleri arasindaki ag1 olmak lizere, x,(s,) bir asimtotik egri ise bu taktirde
x(s) egrisinin 7, geodezik burulmasi ve x(s,) egrisinin T, geodezik burulmasi
arasinda

— cinh?2
T, =sinh Hrgl
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bagintis1 gecerlidir.

Teorem 3.2.4. E de S yiizeyi ile x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi ile x,(s,) egrisi
timelike olmak iizere, x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin
geodezik egriligi, geodezik burulmasi ile x, egrisinin normal egriligi, geodezik
burulmasi arasinda

k,+k, =AM-kk, +7,7,)
bagintis1 gecerlidir.
Ispat. {x,x} ¢ifti, E}' de Mannheim partner D-egrileri olsun. A(s,) belli bir fonksiyon
olmak iizere

X(s) =X,(s,)+ A(s)ri, (s,) (3.2.20)
yazilabilir. Bu denklemin s, yayma gore tiirevi alimir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

T:;—S—T +/1(k T+r g1)+/7,n1 (3.2.21)

S

elde edilir. A, sifirdan farkli bir sabit diisiiniiliirse

T =(+ Ak, )—‘T+/12' d (3.2.22)

olur. Buna gore
T =sinh 6T, +cosh 83, (3.2.23)

yazilabilir. (3.2.22) ve (3.2.23) denklemlerinden

sinh 6= (14 2k )L cosho= iz, s (3.2.24)
" ds " ds

elde edilir. i, ve g lineer bagimli oldugundan
X1(sl) = 55(51) _;i’(s1)ﬁ1(s1) = )?(Sl) - /1(51)§(S1)
yazilabilir. Bu denklemin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

T:ﬁT Ag =1+ Ak, )—T i L (3.2.25)
ds, ds1

elde edilir.
T = —sinh 6T +cosh 67 (3.2.26)
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oldugundan, (3.2.25) ve (3.2.26) denklemlerinden

—sinh @ = (1+/1kg)j—s, cosh 6 =1, s (3.2.27)
S

1 ds,

elde edilir. (3.2.24) ve (3.2.27) denklemlerinden
—sin® hé = (1+/1kg)£(l+/1kn )ﬁ =1+ Ak, +k, )+ ﬂzkgkn
ds, " ds 1 ‘

ﬂﬂr, a8 __

cos’ h@ =—-At,
“ds, % ds

2
ﬂ TST&’]

ve
cos’ h@—sin” h@=1= 1+ Ak, +k, ) +A° (kk, —7,7,)
k,+k, =A(-kk, +7,7,) (3.2.28)
bulunur. Teorem (3.2.4) den asagidaki ozel durumlari verebiliriz, {x,x,} cifti bir
Mannheim D -cifti olsun. Bu taktirde,
i) Eger, x, bir asimtotik egri ise, bu taktirde
kg = ﬂ’Tngl ’
ii) Eger, x ve x, bir egrilik ¢izgisi ise, bu taktirde
k,+k, =-Ak.k,
iii) Eger x bir geodezik egrilik ise, bu taktirde
k”l = ﬂTE Tgl

bulunur.

Teorem 3.2.5. E] de S yiizeyi ile x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi ile x,(s,) egrisi
timelike olmak iizere, x ve x, Mannheim partner D - egrileri olsun. x ve x, egrilerinin

geodezik egrilikleri, normal egrilikleri ve geodezik burulmalarnn igin asagidaki
denklemler saglanir:

ds dé
= kn —+—
ds, ds,

i)k

81

i) 2 % Zk cosh@—7 sinh@
8 dS n 81
1
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i) k &~k sinh@-7 coshd
8 dS n 81
1

iv) 7, =(—k, cosh@+7, sinh ) j—ss
1

Ispat. {x,x} cifti E] de Mannheim partner D-egrileri olsun.
i) <T,fl> =sinh @ esitliginin s, e gore tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri
kullanilirsa
<(kg§ +knﬁ);l—;1,fl>+<f,kgl g,—k, i) =cosh 9d—z
bulunur. Bu esitlikte
T, =—sinh 8T +cosh @i, g, = cosh O —sinh Gii
denklemleri ve 7, ile g nin lineer bagimli olduklar: dikkate alinirsa

<(kg g +knﬁ)j_s,—sinh€T +cosh 0ﬁ>+<f,kg] (cosh 6T —sinh 67i) +k, ﬁ1> —cosh6 99
Sl Sl

kB gk B Ginh T +cosh gii +(T ,k, cosh 6T —k sinh9ﬁ+knﬁ1>=cosh9ﬁ
g dSl dSl 81 81 1 51
k, cosh 8- (7 i) + k, cosh 6(T.,T) = cosh 646

S S

elde edilir. (7i,7i) =—1 oldugundan

ds do
= kn —t—
é ds, ds,
olur.
ii) <ﬁ,ﬁl> =0 esitliginin s, e gore tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri
kullanilirsa

= _. ds - _
<(knT+ng)E,nl>+<n,kanl +’l'g] g1> =0

1

elde edilir. Burada
T, =—sinh 8T +cosh @i, g, = cosh 8T —sinh 6ii

esitlikleri ve 7, ile g in lineer bagimli olduklar1 dikkate alinirsa
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1

<(knf+z'g g)j—s,ﬁl>+<ﬁ,knl (~sinh T +cosh 8i) + 7, (cosh 6T —sinh 6i)) =0
A

<k,, j—sf +1, j—s g, g> +(ii,(~k, sinh 6+, cosh )T + (k, cosh@—z, sinh§)ii)=0
s s,

1

T, j—j(g, g)+(k, cosh6 -7, sinh 0)(7i,ii) =0
1

bulunur. <ﬁ,ﬁ> =—1 oldugundan

T ﬁ:k cosh@ -7 sinh@
8 Sl m 81

olur.

iii) <T,ﬁl> =0 denkleminin s, e gore tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

- . ds _ = = -
<(kgg+knn)g,nl>+<T,kan1 +Tg]gl> =0

1

elde edilir. Burada
T, =—sinh @T +cosh @i, g, = cosh 8T —sinh i

esitliklerini ve 7, ile g nin lineer bagiml olduklar1 dikkate alinirsa

0

<(kg §+kﬂﬁ)j—;,ﬁl>+<ik”l (~sinh 67 +cosh 64i) +7, (cosh 67 —sinh 64i))

1
_ o oods U\ s o _ S
<(kgg+knn)d—SI,g>+<T,kn1 (—sthT+cosh6’n)+’t'g1 (cosh&T—31nh0n)>:O
k, j—s<g,g>+(—an sinh 6+, cosh0)(T,T)=0

S

k, ds _ k, sinh&—7, coshé
dsl 1 1

bulunur.

iv) < g, §1> =0 denkleminin s, e gore tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa
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~ . ds S -
<(—kgT+z'gn)d—,gl>+<g,kg17] ~7,7i,)=0
elde edilir. Burada
T, =—sinh @T +cosh §ii, g, = cosh 8T —sinh 6ii

esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagimh olduklari dikkate alinirsa
- .. ds = . - - . = _ _\
(—kgT + Tgn)g,cosh 0T —sinh @1 )+ <g,kg] (—smh 0T +cosh Hn) -7, ”1> =0
1

< k £T+T ds ncoshé’T—sthn>+<g, k smh0T+k cosh @n — T, > 0

¢ ds, ds,

ds ds -
—k coshﬁd—SI<T T> s1nht9—Sl< >—Tgl<g,g>=0

bulunur. (7,7i)=—1 oldugundan

= (—kg cosh @+ T, sinh 6’)ﬂ
Sl

olur.

3. Durum. {x,x} cifti Mannheim partner D -egrileri olsun. S yiizeyi ile x egrisi

timelike iken S, ylizeyi ile x, egrisi timelike olabilir. Bu durumda

T (0 k& \T) (T} (0 k, K (T
gl=lk, O -z, |[8| |&|=|k, O -, |&
n|l \k ., 0 ||7i n k oz, 0 74

ve c¢at1 elemanlarinin vektorel carpimlar da sirasiyla

II
31
~

Txg=— "X g, =i,
gxi=T , gxi=T
ixT=-g  ixT =-g

seklinde verilir.

Teorem 3.3.1. E’ de S yiizeyi ile x(s) egrisi timelike ve S, yiizeyi ile x,(s,) egrisi

timelike olmak iizere, x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun < A sifirdan farkli
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bir sabit olmak iizere x, egrisinin k, normal egrilifi, k, geodezik egriligi, 7,

geodezik burulmasi ve x egrisinin k, normal egriligi arasinda asagidaki denklem

(A Ak ) -2 1+ Ak, Atk
T =— 1 81 kn Lk + & m
oA (1+ 4k, ) cosh@ ) 1+7k,

Ispat. Kabul edelim ki x(s) bir Mannheim D -egrisidir. Bu taktirde, tanimdan bir

saglanir:

A(s,) fonksiyonu igin
X(SI)ZXI(S1)+/7,(S1)I7L.1(S1) (3.3.1)
yazilabilir. Simdi bu denklemin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

dx ds _ dx,

ds dSl &, +/1(s1)n (sl)+2(s1)n (s,)
ds -
T—_T +2n +i(k T +7,8))
ds, :

ds
T—_(1+2k )T +/1n +/12'
S

elde edilir. Bu denklem 7, = g ile i¢ ¢arpilirsa
ds S - R
dsl< > (1+ Ak, )< 1>+2<nl,n1>+irgl <gl,nl>

ve buradan 4=0 , yani A bir sabittir. O halde

Tj—s =T, + A =T, + Ak, T, +7, §)) (3.3.2)
Sy
ds
T-—=(+Ak )T, + A7, 3, (3.3.3)
ds,
yazilir.
T =cosh@T, +sinh 6 g, (3.3.4)

denkleminin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

‘;T js (k, g, +k,7i,) cosh @+ Osinh 6T, +(k, T, =7, 7i,)sinh 6+ Hcosh 6 g,
§ as,

(k,8+ knﬁ)j—s = (6+k, )sinh 6T, +(+k, )cosh 83, +(k, cosh§—7, sinh 6)7,

S|
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elde edilir. Simdi bu denklemde
ji =sinh @T +cosh 6 g,

esitligi yerine yazilirsa

(k, & +k, sinh 6T, +k, cosh 9§1)j—; = (6+k, )sinh 6T, +(0+k, )cosh 63,
1
+(k, cosh@—7, sinhO)n,

olur. x ve x, egrileri Mannheim partner D -egrileri oldugu i¢in 7 ile g, lineer bagimh

olacagindan, esitligin her iki tarafindaki Tl ve 7, in katsayilari esittir.

. ds
0=k ——k 3.3.5
ks (33.5)

bulunur. (3.3.4) denklemi (3.3.3) denkleminde yerine yazilirsa

(cosh @T, +sinh @ gl)j—s =(1+ Ak, T, + A7, 8,

Sy

ve buradan

cosh 9j—s =(1+4k,), sinh PLLNpP

s, ds, é
1+Ak, At At
a5 _ no 778 taph@=—— (3.3.6)
ds, cosh@ sinh@ 1+ Ak

elde edilir. Bu esitliklerden bulunan ﬂfgl =tanh @ (1+/1k"1) denkleminin s, yayina

gore tiirevi alinirsa

_ At . At .
At, =|1-——2— |00+ Ak, ) +| —— | Ak,
é (1+ Ak, ) v 1+ Ak, !

bulunur ve (3.3.5) dikkate alinirsa

1|+ Ak, ) -2 1+ Ak, ATk,
T, =— : @\l k, Lf, [ (3.3.7)
) (1+ Ak, ) coshg ) 1+ak,

bulunur. (3.3.6) denklemindeki degerler (3.3.7) de yazilirsa

3
At, 1+ 2k, - A7, K, +((1+ Ak, ) -2’22 )k, =k, [j—;j (33.8)
1

elde edilir.

Tersine, A sifirdan farkli bir sabit olmak iizere
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X(s) =%,(s,)+ A(s ), (s,) (3.3.9)
bir egrisini alalim. Bu denklemin iki kere tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri
kullanilirsa

-ds - L = ~ -
Td—Sl=Tl+/1nl =T,+A(k,T,+7, &)
— ds —~ ~
T—=1+Ak T + A7, 3, (3.3.10)
dsl 1 1
s\  d°
(k & +kiD)| — | +°5T = Ak, T +(1+ Ak, )k, &, +k, 7i)
dsl dsl 1 1 1 1
+At, g +At, (k, T, -7, 7))
s\ _d*
s s :
k.g+kn)| —| +T—=k +At, k )T +(A+Ak Yk, —A7> )n
( gg n )(dle dSlz ( m &1 81) 1 (( "1) n gl) 1 (3311)

+((+ 2k, Dk, + A%, )8,

bulunur. (3.3.10) ile (3.3.11) denklemleri vektorel carpilirsa
3
[kg (Tx3)+k (TX ﬁ)](j—sj = (1+ k)| (1+ Ak, )k, — Az | (T, x7,)
Sy

+At, (A, + AT,k )(g XT)
+((+ 2k, )k, + A2, (1+ Ak, )) (T x3g,)
+(Az k, 1+ Ak, ) - A7) )( g, X7,

veya

3
[—k,ii+k,g] (j_:j =(Az k, 1+ 2k, )- 27 )T,
1
+[ K, (+ Ak, )P = A2, (+ Ak, )+ 2T K, + ATk, i, (33.12)
+ [(l + Ak, )k, — AT, (1+ Ak, )} g

elde edilir. (3.3.8), (3.3.12) denkleminde yerine yazilirsa
d 3
|~k 7i+k, g](—j} =(Az k, 1+ 2k, ) -2’7 )T,
1
+(k, A+ Ak, )? = A72 (1+ Ak, )) &, (3.3.13)

3
o[
ds,

n
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bulunur. Ayrica, (3.3.13) ile (3.3.10) denklemleri vektorel carpilirsa

4
[k, (Txii)+k, (Txg)](j—sJ = (A7, k, 1+ 2k,) = A7 )i

gl n,
S

+ (—kﬂl (1+ Ak, )’ + A7 (1+ Ak, )’ ) i,

3 3
ds R ds —
—k, [d_j (+ Ak, )8, —k, (zj At T,

Sl 1

[k, (T xii)+k, (T g)](j—s

S

4
j = (/121'; k, A+ Ak, )=t —k, (1+ Ak, )’ + A7, (1+ Ak, )’ ) i,

3 3
ds ds =
—k,| — | A+4k,)g, —k,| — | A7, T,
n(dsj ( nl)gl n(dsj gl

1 1

4 3 3
ds ds ds =
—k g —kji]| —— | =—k,|~— | (+2k, )G —k, |~ | Az,T,
(.8 ””}(dslj "(dsJ( i "(dsJ o't (3.3.14)
+(+ 2k, ) = A7) ) (A72 —k, (1+ Ak,)) 7,

elde edilir. Simdi (3.3.13) ve (3.3.14) denklemleri diizenlenirse

4 4
ik, (ﬁj g-k ( - j i = (Ae, b, (4 Ak, )~ 27 K, [;ﬁjfl

ds, ds, s,

+(k, 1+ Ak, )* = A2 (1+ Ak, ) )k, (Z—SSJ g (33.15

1
d 4
—kk, |2 g
“\ ds,
ve

4 4 3 3
—k k ds gk’ 95 Gi—ar k> as T —k>(1+Ak,) ds g
“\ ds, ds, oo ds, v ds, (3.3.16)
+k, ((+ 2k, ) =272 )(A72 —k, (1+ Ak,))7,

bulunur. Burada (3.3.15) denklemi ile (3.3.16) denklemi toplanirsa
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4 3
ds | . d ds | | =
— (k2 +k; )(_SJ ji = [kg d—s(’”gl"nl (I+ Ak, ) - A7) ) - AT k] (_Sj }Tl

ds, s, ds,
4 ds \
s s
+| k,—(k, A+ Ak, ) = A7 A+ Ak, )) -+ Ak k| — | |8
gdsl( "1( "1) 81( "1)) ( "1) ”(dSlJ :lgl
B 4
ds _
—| k,k, (_sj -k, ((1 + Ak, ) — ,121'; )(/11'; —k, (1+ Ak, ))} n,
1
olur. (3.3.10) denkleminin kendisiyle i¢ ¢carpimindan elde edilen
2
ds
1+ Ak, ) = At )=| —
(( n ) 81 ) (dsl ]
denklemi ve (3.3.13) denkleminin kendisiyle i¢ carpimindan elde edilen
d 2
k, (—SJ — A7 +k, (1+ 2k, )=0
Sl 1 1 1
denklemi son esitlikte yerlerine yazilirsa
ds \' d ds \
(k2 +k2)| 2| = |k, (A, k, (14 Ak, ) - AT )= AT, k2| == | |T,
( 8 n )(dslj [ 8 dSl ( 8 ”1( "1) 81) 8 n dSl 1
d ds \
s s
+| k,—(k, A+ Ak, )’ = A7 A+ Ak, )) -k (A+ Ak, )| — | |8
[ gdsl( ”1( ”1) gl( ”1)) n( nl)(dslj:lgl

bulunur. Burada 7 vektorii Tl ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde ve (3.3.10)

denkleminde de T vektorii fl ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde kalir. Dolayisiyla
g ve n, vektorleri aym1 dogrultudadir. Sonu¢ olarak x ve x; Mannheim partner D -

egrilerdir. ]

Simdi bazi 6zel durumlar i¢cin Mannheim partner D -egrilerinin karekterizasyonlarin
verelim. Kabul edelim ki x(s)bir asimptotik Mannheim D -egri olsun. Bu taktirde
(3.3.7) denkleminin 6zel durumlarini verebiliriz:

i) x(s) bir geodezik egri olsun. Bu taktirde, x,(s;) egrisi x(s) egrisinin bir
Mannheim partner D -egrisidir < asagidaki denklem saglanir,

. ATk,

T, =—".

1+ Ak,
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ii) Kabul edelim ki, x,(s,) bir asimptotik egri olsun. Bu taktirde, x,(s,) egrisi
x(s) egrisinin Mannheim partner D -egrisidir <> x,(s;) egrisinin k, geodezik egriligi
ve 7, geodezik burulmasi arasinda

At =—k, (1—/122';1)
bagintis1 vardir. Bu, Liu ve Wang [19] ‘in buldugu esitliktir.

iii) Eger, x,(s;) bir egrilik c¢izgisi ise bu taktirde x,(s;) egrisi x(s) egrisinin

Mannheim partner D -egrisidir < x,(s,) egrisi i¢in

kg] =0 veya kn] :_%
dir.

Teorem 3.3.2. E’ de S yiizeyi ile x(s) egrisi timelike ve S, yiizeyi ile x,(s,) egrisi
timelike olmak ilizere, x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin
geodezik egriligi, normal egriligi, geodezik burulmasi ve x, egrisinin geodezik egriligi

arasinda

3 2
k, ==k, [ (1= k)" + A%j][j—sj +| A2, (- 2k) - A k, ](ﬂJ

s, ds,
bagintis1 vardir.
Ispat. {x,x} cifti E; de Mannheim partner D-egrileri olsun.
Xl(sl) = X(Sl) _ﬂ(sl)ﬁl(sl) = )?(Sl) - l(sl)g(sl)

denkleminin tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

- =ds L, = ~ ds
T,=T——-Ag=|\T—-Ak T+ At i |—
b ds, 8 [ ¢ ¢ }dsl

dx, = _7ds
L =1 1-A )T +At.7n |—
ds, [( 2 ¢ } ds,
elde edilir. Bu denklemin de tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

2 — —
d al _d | &) _d [(1—/1k )T+ At ﬁ]ﬁ
ds; ds,\ ds, ) ds, ¢ ¢ Jds,
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2=
d’x { Ak T+(1 Ak, )k, 8 +k, n) +/11 n+Ar, (k, T+r )—}ﬁ
57 ds, ds, |ds,

[(1 Ak )T + At n];lz

51

2~ ) 2 2 2
O R R P o +(1—/1k L o B I E=A T
dsl ¢ ds, ds, 7 ds; “\ ds, “\ ds, “\ ds,

1
2
+| k,| — as — Ak k, ds +l —+ﬂ d’s
ds, ds1 ¢ ds, gds

elde edilir. g =n, ve

k, = (58 i) = (7.5 x7)

oldugundan

2 d’s
Elx@:j“elxg_{ Ak, 2 Ak, (;“J +(1- /uc) J(Tx )
S ds;

‘ds, |
ds ) ds ) d’s
+| k, & — Ak k, R ¥ —+/11 — (11X §)
ds, ds, ¢ ds, ¢ ds}
2
ixi, =ixg= [ﬂk 2 gk”(dsj —(1- Ak )d_J
Sl dl

1

2 2
oo | B k| 5 g g, s
ds M\ ds, % ds, % ds

bulunur. Bu degerler yerlerine yazilirsa

ds - ds
={(1-Ak)—T+At, —n,
<( g)dsl s,

S
ds d’s ds ’ ds d’s | =
Ak, 94 &, —(1—/1k YES | =k, (1= Ak )| 2| — e, Eoar LT
*ds, dsl 7 ds; 7\ ds, ¢ ds, ¢ ds;

elde edilir. T,T"> =—1 oldugundan

—_
|

3 2
k, ==k, [ (1=2k,) + /1213](;’_5] +[-At,0-2k) - Ar k, ]u’_s] (3.3.16)
1 1

81 S s
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bulunur. Buna bagh olarak asagidaki 6zel durumlar verilebilir:

i) x bir geodezik egri, yani k, =0 ise

k, =—k, (1+ 2’7 )[j—;T -2z, [j—;]z ,
ii) x bir asimptotik ¢izgi, yani k, =0 ise
2
=[—/11"g (l—ﬂkg)—/lzrgléJ(j—s] ,
iii) x bir egrilik ¢izgisi, yani 7, =0 ise
RS
k, =—k, (- Ak,)’ [d—;j (3.3.17)
bulunur.
Teorem 3.3.3. E’ de S yiizeyi ile x(s) egrisi timelike ve S, yiizeyi ile x,(s,) egrisi

timelike olmak ilizere, x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin

geodezik burulmasi ve x, egrisinin geodezik burulmasi arasinda asagidaki gibi bir iliski

ds
T =T
(dsl J
Ispat. {x,x} cifti E; de Mannheim partner D-egriler olsun.

& d,

T, =(—t, A x—

boo\ds, ds,

X, () = X(s5,) = A(s)7, (5,) = X(s,) — As,) g (s)

esitliginin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

vardir:

Ag] 0 =T -Ak,T - Tn)]—l

= = _.ds
T, =[ (1- k)T + /M'gn)]d—Sl
di

—1=(1—/1kg)ﬂf+mg s
ds, ds, ds,

elde edilir. g =7, oldugundan



76

dn, _dg dg ds ~ _ds
B s = dvds Lk
s, ds, s ds,

olur. Bu denklem 7, ile vektorel ¢arpilirsa

nle—’z=g [, T—rgﬁ]d—;
P dn - -7 .ds
dSl [kg T :|d_Sl

elde edilir ve 7, =<dx‘ 7] xd—> esitliginde yerlerine yazilirsa
S S

e (BN Ly B g g By B By
o\ ds, ds, 7 ds, ds, ¢ ds, ‘ds,

ds, gy
7, =—(1- k) (dsj <T,T

bulunur. <f,f> =—1 oldugundan

2
z, :rg(l—/zkg)[ﬂj + AT,k [dsj
‘ ds, ds,

\/
+
NS
9
»

oo
Y
Y | &
~

[3%]

—

Fl

S|
~—

7, =7 (dsj (3.3.18)
ds,
elde edilir. Ayrica, (3.3.6), (3.3.18) denkleminde yerine yazilirsa
cosh® @
Tngl == 22

elde edilir. Bu taktirde, (3.3.6) ve (3.3.18) esitliklerinden su sonuclar1 verebiliriz.

Sonug¢ 3.3.1. x bir Mannheim D-egri ve x,, x egrisinin bir Mannheim partner D -
egrisi olsun. Bu taktirde x, egrisinin 7, geodezik burulmasi ve x egrisinin 7,

geodezik burulmasi arasinda

_ cosh’ @
Tl =~ FE

bagintis1 vardir. Bdylece x Mannheim D -egrisi egrilik ¢izgisi iken x, Mannheim

partner D -egrisi de bir egrilik cizgisidir.
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Benzer sekilde (3.3.6) ve (3.3.18) esitliklerinden

T sinh” @
7, (1+ Ak, )
yazabiliriz. Bu taktirde, eger x,(s,) egrisi bir asimptotik egri ise, yani, k, =0 ise

7, =—sinh’ r, (3.3.19)

olur.

Sonug¢ 3.3.2. x bir Mannheim D-egri ve x,, x egrisinin bir Mannheim partner D -
egrisi olsun. Eger 6, x ve x, egrilerinin noktalarina karsilik gelen noktalarindaki 7 ve
T, teget vektorleri arasindaki a¢1 olmak lizere, x,(s,) bir asimtotik egri ise bu taktirde
x(s) egrisinin 7, geodezik burulmasi ve x(s;) egrisinin 7, geodezik burulmasi
arasinda

7, =—sinh’ 07,

bagintis1 gecerlidir.

Teorem 3.3.4. E’ de S yiizeyi ile x(s) egrisi timelike ve S, yiizeyi ile x,(s,) egrisi
timelike olmak iizere, x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin
geodezik egriligi, geodezik burulmasi ile x, egrisinin normal egriligi, geodezik
burulmasi arasinda
k, —k,=Akk, —7,7,)

bagintis1 gecerlidir.
Ispat. {x,x} ¢ifti E; de Mannheim partner D-egriler olsun. A(s,) belli bir fonksiyon
olmak iizere

X(s) =X,(s,)+ A(s)ri, (s,) (3.3.20)
yazilabilir. Bu denklemin s, yayma gore tiirevi alimir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

T T+ Ak, T +7, §)+ A (3.3.21)

S
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elde edilir. A, sifirdan farkli bir sabit olarak diisiiniiliirse

T= (1+/1k) T+/12' le g (3.3.22)

olur. Buna gore
T =cosh 6T, +sinh 83, (3.3.23)
yazilabilir. (3.3.22) ve (3.3.23) denklemlerinden

coshﬂz(l+ﬂkﬂ)ﬂ, sinh@=Ar a5 (3.3.24)
" ds o ds

elde edilir. n, ve g lineer bagimli oldugundan
X, (s)) = X(s,) = ACs)i (s,) = X(s) — A5 g (s,)
yazilabilir. Bu denklemin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

T =57 25=0-A, )—T+,1 (3.3.25)
ds, ds1

elde edilir.
T, = cosh 8T —sinh Gii (3.3.26)
oldugundan, (3.3.25) ve (3.3.26) denklemlerinden

cosheza—zkg)j—s, —sinh @ = mﬂ (3.3.27)

s, ¢ ds,

elde edilir. (3.3.24) ve (3.3.27) denklemlerinden
cos® h = (1- Ak, Y 1k ) 14 A=k, +k, )= Ak K,
ds, "ds 1 '

—sin” hé = At, ﬁﬂrg s _ izfgz'g
ds, " ds :

cos” h—sin” hf =1=1+ A(-k, +k, ) + A7 (—kk, +7,7,)
k, —k, = Ak, =7,7,) (3.3.28)

bulunur. Teorem (3.3.4) den asagidaki 6zel durumlari verebiliriz, {x, xl} cifti bir
Mannheim D -cifti olsun. Bu taktirde,
i) Eger, x, bir asimtotik egri ise, bu taktirde
k,=At,7T, .

ii) Eger, x ve x, bir egrilik ¢izgisi ise, bu taktirde
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k, —k, =k k,
iii) Eger, x bir geodezik egrilik ise, bu taktirde
k, =-Att,

bulunur.

Teorem 3.3.5. E’ de S yiizeyi ile x(s) egrisi timelike ve S, yiizeyi ile x,(s,) egrisi
timelike olmak iizere, x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun. x ve x, egrilerinin

geodezik egrilikleri, normal egrilikleri ve geodezik burulmalart icin asagidaki
denklemler vardir:

i) k, =k, ﬂ+ﬁ
"ds, ds,

i) 7 ﬂzk sinh@—1, coshé
8 dS n 81
1

iii) k, ds _ k, cosh@—7, sinh6

ds,

iv) 7, =(k, sinh#—7, cosh e)ﬁ

S
Ispat. {x,x,} cifti E; de Mannheim partner D-egriler olsun.
i) <f,fl> =cosh @ esitliginin s, e gore tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

1 Sy

- . ds = ~ de
<(kgg+kn”)g,Tl>+<T k, 8 —k, n>—s1nh9—

elde edilir. Bu esitlikte
T, = cosh @T —sinh @i, g, =—sinh T + cosh Gii
denklemleri ve 7, ile g nin lineer bagimli olduklar: dikkate alinirsa

ds
<(kgg + k”n)d_’

S

cosh T —sinh 9n> + <T, k, (—sinh 6T +cosh 67i) +k, ﬁl> —sinhg 92

S

k, §g+k 45 i cosh 6T —sinh Gii +<T —k, sinh 6T +k, cosh 67 +k, n> sinh 9-2¢
‘ ds, ds, s,
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—k, sinh 8% (7,7i)— k, sinh 6(T,T)=sinh 649

s, ds,
elde edilir. <T,T> =—1 oldugundan

oy s 48
é ds, ds,

bulunur.

ii) <ﬁ,ﬁl> =0 denkleminin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri
kullanlirsa

- . ds S -
<(k”T+ng)d—,nl>+<n,k”17]+Tglg1>=O

S
elde edilir. Bu denklemde
T, = cosh @T —sinh @i, g, =—sinh T +cosh Gii

esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagiml olduklari dikkate alinirsa
<(k,,f +7, g)j—s,ﬁl > +(ii, k, (cosh 6T —sinh 67) +7, (~sinh 6T +cosh 67)) = 0
Sl

<k,, j—sf +7, j—s g, g> +(7i, (k, cosh@—7, sinh O)T +(—k, sinh 6+, cosh)ii)=0
s s,

1

T, j—i( §.8)+(—k, sinh@+7, cosh6)(ii,ii)=0

T,£=kn sinh@—7, coshd
8 dSl 1 1

elde edilir.

iii) <a,ﬁl> =0 denkleminin s, e gore tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa
S

<(kg§+knﬁ)j—s,ﬁl>+<f,knlfl +7,8,)=0

elde edilir. Bu denklemde

T, = cosh @T —sinh @i, g, =—sinh T +cosh Gii
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esitlikleri ve n, ile g in lineer bagimli olduklar1 dikkate alinirsa

<(kg g +k”ﬁ)j—;,ﬁl>+<f,k”l (cosh 6T —sinh 67i )+ 7, (—sinh 6T +cosh 0ﬁ)> =0

1

_ . ds — ~ ~ . ~ _
<(kgg+knn)d—s1,g>+<T,kn1 (coshHT—smh 9n)+z'g1 (—s1nhl9T+cosh9n)>=0
k ﬁ(g,g}ﬂk cosh@-7 sinh0)<f,f>=o

8 dSl n 81
k% _k, coshf—z, sinh6
Sl 1 1

elde edilir.

iv) < g, §1> =0 denkleminin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

elde edilir. Burada
T, = cosh 8T —sinh 87, g, = —sinh @T +cosh i
esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagimh olduklari dikkate alinirsa

<(kgf—rgﬁ)j—s,—8inh9f+005h 6?71>+<§,kg1 (coshé’f—sinh Hﬁ)—z'glﬁl> =0

S

ds - ds _ . = — - A ; 7 ol
<kgd_SIT—Tgd—SIn,—smh0T+cosh9n>+<g,kgl cosh @I -k, sinh 0n—z'g]g>—0

—k, sinh 0£<f,f>—fg cosh 9£<ﬁ,ﬁ>—1’gl (3.8)=0

s, ds,

elde edilir.

—_

T,f> =—1 oldugundan

7, = (kg sinhﬁ—rg cosh G)d—;
1

olur.
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4. Durum. {x,x} cifti Mannheim partner D-egrileri olsun. S yiizeyi ile x egrisi

timelike iken S, ylizeyi timelike, x, egrisi spacelike olabilir. Bu durumda

f O kg kn f fi O kgl _knl fi
gl=|k, 0 -z |[&] &=k, O 7, |&
n| \k, ., 0 \i] |n k. 7, 0 A

ve ¢at1 elemanlarinin vektorel carpimlart da sirasiyla

—n Tix g =-n

~y

Xg=
gxi=T , g xii=-T
ixT=-g  ixT =g

biciminde verilir.

Teorem 3.4.1. E’ de S yiizeyi ile x(s) egrisi timelike ve S, yiizeyi timelike, x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun < A
sifirdan farkli bir sabit olmak iizere x, egrisinin k, normal egriligi, k, geodezik
egriligi, 7, geodezik burulmasi ve x egrisinin k, normal egriligi arasinda asagidaki

denklem saglanir:

1A+ Ak, ) -2 L 1+ Ak . /12 :
T =— ! 81 mo_ & m "1
o (1+ 2k, ) " sinhg 1+/1k1

Ispat. Kabul edelimki x(s) bir Mannheim D -egrisidir. Bu taktirde tanimdan bir A(s))

fonksiyonu i¢in

x(s,) ZXI(S1)+2,(S1)ﬁ1(S1) (3.4.1)
yazilabilir. Simdi bu denklemin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa
dx ds _ dx,
+ A7, (s,) + A(s)n, (s
ds ds,  ds (5,7, (5,) + (5,1, (5,)
ds
T—==T +Aii, + Ak, T +7, &)
ds,
ds
T—==(1+k, )T + Aii, +A7, 8
Sy

elde edilir. Bu denklem 7, = g ile i¢ ¢arpilirsa
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j—s<i§> = (1+ Ak, )(T,, )+ A7, i )+ Az, (8.7,)

S
ve buradan 4=0 , yani A bir sabittir. O halde
- ds

ngfl + A =T, + Ak, T, +7, §)) (3.4.2)
1
~ ds = -
T == (1+ Ak, )T, + Az, §, (3.4.3)
1
yazilir.
T =sinh @T, +cosh @ g, (3.4.4)

denkleminin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

dT ds

T (k, g —k,7i,)sinh + 6 cosh 6T, + (k, T, +7, 7i,) cosh 6+ sinh 6 g,
s ds,

(k,8+ knﬁ)j—ss = (6+k, ) cosh 6T, + (6 +k, )sinh 63, +(—k, sinh 6+7, cosh O)ii,

1

elde edilir. Simdi bu denklemde
ii=cosh@T +sinh 6 g,
esitligi yerine yazilirsa
(k, & +k, cosh 6T, +k, sinh 9§1)j—s = (6+k, )cosh 0T, + (6 +k, )sinh 63,

S
+(=k, sinh@+7, cosh&)n,

olur. x ve x, Mannheim partner D -egrileri oldugu i¢cin n ile g, lineer bagimh

olacagindan esitligin her iki tarafindaki 7, ve 7, in katsayilari esittir.

6":kn£—kg (3.4.5)
S :
bulunur. (3.4.4) denklemi (3.4.3) denkleminde yerine yazilirsa
(sinh 8T +cosh @ gl)j—s =1+ Ak, )T, + A7, 8,
S
ve buradan

sinh Hj—s =(1+4k, ), cosh 0= = Az

S S
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ds 1+Ak, At At
DT T cothf= B (3.4.6)
ds, sinh@ cosh@ 1+ Ak

n

elde edilir. Bu esitliklerden bulunan Az, =coth& (1+4k,) denkleminin s yayma

gore tiirevi alinirsa

A = 1_ﬂ 01+ Ak )+ ﬂ Ak
8 2 n n
| (1+ Ak, ) Uk, )

bulunur ve (3.4.5) dikkate alinirsa

1A+ Ak, ) -2 1+ Ak, ATk,
t, =— 1 Sk, ek, [ (3.4.7)
o2 (1+ 1k, ) sinhg ) 1+ 1k,

bulunur. (3.4.6) denklemindeki degerler (3.4.7) de yazilirsa

3
At 1+ 2k, )= ATk, +((1+Ak,) - 272 )k, =K, (j—;J (3.4.8)
elde edilir.
Tersine, A sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

X(s) =X,(s,)+ A(s)ri, (s,) (3.4.9)
bir egrisini alalim. Bu denklemin iki kere tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

TE _f i i =T+ A(k, T 47, 8)
ds,
T:;—j =1+ k)T, + A7, §, (3.4.10)
|

2 2
(k, & +k, i) (j—sj +d—ff = Ak, T, +(1+ Ak, )k, §,—k, 7i,)

sl Sl
+ ﬂrgl g+ ﬂrgl (kng1 + Tglnl)

2
ds d’s - . -
kg+ki)|—| +—T =k +At k)T +(-(1+ Ak Yk + A7’ )i
( gg n )(d%j dSlz ( n 8 gl)l ( ( "1) n gl) 1 (3411)

+((1+ 2k, )k, + A2, )8,

elde edilir. (3.4.10) ile (3.4.11) denklemleri vektorel carpilirsa



85

[kg(fx§)+kn(f><ﬁ)](j—s

3
J = (1+ Ak, )| ~(1+ Ak, Yk, +A72 (T, xii,)
S
+At, (A, + AT,k (g XT)
+((+ Ak, )k, + A2, (1+2k,)) (T, X3))
+(-Az k, 1+ Ak, )+ AT ) (3, %))
veya
d 3
- - ) g
[—k,ii+k,g] (d_Slj =(Az k, 1+ 2k, )- 27 )T,
[k, (+ Ak, ) = A2, (+ Ak, )+ AT, K, + 2Tk, |ii, (34.12)
+[ A+ 2k, Yk, — A7, (1+ Ak, ) | 8,
elde edilir. (3.4.8), (3.4.12) denkleminde yerine yazilirsa
d 3
[—k,ii+ kng](—sj = (A7 k, 1+ Ak, )~ AT )T,

81 M
Sl

+(k, (1+ Ak, )’ = A2 (1+ Ak, ) &, (3.4.13)

d 3
- kn (_Sj ﬁl
ds,
bulunur. Ayrica, (3.4.13) ile (3.4.10) denklemi vektorel ¢carpilirsa

[k, (T xii) +k, (T g)](j—s

S

4
j =(Ar2k, A+ 2k, ) - A7} )i,
—(k, A+ 2k, )’ = Az2 (1+ Ak, )* )i,

3 3
ds - ds =
+ kn (d—j (1 + ﬂknl )gl + kn (EJ ﬂ/l'gl]]

S |

4
|k, (Txii)+k,(Tx2)] (j—jj =272k, (14 Ak, )~ AT —k, (14+ Ak, ) + AT (1+ Ak, ) )7y
1
d 3 d 3
\) A) -
+k | — | A+ Ak g, +k | — | A7, T,
n(dslj ( nl)gl n(dslj g1
s\’ ds ' ds '
[k g—ki]l | =k| | A+ 2k )G +k, |~ | Az,T,
ds, ds, ‘ ds, ‘ (3.4.14)

+((+ Ak, ) = 2772 ) (A2 —k, (1+Ak,)) 7,
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elde edilir. Simdi (3.4.13) ve (3.4.14) denklemleri diizenlenirse

4 4

ds ds ds =
kk |— | g—k|—|ii=(Ar. k (1+Ak )-A*T )k | —|T
ng(dslj 8 g(dslj ( 8 "1( "1) gl) g(d Jl

S

+(k, 1+ 2k, )* = A7 (1+ Ak, ) )k, [js

ds,
d 4
—kk ||
“\ ds,
Ve

4 4 3 3
k k ds §-k ds i=At k. ds T, +k>(1+ Ak, ) a5 g,
| ds, ds, o ds, L ds, (3.4.16)

+k, ((1+1an ) - AT )(M; —k, (1+ Ak, )7,

jgl (3.4.15)

bulunur. Burada (3.4.15) denkleminden (3.4.16) denklemi ¢ikarilirsa

4 3
(—k? +kj)(£j ii= [kg 5—;(/17&@1 I+ Ak, ) - A7) )—/lz'glkf (ﬁJ }Tl

S 1 S
4 ds
S \)
+ k —(k QA+ Ak V¥ =AT> A+ Ak ))-A+ Ak K| — | |8
e g, (o O 46,)* = A2 1 Ak, )= >(ng

4
—| kK, (ﬁJ +k, ((+2k, ) =272 )(A72 —k, (1+ Ak, ))} i,

ds,

olur. (3.4.10) denkleminin kendisiyle i¢ ¢arpimindan elde edilen
2

ds

A =1+ Ak, )’ )=| —

( 81 ( ”1) ) dSl

denklemi ve (3.4.13) denkleminin kendisiyle i¢ carpimindan elde edilen

2
k, (ﬂJ — A7 +k, 1+ 2k, ) =0

ds,
denklemi son esitlikte yerlerine yazilirsa
ds ' d ds \
K2 +K2)| = | = |k, (A k, (4 Ak, )= A2 )= A k2| = | |T,
( g ”)(dSlJ [ 8 dsl( 8 ”1( ”1) 81) g n dsl 1

3
d ds ) |
- [kg d—s(an (1+ Ak, )? = A2 (1+ Ak,)) = (1+ Ak, )k? (d—SJ } g,

S S
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bulunur. Burada 7 vektorii 7, ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde ve (3.4.10)

denkleminde de T vektorii Tl ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde kalir. Dolayisiyla
g ve n, vektorleri aym1 dogrultudadir. Sonu¢ olarak x ve x; Mannheim partner D -

egrilerdir. ]

Simdi bazi 6zel durumlar i¢cin Mannheim partner D -egrilerinin karekterizasyonlarim
verelim. Kabul edelimki x(s)bir asimptotik Mannheim D -egri olsun. Bu taktirde
(3.4.7) denkleminin 6zel durumlarini verebiliriz:

i) x,(s;) egrisi bir geodezik egri olsun. Bu taktirde x,(s,) egrisi x(s) egrisinin
bir Mannheim partner D -egrisidir < asagidaki denklem saglanir,

ATS 1 k"l

% = 1+ Ak,

ii) Kabul edelim ki x,(s,) egrisi bir asimptotik egri olsun. Bu taktirde x,(s,)
egrisi x(s) egrisinin Mannheim partner D -egrisidir < x,(s;) egrisinin k, geodezik
egriligi ve 7z, geodezik burulmasi arasinda

At, =—k, (l—/izrz)
bagintis1 vardir. Bu, Liu ve Wang [19] ‘in buldugu esitliktir.

iii) Eger x(s;) bir egrilik ¢izgisi ise bu taktirde x,(s,) egrisi x(s)egrisinin

Mannheim partner D -egrisidir < x,(s,) egrisi i¢in

= -1
k, =0 veya k, = A

dir.

Teorem 3.4.2. E’ de S yiizeyi ile x(s) egrisi timelike ve S, yiizeyi timelike, x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x;, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin
geodezik egriligi, normal egriligi, geodezik burulmasi ve x, egrisinin geodezik egriligi

arasinda

3 2
k, =k,[(1=2k,) -2’7 ](;’—s] +[ A2, (1-2k,) +/12rg1&g](j—“‘}

Sy Si
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bagintis1 vardir.

Ispat. {x,x} cifti E] de Mannheim partner D-egrileri olsun.
Xl(sl) = )?(sl)—/i(sl)ﬁl(sl) = )?(Sl) - l(sl)g(sl)
denkleminin tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

~ ds = - _1ds

—_

dx = _7ds
d—lz[(l—;tkg)nmgn]—

S S
elde edilir. Bu denklemin de tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

2= —
d?:i [ [(1 M )T+ Az i | ds
ds; ds,\ ds, cls1 ds,

2=
d’x { Ak T+(1 Ak )k, 8 +k, n) +/11 n+Ar, (k, T+r )—}ﬁ
ds, ds, |d

Sl

[(1 Ak )T + At n]dz

51

Sy 1 1

2
+| k,| — as /lké k,| — ds +/1 —+/1 as n
ds, ds, ¢ ds, b ds1

elde edilir. g =n, ve

k, = (%% x7,)=(%,%xg)
oldugundan

2 d’s
Elxﬁlzjélxgz[—/ik ﬁmfgkn(j—sj +(1- /Uc) }(Tx g)
1

1
ds ) ds \ d 42
+| k, |k k, £ +A7, —S+/1r —S (%X g)
ds & ds ¢ ds?

1 1

2= ds 2 2
X Ak, 9 e -k, s +(1 Ak, )— T+ k, LA PRI L R
ds, ds; ds1 “\ ds,
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ds d’s |
xIan—XIXg—{/ik dsl_/i 7.k, (d J —(l—/ikg)d—stn

S

2 2
ook B ek | B —ar B pr D57
ds, ds1 ds, ds,

bulunur. Bu deger yerlerine yazilirsa

ds - ds
:<(1—/1kg)d—sT+/11'g—S

S S

2 2 2
M5 gk | —(1—/1k YIS g <k a-ak )| B 2 B qr 5T
‘ds, dsl 7 ds; 7\ ds, ¢ ds, ¢ ds,

elde edilir. <T,T> =—1 oldugundan

k, =kn[(1—/1kg) -2 2}[; ] [/17 (1= Ak )+ AT,k ]( dsj (3.4.16)
Sl

Sl
bulunur. Buna bagh olarak asagidaki 6zel durumlar verilebilir:

i) x bir geodezik egri, yani k, =0 ise

3 2
ds ds
k =k (1-2*77)| —= | =A¢,| — | ,
81 ’7( g)(dSI] z‘s’[dslj

ii) x bir asimptotik ¢izgi, yani k, =0 ise
d 2
k, =[ At,(1=2k)+ A7,k ]( S] ;
iii) x bir egrilik ¢izgisi, yani 7, =0 ise
d 3
k, =k, (1- Ak )*| == (3.4.17)
81 ”( g) {dslj

bulunur.

Teorem 3.4.3. E’ de S yiizeyi ile x(s) egrisi timelike ve S, yiizeyi timelike, x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x;, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin

geodezik burulmasi ve x, egrisinin geodezik burulmas: arasinda asagidaki gibi bir iliski

vardir:
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2
ds
T, =T
& (dle

Ispat. {x,x} cifti E] de Mannheim partner D-egrileri olsun.

& di,
T, =| —L, i, —
o \ds,  ds,

esitliginin saglandig1 biliniyor. Oncelikle esitlikteki degerleri bulalim,
X,(5,) = X(s) — ACsiy (s,) = X(5,) — A5 & (s,)

esitliginin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

dh _cds g [ 1g] =[T-Ak,T~ rn)]
l

T, =[ -k, )f+/17gﬁ)]j—s

S

L (1—/1kg)§f+mg s
ds, ds, ds,
elde edilir. g =7, oldugundan
dn, _dg dg ds ~ _Tds
o Ly
s, ds, ds ds,

olur. Bu esitlik 7, ile vektorel carpilirsa

_ o dn, - _ad
Xd_Z:g I:k T—Tgn:'_ssl
= dn - -7d.

Xd_’::[kgn_fgﬂd_:

(dxl 7] dn‘J <dx1 7] xd—> esitliginde yerlerine yazilirsa

elde edilir ve 7, = N3
é " ds, ds, ds,
P - BN R S PR N . -7, A7, k, a5 5
o\ ds, ds, 7 ds, ¢ ds1 ¢ ds, ¢ ds,
ds,\’ ds, \’
7, =—(1-Jk,)T, (—0 (T.T)+ At k, (d—slj (7, i)

bulunur. <T,T > =—1 oldugundan
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2 2
ds ds
(8 :rg(l—ﬂkg)[gj + ATk, [—j

1 dsl
T, = (ﬁf (3.4.18)
o flds,
elde edilir. Ayrica, (3.4.6), (3.4.18) de yerine yazilirsa
cosh’ @
TgZ'g] = 22

elde edilir. Bu taktirde, (3.4.6) ve (3.4.18) esitliklerinden su sonuclar1 verebiliriz.
Sonu¢ 3.4.1. x bir Mannheim D-egri ve x,, x egrisinin bir Mannheim partner D -
egrisi olsun. Bu taktirde x, egrisinin 7, geodezik burulmasi ve x egrisinin 7,

geodezik burulmasi arasinda

_ cosh’ @
Tng] - /12

bagintis1 vardir. Bdylece x Mannheim D -egrisi egrilik ¢izgisi iken x, Mannheim

partner D -egrisi de bir egrilik ¢izgisidir.

Benzer sekilde (3.4.6) ve (3.4.18) esitliklerinden

T _ sinh” @

7, (+A4k, )’

yazabiliriz. Bu taktirde, eger x,(s,) egrisi bir asimptotik egri ise, yani, k, =0 ise

7, =sinh’ 0 7, (3.4.19)

olur.

Sonug¢ 3.4.2. x bir Mannheim D-egri ve x,, x egrisinin bir Mannheim partner D -
egrisi olsun. Eger 6, x ve x, egrilerinin noktalarina karsilik gelen noktalarindaki 7 ve
T, teget vektorleri arasindaki ag1 olmak lizere, x,(s,) bir asimtotik egri ise bu taktirde
x(s) egrisinin 7, geodezik burulmasi ve x(s,) egrisinin T, geodezik burulmasi
arasinda

— cinh?2
T, =sinh Hrgl
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bagintis1 vardir.

Teorem 3.4.4. E’ de S yiizeyi ile x(s) egrisi timelike ve S, yiizeyi timelike, x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x;, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin
geodezik egriligi, geodezik burulmasi ile x, egrisinin normal egriligi, geodezik
burulmasi arasinda
k, —k,=Akk, —7,7,)

bagintis1 saglanir.
Ispat. {x,x} ¢ifti E; de Mannheim partner D-egriler olsun. A(s,) belli bir fonksiyon
olmak iizere

X(s) =X,(s,)+ A(s)r, (s,) (3.4.20)
yazilabilir. Bu denklemin s, yayma gore tiirevi alimir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

Tj—s=ﬁ+/1(knlfl +7, §,)+Af, (3.4.21)

S

elde edilir. A, sifirdan farkli bir sabit olarak diisiiniiliirse

Ttk )BT 4z Big (3.4.22)
' ds 8 ds
olur. Buna gore
T =sinh 8T, +cosh 8 g, (3.4.23)
yazilabilir. (3.4.22) ve (3.4.23) denklemlerinden
sinh 6= (14 2k )L coshg=1z, 1 (3.4.24)
' ds o ds

elde edilir. n, ve g lineer bagimli oldugundan
Xl(sl) = X(Sl) _ﬂ(sl)ﬁl(sl) = )?(Sl) - l(sl)g(sl)
yazilabilir. Bu denklemin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

ds _
—n

- ds - - ds -
T=—"T-Ag=0-Ak )—T+ At 3.4.25
1= g§=( g)dsl . ( )

s, ds,

elde edilir.

T, =—sinh @T +cosh 87 (3.4.26)
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oldugundan, (3.4.25) ve (3.4.26) denklemlerinden

~sinh @ = (1- Ak, ):;—S, cosh@ =27, & (3.4.27)
S

1 ds,
elde edilir. (3.4.24) ve (3.4.27) denklemlerinden
—sin” h@ = (l—ﬂkg)ﬂ(l+/1kn )ﬂ =1+A(-k, +k, )—lzkgkn
ds, " ds ! ‘
cos’ hf = At, ﬂﬂrg a5 _ AT,z
s, s ‘
cos’ h@—sin* h@=1=1+ A=k, + k,)— A (kk, —7,7,)

k, —k,=Akk, —7,7,) (3.4.28)
bulunur. Teorem (3.4.4) den asagidaki ozel durumlari verebiliriz, {x,x,} cifti bir
Mannheim D -¢ifti olsun. Bu taktirde,

i) Eger, x, bir asimtotik egri ise, bu taktirde
k,=At,7, .

ii) Eger, x ve x, bir egrilik ¢izgisi ise, bu taktirde
k, —k, =k k,

iii) Eger, x bir geodezik egrilik ise, bu taktirde
k, =—AtT,

bulunur.

Teorem 3.4.5. E’ de S yiizeyi ile x(s) egrisi timelike ve S, yiizeyi timelike, x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x; Mannheim partner D -egrileri olsun. x ve x,

egrilerinin geodezik egrilikleri, normal egrilikleri ve geodezik burulmalar1 igin

asagidaki denklemler vardir:

ds do
= kn —+—
ds, ds,

i)k

81

ii) 7, ;l_s =—k, coshf+7, sinh &
S

i) k% = & sinh@+7 coshd
8 dS n 81
1
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iv) 7, =(k, cosh@—7, sinh e)ﬁ

5
Ispat. {x,x} cifti E] de Mannheim partner D-egriler olsun.
i) <T,fl> =sinh @ esitliginin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

_ . ds - - . deo
<(kgg+k"”)d_sl’Tl>+<T’kglgl_knl”1>_COSh9d_sl

elde edilir. Bu esitlikte
T, =—sinh @T +cosh @i, g, = cosh 8T —sinh i
esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagiml olduklar dikkate alinirsa

<(kg g+ k”ﬁ)j—s,—sinh 8T +cosh 9ﬁ> + <T, k, (cosh 6T —sinh 6ii)—k, ﬁ1> —cosho
S

1 S

<k £g+k”j—sﬁ,—sinhﬁf+cosh9ﬁ>+<f,kgl coshl97:—kgl sinhﬂﬁ—knlﬁ1>:cosh9ﬁ

¢ ds, s, s,

k, cosh 8- (7 i) + k, cosh 6(T.,T) = cosh 646

Sy S
elde edilir. <T,T> =—1 oldugundan

s do
S ds,  ds,

bulunur.

ii) <ﬁ,ﬁl> =0 denkleminin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri
kullanilirsa
= . ds I ~
<(k”T +ng)d—s1,nl>+<n,kanl +7,8)=0
elde edilir. Bu denklemde
T, =—sinh 8T +cosh @i, g, = cosh OT —sinh Gii

esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagiml olduklari dikkate alinirsa
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1

<(knf+z'g g)j—s,ﬁl>+<ﬁ,knl (~sinh T +cosh 0i) + 7, (cosh 6T —sinh 6i)) = 0
S

<k,, j—sf +7, j—s g. g> +(ii,(~k, sinh 6+, cosh )T + (k, cosh@—z, sinh§)ii)=0
s s,

1

T, j—s<g, g)+(k, cosh6 -7, sinh 0)(7i.ii) =0
Sl
T, ds _ —k, cosh@+17, sinh &
dsl 1 1

elde edilir.

iii) < ,ﬁl> =0 denkleminin s, e gore tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

- _.ds _ = = -
<(kgg+knn)g,nl>+<T,kan1 +Tg]gl> =0

1

elde edilir. Bu denklemde
T, =—sinh 8T +cosh @i, g, = cosh 8T —sinh Gii

esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagimh olduklari dikkate alinirsa

<(kg §+kﬂﬁ)j—;,ﬁl>+<ik”l (—sinh @7 +cosh 8ii)+ 7, (cosh 6T —sinh 9ﬁ)> 0

1
o, ods L = . . - L
<(l’cgg+knn)d—s1,g>+<T,kn1 (—s1nh49T+cosh9n)+2'g1 (coshHT—s1nh9n)>=0
ds ,. _ ) -
k, d—Sl<g, g)+(k, sinh@+7, cosh 9)<T,T> =0

k, ds _ —k, sinh&+7, cosh@

S

elde edilir.

iv) < g, §1> =0 denkleminin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

— _.ds _ _ - _
<(kgT—Tgn)g,gl>+<g,kngl +Tg,”1> =0

1
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elde edilir. Burada
T, =—sinh 8T +cosh @i, g, =cosh @T —sinh Gii

esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagiml olduklari dikkate alinirsa

<(kj —fgﬁ)j_s,cosh 6T —sinh 9ﬁ> +<§,kg1 (—sinh 6T +cosh 6 ) +rglﬁl> =0

S

k ﬂT T, ds ncoshHT—sthn +<g, k 51nh0T+k cosh9n+z' > 0
¢ ds, ¢ ds,

ds /= = ) ds ,_ _ Lo
kg cosh@d—Sl<T,T>+z'g 31nh9d—S1<n,n>+T <g g> 0

elde edilir. <T,f> =—1 oldugundan

7, =(k, cosh@ -7, sinh e)ﬁ

S

olur.

5. Durum. {x,x} ¢ifti Mannheim partner D -egriler olsun. S yiizeyi timelike, x egrisi

spacelike iken S, yiizeyi ile x, egrisi spacelike olabilir. Bu durumda

7| (0 &k -&)(T) [T] [0 Kk, k(T
;é = kg O Tg g ’ §1 = _kgl 0 81 gl
nl Lk 7, 0 Jlid] |n r 0\ 7

ve ¢at1 elemanlarinin vektorel carpimlar da sirasiyla

Txg=-ii  T,x§ =i
gxi=-T, g xii=-T
AxT =g i, xT, =-g,

biciminde verilir.

Teorem 3.5.1. E] de S yiizeyi timelike, x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi ile x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun < A

sifirdan farkli bir sabit olmak iizere x, egrisinin k, normal egriligi, k, geodezik
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egriligi, 7, geodezik burulmasi ve x egrisinin k, normal egriligi arasinda asagidaki

denklem saglanir:

1A+ Ak, )+ AT 1+ Ak, ATk,
i == 1 81 _kn Lk + 81 M
o2 (1+ 1k, ) cosf ) 1+7k,

Ispat. Kabul edelimki x(s) bir Mannheim D -egrisidir. Bu taktirde tanimdan bir A(s,)

fonksiyonu i¢in
X(s,)=X,(s,)+ A(s )i, (s,) (3.5.1)

yazilabilir. Simdi bu denklemin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa
di ds _di,

= 5 s + A7, (5,) + A(s,)m, (s,)

75 =T 4 di 4 Ak, T 47, 8)
il

~ ds Sl _
TE: 1+ Ak, )T, + An + A7, 8,
1
elde edilir. Bu denklem 7, = g ile i¢ carpilirsa
ds

" (T,8)=+ak, ) (T,.5i,) + A 7 )+ A7, (3.7,)
1

ve buradan A =0, yani A bir sabittir. O halde
ds

gfzfﬁ/lﬁl =T, + Ak, T, +7,§) (3.5.2)
1
ds 7 = _
%T =1+ Ak, )T, + A7, 8, (3.5.3)
1
yazilir.
T =cosOT, +sinf g, (3.5.4)

denkleminin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

dT ds L S o SR - .
Egz(k&gl+k”1nl)cosh9+49(—s1n49)T1+(—kng1+z'gln1)s1n9+l9cos9gl
1

(k8 —knﬁ)j—s = (—6—k, )sin 6T, + (6 +k, )cos 03, +(k, cos+7, sin6)7,

S

elde edilir. Simdi bu denklemde
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ji=—sinOT +cosO g,

esitligi yerine yazilirsa

(kg +k,sin 6T, —k, cos egl)j—ss = (—6—k, )sin 6T, + (6 +k, ) cos 03,
1
+(k, cos@+7, sind)n,

olur. x ve x, Mannheim partner D -egrileri oldugu i¢in n ile g, lineer bagimh

olacagindan esitligin her iki tarafindaki Tl ve 7, in katsayilari esittir.

6=—k L _ (3.5.5)

n dsl 81

bulunur. (4.5.4) denklemi (4.5.3) denkleminde yerine yazilirsa

(cos 0T, +sin9§1)j—sz (1+ Ak, )T, + A7, §,

Sy

ve buradan

cos Qj—s =(1+4k,), sin ﬁﬁ =t

s, ds, é
1+ Ak, At At
ds _ L=—% tanf=—3H" (3.5.6)
ds, cos@ sin@ 1+ Ak,

elde edilir. Bu esitliklerden bulunan /M'gl =tan @ (1+/1an) denkleminin s, yayina gore

turevi alinirsa

_ At . At .
At, =| 14— |61+ Ak, ) +| —4— | Ak,
& (1+ 4k, ) ! 1+ Ak, :

bulunur ve (3.5.5) dikkate alinirsa

1[4k )+ AT 1+ Ak, Xt k,
t, =— : Ll —k, Lok, | (3.5.7)
) (1+ Ak, ) cos @ ') 1+ Ak,

bulunur. (3.5.6) denklemindeki degerler (3.5.7) de yazilirsa

3
At, (L4 k)~ AT, k, +(A+ Ak, P+ 272 )k, =k, (—] (3.5.8)

elde edilir.
Tersine, A sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

X(s,) = % (s,) + A(s,)ii (s5,) (3.5.9)
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bir egrisini alalim. Bu denklemin iki kere tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa
TL _fsgi =T+ Ak, T +7,8)
ds, 1 1 =4 ml1 T Tg 81
~ ds - -
T—=(+2k )T, + 27, (3.5.10)
dsl 1 1
s\ d°
(kg —k,i)| — | + 5T = 4K, T +(1+ Ak, )k, &+, 7i)
dsl Sl 1 1 1 1
+At, g +At, (—k, T, +7, i)
ds ’ d’s
kg—ki)| — | +—T =4k —Ar, k)T +(A+Ak Yk +A7> )i
( gg n )(dle dsl2 ( m 81 81) 1 (( ”1) m gl) 1 (3511)

+((1+ Ak, Dk, + A%, )8,

elde edilir. (3.5.10) ile (3.5.11) denklemleri vektorel carpilirsa

3
[k (T'x§)~k, (T xﬁ)](j—sj = (1+ Ak, )| (1+ Ak, )k, + Az, |(T; ¥ii,)
Sy
+At, (Ak, — AT,k (G XT)
+((+ 2k, ’k, + A2, (1+2k,)) (T X E))
+(Az, k, 1+ Ak, )+ 27 ) (8, %))

veya

3
|:_kgﬁ + k,,g} (s_SSJ N (_ﬂrgl k"l (1 + /’ik"l ) - /12121 )Tl
1
+| k, (4 2k, ) + A2, (1+ 2k, )= 2T, k, + ATk, [ii, (3.5.12)
+ [(1 +Ak, )k, + AT, 1+ Ak, )] g,

elde edilir. (3.5.8), (3.5.12) denkleminde yerine yazilirsa

3
[—k,ii+k,g ] [j—;j =(-Az k, 1+ Ak, ) - AT )T,
1

+(k, (1+ Ak, )’ + A2 (1+ Ak, )) &, (3.5.13)

3
k, (d—J
ds,

bulunur. Ayrica (3.5.13) ile (3.5.10) denklemi vektorel carpilirsa
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g n

[—kg(fxﬁ)+kn(fx§)](j—jJ = (A2 k, A+ 2k, )+ AT )i
1

+(k, 1+ 2k, )+ Az (1+ Ak, ) )i

3
ds
-k, 1+ Ak, k, At T
[dslj(-i_ 8 (dlj

4
[—kg (T xii)+k, (T X §)] (j—jj = (/127; k, A+ Ak, )+ A, +k, (+ Ak, ) + AT, (1+ Ak, )* ) i,
1

3 3
ds ds -
—k, 1 /7,/( k, At T
(dslj (+4k, )8+ (dslj Fali

4 3
[k, —k,i] A5 [ ek g 4k | B ae T
. ds, dsl ! ds, é (3.5.14)

+((+ 2k, ) + 27, ) (A22 +k, 1+ Ak,))ii,

denklemi bulunur. . Simdi (3.5.13) ve (3.5.14) denklemleri diizenlenirse

ds ds ds )=
k k g—k’ n=(-At, k, (1+ Ak, 0 )k | — |T
(dle g (dle ( 81 "( ) 81) g[dslj 1

+(k, (1+ Ak, )’ + AT (1+ Ak, ) )k, (j—s

Sl
—k k, ( ds J i
ds,

4 4 3
ki | B gk B a2 B 7o K21+ 2k, )| < | g,
“\ ds, ds, & dsl ds1 (3.5.16)

+k, (+ Ak, ) + AT )(;Lr; +k, (1+ Ak, )7,

jgl (3.5.15)

veE

bulunur. Burada (3.5.15) denkleminden (3.5.16) denklemi ¢ikarilirsa
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4 3
(—k? +k7) (ﬁJ i = [kg ﬁ(—m&km (1+ Ak, ) - A1) ) - AT k] (j—sj }Tl

ds, ds,

S

ds

Sy

ds

S

olur. (3.5.10) denkleminin kendisiyle i¢ ¢carpimindan elde edilen
2
ds
14+ Ak, )+ A7 )=| —
(( n ) 81 ) (dsl ]
denklemi ve (3.5.13) denkleminin kendisiyle i¢ carpimindan elde edilen

2
k, (ﬂJ +AT, +k, (1+ Ak, ) =0

Sl
denklemi son esitlikte yerlerine yazilirsa
Sy

Sy 1

4 3
ds | _ ds ds
(=K} +k7) (d—J ii= [kg d—(—ﬂ’[glknl (I+ 2k, ) - A7, )= Az, K, (ZJ }

ds

+[kg d—(kn] (I+ Ak, )’ + A7 (1+ Ak, ))+(l+/1kn] )kj(

Sy

ik, d_(km (1+/U<nl)2 +,17§] (1+/1kn]))+(1+/1knl )kf(

1

ds

1

ds

o

4
|k k, [—j +k, ((1 + Ak, ) + A1 )(/17; +k, (1+ Ak, ))} i,

1

o

bulunur. Burada 7 vektorii Tl ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde ve (3.5.10)

denkleminde de T vektorii fl ve g, vektorlerinin gerdigi diizlemde kalir. Dolayisiyla

g ve n, vektorii ile ayn1 dogrultudadir. Sonug¢ olarak x ve x, Mannheim partner D -

egrilerdir.

Simdi bazi 6zel durumlar i¢cin Mannheim partner D -egrilerinin karekterizasyonlarin

verelim. Kabul edelimki x(s)bir asimptotik Mannheim D-egri olsun. Bu taktirde

(3.5.7) denkleminin 6zel durumlarini verebiliriz:

i) x,(s;) egrisi bir geodezik egri olsun. Bu taktirde x,(s,) egrisi x(s) egrisinin

bir Mannheim partner D -egrisidir < asagidaki denklem saglanr,
. ATk,
T, =—".
1+ Ak,
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ii) Kabul edelim ki x,(s,) egrisi bir asimptotik egri olsun. Bu taktirde x,(s,)
egrisi x(s) egrisinin Mannheim partner D -egrisidir < x,(s;) egrisinin k, geodezik
egriligi ve 7z, geodezik burulmasi arasinda

At =—k, (1+/12’r§1)
bagintis1 vardir. Bu, Liu ve Wang [19] ‘in buldugu esitliktir.

iii) Eger x,(s;) egrisi bir egrilik cizgisi ise bu taktirde x,(s,) egrisi

x(s) egrisinin Mannheim partner D -egrisidir < x,(s,) egrisi i¢in

kg] =0 veya kn] :_%

olur.

Teorem 3.5.2. E de S yiizeyi timelike, x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi ile x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x;, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin
geodezik egriligi, normal egriligi, geodezik burulmasi ve x, egrisinin geodezik egriligi

arasinda

3 2
k, ==k, [ (1= k)" + A%j][j—sj +| A2, (- 2k) - A k, ](ﬂJ

s, ds,
bagintis1 gerceklenir.
Ispat. {x,x} cifti E; de Mannheim partner D-egriler olsun.
Xl(sl) = X(Sl) _ﬂ(sl)ﬁl(sl) = )?(Sl) - l(sl)g(sl)

denkleminin tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa

- ds = - - - _ds
Ti:d—SlT—ﬂg :[T—ﬂkgT—ﬂfgn:'d—Sl
dx, = _7ds
—L=\A-Ak )T -At. i |—
ds, [( 2 gn}dsl

elde edilir. Bu denklemin de tiirevini alir ve Darboux tiirev formiilleri yerlerine yazilirsa

2 — —
d al _d | &) _d [(1—/1k )T — At ﬁ]ﬁ
ds; ds,\ ds, ) ds, ¢ ¢ Jds,
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2
s; 1

2=
d’x [zkna Ak, § — kn)——/lfn At (k,T+t, )—}—ds
ds ds, |ds,

+[ -2k )T - 4r, ]dzs

S

2* 2 2 2
d’x L=| Ak, S _ e -k, as +(1—ﬂk )d—f T+| k, as — k2 a2 B g
ds, 7 ds; dsl ds1 “\ ds,

dsl s, 1
2

+| —k, ds ) Ak k| L —Mgﬁ—mgd—f i
ds, ds, ds ds,

elde edilir. g =n, ve

oldugundan
2 d2
5el><ﬁl=§1xg={—ﬂkgj—:—mgkn(j—51j +(1- Ak,) 1J(Tx )
2 2
+{—k (QJ Ak k (ﬁj PRIy QJ(nXg)
" ds, " ds, ¢ ds, ¢ ds}

bulunur. Bu degerler yerlerine yazilirsa

ds - ds _.
:<(1—ﬂkg)d—SlT—/12'g—n,

S

2 2 2
Ak, 4 e &, ds —(1—/1k,)d—f it| ok (d-ak )| B | Zae B g 87
¢ ds, ds1 " ds; "\ ds, ds, ¢ ds

3
kgl=—kn[(1—/1kg)2+/122'ﬂ£j—s] +[ -4z, (1- k) - A7 K ](;’s] (3.5.16)
S Sy

bulunur. Buna bagl olarak asagidaki 6zel durumlar verilebilir:

i) x bir geodezik egri, yani k, =0 ise
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3 2
k, =k, (1+ﬂzr§)[£] -t [ﬁl ;
é d “\ds

Sl

ii) x bir asimptotik ¢izgi, yani k, =0 ise
d 2
k, =[-4z, (1—/1kg)—/lzrgkg][_sj ,

iii) x bir egrilik ¢izgisi, yani 7, =0 ise

d 3
\

k, =—k,(1-k,)’ (d—] (3.5.17)

S

bulunur.

Teorem 3.5.3. E] de S yiizeyi timelike, x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi ile x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x;, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin

geodezik burulmasi ve x, egrisinin geodezik burulmasi arasinda asagidaki gibi bir iliski

(s
81 g dSl .

Ispat. {x,x} cifti E; de Mannheim partner D-egrileri olsun.

dx, _ dn
Tg =l > nl [
tods, ds,
esitliginin saglandig: biliniyor. Burada
Xl(sl) = X(Sl) _ﬂ(sl)ﬁl(sl) = )?(Sl) - l(sl)g(sl)
esitliginin tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa
dx, ds

g e s e d - - - d
d—Sl:xd—Sl—ﬂ,nl :[x—lg]d—::[T—ﬂ(kgT+Tgn)}d—:

vardir:

— — ds
T =[ (1= Ak T - A7.ii) |
! [ & & ]dsl
dx,

ds,

ds - ds
=(1-Ak)—T-At, —n
(-ak) 2T -7,

ds,

elde edilir. g =n, oldugundan
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dn, dg dg ds ~ _ds
& ay s LT
s, ds, ds ds,

olur. Bu denklem 7, ile vektorel ¢arpilirsa

ds,
elde edilir ve 7, = ﬁ, ”1,% = ﬁ,ﬁl x% esitliginde yerlerine yazilirsa
o \ds,  ds, ds, ds,

|
¢ 1 S ds,

e (BN [k ) B g By B By
Yo\ ds, ds, 7 ds, ds ¢ ¢

S~~——
|
NS
=\
»

oo
VR
&|$~,
N—

(3o}
/\
Fl
S|
S~

——(1=-A ds, g
7, ==(-Ak )z, |~ (1.7

s
ds ds
r ==, (- 2| —ark, | 2
81 g( g)(dslj 8 g(dslj
d 2
s
T, =—7T,|— 3.5.18
81 8 (dslj ( )
elde edilir. Ayrica, (3.5.6), (3.5.18) de yerine yazilirsa
sin” @
Tgrgl == 12

elde edilir. Bu taktirde, (3.5.6) ve (3.5.18) esitliklerinden su sonuclar1 verebiliriz.

Sonug¢ 3.5.1. x bir Mannheim D-egri ve x;, x egrisinin bir Mannheim partner D -
egrisi olsun. Bu taktirde x, egrisinin 7, geodezik burulmasi ve x egrisinin 7,

geodezik burulmasi arasinda

_ sin’ @
TeTe =~ FE

bagmtis1 vardir. Boylece x Mannheim D -egrisi egrilik ¢izgisi iken x, Mannheim

partner D -egrisi de bir egrilik ¢izgisidir.

Benzer sekilde (3.5.6) ve (3.5.18) esitliklerinden
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T,  cos’ @

7, (47, )

81

yazabiliriz. Bu taktirde, eger x,(s,) egrisi bir asimptotik egri ise, yani, k, =0 ise
T, =—cos’0 7, (3.5.19)

4

olur.

Sonug¢ 3.5.2. x bir Mannheim D-egri ve x;, x egrisinin bir Mannheim partner D -
egrisi olsun. Eger 6, x ve x, egrilerinin noktalarina karsilik gelen noktalarindaki 7 ve
T, teget vektorleri arasindaki ag1 olmak lizere, x,(s,) bir asimtotik egri ise bu taktirde
x(s) egrisinin 7, geodezik burulmasi ve x(s,) egrisinin T, geodezik burulmasi
arasinda

7, =—cos’ 61,

bagintis1 vardir.

Teorem 3.5.4. E] de S yiizeyi timelike, x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi ile x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x;, Mannheim partner D -egrileri olsun. x egrisinin
geodezik egriligi, geodezik burulmasi ile x, egrisinin normal egriligi, geodezik
burulmasi arasinda soyle bir iliski vardir:

k, —k,=Akk, —7,7,).
Ispat. {x,x} ¢ifti E; de Mannheim partner D-egriler olsun. A(s,) belli bir fonksiyon
olmak iizere

X(s) =X,(s,)+ A(s )i, (s)) (3.5.20)
yazilabilir. Bu denklemin s, yayma gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

Tﬁ_T + Ak, T, +7, §)+ AR, (3.5.21)

S

elde edilir. A, sifirdan farkli bir sabit olarak diisiiniiliirse

T= (1+/1k) T+/11 ‘; g, (3.5.22)
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olur. Buna gore
T = cos 4T, +sin 03, (3.5.23)
yazilabilir. (4.5.22) ve (4.5.23) denklemlerinden

cos@=(1+k VB sing=ar, B (3.5.24)
" ds o ds

elde edilir. n;, ve g lineer bagimli oldugundan
Xl(sl) = X(Sl) _ﬂ(sl)ﬁl(sl) = )?(Sl) - l(sl)g(sl)

yazilabilir. Bu denklemin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri kullanilirsa
ﬁ:d—f—zgz(l—zk )—T —At, —ii (3.5.25)
s

elde edilir.

T, = cos OT —sin Gii (3.5.26)
oldugundan, (3.5.25) ve (3.5.26) denklemlerinden

cosﬁz(l—/lkg)j—s, sinﬁzlz‘gﬂ (3.5.27)
s

1 ds,

elde edilir. (3.5.24) ve (3.5.27) denklemlerinden

ds ds
cos’@=(1-Ak)—A+ Ak )—L=1+A(-k, +k )— A’k k
( g)dsl( ”‘)ds (—k,+k,) ok,
) ds ds
sin® @ = At,—At, —s‘ = ﬂzrgrgl

1

coszﬂ+sin29:1:1+/1(—kg +knl)—/12(k k,—7,7,)

g
k, —k,=Akxk, —7,7,) (3.5.28)
bulunur. Teorem (3.5.4) den asagidaki ozel durumlari verebiliriz, {x,x,} cifti bir
Mannheim D -¢ifti olsun. Bu taktirde,
i) Eger, x, bir asimtotik egri ise, bu taktirde
kg = ﬂ’Tngl ’
ii) Eger, x ve x, bir egrilik ¢izgisi ise, bu taktirde
k, -k, =Akk,
iii) Eger, x bir geodezik egrilik ise, bu taktirde

k”l = _ng Tgl
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bulunur.

Teorem 3.5.5. E de S yiizeyi timelike, x(s) egrisi spacelike ve S, yiizeyi ile x,(s,)
egrisi spacelike olmak iizere, x ve x, Mannheim partner D -egrileri olsun. x ve x,
egrilerinin geodezik egrilikleri, normal egrilikleri ve geodezik burulmalar1 igin

asagidaki denklemler vardir:

b g ds_do
é ds, ds,

" ds .
ii) 7, —=—k, cos@+7, sind
Sl

ds .
iii) k, —=k, sinf+7, cosd
dsl 1 1

iv) T, = (kg cos@+7, sin ﬁ)d—j
1

Ispat. {x,x,} cifti E; de Mannheim partner D-egriler olsun.

i) <T,Tl> =cos @ denkleminin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

<(kg§+k,ﬁ)j—ss,ﬁ>+<f,kgl g +kn]ﬁ1> =—sin Qd—se
1 1

elde edilir. Bu denklemde

T =cosOT —sin@ii, g, =sinOT +cos Bii

esitlikleri ve 7, ile g in lineer bagimli olduklar1 dikkate alinirsa

<(kg g —k”ﬁ):ll—s,cos oT —sin 9ﬁ>+ <T,kgl (sin 6T +cos i) +k, ﬁl> ——sing4?
S S
kB 6k B cosoF —sin i +(T .k, sin 0T +K cos49ﬁ+k”ﬁl>=—sineﬁ
8 dSl dSl 81 81 1 Sl

. oads . S\ o pdl
k, 31n6?d—Sl<n,n>+kg1 sm9<T,T>— smé?ds1

__y 4s _do
é “ds, ds,
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bulunur.

ii) <ﬁ,ﬁl> =0 denkleminin s, e gore tiirevi alimir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

<(k,j +Tg§)j—;l,ﬁl>+<ﬁ,knlﬁ +7,8)=0
elde edilir. Bu denklemde

T =cosOT —sin @i, g, =sinOT +cos bii
esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagiml olduklari dikkate alinirsa

<(k"f+z'g§)j—ss,ﬁl>+<ﬁ,knl (cos 6T —sin i)+, (sin 6T +cos 9ﬁ)> =0

1

ds - ds . _ R . - . -
<k,, —SlT+fg d—Sl<gf,(g>>+<rz,(lc,,1 cos@+7, sinO)T +(—k, sinf+7, cos 9)n> =0
ds ,_. . ) oL
T, d—<g,g>+(—kn1 smt9+1'gl coS 0)<n,n>=0
S
z‘gﬂz—k” sinf@+7, cosd
sl 1 1
elde edilir.

iii) <T,ﬁl> =0 denkleminin s, e gore tiirevi alinir ve Darboux tiirev formiilleri
kullanilirsa

- _.ds _ = = -
<(kgg—knn)g,nl>+<T,kanl +Tg]g1> =0

1

elde edilir. Burada
T =cosOT —sinBii, g, =sinOT +cos bii

esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagimh olduklari dikkate alinirsa

<(kg§—k”ﬁ)j—;,ﬁl>+<f,k”l (cos 6T —sin 6ii) + 7, (sin 6T +cos 49ﬁ)> -0
<(kg§—knﬁ)5—;l, ”>+<T,kﬂl (cos 6T —sin 6ii)+ 7, (sin 6T +cos 9ﬁ)> =0
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ds

kgd—S1<(g7,g>+(kn1 cosf+7, sm6?)<T,T>:0
kgﬁzk” cos@+7, sind
dsl 1 1

elde edilir.

iv) < g, §1> =0 denkleminin s, e gore tiirevi alimir ve Darboux tiirev formiilleri

kullanilirsa

S

= _.ds _ . - ~
<(kgT+Tgn)d—,gl>+<g,—kngl +7,7i,) =0

elde edilir. Bu denklemde
T =cosOT —sinGii, g, =sinOT +cos Bii
esitlikleri ve 7, ile g nin lineer bagiml olduklar1 géz 6niine alinirsa

<(kg7:+’z'gﬁ)j—ss,siné’f+cost§’ﬁ>+<§,—kg1 (cos&f—sinﬁﬁ)+rglﬁl>=0

1

<kgﬂf_|_z-gﬂﬁ,smHT"+c0sl9ﬁ>+<§,—kg1 cosHT‘+kgl sin9ﬁ+fgl§>:O

ds, ds,

. oods jo = ds ;. . -
k, sin Gd—Sl<T,T>+z'g cosé’d—Sl<n,n>+Tgl <g,g> =0

T, = (kg sint9+2'g cos H)d—ss
1

bulunur.
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