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ÖZET 

 

Bu tez üç bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde, 3E  Öklid 3-uzayı ve 3
1E  Minkowski 3-uzayındaki temel tanım ve teoremler 

verilmiştir. 

 

İkinci ve üçüncü bölümler bu tezin orjinal kısımlarıdır. 

 

İkinci bölümde, öncelikle 3E  Öklid 3-uzayında Mannheim partner D -eğrilerinin tanımı 

verilmiştir. Ayrıca, 3E  Öklid uzayında yönlendirilmiş S  ve 1S  yüzeyleri üzerinde tamamen 

yatan Mannheim partner D -eğrilerini karakterize eden teoremler ve şartlar takdim edilmiştir.  

 

Üçüncü bölümde, öncelikle 3
1E  Minkowski 3-uzayında Mannheim partner D -eğrilerinin 

tanımı verilmiştir. Buna ek olarak, 3
1E  Minkowski uzayında yönlendirilmiş S  ve 1S  yüzeyleri 

üzerinde tamamen yatan Mannheim partner D -eğrilerini karakterize eden teoremler ve şartlar 

takdim edilmiştir.  
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ABSTRACT 
 
 

This thesis consists of three chapters.  

In the first chapter, basic definitions and elementary theorems are given in Euclidean 3-space 

3E  and in Minkowski 3-space 3
1E . 

 

The second and third chapters are original parts of this thesis. 

 

In the second chapter, firstly the definition of the Mannheim partner D-curves is given in the 

Euclidean 3-space 3E . Furthermore, the theorems and the conditions which characterize the 

Mannheim partner D-curves lying fully on the oriented surface S  and 1S  in Euclidean space 

3E  are introduced.  

 

In the third chapter, firstly the definition of the Mannheim partner D-curves is given in the 

Minkowski 3-space 3
1E . Furthermore, the theorems and the conditions which characterize the 

Mannheim partner D-curves lying fully on the oriented surface S  and 1S  in Minkowski space 

3
1E  are introduced.  
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GİRİŞ 

 

İki uzay eğrisinin Frenet çatılarının karşılık gelen noktalarındaki vektörleri dikkate 

alındığında, birinci çatının bir elemanı diğer çatının bir elemanı ile lineer bağımlı 

oluyorsa, bu durum Diferansiyel Geometride oldukça ilginç teorileri ortaya çıkarır. 

Böyle eğriler genellikle bağlantılı eğriler olarak adlandırılır. Bu eğri çiftlerinden en iyi 

bilinenleri Bertrand eğrileridir. Bertrand eğrileri, karşılık gelen noktalarda ortak asli 

normale sahip olan uzay eğrileridir. Bu ilginç eğriler, birçok matematikçi tarafından 

farklı uzaylarda ele alınarak incelenmiş ve bu eğriler ile ilgili önemli karakterizasyonlar 

elde edilmiştir [6,7,10,12,13]. Bertrand eğrilerinin bu ilginç yapısı, Ravani ve Ku [23] 

tarafından regle yüzeylerin boğaz çizgileri üzerinde tanımlı Frenet çatıları dikkate 

alınarak yüzeyler teorisine aktarılmış ve bu özellikteki regle yüzeyler Bertrand ofsetler 

olarak tanımlanmıştır. Ravani ve Ku tarafından bulunan sonuçların Minkowski 3-

uzayındaki timelike regle yüzeyler için karşılıkları, Kurnaz [17] tarafından ifade ve ispat 

edilmiştir. 

 

Son yıllarda bağlantılı eğrilerin yeni bir tanımı Liu ve Wang tarafından verildi[19,32]. 

Onlar, bu yeni eğrileri Mannheim partner eğrileri olarak adlandırdılar ve şu şekilde 

tanımladılar: x  ve 1x , 3E  3-boyutlu öklidyen uzayında iki eğri olsun. Bu eğrilerin 

karşılık gelen noktalarında, x  eğrisinin asli normal doğrusu 1x  eğrisinin binormal 

doğrusu ile lineer bağımlı oluyorsa, x  eğrisine bir Mannheim eğrisi, 1x  eğrisine de x  

eğrisinin bir Mannheim partner eğrisi adı verilir. { }1,x x  çifti de bir Mannheim çifti 

olarak adlandırılır. Bu eğri çiftleri için önemli bir karakterizasyon şu şekilde verilmiştir: 

1 1( )x s  eğrisinin ( )x s  eğrisinin bir Mannheim partner eğrisi olması için gerek ve yeter 

şart ( )x s  eğrisinin burulması τ , 1 1( )x s  eğrisinin eğriliği 1κ  ve burulması 1τ  olmak  

üzere sıfırdan farklı bir λ  sabiti için aşağıdaki denklemin sağlanmasıdır: 

 2 21
1

1

(1 )
d

ds

κτ
τ λ τ

λ
= = +�  



 

 

2 

 

Liu ve Wang, aynı zamanda, Minkowski 3-uzayında Mannheim eğrilerini 

çalıştılar[19,32]. Bertrand offsetlerine benzer şekilde, Orbay ve diğerleri Regle 

yüzeylerin Mannheim offsetlerini tanımladılar [13]. Minkowski 3-uzayındaki timelike 

ve spacelike Regle yüzeylerin Mannheim offsetlerinin karakterizasyonları da Kazaz, 

Uğurlu ve Önder tarafından verildi[14,15]. 

 

Bu çalışmada, yüzeyler üzerinde yatan dif.bilir iki eğrinin Darboux çatıları göz önüne 

alındı ve Mannheim partner D -eğrileri olarak isimlendirdiğimiz yeni bağlantılı eğri 

çifti tanımlandı. Liu ve Wang tarafından verilen karakterizasyonların, Mannheim 

partner D -eğrileri için karşılıkları ifade ve ispat edildi. Yüzeyler üzerindeki eğrilerin 

asimptotik eğriler olması durumunda, Liu ve Wang’ın elde ettiği sonuçlar özel durumlar 

olarak elde edilmiştir. 

 

Öklid uzayında tanımlanan Mannheim partner D -eğrileri için bulunan sonuçların, 

Minkowski 3-uzayındaki spacelike ve timelike yüzeyler üzerinde yatan eğriler için 

karşılıkları ifade ve ispat edilmiştir. 
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I. BÖLÜM 

TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde, sırasıyla, Öklid 3-uzayındaki ve Minkowski 3-uzayındaki temel kavramlar 

ve teoremlere yer verilecektir. 

 

1.1. Öklid 3-Uzayında Temel Kavramlar 

Bu bölümde, Öklid uzayı, eğri, birim hızlı eğri, regüler eğri, eğrilik, burulma,  Frenet 

çatısı, Darboux çatısı, normal eğrilik, geodezik eğrilik, geodezik burulma gibi, eğriler ve 

yüzeyler teorisindeki temel ifadelerin tanımlarını ve bazı denklemlerin bulunuşlarını 

vereceğiz. Burada verilen tanım ve ifadeler için [4,11,18,25] no’lu referanslara 

bakılabilir. 

 

Tanım 1.1.1. Bir reel afin uzay A  ve A  ile birlesen vektör uzayı da V olsun. V  de 

3

1

, :

( , ) ,
i i

i

V V

x y x y x y
=

× →

→ =∑

�

� � � �  

şeklinde bir Öklid iç çarpımı tanımlanırsa, A  afin uzayına 3-boyutlu Öklid uzayı denir 

ve 3E  ile gösterilir. 

 

Tanım 1.1.2. Bir a
�

 vektörünün kendisiyle iç çarpımının kare köküne bu vektörün 

normu denir ve a
�

 ile gösterilir. Bu tanıma göre 
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,a a a=
� � �

 

dır. 

Tanım 1.1.3. Bir vektör uzayından alınan iki vektörün vektörel çarpımı bu iki vektöre 

dik olacak şekilde üçüncü bir vektöre karşılık geliyorsa bu çarpıma vektörel çarpım adı 

verilir ve şu şartları sağlar: 

, sina b c a b a b θ× = × =
� �� � �

 

 

Tanım 1.1.4. Bir M  eğrisi ( , )αΙ  koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Eğer s∀ ∈Ι  

için, ( ) 1sα ′ =  ise M  eğrisine ( , )αΙ  ya göre birim hızlı eğridir denir. 

 

Tanım 1.1.5. Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı, yani s I∀ ∈  için ( ) 0sα ′ ≠  

olan eğriye regüler eğri denir. 

 

Tanım 1.1.6. α  bir uzay eğrisi olsun. α  eğrisi bir uzay eğrisi olduğundan her bir 

noktasında; T  teğet, N  asli normal ve B  binormal vektörlerden oluşan bir { }, ,T N B
� � �

 

ortonormal koordinat sisteminin var olduğunu biliyoruz. Bu { }, ,T N B
� � �

 üçlüsüne 

hareketli üçlü ya da Frenet Çatısı denir. 

 

Tanım 1.1.7. T
�

 teğet vektör olmak üzere bir eğri boyunca ilerlediğimiz zaman teğetin 

değişim oranını ifade eden 
dT

k N
ds

κ= =

�
� �

 vektörüne eğrilik vektörü denir ve κ  

çarpanına birinci eğrilik veya eğrilik  adı verilir. 

 

Tanım 1.1.8. ( )x x s=  bir eğri ve B
�

 eğrinin bir noktasındaki binormal vektör olmak 

üzere 
dB

N
ds

τ= −

�
�

 eşitliğini sağlayan τ  fonksiyonuna x  eğrisinin ikinci eğriliği veya 

burulması  denir. τ  fonksiyonu 

( , , )
,

x x x dx
x

dsx x
τ = =

⋅

� � �� �� ��� ��
� ��� ��
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eşitliği ile verilir. Burada ,x
��  x  eğrisinin yay parametresine göre türevidir. 

 

κ  eğrilik ve τ  burulma olmak üzere, Frenet türev formülleri şu şekilde verilir: 

T N

N T B

B N

κ

κ τ

τ

=

= − +

= −

� ��

� � ��

� ��

                                                   ( 1.1 ) 

 

Tanım 1.1.9. 3E , ,  standart  iç çarpımı ile verilen 3  boyutlu Öklidyen uzay olsun. 

( )x s , yay uzunluğu ile parametrelenmiş 3E  de bir eğri ve 1 1( )x s  1s  yay uzunluğu 

parametresiyle parametrelenmiş 3E  de bir eğri olsun. Eğer, karşılık gelen noktalarda x  

eğrisinin binormali ile 1x  eğrisinin asli normali lineer bağımlı ise bu taktirde x  eğrisine 

bir Mannheim eğrisi, 1x  eğrisine de x  eğrisinin Mannheim partner eğrisidir denir [19]. 

 

Teorem 1.1.1. ( )x s  ve 1 1( )x s  3E  Öklid uzayında yay uzunluğu parametresiyle verilmiş 

iki eğri olsun. Bu taktirde, 1 1( )x s  eğrisi ( )x s  eğrisinin Mannheim partner eğrisidir ⇔  

λ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere, 1 1( )x s  eğrisinin 1κ  eğriliği ve 1τ  burulması 

aşağıdaki denklemi sağlar: 

2 21 1
1 1

1

(1 )
d

ds

τ κ
τ λ τ

λ
= = +�  

(Bakınız [19]). 

 

Önerme 1.1.1. ( )x s , 3E  Öklid uzayında s  yay uzunluğu parametresi ile verilmiş 

Mannheim eğrisi ve 1 1( )x s  eğrisi de ( )x s  eğrisinin 1s  yay uzunluğu parametresi ile 

verilmiş Mannheim partner eğrisi olsun. Eğer ( )x s  eğrisi bir genelleştirilmiş helis ise 

bu taktirde 1 1( )x s  eğrisi bir doğrudur [19]. 

 

Önerme 1.1.2. Eğer bir genelleştirilmiş helis eğrisi 3E  Öklid uzayında bir ( )x s  

eğrisinin Mannheim partner eğrisi oluyorsa, bu taktirde 1c , 2c  sıfırdan farklı sabitler 

olmak üzere ( )x s  eğrisinin eğrilikleri arasında 
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1 12

2

1

2 2
c s c sc

e e
c

τ

κ
−= −  

bağıntısı vardır. 

Eğer özel olarak 1 2 1c c= =  alınırsa 

sinh
2

s se e
s

τ

κ

−−
= =  

elde edilir [19]. 

 

Tanım 1.1.10. Diferansiyellenebilir bir S  yüzeyi üzerinde bir α  eğrisi verilsin. α  

eğrisi S  yüzeyi üzerinde olduğundan, her bir noktasında Darboux çatısı olarak 

isimlendirilen ikinci bir çatı mevcuttur. Darboux çatısı, T
�

 teğet, g
�

 geodezik normal ve 

n
�

 yüzey normali olmak üzere { }, ,T g n
� � �

 ortonormal koordinat sistemi olarak tanımlanır.  

Burada birinci vektör, eğrinin bir P noktasında yüzeye ve eğriye teğet olan T
�

 birim 

teğet vektör alanıdır. n
�

, yüzeyin P noktasındaki birim normal vektör alanı ve çatının 

ikinci vektörü olan birim geodezik normal vektör alanı da g n T= ×
�� �

 eşitliği ile 

tanımlanır. T
�

 vektörü Frenet ve Darboux çatılarının her ikisinde de ortak olduğundan, 

diğer N
�

, B
�

, g
�

 ve n
�

 vektörleri aynı düzlemde bulunurlar. ( Şekil 1) 

 

Şekil 1: Frenet ve Darboux çatılarının elemanları 
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Frenet çatısı, T
�

 etrafında pozitif yönde ( )sϕ ϕ=  açılık bir dönmeye tabi tutulursa 

Darboux çatısı elde edilir. Bu ise, g
�

 ile N
�

 ve n
�

 ile B
�

 arasındaki açının ϕ  olması 

demektir. Buradan  

1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

TT

g N

n B

ϕ ϕ

ϕ ϕ

    
    =     
    −    

��

��

��
 

matrisi yardımıyla 

cos sin , sin cosg N B n N Bϕ ϕ ϕ ϕ= + = − +
� � � �� �

         (1.2 ) 

yazılabilir. Yani (1.2) eşitlikleri        

cos sin

sin cos

g N

n B

ϕ ϕ

ϕ ϕ

    
=     −       

��

��                                 (1.3) 

matris formunda yazılabilir. (1.3) eşitliğindeki  

 








− ϕϕ

ϕϕ

cossin

sincos
               (1.4) 

matrisi düzlemin dönme matrisi, yani ortogonal matristir. O halde Frenet çatısının 

elemanları olan  N
�

 ve B
�

 vektörlerini elde etmek istersek,  (1.2) eşitliklerinden N
�

 ve 

B
�

’yi bulmamız gerekir. Gerekli işlemler yapılırsa; 

cos sin

sin cos

N g

nB

ϕ ϕ

ϕ ϕ

  −   
=     

      

� �

� �                     (1.5) 

yani 

cos sin , sin cosN g n B g nϕ ϕ ϕ ϕ= − = +
� �� � � �

              (1.6) 

bulunur.  

Şimdi, (1.1) eşitliği ile verilen Frenet türev formülleri yardımıyla, eğrinin yay 

parametresine göre Darboux türev formüllerini hesaplayalım: 

(cos - sin )

T N

T g n

κ

κ ϕ ϕ

=

=

� ��

� � ��
 

                                cos - sinT g nκ ϕ κ ϕ=
� � ��                                    (1.7) 

yazılabilir. Aynı şekilde 

cos sing N Bϕ ϕ= +
� ��
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sin cos cos sin
d d

g N N B B
ds ds

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ= − + + +

� � � �� � ��  

sin cos ( ) cos sin
d d

g N T B B N
ds ds

ϕ ϕ
ϕ ϕ κ τ ϕ τ ϕ= − + − + + −

� � � � ���  

cos ( sin sin ) ( cos cos )
d d

g T N B
ds ds

ϕ ϕ
κ ϕ ϕ τ ϕ τ ϕ ϕ= − + − − + +

� � ���  

cos ( sin sin )(cos sin )

( cos cos )(sin cos )

d
g T g n

ds

d
g n

ds

ϕ
κ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ

ϕ
τ ϕ ϕ ϕ ϕ

= − + − − −

+ + +

�� � ��

� �
            

2 2

cos ( sin cos ( ) cos sin ( )

(sin ( ) cos ( ))

d d
g T g

ds ds

d d
n

ds ds

ϕ ϕ
κ ϕ ϕ ϕ τ ϕ ϕ τ

ϕ ϕ
ϕ τ ϕ τ

= − + − + + +

+ + + +

�� ��

�
 

cos ( )
d

g T n
ds

ϕ
κ ϕ τ= − + +

�� ��                               (1.8) 

denklemi elde edilir. (1.8) denkleminde  

cosgk κ ϕ= ,       
ds

d
g

ϕ
ττ +=                                     (1.9) 

sembolleri ithal edilir. Benzer şekilde 

sin cosn N Bϕ ϕ= − +
� ��

 

cos sin sin cos
d d

n N N B B
ds ds

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ= − − − +

� � � �� � ��  

cos sin ( ) sin cos
d d

n N T B B N
ds ds

ϕ ϕ
ϕ ϕ κ τ ϕ τ ϕ= − − − + − −

� � � � ���  

cos sin sin sin cos
d d

n N T B B N
ds ds

ϕ ϕ
ϕ κ ϕ τ ϕ ϕ τ ϕ= − + − − −

� � � � ���  

sin ( cos cos ) ( sin sin )
d d

n T N B
ds ds

ϕ ϕ
κ ϕ ϕ τ ϕ τ ϕ ϕ= + − − + − −

� � ���  

sin ( cos cos )(cos sin )

( sin sin )(sin cos )

d
n T g n

ds

d
g n

ds

ϕ
κ ϕ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

ϕ
τ ϕ ϕ ϕ ϕ

= + − − −

+ − − +

�� � ��

� �
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2 2sin cos ( ) sin ( ) sin cos ( )

sin cos ( )

d d d
n T g

ds ds ds

d
n

ds

ϕ ϕ ϕ
κ ϕ ϕ τ ϕ τ ϕ ϕ τ

ϕ
ϕ ϕ τ

  
= + − + − + + +  

  


− + 



�� ��

�
 

sin ( )
d

n T g
ds

ϕ
κ ϕ τ= − +

�� ��                                           (1.10) 

elde edilir. (1.10) denkleminde de 

sinnk κ ϕ= ,  
g

d

ds

ϕ
τ τ= +                                        (1.11) 

sembollerini ithal ederiz. Şimdi, (1.9) ve (1.11) eşitliklerindeki birinci ifadeler (1.7) 

denkleminde yerlerine yazılırsa 

g nT k g k n= −
� � �� ,                                                (1.12) 

bulunur. Böylece (1.7), (1.8) ve (1.10) denklemleri birleştirilirse Darboux türev 

formülleri 

g nT k g k n= −
� � ��  

d
cos ( )

ds
g T n

ϕ
κ ϕ τ= − + +

�� ��                                       (1.13) 

sin ( )
d

n T g
ds

ϕ
κ ϕ τ= − +

�� ��  

biçiminde yazılabilir. Bu formüllerin matris formu 

0

0

0

g n

g g

n g

T k k T

g k g

nkn

τ

τ

   −  
     
  = −   
     −     

� ��

� ��

���

                                  (1.14) 

ile verilir[4]. (1.14) eşitliğindeki matris anti-simetriktir. Bu matristeki gk  ye geodezik 

eğrilik, nk  ifadesine normal eğrilik ve gτ  ye de geodezik burulma adı verilir. 

Özel olarak ;  

i) gk = 0 ise  α  bir geodezik eğri, 

ii) nk = 0 ise  α  bir asimptotik eğri, 

iii) gτ = 0 ise  α   bir eğrilik çizgisi 

olarak adlandırılır[21]. Yüzey üzerinde her noktadaki her doğrultudan bir geodezik 

geçer. Geodezik, bir başlangıç noktası ve bu noktadaki teğet ile tek olarak belirtilir. Bir 
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yüzey üzerindeki bütün doğrular geodeziklerdir. Bütün eğrisel geodezikler boyunca 

eğrilerin asli normali yüzey normali ile çakışır. Asimptotik doğrular boyunca oskülatör 

düzlemler ve teğet düzlemler çakışır, geodezikler boyunca bu düzlemler diktirler[25]. 

0

0

0

g n

g g

n g

T k k T

g k g

nkn

τ

τ

   −  
     
  = −   
     −     

� ��

� ��

���

 

eşitliğindeki matris, üç bileşeni ile tek olarak belirlidir. Burada, matrisin 23a , 31a  ve 12a  

bileşenleri göz önüne alınırsa, çatının Darboux ani dönme vektörü  

 
g n g

T k g k nω τ= + +
�� � �

                                            (1.15) 

biçiminde yazılabilir. Darboux çatısı, her anda, bu vektör etrafında ϕ  açılık bir dönme 

yapar. Buna göre, Darboux türev formülleri, bu vektör yardımıyla 

T T

g g

n n

ω

ω

ω

= ×

= ×

= ×

� ���

�� ��

�� ��

                                                    (1.16) 

biçiminde tek türlü olarak ifade edilebilir. 

 Eğer, yüzey üzerindeki eğri birim hızlı değil ise bu durumda Darboux türev 

formülleri 

g n

g g

n g

T k g k n

g k T n

n k T g

γ γ

γ γ τ

γ γ τ

= −

= +

= −

� � ��

�� ��

�� ��

 

biçiminde verilir. Burada γ   eğrinin hızını tanımlar. 

 

Tanım 1.1.11. (Normal kesit) Yüzey üzerindeki bir eğrinin bir noktasındaki teğet ve 

normal vektörlerinin gerdiği düzlem boyunca yüzeyi kestiğimizde oluşan eğriye normal 

kesit  veya normal kesit eğrisi adı verilir. 

 

Teorem 1.1.12. (Meusnier Teoremi) Yüzey üzerindeki bir noktadan geçen aynı teğet 

vektöre sahip bütün eğrilerin normal eğrilikleri aynıdır. 
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Tanım 1.1.13. (Geodezik ve Normal Eğrilikler) Yüzey üzerindeki bir α  eğrisinin bir 

P  noktasında tanımlı 

d

ds

T
N kκ= =

�
��

             (1.17) 

vektörüne eğrilik vektörü denir. Bu vektör P den geçen ve T
�

 ye dik olan normal 

düzlemde yatar. Bu düzlem, daha önce de ifade ettiğimiz gibi,  n
�

 yüzey normalini 

kapsar. k
�

 eğrilik vektörünün n
�

 yüzey normali üzerine izdüşümü, Meusnier teoremine 

göre, normal kesitin T
�

 yönündeki eğrilik vektörüdür. Şimdi, normal ve teğetsel eğrilik 

vektörleri olarak isimlendirilen ve sırasıyla, nk
�

 ve g
k
�

ile gösterilen iki vektör vardır. k
�

 

ile, g
�

 ve n
�

 doğrultularına izdüşümleri olan bu vektörler arasında 

n gk k k= +
� � �

             (1.18) 

bağıntısı vardır. Yani, eğrilik vektörü, normal ve teğetsel eğrilik vektörlerinin 

toplamıdır. (Şekil 2) 

                        

Şekil 2: Geodezik ve normal eğrilik vektörleri 

 

Teğetsel eğrilik vektörüne, geodezik eğrilik vektörü denir. gk nin bir ifadesini bulmak 

için, eğrinin teğet düzleminde kalan ve T
�

 ye dik olan bir g
�

 birim vektörü 
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tanımlayalım. Bu, T g→
� �

olması ile 
u vx x→  olması aynı anlama gelir. Buna göre, α  

nın gk  teğetsel eğriliği ya da geodezik eğriliği  

g gk k g=
� �

             (1.19) 

denklemiyle tanımlanır. Meusnier teoreminden, nk
�

 normal eğrilik vektörünün 

büyüklüğü  

cosnk κ ϕ=      (1.20) 

normal eğriliği ve gk
�

 geodezik eğrilik vektörünün büyüklüğü de 

singk κ ϕ=      (1.21) 

geodezik eğriliği verir [4].  

 

1.2. Minkowski 3-Uzayında Temel Kavramlar 

Bu bölümde, 3-boyutlu Öklid uzayında verilen temel tanım ve kavramların Minkowski  

3-uzayındaki karşılıklarını vereceğiz. 

 

Tanım 1.2.1. 3IR  standart reel vektör uzayı üzerinde 

3 3

1 1 2 2 3 3

, :

( , ) ,

IR IR IR

a b a b a b a b a b

× →

→ = + −
� �� �  

Lorentz iç çarpımı alınırsa, 3IR  afin uzayı, Minkowski 3-uzayı olarak adlandırılır ve 3
1E  

ile gösterilir[26, 27]. 

 

Tanım 1.2.2. 3
1E  uzayında herhangi bir vektör 1 2 3( , , )a a a a=

�
 olmak üzere; 

i) , 0a a 〉
� �

 veya 0a =
�

  ise a
�

 ya spacelike vektör, 

ii) , 0a a 〈
� �

 ise a
�

 ya timelike vektör, 

iii) , 0a a =
� �

 ve 0a ≠
�

 ise a
�

 vektörüne lightlike (veya null) vektör 

denir[14, 15]. 

 

Tanım 1.2.3. 3
1E  uzayında herhangi bir vektör 1 2 3( , , )a a a a=

�
 olmak üzere; 

 i) , 1a a =
� �

 ise a
�

 ya birim spacelike vektör, 



 

 

13 

 

 ii) , 1a a = −
� �

 ise a
�

 ya birim timelike vektör 

denir[14, 15]. 

 

Tanım 1.2.4. (Işık konisi) 3
1E  uzayında 

{ }3
1 : , 0, 0a E a a aΛ = ∈ = ≠

� � � �
 

cümlesine Işık konisi adı verilir. 

 

3
1E  uzayındaki timelike vektörler Λ  nın içinde, lightlike (veya null) vektörler Λ  

nın üzerinde ve spacelike vektörlerde Λ  nın dışında bulunurlar (Şekil 3). 

 

Şekil 3: Minkowski 3-uzayında vektörler 

Tanım 1.2.5. 3
1E  uzayındaki Lorentz ve hiperbolik birim küreler, sırasıyla, 

{ }2 3
1 1 , 1S a E a a= ∈ =

� � �
 

ve 

{ }2 3
0 1 , 1H a E a a= ∈ = −
� � �

 

biçiminde tanımlanırlar (Şekil 4). 
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Şekil 4: Minkowski 3-uzayında birim küreler 

Tanım 1.2.6. ( , )y y u v= , 3
1E  uzayında bir yüzey olsun. Eğer ( , )P y u v∈  için 

, : ( , ) ( , )
p pp

y u v y u v R× → , bir Lorentz iç çarpımı ise ( , )y u v  ye timelike yüzey 

denir[28]. 

Yani, bir yüzeyin normal vektör alanı timelike (spacelike) ise yüzey bir spacelike 

(timelike) bir yüzeydir. 

 

Tanım 1.2.7. 3
1E  uzayında iki vektör a

�
 ve b

�
 olsun. 1 2 3 1 2 3( , , ) , ( , , )a a a a b b b b= =

��
 

olmak üzere, 

3 2 2 3 1 3 3 1 1 2 2 1( , , )a b a b a b a b a b a b a b× = − − −
��

 

vektörüne a
�

 ve b
�

 nin vektörel çarpımı denir. 

1

0ij

i j ise

i j ise
δ

=
= 

≠
    ve    1 2 3( , , )i i i ie δ δ δ=  

olmak üzere 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

det

e e e

a b a a a

b b b

− 
 × = −  
  

��
 

ile verilir. Burada, 

1 2 3 2 3 1 3 1 2, ,e e e e e e e e e× = × = − × = −  

dir[29]. 
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Teorem 1.2.1. 3
1E  uzayında üç vektör 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) , ( , , ) ( , , )a a a a b b b b ve c c c c= = =

�� �
 

olsun. Bu durumda, 

i) , det( , , )a b c a b c× = −
� �� � � �

 

ii) ( ) , ,a b c a c b b c a× × = − +
� � �� � � � � �

 

iii) , 0 , 0a b a ve a b b× = × =
� � �� � �

 

iv) ( )
2

, , ,a b a b a a b b a b× × = − + ×
� � � � �� � � � �

 

dir[16]. 

 

Tanım 1.2.8. 3
1a E∈

�
 bir timelike vektör olsun. 3 (0,0,1)e =

�
 olmak üzere, 

i) 3, 0a e <
� �

 ise a
�

 ya future-pointing timelike vektör, 

 ii) 3, 0a e >
� �

 ise a
�

 ya past-pointing timelike vektör 

denir.[28] 

 

Tanım 1.2.9. i) Hiperbolik Açı: x
�

 ve y
�

, 3
1E  uzayında iki future pointing (veya past 

pointing) timelike vektör olsun. Bu taktirde  

, coshx y x y θ< >= −  

olacak şekilde bir tek 0θ ≥  reel sayısı vardır. Bu 0θ ≥  reel sayısına x
�

 ve y
�

 vektörleri 

arasındaki hiperbolik açı denir.  

 ii) Merkez Açı: 3
1E  uzayının bir timelike alt vektör uzayını geren iki spacelike 

vektör  x
�

 ve y
�

 olsun. Bu taktirde, 

, coshx y x y θ< >=  

olacak şekilde bir tek 0θ ≥  reel sayısı vardır. Bu 0θ ≥  reel sayısına,  x
�

 ve y
�

 vektörleri 

arasındaki merkez açı denir. 

 iii) Spacelike Açı: 3
1E  uzayının bir spacelike alt vektör uzayını geren iki 

spacelike vektör x
�

 ve y
�

 olsun. Bu taktirde, 

, cosx y x y θ< > =  
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olacak şekilde bir tek 0θ ≥  reel sayısı vardır. Bu ( )0 2θ θ π≤ <  reel sayısına, x
�

 ve y
�

 

vektörleri arasındaki spacelike açı denir. 

 iv) Lorentziyen Timelike Açı: 3
1E  uzayında x

�
 bir spacelike vektör ve y

�
 bir 

timelike vektör olsun. Bu taktirde, 

, sinhx y x y θ< > =  

olacak şekilde bir tek 0θ ≥  reel sayısı vardır. Bu 0θ ≥  reel sayısına, x
�

 ve y
�

 vektörleri 

arasındaki Lorentziyen timelike açı denir[14, 15, 20]. 

 

Bir ( , )x x u v=  spacelike yüzeyini göz önüne alalım. ( , )x u v  üzerindeki bir ( )c  

spacelike eğrisinin her noktasında { }, ,T N B
� � �

 Frenet üçyüzlüsü vardır. Frenet 

üçyüzlüsünden başka, ( )c eğrisi ( , )x u v  üzerinde olduğundan, ikinci bir üç yüzlüden 

bahsetmek mümkündür. ( )c  eğrisinin bir P  noktasındaki birim teğet vektörü T
�

 ve 

yüzeyin P  deki birim normal vektörünü n
�

 ile gösterelim. Bu durumda 

T g n

g n T

n T g

× =

× = −

× = −

� � �

�� �

�� �

 

ile tanımlanan g
�

 spacelike vektörünü alırsak { }, ,T g n
� � �

 gibi yeni bir üçyüzlü elde ederiz. 

Bu üçyüzlüyü, Frenet üçyüzlüsü ile karşılaştırmak için B
�

 ve n
�

 timelike vektörleri 

arasındaki hiperbolik açıyı θ  ile gösterelim. Bu durumda 

cosh sinh , sinh coshg N B n N Bθ θ θ θ= + = +
� � � �� �

                      (1.22) 

yazılabilir. , ,T g n
� � �

 vektörlerinin, ( )c  eğrisinin s  yayına göre türevleri bu vektörler 

cinsinden ifade edilerek, Frenet formüllerine benzer formüller bulunur. (1.22) 

denklemlerinde g
�

 vektörünü coshθ  ile, n
�

 vektörünü sinhθ  ile çarpıp birincisinden 

ikincisini çıkarırsak 

2 2(cosh sinh ) cosh sinhN g nθ θ θ θ− = −
� � �

 

cosh sinhN g nθ θ= −
� � �

 

bulunur. Bu ifade 
dT

N
ds

κ=

�
�

 denkleminde yerine yazılırsa 
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(cosh sinh ) ,

cosh sinh

dT
g n

ds

dT
g n

ds

κ θ θ

κ θ κ θ

= −

= −

�
� �

�
� �

 

elde edilir. (1.22) denklemindeki g
�

 ve n
�

 nin türevleri alınır ve P  noktasındaki eğrilik 

yarıçapı r  ve burulma yarıçapı t  ise 

0 1/ 0

1/ 0 1/

0 1/ 0

T r T
d

N r t N
ds

B t B

    
    = −    
        

� �

� �

� �
 

eşitlikleri göz önüne alınırsa 

 

Şekil 5: Timelike ve Spacelike vektörler 

 

cosh sinh sinh cosh

cosh ( ) sinh sinh cosh

cosh (sinh cosh )

cosh

dg dN d dB d
N B

ds ds ds ds ds

d d
T B N N B

ds ds

d
T N B

ds

dg d
T n

ds ds

θ θ
θ θ θ θ

θ θ
θ κ τ θ τ θ θ

θ
κ θ τ θ θ

θ
κ θ τ

= + + +

= − + + + +

 
= − + + + 

 

 
= − + + 

 

� ��
� �

� � � � �

� � �

�
� �
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sinh cosh cosh sinh

sinh ( ) cosh cosh sinh

sinh (cosh sinh )

sinh

dn dN d dB d
N B

ds ds ds ds ds

d d
T B N N B

ds ds

d
T N B

ds

dn d
T g

ds ds

θ θ
θ θ θ θ

θ θ
θ κ τ θ τ θ θ

θ
κ θ θ θ τ

θ
κ θ τ

= + + +

= − + + + +

 
= − + + + 

 

 
= − + + 

 

� ��
� �

� � � � �

� � �

�
� �

 

bulunur. Buna göre, Darboux üçyüzlüsünün türev formülleri 

cosh sinh

cosh

sinh

dT
g n

ds

dg d
T n

ds ds

dn d
T g

ds ds

κ θ κ θ

θ
κ θ τ

θ
κ θ τ

= −

 
= − + + 

 

 
= − + + 

 

�
� �

�
� �

�
� �

 

biçiminde verilir. Bu formüllerde 

cosh 1
cosh

sinh 1
sinh

1 1

g

g

n

n

g

g

k
r r

k
r r

d d

ds t ds t

θ
κ θ

θ
κ θ

θ θ
τ τ

= = =

−
− = = =

+ = + = =

 

denirse, space like yüzey üzerindeki spacelike eğrinin Darboux türev formülleri 

g n

g g

n g

dT
k g k n

ds

dg
k T n

ds

dn
k T g

ds

τ

τ

= +

= − +

= +

�
� �

�
� �

�
� �

 

biçimindedir. Burada; gk  geodezik eğrilik, nk  normal eğrilik ve gτ  de geodezik 

burulma olarak adlandırılır. 

 

Eğer yüzeyimiz bir timelike yüzey ve üzerindeki eğri bir timelike eğri ise Darboux türev 

denklemleri  
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g n

g g

n g

dT
k g k n

ds

dg
k T n

ds

dn
k T g

ds

τ

τ

= +

= −

= +

�
� �

�
� �

�
� �

 

ile verilir. 

 

Yüzeyimiz timelike ve üzerindeki eğri de bir spacelike eğri ise bu taktirde Darboux 

türev formülleri 

g n

g g

n g

dT
k g k n

ds

dg
k T n

ds

dn
k T g

ds

τ

τ

= −

= +

= +

�
� �

�
� �

�
� �

 

ile verilir. Bu iki durumun ispatı da Tanım 1.2.6 ile verilen açılar kullanılarak yukarıda 

yapılan ispatla aynı yolla kolayca gösterilebilir (Bakınız [16, 27, 28, 29]).  
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II. BÖLÜM 

3E  ÖKLİD UZAYINDA MANNHEIM PARTNER D -EĞRİLERİ 

 

Bu bölümde Öklidyen 3-uzayda yönlendirilmiş S  ve 1S  yüzeyleri üzerinde 

yatan ( )x s  ve 1 1( )x s  eğrileri için Mannheim partner D-eğrilerinin tanımını ve bunlarla 

ilgili karakterizasyonları vereceğiz. 

 

Tanım 2.1. 3-boyutlu Öklid uzayında yönlendirilmiş iki yüzey S  ve 1S  olsun. S  ve 1S  

üzerinde yatan ve yay uzunluğu parametresi ile verilen eğriler de, sırasıyla, ( )x s  ve 

1 1( )x s  olsun. ( )x s  ve 1 1( )x s  eğrilerinin Darboux çatıları { }, ,T g n
� � �

 ve { }1 1 1, ,T g n
� � �

 ile 

gösterilsin. Eğer x  ve 1x  eğrilerinin karşılıklı noktalarında, x  eğrisinin g
�

 Darboux çatı 

elemanı ile 1x  eğrisinin 1n
�

 Darboux çatı elemanı çakışıyorsa, bu taktirde x  e bir 

Mannheim D -eğrisi ve 1x  eğrisine de x  eğrisinin bir Mannheim partner D -eğrisidir 

denir. Bu durumda { }1,x x  eğri çiftine bir Mannheim D -çifti adı verilir. Eğer 

yönlendirilmiş S  ve 1S  yüzeyleri üzerinde yatan böyle eğriler varsa { }1,S S  yüzey 

çiftine Mannheim yüzey çifti denir.(Şekil 6) 
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Şekil 6: Mannheim partner D-eğrileri 

 

( )x s , 3E  de s  yay parametresiyle verilen bir Mannheim D -eğrisi ve 1s  yay 

parametresiyle verilen 1 1( )x s  eğrisi de ( )x s  eğrisinin Mannheim partner D -eğrisi 

olsun. x  eğrisi üzerindeki Darboux çatısı { }( ), ( ), ( )T s g s n s
� � �

 ile belirtilsin. Buna göre, 

Darboux türev formülleri 

                                                      

g n

g g

n g

T

T

T k g k n

g k n

n k g

τ

τ

= +

= − +

= − −

�

�

� � ��

� ��

� ��

 

ile verilir. Burada “ ⋅ ” sembolü, eğrinin yay parametresine göre türevini gösterir. 

 

Teorem 2.1. ( )x s , 3E  de s  yay parametresi ile verilen bir Mannheim D-eğrisi olsun. 

Bu taktirde, 1 1( )x s  Γ  nın Mannheim partner D -eğrisidir ⇔  1x  eğrisinin 
1nk  normal 

eğriliği, 
1gk  geodezik eğriliği, 

1gτ  geodezik burulması ve x  eğrisinin 
nk  normal eğriliği 

arasında, λ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere, 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) cos 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  − + − −
= − − +    − −    

�

�  

bağıntısı vardır. 

İspat. Kabul edelim ki ( )x s  bir Mannheim D -eğrisi olsun. Bu taktirde tanım 2.1 den 

bir 1( )sλ  fonksiyonu için  
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1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s s n sx s λ= +
� ��

                                        (2.1) 

denklemi yazılabilir.  Şimdi bu denklemin 1s  parametresine göre türevi alınırsa 

1
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
dxdx ds

s n s s n s
ds ds ds

λ λ= + +

��
��� �  

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T n k T g

ds
λ λ τ= + + − −

� � �� ��  

1 11 1 1

1

(1 )n g

ds
T k T g n

ds
λ λτ λ= − − +

� � � ��  

elde edilir. Bu eşitlik 1n g=
� �

 ile iç çarpılırsa  

1 11 1 1 1 1 1

1

, (1 ) , , ,n g

ds
T g k T n g n n n

ds
λ λτ λ= − − +

� �� � � � � ��  

bulunur. Buradan  0λ =�   olduğu sonucuna ulaşılır. Böylece λ  bir sabittir. Dolayısıyla 

1 11 11 1 1
1

( )n gk T g
ds

T T n T
ds

τλ λ − −= + = +
� �� � ��

�                               (2.2) 

1 11 1

1

1 )( n gk T g
ds

T
ds

τλ λ− −=
� ��

                                         (2.3) 

elde edilir. Burada 

1 1cos sinT T gθ θ= +
� � �

                                                 (2.4) 

denkleminin sağlandığı biliniyor. (2.4) denkleminin 1s  parametresine göre türevi 

alınırsa 

1 1 1 11 1 1 1 1 1

1

( ) cos ( sin ) ( ) sin cosg n g g

dT ds
k g k n T k T n g

ds ds
θ θ θ τ θ θ θ= + + − + − + +

�
� �� � � �� �  

1 1 1 11 1 1

1

( ) ( ) sin ( ) cos ( cos sin )g n g g n g

ds
k g k n k T k g k n

ds
θ θ θ θ θ τ θ+ = − − + + + +

�� � � �� �  

eşitliği elde edilir. Burada 

1 1sin cosn T gθ θ= −
�� �

 

eşitliğinin son ifadede yerine yazılmasıyla 

1 1

1 1

1 1 1 1

1

1

( sin cos ) ( )sin ( )cos

( cos sin )

g n n g g

n g

ds
k g k T k g k T k g

ds

k n

θ θ θ θ θ θ

θ τ θ

+ − = − − + +

+ +

� �� � �� �

�
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denklemi elde edilir. x  ve 1x  eğrileri Mannheim partner D -eğriler oldukları için n
�

 ile 

1g
�

 lineer bağımlı olacağından eşitliğin her iki tarafındaki 1T
�

 ve 1n
�

 lerin katsayıları 

eşittir. Dolayısıyla 

1

1

1

1

0

0

g n

g n

ds
k k

ds

ds
k k

ds

θ

θ

− − − =

+ + =

�

�

 

bulunur. Böylece,  

1

1

n g

ds
k k

ds
θ = − −�                                                   (2.5) 

eşitliği elde edilir. (2.4) denkleminin (2.3) denkleminde yerine yazılmasıyla 

1 11 1 1 1

1

(cos sin ) (1 )n g

ds
T g k T g

ds
θ θ λ λτ+ = − −
� �� �

 

elde edilir. Burada 

1 1

1 1

cos (1 ), sinn g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= − = −  

1 1 1

11

1
, tan

cos sin 1
n g g

n

kds

ds k

λ λτ λτ
θ

θ θ λ

− − −
= = =

−
                               (2.6) 

eşitliklerinden 
1 1

tan (1 )g nkλτ θ λ− = −  denklemi bulunur. Bu denklemin 1s  

parametresine göre türevi alınırsa 

1 1

1 1 1

1 1

2 2

2
1 (1 )

(1 ) 1
g g

g n n

n n

k k
k k

λ τ λτ
λτ θ λ λ

λ λ

   −
− = + − −      − −   

���  

elde edilir ve θ�  nün (2.5) deki değeri yerine yazılırsa 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) cos 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  − + − −
= − − +    − −    

�

�                  (2.7)                                                                                                             

denklemi bulunur. (2.6) denklemindeki değerler (2.7) denkleminde yerine yazılırsa 

( )
1 1 1 1 1 1 1

3

2 2 2 2

1

(1 ) (1 )g n g n n g g n

ds
k k k k k

ds
λτ λ λ τ λ λ τ

 
− − − + − + = −  

 
��                (2.8) 

denklemi elde edilir. 
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Tersine olarak (2.8) sağlansın. Tanım 2.1 den, λ  sıfırdan farklı bir sabit olmak 

üzere, x  eğrisi 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                        (2.9) 

olarak verilir. Bu eşitliğin 1s  e göre türevi alınıp, Darboux türev formülleri kullanılırsa 

( )
1 11 1 1 1 1

1

n g

ds
T T n T k T g

ds
λ λ τ= + = + − −

� � � � � �
�  

1 11 1

1

(1 )n g

ds
T k T g

ds
λ λτ= − −

� � �
                                      (2.10) 

bulunur. 1s  e göre tekrar türev alınırsa 

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

1 1 12
1 1

1 1 1

( ) (1 )( )

( )

g n n n g n

g g g g

ds d s
k g k n T k T k k g k n

ds ds

g k T n

λ λ

λτ λτ τ

 
+ + = − + − + 

 

− − − +

� �� � � ��

�� �
�

 

( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1

22

1 12
1 1

2
1

( ) ( ) (1 )

(1 )

g n n g g n g g

n n g

d s ds
T k g k n k k T k k g

ds ds

k k n

λ λτ λ λτ

λ λτ

 
+ + = − + + − − 

 

+ − −

� �� � �� �

�

        (2.11) 

denklemi elde edilir. (2.10) denklemi ile (2.11) denklemi vektörel çarpılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2
1 1

1

1 1

2
1 1

2 3
1 1

( ) ( ) (1 ) (1 ) ( )

( )( )

(1 ) (1 ) ( )

(1 ) ( )

g n n n n g

g n g g

n g g n

g n n g

ds
k T g k T n k k k T n

ds

k k g T

k k k T g

k k g n

λ λ λτ

λτ λ λτ

λ λτ λ

λτ λ λ τ

 
   × + × = − − − ×    

 

− − + ×

+ − − − ×

+ − − + ×

� � �� � �

���

� �
�

� �

 

bunur. Buradan 

( )
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2
1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

n n g n

g n g n g n g g

ds
k n k g k k T

ds

k k k g

k k k k k n

λτ λ λ τ

λ λτ λ

λ λτ λ λ τ λ τ

 
 − = − − +  

 

 − − − − 

 + − − − − + 

�� �

�

���

       (2.12) 

eşitliği elde edilir. (2.12) denkleminde (2.8) denklemi yerine yazılırsa 
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( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2
1

3

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

n n g n

n

ds
k n k g k k T

ds

k k k g

ds
k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

 
 − = − − +  

 

− − − −

 
−  

 

�� �

�

�

                    (2.13) 

denklemi bulunur. (2.13)denklemi ile (2.10) denklemi vektörel çarpılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

4

2 2 3 4
1

1

3 2 2
1

3 3

1 1

1 1

( ) ( ) (1 )

(1 ) (1 )

(1 )

g n g n n g

n n g n

n n n g

ds
k T n k T g k k n

ds

k k k n

ds ds
k k g k T

ds ds

λ τ λ λ τ

λ λτ λ

λ λτ

 
 × − × = − − +  

 

− − − −

   
+ − +   

   

� �� � �

�

��

 

( )
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

4

2 2 3 4 3 2 2
1

1

3 3

1 1

1 1

( ) ( ) (1 ) (1 ) (1 )

(1 )

g n g n n g n n g n

n n n g

ds
k T n k T g k k k k k n

ds

ds ds
k k g k T

ds ds

λ τ λ λ τ λ λτ λ

λ λτ

 
 × − × = − − + − − + −  

 

   
+ − +   

   

� �� � �

��

 

bulunur. Buradan da 

( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 3 3

1 1

1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

g n n g n n

n g g n n

ds ds ds
k g k n k T k k g

ds ds ds

k k k n

λτ λ

λ λ τ λτ λ

     
 − − = + −      

     

+ − + − −

�� � �

�

         (2.14) 

elde edilir. Şimdi (2.13) ve (2.14) denklemleri düzenlenirse 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

4 4

2 2 3
1

1 1 1

2 2
1

1

4

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

n g g g n n g g

n n g n g

n g

ds ds ds
k k g k n k k k T

ds ds ds

ds
k k k k g

ds

ds
k k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

     
− + = − − +     

     

 
− − − −  

 

 
−  

 

�� �

�

�

    (2.15) 

ve 
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( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 4 3 3

2 2 2
1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

n g n g n n n

n n g g n n

ds ds ds ds
k k g k n k T k k g

ds ds ds ds

k k k k n

λτ λ

λ λ τ λτ λ

       
− − = + −       

       

+ − + − −

�� � �

�

   (2.16) 

denklemleri elde edilir. Burada (2.15) denkleminden (2.16) denklemi çıkarılırsa 

( ) ( )

( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

4

2 2 2 2

1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

(1 ) (1

g n g g n n g g n

g n n g n n n

n g n n g g n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

ds
k k k k k

ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

λ λ τ λτ

    
 + = − − + −   
     

  
 − − − − + −  
   

 
− + − + − − 

 

��

�

( )
1 1)nk nλ

 
 
  

�

 

denklemi bulunur. Bu denklemde, (2.10) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde 

edilen 

( )
1 1

2

2 2 2

1

(1 )n g

ds
k

ds
λ λ τ

 
− + =  

 
 

denklemi ve (2.13) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde edilen 

1 1 1

2

2

1

(1 ) 0g g n n

ds
k k k

ds
λτ λ

 
+ − − = 

 
 

denklemi yerlerine yazılırsa 

( ) ( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

g n g g n n g g n

g n n g n n n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

    
 + = − − + −   
     

  
 − − − − + −  
   

��

�

 

eşitliği bulunur. Burada n
�

 vektörü 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde kalır. (2.10) 

denkleminde de T
�

 vektörü 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde kalır. Dolayısıyla 

g
�

 vektörü 1n
�

 vektörü ile aynı doğrultudadır. Böylece ispat tamamlanmış olur.             ■ 

 

Şimdi, bazı özel durumlar için, Mannheim partner D -eğrilerinin karekterizasyonlarını 

verelim: Kabul edelimki ( )x s bir asimptotik Mannheim D -eğri olsun. Bu taktirde (2.7) 

denkleminden aşağıdaki özel durumlar elde edilir: 
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i) 1 1( )x s  eğrisi bir geodezik eğri olsun. Bu taktirde 1 1( )x s  eğrisi ( )x s  eğrisinin 

bir Mannheim partner D -eğrisidir ⇔  aşağıdaki denklem sağlanır, 

1 1

1

1
1

g n

g

n

k

k

λτ
τ

λ
= −

−

�

� . 

ii) Kabul edelim ki 1 1( )x s  eğrisi bir asimptotik eğri olsun. Bu taktirde 1 1( )x s  

eğrisi ( )x s  eğrisinin Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisinin 
1gk  geodezik 

eğriliği ve 
1g

τ  geodezik burulması  arasında 

1 1 1

2 2(1 )g g gkλτ λ τ= +�  

bağıntısı vardır. Bu durumda, 1 1( )x s  eğrisinin Frenet çatısı onun Darboux çatısıyla 

çakışır. Böylece 
1 1gk κ=  ve 

1 1g
τ τ=  olur. Yani, ( )x s  ve 1 1( )x s  eğrileri asimptotik 

eğriler ise bu taktirde, Liu ve Wang’ın çalışması özel halde kalır. 

iii) Eğer 1 1( )x s  eğrisi bir eğrilik çizgisi ise bu taktirde 1 1( )x s  eğrisi 

( )x s eğrisinin Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisi için eğrilikleri 

1 1

10
g n

k veya k
λ

= =  

dır. 

 

Teorem 2.2. { }1,x x  çifti 3E  de Mannheim D -çifti olsun. Bu taktirde 0λ ≠  bir sabit 

olmak üzere, 1 1( )x s  eğrisinin geodezik eğriliği 

1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = − + + + + −      

   
��  

olur. 

İspat.  { }1,x x  çifti 3E  de Mannheim D -çifti olsun. Bu taktirde tanım 2.1 den 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

yazılabilir. Bu denklemin 1s  parametresine göre türevi alınıp Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1

1 1

g g

ds ds
T T g T k T n

ds ds
λ λ λτ = − = + − 

� � � � � �
�  
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1

1 1

(1 )g g

dx ds
k T n

ds ds
λ λτ = + − 

�
� �

 

denklemi elde edilir. Bu denklemin 1s  e göre ikinci türevi alınıp Darboux türev 

formülleri kullanılırsa 

2
1 1

2
1 1 1 1 1

(1 )g g

d x dxd d ds
k T n

ds ds ds ds ds
λ λτ

   
 = = + −    

   

� �
� �

 

2
1

2
1 1 1 1

2

2
1

(1 )( ) ( )

(1 )

g g g n g g n g

g g

d x ds ds ds
k T k k g k n n k T g

ds ds ds ds

d s
k T n

ds

λ λ λτ λτ τ

λ λτ

 
= + + + − − − + 
 

 + + − 

�
� �� � � �� �

� �

 

bulunur. Buradan 

2 2 2 22 2
2 21

2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 )g g n g g g g

n g n g g

d x ds ds d s ds ds ds
k k k T k k g

ds ds ds ds ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n

ds ds ds ds

λ λτ λ λ λτ

λ λτ λτ

          
   = + + + + + +                    

    
 + + − −        

�

�

�

elde edilir. 1g n=
� �

 olduğundan 
1 1 1 1 1 1, ,

g
k x x n x x g= × = ×

� � � � � �� �� � ��  geodezik eğriliğini bulaım:  

2 2

1 1 1 2
1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 ) ( )

( )

g g n g

n g n g g

ds ds d s
x n x g k k k T g

ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n g

ds ds ds ds

λ λτ λ

λ λτ λτ

  
 × = × = + + + ×    

    
 + + − − ×        

�� � � � ��� �� �

� �
�

 

       

2 2 2

2
1 1 1 1

2 2

2
1 1 1

(1 )

n g n g g

g g n g

ds ds ds d s
k k k T

ds ds ds ds

ds ds d s
k k k n

ds ds ds

λ λτ λτ

λ λτ λ

    
 = − + − −        

  
 + + + +    

�
�

��

 

ve böylece 

1

1 1

2 22 2

2 2
1 1 1 1 1 1

(1 ) ,

(1 ) (1 )

g g g

n g g g g g n g

ds ds
k k T n

ds ds

ds ds d s ds ds d s
k k T k k k n

ds ds ds ds ds ds

λ λτ

λ λτ λτ λ λτ λ

= + −

      
   − + + + + + + +            

� �

� ���
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1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = − + + + + −      

   
��         (2.16) 

elde edilir. Buna bağlı olarak aşağıdaki özel durumlar verilebilir: 

i) x  bir geodezik eğri, yani 0gk =  ise 

( )
1

3 2

2 2

1 1

1g n g g

ds ds
k k

ds ds
λ τ λτ

   
= − + +   

   
� ,                             (2.16 )′  

ii) x  bir asimptotik eğri, yani 0nk =  ise 

1

2

2

1

(1 )g g g g g

ds
k k k

ds
λτ λ λ τ

 
 = + −   

 
�� ,                              (2.16 )′′  

iii) x  bir eğrilik çizgisi, yani 0gτ =  ise 

1

3

2

1

(1 )g n g

ds
k k k

ds
λ

 
= − +  

 
                                           (2.17)                                        

bulunur. 

 

Teorem 2.3. { }1,x x  çifti 3E  de Mannheim D -çifti olsun. Bu taktirde 0λ ≠  olmak 

üzere 

1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
=  

 
 

dir. 

İspat. { }1,x x  çifti 3E  de Mannheim D -çifti olsun. 

1

1 1
1

1 1

,g

dx dn
n

ds ds
τ

 
= × 
 

� �
�

 

olduğu bilinir. Buna göre 

1
1

1 1 1 1

( )g g

dx ds ds ds
x n x g T k T n

ds ds ds ds
λ λ λ τ   = − = − = − − +   

�
� �� � � � �� � � �  

1

1

(1 ) )g g

ds
T k T n

ds
λ λτ = + − 

� � �
 

1

1 1 1

(1 )g g

dx ds ds
k T n

ds ds ds
λ λτ= + −

�
� �

 

eşitliği sağlanır. 1g n=
� �

 olduğundan 
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1

1 1 1 1

g g

dn dg dg ds ds
k T n

ds ds ds ds ds
τ = = = − + 

� � �
� �

 

elde edilir. Bu son eşitliği 1n
�

 ile vektörel anlamda çarpalım: 

1
1

1 1

g g

dn ds
n g k T n

ds ds
τ × = × − + 

�
�� � �

 

1
1

1 1

g g

dn ds
n k n T

ds ds
τ × = + 

�
�� �

 

Böylece 
1

1 1
1

1 1

,g

dx dn
n

ds ds
τ

 
= × 
 

� �
�

 denkleminden 

1

1 1
1

1 1 1 1 1 1

, (1 ) ,g g g g g

dx dn ds ds ds ds
n k T n T k n

ds ds ds ds ds ds
τ λ λτ τ= × = + − +

� �
� �� � �

 

1

2 2

1 1(1 ) , ,
g g g g g

ds ds
k T T k n n

ds ds
τ λ τ λτ

   
= + −   

   

� � � �
 

1

2 2

1 1

(1 )g g g g g

ds ds
k k

ds ds
τ τ λ λτ

   
= + −   

   
 

1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
=  

 
                                                  (2.18) 

bulunur. Dahası (2.6) denklemi (2.18) denkleminde yazılırsa  

1

2

2

sin
g g

θ
τ τ

λ
=  

elde edilir. Bu taktirde, (2.6) ve (2.18) eşitliklerinden şu sonuçları verebiliriz: 

 

Sonuç 2.1. x  bir Mannheim D -eğri ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -eğrisi 

olsun. Bu taktirde, 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması ve ( )x s  eğrisinin 
gτ  

geodezik burulması arasındaki ilişki 

1

2

2

sin
g g

θ
τ τ

λ
=  

eşitliği ile verilir. Böylece x  Mannheim D -eğrisi bir eğrilik çizgisi iken 1x  Mannheim 

partner D -eğrisi de bir eğrilik çizgisidir.  

 

Benzer şekilde (2.6) ve (2.18) eşitliklerinden 
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1 1

2

2

cos

(1 )
g

g nk

τ θ

τ λ
=

−
 

olduğunu bulabiliriz. Bu taktirde, eğer 1 1( )x s  eğrisi bir asimptotik eğri, yani, 
1

0
n

k =  ise 

                                                            
1

2cos
g g

τ θτ=                                                   (2.19) 

olur. 

 

Sonuç 2.2. x  bir Mannheim D -eğri ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -eğrisi 

olsun. Eğer θ , x  ve 1x  eğrilerinin noktalarına karşılık gelen T
�

 ve 1T
�

 tanjant vektörleri 

olmak üzere, 1 1( )x s  bir asimtotik eğri ise bu taktirde ( )x s  eğrisinin 
g

τ  geodezik 

burulması ve 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması arasındaki ilişki aşağıdaki 

1

2cos
g g

τ θτ=  

denklemiyle verilir. 

 

Teorem 2.4. { }1,x x  çifti 3E  de Mannheim partner D -eğri çifti olsun. Bu taktirde 

0λ ≠  bir sabit olmak üzere 

1 1 1
( )g n g n g gk k k kλ τ τ− = +  

dir. 

İspat. 1( )sλ  fonksiyonu için Tanım 2.1 den 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                     (2.20) 

dir. (2.20) denkleminin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T k T g n

ds
λ τ λ= + − − +

� � � � ��                                     (2.21) 

eşitliği elde edilir. λ  sıfırdan farklı olduğundan 

1 1

1 1
1 1(1 )

n g

ds ds
T k T g

ds ds
λ λτ= − −

� � �
                                      (2.22) 

olur. θ , T
�

 ve 1T
�

 arasındaki açı olmak üzere 

1 1cos sinT T gθ θ= +
� � �

                                              (2.23) 

eşitliği vardır. (2.22) ve (2.23) denklemlerinden 
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1 1

1 1cos (1 ) , sin
n g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= − = −                                (2.24) 

yazılabilir. 1n
�

 ve g
�

 lineer bağımlı olduğundan 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

olur. Bu denklemin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1

1 1 1

(1 )g g

ds ds ds
T T g k T n

ds ds ds
λ λ λτ= − = + −

� � � � �
�                          (2.25) 

elde edilir. 

1 cos sinT T nθ θ= +
� � �

                                              (2.26) 

olduğunu biliyoruz, (2.25) ve (2.26) denklemlerinden 

1 1

cos (1 ) , sing g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + = −                                         (2.27) 

yazılabilir. (2.24) ve (2.27) denklemlerinden 

1 1 1

1 1

2 21

1

2 21

1

cos (1 ) (1 ) 1 ( ) ,

sin

g n g n g n

g g g g

dsds
k k k k k k

ds ds

dsds

ds ds

θ λ λ λ λ

θ λτ λτ λ τ τ

= + − = + − −

= =

         (2.28) 

(2.28) deki eşitlikler taraf tarafa toplanırsa 

1 1 1
( )g n g n g gk k k kλ τ τ− = −                                          (2.29) 

bulunur. 

Teorem 2.4 den aşağıdaki özel durumları verebiliriz: { }1,x x  çifti bir Mannheim 

D -çifti olsun. Bu taktirde, 

i) Eğer 1x  bir asimtotik eğri ise, bu taktirde  

1g g g
k λτ τ= − , 

ii) Eğer x  ve 1x  eğrileri eğrilik çizgisi ise, bu taktirde  

1 1g n g n
k k k kλ− = , 

iii) Eğer x  bir geodezik eğrilik ise, bu taktirde  

1 1n g g
k λτ τ=  

elde edilir. 
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Teorem 2.5. { }1,x x  çifti 3E  de Mannheim partner D -eğriler olsun. Bu taktirde 

aşağıdaki denklemler sağlanır: 

i) 
1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= − − , 

ii) 
1 1

1

sin cosg n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − + , 

iii) 
1 1

1

cos sing n g

ds
k k

ds
θ τ θ= + , 

iv) ( )
1

1

sin cosg g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= + . 

İspat. { }1,x x  çifti 3E  de Mannheim partner D -eğriler olsun. 

i) 1, cosT T θ=
� �

 denkleminin 1s  e göre türevi alınıp, Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1 1

( ) , , sing n g n

ds d
k g k n T T k g k n

ds ds

θ
θ+ + + = −

� �� � � �
 

elde edilir. 

1 1cos sin , sin cosT T n g T nθ θ θ θ= + = −
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�

 in lineer bağımlı olmasını kullanarak 

1 1 1

1 1

( ) ,cos sin , (sin cos ) sing n g n

ds d
k g k n T n T k T n k n

ds ds

θ
θ θ θ θ θ+ + + − + = −
� � �� � � � �

 

1 1 1 1

1 1 1

, cos sin , sin cos sing n g g n

ds ds d
k g k n T n T k T k n k n

ds ds ds

θ
θ θ θ θ θ+ + + − + = −
� � �� � � � �

 

1

1 1

sin , sin , sinn g

ds d
k n n k T T

ds ds

θ
θ θ θ+ = −

� �� �
 

1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= − −  

bulunur. 

 

ii) 1, 0n n =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevi alınıp, Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 
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1 11 1 1

1

( ) , , 0n g n g

ds
k T g n n k T g

ds
τ τ− − + − − =

� �� � � �
 

elde edilir. 

1 1cos sin , sin cosT T n g T nθ θ θ θ= + = −
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 in lineer bağımlı olması dikkate alınırsa 

1 11

1

( ) , , (cos sin ) (sin cos ) 0n g n g

ds
k T g n n k T n T n

ds
τ θ θ τ θ θ− − + − + − − =

� � �� � � � �
 

1 1 1 1

1 1

, , ( cos sin ) ( sin cos ) 0n g n g n g

ds ds
k T g g n k T k n

ds ds
τ θ τ θ θ τ θ− − + − − + − + =

� �� � � �
 

1 1

1

, ( sin cos ) , 0g n g

ds
g g k n n

ds
τ θ τ θ− + − + =

� � � �
 

1 1

1

sin cosg n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − +  

elde edilir. 

 

iii) 1, 0T n =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevi alınıp, Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0g n n g

ds
k g k n n T k T g

ds
τ+ + − − =

� �� � � �
 

yazılabilir. 

1 1cos sin , sin cosT T n g T nθ θ θ θ= + = −
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 in lineer bağımlı olmasını kullanarak 

( ) ( )
1 11

1

( ) , , cos sin sin cos 0g n n g

ds
k g k n n T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ+ + − + − − =

� � �� � � � �
 

( ) ( )
1 1

1

( ) , , cos sin sin cos 0g n n g

ds
k g k n g T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ+ + − + − − =

� � �� � � � �
 

1 1

1

, ( cos sin ) , 0g n g

ds
k g g k T T

ds
θ τ θ+ − − =

� �� �
 

1 1

1

cos sing n g

ds
k k

ds
θ τ θ= +  
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denklemi elde edilir. 

 

iv) 1, 0g g =
� �

 denkleminin 1s  parametresine göre türevi alınıp, Darboux türev 

formülleri kulanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0g g g g

ds
k T n g g k T n

ds
τ τ− + + − + =

� �� � � �
 

elde edilir. 

1 1cos sin , sin cosT T n g T nθ θ θ θ= + = −
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı olması dikkate alınırsa 

( )
1 1 1

1

( ) ,sin cos , cos sin 0g g g g

ds
k T n T n g k T n n

ds
τ θ θ θ θ τ− + − + − + + =

� � �� � � � �
 

1 1 1

1 1

, sin cos , cos sin 0g g g g g

ds ds
k T n T n g k T k n g

ds ds
τ θ θ θ θ τ− + − + − − + =

� � �� � � � �
 

1

1 1

sin , cos , , 0g g g

ds ds
k T T n n g g

ds ds
θ τ θ τ− − + =

� � � � � �
 

( )
1

1

sin cosg g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= +  

bulunur. 

 Bulduğumuz bu eşitliklerde x  ve 1x  eğrileri özel olarak asimptotik eğriler 

alındığında [22] de bulunan sonuçlar özel hal olarak elde edilmiştir. 

 

Örnek 1. λ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere ( ) (cos ,sin ,0)x θ θ θ=  eğrisi 

( , ) (cos sin ,sin sin ,cos )S θ ϕ θ ϕ θ ϕ ϕ=  birim küresi üzerinde büyük çemberdir. ( )x θ  

eğrisinin Mannheim partner D -eğrisi 1( ) (cos ,sin , )x θ θ θ λ=  eğrisidir ve 1( )x θ  

eğrisinin teğetlerinin oluşturduğu 1( , ) (cos ,sin , ) ( sin ,cos ,0)S v vθ θ θ λ θ θ= + −  regle 

yüzeyi üzerinde yatar. Bu taktirde { }1,x x  çifti Mannheim D -çiftidir (Şekil 7). 
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Şekil 7 

 

Örnek 2.  ( , ) (cos ,sin , )S θ ϕ θ θ ϕ=  dik dairesel silindiri üzerinde 

( ) (cos ,sin , )x θ θ θ θ=  helis eğrisi verilsin. a  ve λ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere 

( )x θ  eğrisinin Mannheim partner D -eğrisi, 

1( , ) cos sin cos , sin cos sin ,
2 2 2

S v av av
λ λ λ

θ θ θ θ θ θ θ θ
 

= + + − + + 
 

 

helikoid yüzeyi üzerinde yatan 

 1( ) cos sin , sin cos ,
2 2 2

x
λ λ λ

θ θ θ θ θ θ
 

= + − + 
 

 

eğrisidir. Bu taktirde { }1,x x  çifti Mannheim D -çiftidir (Şekil 8). 
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Şekil 8 
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III. BÖLÜM 

3
1E  MINKOWSKI UZAYINDA MANNHEIM PARTNER D -EĞRİLERİ 

 

Bu bölümde, Minkowski 3-uzayındaki yönlendirilmiş S  ve 1S  yüzeyleri üzerindeki 

( )x s  ve 1 1( )x s  Mannheim partner D -eğrilerinin tanımını ve karakterizasyonlarını 

vereceğiz. 

 

Tanım 3.1. S  ve 1S , Minkowski 3-uzayında yönlendirilmiş yüzeyler olsun. S  ve 1S  

üzerinde yatan yay uzunluğu ile verilmiş parametre eğrileri, sırasıyla, ( )x s  ve 1 1( )x s  

olsun. Sırasıyla ( )x s  ve 1 1( )x s  eğrilerinin Darboux çatıları { }, ,T g n
� � �

 ve { }1 1 1, ,T g n
� � �

 ile 

gösterilsin. Eğer, x  ve 1x  eğrilerinin karşılık gelen noktalarındaki x  eğrisinin g
�

 

geodezik normali ile 1x  eğrisinin 1n
�

 yüzey normali çakışırsa,  bu taktirde x  bir 

Mannheim D -eğrisi ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -eğrisidir. Bu taktirde, 

{ }1,x x  çiftine Minkowski 3-uzayında bir Mannheim D -çifti denir. 

 

Bu tanıma göre 5 durum söz konusudur. 

1. Durum. { }1,x x , Minkowski 3-uzayında Mannheim partner D -eğrileri olsun. S  

yüzeyi spacelike, x  eğrisi spacelike iken 1S  yüzeyi timelike, 1x  eğrisi spacelike olur. 

Bu durumda, x  ve 1x  spacelike eğrilerine karşılık gelen Darboux türev formülleri, 

sırasıyla, aşağıdaki gibidir: 

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

00

0 , 0

0 0

g ng n

g g g g

n g n g

k kT k k T T T

g k g g k g

n k n n nk

τ τ

τ τ

     −    
         

= − =         
                     

� �� �
� �
� �� �
� �
� �� �
� �

. 

Çatı elemanlarının vektörel çarpımları da, sırasıyla, 

T g n

g n T

n T g

× =

× = −

× = −

� � �

�� �

�� �

,        

1 1 1

1 1 1

1 1 1

T g n

g n T

n T g

× = −

× = −

× =

� � �

�� �

�� �

 

biçiminde yazılır. 
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Teorem 3.1.1. 3
1E  de S  yüzeyi spacelike, ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi timelike, 

1 1( )x s  eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  eğrileri Mannheim partner D -eğrileridir. 

⇔ λ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere 1x  eğrisinin 
1nk , 

1gk  ve 
1gτ  eğrilikleri ile x  

eğrisinin 
nk  normal eğriliği arasında 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) cosh 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  + − + 
= − +    + +    

�

�  

bağıntısı vardır. 

İspat. Kabul edelim ki ( )x s  bir spacelike Mannheim D -eğrisi olsun. Bu taktirde, 

tanımdan 1( )sλ  fonksiyonu için  

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )s s s n sx x λ= +
�� �

                                   (3.1.1) 

yazılabilir. Şimdi, bu denklemin 1s  yay parametresine göre türevini alır ve Darboux 

türev formülleri kulanılırsa 

1
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
dxdx ds

s n s s n s
ds ds ds

λ λ= + +

��
��� �  

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T n k T g

ds
λ λ τ= + + +

�� ��  

1 11 1 1

1

(1 )n g

ds
T k T g n

ds
λ λτ λ= + + +

� � � ��  

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafı 1n g=
� �

 ile iç çarpılırsa  

1 11 1 1 1 1 1

1

, (1 ) , , ,n g

ds
T g k T n n n g n

ds
λ λ λτ= + + +

� �� � � � � ��  

bulunur. Buradan 0λ =� , yani λ  bir sabittir. Dolayısıyla 

1 11 11 1 1
1

( )n gk T g
ds

T T n T
ds

τλ λ += + = +
� �� � ��

�                             (3.1.2) 

1 11 1

1

1 )( n gk T g
ds

T
ds

τλ λ+ +=
� ��

                                       (3.1.3) 

eşitliği sağlanır. Burada 

1 1cosh sinhT T gθ θ= +
� � �

                                            (3.1.4) 

denkleminin sağlandığı biliniyor, (3.1.4) denkleminin türevi alınır ve Darboux türev 

formülleri kullanılırsa 
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1 1 1 11 1 1 1 1 1

1

( )cosh sinh ( )sinh coshg n g g

ds dT
k g k n T k T n g

ds ds
θ θ θ τ θ θ θ= − + + + +

�
� �� � � �� �  

1 1 1 11 1 1

1

( ) ( )sinh ( ) cosh ( cosh sinh )g n g g n g

ds
k g k n k T k g k n

ds
θ θ θ θ θ τ θ+ = + + + + − +

�� � � �� �  

elde edilir. 

1 1sinh coshn T gθ θ= +
�� �

 

eşitliği yerine yazılırsa 

1 1

1 1

1 1 1 1

1

1

( sinh cosh ) ( )sinh ( )cosh

( cosh sinh )

g n n g g

n g

ds
k g k T k g k T k g

ds

k n

θ θ θ θ θ θ

θ τ θ

+ + = + + +

+ − +

� �� � �� �

�
 

olur. x  ve 1x , Mannheim partner D -eğrileri olduklarından n
�

 ile 1g
�

 lineer bağımlıdır. 

Yani, eşitliğin her iki tarafındaki 1T
�

 ve 1n
�

 in katsayıları eşittir: 

1

1

g n

ds
k k

ds
θ + =�  

eşitliği sağlandığından 

1

1

n g

ds
k k

ds
θ = −�                                                 (3.1.5) 

olur. (3.1.4) , (3.1.3) denkleminde yerine yazılırsa 

1 11 1 1 1

1

(cosh sinh ) (1 )n g

ds
T g k T g

ds
θ θ λ λτ+ = + +
� �� �

 

veya 

1 1

1 1

cosh (1 ), sinhn g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + =  

1 1 1

11

1
, tanh

cosh sinh 1
n g g

n

kds

ds k

λ λτ λτ
θ

θ θ λ

+
= = =

+
                          (3.1.6) 

elde edilir. (3.1.6) eşitliklerinden bulunan 

1 1
tanh (1 )g nkλτ θ λ= +  

denkleminin 1s  parametresine göre türevi alınırsa 

1 1

1 1 1

1 1

2 2

2
1 (1 )

(1 ) 1
g g

g n n

n n

k k
k k

λ τ λτ
λτ θ λ λ

λ λ

   
= − + +      + +   

���  

veya 



 

 

41 

 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) cosh 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  + − + 
= − +    + +    

�

�            (3.1.7)                                                                                                                                      

bulunur. (3.1.6) denklemindeki değerler (3.1.7) denkleminde kullanılırsa, 

( )
1 1 1 1 1 1 1

3

2 2 2 2

1

(1 ) (1 )g n g n n g g n

ds
k k k k k

ds
λτ λ λ τ λ λ τ

 
+ − + + − =  

 
��          (3.1.8) 

halini alır. 

Tersine, λ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                    (3.1.9) 

bir eğri olsun. Bu denklemin iki kere türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

( )
1 11 1 1 1 1

1

n g

ds
T T n T k T g

ds
λ λ τ= + = + +

� � � � � �
�  

1 11 1

1

(1 )n g

ds
T k T g

ds
λ λτ= + +

� � �
                                    (3.1.10) 

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

1 1 12
1 1

1 1 1

( ) (1 )( )

( )

g n n n g n

g g g g

ds d s
k g k n T k T k k g k n

ds ds

g k T n

λ λ

λτ λτ τ

 
+ + = + + − 

 

+ + +

� �� � � ��

�� �
�

 

( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1

22

1 12
1 1

2
1

( ) ( ) (1 )

(1 )

g n n g g n g g

n n g

d s ds
T k g k n k k T k k g

ds ds

k k n

λ λτ λ λτ

λ λτ

 
+ + = + + + + 

 

+ − + +

� �� � �� �

�

   (3.1.11) 

elde edilir. (3.1.10) ile (3.1.11) denklemleri vektörel çarpılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2
1 1

1

1 1

2
1 1

2 3
1 1

( ) ( ) (1 ) (1 ) ( )

( )( )

(1 ) (1 ) ( )

(1 ) ( )

g n n n n g

g n g g

n g g n

g n n g

ds
k T g k T n k k k T n

ds

k k g T

k k k T g

k k g n

λ λ λτ

λτ λ λτ

λ λτ λ

λτ λ λ τ

 
   × + × = + − + + ×    

 

+ + + ×

+ + + + ×

+ − + + ×

� � �� � �

���

� �
�

� �
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( )
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2
1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

n n g n

g n g n g n g g

ds
k n k g k k T

ds

k k k g

k k k k k n

λτ λ λ τ

λ λτ λ

λ λτ λ λ τ λ τ

 
 + = + −  

 

 − − + + + 

 + − + − + + + 

�� �

�

���

  (3.1.12) 

bulunur. (3.1.8) (3.1.12) denkleminde yerine yazılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2
1

3

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

n n g n

n

ds
k n k g k k T

ds

k k k g

ds
k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

 
 + = + −  

 

− − + + +

 
−  

 

�� �

�

�

               (3.1.13) 

olur. Ayrıca, (3.1.13) ve (3.1.10) denklemleri vektörel çarpılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

4

2 2 3 4
1

1

3 2 2
1

3 3

1 1

1 1

( ) ( ) (1 )

(1 ) (1 )

(1 )

g n g n n g

n n g n

n n n g

ds
k T n k T g k k n

ds

k k k n

ds ds
k k g k T

ds ds

λ τ λ λ τ

λ λτ λ

λ λτ

 
 × + × = + −  

 

+ − + + +

   
+ + +   

   

� �� � �

�

��

 

                                       

( )

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

3 3

1 1

1 1

2 2 3 4 3 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

n g n n

g n n g n n g n

ds ds
k T k k g

ds ds

k k k k k n

λτ λ

λ τ λ λ τ λ λτ λ

   
= + +   

   

+ + − − + + +

� �

�

 

( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 3 3

1 1

1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

g n n g n n

n g g n n

ds ds ds
k g k n k T k k g

ds ds ds

k k k n

λτ λ

λ λ τ λτ λ

     
 + = + +      

     

+ + − − +

�� � �

�

                (3.1.14) 

bulunur. . Şimdi (3.1.13) ve (3.1.14) denklemleri düzenlenirse 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

4 4

2 2 3
1

1 1 1

2 2
1

1

4

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

n g g g n n g g

n n g n g

n g

ds ds ds
k k g k n k k k T

ds ds ds

ds
k k k k g

ds

ds
k k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

     
+ = + −     

     

 
− − + + +  

 

 
−  

 

�� �

�

�

    (3.1.15) 

ve 
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( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 4 3 3

2 2 2
1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

n g n g n n n

n n g g n n

ds ds ds ds
k k g k n k T k k g

ds ds ds ds

k k k k n

λτ λ

λ λ τ λτ λ

       
+ = + +       

       

+ + − − +

�� � �

�

   (3.1.16) 

bulunur. Burada, (3.1.15) denkleminden (3.1.16) denklemi çıkarılırsa 

( ) ( )

( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

4

2 2 2 2

1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

(1 ) (1

g n g g n n g g n

g n n g n n n

n g n n g g n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

ds
k k k k k

ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

λ λ τ λτ

    
 − = + − −   
     

  
 − − + + + + +  
   

 
− + + − − + 

 

��

�

( )
1 1)nk nλ

 
 
  

�

 

elde edilir. Bu denklemde, (3.1.10) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde edilen 

( )
1 1

2

2 2 2

1

(1 )g n

ds
k

ds
λ τ λ

 
− + =  

 
 

ve (3.1.13) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde edilen 

1 1 1

2

2

1

(1 ) 0g g n n

ds
k k k

ds
λτ λ

 
− + + = 

 
 

eşitlikleri dikkate alınırsa, 

( ) ( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

g n g g n n g g n

g n n g n n n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

    
 − = + − −   
     

  
 − − + + + + +  
   

��

�

 

bulunur. Burada n
�

 vektörü, 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde ve (2.10) 

denkleminde de T
�

 vektörü, 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde kalır. Dolayısıyla, 

g
�

 vektörü 1n
�

 vektörü ile aynı doğrultuda olur. Bu, x  ve 1x  in Mannheim partner D -

eğrileri olduklarını gösterir.                                                                                             ■ 

 

Şimdi bazı özel durumlar için Mannheim partner D -eğrilerinin 

karekterizasyonlarını verelim: Kabul edelim ki ( )x s , bir asimptotik Mannheim D -

eğrisi olsun. Bu taktirde, (3.1.7) denkleminin özel durumları şu şekilde verilir: 
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i) 1 1( )x s , bir geodezik eğri olsun. Bu taktirde, 1 1( )x s  eğrisi ( )x s  eğrisinin bir 

Mannheim partner D -eğrisidir ⇔  

1 1

1

1
1

g n

g

n

k

k

λτ
τ

λ
=

+

�

�  

eşitliği gerçeklenir. 

ii) Kabul edelim ki 1 1( )x s , bir asimptotik eğri olsun. Bu taktirde, 1 1( )x s  eğrisi 

( )x s  eğrisinin Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

k  geodezik eğriliği 

ve 
1g

τ  geodezik burulması  arasında 

 
1 1 1

2 2(1 )g g gkλτ λ τ= − −�  

bağıntısı vardır. Bu, Liu ve Wang [19] ‘ın bulduğu eşitliktir. 

iii) Eğer, 1 1( )x s  eğrisi bir eğrilik çizgisi olsun. Bu taktirde 1 1( )x s  eğrisi 

( )x s eğrisinin Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisi için 

 
1 1

10
g n

k veya k
λ

−= =  

dir. 

 

Teorem 3.1.2. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi timelike, 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik eğriliği, normal eğriliği, geodezik burulması ve 1x  eğrisinin geodezik eğriliği 

arasında aşağıdaki gibi bir ilişki vardır: 

1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = + − + − + +      

   
��  

İspat. { }1,x x  çifti 3
1R  de Mannheim partner D-eğrileri olsun.                                          

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

denkleminin 1s  parametresine göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1

1 1

g g

ds ds
T T g T k T n

ds ds
λ λ λτ = − = + − 

� � � � � �
�  

1

1 1

(1 )g g

dx ds
k T n

ds ds
λ λτ = + − 

�
� �

 

elde edilir. Bu denklemin türevi alınıp, Darboux türev formülleri kullanılırsa 
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2
1 1

2
1 1 1 1 1

(1 )g g

d x dxd d ds
k T n

ds ds ds ds ds
λ λτ

   
 = = + −    

   

� �
� �

 

2
1

2
1 1 1 1

2

2
1

(1 )( ) ( )

(1 )

g g g n g g n g

g g

d x ds ds ds
k T k k g k n n k T g

ds ds ds ds

d s
k T n

ds

λ λ λτ λτ τ

λ λτ

 
= + + + − − + 
 

 + + − 

�
� �� � � �� �

� �

 

2 2 2 22
2 2

2
1 1 1 1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 )g g n g g g g

n g n g g

ds ds d s ds ds ds
k k k T k k g

ds ds ds ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n

ds ds ds ds

λ λτ λ λ λτ

λ λτ λτ

          
   = − + + + + −                    

    
 + + − −        

� ��

�
�

bulunur. 1g n=
� �

 ve 
1 1 1 1,

g
k x x n= ×

� � �
� ��  eşitliği sağlandığından 

1 1 1 1 1 1, ,
g

k x x n x x g= × = ×
� � � �� �
� �� � ��  

yazılabilir. 

2 2

1 1 1 2
1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 ) ( )

( )

g g n g

n g n g g

ds ds d s
x n x g k k k T g

ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n g

ds ds ds ds

λ λτ λ

λ λτ λτ

  
 × = × = − + + ×    

    
 + + − − ×        

� � �� � ���� ��

� �
�

 

2 2 2

1 1 1 2
1 1 1 1

2 2

2
1 1 1

(1 )

n g n g g

g g n g

ds ds ds d s
x n x g k k k T

ds ds ds ds

ds ds d s
k k k n

ds ds ds

λ λτ λτ

λ λτ λ

    
 × = × = + − −        

  
 + − + +    

� � �� �
�� �� �

��

 

eşitlikleri yerlerine yazılırsa 

1

1 1

2 22 2

2 2
1 1 1 1 1 1

(1 ) ,

(1 ) (1 )

g g g

n g g g g g n g

ds ds
k k T n

ds ds

ds ds d s ds ds d s
k k T k k k n

ds ds ds ds ds ds

λ λτ

λ λτ λτ λ λτ λ

= + −

      
   + − − + − + +            

� �

� ���

ve , 1n n = −
� �

 olduğu dikkate alınırsa 

1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = + − + − + +      

   
��   (3.1.16) 
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elde edilir. Buna göre, aşağıdaki özel durumlar verilebilir: 

i) x  bir geodezik eğri, yani 0gk =  ise 

( )
1

3 2

2 2

1 1

1g n g g

ds ds
k k

ds ds
λ τ λτ

   
= − −   

   
�                              (3.1.16 )′  

ii) x  bir asimptotik çizgi, yani 0nk =  ise 

1

2

2

1

(1 )g g g g g

ds
k k k

ds
λτ λ λ τ

 
 = − + +   

 
��                             (3.1.16 )′′  

iii) x  bir eğrilik çizgisi, yani 0gτ =  ise 

1

3

2

1

(1 )g n g

ds
k k k

ds
λ

 
= +  

 
                                         (3.1.17) 

bulunur. 

 

Teorem 3.1.3. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi timelike, 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik burulması, geodezik eğriliği ve 1x  eğrisinin geodezik burulmaları arasında 

aşağıdaki gibi bir ilişki vardır: 

1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
= −  

 
 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğrileri olsun. 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

denkleminin 1s  parametresine göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1
1

1 1 1 1

( )g g

dx ds ds ds
x n x g T k T n

ds ds ds ds
λ λ λ τ   = − = − = − − +   

�
� � � � � � �
� � � �  

1

1

(1 ) )g g

ds
T k T n

ds
λ λτ = + − 

� � �
 

1

1 1 1

(1 )g g

dx ds ds
k T n

ds ds ds
λ λτ= + −

�
� �

 

elde edilir. Buradan 1g n=
� �

 olduğundan 

1

1 1 1 1

g g

dn dg dg ds ds
k T n

ds ds ds ds ds
τ = = = − + 

� � �
� �
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eşitliği de sağlanır. Bu eşitlik 1n
�

 ile vektörel çarpılırsa 

1
1

1 1

g g

dn ds
n g k T n

ds ds
τ × = × − + 

�
�� � �

 

1
1

1 1

g g

dn ds
n k n T

ds ds
τ × = − 

�
�� �

 

bulunur. Bu değerler, 
1

1 1
1

1 1

,g

dx dn
n

ds ds
τ = ×

� �
�

 denkleminde yerlerine yazılırsa 

1

1 1
1

1 1 1 1 1 1

, (1 ) ,g g g g g

dx dn ds ds ds ds
n k T n T k n

ds ds ds ds ds ds
τ λ λτ τ= × = + − − +

� �
� �� � �

 

1

2 2

1 1(1 ) , ,g g g g g

ds ds
k T T k n n

ds ds
τ λ τ λτ

   
= − + −   

   

� � � �
 

elde edilir. , 1n n = −
� �

 olduğundan 

1

2 2

1 1

(1 )g g g g g

ds ds
k k

ds ds
τ τ λ λτ

   
= − + +   

   
 

1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
= −  

 
                                             (3.1.18) 

bulunur. Ayrıca (3.1.6) denklemi (3.1.18) denkleminde yazılırsa  

 
1

2

2

sinh
g g

θ
τ τ

λ
= − .         

elde edilir. Buna gore aşağıdaki sonuçlar verilebilir: 

 

Sonuç 3.1.1. x  bir Mannheim D -eğrisi ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -

eğrisi olsun. Bu taktirde, 1x  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması ve x  eğrisinin 
g

τ  

geodezik burulması arasında 

1

2

2

sinh
g g

θ
τ τ

λ
= −  

bağıntısı vardır. Böylece x  Mannheim D -eğrisi eğrilik çizgisi iken 1x  Mannheim 

partner D -eğrisi de bir eğrilik çizgisidir.  

 

Benzer şekilde, (3.1.6) ve (3.1.18) eşitliklerinden 
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 1 1

2

2

(1 )

cosh
g n

g

kτ λ

τ θ

+
= −  

yazabiliriz. Bu taktirde, eğer 1 1( )x s  bir asimptotik eğri, yani, 
1

0
n

k =  ise 

 
1

2cosh
g g

τ θτ= −                                                                                           (3.1.19) 

olur. 

 

Sonuç 3.1.2. x  bir Mannheim D -eğrisi ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -

eğrisi olsun. Eğer θ , x  ve 1x  eğrilerinin noktalarına karşılık gelen noktalarındaki T
�

 ve 

1T
�

 teğet vektörleri arasındaki açı olmak üzere, 1 1( )x s  bir asimtotik eğri ise bu taktirde 

( )x s  eğrisinin 
g

τ  geodezik burulması ve 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması 

arasındaki 

 
1

2cosh
g g

τ θτ= − . 

bağıntısı geçerlidir. 

 

Teorem 3.1.4. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi timelike, 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik eğriliği, geodezik burulması ile 1x  eğrisinin normal eğriliği, geodezik 

burulması arasında 

1 1 1
( )g n g n g gk k k kλ τ τ− = − +  

bağıntısı geçerlidir. 

İspat. { }1,x x  çifti, 3
1E  de Mannheim partner D-eğrileri olsun. 1( )sλ  belli bir fonksiyon 

olmak üzere 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                  (3.1.20) 

yazılabilir. Bu denklemin 1s  yayına göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T k T g n

ds
λ τ λ= + + +

� � � � ��                               (3.1.21) 

elde edilir. λ , sıfırdan farklı bir sabit düşünülürse 
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1 1

1 1
1 1(1 )

n g

ds ds
T k T g

ds ds
λ λτ= + +

� � �
                            (3.1.22) 

olur. Buna göre 

1 1cosh sinhT T gθ θ= +
� � �

                                       (3.1.23) 

yazılabilir. (3.1.22) ve (3.1.23) denklemlerinden 

1 1

1 1cosh (1 ) , sinh
n g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + =                        (3.1.24) 

elde edilir. 1n
�

 ve g
�

 lineer bağımlı olduklarından 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

yazılabilir. Bu denklemin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1

1 1 1

(1 )g g

ds ds ds
T T g k T n

ds ds ds
λ λ λτ= − = + −

� � � � �
�                          (3.1.25) 

elde edilir. 

1 cosh sinhT T nθ θ= −
� � �

                                            (3.1.26) 

olduğundan, (3.1.25) ve (3.1.26) denklemlerinden 

1 1

cosh (1 ) , sinhg g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + =                            (3.1.27) 

elde edilir. (3.1.24) ve (3.1.27) denklemlerinden 

1 1 1

1 1

2 21

1

2 21

1

cos (1 ) (1 ) 1 ( )

sin

g n g n g n

g g g g

dsds
h k k k k k k

ds ds

dsds
h

ds ds

θ λ λ λ λ

θ λτ λτ λ τ τ

= + + = + + +

= =

 

ve 

1 1 1

2 2 2cos sin 1 1 ( ) ( )g n g n g gh h k k k kθ θ λ λ τ τ− = = + + + −  

1 1 1
( )g n g n g gk k k kλ τ τ− = − +                                         (3.1.28) 

bulunur. Teorem (3.1.4) den aşağıdaki özel durumları verebiliriz, { }1,x x  çifti bir 

Mannheim D -çifti olsun. Bu taktirde, 

i) Eğer, 1x  bir asimtotik eğri ise, bu taktirde  

1g g g
k λτ τ= , 

ii) Eğer, x  ve 1x  bir eğrilik çizgisi ise, bu taktirde  
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1 1g n g n
k k k kλ− = − , 

iii) Eğer, x  bir geodezik eğrilik ise, bu taktirde  

1 1n g g
k λτ τ= −  

bulunur. 

 

Teorem 3.1.5. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi spacelike, 1S  yüzeyi timelike ve 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere; x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  ve 1x  

eğrilerinin geodezik eğrilikleri, normal eğrilikleri ve geodezik burulmaları için 

aşağıdaki denklemler gerçeklenir: 

i) 
1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= −  

ii) 
1 1

1

sinh coshg n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − +  

iii) 
1 1

1

cosh sinhg n g

ds
k k

ds
θ τ θ= − +  

iv) ( )
1

1

sin cosg g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − +  

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğrileri olsun. 

i) 1, coshT T θ=
� �

 eşitliğinin 1s  e göre türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1 1

( ) , , sinhg n g n

ds d
k g k n T T k g k n

ds ds

θ
θ+ + − =

� �� � � �
 

bulunur. Bu eşitlikte 

1 1cosh sinh , sinh coshT T n g T nθ θ θ θ= − = − +
� � �� � �

 

denklemi ve 1n
�

 ile g
�

 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

1 1 1

1 1

( ) ,cosh sinh , ( sinh cosh ) sinhg n g n

ds d
k g k n T n T k T n k n

ds ds

θ
θ θ θ θ θ+ − + − + + =
� � �� � � � �
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1 1 1 1

1 1 1

, cosh sinh , sinh cosh sinhg n g g n

ds ds d
k g k n T n T k T k n k n

ds ds ds

θ
θ θ θ θ θ+ − + − + + =
� � �� � � � �

1

1 1

sinh , sinh , sinhn g

ds d
k n n k T T

ds ds

θ
θ θ θ− − =

� �� �
 

elde edilir. , 1n n = −
� �

 olduğundan 

1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= −  

olur. 

 

ii) 1, 0n n =
� �

 eşitliğinin 1s  e göre türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0n g n g

ds
k T g n n k T g

ds
τ τ+ + + =

� �� � � �
 

elde edilir. Burada 

1 1cosh sinh , sinh coshT T n g T nθ θ θ θ= − = − +
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

1 11

1

( ) , , (cosh sinh ) ( sinh cosh ) 0n g n g

ds
k T g n n k T n T n

ds
τ θ θ τ θ θ+ + − + − + =

� � �� � � � �
 

1 1 1 1

1 1

, , ( cosh sinh ) ( sinh cosh ) 0n g n g n g

ds ds
k T g g n k T k n

ds ds
τ θ τ θ θ τ θ+ + − + − + =

� �� � � �
 

1 1

1

, ( sinh cosh ) , 0g n g

ds
g g k n n

ds
τ θ τ θ+ − + =

� � � �
 

bulunur. , 1n n = −
� �

 olduğundan 

1 1

1

sinh coshg n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − +  

olur. 

 

iii) 1, 0T n =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 
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1 11 1 1

1

( ) , , 0g n n g

ds
k g k n n T k T g

ds
τ+ + + =

� �� � � �
 

elde edilir. Burada 

1 1cosh sinh , sinh coshT T n g T nθ θ θ θ= − = − +
� � �� � �

 

eşitliklerini ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

( ) ( )
1 11

1

( ) , , cosh sin sinh cosh 0g n n g

ds
k g k n n T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ+ + − + − + =

� � �� � � � �
 

( ) ( )
1 1

1

( ) , , cosh sinh sinh cosh 0g n n g

ds
k g k n g T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ+ + − + − + =

� � �� � � � �
 

1 1

1

, ( cosh sinh ) , 0g n g

ds
k g g k T T

ds
θ τ θ+ − =

� �� �
 

1 1

1

cosh sinhg n g

ds
k k

ds
θ τ θ= − +  

bulunur. 

 

iv) 1, 0g g =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevini alır ve Darboux türev  formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0g g g g

ds
k T n g g k T n

ds
τ τ− + + + =

� �� � � �
 

elde edilir. Burada 

1 1cosh sinh , sinh coshT T n g T nθ θ θ θ= − = − +
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

( )
1 1 1

1

( ) , sinh cosh , cosh sinh 0g g g g

ds
k T n T n g k T n n

ds
τ θ θ θ θ τ− + − + + − + =

� � �� � � � �
 

1 1 1

1 1

, sinh cosh , cosh sinh 0g g g g g

ds ds
k T n T n g k T k n g

ds ds
τ θ θ θ θ τ− + − + + − + =

� � �� � � � �
 

1

1 1

sinh , cosh , , 0g g g

ds ds
k T T n n g g

ds ds
θ τ θ τ+ + =

� � � � � �
 

bulunur. , 1n n = −
� �

 olduğundan 
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( )
1

1

sin cosg g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − +  

olur. 

 

2. Durum. { }1,x x  çifti Mannheim partner D -eğrileri olsun. S  yüzeyi ile x  eğrisi 

spacelike iken 1S  yüzeyi ile 1x  eğrisi timelike olabilir. Bu durumda 

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

00

0 , 0

0 0

g ng n

g g g g

n g n g

k kT k k T T T

g k g g k g

n k n n nk

τ τ

τ τ

         
         

= − = −         
                     

� �� �
� �
� �� �
� �
� �� �
� �

 

ve çatı elemanlarının vektörel çarpımları da sırasıyla  

T g n

g n T

n T g

× =

× = −

× = −

� � �

�� �

�� �

,        

1 1 1

1 1 1

1 1 1

T g n

g n T

n T g

× = −

× =

× = −

� � �

�� �

�� �

 

biçiminde verilir. 

 

Teorem 3.2.1. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  eğrisi 

timelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun ⇔ λ  sıfırdan farklı 

bir sabit olmak üzere 1x  eğrisinin 
1nk  normal eğriliği, 

1gk  geodezik eğriliği, 
1gτ  

geodezik burulması ve x  eğrisinin nk  normal eğriliği arasında aşağıdaki denklem 

sağlanır: 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) sinh 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  + − + 
= − +    + +    

�

�  

İspat. Kabul edelim ki ( )x s  bir Mannheim D -eğrisidir. Bu taktirde, tanımdan bir 

1( )sλ  fonksiyonu için  

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )s sx x s s nλ= +
� � �

                                      (3.2.1) 

yazılabilir. Şimdi bu denklemin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
dxdx ds

s n s s n s
ds ds ds

λ λ= + +

��
��� �  



 

 

54 

 

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T n k T g

ds
λ λ τ= + + +

� � �� ��  

1 11 1 1

1

(1 )n g

ds
T k T n g

ds
λ λ λτ= + + +

� � � ��  

elde edilir. Bu denklem 1n g=
� �

 ile iç çarpılırsa  

1 11 1 1 1 1 1

1

, (1 ) , , ,n g

ds
T g k T n n n g n

ds
λ λ λτ= + + +

� �� � � � � ��  

ve buradan 0λ =� , yani λ  bir sabittir. O halde 

1 11 11 1 1
1

( )n gk T g
ds

T T n T
ds

τλ λ += + = +
� �� � ��

�                                 (3.2.2) 

1 11 1

1

1 )( n gk T g
ds

T
ds

τλ λ+ +=
� ��

                                        (3.2.3) 

yazılır. 

1 1sinh coshT T gθ θ= +
� � �

                                            (3.2.4) 

denkleminin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1 1 1 11 1 1 1 1 1

1

( )sinh cosh ( )cosh sinhg n g g

dT ds
k g k n T k T n g

ds ds
θ θ θ τ θ θ θ= + + + − +

�
� �� � � �� �  

1 1 1 11 1 1

1

( ) ( )cosh ( )sinh ( sinh cosh )g n g g n g

ds
k g k n k T k g k n

ds
θ θ θ θ θ τ θ+ = + + + + −

�� � � �� �  

elde edilir. Şimdi bu denklemde 

1 1cosh sinhn T gθ θ= +
�� �

 

eşitliği yerine yazılırsa 

1 1

1 1

1 1 1 1

1

1

( cosh sinh ) ( )cosh ( )sinh

( sinh cosh )

g n n g g

n g

ds
k g k T k g k T k g

ds

k n

θ θ θ θ θ θ

θ τ θ

+ + = + + +

+ −

� �� � �� �

�
 

olur. x  ve 1x  eğrileri Mannheim partner D -eğrileri olduğu için n
�

 ile 1g
�

 lineer bağımlı 

olacağından, eşitliğin her iki tarafındaki 1T
�

 ve 1n
�

 in katsayıları eşittir. Dolayısıyla 

1

1

g n

ds
k k

ds
θ + =�  

veya 
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1

1

n g

ds
k k

ds
θ = −�                                                 (3.2.5) 

bulunur. (3.2.4) denklemi (3.2.3) denkleminde yerine yazılırsa 

1 11 1 1 1

1

(sinh cosh ) (1 )n g

ds
T g k T g

ds
θ θ λ λτ+ = + +
� �� �

 

ve buradan 

1 1

1 1

sinh (1 ), coshn g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + =  

1 1 1

11

1
, coth

sinh cosh 1
n g g

n

kds

ds k

λ λτ λτ
θ

θ θ λ

+
= = =

+
                          (3.2.6) 

elde edilir. Bu eşitliklerden bulunan 
1 1

coth (1 )g nkλτ θ λ= +  denkleminin 1s  yayına 

göre türevi alınırsa 

1 1

1 1 1

1 1

2 2

2
1 (1 )

(1 ) 1
g g

g n n

n n

k k
k k

λ τ λτ
λτ θ λ λ

λ λ

   
= − + +      + +   

���  

 bulunur ve (3.2.5) dikkate alınırsa 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) sinh 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  + − + 
= − +    + +    

�

�               (3.2.7)                                                                                                                                      

bulunur. (3.2.6) denklemindeki değerler (3.2.7) de yazılırsa 

( )
1 1 1 1 1 1 1

3

2 2 2 2

1

(1 ) (1 )g n g n n g g n

ds
k k k k k

ds
λτ λ λ τ λ λ τ

 
+ − + + − =  

 
��                (3.2.8) 

elde edilir. 

Tersine, λ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                   (3.2.9) 

bir eğrisini alalım. Bu denklemin iki kere türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

( )
1 11 1 1 1 1

1

n g

ds
T T n T k T g

ds
λ λ τ= + = + +

� � � � � �
�  

1 11 1

1

(1 )n g

ds
T k T g

ds
λ λτ= + +

� � �
                                 (3.2.10) 
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1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

1 1 12
1 1

1 1 1

( ) (1 )( )

( )

g n n n g n

g g g g

ds d s
k g k n T k T k k g k n

ds ds

g k T n

λ λ

λτ λτ τ

 
+ + = + + + 

 

+ + −

� �� � � ��

�� �
�

 

( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2
2

1 12
1 1

1

( ) ( ) (1 )

(1 )

g n n g g n n g

n g g

ds d s
k g k n T k k T k k n

ds ds

k k g

λ λτ λ λτ

λ λτ

 
+ + = + + + − 

 

+ + +

� �� � ��

�
�

  (3.2.11) 

bulunur. (3.2.10) ile (3.2.11) denklemleri vektörel çarpılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2
1 1

1

1 1

2
1 1

2 3
1 1

( ) ( ) (1 ) (1 ) ( )

( )( )

(1 ) (1 ) ( )

(1 ) ( )

g n n n n g

g n g g

n g g n

g n n g

ds
k T g k T n k k k T n

ds

k k g T

k k k T g

k k g n

λ λ λτ

λτ λ λτ

λ λτ λ

λτ λ λ τ

 
   × + × = + + − ×    

 

+ + ×

+ + + + ×

+ + − ×

� � �� � �

���

� �
�

� �

 

veya 

( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2 2 2
1

2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

g n g n g n g g

n n g n

ds
k n k g k k T

ds

k k k k k n

k k k g

λτ λ λ τ

λ λτ λ λ τ λ τ

λ λτ λ

 
 + = + −  

 

 + − + − + + + 

 + + − + 

�� �

���

�

   (3.2.12) 

elde edilir. (3.2.8), (3.2.12) denkleminde yerine yazılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2
1

3

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

n n g n

n

ds
k n k g k k T

ds

k k k g

ds
k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

 
 + = + −  

 

+ + − +

 
−  

 

�� �

�

�

            (3.2.13) 

bulunur. Ayrıca, (3.2.13) ile (3.2.10) denklemleri vektörel çarpılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

4

2 2 3 4
1

1

3 2 2
1

3 3

1 1

1 1

( ) ( ) (1 )

(1 ) (1 )

(1 )

g n g n n g

n n g n

n n n g

ds
k T n k T g k k n

ds

k k k n

ds ds
k k g k T

ds ds

λ τ λ λ τ

λ λτ λ

λ λτ

 
 × + × = + −  

 

+ + − +

   
− + −   

   

� �� � �

�

��
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( )
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

4

2 2 3 4 3 2 2
1

1

3 3

1 1

1 1

( ) ( ) (1 ) (1 ) (1 )

(1 )

g n g n n g n n g n

n n n g

ds
k T n k T g k k k k k n

ds

ds ds
k k g k T

ds ds

λ τ λ λ τ λ λτ λ

λ λτ

 
 × + × = + − − + + +  

 

   
− + −   

   

� �� � �

��

 

( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 3 3

1 1

1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

g n n n n g

n g g n n

ds ds ds
k g k n k k g k T

ds ds ds

k k k n

λ λτ

λ λ τ λτ λ

     
 + = − + −      

     

+ + − − +

�� � �

�

        (3.2.14) 

elde edilir. Şimdi (3.2.13) ve (3.2.14) denklemleri düzenlenirse 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

4 4

2 2 3
1

1 1 1

2 2
1

1

4

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

n g g g n n g g

n n g n g

n g

ds ds ds
k k g k n k k k T

ds ds ds

ds
k k k k g

ds

ds
k k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

     
+ = + −     

     

 
+ + − +  

 

 
−  

 

�� �

�

�

    (3.2.15) 

ve 

( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 4 3 3

2 2 2
1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

n g n g n n n

n n g g n n

ds ds ds ds
k k g k n k T k k g

ds ds ds ds

k k k k n

λτ λ

λ λ τ λτ λ

       
+ = − − +       

       

+ + − − +

�� � �

�

  (3.2.16) 

bulunur. Burada (3.2.15) denkleminden (3.2.16) denklemi çıkarılırsa 

( ) ( )

( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

4

2 2 2 2

1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

(1 ) (1

g n g g n n g g n

g n n g n n n

n g n n g g n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

ds
k k k k k

ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

λ λ τ λτ λ

    
 − = + − +   
     

  
 + + − + + +  
   

 
− + + − − + 

 

��

�

( )
1 1)nk n

 
 
  

�

 

olur. (3.2.10) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde edilen 

( )
1 1

2

2 2 2

1

(1 )g n

ds
k

ds
λ τ λ

 
− + =  

 
 

denklemi ve (3.2.13) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde edilen 
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1 1 1

2

2

1

(1 ) 0g g n n

ds
k k k

ds
λτ λ

 
− + + = 

 
 

denklemi son eşitlikte yerlerine yazılırsa 

( ) ( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

g n g g n n g g n

g n n g n n n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

    
 − = + − +   
     

  
 + + − + + +  
   

��

�

 

bulunur. Burada n
�

 vektörü 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde ve (3.2.10) 

denkleminde de T
�

 vektörü 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde kalır. Dolayısıyla, 

g
�

 ve 1n
�

 vektörleri aynı doğrultudadır. Sonuç olarak x  ve 1x  Mannheim partner D -

eğrilerdir.                                                                                                                          ■ 

 

Şimdi bazı özel durumlar için Mannheim partner D -eğrilerinin 

karekterizasyonlarını verelim. Kabul edelim ki ( )x s bir asimptotik Mannheim D -eğrisi 

olsun. Bu taktirde (3.2.7) denkleminin özel durumlarını verebiliriz: 

i) 1 1( )x s  bir geodezik eğri olsun. Bu taktirde, 1 1( )x s  eğrisi ( )x s  eğrisinin bir 

Mannheim partner D -eğrisidir ⇔  aşağıdaki denklem sağlanır, 

1 1

1

1
1

g n

g

n

k

k

λτ
τ

λ
=

+

�

�  

denklemi sağlanır. 

ii) Kabul edelim ki, 1 1( )x s  bir asimptotik eğri olsun. Bu taktirde, 1 1( )x s  eğrisi 

( )x s  eğrisinin Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

k  geodezik eğriliği 

ve 
1g

τ  geodezik burulması arasında 

 
1 1 1

2 2(1 )g g gkλτ λ τ= − −�  

bağıntısı vardır. Bu, Liu ve Wang [19] ‘ın bulduğu eşitliktir. 

iii) Eğer, 1 1( )x s  bir eğrilik çizgisi ise bu taktirde 1 1( )x s  eğrisi ( )x s eğrisinin 

Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisi için 

 
1 1

10
g n

k veya k
λ

−= =  
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dır. 

 

Teorem 3.2.2. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  eğrisi 

timelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik eğriliği, normal eğriliği, geodezik burulması ve 1x  eğrisinin geodezik eğriliği 

arasında 

1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = + + + − + +      

   
��  

bağıntısı geçerlidir. 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğrileri olsun.                                          

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

denkleminin türevini alır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1

1 1

g g

ds ds
T T g T k T n

ds ds
λ λ λτ = − = + − 

� � � � � �
�  

1

1 1

(1 )g g

dx ds
k T n

ds ds
λ λτ = + − 

�
� �

 

bulunur. Bu denkleminde türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

2
1 1

2
1 1 1 1 1

(1 )g g

d x dxd d ds
k T n

ds ds ds ds ds
λ λτ

   
 = = + −    

   

� �
� �

 

2
1

2
1 1 1 1

2

2
1

(1 )( ) ( )

(1 )

g g g n g g n g

g g

d x ds ds ds
k T k k g k n n k T g

ds ds ds ds

d s
k T n

ds

λ λ λτ λτ τ

λ λτ

 
= + + + − − + 
 

 + + − 

�
� �� � � �� �

� �

 

2 2 2 22 2
2 21

2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 )g g n g g g g

n g n g g

d x ds ds d s ds ds ds
k k k T k k g

ds ds ds ds ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n

ds ds ds ds

λ λτ λ λ λτ

λ λτ λτ

          
   = − + + + + −                    

    
 + + − −        

�
� ��

�
�

 

elde edilir. 1g n=
� �

 ve  

1 1 1 1 1 1, ,
g

k x x n x x g= × = ×
� � � �� �
� �� � ��  
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olduğundan 

2 2

1 1 1 2
1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 ) ( )

( )

g g n g

n g n g g

ds ds d s
x n x g k k k T g

ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n g

ds ds ds ds

λ λτ λ

λ λτ λτ

  
 × = × = − + + ×    

    
 + + − − ×        

� � �� � ���� ��

� �
�

 

2 2

1 1 1 2
1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 )g g n g

n g n g g

ds ds d s
x n x g k k k n

ds ds ds

ds ds ds d s
k k k T

ds ds ds ds

λ λτ λ

λ λτ λτ

  
 × = × = − + +    

    
 + + − −        

� �� � ���� ��

�
�

 

bulunur. Bu değerler yerlerine yazılırsa 

1

1 1

2 22 2

2 2
1 1 1 1 1 1

(1 ) ,

(1 ) (1 )

g g g

g g n g n g g g

ds ds
k k T n

ds ds

ds ds d s ds ds d s
k k k n k k T

ds ds ds ds ds ds

λ λτ

λ λτ λ λ λτ λτ

= + −

      
   − + + + + − −            

� �

��� �

elde edilir. , 1n n = −
� �

 olduğundan 

1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = + − + − + +      

   
��      (3.2.16) 

bulunur. Buna bağlı olarak aşağıdaki özel durumlar verilebilir: 

i) x  bir geodezik eğri, yani 0gk =  ise 

( )
1

3 2

2 2

1 1

1g n g g

ds ds
k k

ds ds
λ τ λτ

   
= − −   

   
� , 

ii) x  bir asimptotik çizgi, yani 0nk =  ise 

1

2

2

1

(1 )g g g g g

ds
k k k

ds
λτ λ λ τ

 
 = − + +   

 
�� , 

iii) x  bir eğrilik çizgisi, yani 0gτ =  ise 

1

3

2

1

(1 )g n g

ds
k k k

ds
λ

 
= +  

 
                                    (3.2.17) 

bulunur. 
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Teorem 3.2.3. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  eğrisi 

timelike olmak üzere, x  ve 1x  eğrileri Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik burulması ve 1x  eğrisinin geodezik burulması arasında aşağıdaki gibi bir ilişki 

vardır: 

1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
= −  

 
. 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğrileri olsun. 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

eşitliğinin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1
1

1 1 1 1

( )g g

dx ds ds ds
x n x g T k T n

ds ds ds ds
λ λ λ τ   = − = − = − − +   

�
� � � � � � �
� � � �  

1

1

(1 ) )g g

ds
T k T n

ds
λ λτ = + − 

� � �
 

1

1 1 1

(1 )g g

dx ds ds
k T n

ds ds ds
λ λτ= + −

�
� �

 

elde edilir. 1g n=
� �

 olduğundan 

1

1 1 1 1

g g

dn dg dg ds ds
k T n

ds ds ds ds ds
τ = = = − + 

� � �
� �

 

olur. Bu denklem 1n
�

 ile vektörel çarpılırsa 

1
1

1 1

g g

dn ds
n g k T n

ds ds
τ × = × − + 

�
�� � �

 

1
1

1 1

g g

dn ds
n k n T

ds ds
τ × = − 

�
�� �

 

elde edilir ve 
1

1 1
1

1 1

,g

dx dn
n

ds ds
τ

 
= × 
 

� �
�

 eşitliğinde yerlerine yazılırsa 

1

1 1
1

1 1 1 1 1 1

, (1 ) ,g g g g g

dx dn ds ds ds ds
n k T n T k n

ds ds ds ds ds ds
τ λ λτ τ= × = + − − +

� �
� �� � �

 

1

2 2

1 1(1 ) , ,
g g g g g

ds ds
k T T k n n

ds ds
τ λ τ λτ

   
= − + −   

   

� � � �
 

bulunur. , 1n n = −
� �

 olduğundan 
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1

2 2

1 1

(1 )g g g g g

ds ds
k k

ds ds
τ τ λ λτ

   
= − + +   

   
 

1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
= −  

 
                                           (3.2.18) 

elde edilir. Ayrıca, (3.2.6), (3.2.18) denkleminde yerine yazılırsa  

1

2

2

cosh
g g

θ
τ τ

λ
= −  

elde edilir. Bu taktirde, (3.2.6) ve (3.2.18) eşitliklerinden şu sonuçları verebiliriz: 

 

Sonuç 3.2.1. x  bir Mannheim D -eğri ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -

eğrisi olsun. Bu taktirde 1x  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması ve x  eğrisinin 
g

τ  

geodezik burulması arasında 

1

2

2

cosh
g g

θ
τ τ

λ
= −  

bağıntısı vardır. Böylece x  Mannheim D -eğrisi eğrilik çizgisi iken 1x  Mannheim 

partner D -eğrisi de bir eğrilik çizgisidir. 

 

Benzer şekilde (3.2.6) ve (3.2.18) eşitliklerinden 

 
1 1

2

2

sinh

(1 )
g

g nk

τ θ

τ λ
=

+
 

yazabiliriz. Bu taktirde, eğer 1 1( )x s  eğrisi bir asimptotik eğri ise, yani, 
1

0
n

k =  ise 

1

2sinh
g g

τ θτ=                                                                                              (3.2.19) 

olur. 

Sonuç 3.2.2. x  bir Mannheim D -eğri ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -

eğrisi olsun. Eğer θ , x  ve 1x  eğrilerinin noktalarına karşılık gelen noktalarındaki T  ve 

1T  teğet vektörleri arasındaki açı olmak üzere, 1 1( )x s  bir asimtotik eğri ise bu taktirde 

( )x s  eğrisinin 
g

τ  geodezik burulması ve 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması 

arasında 

 
1

2sinh
g g

τ θτ=  
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bağıntısı geçerlidir. 

 

Teorem 3.2.4. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  eğrisi 

timelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik eğriliği, geodezik burulması ile 1x  eğrisinin normal eğriliği, geodezik 

burulması arasında 

1 1 1
( )g n g n g gk k k kλ τ τ+ = − +  

bağıntısı geçerlidir. 

İspat. { }1,x x  çifti, 3
1E  de Mannheim partner D-eğrileri olsun. 1( )sλ  belli bir fonksiyon 

olmak üzere 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                 (3.2.20) 

yazılabilir. Bu denklemin 1s  yayına göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T k T g n

ds
λ τ λ= + + +

� � � � ��                             (3.2.21) 

elde edilir. λ , sıfırdan farklı bir sabit düşünülürse 

1 1

1 1
1 1(1 )n g

ds ds
T k T g

ds ds
λ λτ= + +

� � �
                               (3.2.22) 

olur. Buna göre 

1 1sinh coshT T gθ θ= +
� � �

                                        (3.2.23) 

yazılabilir. (3.2.22) ve (3.2.23) denklemlerinden 

1 1

1 1sinh (1 ) , coshn g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + =                          (3.2.24) 

elde edilir. 1n
�

 ve g
�

 lineer bağımlı olduğundan 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

yazılabilir. Bu denklemin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1

1 1 1

(1 )g g

ds ds ds
T T g k T n

ds ds ds
λ λ λτ= − = + −

� � � � �
�                    (3.2.25) 

elde edilir. 

1 sinh coshT T nθ θ= − +
� � �

                                      (3.2.26) 
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olduğundan, (3.2.25) ve (3.2.26) denklemlerinden 

1 1

sinh (1 ) , coshg g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ− = + = −                      (3.2.27) 

elde edilir. (3.2.24) ve (3.2.27) denklemlerinden 

1 1 1

1 1

2 21

1

2 21

1

sin (1 ) (1 ) 1 ( )

cos

g n g n g n

g g g g

dsds
h k k k k k k

ds ds

dsds
h

ds ds

θ λ λ λ λ

θ λτ λτ λ τ τ

− = + + = + + +

= − = −

 

ve 

1 1 1

2 2 2cos sin 1 1 ( ) ( )g n g n g gh h k k k kθ θ λ λ τ τ− = = + + + −  

1 1 1
( )g n g n g gk k k kλ τ τ+ = − +                                    (3.2.28) 

bulunur. Teorem (3.2.4) den aşağıdaki özel durumları verebiliriz, { }1,x x  çifti bir 

Mannheim D -çifti olsun. Bu taktirde, 

i) Eğer, 1x  bir asimtotik eğri ise, bu taktirde  

1g g g
k λτ τ= , 

ii) Eğer, x  ve 1x  bir eğrilik çizgisi ise, bu taktirde  

1 1g n g n
k k k kλ+ = − , 

iii) Eğer x  bir geodezik eğrilik ise, bu taktirde  

1 1n g g
k λτ τ=  

bulunur. 

 

Teorem 3.2.5. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  eğrisi 

timelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D - eğrileri olsun. x  ve 1x  eğrilerinin 

geodezik eğrilikleri, normal eğrilikleri ve geodezik burulmaları için aşağıdaki 

denklemler sağlanır: 

i) 
1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= +  

ii) 
1 1

1

cosh sinhg n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= −  
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iii) 
1 1

1

sinh coshg n g

ds
k k

ds
θ τ θ= −  

iv) ( )
1

1

cosh sinhg g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − +  

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğrileri olsun. 

i) 1, sinhT T θ=
� �

 eşitliğinin 1s  e göre türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1 1

( ) , , coshg n g n

ds d
k g k n T T k g k n

ds ds

θ
θ+ + − =

� �� � � �
 

bulunur. Bu eşitlikte 

1 1sinh cosh , cosh sinhT T n g T nθ θ θ θ= − + = −
� � �� � �

 

denklemleri ve 1n
�

 ile g
�

 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

1 1 1

1 1

( ) , sinh cosh , (cosh sinh ) coshg n g n

ds d
k g k n T n T k T n k n

ds ds

θ
θ θ θ θ θ+ − + + − + =
� � �� � � � �

 

1 1 1 1

1 1 1

, sinh cosh , cosh sinh coshg n g g n

ds ds d
k g k n T n T k T k n k n

ds ds ds

θ
θ θ θ θ θ+ − + + − + =
� � �� � � � �

1

1 1

cosh , cosh , coshn g

ds d
k n n k T T

ds ds

θ
θ θ θ+ =

� �� �
 

elde edilir. , 1n n = −
� �

 olduğundan 

1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= +  

olur. 

ii) 1, 0n n =
� �

 eşitliğinin 1s  e göre türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0n g n g

ds
k T g n n k T g

ds
τ τ+ + + =

� �� � � �
 

elde edilir. Burada 

1 1sinh cosh , cosh sinhT T n g T nθ θ θ θ= − + = −
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 in lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 
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1 11

1

( ) , , ( sinh cosh ) (cosh sinh ) 0n g n g

ds
k T g n n k T n T n

ds
τ θ θ τ θ θ+ + − + + − =

� � �� � � � �
 

1 1 1 1

1 1

, , ( sinh cosh ) ( cosh sinh ) 0n g n g n g

ds ds
k T g g n k T k n

ds ds
τ θ τ θ θ τ θ+ + − + + − =

� �� � � �
 

1 1

1

, ( cosh sinh ) , 0g n g

ds
g g k n n

ds
τ θ τ θ+ − =

� � � �
 

bulunur. , 1n n = −
� �

 olduğundan 

1 1

1

cosh sinhg n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= −  

olur. 

 

iii) 1, 0T n =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0g n n g

ds
k g k n n T k T g

ds
τ+ + + =

� �� � � �
 

elde edilir. Burada 

1 1sinh cosh , cosh sinhT T n g T nθ θ θ θ= − + = −
� � �� � �

 

eşitliklerini ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

( ) ( )
1 11

1

( ) , , sinh cosh cosh sinh 0g n n g

ds
k g k n n T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ+ + − + + − =

� � �� � � � �
 

( ) ( )
1 1

1

( ) , , sinh cosh cosh sinh 0g n n g

ds
k g k n g T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ+ + − + + − =

� � �� � � � �
 

1 1

1

, ( sinh cosh ) , 0g n g

ds
k g g k T T

ds
θ τ θ+ − + =

� �� �
 

1 1

1

sinh coshg n g

ds
k k

ds
θ τ θ= −  

bulunur. 

 

iv) 1, 0g g =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 
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1 11 1 1

1

( ) , , 0g g g g

ds
k T n g g k T n

ds
τ τ− + + − =

� �� � � �
 

elde edilir. Burada 

1 1sinh cosh , cosh sinhT T n g T nθ θ θ θ= − + = −
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

( )
1 1 1

1

( ) ,cosh sinh , sinh cosh 0g g g g

ds
k T n T n g k T n n

ds
τ θ θ θ θ τ− + − + − + − =

� � �� � � � �
 

1 1 1

1 1

, cosh sinh , sinh cosh 0g g g g g

ds ds
k T n T n g k T k n g

ds ds
τ θ θ θ θ τ− + − + − + − =

� � �� � � � �
 

1

1 1

cosh , sinh , , 0g g g

ds ds
k T T n n g g

ds ds
θ τ θ τ− − − =

� � � � � �
 

bulunur. , 1n n = −
� �

 olduğundan 

( )
1

1

cosh sinhg g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − +  

olur. 

 

3. Durum. { }1,x x  çifti Mannheim partner D -eğrileri olsun. S  yüzeyi ile x  eğrisi 

timelike iken 1S  yüzeyi ile 1x  eğrisi timelike olabilir. Bu durumda 

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

00

0 , 0

0 0

g ng n

g g g g

n g n g

k kT k k T T T

g k g g k g

n k n n nk

τ τ

τ τ

         
         

= − = −         
                     

� �� �
� �
� �� �
� �
� �� �
� �

 

ve çatı elemanlarının vektörel çarpımları da sırasıyla 

 

T g n

g n T

n T g

× = −

× =

× = −

� � �

�� �

�� �

,      

1 1 1

1 1 1

1 1 1

T g n

g n T

n T g

× = −

× =

× = −

� � �

�� �

�� �

 

şeklinde verilir. 

 

Teorem 3.3.1. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi timelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  eğrisi 

timelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun ⇔ λ  sıfırdan farklı 



 

 

68 

 

bir sabit olmak üzere 1x  eğrisinin 
1nk  normal eğriliği, 

1gk  geodezik eğriliği, 
1gτ  

geodezik burulması ve x  eğrisinin nk  normal eğriliği arasında aşağıdaki denklem 

sağlanır: 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) cosh 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  + − + 
= − +    + +    

�

�  

İspat. Kabul edelim ki ( )x s  bir Mannheim D -eğrisidir. Bu taktirde, tanımdan bir 

1( )sλ  fonksiyonu için  

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                  (3.3.1) 

yazılabilir. Şimdi bu denklemin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
dxdx ds

s n s s n s
ds ds ds

λ λ= + +

��
��� �  

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T n k T g

ds
λ λ τ= + + +

� � �� ��  

1 11 1 1

1

(1 )n g

ds
T k T n g

ds
λ λ λτ= + + +

� � � ��  

elde edilir. Bu denklem 1n g=
� �

 ile iç çarpılırsa  

1 11 1 1 1 1 1

1

, (1 ) , , ,n g

ds
T g k T n n n g n

ds
λ λ λτ= + + +

� �� � � � � ��  

ve buradan 0λ =� , yani λ  bir sabittir. O halde 

1 11 11 1 1
1

( )n gk T g
ds

T T n T
ds

τλ λ += + = +
� �� � ��

�                          (3.3.2) 

1 11 1

1

1 )( n gk T g
ds

T
ds

τλ λ+ +=
� ��

                                  (3.3.3) 

yazılır. 

1 1cosh sinhT T gθ θ= +
� � �

                                         (3.3.4) 

denkleminin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1 1 1 11 1 1 1 1 1

1

( ) cosh sinh ( )sinh coshg n g g

dT ds
k g k n T k T n g

ds ds
θ θ θ τ θ θ θ= + + + − +

�
� �� � � �� �  

1 1 1 11 1 1

1

( ) ( )sinh ( )cosh ( cosh sinh )g n g g n g

ds
k g k n k T k g k n

ds
θ θ θ θ θ τ θ+ = + + + + −

�� � � �� �  
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elde edilir. Şimdi bu denklemde 

1 1sinh coshn T gθ θ= +
�� �

 

eşitliği yerine yazılırsa 

1 1

1 1

1 1 1 1

1

1

( sinh cosh ) ( )sinh ( ) cosh

( cosh sinh )

g n n g g

n g

ds
k g k T k g k T k g

ds

k n

θ θ θ θ θ θ

θ τ θ

+ + = + + +

+ −

� �� � �� �

�
 

olur. x  ve 1x  eğrileri Mannheim partner D -eğrileri olduğu için n
�

 ile 1g
�

 lineer bağımlı 

olacağından, eşitliğin her iki tarafındaki 1T
�

 ve 1n
�

 in katsayıları eşittir.  

1

1

n g

ds
k k

ds
θ = −�                                                (3.3.5) 

bulunur. (3.3.4) denklemi (3.3.3) denkleminde yerine yazılırsa 

1 11 1 1 1

1

(cosh sinh ) (1 )n g

ds
T g k T g

ds
θ θ λ λτ+ = + +
� �� �

 

ve buradan 

1 1

1 1

cosh (1 ), sinhn g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + =  

1 1 1

11

1
, tanh

cosh sinh 1
n g g

n

kds

ds k

λ λτ λτ
θ

θ θ λ

+
= = =

+
                          (3.3.6) 

elde edilir. Bu eşitliklerden bulunan 
1 1

tanh (1 )g nkλτ θ λ= +  denkleminin 1s  yayına 

göre türevi alınırsa 

1 1

1 1 1

1 1

2 2

2
1 (1 )

(1 ) 1
g g

g n n

n n

k k
k k

λ τ λτ
λτ θ λ λ

λ λ

   
= − + +      + +   

���  

 bulunur ve (3.3.5) dikkate alınırsa 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) cosh 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  + − + 
= − +    + +    

�

�              (3.3.7)                                                                                                                                      

bulunur. (3.3.6) denklemindeki değerler (3.3.7) de yazılırsa 

( )
1 1 1 1 1 1 1

3

2 2 2 2

1

(1 ) (1 )g n g n n g g n

ds
k k k k k

ds
λτ λ λ τ λ λ τ

 
+ − + + − =  

 
��              (3.3.8) 

elde edilir. 

Tersine, λ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere 
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1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                   (3.3.9) 

bir eğrisini alalım. Bu denklemin iki kere türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

( )
1 11 1 1 1 1

1

n g

ds
T T n T k T g

ds
λ λ τ= + = + +

� � � � � �
�  

1 11 1

1

(1 )n g

ds
T k T g

ds
λ λτ= + +

� � �
                                    (3.3.10) 

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

1 1 12
1 1

1 1 1

( ) (1 )( )

( )

g n n n g n

g g g g

ds d s
k g k n T k T k k g k n

ds ds

g k T n

λ λ

λτ λτ τ

 
+ + = + + + 

 

+ + −

� �� � � ��

�� �
�

 

( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2
2

1 12
1 1

1

( ) ( ) (1 )

(1 )

g n n g g n n g

n g g

ds d s
k g k n T k k T k k n

ds ds

k k g

λ λτ λ λτ

λ λτ

 
+ + = + + + − 

 

+ + +

�

�

    (3.3.11) 

bulunur. (3.3.10) ile (3.3.11) denklemleri vektörel çarpılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2
1 1

1

1 1

2
1 1

2 3
1 1

( ) ( ) (1 ) (1 ) ( )

( )( )

(1 ) (1 ) ( )

(1 ) ( )

g n n n n g

g n g g

n g g n

g n n g

ds
k T g k T n k k k T n

ds

k k g T

k k k T g

k k g n

λ λ λτ

λτ λ λτ

λ λτ λ

λτ λ λ τ

 
   × + × = + + − ×    

 

+ + ×

+ + + + ×

+ + − ×

� � �� � �

���

� �
�

� �

 

veya 

( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2 2 2
1

2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

g n g n g n g g

n n g n

ds
k n k g k k T

ds

k k k k k n

k k k g

λτ λ λ τ

λ λτ λ λ τ λ τ

λ λτ λ

 
 − + = + −  

 

 + − + − + + + 

 + + − + 

�� �

���

�

   (3.3.12) 

elde edilir. (3.3.8), (3.3.12) denkleminde yerine yazılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2
1

3

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

n n g n

n

ds
k n k g k k T

ds

k k k g

ds
k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

 
 − + = + −  

 

+ + − +

 
−  

 

�� �

�

�

                (3.3.13) 
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bulunur. Ayrıca, (3.3.13) ile (3.3.10) denklemleri vektörel çarpılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

4

2 2 3 4
1

1

3 2 2
1

3 3

1 1

1 1

( ) ( ) (1 )

(1 ) (1 )

(1 )

g n g n n g

n n g n

n n n g

ds
k T n k T g k k n

ds

k k k n

ds ds
k k g k T

ds ds

λ τ λ λ τ

λ λτ λ

λ λτ

 
 − × + × = + −  

 

+ − + + +

   
− + −   

   

� �� � �

�

��

 

( )
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

4

2 2 3 4 3 2 2
1

1

3 3

1 1

1 1

( ) ( ) (1 ) (1 ) (1 )

(1 )

g n g n n g n n g n

n n n g

ds
k T n k T g k k k k k n

ds

ds ds
k k g k T

ds ds

λ τ λ λ τ λ λτ λ

λ λτ

 
 − × + × = + − − + + +  

 

   
− + −   

   

� �� � �

��

 

( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 3 3

1 1

1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

g n n n n g

n g g n n

ds ds ds
k g k n k k g k T

ds ds ds

k k k n

λ λτ

λ λ τ λτ λ

     
 − − = − + −      

     

+ + − − +

�� � �

�

            (3.3.14) 

elde edilir. Şimdi (3.3.13) ve (3.3.14) denklemleri düzenlenirse 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

4 4

2 2 3
1

1 1 1

2 2
1

1

4

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

n g g g n n g g

n n g n g

n g

ds ds ds
k k g k n k k k T

ds ds ds

ds
k k k k g

ds

ds
k k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

     
− = + −     

     

 
+ + − +  

 

 
−  

 

�� �

�

�

    (3.3.15) 

ve 

( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 4 3 3

2 2 2
1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

n g n g n n n

n n g g n n

ds ds ds ds
k k g k n k T k k g

ds ds ds ds

k k k k n

λτ λ

λ λ τ λτ λ

       
− − = − − +       

       

+ + − − +

�� � �

�

   (3.3.16) 

bulunur. Burada (3.3.15) denklemi ile (3.3.16) denklemi toplanırsa 
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( ) ( )

( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

4

2 2 2 2

1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

(1 ) (1

g n g g n n g g n

g n n g n n n

n g n n g g n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

ds
k k k k k

ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

λ λ τ λτ

    
 − + = + − −   
     

  
 + + − + − +  
   

 
− − + − − + 

 

��

�

( )
1 1)nk nλ

 
 
  

�

 

olur. (3.3.10) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde edilen 

( )
1 1

2

2 2 2

1

(1 )n g

ds
k

ds
λ λ τ

 
+ − =  

 
 

denklemi ve (3.3.13) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde edilen 

1 1 1

2

2

1

(1 ) 0g g n n

ds
k k k

ds
λτ λ

 
− + + = 

 
 

denklemi son eşitlikte yerlerine yazılırsa 

( ) ( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

g n g g n n g g n

g n n g n n n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

    
 − + = + − −   
     

  
 + + − + − +  
   

��

�

 

bulunur. Burada n
�

 vektörü 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde ve (3.3.10) 

denkleminde de T
�

 vektörü 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde kalır. Dolayısıyla 

g
�

 ve 1n
�

 vektörleri aynı doğrultudadır. Sonuç olarak x  ve 1x  Mannheim partner D -

eğrilerdir.                                                                                                                         ■ 

 

Şimdi bazı özel durumlar için Mannheim partner D -eğrilerinin karekterizasyonlarını 

verelim. Kabul edelim ki ( )x s bir asimptotik Mannheim D -eğri olsun. Bu taktirde 

(3.3.7) denkleminin özel durumlarını verebiliriz: 

i) 1 1( )x s  bir geodezik eğri olsun. Bu taktirde, 1 1( )x s  eğrisi ( )x s  eğrisinin bir 

Mannheim partner D -eğrisidir ⇔  aşağıdaki denklem sağlanır, 

1 1

1

1
1

g n

g

n

k

k

λτ
τ

λ
=

+

�

� . 
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ii) Kabul edelim ki, 1 1( )x s  bir asimptotik eğri olsun. Bu taktirde, 1 1( )x s  eğrisi 

( )x s  eğrisinin Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

k  geodezik eğriliği 

ve 
1g

τ  geodezik burulması  arasında 

 
1 1 1

2 2(1 )g g gkλτ λ τ= − −�  

bağıntısı vardır. Bu, Liu ve Wang [19] ‘ın bulduğu eşitliktir. 

iii) Eğer, 1 1( )x s  bir eğrilik çizgisi ise bu taktirde 1 1( )x s  eğrisi ( )x s eğrisinin 

Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisi için 

 
1 1

10
g n

k veya k
λ

−= =  

dır. 

 

Teorem 3.3.2. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi timelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  eğrisi 

timelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik eğriliği, normal eğriliği, geodezik burulması ve 1x  eğrisinin geodezik eğriliği 

arasında 

1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = − − + + − − −      

   
��  

bağıntısı vardır. 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğrileri olsun.                                           

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

denkleminin türevini alır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1

1 1

g g

ds ds
T T g T k T n

ds ds
λ λ λτ = − = − + 

� � � � � �
�  

1

1 1

(1 )g g

dx ds
k T n

ds ds
λ λτ = − + 

�
� �

 

elde edilir. Bu denklemin de türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

2
1 1

2
1 1 1 1 1

(1 )g g

d x dxd d ds
k T n

ds ds ds ds ds
λ λτ

   
 = = − +    

   

� �
� �
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2
1

2
1 1 1 1

2

2
1

(1 )( ) ( )

(1 )

g g g n g g n g

g g

d x ds ds ds
k T k k g k n n k T g

ds ds ds ds

d s
k T n

ds

λ λ λτ λτ τ

λ λτ

 
= − + − + + + + 
 

 + − + 

�
� �� � � �� �

� �

 

2 2 2 22 2
2 21

2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 )g g n g g g g

n g n g g

d x ds ds d s ds ds ds
k k k T k k g

ds ds ds ds ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n

ds ds ds ds

λ λτ λ λ λτ

λ λτ λτ

          
   = − + + − + − +                    

    
 + − + +        

�
� ��

�
�

 

elde edilir. 1g n=
� �

 ve 

1 1 1 1 1 1, ,
g

k x x n x x g= × = ×
� � � �� �
� �� � ��  

olduğundan  

2 2

1 1 1 2
1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 ) ( )

( )

g g n g

n g n g g

ds ds d s
x n x g k k k T g

ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n g

ds ds ds ds

λ λτ λ

λ λτ λτ

  
 × = × = − + + − ×    

    
 + − + + ×        

� � �� � ���� ��

� �
�

 

2 2

1 1 1 2
1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 )g g n g

n g n g g

ds ds d s
x n x g k k k n

ds ds ds

ds ds ds d s
k k k T

ds ds ds ds

λ λτ λ

λ λτ λτ

  
 × = × = − − −    

    
 + − + − −        

� �� � ���� ��

�
�

 

bulunur. Bu  değerler yerlerine yazılırsa 

1

1 1

2 22 2

2 2
1 1 1 1 1 1

(1 ) ,

(1 ) (1 )

g g g

g g n g n g g g

ds ds
k k T n

ds ds

ds ds d s ds ds d s
k k k n k k T

ds ds ds ds ds ds

λ λτ

λ λτ λ λ λτ λτ

= − +

      
   − − − + − − − −            

� �

��� �

 

elde edilir. , 1T T = −
� �

 olduğundan 

1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = − − + + − − −      

   
��       (3.3.16) 
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bulunur. Buna bağlı olarak aşağıdaki özel durumlar verilebilir: 

i) x  bir geodezik eğri, yani 0gk =  ise 

( )
1

3 2

2 2

1 1

1g n g g

ds ds
k k

ds ds
λ τ λτ

   
= − + −   

   
� , 

ii) x  bir asimptotik çizgi, yani 0nk =  ise 

1

2

2

1

(1 )g g g g g

ds
k k k

ds
λτ λ λ τ

 
 = − − −   

 
�� , 

iii) x  bir eğrilik çizgisi, yani 0gτ =  ise 

1

3

2

1

(1 )g n g

ds
k k k

ds
λ

 
= − −  

 
                                    (3.3.17) 

bulunur. 

 

Teorem 3.3.3. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi timelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  eğrisi 

timelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik burulması ve 1x  eğrisinin geodezik burulması arasında aşağıdaki gibi bir ilişki 

vardır: 

1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
=  

 
. 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğriler olsun. 

1

1 1
1

1 1

,g

dx dn
n

ds ds
τ = ×

� �
�

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

eşitliğinin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1
1

1 1 1 1

( )g g

dx ds ds ds
x n x g T k T n

ds ds ds ds
λ λ λ τ   = − = − = − −   

�
� � � � � � �
� � � �  

1

1

(1 ) )g g

ds
T k T n

ds
λ λτ = − + 

� � �
 

1

1 1 1

(1 )g g

dx ds ds
k T n

ds ds ds
λ λτ= − +

�
� �

 

elde edilir. 1g n=
� �

 olduğundan 
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1

1 1 1 1

g g

dn dg dg ds ds
k T n

ds ds ds ds ds
τ = = = − 

� � �
� �

 

olur. Bu denklem 1n
�

 ile vektörel çarpılırsa 

1
1

1 1

g g

dn ds
n g k T n

ds ds
τ × = × − 

�
�� � �

 

1
1

1 1

g g

dn ds
n k n T

ds ds
τ × = − 

�
�� �

 

elde edilir  ve 
1

1 1
1

1 1

,g

dx dn
n

ds ds
τ = ×

� �
�

 eşitliğinde yerlerine yazılırsa 

1

1 1
1

1 1 1 1 1 1

, (1 ) ,g g g g g

dx dn ds ds ds ds
n k T n T k n

ds ds ds ds ds ds
τ λ λτ τ= × = − + − +

� �
� �� � �

 

1

2 2

1 1(1 ) , ,
g g g g g

ds ds
k T T k n n

ds ds
τ λ τ λτ

   
= − − +   

   

� � � �
 

bulunur. , 1T T = −
� �

 olduğundan 

1

2 2

1 1

(1 )g g g g g

ds ds
k k

ds ds
τ τ λ λτ

   
= − +   

   
 

1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
=  

 
                                            (3.3.18) 

elde edilir. Ayrıca, (3.3.6), (3.3.18) denkleminde yerine yazılırsa  

1

2

2

cosh
g g

θ
τ τ

λ
= −  

elde edilir. Bu taktirde, (3.3.6) ve (3.3.18) eşitliklerinden şu sonuçları verebiliriz. 

 

Sonuç 3.3.1. x  bir Mannheim D -eğri ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -

eğrisi olsun. Bu taktirde 1x  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması ve x  eğrisinin 
g

τ  

geodezik burulması arasında 

1

2

2

cosh
g g

θ
τ τ

λ
= −  

bağıntısı vardır. Böylece x  Mannheim D -eğrisi eğrilik çizgisi iken 1x  Mannheim 

partner D -eğrisi de bir eğrilik çizgisidir.  
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Benzer şekilde (3.3.6) ve (3.3.18) eşitliklerinden 

 
1 1

2

2

sinh

(1 )
g

g nk

τ θ

τ λ
= −

+
 

yazabiliriz. Bu taktirde, eğer 1 1( )x s  eğrisi bir asimptotik eğri ise, yani, 
1

0
n

k =  ise 

1

2sinh
g g

τ θτ= −                               (3.3.19) 

olur. 

 

Sonuç 3.3.2. x  bir Mannheim D -eğri ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -

eğrisi olsun. Eğer θ , x  ve 1x  eğrilerinin noktalarına karşılık gelen noktalarındaki T  ve 

1T  teğet vektörleri arasındaki açı olmak üzere, 1 1( )x s  bir asimtotik eğri ise bu taktirde 

( )x s  eğrisinin 
g

τ  geodezik burulması ve 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması 

arasında 

 
1

2sinh
g g

τ θτ= −  

bağıntısı geçerlidir. 

 

Teorem 3.3.4. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi timelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  eğrisi 

timelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik eğriliği, geodezik burulması ile 1x  eğrisinin normal eğriliği, geodezik 

burulması arasında 

1 1 1
( )n g g n g gk k k kλ τ τ− = −  

bağıntısı geçerlidir. 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğriler olsun. 1( )sλ  belli bir fonksiyon 

olmak üzere 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                 (3.3.20) 

yazılabilir. Bu denklemin 1s  yayına göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T k T g n

ds
λ τ λ= + + +

� � � � ��                              (3.3.21) 
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elde edilir. λ , sıfırdan farklı bir sabit olarak düşünülürse 

1 1

1 1
1 1(1 )n g

ds ds
T k T g

ds ds
λ λτ= + +

� � �
                             (3.3.22) 

olur. Buna göre 

1 1cosh sinhT T gθ θ= +
� � �

                                       (3.3.23) 

yazılabilir. (3.3.22) ve (3.3.23) denklemlerinden 

1 1

1 1cosh (1 ) , sinhn g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + =                         (3.3.24) 

elde edilir. 1n
�

 ve g
�

 lineer bağımlı olduğundan 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

yazılabilir. Bu denklemin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1

1 1 1

(1 )g g

ds ds ds
T T g k T n

ds ds ds
λ λ λτ= − = − +

� � � � �
�                        (3.3.25) 

elde edilir. 

1 cosh sinhT T nθ θ= −
� � �

                                           (3.3.26) 

olduğundan, (3.3.25) ve (3.3.26) denklemlerinden 

1 1

cosh (1 ) , sinhg g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= − − =                        (3.3.27) 

elde edilir. (3.3.24) ve (3.3.27) denklemlerinden 

1 1 1

1 1

2 21

1

2 21

1

cos (1 ) (1 ) 1 ( )

sin

g n g n g n

g g g g

dsds
h k k k k k k

ds ds

dsds
h

ds ds

θ λ λ λ λ

θ λτ λτ λ τ τ

= − + = + − + −

− = =

 

1 1 1

2 2 2cos sin 1 1 ( ) ( )g n g n g gh h k k k kθ θ λ λ τ τ− = = + − + + − +  

1 1 1
( )n g g n g gk k k kλ τ τ− = −                                        (3.3.28) 

bulunur. Teorem (3.3.4) den aşağıdaki özel durumları verebiliriz, { }1,x x  çifti bir 

Mannheim D -çifti olsun. Bu taktirde, 

i) Eğer, 1x  bir asimtotik eğri ise, bu taktirde  

1g g g
k λτ τ= , 

ii) Eğer, x  ve 1x  bir eğrilik çizgisi ise, bu taktirde  
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1 1n g g n
k k k kλ− = , 

iii) Eğer, x  bir geodezik eğrilik ise, bu taktirde  

1 1n g g
k λτ τ= −  

bulunur. 

 

Teorem 3.3.5. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi timelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  eğrisi 

timelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  ve 1x  eğrilerinin 

geodezik eğrilikleri, normal eğrilikleri ve geodezik burulmaları için aşağıdaki 

denklemler vardır: 

i) 
1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= +  

ii) 
1 1

1

sinh coshg n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= −  

iii)
1 1

1

cosh sinhg n g

ds
k k

ds
θ τ θ= −  

iv) ( )
1

1

sinh coshg g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= −  

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğriler olsun. 

i) 1, coshT T θ=
� �

 eşitliğinin 1s  e göre türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1 1

( ) , , sinhg n g n

ds d
k g k n T T k g k n

ds ds

θ
θ+ + − =

� �� � � �
 

elde edilir. Bu eşitlikte 

1 1cosh sinh , sinh coshT T n g T nθ θ θ θ= − = − +
� � �� � �

 

denklemleri ve 1n
�

 ile g
�

 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

1 1 1

1 1

( ) ,cosh sinh , ( sinh cosh ) sinhg n g n

ds d
k g k n T n T k T n k n

ds ds

θ
θ θ θ θ θ+ − + − + + =

� � � �
 

1 1 1 1

1 1 1

, cosh sinh , sinh cosh sinhg n g g n

ds ds d
k g k n T n T k T k n k n

ds ds ds

θ
θ θ θ θ θ+ − + − + + =
� � �� � � � �
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1

1 1

sinh , sinh , sinhn g

ds d
k n n k T T

ds ds

θ
θ θ θ− − =

� �� �
 

elde edilir. , 1T T = −
� �

 olduğundan 

1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= +  

bulunur. 

 

ii) 1, 0n n =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0n g n g

ds
k T g n n k T g

ds
τ τ+ + + =

� �� � � �
 

elde edilir. Bu denklemde 

1 1cosh sinh , sinh coshT T n g T nθ θ θ θ= − = − +
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

1 11

1

( ) , , (cosh sinh ) ( sinh cosh ) 0n g n g

ds
k T g n n k T n T n

ds
τ θ θ τ θ θ+ + − + − + =

� � �� � � � �
 

1 1 1 1

1 1

, , ( cosh sinh ) ( sinh cosh ) 0n g n g n g

ds ds
k T g g n k T k n

ds ds
τ θ τ θ θ τ θ+ + − + − + =

� �� � � �
 

1 1

1

, ( sinh cosh ) , 0g n g

ds
g g k n n

ds
τ θ τ θ+ − + =

� � � �
 

1 1

1

sinh coshg n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= −  

elde edilir. 

 

iii) 1, 0T n =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0g n n g

ds
k g k n n T k T g

ds
τ+ + + =

� �� � � �
 

elde edilir. Bu denklemde 

1 1cosh sinh , sinh coshT T n g T nθ θ θ θ= − = − +
� � �� � �

 



 

 

81 

 

eşitlikleri ve 1n  ile g in lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

( ) ( )
1 11

1

( ) , , cosh sinh sinh cosh 0g n n g

ds
k g k n n T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ+ + − + − + =

� � �� � � � �
 

( ) ( )
1 1

1

( ) , , cosh sinh sinh cosh 0g n n g

ds
k g k n g T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ+ + − + − + =

� � �� � � � �
 

1 1

1

, ( cosh sinh ) , 0g n g

ds
k g g k T T

ds
θ τ θ+ − =

� �� �
 

1 1

1

cosh sinhg n g

ds
k k

ds
θ τ θ= −  

elde edilir. 

 

iv) 1, 0g g =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0g g g g

ds
k T n g g k T n

ds
τ τ− + − =

� �� � � �
 

elde edilir. Burada 

1 1cosh sinh , sinh coshT T n g T nθ θ θ θ= − = − +
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

( )
1 1 1

1

( ) , sinh cosh , cosh sinh 0g g g g

ds
k T n T n g k T n n

ds
τ θ θ θ θ τ− − + + − − =

� � �� � � � �
 

1 1 1

1 1

, sinh cosh , cosh sinh 0g g g g g

ds ds
k T n T n g k T k n g

ds ds
τ θ θ θ θ τ− − + + − − =

� � �� � � � �
 

1

1 1

sinh , cosh , , 0g g g

ds ds
k T T n n g g

ds ds
θ τ θ τ− − − =

� � � � � �
 

elde edilir. , 1T T = −
� �

 olduğundan 

( )
1

1

sinh coshg g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= −  

olur. 
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4. Durum. { }1,x x  çifti Mannheim partner D-eğrileri olsun. S  yüzeyi ile x  eğrisi 

timelike iken 1S  yüzeyi timelike, 1x  eğrisi spacelike olabilir. Bu durumda 

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

00

0 , 0

0 0

g ng n

g g g g

n g n g

k kT k k T T T

g k g g k g

n k n n nk

τ τ

τ τ

     −    
         

= − =         
                     

� �� �
� �
� �� �
� �
� �� �
� �

 

ve çatı elemanlarının vektörel çarpımları da sırasıyla 

 

T g n

g n T

n T g

× = −

× =

× = −

� � �

�� �

�� �

,      

1 1 1

1 1 1

1 1 1

T g n

g n T

n T g

× = −

× = −

× =

� � �

�� �

�� �

 

biçiminde verilir. 

 

Teorem 3.4.1. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi timelike ve 1S  yüzeyi timelike, 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun ⇔ λ  

sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere 1x  eğrisinin 
1nk  normal eğriliği, 

1gk  geodezik 

eğriliği, 
1gτ  geodezik burulması ve x  eğrisinin 

nk  normal eğriliği arasında aşağıdaki 

denklem sağlanır: 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) sinh 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  + − + 
= − +    + +    

�

�  

İspat. Kabul edelimki ( )x s  bir Mannheim D -eğrisidir. Bu taktirde tanımdan bir 1( )sλ  

fonksiyonu için  

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                   (3.4.1) 

yazılabilir. Şimdi bu denklemin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
dxdx ds

s n s s n s
ds ds ds

λ λ= + +

��
��� �  

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T n k T g

ds
λ λ τ= + + +

� � �� ��  

1 11 1 1

1

(1 )n g

ds
T k T n g

ds
λ λ λτ= + + +

� � � ��  

elde edilir. Bu denklem 1n g=
� �

 ile iç çarpılırsa  
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1 11 1 1 1 1 1

1

, (1 ) , , ,n g

ds
T g k T n n n g n

ds
λ λ λτ= + + +

� �� � � � � ��  

ve buradan 0λ =� , yani λ  bir sabittir. O halde 

1 11 11 1 1
1

( )n gk T g
ds

T T n T
ds

τλ λ += + = +
� �� � ��

�                             (3.4.2) 

1 11 1

1

1 )( n gk T g
ds

T
ds

τλ λ+ +=
� ��

                                      (3.4.3) 

yazılır. 

1 1sinh coshT T gθ θ= +
� � �

                                          (3.4.4) 

denkleminin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1 1 1 11 1 1 1 1 1

1

( )sinh cosh ( )cosh sinhg n g g

dT ds
k g k n T k T n g

ds ds
θ θ θ τ θ θ θ= − + + + +

�
� �� � � �� �  

1 1 1 11 1 1

1

( ) ( ) cosh ( )sinh ( sinh cosh )g n g g n g

ds
k g k n k T k g k n

ds
θ θ θ θ θ τ θ+ = + + + + − +

�� � � �� �  

elde edilir. Şimdi bu denklemde 

1 1cosh sinhn T gθ θ= +
�� �

 

eşitliği yerine yazılırsa 

1 1

1 1

1 1 1 1

1

1

( cosh sinh ) ( )cosh ( )sinh

( sinh cosh )

g n n g g

n g

ds
k g k T k g k T k g

ds

k n

θ θ θ θ θ θ

θ τ θ

+ + = + + +

+ − +

� �� � �� �

�
 

olur. x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olduğu için n
�

 ile 1g
�

 lineer bağımlı 

olacağından eşitliğin her iki tarafındaki 1T
�

 ve 1n
�

 in katsayıları eşittir. 

1

1

n g

ds
k k

ds
θ = −�                                                 (3.4.5) 

bulunur. (3.4.4) denklemi (3.4.3) denkleminde yerine yazılırsa 

1 11 1 1 1

1

(sinh cosh ) (1 )n g

ds
T g k T g

ds
θ θ λ λτ+ = + +
� �� �

 

ve buradan 

1 1

1 1

sinh (1 ), coshn g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + =  
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1 1 1

11

1
, coth

sinh cosh 1
n g g

n

kds

ds k

λ λτ λτ
θ

θ θ λ

+
= = =

+
                           (3.4.6) 

elde edilir. Bu eşitliklerden bulunan 
1 1

coth (1 )g nkλτ θ λ= +  denkleminin 1s  yayına 

göre türevi alınırsa 

1 1

1 1 1

1 1

2 2

2
1 (1 )

(1 ) 1
g g

g n n

n n

k k
k k

λ τ λτ
λτ θ λ λ

λ λ

   
= − + +      + +   

���  

bulunur ve (3.4.5) dikkate alınırsa 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) sinh 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  + − + 
= − +    + +    

�

�            (3.4.7)                                                                                                                                      

bulunur. (3.4.6) denklemindeki değerler (3.4.7) de yazılırsa 

( )
1 1 1 1 1 1 1

3

2 2 2 2

1

(1 ) (1 )g n g n n g g n

ds
k k k k k

ds
λτ λ λ τ λ λ τ

 
+ − + + − =  

 
��        (3.4.8) 

elde edilir. 

Tersine, λ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                     (3.4.9) 

bir eğrisini alalım. Bu denklemin iki kere türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

( )
1 11 1 1 1 1

1

n g

ds
T T n T k T g

ds
λ λ τ= + = + +

� � � � � �
�  

1 11 1

1

(1 )n g

ds
T k T g

ds
λ λτ= + +

� � �
                                   (3.4.10) 

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

1 1 12
1 1

1 1 1

( ) (1 )( )

( )

g n n n g n

g g g g

ds d s
k g k n T k T k k g k n

ds ds

g k T n

λ λ

λτ λτ τ

 
+ + = + + − 

 

+ + +

� �� � � ��

�� �
�

 

( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2
2

1 12
1 1

1

( ) ( ) (1 )

(1 )

g n n g g n n g

n g g

ds d s
k g k n T k k T k k n

ds ds

k k g

λ λτ λ λτ

λ λτ

 
+ + = + + − + + 

 

+ + +

� �� � ��

�
�

   (3.4.11) 

elde edilir. (3.4.10) ile (3.4.11) denklemleri vektörel çarpılırsa 
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( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2
1 1

1

1 1

2
1 1

2 3
1 1

( ) ( ) (1 ) (1 ) ( )

( )( )

(1 ) (1 ) ( )

(1 ) ( )

g n n n n g

g n g g

n g g n

g n n g

ds
k T g k T n k k k T n

ds

k k g T

k k k T g

k k g n

λ λ λτ

λτ λ λτ

λ λτ λ

λτ λ λ τ

 
   × + × = + − + + ×    

 

+ + ×

+ + + + ×

+ − + + ×

� � �� � �

���

� �
�

� �

 

veya 

( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2 2 2
1

2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

g n g n g n g g

n n g n

ds
k n k g k k T

ds

k k k k k n

k k k g

λτ λ λ τ

λ λτ λ λ τ λ τ

λ λτ λ

 
 − + = + −  

 

 + − + − + + + 

 + + − + 

�� �

���

�

   (3.4.12) 

elde edilir. (3.4.8), (3.4.12) denkleminde yerine yazılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2
1

3

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

n n g n

n

ds
k n k g k k T

ds

k k k g

ds
k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

 
 − + = + −  

 

+ + − +

 
−  

 

�� �

�

�

           (3.4.13) 

bulunur. Ayrıca, (3.4.13) ile (3.4.10) denklemi vektörel çarpılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

4

2 2 3 4
1

1

3 2 2
1

3 3

1 1

1 1

( ) ( ) (1 )

(1 ) (1 )

(1 )

g n g n n g

n n g n

n n n g

ds
k T n k T g k k n

ds

k k k n

ds ds
k k g k T

ds ds

λ τ λ λ τ

λ λτ λ

λ λτ

 
 − × + × = + −  

 

− + − +

   
+ + +   

   

� �� � �

�

��

 

( )
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

4

2 2 3 4 3 2 2
1

1

3 3

1 1

1 1

( ) ( ) (1 ) (1 ) (1 )

(1 )

g n g n n g n n g n

n n n g

ds
k T n k T g k k k k k n

ds

ds ds
k k g k T

ds ds

λ τ λ λ τ λ λτ λ

λ λτ

 
 − × + × = + − − + + +  

 

   
+ + +   

   

� �� � �

��

 

( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 3 3

1 1

1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

g n n n n g

n g g n n

ds ds ds
k g k n k k g k T

ds ds ds

k k k n

λ λτ

λ λ τ λτ λ

     
 − = + +      

     

+ + − − +

�� � �

�

        (3.4.14) 
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elde edilir. Şimdi (3.4.13) ve (3.4.14) denklemleri düzenlenirse 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

4 4

2 2 3
1

1 1 1

2 2
1

1

4

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

n g g g n n g g

n n g n g

n g

ds ds ds
k k g k n k k k T

ds ds ds

ds
k k k k g

ds

ds
k k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

     
− = + −     

     

 
+ + − +  

 

 
−  

 

�� �

�

�

  (3.4.15) 

ve 

( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 4 3 3

2 2 2
1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

n g n g n n n

n n g g n n

ds ds ds ds
k k g k n k T k k g

ds ds ds ds

k k k k n

λτ λ

λ λ τ λτ λ

       
− = + +       

       

+ + − − +

�� � �

�

   (3.4.16) 

bulunur. Burada (3.4.15) denkleminden (3.4.16) denklemi çıkarılırsa 

( ) ( )

( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

4

2 2 2 2

1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

(1 ) (1

g n g g n n g g n

g n n g n n n

n g n n g g n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

ds
k k k k k

ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

λ λ τ λτ

    
 − + = + − −   
     

  
 + + − + − +  
   

 
− + + − − + 

 

��

�

( )
1 1)nk nλ

 
 
  

�

 

olur. (3.4.10) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde edilen 

( )
1 1

2

2 2 2

1

(1 )g n

ds
k

ds
λ τ λ

 
− + =  

 
 

denklemi ve (3.4.13) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde edilen 

1 1 1

2

2

1

(1 ) 0g g n n

ds
k k k

ds
λτ λ

 
− + + = 

 
 

denklemi son eşitlikte yerlerine yazılırsa 

( ) ( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

g n g g n n g g n

g n n g n n n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

    
 − + = + − −   
     

  
 − + − + − +  
   

��

�
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bulunur. Burada n
�

 vektörü 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde ve (3.4.10) 

denkleminde de T
�

 vektörü 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde kalır. Dolayısıyla 

g
�

 ve 1n
�

 vektörleri aynı doğrultudadır. Sonuç olarak x  ve 1x  Mannheim partner D -

eğrilerdir.                                                                                                                          ■ 

 

Şimdi bazı özel durumlar için Mannheim partner D -eğrilerinin karekterizasyonlarını 

verelim. Kabul edelimki ( )x s bir asimptotik Mannheim D -eğri olsun. Bu taktirde 

(3.4.7) denkleminin özel durumlarını verebiliriz: 

i) 1 1( )x s  eğrisi bir geodezik eğri olsun. Bu taktirde 1 1( )x s  eğrisi ( )x s  eğrisinin 

bir Mannheim partner D -eğrisidir ⇔  aşağıdaki denklem sağlanır, 

1 1

1

1
1

g n

g

n

k

k

λτ
τ

λ
=

+

�

� . 

ii) Kabul edelim ki 1 1( )x s  eğrisi bir asimptotik eğri olsun. Bu taktirde 1 1( )x s  

eğrisi ( )x s  eğrisinin Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

k  geodezik 

eğriliği ve 
1g

τ  geodezik burulması  arasında 

 
1 1 1

2 2(1 )g g gkλτ λ τ= − −�  

bağıntısı vardır. Bu, Liu ve Wang [19] ‘ın bulduğu eşitliktir. 

iii) Eğer 1 1( )x s  bir eğrilik çizgisi ise bu taktirde 1 1( )x s  eğrisi ( )x s eğrisinin 

Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisi için 

 
1 1

10
g n

k veya k
λ

−= =  

dır. 

 

Teorem 3.4.2. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi timelike ve 1S  yüzeyi timelike, 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik eğriliği, normal eğriliği, geodezik burulması ve 1x  eğrisinin geodezik eğriliği 

arasında 

1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = − − + − +      

   
��  
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bağıntısı vardır. 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğrileri olsun.                                          

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

denkleminin türevini alır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1

1 1

g g

ds ds
T T g T k T n

ds ds
λ λ λτ = − = − + 

� � � � � �
�  

1

1 1

(1 )g g

dx ds
k T n

ds ds
λ λτ = − + 

�
� �

 

elde edilir. Bu denklemin de türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

2
1 1

2
1 1 1 1 1

(1 )g g

d x dxd d ds
k T n

ds ds ds ds ds
λ λτ

   
 = = − +    

   

� �
� �

 

2
1

2
1 1 1 1

2

2
1

(1 )( ) ( )

(1 )

g g g n g g n g

g g

d x ds ds ds
k T k k g k n n k T g

ds ds ds ds

d s
k T n

ds

λ λ λτ λτ τ

λ λτ

 
= − + − + + + + 
 

 + − + 

�
� �� � � �� �

� �

 

2 2 2 22 2
2 21

2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 )g g n g g g g

n g n g g

d x ds ds d s ds ds ds
k k k T k k g

ds ds ds ds ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n

ds ds ds ds

λ λτ λ λ λτ

λ λτ λτ

          
   = − + + − + − +                    

    
 + − + +        

�
� ��

�
�

elde edilir. 1g n=
� �

 ve  

1 1 1 1 1 1, ,
g

k x x n x x g= × = ×
� � � �� �
� �� � ��  

olduğundan 

2 2

1 1 1 2
1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 ) ( )

( )

g g n g

n g n g g

ds ds d s
x n x g k k k T g

ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n g

ds ds ds ds

λ λτ λ

λ λτ λτ

  
 × = × = − + + − ×    

    
 + − + + ×        

� � �� � ���� ��

� �
�
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2 2

1 1 1 2
1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 )g g n g

n g n g g

ds ds d s
x n x g k k k n

ds ds ds

ds ds ds d s
k k k T

ds ds ds ds

λ λτ λ

λ λτ λτ

  
 × = × = − − −    

    
 + − + − −        

� �� � ���� ��

�
�

 

bulunur. Bu değer yerlerine yazılırsa 

1

1 1

2 22 2

2 2
1 1 1 1 1 1

(1 ) ,

(1 ) (1 )

g g g

g g n g n g g g

ds ds
k k T n

ds ds

ds ds d s ds ds d s
k k k n k k T

ds ds ds ds ds ds

λ λτ

λ λτ λ λ λτ λτ

= − +

      
   − − − + − − − −            

� �

��� �

elde edilir. , 1T T = −
� �

 olduğundan 

1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = − − + − +      

   
��         (3.4.16) 

bulunur. Buna bağlı olarak aşağıdaki özel durumlar verilebilir: 

i) x  bir geodezik eğri, yani 0gk =  ise 

( )
1

3 2

2 2

1 1

1g n g g

ds ds
k k

ds ds
λ τ λτ

   
= − −   

   
� , 

ii) x  bir asimptotik çizgi, yani 0nk =  ise 

1

2

2

1

(1 )g g g g g

ds
k k k

ds
λτ λ λ τ

 
 = − +   

 
�� , 

iii) x  bir eğrilik çizgisi, yani 0gτ =  ise 

1

3

2

1

(1 )g n g

ds
k k k

ds
λ

 
= −  

 
                                       (3.4.17) 

bulunur. 

 

Teorem 3.4.3. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi timelike ve 1S  yüzeyi timelike, 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik burulması ve 1x  eğrisinin geodezik burulması arasında aşağıdaki gibi bir ilişki 

vardır: 
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1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
=  

 
. 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğrileri olsun. 

1

1 1
1

1 1

, ,g

dx dn
n

ds ds
τ

 
=  
 

� �
�

 

eşitliğinin sağlandığı biliniyor. Öncelikle eşitlikteki değerleri bulalım, 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

eşitliğinin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1
1

1 1 1 1

( )g g

dx ds ds ds
x n x g T k T n

ds ds ds ds
λ λ λ τ   = − = − = − −   

�
� � � � � � �
� � � �  

1

1

(1 ) )g g

ds
T k T n

ds
λ λτ = − + 

� � �
 

1

1 1 1

(1 )g g

dx ds ds
k T n

ds ds ds
λ λτ= − +

�
� �

 

elde edilir. 1g n=
� �

 olduğundan 

1

1 1 1 1

g g

dn dg dg ds ds
k T n

ds ds ds ds ds
τ = = = − 

� � �
� �

 

olur. Bu eşitlik 1n
�

 ile vektörel çarpılırsa 

1
1

1 1

g g

dn ds
n g k T n

ds ds
τ × = × − 

�
�� � �

 

1
1

1 1

g g

dn ds
n k n T

ds ds
τ × = − 

�
�� �

 

elde edilir ve 
1

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1

, , ,g

dx dn dx dn
n n

ds ds ds ds
τ

 
= = × 
 

� � � �
� �

 eşitliğinde yerlerine yazılırsa 

1

1 1
1

1 1 1 1 1 1

, (1 ) ,g g g g g

dx dn ds ds ds ds
n k T n T k n

ds ds ds ds ds ds
τ λ λτ τ= × = − + − +

� �
� �� � �

 

1

2 2

1 1(1 ) , ,g g g g g

ds ds
k T T k n n

ds ds
τ λ τ λτ

   
= − − +   

   

� � � �
 

bulunur. , 1T T = −
� �

 olduğundan 
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1

2 2

1 1

(1 )g g g g g

ds ds
k k

ds ds
τ τ λ λτ

   
= − +   

   
 

1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
=  

 
                                            (3.4.18) 

elde edilir. Ayrıca, (3.4.6), (3.4.18) de yerine yazılırsa  

 
1

2

2

cosh
g g

θ
τ τ

λ
=          

elde edilir. Bu taktirde, (3.4.6) ve (3.4.18) eşitliklerinden şu sonuçları verebiliriz. 

Sonuç 3.4.1. x  bir Mannheim D -eğri ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -

eğrisi olsun. Bu taktirde 1x  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması ve x  eğrisinin 
g

τ  

geodezik burulması arasında 

1

2

2

cosh
g g

θ
τ τ

λ
=  

bağıntısı vardır. Böylece x  Mannheim D -eğrisi eğrilik çizgisi iken 1x  Mannheim 

partner D -eğrisi de bir eğrilik çizgisidir.  

 

Benzer şekilde (3.4.6) ve (3.4.18) eşitliklerinden 

 
1 1

2

2

sinh

(1 )
g

g nk

τ θ

τ λ
=

+
 

yazabiliriz. Bu taktirde, eğer 1 1( )x s  eğrisi bir asimptotik eğri ise, yani, 
1

0
n

k =  ise 

 
1

2sinh
g g

τ θ τ=                  (3.4.19) 

olur. 

 

Sonuç 3.4.2. x  bir Mannheim D -eğri ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -

eğrisi olsun. Eğer θ , x  ve 1x  eğrilerinin noktalarına karşılık gelen noktalarındaki T  ve 

1T  teğet vektörleri arasındaki açı olmak üzere, 1 1( )x s  bir asimtotik eğri ise bu taktirde 

( )x s  eğrisinin 
g

τ  geodezik burulması ve 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması 

arasında 

 
1

2sinh
g g

τ θτ=  
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bağıntısı vardır. 

 

Teorem 3.4.4. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi timelike ve 1S  yüzeyi timelike, 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik eğriliği, geodezik burulması ile 1x  eğrisinin normal eğriliği, geodezik 

burulması arasında 

1 1 1
( )n g g n g gk k k kλ τ τ− = −  

bağıntısı sağlanır. 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğriler olsun. 1( )sλ  belli bir fonksiyon 

olmak üzere 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                 (3.4.20) 

yazılabilir. Bu denklemin 1s  yayına göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T k T g n

ds
λ τ λ= + + +

� � � � ��                             (3.4.21) 

elde edilir. λ , sıfırdan farklı bir sabit olarak düşünülürse 

1 1

1 1
1 1(1 )n g

ds ds
T k T g

ds ds
λ λτ= + +

� � �
                            (3.4.22) 

olur. Buna göre 

1 1sinh coshT T gθ θ= +
� � �

                                          (3.4.23) 

yazılabilir. (3.4.22) ve (3.4.23) denklemlerinden 

1 1

1 1sinh (1 ) , coshn g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + =                        (3.4.24) 

elde edilir. 1n
�

 ve g
�

 lineer bağımlı olduğundan 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

yazılabilir. Bu denklemin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1

1 1 1

(1 )g g

ds ds ds
T T g k T n

ds ds ds
λ λ λτ= − = − +

� � � � �
�                        (3.4.25) 

elde edilir. 

1 sinh coshT T nθ θ= − +
� � �

                                        (3.4.26) 
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olduğundan, (3.4.25) ve (3.4.26) denklemlerinden 

1 1

sinh (1 ) , coshg g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ− = − =                           (3.4.27) 

elde edilir. (3.4.24) ve (3.4.27) denklemlerinden 

1 1 1

1 1

2 21

1

2 21

1

sin (1 ) (1 ) 1 ( )

cos

g n g n g n

g g g g

dsds
h k k k k k k

ds ds

dsds
h

ds ds

θ λ λ λ λ

θ λτ λτ λ τ τ

− = − + = + − + −

= =

 

1 1 1

2 2 2cos sin 1 1 ( ) ( )g n g n g gh h k k k kθ θ λ λ τ τ− = = + − + − −  

1 1 1
( )n g g n g gk k k kλ τ τ− = −                                         (3.4.28) 

bulunur. Teorem (3.4.4) den aşağıdaki özel durumları verebiliriz, { }1,x x  çifti bir 

Mannheim D -çifti olsun. Bu taktirde, 

i) Eğer, 1x  bir asimtotik eğri ise, bu taktirde  

1g g g
k λτ τ= , 

ii) Eğer, x  ve 1x  bir eğrilik çizgisi ise, bu taktirde  

1 1n g g n
k k k kλ− = , 

iii) Eğer, x  bir geodezik eğrilik ise, bu taktirde  

1 1n g g
k λτ τ= −  

bulunur. 

 

Teorem 3.4.5. 3
1E  de S  yüzeyi ile ( )x s  eğrisi timelike ve 1S  yüzeyi timelike, 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  ve 1x  

eğrilerinin geodezik eğrilikleri, normal eğrilikleri ve geodezik burulmaları için 

aşağıdaki denklemler vardır: 

i) 
1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= +  

ii) 
1 1

1

cosh sinhg n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − +  

iii) 
1 1

1

sinh coshg n g

ds
k k

ds
θ τ θ= − +  
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iv) ( )
1

1

cosh sinhg g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= −  

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğriler olsun. 

i) 1, sinhT T θ=
� �

 eşitliğinin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1 1

( ) , , coshg n g n

ds d
k g k n T T k g k n

ds ds

θ
θ+ + − =

� �� � � �
 

elde edilir. Bu eşitlikte 

1 1sinh cosh , cosh sinhT T n g T nθ θ θ θ= − + = −
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�

 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

1 1 1

1 1

( ) , sinh cosh , (cosh sinh ) coshg n g n

ds d
k g k n T n T k T n k n

ds ds

θ
θ θ θ θ θ+ − + + − − =
� � �� � � � �

 

1 1 1 1

1 1 1

, sinh cosh , cosh sinh coshg n g g n

ds ds d
k g k n T n T k T k n k n

ds ds ds

θ
θ θ θ θ θ+ − + + − − =
� � �� � � � �

1

1 1

cosh , cosh , coshn g

ds d
k n n k T T

ds ds

θ
θ θ θ+ =

� �� �
 

elde edilir. , 1T T = −
� �

 olduğundan 

1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= −  

bulunur. 

 

ii) 1, 0n n =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0n g n g

ds
k T g n n k T g

ds
τ τ+ + + =

� �� � � �
 

elde edilir. Bu denklemde 

1 1sinh cosh , cosh sinhT T n g T nθ θ θ θ= − + = −
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 
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1 11

1

( ) , , ( sinh cosh ) (cosh sinh ) 0n g n g

ds
k T g n n k T n T n

ds
τ θ θ τ θ θ+ + − + + − =

� � �� � � � �
 

1 1 1 1

1 1

, , ( sinh cosh ) ( cosh sinh ) 0n g n g n g

ds ds
k T g g n k T k n

ds ds
τ θ τ θ θ τ θ+ + − + + − =

� �� � � �
 

1 1

1

, ( cosh sinh ) , 0g n g

ds
g g k n n

ds
τ θ τ θ+ − =

� � � �
 

1 1

1

cosh sinhg n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − +  

elde edilir. 

iii) 1, 0T n =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0g n n g

ds
k g k n n T k T g

ds
τ+ + + =

� �� � � �
 

elde edilir. Bu denklemde 

1 1sinh cosh , cosh sinhT T n g T nθ θ θ θ= − + = −
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

( ) ( )
1 11

1

( ) , , sinh cosh cosh sinh 0g n n g

ds
k g k n n T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ+ + − + + − =

� � �� � � � �
 

( ) ( )
1 1

1

( ) , , sinh cosh cosh sinh 0g n n g

ds
k g k n g T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ+ + − + + − =

� � �� � � � �
 

1 1

1

, ( sinh cosh ) , 0g n g

ds
k g g k T T

ds
θ τ θ+ − + =

� �� �
 

1 1

1

sinh coshg n g

ds
k k

ds
θ τ θ= − +  

elde edilir. 

 

iv) 1, 0g g =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0g g g g

ds
k T n g g k T n

ds
τ τ− + + =

� �� � � �
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elde edilir. Burada 

1 1sinh cosh , cosh sinhT T n g T nθ θ θ θ= − + = −
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

( )
1 1 1

1

( ) ,cosh sinh , sinh cosh 0g g g g

ds
k T n T n g k T n n

ds
τ θ θ θ θ τ− − + − + + =

� � �� � � � �
 

1 1 1

1 1

, cosh sinh , sinh cosh 0g g g g g

ds ds
k T n T n g k T k n g

ds ds
τ θ θ θ θ τ− − + − + + =

� � �� � � � �
 

1

1 1

cosh , sinh , , 0g g g

ds ds
k T T n n g g

ds ds
θ τ θ τ+ + =

� � � � � �
 

elde edilir. , 1T T = −
� �

 olduğundan 

( )
1

1

cosh sinhg g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= −  

olur. 

 

5. Durum. { }1,x x  çifti Mannheim partner D -eğriler olsun. S  yüzeyi timelike, x  eğrisi 

spacelike iken 1S  yüzeyi ile 1x  eğrisi spacelike olabilir. Bu durumda 

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

00

0 , 0

0 0

g ng n

g g g g

n g n g

k kT k k T T T

g k g g k g

n k n n nk

τ τ

τ τ

         −
         

= = −         
                     

� �� �
� �
� �� �
� �
� �� �
� �

 

ve çatı elemanlarının vektörel çarpımları da sırasıyla 

 

T g n

g n T

n T g

× = −

× = −

× =

� � �

�� �

�� �

,      

1 1 1

1 1 1

1 1 1

T g n

g n T

n T g

× =

× = −

× = −

� � �

�� �

�� �

 

biçiminde verilir. 

 

Teorem 3.5.1. 3
1E  de S  yüzeyi timelike, ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun ⇔ λ  

sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere 1x  eğrisinin 
1nk  normal eğriliği, 

1gk  geodezik 
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eğriliği, 
1gτ  geodezik burulması ve x  eğrisinin 

nk  normal eğriliği arasında aşağıdaki 

denklem sağlanır: 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) cos 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  + + + 
= − − +    + +    

�

�  

İspat. Kabul edelimki ( )x s  bir Mannheim D -eğrisidir. Bu taktirde tanımdan bir 1( )sλ  

fonksiyonu için  

1 1 1 1 11( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                   (3.5.1) 

yazılabilir. Şimdi bu denklemin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
dxdx ds

s n s s n s
ds ds ds

λ λ= + +

��
��� �  

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T n k T g

ds
λ λ τ= + + +

� � �� ��  

1 11 1 1

1

(1 )n g

ds
T k T n g

ds
λ λ λτ= + + +

� � � ��  

elde edilir. Bu denklem 1n g=
� �

 ile iç çarpılırsa  

1 11 1 1 1 1 1

1

, (1 ) , , ,n g

ds
T g k T n n n g n

ds
λ λ λτ= + + +

� �� � � � � ��  

ve buradan 0λ =� , yani λ  bir sabittir. O halde 

1 11 11 1 1
1

( )n gk T g
ds

T T n T
ds

τλ λ += + = +
� �� � ��

�                             (3.5.2) 

1 11 1

1

1 )( n gk T g
ds

T
ds

τλ λ+ +=
� ��

                                     (3.5.3) 

yazılır. 

1 1cos sinT T gθ θ= +
� � �

                                             (3.5.4) 

denkleminin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1 1 1 11 1 1 1 1 1

1

( ) cosh ( sin ) ( )sin cosg n g g

dT ds
k g k n T k T n g

ds ds
θ θ θ τ θ θ θ= + + − + − + +

�
� �� � � �� �  

1 1 1 11 1 1

1

( ) ( )sin ( )cos ( cos sin )g n g g n g

ds
k g k n k T k g k n

ds
θ θ θ θ θ τ θ− = − − + + + +

�� � � �� �  

elde edilir. Şimdi bu denklemde 
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1 1sin cosn T gθ θ= − +
�� �

 

eşitliği yerine yazılırsa 

1 1

1 1

1 1 1 1

1

1

( sin cos ) ( )sin ( )cos

( cos sin )

g n n g g

n g

ds
k g k T k g k T k g

ds

k n

θ θ θ θ θ θ

θ τ θ

+ − = − − + +

+ +

� �� � �� �

�
 

olur. x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olduğu için n
�

 ile 1g
�

 lineer bağımlı 

olacağından eşitliğin her iki tarafındaki 1T
�

 ve 1n
�

 in katsayıları eşittir. 

1

1

n g

ds
k k

ds
θ = − −�                                                (3.5.5) 

bulunur. (4.5.4) denklemi (4.5.3) denkleminde yerine yazılırsa 

1 11 1 1 1

1

(cos sin ) (1 )n g

ds
T g k T g

ds
θ θ λ λτ+ = + +
� �� �

 

ve buradan 

1 1

1 1

cos (1 ), sinn g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + =  

1 1 1

11

1
, tan

cos sin 1
n g g

n

kds

ds k

λ λτ λτ
θ

θ θ λ

+
= = =

+
                            (3.5.6) 

elde edilir. Bu eşitliklerden bulunan 
1 1

tan (1 )g nkλτ θ λ= +  denkleminin 1s  yayına göre 

türevi alınırsa 

1 1

1 1 1

1 1

2 2

2
1 (1 )

(1 ) 1
g g

g n n

n n

k k
k k

λ τ λτ
λτ θ λ λ

λ λ

   
= + + +      + +   

���  

bulunur ve (3.5.5) dikkate alınırsa 

1 1 1 1 1

1 1

1 1

2 2 2 2(1 ) 11

(1 ) cos 1
n g n g n

g n g

n n

k k k
k k

k k

λ λ τ λ λ τ
τ

λ λ θ λ

  + + + 
= − − +    + +    

�

�          (3.5.7)                                                                    

bulunur. (3.5.6) denklemindeki değerler (3.5.7) de yazılırsa 

( )
1 1 1 1 1 1 1

3

2 2 2 2

1

(1 ) (1 )g n g n n g g n

ds
k k k k k

ds
λτ λ λ τ λ λ τ

 
+ − + + + = −  

 
��                (3.5.8) 

elde edilir. 

Tersine, λ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                                    (3.5.9) 
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bir eğrisini alalım. Bu denklemin iki kere türevini alır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

( )
1 11 1 1 1 1

1

n g

ds
T T n T k T g

ds
λ λ τ= + = + +

� � � � � �
�  

1 11 1

1

(1 )n g

ds
T k T g

ds
λ λτ= + +

� � �
                                  (3.5.10) 

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

1 1 12
1 1

1 1 1

( ) (1 )( )

( )

g n n n g n

g g g g

ds d s
k g k n T k T k k g k n

ds ds

g k T n

λ λ

λτ λτ τ

 
− + = + + + 

 

+ + − +

� �� � � ��

�� �
�

 

( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2
2

1 12
1 1

1

( ) ( ) (1 )

(1 )

g n n g g n n g

n g g

ds d s
k g k n T k k T k k n

ds ds

k k g

λ λτ λ λτ

λ λτ

 
− + = − + + + 

 

+ + +

� �� � ��

�
�

    (3.5.11) 

elde edilir. (3.5.10) ile (3.5.11) denklemleri vektörel çarpılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2
1 1

1

1 1

2
1 1

2 3
1 1

( ) ( ) (1 ) (1 ) ( )

( )( )

(1 ) (1 ) ( )

(1 ) ( )

g n n n n g

g n g g

n g g n

g n n g

ds
k T g k T n k k k T n

ds

k k g T

k k k T g

k k g n

λ λ λτ

λτ λ λτ

λ λτ λ

λτ λ λ τ

 
   × − × = + + + ×    

 

+ − ×

+ + + + ×

+ + + ×

� � �� � �

���

� �
�

� �

 

veya 

( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2 2 2
1

2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

g n g n g n g g

n n g n

ds
k n k g k k T

ds

k k k k k n

k k k g

λτ λ λ τ

λ λτ λ λ τ λ τ

λ λτ λ

 
 − + = − + −  

 

 + + + + − + 

 + + + + 

�� �

���

�

    (3.5.12) 

elde edilir. (3.5.8), (3.5.12) denkleminde yerine yazılırsa 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

3

2 3
1

1

2 2
1

3

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

g n g n n g

n n g n

n

ds
k n k g k k T

ds

k k k g

ds
k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

 
 − + = − + −  

 

+ + + +

 
−  

 

�� �

�

�

              (3.5.13) 

bulunur. Ayrıca (3.5.13) ile (3.5.10) denklemi vektörel çarpılırsa 
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( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

4

2 2 3 4
1

1

3 2 2
1

3 3

1 1

1 1

( ) ( ) (1 )

(1 ) (1 )

(1 )

g n g n n g

n n g n

n n n g

ds
k T n k T g k k n

ds

k k k n

ds ds
k k g k T

ds ds

λ τ λ λ τ

λ λτ λ

λ λτ

 
 − × + × = + +  

 

+ + + +

   
− + +   

   

� �� � �

�

��

 

( )
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

4

2 2 3 4 3 2 2
1

1

3 3

1 1

1 1

( ) ( ) (1 ) (1 ) (1 )

(1 )

g n g n n g n n g n

n n n g

ds
k T n k T g k k k k k n

ds

ds ds
k k g k T

ds ds

λ τ λ λ τ λ λτ λ

λ λτ

 
 − × + × = + + + + + +  

 

   
− + +   

   

� �� � �

��

( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 3 3

1 1

1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

g n n n n g

n g g n n

ds ds ds
k g k n k k g k T

ds ds ds

k k k n

λ λτ

λ λ τ λτ λ

     
 − = − + +      

     

+ + + + +

�� � �

�

             (3.5.14) 

 

denklemi bulunur. . Şimdi (3.5.13) ve (3.5.14) denklemleri düzenlenirse 

( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

4 4

2 2 3
1

1 1 1

2 2
1

1

4

1

1

(1 )

(1 ) (1 )

n g g g n n g g

n n g n g

n g

ds ds ds
k k g k n k k k T

ds ds ds

ds
k k k k g

ds

ds
k k n

ds

λτ λ λ τ

λ λτ λ

     
− = − + −     

     

 
+ + + +  

 

 
−  

 

�� �

�

�

  (3.5.15) 

ve 

( )( )

1 1

1 1 1 1 1

4 4 3 3

2 2 2
1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
1

(1 )

(1 ) (1 )

n g n g n n n

n n g g n n

ds ds ds ds
k k g k n k T k k g

ds ds ds ds

k k k k n

λτ λ

λ λ τ λτ λ

       
− = − +       

       

+ + + + +

�� � �

�

 (3.5.16) 

bulunur. Burada (3.5.15) denkleminden (3.5.16) denklemi çıkarılırsa 
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( ) ( )

( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

4

2 2 2 2

1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

(1 ) (1

g n g g n n g g n

g n n g n n n

n g n n g g n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

ds
k k k k k

ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

λ λ τ λτ

    
 − + = − + − −   
     

  
 + + + + + +  
   

 
− + + + + 

 

��

�

( )
1 1)nk nλ

 
 +
  

�

 

olur. (3.5.10) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde edilen 

( )
1 1

2

2 2 2

1

(1 )n g

ds
k

ds
λ λ τ

 
+ + =  

 
 

denklemi ve (3.5.13) denkleminin kendisiyle iç çarpımından elde edilen 

1 1 1

2

2

1

(1 ) 0g g n n

ds
k k k

ds
λτ λ

 
+ + + = 

 
 

denklemi son eşitlikte yerlerine yazılırsa 

( ) ( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

4 3

2 2 2 3 2
1

1 1 1

3

2 2 2
1

1 1

(1 )

(1 ) (1 ) (1 )

g n g g n n g g n

g n n g n n n

ds ds ds
k k n k k k k T

ds ds ds

ds ds
k k k k k k g

ds ds

λτ λ λ τ λτ

λ λτ λ λ

    
 − + = − + − −   
     

  
 + + + + + +  
   

��

�

 

bulunur. Burada n
�

 vektörü 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde ve (3.5.10) 

denkleminde de T
�

 vektörü 1T
�

 ve 1g
�

 vektörlerinin gerdiği düzlemde kalır. Dolayısıyla 

g
�

 ve 1n
�

 vektörü ile aynı doğrultudadır. Sonuç olarak x  ve 1x  Mannheim partner D -

eğrilerdir.                                                                                                                          ■ 

 

Şimdi bazı özel durumlar için Mannheim partner D -eğrilerinin karekterizasyonlarını 

verelim. Kabul edelimki ( )x s bir asimptotik Mannheim D -eğri olsun. Bu taktirde 

(3.5.7) denkleminin özel durumlarını verebiliriz: 

i) 1 1( )x s  eğrisi bir geodezik eğri olsun. Bu taktirde 1 1( )x s  eğrisi ( )x s  eğrisinin 

bir Mannheim partner D -eğrisidir ⇔  aşağıdaki denklem sağlanır, 

1 1

1

1
1

g n

g

n

k

k

λτ
τ

λ
=

+

�

� . 
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ii) Kabul edelim ki 1 1( )x s  eğrisi bir asimptotik eğri olsun. Bu taktirde 1 1( )x s  

eğrisi ( )x s  eğrisinin Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

k  geodezik 

eğriliği ve 
1g

τ  geodezik burulması arasında 

 
1 1 1

2 2(1 )g g gkλτ λ τ= − +�  

bağıntısı vardır. Bu, Liu ve Wang [19] ‘ın bulduğu eşitliktir. 

iii) Eğer 1 1( )x s  eğrisi bir eğrilik çizgisi ise bu taktirde 1 1( )x s  eğrisi 

( )x s eğrisinin Mannheim partner D -eğrisidir ⇔ 1 1( )x s  eğrisi için 

 
1 1

10
g n

k veya k
λ

−= =  

olur. 

 

Teorem 3.5.2. 3
1E  de S  yüzeyi timelike, ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik eğriliği, normal eğriliği, geodezik burulması ve 1x  eğrisinin geodezik eğriliği 

arasında 

1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = − − + + − − −      

   
��  

bağıntısı gerçeklenir. 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğriler olsun.                                          

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

denkleminin türevini alır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1

1 1

g g

ds ds
T T g T k T n

ds ds
λ λ λτ = − = − − 

� � � � � �
�  

1

1 1

(1 )g g

dx ds
k T n

ds ds
λ λτ = − − 

�
� �

 

elde edilir. Bu denklemin de türevini alır ve Darboux türev formülleri yerlerine yazılırsa 

2
1 1

2
1 1 1 1 1

(1 )g g

d x dxd d ds
k T n

ds ds ds ds ds
λ λτ

   
 = = − −    

   

� �
� �
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2
1

2
1 1 1 1

2

2
1

(1 )( ) ( )

(1 )

g g g n g g n g

g g

d x ds ds ds
k T k k g k n n k T g

ds ds ds ds

d s
k T n

ds

λ λ λτ λτ τ

λ λτ

 
= − + − − − − + 
 

 + − − 

�
� �� � � �� �

� �

 

2 2 2 22 2
2 21

2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 )g g n g g g g

n g n g g

d x ds ds d s ds ds ds
k k k T k k g

ds ds ds ds ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n

ds ds ds ds

λ λτ λ λ λτ

λ λτ λτ

          
   = − − + − + − −                    

    
 + − + − −        

�
� ��

�
�

elde edilir.  1g n=
� �

 ve 

1 1 1 1 1 1, ,
g

k x x n x x g= × = ×
� � � �� �
� �� � ��  

olduğundan 

2 2

1 1 1 2
1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 ) ( )

( )

g g n g

n g n g g

ds ds d s
x n x g k k k T g

ds ds ds

ds ds ds d s
k k k n g

ds ds ds ds

λ λτ λ

λ λτ λτ

  
 × = × = − − + − ×    

    
 + − + − − ×        

� � �� � ���� ��

� �
�

 

2 2

1 1 1 2
1 1 1

2 2 2

2
1 1 1 1

(1 )g g n g

n g n g g

ds ds d s
x n x g k k k n

ds ds ds

ds ds ds d s
k k k T

ds ds ds ds

λ λτ λ

λ λτ λτ

  
 × = × = + − −    

    
 + − + − −        

� �� � ���� ��

�
�

 

bulunur. Bu değerler yerlerine yazılırsa 

1

1 1

2 22 2

2 2
1 1 1 1 1 1

(1 ) ,

(1 ) (1 )

g g g

g g n g n g g g

ds ds
k k T n

ds ds

ds ds d s ds ds d s
k k k n k k T

ds ds ds ds ds ds

λ λτ

λ λτ λ λ λτ λτ

= − −

      
   + − − + − − − −            

� �

��� �

 

1

3 2

2 2 2 2

1 1

(1 ) (1 )g n g g g g g g

ds ds
k k k k k

ds ds
λ λ τ λτ λ λ τ

   
  = − − + + − − −      

   
��       (3.5.16) 

bulunur. Buna bağlı olarak aşağıdaki özel durumlar verilebilir: 

i) x  bir geodezik eğri, yani 0gk =  ise 
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( )
1

3 2

2 2

1 1

1g n g g

ds ds
k k

ds ds
λ τ λτ

   
= − + −   

   
� , 

ii) x  bir asimptotik çizgi, yani 0nk =  ise 

1

2

2

1

(1 )g g g g g

ds
k k k

ds
λτ λ λ τ

 
 = − − −   

 
�� , 

iii) x  bir eğrilik çizgisi, yani 0gτ =  ise 

1

3

2

1

(1 )g n g

ds
k k k

ds
λ

 
= − −  

 
                                    (3.5.17) 

bulunur. 

 

Teorem 3.5.3. 3
1E  de S  yüzeyi timelike, ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik burulması ve 1x  eğrisinin geodezik burulması arasında aşağıdaki gibi bir ilişki 

vardır: 

1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
= −  

 
. 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğrileri olsun. 

1

1 1
1

1 1

, ,g

dx dn
n

ds ds
τ

 
=  
 

� �
�

 

eşitliğinin sağlandığı biliniyor. Burada 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

eşitliğinin türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1
1

1 1 1 1

( )g g

dx ds ds ds
x n x g T k T n

ds ds ds ds
λ λ λ τ   = − = − = − +   

�
� � � � � � �
� � � �  

1

1

(1 ) )g g

ds
T k T n

ds
λ λτ = − − 

� � �
 

1

1 1 1

(1 )g g

dx ds ds
k T n

ds ds ds
λ λτ= − −

�
� �

 

elde edilir. 1g n=
� �

 olduğundan 
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1

1 1 1 1

g g

dn dg dg ds ds
k T n

ds ds ds ds ds
τ = = = − 

� � �
� �

 

olur. Bu denklem 1n
�

 ile vektörel çarpılırsa 

1
1

1 1

g g

dn ds
n g k T n

ds ds
τ × = × + 

�
�� � �

 

1
1

1 1

g g

dn ds
n k n T

ds ds
τ × = − 

�
�� �

 

elde edilir ve 
1

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1

, , ,g

dx dn dx dn
n n

ds ds ds ds
τ

 
= = × 
 

� � � �
� �

 eşitliğinde yerlerine yazılırsa 

1

1 1
1

1 1 1 1 1 1

, (1 ) ,g g g g g

dx dn ds ds ds ds
n k T n T k n

ds ds ds ds ds ds
τ λ λτ τ= × = − − − +

� �
� �� � �

 

1

2 2

1 1(1 ) , ,
g g g g g

ds ds
k T T k n n

ds ds
τ λ τ λτ

   
= − − −   

   

� � � �
 

1

2 2

1 1

(1 )g g g g g

ds ds
k k

ds ds
τ τ λ λτ

   
= − − −   

   
 

1

2

1

g g

ds

ds
τ τ

 
= −  

 
                                              (3.5.18) 

elde edilir. Ayrıca, (3.5.6), (3.5.18) de yerine yazılırsa  

 
1

2

2

sin
g g

θ
τ τ

λ
= −          

elde edilir. Bu taktirde, (3.5.6) ve (3.5.18) eşitliklerinden şu sonuçları verebiliriz. 

 

Sonuç 3.5.1. x  bir Mannheim D -eğri ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -

eğrisi olsun. Bu taktirde 1x  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması ve x  eğrisinin 
g

τ  

geodezik burulması arasında 

1

2

2

sin
g g

θ
τ τ

λ
= −  

bağıntısı vardır. Böylece x  Mannheim D -eğrisi eğrilik çizgisi iken 1x  Mannheim 

partner D -eğrisi de bir eğrilik çizgisidir.  

 

Benzer şekilde (3.5.6) ve (3.5.18) eşitliklerinden 
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1 1

2

2

cos

(1 )
g

g nk

τ θ

τ λ
= −

+
 

yazabiliriz. Bu taktirde, eğer 1 1( )x s  eğrisi bir asimptotik eğri ise, yani, 
1

0
n

k =  ise 

1

2cos
g g

τ θ τ= −           (3.5.19) 

olur. 

 

Sonuç 3.5.2. x  bir Mannheim D -eğri ve 1x , x  eğrisinin bir Mannheim partner D -

eğrisi olsun. Eğer θ , x  ve 1x  eğrilerinin noktalarına karşılık gelen noktalarındaki T  ve 

1T  teğet vektörleri arasındaki açı olmak üzere, 1 1( )x s  bir asimtotik eğri ise bu taktirde 

( )x s  eğrisinin 
g

τ  geodezik burulması ve 1 1( )x s  eğrisinin 
1g

τ  geodezik burulması 

arasında 

 
1

2cos
g g

τ θτ= −  

bağıntısı vardır. 

 

Teorem 3.5.4. 3
1E  de S  yüzeyi timelike, ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  eğrisinin 

geodezik eğriliği, geodezik burulması ile 1x  eğrisinin normal eğriliği, geodezik 

burulması arasında şöyle bir ilişki vardır: 

1 1 1
( )n g g n g gk k k kλ τ τ− = − . 

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğriler olsun. 1( )sλ  belli bir fonksiyon 

olmak üzere 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n sλ= +
� � �

                               (3.5.20) 

yazılabilir. Bu denklemin 1s  yayına göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1 1

1

( )n g

ds
T T k T g n

ds
λ τ λ= + + +

� � � � ��                            (3.5.21) 

elde edilir. λ , sıfırdan farklı bir sabit olarak düşünülürse 

1 1

1 1
1 1(1 )n g

ds ds
T k T g

ds ds
λ λτ= + +

� � �
                               (3.5.22) 
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olur. Buna göre 

1 1cos sinT T gθ θ= +
� � �

                                        (3.5.23) 

yazılabilir. (4.5.22) ve (4.5.23) denklemlerinden 

1 1

1 1cos (1 ) , sin
n g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= + =                          (3.5.24) 

elde edilir. 1n
�

 ve g
�

 lineer bağımlı olduğundan 

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s x s s n s x s s g sλ λ= − = −
� � � � �

 

yazılabilir. Bu denklemin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri kullanılırsa 

1

1 1 1

(1 )g g

ds ds ds
T T g k T n

ds ds ds
λ λ λτ= − = − −

� � � � �
�                      (3.5.25) 

elde edilir. 

1 cos sinT T nθ θ= −
� � �

                                          (3.5.26) 

olduğundan, (3.5.25) ve (3.5.26) denklemlerinden 

1 1

cos (1 ) , sing g

ds ds
k

ds ds
θ λ θ λτ= − =                            (3.5.27) 

elde edilir. (3.5.24) ve (3.5.27) denklemlerinden 

1 1 1

1 1

2 21

1

2 21

1

cos (1 ) (1 ) 1 ( )

sin

g n g n g n

g g g g

dsds
k k k k k k

ds ds

dsds

ds ds

θ λ λ λ λ

θ λτ λτ λ τ τ

= − + = + − + −

= =

 

1 1 1

2 2 2cos sin 1 1 ( ) ( )g n g n g gk k k kθ θ λ λ τ τ+ = = + − + − −  

1 1 1
( )n g g n g gk k k kλ τ τ− = −                                            (3.5.28) 

bulunur. Teorem (3.5.4) den aşağıdaki özel durumları verebiliriz, { }1,x x  çifti bir 

Mannheim D -çifti olsun. Bu taktirde, 

i) Eğer, 1x  bir asimtotik eğri ise, bu taktirde  

1g g g
k λτ τ= , 

ii) Eğer, x  ve 1x  bir eğrilik çizgisi ise, bu taktirde  

1 1n g g n
k k k kλ− = , 

iii) Eğer, x  bir geodezik eğrilik ise, bu taktirde  

1 1n g g
k λτ τ= −  
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bulunur. 

 

Teorem 3.5.5. 3
1E  de S  yüzeyi timelike, ( )x s  eğrisi spacelike ve 1S  yüzeyi ile 1 1( )x s  

eğrisi spacelike olmak üzere, x  ve 1x  Mannheim partner D -eğrileri olsun. x  ve 1x  

eğrilerinin geodezik eğrilikleri, normal eğrilikleri ve geodezik burulmaları için 

aşağıdaki denklemler vardır: 

i) 
1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= − −  

ii) 
1 1

1

cos sing n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − +  

iii) 
1 1

1

sin cosg n g

ds
k k

ds
θ τ θ= +  

iv) ( )
1

1

cos sing g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= +  

İspat. { }1,x x  çifti 3
1E  de Mannheim partner D-eğriler olsun. 

i) 1, cosT T θ=
� �

 denkleminin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1 1

( ) , , sing n g n

ds d
k g k n T T k g k n

ds ds

θ
θ+ + + = −

� �� � � �
 

elde edilir. Bu denklemde 

1 1cos sin , sin cosT T n g T nθ θ θ θ= − = +
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�

 in lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

1 1 1

1 1

( ) ,cos sin , (sin cos ) sing n g n

ds d
k g k n T n T k T n k n

ds ds

θ
θ θ θ θ θ− − + + + = −
� � �� � � � �

 

1 1 1 1

1 1 1

,cos sin , sin cos sing n g g n

ds ds d
k g k n T n T k T k n k n

ds ds ds

θ
θ θ θ θ θ− − + + + = −
� � �� � � � �

 

1

1 1

sin , sin , sinn g

ds d
k n n k T T

ds ds

θ
θ θ θ+ = −

� �� �
 

1

1 1

g n

ds d
k k

ds ds

θ
= − −  
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bulunur. 

 

ii) 1, 0n n =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0n g n g

ds
k T g n n k T g

ds
τ τ+ + + =

� �� � � �
 

elde edilir. Bu denklemde 

1 1cos sin , sin cosT T n g T nθ θ θ θ= − = +
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

1 11

1

( ) , , (cos sin ) (sin cos ) 0n g n g

ds
k T g n n k T n T n

ds
τ θ θ τ θ θ+ + − + + =

� � �� � � � �
 

1 1 1 1

1 1

, , ( cos sin ) ( sin cos ) 0n g n g n g

ds ds
k T g g n k T k n

ds ds
τ θ τ θ θ τ θ+ + + + − + =

� �� � � �
 

1 1

1

, ( sin cos ) , 0g n g

ds
g g k n n

ds
τ θ τ θ+ − + =

� � � �
 

1 1

1

sin cosg n g

ds
k

ds
τ θ τ θ= − +  

elde edilir. 

 

iii) 1, 0T n =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0g n n g

ds
k g k n n T k T g

ds
τ− + + =

� �� � � �
 

elde edilir. Burada 

1 1cos sin , sin cosT T n g T nθ θ θ θ= − = +
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları dikkate alınırsa 

( ) ( )
1 11

1

( ) , , cos sin sin cos 0g n n g

ds
k g k n n T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ− + − + + =

� � �� � � � �
 

( ) ( )
1 1

1

( ) , , cos sin sin cos 0g n n g

ds
k g k n g T k T n T n

ds
θ θ τ θ θ− + − + + =

� � �� � � � �
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1 1

1

, ( cos sin ) , 0g n g

ds
k g g k T T

ds
θ τ θ+ + =

� �� �
 

1 1

1

cos sing n g

ds
k k

ds
θ τ θ= +  

elde edilir. 

 

iv) 1, 0g g =
� �

 denkleminin 1s  e göre türevi alınır ve Darboux türev formülleri 

kullanılırsa 

1 11 1 1

1

( ) , , 0g g g g

ds
k T n g g k T n

ds
τ τ+ + − + =

� �� � � �
 

elde edilir. Bu denklemde 

1 1cos sin , sin cosT T n g T nθ θ θ θ= − = +
� � �� � �

 

eşitlikleri ve 1n
�

 ile g
�
 nin lineer bağımlı oldukları göz önüne alınırsa 

( )
1 1 1

1

( ) ,sin cos , cos sin 0g g g g

ds
k T n T n g k T n n

ds
τ θ θ θ θ τ+ + + − − + =

� � �� � � � �
 

1 1 1

1 1

,sin cos , cos sin 0g g g g g

ds ds
k T n T n g k T k n g

ds ds
τ θ θ θ θ τ+ + + − + + =

� � �� � � � �
 

1

1 1

sin , cos , , 0g g g

ds ds
k T T n n g g

ds ds
θ τ θ τ+ + =

� � � � � �
 

( )
1

1

sin cosg g g

ds
k

ds
τ θ τ θ= +  

bulunur. 
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