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22 42T To | SRR 93
Sekil 3.113 n1=0.1-nN,=0.5 n3=0.9 v\1=Vi, =Vi3 =10 ve vy'Iin degisik dederleri igin wy-a grafigi

S TR 42T To ) R STRRRRR 93
Sekil 3.114 n1=0.2-n,=0.5 n3=0.8 vy =Vk> =Vx3 =10 ve vy'In degisik degerleri igin w,-a grafigi

G 1 0o o | PRSP PPRRR 94
Sekil 3.115 n1=0.2-n,=0.5 n3=0.8 vi1=Vk2 =Vx3 =10 ve vy'In degisik degerleri igin w,-a grafigi

22 42T To | SR TPRRPRRRN 94
Sekil 3.116 n1=0.2-n,=0.5 n3=0.8 v\1=Vy, =Vi3 =10 ve vy'in degisik dederleri igin wy-a grafigi

TR 41T e ) O PR PPPPTPRRN 95
Sekil 3.117 n1=0.3-nN2=0.5 n3=0.7 v\1=Vyo =Vi3 =10 ve vy’in degisik dederleri igin wy-a grafigi

P 1 1T T ) PR PTPPRPRTPRR 95
Sekil 3.118 n1=0.3-n,=0.5 nN3=0.7 vi1=Vk2 =Vx3 =10 ve vy'in degisik degerleri igin w,-a grafigi

(2280 1 o o | USRS PPRRRRN 96
Sekil 3.119 n4=0.3-n,=0.5 nN3=0.7 vi1=Vk> =Vx3 =10 ve vy'in degisik degerleri igin w,-a grafigi

S T 42T To | SRR 96
Sekil 3.120 n1=0.4-n,=0.5 n3=0.6 vy1=Vi2 =Vi3 =10 ve vy'in degisik dederleri igin wy-a grafigi

P 1 11 T ) TR PTPPPPRPPRRN 97
Sekil 3.121 n1=0.4-n,=0.5 n3=0.6 vy1=Vio =Vi3 =10 ve vy'in degisik dederleri igin wy-a grafigi

(228 1 Lo o | PRSP PPRRRR 97



IX

Sayfa Numarasi
Sekil 3.123 n1=0.1-n,=0.5 n3=0.9 v(=0.5 ve v,’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

P 12T To ) R UURRRRRPR 98
Sekil 3.124 n1=0.1-n,=0.5 n5=0.9 v(=0.5 ve v,’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

(28 1 Lo o ) PO PP PPPRRRR 99
Sekil 3.125 n1=0.1-n,=0.5 n5=0.9 v(=0.5 ve v,’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

[CS T8 1 0o e ) PO OO PPPRRRIN 99
Sekil 3.126 n1=0.2-n,=0.5 n3=0.8 v(=0.5 ve v,’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

P 121 T ) PRSP RRR 100
Sekil 3.127 n1=0.2-n,=0.5 n3=0.8 v(=0.5 ve v,’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

(200 1 Lo o ) OO PTR R SUOTPPPP 100
Sekil 3.128 n1=0.2-n,=0.5 n3=0.8 v(,=0.5 ve vi’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

[CS T8 1 (oo ) RSO P PRSPPI 101
Sekil 3.129 n4=0.3-n»,=0.5 n3=0.7 v(,=0.5 ve vi’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

P 21 T SRR 101
Sekil 3.130 n1=0.3-n,=0.5 n3=0.7 v(=0.5 ve v,’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

22 42T To ) USRS 102
Sekil 3.131 n1=0.3-n,=0.5 n3=0.7 v(=0.5 ve v,’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

2001 0o o | PRSPPI 102
Sekil 3.132 n1=0.4-n»,=0.5 n3=0.6 v(,=0.5 ve vi’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

G 1 0o o | SRR 103
Sekil 3.133 n1=0.4-n»,=0.5 n3=0.6 v(,=0.5 ve vi’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

22 42T To ) OSSR 103
Sekil 3.134 n1=0.4-n,=0.5 n3=0.6 v(=0.5 ve v,’nin degisik degerleri icin w,- a grafigi

S T 42T To ) SRS RR 104
Sekil 3.135 v(=0.5, Vi1 = Vi2 = Vi3 =10 ve (nq-n2-n3) dedisik konumlari igin w,- a grafigi

G 1.0 o U PRSUSPPRI 104
Sekil 3.136 v=0.5, vk1 = Vo = Vi3 =10 ve (n4-no-n3) degisik konumlari igin w,- a grafigi

2280 1 o o | PRSPPI 105



KISALTMALAR LIiSTESI

k.e. : Kompleks eslenik

S.O.T. : Sekuler olmayan terimler
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XII

OzZET

Bu calismada eksenel hareketli cok mesnetli serit ele alinmigtir. Seridin uglarinda yer alan
mesnetler basit mesnettir. Orta bolimde bulunan mesnetler ise yay 0Ozelligine sahiptir. Serit
hizinin ortalama bir hiz etrafinda harmonik olarak degistigi kabul edilmistir. Hamilton prensibi
kullanilarak nonlineer hareket denklemleri ve sinir sartlari ¢ikariimistir. Bu denklemler ve sinir
sartlar boyutsuzlastirnimigtir. Béylece denklemlerin geometrik yapiya ve malzeme 6zelliklerine
olan bagimliliklari ortadan kaldirilmistir. Serit uzamalarindan kaynaklanan nonlineer etkiler
dikkate alinarak ¢cok mesnetli serit icin en genel nonlineer hareket denklemleri elde edilmistir.
Perturbasyon metotlarindan biri olan ¢ok zaman &lgekli metot kullanilarak yaklasik ¢ézumler
bulunmustur. Perturbasyon serisindeki ilk terim lineer problemi olusturmaktadir. Lineer
problemin ¢ézUmu ile orta kisimda yer alan mesnedin degisik konumlari, degisik yay katsayisi
ve eksenel hiz degerleri icin tabii frekanslar tam olarak hesaplanmistir. ikinci mertebede ortaya
¢ikan nonlineer terimler, lineer probleme dizeltme terimleri getirmektedir. Nonlineer terimlerin
tabii frekansa etkisi degisik parametreler icin hesaplanmistir. Hiz degisim frekansinin sifir ve
tabii frekansin iki katindan uzak oldugu, hiz degisim frekansinin sifira yakin oldugu ve hiz
degisim frekansinin tabii frekansin iki katina yakin oldugu durumlar ayri ayri incelenmistir. Hiz
degisim frekansinin tabii frekansin iki katina yakin olmasi durumunda temel parametrik
rezonans meydana gelmektedir. Temel parametrik rezonans durumu detayh bir sekilde
incelenmigstir. Her durum igin kararlilik analizi yapilarak ¢ézimlerinin kararli ve kararsiz oldugu
bolgeler tespit edilmistir. Eksenel hizin, yay katsayisinin, mesnet konumlarinin bifurkasyon
noktalarina etkileri incelenmistir. Faz modulasyon denklemleri elde edilmistir. Genliklerin

artmaya basladigi bifurkasyon (dallanma) noktalari tespit edilmistir.

Anahtar Sozciikler: Eksenel hareket, ¢cok mesnetli serit titresimleri, perturbasyon analizi,

nonlineer titresim
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ABSTRACT

In this study, axially moving string system supported from both ends and in middle part simple
was discussed. Supports at the end and middle of the beam were simple supports. Supports at
the end and middle of the string were simple supports. It is suggested that string velocity is
harmonically changed around the average speed. Nonlinear equations of motion and boundary
conditions are derived using Hamilton’s Principle. Equations of motion and boundary conditions
are converted to nondimensional form. Thus equations become independent from geometry and
material properties. The equations of motion were obtained using Hamilton’s Principle. General
Nonlinear equation of motion was obtained by considering nonlinear effect caused by beam
stretching for multi-supported beam. Approximate solutions were obtained using the Method of
Multiple Scales, a perturbation method. First term in perturbation series compose linear
problem. Natural frequencies were calculated by solving the linear problem for different
displacement of support in the middle. Correction terms are needed because of the nonlinear
terms appears in the second order. The effect of nonlinear terms on natural frequency was
calculated for different parameters. Base parametric resonance occurred where the velocity
change frequency was equal to approximately two fold of natural frequency. Basic parametric
resonance condition was examined in detail. By performing stability analysis of solutions, stable
and unstable regions were identified. The effects of axial velocity on the bifurcation points of
transverse flexibility coefficient, support number and position have been investigated. Phase
modulation equations were obtained. The bifurcation (pitchfork) points where amplitude starts

were determined.

Keywords: axially moving string, vibrations of multiple supported string, perturbation methods,

and nonlinear vibration.



1. GiRiS

Eksenel hareketli strekli ortam titresimleri teknolojik énemlerinden dolay! birgok arastirmaci
tarafindan incelenmistir. iplikler, yiiksek hizl manyetik ve kagit seritler, kayislar, motorlu testere
bicaklari, cam elyaflar, zincirler, kirisler ve akiskan tasiyan borular, teknolojik kiymeti olan bazi
orneklerdir. Titresim analizinin en énemli kismi sistemlerin tabii frekanslarinin hesaplanmasidir.
Sistemlerin tabii frekansini hesaplarken sistemleri lineer kabul etmek hesaplamada buylk
kolayliklar saglasa da sonuglar saghkli olmaz. Clnku higbir sistem lineer hareket etmez ve elde
edilen lineer sonuglar bizi yaniltabilir. Bu nedenle seridin titresimi sirasinda uzamadan dolayi

meydana gelen nonlineer etkilerinde hesaba katilmasi gerekmektedir.

Sirekli ortam titresimleri ile ilgili lineer ve nonlineer olmak Uzere birgok arastirma yapilmistir.
1979’ a kadar yapilan ¢alismalar Nayfeh ve Mook [1] tarafindan ézetlenmistir. Ozellikle uglarin
hareket etmemesinden kaynaklanan nonlineer davranig birgok arastirmaci tarafindan
incelenmistir[2-5]. Quasi [6-7] basit ve ankastre mesnetlenmis kiriglerin nonlineer titresimlerini
glglu seri yaklasimi kullanarak elde etmis ve sonuglari mevcut sonuglar ile kiyaslamigtir.
Ozkaya ve arkadaslari [8] degisik sinir sartlari igin kiitle-kiris sistemini ele almistir. Uzamalardan
kaynaklanan etkileri dikkate alarak elde ettikleri nonlineer denkleme, ayrica sénim ve zorlama
etkilerini de eklemislerdir. Bu denklemi ¢ok zaman &lgekli metodu kullanarak c¢ézmuslerdir.
Karlik ve arkadaglari [9], Ozkaya ve arkadaslarinin [8] calismasindan elde ettikleri sonuglari,
yapay sinir agl metodunu kullanarak elde ettigi sonuclar ile karsilastirmistir. Ozkaya ve
Pakdemirli [10] ankastre mesnetli kitle kiris problemini ele almistir. Nonlineer analiz ve yapay
sinir aglari uygulamasi yapmislardir. Ozkaya [11] basit mesnetli kiris lizerine yerlestirilmis n
tane kitle alarak, genel bir formulasyon ve bu formulasyona ait ¢dzimleri elde etmigtir. n adet
kutlenin konumun degistiriimesi ve farkh kitle oranlari igin ¢ézimler kullanarak uygulamalar

yapmigtir.

Eksenel hareket ile ilgili literatir calismalarinda Ulsoy ve arkadaslari [12], W.ickert ve
arkadaslar [13] tarama makalelerinde yiizlerce makaleye atif yapiimistir. Wickert ve Mote [14]
hareketli serit ve kirislerin enine titresimlerini incelemislerdir. Wickert [15] gergin kiris problemini
ele almistir. Atif yapilan ¢alismalarin hepsinde eksenel hiz sabit alinmistir. Hareketli strekli
ortamlarda degdisken hiza ait ilk denklemleri Miranker [16] elde etmistir. Pellicano ve Zirilli [17]
eksenel hareketli kiriglerin nonlineer titresimlerini ve sinir tabakalarini incelemislerdir.
Mockenstrum ve arkadaslari [18] sabit hizli sistemler igin gerilme kuvvetinin zamanla degisimini
ele almis ve kararllik durumunu incelemislerdir. Pakdemirli ve arkadaslari [19] eksenel olarak
ivmelenen seridin hareket denklemlerini Hamilton prensibi kullanarak tekrar elde etmis ve

titresimlerin kararhligini sayisal olarak arastirmistir. Pakdemirli ve Batan [20] sabit ivme ile



periyodik olarak hizlanip yavaslayan durum igin bu analizi tekrar etmistir. Pakdemirli ve Ulsoy
[21] ¢ok zaman olcekli metot (perturbasyon teknidi) ile eksenel olarak ivmelenen serit igin
yaklagik analitik ¢d6zim elde etmis ve direkt-perturbasyon, diskritizasyon-perturbasyon
metodlarini karsilastirmistir. Nayfeh ve arkadaslar [22] kuadratik ve kibik nonlineeriteler igin
direkt-perturbasyon metodunun daha iyi sonug verdigini géstermistir. Pakdemirli ve arkadaslari
[23] nonlineer kablo titresimi i¢in iki metodun sonucunu karsilastirmis ve her iki metod igin
dallanma ve kararlilk analizinin farkhlastigini ve gergek sistemin davranisinin direkt-
perturbasyon metodu ile daha iyi temsil edildigini gésterilmistir. Pakdemirli [24] ve Pakdemirli ve
Boyaci [25,26] keyfi kuadratik ve kibik nonlineeriteli genel bir model kullanarak direkt
perturbasyon metodunun daha hassas sonug verdigini gostermistir. Oz ve arkadaslar [27],
Ozkaya ve Pakdemirli [28] perturbasyon metodu ile, Ozkaya ve Pakdemirli [29] lie metodu ile
¢ozimler yapmis iki metot arasindaki farkliliklarin nonlineer denklemlere has bir durum
olmadigini lineer denklemlerde de gdriilebilecegini géstermistir. Oz ve Pakdemirli [30], Oz [31]
ve Ozkaya ve Oz [32] enine direngenligin az oldugu seritten kirise gegis durumunu farkli
metotlarla incelemistir. Bu calismalarda dedisken hizli eksenel hareketli kiriglerin temel
parametrik ve kombinasyon rezonans durumlari pertirbasyon ve yapay sinir aglari yéntemi ile
incelenmis, toplam tipi kombinasyon rezonanslarinin oldugu ancak fark tipi kombinasyon
rezonanslarinin olmadig1 gosterilmistir. Eksenel hareketli seritin geometrik nonlineerite durumu
icin ¢ozimleri de Chung ve arkadaslari [33] ve Chen ve arkadaslari [34] tarafindan elde

edilmistir.

Bu calismada, eksenel hareketli ¢ok mesnetli seridin nonlineer titresimleri incelenmistir.
Hamilton prensibi ile hareket denklemleri ¢ikartiimistir. Denklemlerin ¢6zUmu igin pertlirbasyon
tekniklerinden ¢ok zaman olcekli metot kullaniimistir. Mesnetlerdeki yay katsayisina, serit
hizina, mesnet konumuna bagl olarak tabii frekans analizi yapiimistir. Elde edilen sonuglar
grafikler halinde sunulmustur. Daha sonra serit uzamasindan kaynaklanan nonlineer terimler
dikkate alinmis ve olusan nonlineer kismi diferansiyel denklemin ¢6zimu arastiriimistir. Lineer
probleme ilave olarak nonlineer etkilerin tabii frekansa ve ¢oziimlere olan etkileri incelenmistir.
Nonlineer terimlerin tabii frekansa etkisi degisik parametreler icin hesaplanmigstir. Hiz degisim
frekansinin tabii frekansin iki katina yakin oldugu, sifirdan ve tabii frekansin iki katindan uzak
oldugu durumlar ayri ayri incelenmistir. Hiz degisim frekansinin tabii frekansin iki katina yakin
olmasi durumunda temel parametrik rezonans meydana gelmektedir. Temel parametrik
rezonans durumu detayli bir sekilde incelenmistir. Her durum igin kararlihk analizi yapilarak
¢6zUmlerinin kararl ve kararsiz oldugu bolgeler tespit edilmistir. Eksenel hizin, yay katsayisinin
ve mesnet konumlarinin bifurkasyon noktalarina etkileri incelenmistir. Faz modilasyon
denklemleri elde edilmistir. Genliklerin artmaya basladigi bifurkasyon (dallanma) noktalari tespit

edilmigtir.



2. HAREKET DENKLEMLERI

Bu bolimde Sekil 2.1’ de gosterilen eksenel hareketli gok mesnetli serit igin hareket denklemleri
elde edilmigtir. Hareket denklemlerini elde ederken bazi kabuller yapilmistir. Seridin baslangic
ve bitis noktalarinda “korunumlu sistem” kabullini bozmayacak hareket edemeyen basit mesnet
mevcuttur. On gerilme kuvvetindeki degisme miktari uzamanin degisimi ile ihmal edilebilir
seviyededir. Kesit boyutlari hareket esnasinda dedismemektedir. Yergekimi etkisi geriime

kuvvetine goére yeteri kadar kiguktiir, bdylece serit denge konumunda diiz durmaktadir.

*

* * ok * * % * **y
wp (x,t) Wy (X ,t) w3 (X ,t?
»X

RN v v

A (%) () é () »

Sekil 2.1 Eksenel hareketli cok mesnetli serit.

Sekil 2.1’ de goérllen eksenel hareketli seritte u*(x*,t*), X yonundeki boyuna degistirmeyi, v*(t*), X

yonundeki eksenel hizi, w*(x*,t*) ise z yonundeki yer degistirmeyi gostermektedir.

2.1 Hamilton Prensibiyle Hareket Denklemlerinin Elde Edilmesi

Bu kisimda hareket denklemleri Hamilton prensibi kullanilarak elde edilmigtir. Sistemin
Langrangian’ini hesaplamaya ge¢meden Once uzama etkilerini ve sistemin toplam hizlar
hesaplanacaktir. Uzama etkilerinin hesaplanmasi igin Sekil 2.2" deki gibi dx’ uzunlugunda bir

’
parga g6z 6nlne alinmigtir. Titresim esnasinda uzunluk ds , eksenel uzama miktari u,,,,dx, sol

uctaki enine yer degistirme w...,(x') ve sag uctaki enine yer degistirme w..,(x" +dx) olarak

alinmigtir.



’

Wng(X+dX ) =W q(X)+ W (X )dX

L dx’ J:u;M'dS
L 1 +u;M’)dx* i
Sekil 2.2 Hareketli seritten alinan dx’ parcasindaki yer degistirmeler
Her iki ugtaki enine yer degistirmeler arasindaki fark ise,
w;m(x* +dx*)—w:n+1(x') =w, ., (x)dx (m=0,1,2...n) (2.1)

seklinde elde edilir. m orta kisimda bulunan mesnet sayisini ifade etmektedir. dx’ uzunlugu, yer

degistirme sonrasi ds’ uzunlugu olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

N\ 2 ' 2 N2 ' 2
ds = \/[1+u:n+1 j dX*Z +W:n+1 dX*Z = \/(1+u:n+1 j +W:n+1 dX* (22)

Sekil degistirme,

* :ds —dx (2.3)

m+1 *

dx

oldugundan denklem (2.3)' e denklem (2.2)' yi yerlestirir, Taylor agihmi yapip kiguk terimleri
ihmal edilirse sekil degistirme,

' 2 2

. . 1 « 1
€mi1 = Umy1 +Eum+1 +Ewm+1 (2.4)

olarak elde edilir. Boyuna yer degistirme, enine yer degistirmeye gore kiguk kabul edilirse ve



u = O(w*z) alinirsa bazi terimler diger terimlere goére kiguk olacaktir. Bu durumda sekil

degistirme su sekilde elde edilir.

. ' 1 12

€mi1 = Umaq +Ewm+1 (2.5)

Boyuna ve enine yonindeki hizlar ise sirasiyla séyle yazilabilir.

d::"ﬂ - aéft“ﬁ ; a‘;;‘ﬁ % U UV (2.6)

!

Wit Winer | Mot X _ e wi v 2.7)
dt ot ox dt

Toplam yatay hiz ise X yonindeki hiz ile serit uzamalarindan kaynaklanan (2.6)’ da verilen hizin

toplamidir (v*+u*m+1+u;+1 v*). Kinetik enerji ve elastik potansiyel enerji sirasiyla sdyle

yazilabilir.
1] O R VAR

T=§ _[ pA{(Wm+1+wm+1v ) +(v +U UV ) }dx (2.8)
m=0 x,'“
10 _x:nu P , \? X P ,

V=— _[ EA[u:n+1 +—w, 2| dx + _[ P[u:n+1 +=w, 2 |ldx" +kw, > (2.9)
25| ! 2 ! 2

Denklemlerde x,,., orta kisimda bulunan mesnedin baslangig noktasindan olan uzakhigini ifade
etmektedir. Denklem (2.9) * da birinci integral sekil deg@istirme, ikinci integral ise eksenel geriime
ile ilgilidir. Denklem (2.8) ve (2.9) da x¢,=0 ve Xn+=L, p seridin yogunlugu, A seridin her bir
pargasinin kesit alani, k mesnetlerdeki yaylarin katsayisi, w,,,, seridin mesnetler arasindaki her

bir pargasinin enine deplasmani, E elastisite modiild, u,,,; seridin mesnetler arasindaki her bir

pargasinin eksenel vyer degistirmesi, () zamana goére tirev, () x e gore tirevi

gostermektedir. Sistemin Lagrangian’ | kinetik ve potansiyel enerji farkidir.

£=T-V (2.10)



Hamilton Prensibi ise Lagrangian’ in zaman Uzerinden integralinin varyasyonunun sifir oldugunu

belirtmektedir.

t

5[£dt" =0 (2.11)
t

Denklem (2.8) ve (2.9) denklem (2.10)a yerlestirilir ve elde edilen Lagrangian (2.11) e

yerlestirilirse,

thn)(m”1 . )2 R L2 .
6_[ > IEpA{(Wm+1+Wm+1V) +(v +U L UV ) }dx

t; m=0

" (2.12)
17y ¢f1.'22*Xm“*r1*'2* R
13 [ EAl U, oW | OX = [ Plun., Wit [dX kwr, |t =0
elde edilir. Denklem (2.12)’ nin varyasyonu alinirsa,
| o Xt , , ,
J. Z I {pA((Wr*nH + W:n+1 V*) (aw:n+1 + V*Sw:nﬂ + Wr:1+1 6V*)
t; | m=0 X,
+(u;‘m1 ULV + v*) (8(1:“+1 VU, UL OV OV ))
(2.13)
-EA[u:nH' +%W:n+1’2j (Su:nﬂ' + W:n+1'6W:11+1')
—P(Su:n”' W oW, )} dx’ } - kw:nf}dt* =0
elde edilir. Eksenel hizi belirli bir fonksiyon se¢ecegimiz igin 3v=0 olacaktir.
t g X:rm , ,
IZ[ '[ {pA((W:nM + W:n+1 V*)(Sw:nﬂ + V*Swr*nﬂ )
™0 x,
+(u;‘w ULV Y )(m;ﬂ VUL, ))
(2.14)
-EA(ur*nH' + %W;+1’2 j(su:nﬂ' + Wr*n+1'6w1*’)

—P(SU;M' W W, )} dx’ —kw, j]dt' =0

m+1



Parantezler tek tek agilirsa,

t; m+1 ’ !
J. z _[ {pA(( m+1 +Wm+1 v )6W1 +(Wm+1 +Wm+1 v )V 6Wm+1

t

’

+(um+1 + um+1 vV +V )Sumn ( m+1 + um+1 vV +V )V 6um+1 )

(2.15)
-EA( m+1 %W:nﬂ’zjsu* _EA[ m+1 %W:nﬂ’zjw:nﬂ’swr;ﬂ'

U, —PW, [ W, fdx —kw, }dt' —0

ilk integrallerden baslayarak integrallere kismi integrasyon uygulanirsa, kismi integrasyon

islemleri sonunda denklem (2.16) elde edilir.

Lnmoo L o 3 . !
+EA(u W HU W A=W Pw j}SW dx'dt’

m+1 2 m+1

{ pA( m+1+2um+1v +U

;m=0
m

+EA(u* WL W )}Su dx’dt’

"o,
VOV UL,V 2)

m+1

(2.16)

m+1 m+1

t o * , 1 . Iy
J. pA(Wm+1V +Wm+1v ) EA( m+1 m+1 +Ewm+1 j
t; m=0

—kw }5w "t

m+1 m+1{y

t n ,
+J.Z{pA(um+1v +um+1 V*2+Vk ) EA( m+1 %W;MZ]-P}S :n+1

t, m=0

m+1 dt _ O

Xm

Yukarida iki katli integralin sifir olabilmesi ancak ve ancak &w,,., ve du,.., katsayilarinin sifira

esit olmasi ile mimkindur. Buradan iki grup esitlik elde edilir.

dw*dx*dt* ‘in katsayisi

”

’* * ,'* *
—pA( FOW VAWV w V2)+PW

m+1 m+1 m+1 m+1 m+1

m+1 m+1 2

' n 3 ' " (2 17)
+EA( m+1 Wm+1 +U W* +_Wr*n+12Wr*n+1 jzo



du*dx*dt* ‘in katsayisi

’ ”

’ ” ’ ”
Lox L x * * L * L x * *2 * * *
- pA(um+1 +20p,,4V +UpqV +V +Upq V j + EA[um+1 + Wit Wi j =0 (2.18)

Bu iki denklem hareket denklemleridir. Sinir sartlari ise geriye kalan terimlerin sifira

esitlenmesiyle bulunur.

ik olarak,

t
L. s P A . ! . .
J{pA(WmHV TWhaV 2)_EA (umﬂ Wi +§Wm+1 sj_PWmH _kwm+1}6wm+1

4

dt =0 (2.19)

m

(m=0,1,2...n)

Denklem (2.19) un sifira esit olabilmesi i¢in ya parantez iginin ya da ESW:n+1 katsayisinin sifira

esit olmasi gerekmektedir.

ikinci olarak,
t; "o 2 ' 1 2 X
I pA[umHv +Up V. +V ) - EA[Um+1 + Ewm1 ] - P}éum+1 dt =0 (2.20)
t; X;n
(m=0,1,2...n)

Denklem (2.20) nin sifir olabilmesi igin ya parantezin ici ya da éSu:n+1 in sifir olmasi

gerekmektedir. Baslangi¢ ve bitis noktalarinda boyuna uzama olmadigindan dolayi,
8uy(0,t)=0, 8un.4(L,t)=0 (2.21)

yazilabilir. Béylece ele alinan fiziksel sisteme karsilik gelen hareket denklemi elde edilmistir.

* 4 * * 4 . * * "
m+1 + 2Wm+1 v+ Wm+1 v+ Wm+1

—pA(W* v ) +Pw__,

' " 3 ' " (222)
« Ty
Wm+1 +§Wm+1 Wm+1 j = 0

*

m+1

Lm0
+EA(urn+1 W, +U

’ ’ ” " ! ”n
—pA(um+1+2um+1v +UpqV +V +Upq V j+EA(um+1 + W1 W j:O (2.23)



Denklem (2.22) ve (2.23) asagidaki gibi yazilabilir.

e e iwm P
(Wm+1 +2Wm+1v +Wm+1v +Wm+1 v )_pA Wm+1
(2.24)
E'N,r*rﬁn3*!2*rr
| Unit Wit T U Wi +§Wm+1 Wi =0
’
* o o s B 2 Ef « " 1 -« 2
(um+1+2um+1v +UpqV +V +Upq V j—— U1 +§Wm+1 =0 (2.25)
P

2.2 Denklemlerin Boyutsuzlastiriimasi

Onceki bélimde elde ettigimiz denklem (2.24) ve (2.25) sistemin genellestiriimis hareket
denklemleridir. Denklemleri daha sade hale getirmek, c¢oézimlerin kullanilan malzeme ve
geometrik yapidan bagimsiz olabilmesi ve bdylece sonuglarin daha genel olabilmesi igin
denklemlerin boyutsuzlastiriimasi gerekir. Bunun igin asagidaki degisken parametreleri

tanimlanmistir.

W:n+1 u:n+1 X:n+1 * P V* 2 E kL
W, = y Uy =—, n=—2 t=t , V= y Vg =—, V, =— 2.26
mt =T T T \ pAL PpA’ " P TP (2.26)

Yukarida v, boyuna direngenligi, v yay katsayisinin etkisini géstermektedir ve sadece sinir

*

sartlarinda ¢dzimlere etki edecektir. v* eksenel hizi durgun seritteki dalga hizi ile
boyutsuzlastiriimigtir. Denklem (2.26)' da tanimlanan boyutsuz ifadeler 6nceki bélimde elde
ettigimiz denklem (2.24) ve (2.25) da ilgili yerlere yerlestirilirse boyutsuz hareket denklemleri

asagidaki gibi elde edilir.

. . . 1
(Wm+1 + 2W:n+1v + W:n+1v + W;:1+1v2 ) - [W;nﬂ [1 + Vﬁ (u;nﬂ + E W;n+12 = 0 (227)
’
i ! ! v v " 2 2 ! 1 ! 2 _
Uit + 2UmqV + UV +V + UV )= Vi | U +Ewm+1 =0 (2.28)

Teknolojik kullanimi olan parametreler icin hesap yapmak gerekirse, boyuna titresimler enine
titresimlerden 6nemli Slgiide daha hizli yayildigi igin v2 > 1alinabilir. Bu durumda denklem

(2.27) in birinci kismi ikinci kisimdan g¢ok kiguktir. Oyleyse denklem (2.28)’ yi asagidaki gibi
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yazabiliriz. Gelecek denklemlerdeki indis problemini engellemek igin m indisi yerine bu kisimda r

indisi kullaniimistir.

’

[u;+1 + %w;ﬂzj =0 (r=0,1,2,....n) (2.29)
Yukaridaki denklemin x’ e goére integrali asagidaki gibi alinirsa,

! 1 !
Upq + 5 Wit” = Crlt) = ey (2.30)

elde edilir. Orta kisimda yer alan mesnedin bulundugu noktada, yani x=x,’ de u, =up.4 ve

W;JZ :w;m2 oldugundan C.(t)= C.(t)=C(t) yazilabilir. Her bir bolge icin C..(t) ifadesi integre

edilirse,

Mr41 1 Nrs1 Mr41
Jurdx+ 2 [wiifdx= [ciex (2:31)
Nr Mr Mr

r=0,1,2,...n  (Mo=0, Nn1=1)
elde edilir. Denklem (2.31)’ de elde edilen butlin denklemler alt alta toplanirsa asagidaki ifade,

1 Nr41

! ! 1 !
Clt) =i + 5 Wit = [ Wi (2.32)

Nr

elde edilir. Denklem (2.32)’ yi, denklem (2.27) ye yerlestirip gerekli diizenlemeleri yaparsak

eksenel hareketli cok mesnetli serit icin nonlineer integro diferansiyel genel hareket denklemi

elde edilir.
n "My
(Wm+1 +2Wr'n+1V+W;n+1\./)+(Vz _1)W:;1+1 = %VE {z J. W;+12dXJW:n+1 (233)
r=0 n
m=0,1,2...n, T]o:O, T]n+1:1

Sinir sartlar su sekilde yazilabilir.

w,(0,t)=0 (2.34)
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w,,(11)=0 (2.35)
W, (1,0 = Wy (1, ) (2.36)
VW, () = (142 V2 [ W2, () - Wi, 1) (2.37)

(p=1,2,3....n)

n surekli ortamin uglari diginda kalan, iki mesnet arasindaki toplam mesnet sayisidir. Denklem
(2.33) de W, yerel ivmeyi, 2w/ v Coriolis ivmesini, vZ w" ., merkezcil ivmeyi gdstermekte

ve esitligin sagindaki boyuna direngenligin ¢arpimi olan kibik nonlineerite ise titresim

esnasinda asal eksenin sonlu uzamasindan kaynaklanmaktadir.
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3. ANALITIK COZUMLER

Eksenel hareketli serit problemi igin genellestiriimis nonlineer hareket denklemi asagidaki
gibidir;
n Mrs

m+1V + Wm+1V + Wm+1(v2 j r+1dX)Wm+1 (31 )
Nr

W +2W'

m+1

m=0,1,2...n n, =0,n,, =1

Burada (m) ortadaki yay mesnetlerinin sayisini, (n,) ortadaki yay mesnetlerinin baslangic
noktasina olan uzakligini ifade etmektedir. Yukaridaki denklemde w enine yer degistirme, v
eksenel hizdir. Serit hizinin, bir ortalama vy hizi etrafinda Q frekansi ve gv; genligi ile degisen

bicimde oldugunu varsayalim.

V=V, +gv,sinQt (3.2)

¢ hiz degisiminin kicUkligini ifade etmek icin kullaniimis bir katsayidir. Hiz fonksiyonu

denklem (3.1)’e yerlestirilirse hareket denklemi su sekli alir;

W, .4 +2W, vV, +2eW), v, SINQt+ew, ,v,Qcos Ot
2, 20,2 qin2 ; n, (3.3)
+(vg +€°vy sin” Qt + 2ev v, sinQt - w, , = v 2O I w2 dxw’
r=0 n
Sinir sartlari ise soyledir;
w,(0,)=0 W,.,(11) =0 W, (M) = W, (1) (34)
n Mrs1
Vi, W, (n,,t) = [1+ Ve [ wiZdx)l(w;(n,,t) = wy (n, 1))
=y (3.5)

Non-lineer terimlerin & mertebesinde ortaya cikabilmesi igin Wmmﬂzx/gymm+1 doéndgimi

yapalim. Bu dénusum ile ¢dzimlerin kiglk deplasmanlar icin gecerli oldugu varsayilmigtir.
Bulunan c¢dzumler yiksek genlikler icin gegerli degildir. Fakat kiguk genlikler igin bulunan
¢ozUmler bize sistemin davranisi ve genliklerin kararhligi hakkinda énemli bilgiler vermektedir.
Genliklerin arttig1 bolgelerin tespiti, yliksek genlikler igin ¢ozimlerin tespitinden daha énemlidir.

Bu calismada temel olarak, genliklerin artisinin arastiriimasindan ziyade genlikleri artmasina
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neden olan kararsiz bolgeleri tespit edilmesi hedeflenmistir. Genlikler icin yapilan bu kigik

kabull ile boyutsuz hareket denklemi ve sinir sartlari su sekilde elde edilir.

Vo +2Y0 4V, + 28y V. SINQt + gy’ v.Qcos Ot

st 3.6
+(V2 + €’V sin® Qt+ 2ev,v, sinQt - 1)y’ ., = j y2dx)y” (3.6)
r=0 oy,
y;(0t)=0  vy,.,(1t)=0 Yo (M t) = YoMy t) (3.7)
n M
Vkp yp (np’ 1+ Vb Z J‘ yfAdX yp+1 np! )_ yé) (nplt)) (38)

Problemin ¢6zUmu igin perturbasyon metotlarindan ¢ok zaman d&lgekli metot kullaniimaktadir.

Yer degistirme fonksiyonu igin asagidaki ¢6zimi 6nerebiliriz.
Yma(Xte) = y(m+1)1(X7T0!T1 )+ €Y (m+1)2 (X To, )+ (3.9)

Burada y(m+1)1 ilk mertebedeki titregim fonksiyonunu ym.1)2 ise € mertebesindeki fonksiyonu ifade
etmektedir. To=t hizli zaman 6lgegdi ve T4=ct yavas zaman 0l¢edidir. Zamana gore tlrevler ise su

sekildedir.
— =DZ2+2eD,D, +...... (3.10)

Denklemler (3.9) ve (3.10), denklem (3.6)da ve sinir sartlarinda yerine koyup mertebe

duzenlemesi yapar ve yluksek mertebe terimleri ihmal edersek su denklem elde edilir.

y (matp T 2v Doy m)1 ( 1)Y(m+1
+&(2DoD1Y .y + Doy mez +2VoDoY(menz + 2V4DiY (maay
+(v2 =Y (minz T2V, SINQTDY (11 (3.11)
+2v,V, SINQT Yy o+ V,Qcos QT )+ O(e”) + O(e?)

n_ M

—_V 2 Z I ym Y mety

"On

Denklem (3.11)i 1 ve & mertebesine goére ayristirilirsa, her mertebedeki genel hareket

denklemleri ve genel sinir sartlari su sekilde elde edilir.
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1 mertebesi:
Dgy matyt T 2V0Doy£m+1)1 + (Vg - 1)y£'m+1)1 =0
¥ (0,t)=0 Ypimn(1t)=0 Yor (Mo 1) = Ypan (M, 1)

Vi YorMpst) = (Yipunr (M ) = Yp (1)

€ mertebesi:

Dgy met2 T 2V0D0y('m+1)2 + (Vg - 1)y("m+1)2 =-2D D1y(m+1 -2v D1y('m+1

=2V, SINQT DY, — 2V, V, SINQT YL = V,QCOSQT V(0 + = vb(z I Y AX)Y (o

r=0
y12(07t) = O y (p+1)2 (1 t) O yp2 (np’t) = y(p+1)2 (np’t)
1 n Mt
yp2 np7 = 2 Z _[ y r+1)1dX yp1(np’t)
=0 n

3.1 Lineer Problem

1 mertebesindeki denklemler lineer problemi olusturmaktadir.

D2Y et + 2V6DoY ey + (Vo = frsay =0

Lineer mertebe denklemleri i¢in su sekilde bir ¢6zim fonksiyonu énerebiliriz.
Y(metn (%, To. Trie) = A(T1)e" ™ Yy (x) + ATy Je ™ Yy 4 (x)

Denklem(3.19)'u, denklem(3.18)’e yerlestirirsek, genel denklem su hale dénusir.

(V& = DY ety + 2V0i0Y(mupy — 07 (=0

Sinir sartlari ise su sekilde yazilabilir.

Y,(0)=0 Ypn(1)=0 Yo(n,) = Y (M)

Vi, Yp (np) = (Y('pﬂ)(np )- Yr;(np ))

C6zum icin asagidaki genel denklemi yazabiliriz.

(3.12)
(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Y.

m+1

(X) = Cyp €™ +Cypp, €™ (3.23)

Sinir sartlari kullanilarak lineer mertebedeki hareket denklemi ¢ézilirse frekans denklemi elde

edilir.

3.1.1 Orta Boliimde iki Yay Mesnetli Durum igin analitik goziimler

* k% * * ok * y
wp (X ,t) VHE) W) T(x ) |—>V*(t*) |_> V*(t*)W3 (TX t )T *
»X

I
2 Dt I () 2
7 77 77 m

Sekil 3.1 Eksenel hareketli iki adet yay mesnetli serit.

Orta bélimde iki adet yay mesnet olmasi durumunda 1 ve ¢ mertebesindeki denklemler su

sekilde yazilabilir.

1 mertebesi:
D3yy, +2vgDyYs, + (V5 = 1)yf, =0 (3.24)
DoYaq +2v,DoYy, +(vg —1)y5, =0 (3.25)
DoYay +2v,Doyy +(vg —1)ys, =0 (3.26)
€ mertebesi:

D§y12 + 2V0Doy;2 + (Vg - 1)y;’2 = _2D0D1y11 - 2V0D1y41

H ’ H ” ’ 1 2 K 2 T 2 7 2 " (327)
—-2v,sinQTDyy;, —2v,v, sinQTyyY, —v,Qcos QT y;, +Evb(j yidx + j y, dx + I y5dx)yd,
0

™ N2

Dgyzz + 2V0Doy'22 + (Vg - 1)y;2 = _2D0D1y21 _2V0D1y'21
H ’ H ” ' 1 2 p 2 t 2 1 2 " (328)
—-2v,sinQTD,y5, —2V,V, sinQT,y;, —v,Qcos QT y,, + EVb (j y;rdx + I y,dx + .[ Y5 dx)ys,
0

M N2
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Dsysz + 2V0D0yé2 + (V(2) - 1)ygz = _2D0D1y31 - 2V0D1yé1

H ’ H " ’ 1 2 K 2 't 2 1 2 " (329)
-2v,sinQT,D,y;, —2v,v,sinQT,y;, —v,Qcos QT y;, + Evb(f y; dx + f y,dx + f y5 dx)ys,
0

M N2

1 mertebesindeki denklemlerin ¢6zimu lineer problemin ¢éziminu verecektir. Denklem

(3.24-3.26) icin su ¢dzim fonksiyonlarini alabiliriz.

Vo (6T, Tie) = A(T, e Y, (x) + A(T,)e Y, (x) (3.30)
Yo (%, Ty, Tise) = A(T, )™ Y, (x) + A(T, )e ™ Y, (x) (3.31)
Yo (% Ty, Tire) = A(T, )e“ Y, (x) + A(T, )e ™ Y,(x) (3.32)

Bu durumda mekana bagl denklemler su hali alir

(V2 =Y+ 2v ioY! - 02Y, =0 (3.33)

0 1 0 1 1

(V2 —1)Y] +2v,i0Y, - oY, =0 (3.34)

(V=Y +2v ioY, - 02Y, =0 (3.35)
0 3 0 3 3

Sinir sartlari agagidaki gibi olur.

Y,(0)=0 Y,(1)=0 Y,(n,) = Y,(n,) Y,(n,) = Ys(n,) (3.36)
Vk1Y1(T]1) = (er(rh)_ Y1’(n1)) (3.37)
Vi, Yo (M) = (Ys(n,) = Ys(n,)) (3.38)

Denklem (3.33-3.35) igin su fonksiyonlari ¢6zim olarak énerelim.

Y,(x) = ¢, + e (3.39)
Y,(x) = c,e™ +c,e (3.40)
Y,(x) = ¢, +c e (3.41)

Bu ¢dzimlerin sonucunda ortaya ¢ikan katsayl matrisinin determinanti bize frekans denklemini
verir. Orta boélumde iki yay mesnedin olmasi durumunda frekans denklemi asagidaki gibi elde

edilir.
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(_eﬂ1ﬁ1 + emﬁz )Vk1 [(eﬂzﬁﬁ'ﬁz _ eﬁﬁﬂzﬁz )(enzﬁ1+ﬂ1ﬁz _ emB1+nsz )Vk2 + enz(ﬁﬁﬁz)(emﬁw‘*ﬁz _ eﬁﬁ'mﬁz )(B1 _ Bz )]

(3.42)
_eﬂ1(B1+ﬁ2)[(eflzﬁ1 _ eflzﬁz )(eﬂ2ﬁ1+52 _ eﬁﬁﬂzﬁz )Vk2 + eflz(ﬁﬁﬁz)(_eﬁﬁ + eﬁz )([31 _ B2 )](B1 _ BZ)

Sekil (3.2-3.19)'da iki yay mesnedine sahip eksenel hareketli serit problemi igin tabii frekans
grafikleri gizilmistir. Eksenel hareketli seritte yay katsayisinin artmasi ve mesnet konumlarinin
degismesi ile ilk G¢ tabii frekans degerlerinin nasil degistigi arastiriimistir. Degisik mesnet
konumlari ve yay katsayilari ele alinarak grafikler cizilmistir. Sekil (3.2-3.4) de n;=0.1 ve
n.=0.9 konumlari ve yay katsayisinin 2,10,20,60 degerleri icin ilk U¢ tabii frekans degerlerinin
eksenel hiza bagh degisim grafikleri gizilmistir. Her U¢ sekilde de yay katsayilar arttiginda batin
tabii frekans degerlerinde artis oldugu goérilmektedir. Eksenel hizin artmasi ile tim durumlar igin
tabii frekans degeri dismektedir. Sekil (3.5-3.7)’ de n4=0.2 ve 1n,=0.8 konumlari i¢in, Sekil (3.8—
3.10) da n4=0.3 ve n»=0.7 konumlari igin ve Sekil (3.11-3.13)’ te n,=0.4 ve n,=0.6 konumlari
icin yay katsayisinin 2,10,20,60 degerleri ele alinarak ilk Ug¢ tabii frekans degerlerinin eksenel
hiza bagh degisim grafikleri ¢izilmistir. Batin grafiklerde yay katsayilari arttiginda tabii frekans
degerlerinde artmaktadir. Eksel hizin artmasi ile tim durumlar igin tabii frekans degeri

dismektedir.

Sekil (3.14-3.19) da iki yay mesnetli serit icin mesnet konumlarinin ilk Gg¢ tabii frekans
degerlerine etkileri arastiriimistir. Boyutsuz yay katsayisi degerleri 10 ve 60 alinarak ilk Ug tabii
frekans degerlerinin eksenel hiza bagl degisimleri gizilmistir. Sekil (3.14-3.16)" da boyutsuz yay
katsayisi degerleri v¢1=vx=10 alinarak degisik n4 ve n, degerleri i¢in ilk Gg¢ tabii frekans grafikleri
gOsterilmigtir. Sekil (3.14)de eksenel hiza baglh 1. tabii frekans degerleri c¢izilmistir.
Mesnetlerinin konumlari birbirine yaklastiginda 1. tabi frekans degerlerinin arttigi gérdlmustur.
Sekil (3.15)'de eksenel hiza bagh 2. tabii frekans degerleri gizilmistir. (n4,m2) ¢iftinin (0.1,0.9) ile
(0.4,0.6) degerleri ve (0.2,0.8) ile (0.3,0.7) degerleri ¢akismaktadir. Bu ¢akisma, bu mesnet
konumlarinda 2.mod yapilarinin birbirine benzemesinden kaynaklanmaktadir. Sekil (3.16)'da
eksenel hiza bagh 3. tabii frekans degerleri ¢izilmistir. En yiksek tabii frekans degerleri (n4,m2)
¢Giftinin (0.2,0.8) degerinde, en dislik tabii frekans degerleri ise (n¢,m2) ¢iftinin (0.3,0.7)

degerinde olmaktadir.

Sekil (3.17-3.19) da boyutsuz yay katsayisi degerleri vy;1=v(,=60 alinarak degisik ni ve n,
degerleri icin ilk Ug tabii frekans grafikleri gosterilmistir. Sekil (3.17)'de eksenel hiza bagh 1. tabii
frekans grafidi cizilmistir. Mesnetlerinin konumlari birbirine yaklastiginda 1. tabi frekans
degerlerinin arttigi gordlmastir. Sekil (3.18)’'de eksenel hiza bagh 2. tabii frekans grafigi
gizilmistir. (n1,m2) ciftinin (0.1,0.9) ile (0.4,0.6) degerleri ve (0.2,0.8) ile (0.3,0.7) degerleri

cakismaktadir. Bu c¢akisma, bu mesnet konumlarinda 2.mod yapilarinin birbirine
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benzemesinden kaynaklanmaktadir. $ekil (3.19) da eksenel hiza bagh 3. tabii frekans degerleri
cizilmistir. En ylksek tabii frekans degerleri (n4,n2) ¢iftinin (0.2,0.8) degerinde, en disuk tabii
frekans degerleri ise (n4,m2) ¢iftinin (0.3,0.7) degerinde olmaktadir.
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0 1 1 1 1 1 1 L 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1

0

Sekil 3.2 Degisik yay katsayilari igin eksenel hiza bagli tabii frekans degisimi
(1. mod, n4=0.1 - n»=0.9)

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Yo

Sekil 3.3 Degisik yay katsayilari i¢cin eksenel hiza bagli tabii frekans degisimi
(2. mod, n4=0.1 - n»=0.9)
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0 1 1 1 1 L L 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.4 Degisik yay katsayilari icin eksenel hiza bagli tabii frekans degisimi
(3. mod, n4=0.1 - n>=0.9)

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.5 Degisik yay katsayilari i¢cin eksenel hiza bagli tabii frekans degisimi
(1. mod, n4=0.2 - n,=0.8)



21

0 1 1 1 1 L L 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.6 Degisik yay katsayilari icin eksenel hiza bagli tabii frekans degisimi
(2. mod, n4=0.2 - n,=0.8)

14 ——

Sekil 3.7 Degisik yay katsayilari igin eksenel hiza bagh tabii frekans degisimi
( 3. mod, n1=0.2 - n,=0.8)
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0 1 1 1 1 L L 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.8 Degisik yay katsayilari i¢cin eksenel hiza bagli tabii frekans degisimi
(1. mod, n1=0.3 - n,=0.7)

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.9 Degisik yay katsayilari igin eksenel hiza bagli tabii frekans degisimi
(2. mod, n1=0.3 - n,=0.7)
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12

0 1 1 1 1 L L 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.10 Degisik yay katsayilari icin eksenel hiza bagl tabii frekans degisimi
(3. mod, n4=0.3 - n>=0.7)

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.11 Degisik yay katsayilari icin eksenel hiza bagl tabii frekans degisimi
(1. mod, n4=0.4 - n,=0.6)
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0 1 1 1 1 L L 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.12 Degisik yay katsayilari icin eksenel hiza baglh tabii frekans degisimi
(2. mod, n4=0.4 - n,=0.6)

14

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.13 Degisik yay katsayilari icin eksenel hiza baglh tabii frekans degisimi
(3. mod, n4=0.4 - n,=0.6)
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0 1 1 1 1 L L 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.14 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagl tabii frekans degigimi
( 1. mOd, Vk1=Vk2=10)

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.15 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagl tabii frekans degigimi
( 2. mOd, Vk1=Vk2=10)
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0 1 1 1 1 L L 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.16 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagl tabii frekans degigimi
( 3. mOd, Vk1=Vk2=10)

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.17 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagl tabii frekans degigimi
(1. mod, v¢1=v,2=60)
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0 1 1 1 1 L L 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.18 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagli tabii frekans degigimi
( 2. mod, Vk1=Vk2=60)

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Yo

Sekil 3.19 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagl tabii frekans degigimi
(3. mod, vg1=v,x=60)



28

3.1.2 Orta Béliimde Ug Yay Mesnetli Durum igin analitik géziimler

Wi fx TVV*(t"z)T ) r»v*(ﬁi)T r»v*(t*f1 : T
Ly *(t%) e w* (%) S L ug*(t%) L ug*(t%)

Sekil 3.20 Eksenel hareketli G¢ adet yay mesnetli serit.

Benzer sekilde orta bélimde U¢ adet yay mesnet olmasi durumunda 1 ve € mertebesindeki

denklemler su sekilde yazilir.

1 mertebesi:
D51 +2vDoy;, +(vg = Nyi, =0 (3.43)
DYz +2VDyyy, +(vg —Nyj, =0 (3.44)
D5Ysr +2v4DoY5, +(vg —1)y3, =0 (3.45)
D3Yar +2VDyYiy +(vo —1)ys, =0 (3.46)
€ mertebesi:

DEY12 +2vDyyi, + (V(Z) = Nyi =-2DD,y;; —2v,Dyyy,
. . 1 ) Y] ) Nz ) M3 ) 1 ) (347)
-2v,sinQT,Dyy}, —2v,v, sinQTyyy, —v,Qcos QTyy;, + Evb(f yidx + I y,dx+ j ysdx + I y,dx)ys,
0

L] N2 M3

Dgyzz + 2V0Doy’22 + (V<2> - 1)ygz = _2D0D1y21 - 2V0D1y’21
] ) 1 ) Y] ) Mz 5 n3 ) 1 ) (348)
-2v,sinQT,D,y5, —2v,Vv, sinQTyy;, —v,QcosQTy,, + 5vb(.[ y;odx + j y,dx + f yodx + f y, dx)ys,
0

M N2 M3

DgYa, +2VoDgYs, + (Vg = 1)y = —2DD,Y4, —2voD,ys,
) . 1 ) U] ) n2 ) n3 ) 1 ) (349)
-2v,sinQT,D,y;, —2v,Vv, sinQT,y;, —v,Qcos QT y;, + Evb(f ydx + j y, dx + f yodx + f Y, dx)ys,
0

M N2 M3

—»X
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D§y42 +2v Doy, + (Vg =1)Yi2 = —2DD,y 4 —2v,D,y,,

1 Ul n2 n3 1 (350)
—2v,sinQT,D, Y}, — 2v,V, sinQT Y, —v,Qcos QT y,, + Evﬁ(j y/2dx + I y2dx + J yZdx + J y.2dx)ys,
0

N N2 N3
1 mertebesindeki denklemlerin ¢ézimu lineer problemin ¢dézimunu verecektir. Denklem

(3.43-3.46) icin su ¢dzim fonksiyonlarini yazabiliriz.

Yiu (X, To, Tyse) = A(T, )ein0Y1(X) + 'E‘(T1 )eimoz(x)

(3.51)
Yor (%, Ty, Tie) = A(T,)E T Y, () + A(T, )e " Y, (x) (3.52)
Var (%, Ty, Tie) = A(T,)E T Y, (x) + AT, )e " Y, (x) (3.53)
V(% Ty, Tie) = A(T,)e“ Y, (x) + A(T,)e ™Y, (x) (3.54)
Bu durumda mekana bagl denklemler su hali alir
(Vg - 1)Y1"+ 2V0i(DY1' — (1)2Y1 =0 (3 55)
(VZ=1)Y} +2v oY) -o’Y, =0 (3.56)
(V2 =1N)YJ +2v oY, - o*Y, =0 (3.57)
(VZ=1Y]+2v oY, -o’Y, =0 (3.58)
Sinir sartlari agagidaki gibi olur.
Y1(0) =0 Y4(1) =0 Y1(T]1) = Yz(n1) Yz(nz) = Ys(nz) Ys(ns) = Y4(T13) (359)
vi, Ya(ny) = (Y;(n,) = Yi(n,)) (3.60)
szYz(nz)z(Yé(nz)_Yz’(nz)) (3.61)
VkaYa(Th) = (Yz;(ns)_Ye:(ns)) (3.62)
Denklem (3.55-3.58) igin su fonksiyonlari ¢6zim olarak énerelim.
Y,(x) = c.e™ +c,e (3.63)
Y,(x) = c,e™ +c,e™ (3.64)
Y;(x) = c5e™ +c e (3.65)

Y,(x) = c, e’ +c e (3.66)
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Bu ¢ézimlerin sonucunda ortaya ¢ikan katsayr matrisinin determinanti bize frekans denklemini
verir. Orta boélimde ¢ adet yay mesnedin olmasi durumunda frekans denklemi asagidaki gibi

elde edilir.

Vi (Vk2 [Vk3 (e(rh+nz+2m)ﬁ+ﬂ+m+nz)ﬁz — 2Bty _ 2 Bk | e 2m)Brhn 2l _
e(1+2nz)&+2(m+7h)ﬁz _e(m+2nz+m)ﬁ1+<1+m+m)& +e(2m+m)ﬁ+(1+2fh+m)& _e(1+m+nz+fb)&+<fh+m+m)ﬁz +
B ey 12 )2 )y (H e B+ 2 )y (2 By +2r )y
e(1+2rh+nz)ﬁl+mz+2m)ﬁz +e(w+m)wm+m+2rb)& +e2rh&+&+<m+m)(ﬁ%)_e}zﬂm%wm%))_

efb(&%)(erhﬁ —_gt’ )(eThBﬁ‘ﬁz —hr )(_erbﬁw”hﬁz +ePrind B, —B,)]+ (3.67)
enz(ﬁ*ﬁz)(em& —_gt )(ens&% —rmb Xem&wl& — g, WV, +em(ﬁ1+ﬁz)(emfa+ﬁz —ghrmi XB,—B)B,—B,)+
(em(&%)(efb& —gt® )Vk2 ((erbﬁﬁ‘ﬁz —hr )(eThﬁﬁTbﬁz — gt WV, +em(ﬁw+ﬁz)(emﬁ1+ﬁz —hre B, —B,))+

e(wnz)(ﬁwﬁz)«em& —_gth )(efb&*“ﬁz —ghrm )\/k3 +e“3(ﬁ”+[¥)(—e81 +e” )(ﬂ —Bz))(ﬁ _ﬁz))(ﬁ _Bz)

Sekil (3.21-3.29)'da orta kisimda ¢ yay mesnedine sahip eksenel hareketli serit problemi ele
alinmigtir. Eksenel hareketli seritte yay katsayisinin artmasi ve mesnet konumlarinin degismesi
ile ilk ¢ tabii frekans degerlerinin nasil degistigi arastiriimistir. Degisik mesnet konumlari ve yay
katsayilari ele alinarak grafikler gizilmistir. Her Gi¢ konumda ele alinan yaylarin esdeger oldugu
ve yay katsayilarinin esit oldugu kabul edilmistir. Ug mesnetten bir tanesinin sirekli orta

noktada oldugu kabul edilmigtir.

Sekil (3.21-3.26)' da ortada ¢ adet yay mesnedi bulunmasi durumunda yay katsayilarinin
artmasi ile tabii frekanslarin nasil degistigi arastiniimistir. Sekil (3.21-3.23)'de yay katsayisi
degerleri vi1=vio= Vk3=10 alinarak degisik nq,n2,ns degerleri icin ilk Gg¢ tabii frekans grafikleri
cizilmistir. Sekil (3.21)de yay mesnetlerinin konumu birbirine yaklastiginda 1. tabi frekans
degerlerinin arttigi gérulmustar. $Sekil (3.22)'de 2. tabii frekans degerlerinin mesnet konumlari ile
degisimi incelenmistir. (ny,n2,n3) ifadelerinin (0.1,0.5,0.9) ile (0.4,0.5,0.6) degerleri ve
(0.2,0.5,0.8) ile (0.3,0.5,0.7) degerleri ¢gakismaktadir. Bu ¢akisma, bu mesnet konumlarinda
2.mod yapilarinin birbirine benzemesinden kaynaklanmaktadir. Sekil (3.23)'de ise 3. tabii
frekans degerlerinin mesnet konumlar ile dedisimi incelenmistir. En yiksek tabii frekans
degerleri (n1, M2, n3) ifadelerinin (0.2,0.5,0.8) degerinde, en dislk tabii frekans degerleri ise
(0.3,0.5,0.7) degerinde olmaktadir.

Sekil (3.24-3.26) da ise yay katsayisi degerleri vii=vio= Vvk3=60 alinarak degisik nq,n2,N3
degerleri icin ilk U¢ tabii frekans grafikleri cizilmistir. Sekil (3.21-3.23) e benzer olarak
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mesnetlerinin konumu birbirine yaklastiginda 1. tabi frekans degerlerinin artmaktadir. 2. tabii
frekans degerlerinde de (14, n2, N3) ¢iftinin (0.1,0.5,0.9) ile (0.4,0.5,0.6) degerleri ve (0.2,0.5,0.8)
ile (0.3,0.5,0.7) degerleri cakismaktadir. 3. tabii frekans degerleri igin en yliksek tabii frekans
degerleri (n, Mo, n3) ifadelerinin (0.2,0.5,0.8) degerinde, en dusuk tabii frekans degerleri ise
(0.3,0.5, 0.7) degerinde olmaktadir.

Sekil (3.27-3.29) da ise ortadaki yay mesnetlerinin sayisinin artmasi ile ilk Gi¢ tabi frekanstaki
degisim incelenmistir. Boyutsuz yay katsayisi degerleri v1=vi>= Vk3=10 alinarak ilk 3 tabii
frekans degerinin ortada iki mesnet (n;=0.3, n,=0.7) ve u¢ mesnet (n41=0.3, n,=0.5, n4=0.7)
durumlari igin gizilmistir. Sekil (3.27) 'de mesnet sayisi arttiginda 1. tabii frekans degerlerinin
arttig1 goralmastur. Sekil (3.28) de ortada iki ve U¢ mesnet olmasi durumunda 2. mod frekans
degerleri ayni olmaktadir. Bunun sebebi 2. mod yapisinda orta noktanin digim noktasi
olmasidir. Sekil (3.29)’da 3. mod igin tabi frekanstaki degisim verilmistir. 1. tabii frekans
degisiminde oldugu gibi mesnet sayisinin artmasi 3. tabii frekans degerini arttirmaktadir. Fakat

artis orani 1. tabii frekans degerlerindeki artistan daha azdir.
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;50.31,=0.51,=0.7
n1=0.4 n2=0.5 n3=0.6

n1=0.2 n2=0.5 n3=0.8

47 1,=0.17,=0.5 1,=0.9 ]
s
3L ,
2 —
1+ —
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
V,
0

Sekil 3.21 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagli tabii frekans degisimi

(1. mod, vg1=Vie= V3 =10)

9 T T T
n1=0.3 n2=0.5 n3=0.7

n1=0.2 1’]2:0.5 1’]3=0.8

n1=0.1 n2=0.5 1]3=0.9
5F 1,704 n,=0.51,=0.6 1

5]

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
vV

0

Sekil 3.22 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagl tabii frekans degigimi

(2. mod, Vk1=Vip= Vi3 =10)
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12 T T T
n1=0.2 n2=0.5 n3=0.8
n1=0.4 n2=0.5 n3=0.6
10 X 8
=0.1 1,=0.5 n,=0.9
1,=0.3 1,=0.5 1,=0.7 2 N
sl |
& 6r |
al |
oL |
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
V
0

Sekil 3.23 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagli tabii frekans degisimi

(3. mod, Vk1=Vi= Vi3 =10)

n1=0.3 n2=0.5 n3=0.7

n1=0.2 n2=0.5 n3=0.8

n1=0.4 n2=0.5 n3=0.6

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
vV

0

Sekil 3.24 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagl tabii frekans degigimi

(1. mod, Vg1=Vie= Vi3 =60)
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n1=0.2 ”r|2=0.5 T‘|3=0.8
n1=0.4 n2=0.5 n3=0.6 N

n1=0.1 n2=0.5 r|3=0.9 _
n1=0.3 n2=0.5 n3=0.7

g o 1
40 i
3L i
2L i
1L i

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Yo

Sekil 3.25 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagli tabii frekans degisimi

(2. mod, Vg1=Vio= Vi3 =60)

16 T T T T

=04 1,=0.51,=0.6

=0.2 112:0.5 1’]3:0.8 —
=0.11,=0.511,=0.9

14

12
n1=0.3 n2=0.5 1]3=0.7
10+ e

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
vV

0

Sekil 3.26 Degisik mesnet konumlari igin eksenel hiza bagl tabii frekans degigimi

(3. mod, Vk1=Vip= Vi3 =60)
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n,=0.3n,=0.5n;=0.7

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1

V,
0

Sekil 3.27 Degisik yay mesnet sayilari icin eksenel hiza baglh tabii frekans degisimi

( 1. mod, Vik1=Vk2= Vi3 :10)

n,=0.3 n,=0.7
n4=0.3n,=0.51,=0.7

1
0 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1

O 1 1 1 1

Yo
Sekil 3.28 Degisik yay mesnet sayilari igin eksenel hiza baglh tabii frekans degisimi

( 2. mOd, Vik1=Vk2= Vk3 =10)
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12

n,=0.3 n,=0.5n,=0.7

10

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1

Yo

Sekil 3.29 Degisik yay mesnet sayilari igin eksenel hiza bagl tabii frekans degisimi

(3. mod, Vk1=Vio= Vi3 =10)
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3.2 Nonlineer Problem

Ele aldigimiz problem igin nonlineer terimler ¢ mertebesinde ortaya ¢ikmaktadir

Dﬁy m+1)2 + 2V0Doy(’m+1)2 + (VcZJ - 1)y("m+1)2 = _2D0D1y(m+1 17 2V0D1y(’m+1 1

0 T (3.68)
_2V1 SInQTODOy(ImMN 2V v SInQTOy m-+1)1 -V QCOSQTOy(m+1 += V (z I y r+1)1 )y(”m+1)1
r=0 n

Non-lineer mertebe olan € mertebesi igin asagidaki genel ¢ézimleri dnerebiliriz;
Y% T T) =0 (X T)e"™ + W, (x T, T,) + ke (3.69)

Denklem (3.69)'da ilk terim (¢) fonksiyonun sekiler terimleri ile ilgili, ikinci terim (W) ise

fonksiyonun sekiler olmayan terimleri ile ilgilidir.

0T, | .-iQT, iQT,  .-iQT,
cosQT, =2 % sinqT, = © (3.70)
2 2i
Onerdigimiz bu ¢dzimleri ve sin ile cos agilimlarini, denklem (3.68) ve € mertebesi sinir
sartlarinda yerlerine yazdigimizda;
e [-0’p +2ivo0d’ +(ve-N0" 1=-2(i0Y,, +V Ym+1 )D,Ae"T
v (-oY  — 5 Yn'w1 +iv Y A Ly (oY - 5 Yr'n+1IV Y )Ae @ (3.71)
n "Mt n Mrs1 _
+— v 22Y7 (X [ Yeaead)+ Yo, (O [ Y2 dx)]A’Ae™ +SOT.+ke.
r=0 n r=0
¢1 (O) = O ¢p+1(1) = 0 (I)p (np) = ¢p+1 (np) (3'72)
¢,(n,)e"" = v 212, ”(Z j r Y)Y j Y2 dx)]A2Ae“T (3.73)

’*n

ifadeleri elde edilir. Burada (k.e.) kompleks eslenik terimlerini, (S.0.T.) ise sekiiler olmayan
terimleri ifade etmektedir. Bu denklem 1 mertebesindeki denklem (3.18) in homojen olmayan

halidir. Homojen denklemin basit olmayan bir ¢6zUmu olduguna goére, homojen olmayan

denklemin de ¢dzulebilmesi ancak ve ancak ¢ozulebilirlik sartinin saglanmasina baghdir. Hiz

degdisim frekansi Q'nin degisik durumlari icin ¢ézulebilirlik sartlari ayri ayri incelenmistir.
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3.2.1 O’nin 2 ya Yakin Oldugu Durum (Temel Parametrik Rezonans (Q=2w+¢c))

Bu kisimda Temel Parametrik rezonans incelenecektir, parametrik rezonans hiz degisim
frekansinin tabii frekansin 2 katina yakin oldugu durumdur. Bunun igin hiz degisim frekansini su
sekilde ele alalim.

Q=20+¢ec (3.74)

Denklem (3.74)’ deki o ayar parametresi olup 1 mertebesinde bir terimdir. Denklemlerde €=0.01
alinmistir. Denklem (3.74), denklem (3.71) e yerlestirilirse,

—o0’) + 2iv0w¢’m (VRN = —2(oY,,,+ VoY, DA
+Vv, (oY, — 5 \?;Miv Y )Ae“" (3.75)

n M n Mt _

+— vb[2 A [ Y Y @)+ YO [ Y2 dx)APA+SOT. +ke.
r=0 1y, =0,

elde edilir. Sinir sartlari ise,

¢,(0)=0 ¢p4(1)=0 ¢, (My) = dp4(M;) (3.76)

dp(,) = v 212,,,.(). I Y @)+ Y, (O J Y.2 dx)JA’A (3.77)

r=0 n, r=0
olarak bulunur. Denklem (3.75)’ in sol tarafini syle tanimlayalim,

Lm+1(¢m+1) = (Vg - 1)¢m+1 + 2IV m¢m+1 (D2¢m+1 (378)

Denklem (3.78) keyfi bir gn+¢ fonksiyonu ile ¢arpip tanim kiimesi Uzerinden integre edilirse,

nf” n_ "M
3 [ Gks@x =3 [ 9,.,(Sag taraf) dx (3.79)
r=0 e r=0 n

elde edilir. gm+s baslangigta keyfi bir fonksiyon idi. Bu fonksiyonu sol taraftaki integrali sifir
yapacak sekilde secilirse ve sol taraftaki denklem (3.79) daki kismi integrasyon islemi

¢ozimlenirse,
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j ((VS _1)gr';+12ivo(’)g:n+1 ~ ©°Grpe1 o sdX

r=0 n

+ 2iV00)(gm+1 ¢m+1 ) ::H + (Vg - 1) [gm+1 ¢:n+1 - g:n+1¢m+1] |::+1 :| =0

m:O,1,2...n, T]O:O, T]n+1:1

(3.80)

elde edebiliriz. Cozilebilirlik sartini bulmak icin denklem (3.79) un sag tarafi sifirlarsak sol

tarafin sifira esit olabilmesi ancak ve ancak integral icinin sifir olmasi ve sinir sartlarinin sifir

olmasi ile mimkinddr. Boylece,

(Vg - 1) g:;+1 + 2iv0mg:n+1 - ('Ozgm+1 = 0

(3.81)

yazilabilir. Sinir sartlari agik olarak yazilirsa gm.s fonksiyonu O(1) mertebesi ¢6zimi igin

kullandigimiz Y .4 fonksiyonun kompleks eslenigi oldugu anlasiimaktadir.

Im+1 (x)= 7m+1 (x)

(3.82)

Buldugumuz gn,+¢ fonksiyonunu denklem (3.79)’ un sag tarafina yerlestirirse ¢ozulebilirlik sarti

elde edilir.

DA +k,Ae®" —k,A%ZA =0

ko ve k; katsayilarinin en genel hali su sekilde yazilabilir.

n Mr+1 n Mrs

(@=20)Y" [ Vi Yemad) = 2v0(Y" Vi1 Vnss)
Ko — 1 r=0 q, r=0 n,
0 __V1 n M1 n Mrs1
I(D(z ij+1Ym+1dX)+V0(z Y1 Ym10X)
r=0 p r=0 p
n Nra1 . n Nra1 _ n MNra n T1r+1_ _
20" [ Yo Y@ [ Y Venaad)+ (Y [YZad )Y [Vitr¥inuc)
2 r=0 n r=0 n r=0 Tlr r=0 n
ks =Z b n n
n r+1 n r+1

i(’)(z JYm+1Vm+1dX) +Vo (Z IY|41+17m+1dX)

r=0 Nr r=0 Nr

(3.83)

(3.84)

(3.85)
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Burada yer alan serit hizinin degisim genligi v4=0.1, boyuna direngenlik v,=5 alinmistir. Basit
olmayan ¢6zim igin kompleks genlik su sekilde tanimlanabilir.

A= lae (3.86)
2

Denklem (3.86), denklem (3.83) e vyerlestirip, denklemler gercel ve sanal kisimlarina
ayrildiginda genlik faz modulasyon denklemleri agagidaki gibi elde edilir.

D,a =a(k, siny -k, cosy) (3.87)
aDyy =ac + 2a(ky cosy +kg_ sin y)—%kslas (3.88)
Denklemlerde yer alan faz ifadesi asadidaki gibi tanimlanmistir.

y=0oT;-20 (3.89)

Faz modulasyon denklemlerinde basit ¢éziim (a=0) ve basit olmayan ¢6zim (a=0) mevcuttur.
Basit olmayan ¢6zumde, dizgin rejim bdlgesi i¢in Dsa=0, D.y=0" dir. Bu durumda faz
modulasyon denklemleri su hali alir.

Fi(a,v) = (kq Siny —Kyg cOsY) (3.90)

Fz(a,y)=c+2(k0[ cosy+kOR siny)—%k3]a2 (3.91)

Buradan hiz degisim frekansi ve genlik arasindaki iliski su sekilde elde edilir.

oy = %azksl 2k, 2 1k, ? (3.92)

Denklem (3.90-3.91) Jacobian matrisini elde etmek igin kullanilirsa,

Fi_g (3.93)
oa
F A kga?-2) (3.94)

oy 4
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oF,
—< =-k;a 3.95
oa 3 (3.95)
% _o (3.96)
oy

elde edilebilir. Jacobian matrisinde sirasiyla terimler yerlerine yerlestirilirse,

oF, oF,
oa 0oy
oF, oF, (3.57)
da oy Ja=a

Y=Yo

elde edilir. Buradan 6zdegerler asagidaki gibi elde edilir.

0-2 a(1k31a2 -9
4 2 (3.98)
—k;a 0-x

a=a,
T=Yo

Dy = %(: [2a%k, —a'k,’ ) (3.99)

denklem (3.92) de elde ettigimiz o, ve o,egrilerinin kararlihg! icin denklem (3.99)
kullaniimaktadir. Bu egrilerden o, icin her zaman kararli, o, ’nin ise kararsiz oldugu sonucuna

variimigtir.

Faz modulasyon denklemlerinde a=0 durumu basit ¢é6zimdir. Basit ¢bzimin kararhlik analizi

icin, kompleks genlik kutupsal formda su sekilde yazabiliriz,

1 0T,
Aza(eriq)e2 (3.100)

denklem (3.100), denklem (3.83) de yerlestirilirse kompleks genlikleri gercel ve sanal
kisimlarina ayirdigimizda genlik faz modulasyon denklemleri agagidaki gibi elde edilir.

1
D,p = ~(k,.) p+(§—kol a-ksa (°-q°) (3.101)
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1
Dia=(ky,) a+(5 +ks )+ 7ksp (07 +0") (3.102)

Benzer sekilde 6zdegerler hesaplanirsa,

Ay =%(¢\/4(ko,2 +koR2)_62) (3.103)

elde edilir. Kararlilik sinirlarini bulmak igin A=0 kabull yapilirsa,

oyp = T2k, 2 +k, 2 (3.104)

elde edilebilir.

Temel parametrik rezonans durumu igin orta bolimde iki ve Ug¢ yay mesnetli duruma ait hiz
degisim frekansina bagh genliklerin degisimi gosteren grafikler elde edilmistir. Orta kisimda
bulunan mesnet sayisinin, farkli yay katsayisinin ve degisik mesnet konumlarinin hiz
degisimine bagh genlikleri nasil degistirdigi incelenmistir. Basit ¢dzimun kararsiz oldugu ve
basit olmayan c¢o6zumlerin ortaya ¢iktigi kararsizlik bodlgesine mesnet sayisinin, farkli yay

katsayisinin ve degisik mesnet konumlarinin nasil etkiledigi arastiriimistir.

Sekil (3.30-3.83)'de bazi parametreler igin (c-a) grafikleri verilmistir. Bu grafikler cizilirken
£€=0.01, v4=0.1, vp,=5 ve Vi 1=Vio= Vi3 degerleri alinmistir. Grafiklerin kararli ve kararsiz oldugu
bolgeler gosterilmistir. Surekli cizgiler kararli bdlgeleri, kesik cizgiler ise kararsiz bdlgeleri
gOstermektedir. Basit olmayan ¢6zim igin (c4) her zaman kararli, (c5) ise her zaman kararsizdir.
Basit ¢6zim icin ise (o4) ve (o) grafiklerinin baglangic noktalar arasi kararsiz, bunlarin
disindaki bdlgeler ise kararlidir. Grafiklerin daha iyi anlagiimasi ve grafiklerin bir arada
olabilmesi amaciyla vy’ I1n ve v, nin farkh degerleri igin egriler bir sekilde gdsterilmistir. Degisik
Vo ve Vi de@erleri igin bir eksende gosterilen grafiklerde, kararli ve kararsizlik boélgeleri grafiklerin
Ust Uste gelmesi nedeniyle kararsiz bolgelerin bir boliuma kararl gibi gézikse de bu bdlgelerin

kararsiz boélgelerin ¢atallanma noktalari arasindaki bolgeler oldugu unutulmamalidir.

Orta boélimde iki yay mesnetli duruma ait Sekil (3.30-3.32)'de n4=0.1-n,=0.9, Sekil (3.33—
3.35)'de n1=0.2-n,=0.8, Sekil (3.36-3.38)’de n4=0.3-n,=0.7, Sekil (3.39-3.41)de n,=0.4-n,=0.6 ,

Vi1 = Ve =10 ve degisik vo hiz de@erleri icin ilk G¢ mod o-a grafigi gosterilmistir.
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Sekil (3.30)'da n4=0.1-n>=0.9, vy = vx» =10 ve degisik vq hiz degerleri igin 1. mod o-a grafigi
verilmistir vy hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1’e yaklastiginda genliklerin arttigi kararsizlik
bdlgeler genislemektedir. Bu durum 2. mod da degismekte kararsizlik boélgeleri birbirine ¢ok
yakin ¢ikmaktadir (Sekil 3.31). 3. mod durumunda ise en genis aralik vy =0.5 i¢in olusmaktadir
(Sekil 3.32).

Sekil (3.33)'de n4=0.2-n,=0.8, vy = Vko =10 ve degisik vq hiz dederleri icin 1. mod o-a grafigi
verilmistir vy hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1’e yaklastiginda genliklerin arttigi kararsizlik
bdlgeler genigslemektedir. Bu durum 2. mod da degismemekte fakat kararsizlik bodlgeleri birbirine
¢ok yakin cikmaktadir (Sekil 3.34). 3. mod durumunda ise en genis aralik vy =0.5 igin
olusmaktadir (Sekil 3.35).

Sekil (3.36) da n;y=0.3-n,=0.7 vx1 = vk, =10 ve degisik vo hiz dederleri igin 1. mod o-a grafigi
verilmistir vo hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1’e yaklastiginda kararsizlik bélgeleri

genislemektedir. Bu durum 2. mod 3. mod durumunda da devam etmektedir (Sekil 3.37-3.38).

Sekil (3.39)'da n4=0.4-n,=0.6, vy = Vk» =10 ve degisik vq hiz degerleri i¢in 1. mod o-a grafigi
verilmistir vo hiz degeri arttiginda ve kritikk hiz olan 1'e yaklastiginda kararsizlik bdlgeleri
genislemektedir. 2. modda ayni sekilde olusmakta fakat kararsizlik bélgeleri birbirine ¢cok yakin
cikmaktadir (Sekil 3.40). 3. mod durumunda ise en genis aralik vy =0.1 igin olugsmaktadir

(Sekil 3.41).

Orta bélimde iki yay mesnetli durumda Sekil (3.42—-3.44)'de n,=0.1-n,=0.9, Sekil (3.45-3.47)'de
n1=0.2-n,=0.8, Sekil (3.48-3.50)'de n,=0.3-n,=0.7, Sekil (3.51-3.53)'de n;=0.4-n,=0.6, v,=0.5
ve degdisik vk (Vi1 = Ve = 2,10,20,60) yay katsayisi degerleri igin ilk U¢ mod oc-a grafigi

gOsterilmigtir.

Sekil (3.42) de n;=0.1-n,=0.9, vo = 0.5 ve degisik v, degerleri igin 1. mod c-a grafigi verilmistir.
Mesnetlerdeki yay katsayilari arttiginda kararsiz bolgeler birbirine gok yakin olmakta ve

Vki = Vk2 =60 degeri igin en genis bolgeye ulagsmaktadir. Sekil (3.44) de 3. mod i¢in durum
degismemekte kararsiz bolgeler birbirine yakin olmakta ve yay katsayisi arttiginda
bldyumektedir. Sekil (3.43) de 2. mod icin en genis bdlge vk, = Vi, =60 icin olmakta ve kararsiz

bdlge en genis olmaktadir.

Sekil (3.45)'de n;=0.2-n,=0.8, vo = 0.5 ve degisik v, degerleri icin 1. mod c-a grafigi verilmistir.

Mesnetlerdeki yay katsayilari arttiginda kararsiz boélgeler buyimektedir. vy = vy, =60 degeri igin
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en genis bolgeye ulagsmaktadir. Sekil (3.46) ve Sekil (3.47)'de de 2. mod ve 3. mod igin durum

degdismemekte kararsiz bolgeler yay katsayisi arttiginda biyimektedir.

Sekil (3.48)'de n;=0.3-n,=0.7, vo = 0.5 ve degisik vi degerleri icin 1. mod c-a grafigi verilmistir.
mesnetlerdeki yay katsayilari arttiginda kararsiz boélgeler biylimektedir. vy = vxo =60 degeri igin
en genis bolgeye ulagsmaktadir. Sekil (3.49) ve Sekil (3.50)'de de 2. mod ve 3. mod igin durum

degismemekte kararsiz bélgeler yay katsayisi arttiginda bliyimektedir.

Sekil (3.51)'de n1=0.4-n,=0.6, vo = 0.5 ve degisik vy dederleri icin 1. mod o-a grafigi verilmigtir.
Bu durumda kararsizlik boélgesi vy = v =10 oldugunda en dar, vy, = vi, =60 degeri icin en genis
bdlgeye ulagsmaktadir. Sekil (3.52)’'de mesnetlerdeki yay katsayilari arttiginda kararsiz bolgeler
blylimektedir. Sekil (3.53)'de de kararsizlik bolgesi vy = vk» =10 oldugunda en dar, vy = v, =60

degeri icin en genis bdlgeye ulasmaktadir.

Sekil (3.54) de vg1= vx=10, vy =0.5 ve degisik (ns-n2) degerleri igin o-a grafidi verilmistir. 1. mod
icin mesnet konumlari birbirine yaklastiginda kararsiz bdlgeler genislemektedir. Sekil(3.55) ve
Seki (3.56) da 2. mod ve 3. mod igin en genis aralik (n1=0.3-n,=0.7) konumundayken olmakta
en dar aralik ise Sekil (3.55) de (n1=0.1-n,=0.9) ve Sekil (3.56) da (n1=0.4-n,=0.6) konumunda

iken meydana gelmektedir.

Orta bolimde ¢ adet yay mesnet olmasi durumuna ait Sekil (3.57-3.59)'da n;=0.1-n,=0.5-
nN3=0.9, Sekil (3.60-3.62)'de n:=0.2-n,=0.5-n3=0.8, Sekil (3.63-3.65)'de n;=0.3-n»,=0.5-n3=0.7,
Sekil (3.66—3.68)’de nN4=0.4-n>=0.5-n3=0.6, V1 = Vko = Vi3 =10 ve degisik v, eksenel hiz degerleri

icin ilk ¢ mod o-a grafidi gésterilmigtir.

Sekil (3.57)'de n41=0.1-n2=0.5-n3=0.9, V1= Vixo= Vi3 =10 ve degisik vq hiz dederleri i¢cin 1. mod o-a
grafigi verilmistir vy hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1 e yaklastiginda kararsizlik boélgeleri
genislemektedir. Bu durum 2. modda da ayni olmaktadir (Sekil 3.58). 3. mod durumunda ise
degismektedir. Sekil 3.59'da en dar aralik vy=0.5 de@erinde, en genis aralik da v,=0.1 degderinde
olmaktadir.

Sekil (3.60)'da n4=0.2-n>=0.5-n3=0.8, V1= Vo= Vi3 =10 ve degisik vq hiz dederleri i¢cin 1. mod o-a
grafigi verilmistir vo hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1 e yaklastiginda kararsizlik bolgeleri
genislemektedir. Bu durum 2. modda farklilagsmakta en dar aralik v,=0.9 degerinde, en genis
aralik da vy=0.1 degerinde olmaktadir (Sekil 3.61). 3. modda ise vy arttikga kararsizlik bolgesi
genislemektedir (Sekil 3.62).
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Sekil (3.63)'de n4=0.3-n>=0.5-n3=0.7,vy; = Vx2 = V3 =10 ve degisik vy hiz degerleri igin 1. mod o-a
grafigi verilmistir vo hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1 e yaklastiginda genliklerin artis
gOsterdigi kararsizlik bdlgeleri genislemektedir. Bu durum 2. mod ve 3. mod durumunda
degismektedir. Sekil 3.64-3.65’de en dar aralik vy=0.9 degerinde olmaktadir.

Sekil (3.66)'da n4=0.1-n,=0.5-n3=0.9, V1= Vo= Vi3 =10 ve degisik vq hiz dederleri icin 1. mod o-a
grafigi verilmistir vo hiz de@eri arttiginda ve kritik hiz olan 1 e yaklastiginda kararsizlik boélgeleri
genislemektedir. Bu durum 2. modda da degismemekte eksenel hiz kritik hiza yaklastiginda
kararsizlik bolgeleri genislemektedir (Sekil 3.67). Fakat 3. modda durum degismektedir. Sekil

3.68’de en dar aralik vo=0.9 degerinde, en genis aralik da v,=0.1 degerinde olmaktadir.

Orta bolimde (¢ adet yay mesnet olmasi durumuna ait Sekil (3.69-3.71)'de n;=0.1-n»,=0.5-
nN3=0.9, Sekil (3.72-3.74)de n:=0.2-n,=0.5-n3=0.8, Sekil (3.75-3.77)'de n;=0.3-n»,=0.5-n3=0.7,
Sekil (3.78-3.80)'de n;1=0.4-n,=0.5-n3=0.6, vo =0.5 ve degisik vy ( Vk1 = Vko = V3 =2,10,20,60 )

yay katsayisi degerleri i¢in ilk ¢ mod o-a grafigi gosterilmistir.

Sekil (3.69)da n1=0.1-n,=0.5-n3=0.9, vo = 0.5 ve degisik v¢ degerleri icin 1. mod o-a grafigi
verilmistir mesnetlerdeki yay katsayilari arttiginda kararsiz bolgeler bliylimektedir.

Vi1 = Vk2 = Vka =60 degeri icin en genis bolgeye ulagmaktadir. Sekil (3.70)’de 2. mod igin durum
degismemekte kararsiz bolgeler yay katsayisi arttiginda biylimektedir. Sekil (3.71)'de ise 3.
mod igin en genis aralik vgq = Vko = k3 =60 degeri igin olurken en dar aralik vgs = ko = Vg3 =20

degerinde olmaktadir.

Sekil (3.72) de n1=0.2-n,=0.5-n3=0.8, vo = 0.5 ve degisik vi degerleri icin 1. mod o-a grafigi
verilmistir mesnetlerdeki yay katsayillan arttiginda kararsiz bdlgeler buyumektedir.
Vk1=Vk2=Vx3=60 degeri igin en genis boélgeye ulagsmaktadir. 2. ve 3. mod i¢in durum degismekte
kararsiz bolgeler yay katsayisi arttiginda farklihk gostermektedir. 2. modda en dar aralk
Vk1=Vk2=Vx3=60 degerinde 3. modda ise Vg1 = Vo = Vk3 =20 degerinde olmaktadir. 2. modda en
genis aralik vy = Vo = Vg3 =10 degerinde 3. modda ise vy = Vko = Vi3 =60 degerinde olmaktadir
(Sekil 3.73-74).

Sekil (3.75)de n4=0.3-n,=0.5-n3=0.7, vo = 0.5 ve degisik v¢ degerleri icin 1. mod o-a grafigi
verilmistir mesnetlerdeki yay katsayillar arttiginda kararsiz bdlgeler buyumektedir.
Vii=Viko=Vx3=60 degeri icin en genis bdlgeye ulasmaktadir. Sekil (3.76)'da 2. mod igin durum
degismemekte kararsiz bolgeler yay katsayisi arttiginda blylimektedir. Sekil (3.77)'de ise 3.
mod icin en genis aralik vy = Vgo = Vi3 =2 degeri icin olurken en dar aralik vgq = Vg = Vi3 =60

degerinde olmaktadir.
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Sekil (3.78) de n1=0.4-n,=0.5-n3=0.6, vo = 0.5 ve degisik v¢ degerleri igin 1. mod o-a grafigi
verilmistir mesnetlerdeki yay katsayilar viq = vio=v(3=60 degeri igin en genis bdlgeye ulagsmakta,
Vi = Vko = Vi3 =20 degeri icin en dar bolge olusmaktadir. Sekil (3.79) te 2. mod igin durum
degdismekte kararsiz bolgeler yay katsayisi arttiginda biyimektedir. Sekil (3.80) de ise 3. mod
icin en genis aralik vi = Vo = V3 =20 degeri igin olurken en dar aralik vi; = Vo = Vg3 =60

degerinde olmaktadir.

Sekil (3.81)de v = v = Vg3 =10, vo = 0.5 ve degisik (nq-n2-ns) degerleri igin o-a grafigi
verilmistir. 1. mod i¢in mesnet konumlari birbirine yaklastiginda kararsiz bdlgeler (n,=0.1-
N>=0.5-n3=0.9) ve (n;=0.2-n,=0.5-n3=0.8) ile (n;=0.3-n,=0.5-n3=0.7) ve (n1=0.4-n,=0.5-n5=0.6)
hemen hemen ayni olmaktadir. Sekil (3.82) de 2. mod igin en genis aralik (n;=0.3-n,=0.5-
ns=0.7) konumundayken olmakta en dar aralik ise (n;=0.1-n,=0.5-n3=0.9) konumunda
olmaktadir. Sekil (3.83) de 3.mod igin en genis aralik (n;=0.4-n,=0.5-n3=0.6) konumundayken
olmakta en dar aralik ise (n1=0.1-n,=0.5-n3=0.9) konumunda olmaktadir.

Basit ¢bzimun kararli oldugu bdlgede genlikler sifira yakin iken basit ¢ézimin kararsiz
bdlgelerde ise genlikler hiz degisim frekansinin eksenel hizin iki katina yakin olmasi durumuna
gbre artmaktadir. Basit ¢6zimin kararsiz oldugu bdlgelerde basit olmayan ¢6zim ortaya
¢lkmaktadir. Basit olmayan ¢d6zimuin var oldugu noktalarda genlikler artmaktadir. Bu nedenle
bu bdlgede calismak sakincalidir. Bu bdlgenin diginda ise basit ¢6zim vardir ve genlikler
sifirdir. Sistem tasarimlarinda parametrik rezonanstan kaynaklanan genlik artis probleminin
Onidne gecmek icin basit olmayan ¢6zimun ortaya ciktigr bolgelerden uzak durmak
gerekmektedir. Bu bdlgeden uzak durmak igin ise sistemin tabii frekanslarini ve basit ¢6zimun

kararli oldugu bdélgeleri bilmek gerekmektedir.
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v0=0.5 7

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

03 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.31 N4=0.1-n2=0.9 vy = vx» =10 degisik v, hiz de@erleri igin o-a grafigi (2. mod)
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x 10°

Sekil 3.32 n1=0.1-n=0.9 vy = v\ =10 degisik vy hiz degerleri icin o-a grafigi (3. mod)

x 10°

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.33 n4=0.2-n,=0.8 vy = vx» =10 degisik v, hiz degerleri igin o-a grafigi (1. mod)
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_1 1 1 1 L L 1 1 1 1
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.35 nN4=0.2-n,=0.8 vi1 = vx» =10 degisik v, hiz de@erleri igin o-a grafigi (3. mod)
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Sekil 3.37 n4=0.3-n=0.7 vy = vx» =10 degisik v, hiz degerleri igin o-a grafigi (2. mod)
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_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.39 n4=0.4-n,=0.6 vy = vxr =10 degisik v, hiz deg@erleri igin o-a grafigi (1. mod)
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_1 1 1 1 1 L 1 1 1 1
-0.3  -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

- 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Sekil 3.41 n4=0.4-n,=0.6 vy = vxr =10 degisik v, hiz degerleri igin o-a grafigi (3. mod)
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x 10°
5 T
at K .
V=2 m
Y N |
/vﬁ‘;\
" 2 Pas |
1} 0 1
/VK_GK
o !
1

-04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Sekil 3.42 n1=0.1-n,=0.9, vy = 0.5 ve degisik v, degerleri icin o-a grafigi (1. mod)

x 10°
5.

vk=60

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.43 n41=0.1-n,=0.9, vy = 0.5 ve degisik vi degerleri igin o-a grafigi (2. mod)
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x 10

-04 -03 -02 -01 0 0.1 02 03 04 05 06

Sekil 3.44 n1=0.1-n,=0.9, vy = 0.5 ve degisik v, degerleri icin o-a grafigi (3. mod)

x 10°

-04 -03 -0.2 -01 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06

Sekil 3.45 n4=0.2-n,=0.8, vy = 0.5 ve degisik vi degerleri igin c-a grafigi (1. mod)
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x 10

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.46 n1=0.2-n,=0.8, vy = 0.5 ve degisik v, degerleri icin o-a grafigi (2. mod)

x 10°

Sekil 3.47 n41=0.2-n,=0.8, vy = 0.5 ve degisik vi degerleri igin o-a grafigi (3. mod)
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x 10°
15

10+

Sekil 3.48 n41=0.3-n,=0.7, vo = 0.5 ve degisik v, degerleri igin o-a grafigi (1. mod)

x 10°
15—

Sekil 3.49 n4=0.3-n,=0.7, vo = 0.5 ve degisik v, degerleri icin o-a grafigi (2. mod)
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Sekil 3.50 n41=0.3-n,=0.7, vo = 0.5 ve degisik v degerleri igin o-a grafigi (3. mod)

x 10°

1
-04 -03 -02 -0.1 0 0.1 02 03 04 05 06

Sekil 3.51 n41=0.4-n,=0.6, vy = 0.5 ve degisik vi degerleri igin c-a grafigi (1. mod)
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x 10°

-0.3 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.52 n1=0.4-n,=0.6, vo = 0.5 ve degisik v, degerleri icin o-a grafigi (2. mod)

x 10°
5 :

Sekil 3.53 n41=0.4-n,=0.6, vy = 0.5 ve degisik vi degerleri igin o-a grafigi (3. mod)
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x 10°
151,

10~

1’]1=0.2 1’]2=0.8

111:0.1 n2=0.9

Sekil 3.54 vy = v =10 vg = 0.5 ve degisik n degerleri icin o-a grafigi (1. mod)

x 10°

Sekil 3.55 vi1 = vir =10 vo = 0.5 ve degisik n degerleri icin o-a grafigi (2. mod)
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x 10

Sekil 3.56 vi1 = ko =10 vo = 0.5 ve degisik n dederleri icin o-a grafigi (3. mod)

x 10°

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.57 n1=0.1-n,=0.5-n3=0.9, vx1 = Vo = Vi3 =10 ve degisik v, hiz degerleri igin o-a grafigi
(1. mod)
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-0.3 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.58 n1=0.1-n,=0.5-n3=0.9, vx1 = k2 = Vi3 =10 ve degisik v, hiz degerleri icin o-a grafigi
(2. mod)

x 10

Sekil 3.59 nN1=0.1-n,=0.5-n3=0.9, vx1 = k2 = Vi3 =10 ve degisik v, hiz degerleri icin o-a grafigi
(3. mod)
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Sekil 3.60 n1=0.2-n,=0.5-n3=0.8 , vx1 = V2 = Vi3 =10 ve degisik v, hiz degerleri icin o-a grafigi
(1. mod)

03 02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.61 n1=0.2-n,=0.5-n3=0.8 , vx1 = k2 = Vi3 =10 ve degisik v, hiz degerleri icin o-a grafigi
(2. mod)
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Sekil 3.62 n1=0.2-n,=0.5-n3=0.8 , vx1 = V2 = Vi3 =10 ve degisik v, hiz degerleri icin o-a grafigi
(3. mod)

x 10
15 \

10

-0.3 -0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.63 n1=0.3-nN,=0.5-n3=0.7 , vk1 = V2 = Vi3 =10 ve degisik v, hiz degerleri igin o-a grafigi
(1. mod)
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15 ‘

10

Sekil 3.64 n1=0.3-n,=0.5-n3=0.7, vx1 = Vk» = V3 =10 ve degisik v, hiz degerleri i¢in o-a grafigi
(2. mod)

x 10°

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.3 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.65 n1=0.3-n,=0.5-n3=0.7 vi1 = V2 = V3 =10 ve degisik v, hiz degerleri icin o-a grafigi
(3. mod)
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-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.66 nN1=0.4-n,=0.5-n3=0.6 , vx1 = V2 = Vi3 =10 ve degisik v, hiz degerleri icin o-a grafigi
(1. mod)

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.67 n1=0.4-n,=0.5-n3=0.6 , vx1 = Vik2 = Vi3 =10 ve degisik v, hiz degerleri icin o-a grafigi
(2. mod)
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x 10°

(3. mod)
x 10°
5 ; r .
4 r “J‘( ’J /l’ _
3 N ]
v, =60 :‘S ;S
o 2r Vk=20 ‘:J ‘) : i
1 L /Vk=1o :\:/) _
/Vk:z\
o = H
1 1 1 1 1 1
0.1 02 03 04 05 06

Sekil 3.69 n41=0.1-n,=0.5-n3=0.9, vo = 0.5 ve degisik v, degerleri igin c-a grafigi
(1. mod)
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_1 1 1 1 1 L 1 1 1
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

(o}

Sekil 3.70 n41=0.1-n,=0.5-n3=0.9, vo = 0.5 ve degisik vy degerleri i¢in o-a grafigi
(2. mod)

x 10

Sekil 3.71 n41=0.1-n,=0.5-n3=0.9, vo = 0.5 ve degisik v, degerleri igin c-a grafigi
(3. mod)
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-04 -03 02 -0.1 0 0.1 02 03 04 05 06

Sekil 3.72 n41=0.2-n,=0.5-n3=0.8 , v = 0.5 ve degisik vy degerleri i¢in o-a grafigi
(1. mod)

x 10°
5

1 L 1
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
c

Sekil 3.73 n41=0.2-n,=0.5-n3=0.8 , v = 0.5 ve degisik vy degerleri i¢in o-a grafigi
(2. mod)
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-3
x 10
5n
4 =60 |
Y= -
3l e
vk=10 //// )
o 2F 7 /// s
v =2 N e
10 e / ]
L v =20 g
/’/l 3 (f
? ] |
0 il 1 |
- | | 1 1 | | | | | |

Sekil 3.74 n41=0.2-n,=0.5-n3=0.8 , v = 0.5 ve degisik v, de@erleri igin c-a grafigi
(3. mod)

x 10°
15

10~

Sekil 3.75 n1=0.3-n,=0.5-n3=0.7 , vo = 0.5 ve degisik vy de@erleri i¢in o-a grafigi
(1. mod)
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Sekil 3.76 n41=0.3-n,=0.5-n3=0.7 , v = 0.5 ve degisik v, de@erleri igin c-a grafigi
(2. mod)

x 10

-1 | | | | | J
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Sekil 3.77 n41=0.3-n,=0.5-n3=0.7 , v = 0.5 ve degisik vy degerleri igin c-a grafigi
(3. mod)
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Sekil 3.78 n1=0.4-n,=0.5-n3=0.6 , v = 0.5 ve degisik v, de@erleri igin c-a grafigi

(1. mod)
x 10°
5
4 L
3 L
® 2+
1 L
0
_1 | | | | | | | | |
-0.3 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Sekil 3.79 n1=0.4-n,=0.5-n3=0.6 , vo = 0.5 ve degisik vy degerleri i¢in o-a grafigi
(2. mod)
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x 10

L 1 1
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Sekil 3.80 n41=0.4-n,=0.5-n3=0.6 , vo = 0.5 ve degisik vy degerleri i¢in o-a grafigi

(3. mod)
x 10°
151
111:0.1 n2=0.5 1’]3=0.9
10+
111:0.2 r|2=0.5 'r|3=0.8
]
5L
ob—mmnnw 4
I I I I I I I I I I I

-04 03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Sekil 3.81 vi1 = vio = vz =10 vo = 0.5 ve degisik n degerleri igin o-a grafigi
(1. mod)
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1’]1=0.3 1’]2=0.5 1']3=0.7

n1=0.1 r|2=0.5 1’]3=0.9

Seki

0.4 0.5

[ 3.82 Vi1 = Vio = Vi3 =10 vo = 0.5 ve degisik n degerleri igin o-a grafigi
(2. mod)

3.5

2.5

n1=0.4 n2=0.5 n3=0.6

n1=0.3 n2=0.5 1]3:0.7

1]1=0.1 n2=0.5 n3=0.9

Seki

0.3 04 0.5
[ 3.83 Vi1 = Vi = Vi3 =10 vo = 0.5 ve degisik n degerleri icin o-a grafigi

(3. mod)



74

3.2.2 O’nin; 20, ve 0°dan Uzak Oldugu Durum:

Bu bdélimde eksenel hizin degisim frekansi Q, 0’dan ve 2w, 'den uzak alinmistir. Bunun
sonucunda titresim genligi ile nonlineer frekans arasindaki iligkiyi gdsteren grafikler elde

edilecektir. Bu durumda ¢ozilebilirlik sarti asagidaki gibi elde edilir.

D,A-k,A’A =0 (3.105)
ks'U en genel hali asagidaki gibi elde edilir.
n Nrs1 n Nrs1
_[ m+1 m+1dx (Z I Yr;:+1Ym+1dX _[ Yr;2+1dx (z I Yr:+1Ym+1dX)
k_lz ronr =0 n r*n =0
3 b
4 Mr1
Z J. Ym-¢-1Ym+1dX +VO(Z J. m+1Ym+1dX)
=0 n =0 (3.106)
genlikler su sekilde yazilabilir.
1 i0(T,)
A, =-a,(T )e™"
2 (3.107)

Denklem (3.107) denklem (3.105)de yerine yazip, denklem reel ve sanal kisimlarina

ayrildiginda, faz modilasyon denklemleri su sekilde elde edilir;

Da=0 (3.108)

aD,0 = %ks,a3 (3.109)

Bu ifadeleri integre ettigimizde

a, =2, (genlik sabittir) (3.110)

0= lk3,aOn2T1 +0,
4 (3.111)

ks her zaman sanaldir. Reel kismi “0” alinabilir. Bu nedenle k3 su sekilde yazilabilir.
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Ky =iky (3.112)

Buradan nonlineer frekans denklemi su sekilde elde edilir.

1 2
0, =0, + SZKSIaOn

(3.113)

Q' nin 0’ dan ve 20w’ dan uzak oldudu durum igin orta bélimde iki ve U¢ yay mesnetli seride ait
titresim genligi ile nonlineer frekans arasindaki iliskiyi gosteren grafikler elde edilmistir.
(sekil 3.84 — 3.137).

Nonlineer egrilerin sada dogru yatmasi sertlesme tip (hardening type) davranisin gostergesidir.
iki ve ¢ yay mesnetli durum igin v, degerinin artmasiyla, kritik hiza yaklastikga nonlineer
terimlerin tabii frekansa olan katkisi daha belirgin sekilde goérilmektedir. Bununla beraber
mesnetlerdeki yaylarin katsayisi buyidiginde de nonlineer terimlerin tabii frekansa katkisi
belirgin bir sekilde artmaktadir. Bazi yliksek modlarda durum degdismekte nonlineer terimlerin

tabii frekansa olan katkisi diistik yay katsayilarinda daha ¢ok olmaktadir.

Orta boélimde iki yay mesnetli duruma ait Sekil (3.84-3.86)'de n;=0.1-n,=0.9, Sekil (3.87—
3.89)de n1=0.2-n,=0.8, Sekil (3.90-3.92)'de n;=0.3-n,=0.7, Sekil (3.93-3.95)’de n4=0.4-n,=0.6,

Vi1 = Vke =10 ve degisik v hiz dederleri icin ilk Gi¢ mod w,- a grafigi gosterilmigtir.

Sekil (3.84)'de n;1=0.1-n>=0.9, viy = Vi, =10 ve degisik vy hiz degerleri icin 1. mod w,-a grafigi
verilmistir vo hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1’e yaklastiginda nonlineer terimlerin tabii
frekansa olan katkisi daha belirgindir. Bu durum 2. modda da dedismemekte egrilerin saga
dogru yatmalari yani tabi frekansa olan katki daha belirginlesmektedir. (Sekil 3.85). 3. mod

durumunda ise genliklerdeki artis maksimum olmaktadir (Sekil 3.86).

Sekil (3.87) de n1=0.2-n,=0.8, vi4 = vx» =10 ve degisik vy hiz degerleri i¢cin 1. mod w,-a grafigi
verilmistir vo hiz de@eri arttiginda ve kritik hiz olan 1’e yaklastiginda nonlineer terimlerin tabii
frekansa olan katkisi artmaktadir. Sekil (3.88) de 2. mod igin frekansa olan katki daha
belirginlesmektedir. 3. mod durumunda ise genliklerdeki artis ilk iki moda goére en fazla
olmaktadir (Sekil 3.89).

Sekil (3.90) de n1=0.3-n2=0.7, vi4 = Vo =10 ve degisik vy hiz degerleri i¢cin 1. mod w,-a grafigi
verilmistir vo hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1’e yaklastiginda nonlineer terimlerin tabii

frekansa olan katkisinin arttigi gérilmektedir. Sekil (3.91) de 2. mod igin tabi frekansa olan
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katki daha belirginlesmektedir. 3. mod durumunda ise genliklerdeki artis en fazla olmaktadir
(Sekil 3.92).

Sekil (3.93) de n1=0.4-n,=0.6, vi1 = Vx» =10 ve degisik vy hiz degerleri i¢in 1. mod w,-a grafigi
verilmistir. vo hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1’e yaklastiginda nonlineer terimlerin tabii
frekansa olan katkisi daha belirgin oldugu gorilmektedir. Bu durum 2. ve 3. modda da
dedismemekte egrilerin saja dogru yatmalari yani tabi frekansa olan katki daha
belirginlesmektedir. (Sekil 3.94-3.95).

Orta bolimde iki yay mesnetli durumda Sekil (3.96-3.98)'de n4=0.1-n»=0.9, Sekil (3.99-
3.101)de n1=0.2-n,=0.8, Sekil (3.102-3.104)'de n;=0.3-n,=0.7, Sekil (3.105-3.107)'de n;=0.4-
nN>.=0.6, vo=0.5 ve degisik vi (vk1 = Vko = 2,10,20,60) yay katsayisi degerleri i¢in ilk (¢ mod w,-a

grafigi gosterilmistir.

Sekil (3.96) de n,=0.1-n,=0.9, v, = 0.5 ve degisik vy dederleri i¢in 1. mod wy-a grafigi verilmigtir.
Mesnetlerdeki yay katsayilari arttiginda nonlineer terimlerin tabii frekansa katkisi belirgin bir
sekilde artmaktadir viq = vy, =60 degeri icin en buyuk etkiler ortaya ¢ikmaktadir. Sekil (3.97) de
2. mod icin durum degismemekte tabi frekansa olan etki yay katsayisi arttiginda artmaktadir.

Sekil (3.98) de 3. mod igin ise bu durum iyice belirginlesmektedir.

Sekil (3.99) de n;1=0.2-n,=0.8, vy = 0.5 ve degisik v degerleri icin 1. mod w,-a grafigi verilmistir.
Mesnetlerdeki yay katsayilari arttiginda nonlineer terimlerin tabii frekansa katkisi blylimektedir..
Sekil (3.100) de 2. mod icin durum degdismemekte tabi frekansa olan etki yay katsayisi
arttiginda daha da artmaktadir. Sekil (3.101) de ise vy = v =20 degeri icin en sert etki
gOrulmektedir.

Sekil (3.102) de n1=0.3-n,=0.7, v,=0.5 ve degisik v, dederleri icin 1. mod w,-a grafigi verilmistir.
Mesnetlerdeki yay katsayilari degerleri vy = vk, =2 oldugunda nonlineer terimlerin tabii frekansa
katkisi en az, vy = vy, =60 oldugunda bu katki en fazla olmaktadir. Sekil (3.103)’ de 2. mod igin
durum degismemekte tabi frekansa olan etki yay katsayisi arttiyinda artmaktadir. Sekil (3.104)’

de ise vy = v =2 degeri icin en sert etki gorilmektedir.

Sekil (3.105) de n1=0.4-n,=0.6, v,=0.5 ve degisik v, dederleri icin 1. mod w,-a grafigi verilmistir.
Mesnetlerdeki yay katsayilari arttiinda nonlineer terimlerin tabii frekansa olan katkisi

artmaktadir. Sekil (3.106) de 2. mod igin durum degismekte tabi frekansa olan etki yay
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katsayisi vg1 = Vg, =10 oldugunda maksimum, vy = v =2 oldugunda ise minimum olmaktadir.

Sekil (3.107) de durum degdismemekte vy = vy, =10 degeri i¢in en sert etki gorilmektedir.

Sekil (3.108) de vii= vo=10, vy =0.5 ve degisik (ns-n.) degerleri icin wy-a grafigi verilmistir. 1.
mod icin mesnet konumlari birbirine yaklastiginda grafikler saga dogru yatmakta tabi frekansa
olan etkiler artmaktadir. Sekil (3.109) da 2. mod igin bir gakisma s6z konusudur (n;=0.3-n,=0.7)
(n1=0.2-n,=0.8) ve (n4=0.1-n»=0.9) (n1=0.4-n,=0.6) konumlari igin lineer frekanslar ayni olmakta
fakat (n4=0.1-n,=0.9) konumu igin en sert etki ortaya ¢ikmaktadir. 3. mod igin en fazla etki
(n1=0.4-n,=0.6) konumundayken olmakta en az etki ise (n4=0.3-n=0.7) konumunda
olugsmaktadir (Sekil (3.110).

Orta bolimde Ug¢ adet yay mesnet olmasi durumuna ait Sekil (3.111-3.113)’ de n4=0.1-n»,=0.5-
nNs=0.9, Sekil (3.114-3.116) da n4=0.2-n,=0.5-n3=0.8, Sekil (3.117-3.119)" da n;=0.3-n,=0.5-
ns=0.7, Sekil (3.120-3.122)' de nN4=0.4-n,=0.5-n5=0.6, Vi1 = Vko» = Vk3 =10 ve degisik vy eksenel
hiz degerleri igin ilk Gi¢ mod w,-a grafigi gosterilmigtir.

Sekil (3.111-3.113)’de n1=0.1-n2=0.5-n3=0.9, v\1= V(2= Vi3 =10 ve degisik vy hiz degerleri igin ilk
3 mod w,-a grafidi verilmistir vo hiz degeri arttiyinda ve kritik hiz olan 1 e yaklastiginda

nonlineer terimlerin tabi frekansa etkisi artmaktadir.

Sekil (3.114-3.116)’'da n;=0.2-n,=0.5-n3=0.8, vk1= Vio= Vx3 =10 ve degisik vy hiz degerleri igin ilk
3 mod wy-a grafigi verilmistir vy hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1 e yaklastiginda
nonlineer terimlerin tabi frekansa olan etkisi her modda daha da belirli hale gelmektedir.

Sekil (3.117-3.119)da n4=0.3-n>=0.5-n3=0.7, v = Vxo= Vk3 =10 ve degisik v, hiz degerleri igin ilk
3 mod wp-a grafigi verilmistir vo hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1 e yaklastidinda

nonlineer terimlerin tabi frekansa olan etkisi blylimekte ve sertlestirici etki artmaktadir.

Sekil (3.120-3.122)'da n1=0.4-n,=0.5-n3=0.6, vi1= Vio= Vx3 =10 ve degisik vy hiz degerleri igin ilk
3 mod wp-a grafigi verilmistir vo hiz degeri arttiginda ve kritik hiz olan 1 e yaklastidinda
nonlineer terimlerin tabi frekansa olan etkisi blyimekte ve 3. modda grafikler saga daha belirgin

sekilde yatmaktadir.

Orta bolimde (¢ adet yay mesnet olmasi durumuna ait Sekil (3.123-3.125)de n4=0.1-n»,=0.5-
nNs=0.9, Sekil (3.126-3.128)de n;=0.2-n,=0.5-n3=0.8, Sekil (3.129-3.131)'de n4=0.3-n,=0.5-
nNs=0.7, Sekil (3.132-3.134)de n4=0.4-n,=0.5-n3=0.6, vo = 0.5 ve degdisik vi ( Vv
=v(o=Vk3=2,10,20, 60) yay katsayisi degerleri icin ilk (¢ mod w,-a grafigi gosterilmistir.
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Sekil (3.123)'de n4=0.1-n,=0.5-n3=0.9, vo = 0.5 ve degisik vy degerleri icin 1. mod wy-a grafigi
verilmistir mesnetlerdeki yay katsayilar arttiginda tabi frekansa olan etkiler artmaktadir. Sekil
(3.124)de 2. mod igin en sert etki viq = vko = Vi3 =2 degerinde en yumusak etki ise vy = Vi = Vi3
=60 degerinde olmaktadir. Sekil (3.125)'de ise 3. mod igin vi1 = Vo = Vi3 =20 dederinde en sert

etki gorulmektedir.

Sekil (3.126)'da n4=0.2-n,=0.5-n3=0.8, vo = 0.5 ve degisik v, degerleri icin 1. mod w,-a grafigi
verilmistir mesnetlerdeki yay katsayilar arttiginda tabi frekansa olan etkiler artmaktadir. Sekil
(3.127)de 2. mod igin en sert etki vy = vio = vi3 =60 degerinde en yumusak etki ise vgq = vy =
Vkz =20 degerinde olmaktadir. Sekil (3.128)’'de ise 3. mod igin vy = vk = V3 =20 degerinde en

sert etki gorliimektedir.

Sekil (3.129)da n4=0.3-n»,=0.5-n3=0.7, vy, = 0.5 ve degisik v, dederleri icin 1. mod w,-a grafigi
verilmistir mesnetlerdeki yay katsayilar arttiginda tabi frekansa olan etkiler artmaktadir. Sekil
(3.130)’da 2. mod igin en sert etki viq = vko = Vg3 =2 de@erinde, en yumusak etki ise Vg1 = ko = Vi3
=10 degerinde olmaktadir. Sekil (3.131)’de ise 3. mod igin Vg1 = Vko = Vi3 =20 degerinde en sert

etki ortaya ¢ikmaktadir.

Sekil (3.132)'de n4=0.4-n,=0.5-n3=0.6, v, = 0.5 ve degisik v, dederleri icin 1. mod w,-a grafigi
verilmistir mesnetlerdeki yay katsayilari arttiginda tabi frekansa olan etkiler artmaktadir. Sekil
(3.133)’de 2. mod igin en sert etki viq = Vko = Vi3 =2 de@erinde, en yumusak etki ise i1 = ko = Vi3
=20 degerinde olmaktadir. Sekil (3.134)'de ise 3. mod igin Vi1 = Vo = Vi3 =60 dederinde en sert

etki ortaya ¢ikmaktadir.

Sekil (3.135) de vk1 = Vo = vz =10, vo = 0.5 ve degisik (n4-n2>-nz) degerleri icin w,-a grafigi
verilmistir. 1. mod i¢cin mesnet konumlari birbirine yaklastiginda nonlineer terimlerin tabi
frekansa olan etki artmakta (n4=0.3-n,=0.5-n5=0.7) konumunda en fazla olmaktadir. Sekil
(3.136) da 2. mod icin orta nokta digim noktasi oldugu icin grafikler ayni lineer frekans
degerinden baslamaktadir.(n1=0.1-n,=0.5-n3=0.9) ve (n1=0.4-n,=0.5-n3=0.6) ile (n1=0.2-n,=0.5-
ns=0.8) ve (n1=0.3-n>=0.5-n3=0.7)konumlarindan en sert etki (n=0.1-n,=0.5-n3=0.9)konumunda
ortaya cikmaktadir. Sekil (3.137) de 3. mod igin en sert durum (n;=0.1-n,=0.5-n3=0.9) en

yumusak durum ise (n4=0.3-n,=0.5-n3=0.7) konumundayken olmaktadir.
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Sekil 3.85 n1=0.1 - N,=0.9 v¢1=vix =10 ve vy'In degisik degerleri igin w,- a grafigi (2. mod)
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Sekil 3.87 n1=0.2 - N,=0.8 v¢1=vk> =10 ve vy'In degisik degerleri igin w,- a grafigi (1. mod)
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Sekil 3.101 n4=0.2 - N,=0.8 v =0.5 ve v, 'nin degisik degerleri igin w,- a grafidi (3. mod)
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Sekil 3.103 n41=0.3 - N;=0.7 v =0.5 ve v, 'nin degdisik degerleri igin w,- a grafidi (2. mod)
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Sekil 3.108 vo=0.5, vk1 = vko =10 ve (n4-ny) Giftinin degdisik konumlari igin w,- a grafigi (1. mod)
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Sekil 3.109 vo=0.5, vk1 = Vo =10 ve (n4-n2) Giftinin degisik konumlari igin w,- a grafigi (2. mod)
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(1. mod)
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Sekil 3.112 n1=0.1-n,=0.5 n3=0.9 v\1=Vx2 =Vi3 =10 ve vy'in degdisik degerleri icin w,-a grafigi
(2. mod)
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(3. mod)
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Sekil 3.114 n1=0.2-n,=0.5 n3=0.8 vy1=Vx2 =Vx3 =10 ve vy'in degdisik degerleri icin w,-a grafigi
(1. mod)
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(2. mod)
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(3. mod)
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(1. mod)
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Sekil 3.118 n1=0.3-n,=0.5 n3=0.7 vi1=Vx2 =Vik3 =10 ve vy'in degdisik degerleri icin w,-a grafigi
(2. mod)
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Sekil 3.119 n1=0.3-n,=0.5 n3=0.7 vi1=Vx2 =Vi3 =10 ve vy'in degdisik degerleri icin w,-a grafigi
(3. mod)
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(1. mod)
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Sekil 3.121 n1=0.4-n,=0.5 n3=0.6 vy1=Vx2 =V3 =10 ve vy'in dedisik degerleri icin w,-a grafigi
(2. mod)
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(3. mod)
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Sekil 3.123 n1=0.1-n,=0.5 n3=0.9 v(,=0.5 ve v’'nin degisik degerleri igin w,- a grafigi (1. mod)
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Sekil 3.125 n1=0.1-n,=0.5 n3=0.9 v(,=0.5 ve vi’nin degisik degerleri igin w,- a grafigi (3. mod)
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Sekil 3.127 n1=0.2-n,=0.5 n3=0.8 v(,=0.5 ve vi’nin degisik degerleri igin w,- a grafigi (2. mod)
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Sekil 3.129 n1=0.3-n,=0.5 n3=0.7 v(,=0.5 ve vi’'nin degisik degerleri igin w,- a grafigi (1. mod)
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Sekil 3.131 n1=0.3-n,=0.5 n3=0.7 v(,=0.5 ve vi’nin degisik degerleri igin w,- a grafigi (3. mod)



103

0.25

0.1

0.05 -

4 4.5 5 5.5 6
®

nl

Sekil 3.132 n1=0.4-n,=0.5 n3=0.6 v(,=0.5 ve vi’nin degisik degerleri igin w,- a grafigi (1. mod)
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Sekil 3.133 n1=0.4-n,=0.5 n3=0.6 v(,=0.5 ve vi’'nin degisik degerleri igin w,- a grafigi (2. mod)
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Sekil 3.135 v(=0.5, vy = Vi2 = Vi3 =10 ve (n4-n2-n3) dedisik konumlari igin wy- a grafigi (1. mod)
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Sekil 3.136 v(=0.5, Vi1 = Vi2 = V3 =10 ve (n4-n2-n3) dedisik konumlari igin wy- a grafigi (2. mod)
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Sekil 3.137 v=0.5, vk1 = Vo = Vi3 =10 ve (n4-n2-n3) degisik konumlari igin wy,- a grafigi (3. mod)
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3.2.3 OQ’nin 0’a Yakin Oldugu Durum:
Bu bélimde hiz degisim frekansi Q 'nin sifira yakinligi arastirilmistir;
Q=¢c (3.114)

olarak gosterilmistir. Burada o bir ayar parametresidir. Hiz degisim frekansinin sifira yakinhgini

gOsterir. Bu durumda ¢ozulebilirlik sarti asagidaki gibi elde edilir.

DA+ (kscoscT, +k, sincT;) —k;A%A =0

(3.115)
ki1 ve ky, en genel halde su sekilde tanimlanabilir.
n Mt
v Q(ZI m+1 m+1dX)
r=0 e
k1 = n Mt n "M
Z[I(D J. Ym-¢-1Ym+1dX +V (Z J‘ m+1Ym+1dX
r=0 n r=0
" (3.116)
n Mrst n Mra
VO(Z I Ym"+1Ym+1dX)+I(D(Z _[ m+1Ym+1dX
r=0 n r=0 y
k2 = n Mt n "M
J. Ym-¢-1Ym+1dX +VO(Z J. m+1Ym+1dX
o =0 (3.117)
Bu durum i¢in faz modulasyon denklemleri su sekilde elde edilir.
D,a =-a(kg coscT, +k,, sincT,) (3.118)
aD,0 = —a(k, coscT, +k, sin c5T1)+%k3la2 (3.119)
k, =k +ik, ’ K, =k,g +ik, (3.120)

Genlik katsayisini gésteren a su sekilde elde edilir.

a= aoe(—k1R sinoTy+kyg cOs6Ty)/ o (3121)
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Burada, kigr ve kor parametreleri k; ve k, parametrelerinin reel kisimlaridir. Bu durumda
titresimin genliklerinde zamanla bulydk artigslar olmamakta ve genlikler sinirli kalmaktadir.

Sistem her zaman kararlidir.
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4. SONUCLAR VE YORUMLAR

Bu c¢alismada, eksenel hareketli ¢ok mesnetli seridin nonlineer titresimleri incelenmigtir.
Hamilton prensibi ile hareket denklemleri ¢ikartilmistir. Denklemlerin ¢6zimu icin perturbasyon
tekniklerinden ¢ok zaman O&lgekli metot kullaniimigtir. Perturbasyon analizinde 1 mertebesi
lineer problemin ¢6ziminld, e mertebesi ¢6zUimi ise nonlineer problemin ¢6zimini

vermektedir.

Lineer problemin ¢6zimiinden orta boélimde iki ve ¢ adet yay mesnetli duruma ait farkl
mesnet durumlari igin birinci, ikinci ve Gglinci tabii frekanslar elde edilmistir. Buna goére, ayni
mesnet konumlari ve ayni yay katsayisi igin, eksenel hiz (vo) degerinin artmasiyla frekans

degerleri azalmaktadir. Kritik v hiz dederinde ise tabi frekanslar ‘0’ (sifir)’a yakin olmaktadir.

Perturbasyon analizinde ¢ mertebesindeki denklemler nonlineer problemi olusturmaktadir.
Nonlineer problem hiz degisim frekansinin (Q), sifir ve tabii frekansin iki katindan uzak oldugu,
hiz degisim frekansinin sifira yakin oldugu ve hiz degisim frekansinin tabii frekansin iki katina
yakin oldugu durumlar ayri ayri incelenmistir. Hiz degisim frekansi tabii frekansin iki katina
yakin olmasi durumunda temel parametrik rezonansi olusturmaktadir. Temel parametrik
rezonans durumunda problemin basit ve basit olmayan iki ¢6zimU mevcuttur. Basit ¢ézimun
gecerli oldugu bolgelerde genlik sifirdir. Basit olmayan ¢6ziimiin oldugu boélgelerde ise genlikler

hiz degisim frekansina bagli olarak artmaktadir. Bu ise istenmeyen bir durumdur.

Nonlineer ¢6zimde elde edilen sonuglara goére ayni yay katsayisi i¢in vq artmasi ile basit
olmayan ¢6zimun ortaya ¢iktigl ve genliklerin arttigi bolgeleri genislemektedir. Bu bdlge vy'in
sifira yakin deg@erleri igin ¢ok kiguk, kritik hizda ise en buyuktir. Gergek problemlerde basit
¢6zimun ortaya c¢iktigi ve genliklerin sinirli oldugu kararli bdlgelerde calismak oldukga
Onemlidir. CUnkd basit olamayan ¢6zimun aktif oldugu bolgelerde, sekillerde de gdsterildigi
gibi, titresim genlikleri artmaktadir. Bu ise istenmeyen bir durumdur. Titresim genliklerinin en
yuksek oldugu durum birinci tabii frekans ile ilgili parametrik rezonans durumudur. Yiksek tabii
frekanslar icin de parametrik rezonans durumu olusmasi mimkindir. Fakat bu durumlarda
titresim tabiati geredi genlikler daha disik olmaktadir. Tasarim igin en tehlikeli bolgeler ise kritik
hiza yakin olan bodlgelerdir. Bu bodlgelerde ¢alisildiginda hemen hemen butun eksenel hiz
degerleri icin ¢6zUmler kararsiz hale gelmektedir. Mesnet sayisinin artmasi basit olmayan

¢6zUmdun ortaya c¢iktigl bolgeyi daraltmakta basit ¢6zimun aktif oldugu bdlgeyi genisletmektedir.

Perturbasyon analizinde ¢ mertebesindeki denklemlerin olusturdugu nonlineer problemde, hiz

degisim frekansinin (Q) sifirdan ve 2w’ dan uzak oldugu durumunda, nonlineer terimlerin tabii
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frekansa katkilarini gdsteren nonlineer frekans degerleri elde edilmistir. Nonlineer frekans

egrilerinin saga dogru yatmasi sertlesme tip (hardening type) davranisin gostergesidir.

Nonlineer terimler tabii frekans degerlerine etki etmekte ve bu frekans degerlerini arttirmaktadir.
Bu artis yay katsayisina, eksenel hiza ve mesnedin sayisina bagli olarak degdismektedir. Yay
katsayisinin, eksenel hizin ve ortadaki mesnet sayisinin artmasi tabii frekansa gelen nonlineer

etkileri arttirmaktadir.

Bu ¢alismanin devami olarak su ¢alismalar yapilabilir.
1- Mesnet tipi degistirilebilir.
2- Tabii frekanslar arasinda olusabilecek 2:1 ve 3:1 i¢ rezonanslar incelenebilir.
3- Deneysel sonuglar ile elde ettigimiz sonuglar ile yaklasik analitik ¢oéztmler
karsilastirlabilir.
4- Toplam ve fark tipi kombinasyon rezonanslari incelenebilir.
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