CELAL BAYAR UNIVERSITESI *FEN BILIMLERI ENSTiTUSU

LINEER OLMAYAN SISTEMLER iCIiN GECERLI COZUMLER VEREBILECEK YENI BIR
PERTURBASYON TEKNIGININ GELISTIRILMESI

DOKTORA TEZI

NEDRET ELMAS

Anabilim Dali : Makina Mihendisligi

Programi : Mekanik

MANISA 2013



CELAL BAYAR UNIVERSITESI *FEN BIiLIMLERiI ENSTiTUSU

LINEER OLMAYAN SiSTEMLER IGIN GECERLI COZUMLER VEREBILECEK YENI BiR
PERTURBASYON TEKNIGININ GELISTIRILMESI

DOKTORA TEZI

NEDRET ELMAS

Tezin Enstitiye Verildigi Tarih : 31.07.2013

Tezin Savunuldugu Tarih :29.08.2013

Tez Danismani . Prof. Dr. Hakan BOYACW’@/\

Diger Juri Uyeleri : Dog. Dr. Mehmet CEVIK

Dog. Dr. Gokhan ALTINTAS /] /
Dog¢. Dr. Mustafa KAZAZ

Dog. Dr. Fadime DAL

MANISA 2013



ICINDEKILER

ICINDEKILER ....oovuurersssssnsessssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssses I
SEMBOL LISTES...couuuumrerssuusmeeessussseessssssssessssssssessssssssesssssssssesssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssesssass 11
SEKILLER LISTESI cuuuumerssuesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass vV
KISALTMALAR LISTES|....couuimrermmressssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseess VI
TESEKKUR YAZISI...ouunreeuuneesssssessssmsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass VIl
0 74 VIII
N 2 3 1 Y 2 IX
g R | 2T 1
I 1= = 2 T o = Y 1
2. LINEER OLMAYAN MEKANIK SISTEMLER .........ccoommeemmmmmmeessmsssssessssssssssssssssssssssssssssssassenes 3
2.1. Titresim Hareketinin Tanimi ve Siniflandirilmasi ... rveecscscssssssssesesesesesesnanes 3
2.2. Serbest TIreSIiM s e asas e e e me e e e e s 3
2.3. ZorlanmI$ TitreSim . ————————— 3
72 T o 3 ¥ ] o O, 4
2.5. Lineer Titresimler ve Nonlineer Titregimler........n. 4
2.6. Mekanik TitreSimler ... ———————— 4
3. PERTURBASYON HAKKINDA GENEL BILGI...c..commerrmummeersmssmssessssssssesssssssssssssssssssesssssens 7
3.1, SeEKUIEr TeriMu. s ———————————————— 8
3.2. Direkt AGIHIM TeKNiGi...mmmmmmmsssssmssssssssssssssssssssssssssssssssss s sssssssssssssses 9
3.2.1. Duffing Denkleminin Direkt Acilim Teknigi ile COzZUMU.......cccornerrsesessesesnasens 9
3.2.2. Van Der Pol Denklemi Direkt Agilim Teknigi ile GCOzUMU ......ccoureuresesnasenens 11
3.3. Lindstedt Poincaré TeKNiGi.....cummmmmmmmsssmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 17
3.3.1. Duffing Denkleminin Lindstedt Poincaré Teknigi ile Cozimu .........cccuuue.. 17
3.4 . Gok Zaman OIGeKIi MetOt.........uuermmeesummeesssmsessssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssasssssssssess 20
3.4.1. Duffing Denkleminin Cok Zaman Olgekli Metodu ile Cézimii ......ccceurunee. 20
3.5. Asimptotik AGHIMIArIN UYUMU .....cincinncsmsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssases 24
3.5.1. Asimptotik Acilimin Uyumu ile Tekil Pertiirbasyon Problemi.......ccoueeuneane 24
B0 TR My e R =3 Ve o 24
KT TR B2 1o Vo [T P 26
3.5.1.3. UYUM SAIthuvcicssissssssssssssmsssssssss s ssssssssssss s ssssssss s sssssssssssssssens 30

4. LINEER OLMAYAN SISTEMLER iGiN ¢OZUM VERECEK OLAN YENI BIiR
PERTURBASYON TEKNIGI ......covoieresesesesessessessessessessssssssssssssssssssssssssssssssssassassassassasssssassassassass 31




4.1. Duffing Denkleminin Yeni Pertiirbasyon Teknigi ile COzimil ........cceeeesennasens 32

4.1.1. Yontemlerin Kargilagtirilmasl ... 41

4.2. Yeni Donugiim ile Van der Pol Denkleminin COZUMU......c.coumsemmsmsssssssssssesessases 46
4.3. Yeni Doniisiim ile Tekil Pertiirbasyon Problemi ... 50
LIRS0 T LU L0 0 57
6. KAYNAKLAR coitiistssssssssssssssssssssssssssssssssssss s ssssss s sss s s s s ssssssssssssssns 58

II



SEMBOL LISTESI

A 'K“ : n.moda ait kompleks genlikler ve eslenikleri
T, T,..., T, : Zaman dlgekleri
T, : Zaman Parametresinin dénistimiu
Xe : Konum Parametresinin déntsumi
¢ : Pertlirbasyon parametresi (Boyutsuz)
H : S6nUm katsayisi (Boyutsuz)
:Donlsim frekansi
W, ‘Tabii frekans

II1



SEKILLER LISTESI

Sekil 1. Duffing denklemi icin Yeni yontem ile Sayisal ¢oziimiin ve klasik yontemlerin

karsilastirllmasi. £=0.1ay=1 Wy =1 b=0, fi=1 i 42

Sekil 2. Duffing denklemi i¢in Yeni yontem ile Sayisal ¢éziimiin ve klasik yontemlerin

karsilastirllmasi. € =0.1, a5 =1, Wy =1 b=0, fy =0.1ummmmmmmm e 42

Sekil 3. Duffing denklemi i¢cin Cok zaman 06lgekli ile Yeni yontemin karsilastirilmasi

8=0.1, aozl,W():l, fozl .............................................................................................................. 4'3

Sekil 4. Duffing denklemi i¢cin Cok zaman 6l¢ekli ile Yeni yontemin karsilastirilmasi

& =O.1, ao =1, WO =1, fo — 2 -u-u-uu-u--u-uuuuu-u----uu-u----uuu-u----u---uu-u----u----u---------------------4’3

Sekil 5. Duffing denklemi i¢cin Cok zaman 6l¢ekli ile Yeni yontemin karsilastirilmasi

&= 0.11 ao =1, WO =1, fO = 3 -u-uu-u--u-u-u-u-u-u-u-u-uu-u-uuu----u----u---u-----u----u-u-u---uu------------4‘3

Sekil 6. Duffing denklemi icin LP ile Yeni yontemin karsilastirilmasi
£=01,80 =1, Wy =1 D=0, f) =2 ceerrrrrsrressrssssmssssssssressessmssarssssnssssssssnsssssssssserserserserserseesseesansans b

Sekil 7. Duffing denklemi i¢cin LP ile Yeni yontemin karsilagtirilmasi

£=0.185 =1 Wy =1 D=0, F) =L urrereursersereuersssreesuseessrssseressseessessasesssssessssseeesesssssessessssmssusereeeesidh

IV



Sekil 8. Duffing denklemi icin LP ile Yeni ydontemin karsilastirilmasi

£=0.180 =1, Wy =1 D=0, fy = 0.1 seeuersereusseessressseeeereseseeeresessessuseessessuseessesssseessessssseessesssssmsses

Sekil 9. Duffing denklemi icin Sayisal C6zliim ile Yeni yontemin karsilastirilmasi

£=0.1,80 =1, Wy =1 D=0, F) =1L eurereueesereusseesressuseesessuseeessseessessuseessessuseessesseseessessessessuseessessrsss

Sekil 10. Duffing denklemiicin Sayisal Coziim ile Yeni yontemin karsilastirilmasi

&= O.L ao ::L WO :l b = 0, fo :0.1...-u.uu-u.-u.u-u-u.uuuu-u-u-u.uu-u.u-.u-uuuu-u...-u.........u-...

Sekil 11. Duffing denklemiicin Sayisal Coziim ile Yeni yontemin karsilastirilmasi

&= Ol ao =1, WO =1, b = 0, fo = 012 R N R R R R R A RN N RN RN AR RN RN EEE AR R ERERERE AN

44

45

45

45



KISALTMALAR LISTESI

k.e.

S.O.T.

E.K.T.

MS

LP

MSLP

: Kompleks (karmasik) eslenik

: Sekdiler olmayan terim

: Ustel kiigiik terim (Hizla kiigiilen terim)

: Cok Zaman Olgekli yéntem (Multiple Scales)
: Lintstedtpoint yontemi

: Multiple Scales Lindstedt Poincare yontemi

VI



TESEKKUR YAZISI

ictenlikle aileme sonsuz tesekkirlerimi sunarim.

Bana makine mihendisligi boliminde yer agan ve bilimsel katkilarda bulunan sayin hocam Prof.
Dr. Mehmet PAKDEMIRLi‘'ye her zaman yanimda bulunan sayin hocam Prof. Dr. Hakan
BOYACI'ya ve samimi, icten Kisiligi ile yardimlarini esirgemeyen Dog. Dr. Mehmet Cevik’'e

tesekkurlerimi sunarim.

Bana tezimin calismalarinda yardimci olan ydn goésteren sayin hocam Prof. Dr. Allaberen
Ashyralyev'e ve bu teze baslamami saglayan Turgutlu Meslek Yiiksek Okulu Ogretim
elemanlarina ve beni destekleyip yureklendiren tim arkadaslarima candan tegsekklrlerimi

sunarim.

Bugine kadar bana destekte bulunanlara tesekkuri borg bilirim.

Nedret ELMAS

VII



OzZET

Perturbasyon yontemleri fiziksel problemlerin yaklasik analitik ¢6ztUmlerini bulmakta
kullaniimaktadir. Perturbasyon yontemlerinde ¢6zim, fiziksel kliglk bir parametrenin seri agilimi
seklinde ifade edilir.

“Dogrudan Acihm” olarak adlandirilan temel Perturbasyon teknigi bircok hesaplamada yeterli
olamamakta ve zaman igerisinde artan ¢dzUmler vermektedir. Lindstedt-Poincare Teknidi,
Renormalizasyon yéntemi, Cok Zaman Olgekli yéntem, Ortalama yéntemi ve Asimptotik
Acilimlarin Uyumu ydéntemi adlar ile anilan gesitli perturbasyon yontemleri dogrudan acilimda
karsilagilan sorunlari gézmek igin zaman igerisinde gelistirilmistir.

Bu metotlardaki fikirler gelistirilerek ihtiyaca uygun bir donlsim ortaya koyulmustur. Bu zaman
dénlUsimi diferansiyel denklemlerde zaman parametresini hizlandirarak veya yavaslatarak
zaman parametresinin kontroliini sadlamaktadir yada bu doénlsimi problem tipine goére
belirlenmektedir.

Calismada uygulama olarak Duffing, Van der Pol, sinir deger problemi ele alinmistir.

Sunulan zaman dénlisimunin avantaji lineer olamayan diferansiyel denklemlerde yeni bir bakis
agisl, istenen parametrenin kontroliinde ve problemin ¢ézimuinde basitlik saglayacaktir.

Anahtar Kelimeler: Nonlineer sistemler, Duffing Denklemi, Van der Pol Denklemi, Sinir deger
problemleri , Perturbasyon ydntemleri, Lindstedt Poincare teknigi, Cok Zaman Olgekli yontem,
Zaman dontsimdi
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ABSTRACT

Perturbation method is mathematical methods that are used to find an approximate solution to a
problem which cannot be solved exactly. Perturbation theory can be applied if the problem can
be formulated by adding a "small"* term to the mathematical description of the exactly solvable
problem. Perturbation method leads to an expression for the desired solution in terms of a formal
power series in some "small' parameter -known as a perturbation series- that quantifies the
deviation from the exactly solvable problem. The leading term in this power series is the solution
of the exactly solvable problem, while further terms describe the deviation in the solution, due to
the deviation from the initial problem.

Algebraic equations, integrals, differential equations, difference equations and integro-differential
equations can be solved approximately with Perturbation techniques. The direct expansion
method (pedestrian expansion) does not produce physically valid solutions for most of the cases
and depending on the nature of the equation, many different perturbation techniques such as
Lindstedt-Poincare technique, Renormalization method, Method of Multiple Scales, Averaging
methods, Method of Matched Asymptotic Expansions etc. are developed within time.

A time transformation has been put forward by developing these ideas. This time transformation
provides control over the time at differential equations, by accelerating (larger steps advancing)
or slowing down (smaller intervals advancing) the time parameter. In the application, Duffing, Van
der Pol, in practice commonly used boundary-value problems were discussed.

The advantage of the time transformation presented will be a new perspective for nonlinear
problems and control of the chosed parameters.

Keywords : Nonlinear systems, Duffing equation, Van der Pol equation, Perturbation methods,
Lindstedt Poincare method, Multiple scales method, Numerical solutions, Time parameter,
numerical solution
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1. GIRIS

1.1. GENEL BILGILER

Perturbasyon ydntemleri fiziksel problemlerin yaklagik analitik ¢6ézUmlerini bulmakta
kullaniimaktadir. Cebirsel denklemler, integraller, diferansiyel denklemler, fark denklemleri,

diferansiyel fark denklemleri perturbasyon yontemleri kullanilarak, yaklasik olarak ¢ézulmektedir.

Perturbasyon yéntemi dogrusal ve/veya dogrusal olmayan sistemlere uygulanabilir. Perturbasyon
yontemlerinde ¢6zim, fiziksel kiiglk bir parametrenin seri agilimi seklinde ifade edilir. “Dogrudan
Acilim” olarak adlandirilan temel perturbasyon teknidi bircok hesaplamada yeterli olmamakta ve
zaman igerisinde artan g¢oztimler vermektedir. Lindstedt-Poincaré teknigi, Renormalizasyon
yontemi, Cok Zaman Olgekli yéntem, Ortalama yéntemi ve Asimptotik Agilimlarin Uyumu yéntemi
adlari ile anilan gesitli perturbasyon yontemleri dogrudan agilimda karsilasilan sorunlari ¢gézmek

icin zaman igerisinde gelistirilmistir.

Perturbasyon yontemlerinin en 6nemli kisitlamasi, denklemde kiigik bir parametreye ihtiyag
duyulmasi ya da denklemde bu kugik parametrenin yapay olarak eklenmesidir. Bu fiziksel
parametre genelde en yuksek mertebenin katsayisi olarak ortaya c¢ikar. Bu da en ylksek
mertebedeki terimlerin mertebe olarak kigik olmasini saglar. Bu durumda coézimler zayif
dogrusal olmayan sistemler icin gegerli olmaktadir. Fiziksel parametrenin blyutk oldugu kuvvetli

dogrusal olmayan sistemler igin bu ¢déziimler gegerli olmamaktadir.

Dogrusal olmayan sistemler igin gecerli perturbasyon ¢ézimleri elde etmek Uzere son
zamanlarda bazi galismalar yapilmigtir. Hu ve Xiong [1], Duffing denklemini kullanarak Lindstedt
Poincare teknigini iki farkli sekilde ele almis ve sonuglari karsilastirmiglardir. Oncelikle denklemi
klasik yontem ile ¢dzmuslerdir. Daha sonra perturbasyon acgiliminda bazi degisiklikler yaparak

¢ozimler elde etmiglerdir.

Elde edilen ¢gdzimleri sayisal ¢ozimle karsilastirmis ve perturbasyon parametresinin ¢ok blylk
degerleri icin de uygun ¢bzimler elde etmiglerdir. H. Hu [2] tarafindan yapilan benzer bir
calismada da Duffing denklemi icin yaklasik ve tam ¢6zimli frekanslar karsilastiriimistir. Ayni
denklem, lineer frekansin sifir olma durumu igin de ele alinmistir H. Hu [3]. Elde edilen periyot
tam ¢6zim periyotlari ile buyiuk parametreler icin karsilastinilmis ve iyi bir yakinsama

saglanmistir.

Perturbasyon ¢ézimlerinin kuvvetli dogrusal olmayan sistemlerde gecerli sonuglar vermesi igin

alternatif birgok teknik gelistirmeye calisiimaktadir. Dogrusallastirilmis perturbasyon yéntemi J. H.

He [4-6], parametrelerin acilimi yontemi J. H. He [12-13] bunlara drnek olarak verilebilir. Yakin

zamanda Pakdemirli, M. M. F. Karahan ve H. Boyaci [14] kuvvetli nonlineer sistemler igin gegerli
1



¢6zUmler verebilecek yeni bir perturbasyon teknidi gelistirmislerdir. Bu yeni teknik ¢ok zaman
Olcekli yontem ve H. Hu ve Z. G. Xiong [1-2] de 6nerilen frekans acilimi kullanilarak gelistirilen
Lindstedt Poincare tekniginin birlestiriimesi esasina dayanmaktadir. Baz kosullar altinda
Lindstedt Poincare teknigi dizgiin rejim ¢ozimlerini belirlemede iyi sonuglar vermektedir M.
Pakdemirli [16]. Bu iki yontemin birlestiriimesi ile her birinin avantajlari tek bir yontemde
toplanmaktadir. MSLP olarak adlandirilan bu yeni yéntemde, lineer sonimli salinim denklemine,
sO6nUmIl ve sonimsilz Duffing denklemleri uygulanmistir. Lineer sonimli salinim denkleminin
tam ¢6zimi MSLP ydntemi ile bulunmustur. Boylelikle yari analitik bir yontem olan perturbasyon
yontemi kullanilarak tam ¢6zim elde edilmistir. Bu yeni ydntemin sOnimlu ve sénumsuz Duffing
denklemine uygulanarak sayisal ¢ézimler ile karsilastinldiginda kuvvetli dogrusal olmayan
sistemler icin ¢ok daha iyi sonuglar verdigi tespit edilmistir. Pakdemirli ve Karahan [15], MSLP
yontemini ikinci ve Uglncl dereceden dogrusal olmayan denkleme uygulamislardir. Yontemin

kuvvetli dogrusal olmayan sistemler igin iyi sonuglar verdigi bir kez daha dogrulanmistir.

Ji-Huan He [29-30] de homotopi teknigine gére p eleman [0,1] olacak sekilde parametreli bir
homotopi gelistiriimistir. Geleneksel perturbasyon ve homotopi tekniginin birlestiriimesi olan bu

metot homotopi-perturbasyon metodu olarak adlandiriimistir.



2. LINEER OLMAYAN MEKANIK SISTEMLER

Lineer olmayan denklemlerin yaklasik ¢6zimlerini bulabilmek igin perturbasyon metotlari
kullanilir. Bu metotlarin tanitimi Nayhef [19], Jordan ve Smith [42] tarafindan yapilmistir.
Perturbasyon metotlari, genel anlamda tam olarak ¢6zilmeyen denklemler icin, bu denklemlere
badli lineerlestiriimis denklemin ¢6zimunden yola ¢ikarak yaklasik bir periyodik ¢ézim elde
etmeyi amaglar. Fakat bu metotlar, nonlineerlik zayif oldugunda kullaniimaktadirlar. Bu nedenle

perturbasyon metotlarinin olusturdugu dezavantajlari gidermek igin farkli metotlar kullanilir.

Lineer diferansiyel denklemler mekanik sistemlerin matematiksel modellemesinde kullanilir.
ileride uygulama problemi olarak kullanilacak titresim modellerin tanitiimasi igin titresim
hareketinin genel karakteristigi ele alinacak ve kesikli ve sirekli ortam titresimlerinin matematiksel

modellenmesi Uizerinde durulacaktir.

2.1. TITRESIM HAREKETININ TANIMI VE SINIFLANDIRILMASI

Titresim, belirli bir zaman aralidinda kendini tekrarlayan hareket olarak tanimlanir.

2.2. SERBEST TITRESIM

Sistemin statik denge konumundan uzaklastirillip birakiimasi halinde yaptigi periyodik harekettir.
Tatbik edilen kuvvetler; yay kuvveti, surtinme kuvveti ve kitlenin agirligidir. Surtinme olmasi

halinde titresim zamanla azalir. Bu serbest titresim, kisa sureli gecici hareket olarak adlandirilir.

2.3. ZORLANMIS TiITRESIM

Dis kuvvetlerin sisteme etkimesi halinde, titresim hareketi zorlanmigs titresim olarak tarif edilir.
Zorlanmis titresim hareketinde, sistem kendi tabii frekansi ile oldugu kadar, tatbik edilen dig
kuvvetin frekansi ile de titresime zorlanir. Sidrtinme olmasi halinde hareketin tatbik edilen dig
kuvvetin ihtiva etmedigi bolimi zamanla soéner. Neticede sistem, ilk sartlardan ve kendi tabii

frekansindan bagimsiz olarak, tatbik edilen dis kuvvetin frekansi ile titresir. Dis kuvvetin tesirinde

3



meydana gelen titresime, dizgun titresim hali veya tepki denir. Genellikle titresimin devaml

tesirleri dolayisiyla, diizgin titresim hali veya tepki meydana gelir.

2.4. SONUM

Gergekte, mihendislik sistemlerinin ¢ogu, titresim hareketleri esnasinda surtiinme ve direngler
dolayisi ile sénim olayi ile karsi karsiyadir. Hava tesiri ile sonim, akigkanlarin slrtinmesi,
Coulomb  kuru sdrtinmesi, magnetik sonim ve benzeri sekillerde olan sénim olayi, daima
hareketi yavaslatacak ve salinimi durduracaktir. Eger siddetli bir sénim varsa, salinim hareketi
olmayacaktir ve bu haldeki sistem, fazla sénimli olarak tarif edilir. Eger hafif bir sénim varsa,
salinim olacaktir bu sekildeki sisteme de, az s6nimlli sistem denir. Bu iki halin sinirlarinda
bulunan durumlara da kritik sénim halindeki sistem denir. Serbest birakilan kitle, basit¢e statik
denge konumuna doénecektir. Titresim yapan hareketlerin ¢gogunda, hava tesiri ile olan sénim,

cok kuguktur ve 6zel haller digsinda ihmal edilir.

2.5. LINEER TITRESIMLER VE NONLINEER TITRESIMLER

Kutle- yay sisteminde bilesenler lineer 6zellige sahip ise sistem lineer titresim adini alir. Aksi

halde nonlineer titresim denir.

2.6. MEKANIK TITRESIMLER

Kutle-yay sistemi gibi basit mekanik sistemin analizinde m uygun bir birim sistemde kitleyi, x(t)
ise t zamanda bu kitlenin denge konumundan yer degisimini gdstersin (kuvvet uygulanmadigi
durumda). F, Kuvveti uygulanan bir yaya, F, kuvveti ile etki eden bir sok emiciye baglansin.
Yayin F, tepki kuvvetinin, denge konumundan itibaren kitlenin yer degistirmesi ile orantil
oldugunu ve amortisériin uyguladigi  F, kuvvetinin, kitlenin v =dx/dt hizi ile orantili

oldugunu varsayalim. m kutleli bir cisme etki eden
F(x) = —-kx (Hook kanunu) (1)

ve



F=-cov (k,c>0) (2

formunda x in lineer bir fonksiyonu olarak alabiliriz. Negatif isaretler dogrudur. Cunk{ x pozitif

iken F,(x) negatif ve v pozitif iken F,_ negatiftir. Newton’un yasasi
mx"=F, + F,. (3)

seklinde tanimlanir. Yani asadida gosterilen ikinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen,

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemi verir.

a2  d (4)

Boylece, m kitlesinin x(t) konum fonksiyonu tarafindan saglanan bir diferansiyel denklem elde

edilir. Bu ikinci mertebeden lineer homojen diferansiyel denklem, kultlenin serbest titresim

hareketini temsil eden matematiksel modeldir.

F, ve F, ye ilaveten, eger m kutlesine bir F(t) dis kuvveti etki ederse, bu dig kuvvet (4)

denklemindeki esitligin sag tarafina eklenmelidir. Bu durumda,

d’  dx
m—+c—+k<=F(t) (5
dt?  dt O ©

seklinde ikinci mertebeden homojen olmayan bir lineer diferansiyel denklem elde edilir. Bu

homojen olmayan lineer diferansiyel denklem bir F(t) dis kuvveti etkisindeki bir kiitlenin zorlanmis

titresimini temsil eder.

Normal kosullar altinda yay lineer degildir. O halde F(x) kuvvet fonksiyonu lineer olmadidinda,

F(x) kuvveti,
F(X) = —kx+ax?+ g +--- (6)
seklinde alinir.

Kuvvet serisi agilimina sahip oldugunu kabul edelim. x yeterince kugiuk oldugunda, yayin
tepkisinin yer degistirmesinin tersine olmasi i¢cin k>0 alalim. Eger yaya uygulanan bu kuvvettin
etkisi altinda yay ayni uzunlukta pozitif ve negatif yer degistirmelere goére simetrik oldugunu

varsayarsak, bunun sonucunda



F(—x) =F(x)
elde edilir.

F fonksiyonu Uzerindeki yorum; F fonksiyonunun x eksenine gore simetrik ve tek fonksiyon

olmasidir. (1) denklemi tekrar incelendiginde x‘in ¢ift kuvvetlerinin katsayilarinin sifir oldugu

kabul edilir. Lineer olmayan ilk terim x3 i igeren terimdir.

Lineer olmayan bir yayin basit matematiksel modeli olarak denklem (6)’'da derecesi 3'den bliylk

olan terimlerin ihmal edilmesi ile elde edilen

F(X)=—ka+ <3 (7)

denklemini ele alalim. Elde edilenm kitlesine ait hareket denklemi
mx” +cx’ = —kx — Ax3 (8)

olur. f>0 ise yaya yumusak yay, f<0ise yaya sert yay denir. Sert yay igin faz diizlem
yoringelerinin hepsi sinirli iken, yumusak yay sinirsiz faz dizlem yoéringesine de sahiptir.
Bununla birlikte sinirsiz yumusak yay yoringelerinin kirllma olmaksizin yayin esneme

kapasitelerini astiklarinda fiziksel olarak gercede uygun hareketleri gérilmeyecektir.

Lineer olmayan bir yay Uzerindeki bir kUtlenin serbest hiz ve sénimlu titresimlerini modellemek

igin ikinci mertebeden

mx” +cx’ + ke + A =0 C)

diferansiyel denklemini alalim. Denklemde bulunan KX terimi, bir lineer yay tarafindan kiitleye

uygulanan kuvveti, Ax*terimi ise gergek yayin lineer oimadigini gostermektedir.



3. PERTURBASYON HAKKINDA GENEL BILGI

Pertlrbasyon teorisi, tam olarak ¢ézimlenemeyen bir denklemin, bu denkleme bagh baska
denklemlerden yola ¢ikilarak yaklasik bir ¢6zim elde etmek igin gelistirilen matematiksel metotlari
iceren teoridir. Kesin olarak ¢éziimlenemeyen denklemin matematiksel tanimina "ktguk" bir terim

eklenerek eldeki denklem formiile edilebiliyorsa, perturbasyon teorisi uygulanabilirdir.

Nonlineer diferansiyel denklemler kullanilarak yapilan modellemelerde, modellenen denklemin
tam ¢6zimuind bulmak mimkin olmayabilir. Bu durumda analitik veya yari analitik yontemlerle

yaklasik ¢éztimler elde edilir.

Pertirbasyon teorisi, istenilen ¢6zimin, kesin ¢6zimli problemden sapmanin miktarini
belirleyen "klglk" parametre kullanilarak kuvvet serisi terimleri ile ifade edilmesine 6nciliik eder.
Kuvvet serisinin ana terimi, kesin ¢ézimli problemin ¢ézimda; diger terimler ise ilk problemden

sapma miktarina goére belirlenen ¢éziimdeki sapmayi tanimlar.
& : klgUk parametre
U : tam ¢dzim
Tam ¢6zime yaklasimli ¢ézim:
0 1 2
U=¢gUy+eU +&Uyte- (10)
Uy : kesin ¢dzimlh problemin ¢dzimdi
u,u, : yiksek mertebeden sistematik prosedirde tekrarlanarak bulunan terimler

Pertlrbasyon ¢6zimda, yaklagim serilerini belli bir noktada kesmekle yapilir. Genellikle ¢ézim, ilk

iki terim u,, + eu, 'de kesilebilir. Bu birinci dereceden perturbasyon dizeltmesidir ve ilk ¢ozumdur.

Eger seri ¢gozumleri belirli bir aralikta gecgerli ise buna dizenli perturbasyon, seri sadece sinirli bir

aralikta gecerli ise buna da tekil perturbasyon denir.



¢ —0 ise yakinsak ¢odziim serisine direkt agiimin gegerli oldugu problemler dizenli
perturbasyon, serinin yakinsak olmadidi, dolayisiyla yaya aciiminin gegerli sonu¢ vermedigi

durumlar igin tekil perturbasyon tanimlamalari yapilmistir.

3.1. SEKULER TERIM

Bir diferansiyel denklemin perturbasyon metotlari ile ¢6zimunde, ¢6zim olarak (10) denkleminde
gosterilen agilim ele alinir. Bu ¢ézimde elde edilen parametrik terimlerde ortaya ¢ikan t zaman
degiskeninin artmasi ile sinirsiz biiyiimeye sebep olan parametrik terimler Sekiler terim olarak

adlandirilir.

Sekuler terim ayni zamanda iraklik terimi olarak da adlandirilir.



3.2. DIREKT AGILIM TEKNIGi

3.2.1. DUFFING DENKLEMININ DIREKT AGILIM TEKNIGi iLE ¢6zUMU
Duffing denklemini ele alalim

+wiu+eu®=0 . (12)

Co6zum fonksiyonu u

seklinde seriye acilir. Bu seri ac¢ilim denklemleri Duffing denkleminde vyerine yazilir ve

mertebelere ayrilirsa

O(@) :ug +wW3uy =0

(13)
O(e) : uj +wWau, =—ug

elde edilir.

Eger O(1) mertebesinden elde edilen ¢6zim asagidaki sekildedir
Ug = acos(Wot) (14)

Bu ¢6ziimi O(¢) da yerine yerlestirilirse

u+u =a’cosd(wet)  (15)

elde edilir.

Diferansiyel denkleminin ¢6zUmu

U = [— g a3tsin(wy (t + B))+ 3—12 a® cos(w, (3t + 3,3))j (16)

U = Ug (7) + euy (7) = acos(Wot) + g[—?S a’tsin(wg (t + 5))+ 3—12a3 cos(wp (3t + 3ﬁ))] (17)

seklindedir.



t—>w acihm gegersizdir. Yaya acilimi yerine farkli teknikler uygulanmahdir. Sorun yaratan
parametre zaman parametresidir. Zaman parametresi 0Oyle bir diizenlenmelidir ki bu diizenleme

sorunu giderebilmelidir.
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3.2.2. VAN DER POL DENKLEMI DIREKT AGILIM TEKNIGI IiLE ¢6zUMU
Ali Hasan Nayfeh’ nin “Introduction to Perturbation Techniques” adl kitabinda [19] go6sterdigi
Uzere Van der Pol Denkleminin yaklasik ¢6zim diferansiyel denklem olarak

d?u” | o, « du”, du”
m—-+ku =uf (U,—)—
dt™ #t dt )dt

(18)

denklemi ile verilir.

Burada M pozitif parametredir ve u” nun kiiclik degerleri igin  f * pozitif alinir. Basit bir aritmetik
islem ile esitligi asagidaki sekilde verilir:

2 * N2 |
m(jjt—*uz+ku*:y[1—a(dL] }d“ (19)

dt” ) |dt”

« pozitif olmak Uzere elde edilen denklem Rayleigh denklemi olarak bilinir. Bu denklemin
boyutsuzlastiriimasi i¢in tabii frekansi kullanarak asagidaki denklemler yazilir:

*

(19) denkleminde

*2
.. al, k .2 |
U+u=¢|1- us |u 1)
m
7] « . . . - «2 1
Burada ng ve bunun yaninda u,ve garpanlarini denklemi basitlestirmesi igin au, k =§m
m

alinir ve (19) yerine yazildiginda

I R
u+u=¢ u—gu (22)

seklini alir. (22) diferansiyel denkleminin zamana gére turevi alinirsa denklem
u+u=g(u—uu ) (23)

Formunda bulunan denklemde U=V doénUsimini uygulanir ve bulunan denklem asagidaki
formu alir ;

11



\'/'+V=8(1—\'/2)'/ (24)
Elde edilen denklem bilinen Van der Pol denklemidir. Burada yorum (20) esitligi kullanilarak

boyutsuzlastirilan Rayleigh denkleminin ¢dézimunidn zamana gore tirevlenmis hali olan Van der
Pol denkleminin ¢6zim olur.

Perturbasyonda kullanilan ve direkt acihm olarak adlandirilan basit bir teknik ile denklem (22)
yaklasik ¢6zimuUni bulmak Uzere, ¢dzim olarak gorilen u(t;¢) ifadesinin agihmi asagidaki gibi

alir:

u(t; &) =up(t) +euy (t)+--- (25)

actlimi ve turevleri (24) denkleminde yerine yazilir.

G : : 1 . : 3

UO +€U1+~~'+U0 +6Ul+'-- =8(U0+6U1+~~')—§8(U0+6U1+~") (26)
Denklem epsilon terimlerinin kuvvetleri cinsinden duzenlenirse;

.. . . 1.3
u0+u0+---+g(u1+u1)+---:g(u0—§u0)+--- 27)

esitligi elde edilir. Direkt Pertirbasyon teknigine uygun olarak mertebelere ayrilirsa ilk olarak bir
mertebesine ait olan denklem

Up +Ug =0 (28)

seklindedir.

Adi diferansiyel denklemi bulunur. ikinci olarak epsilon mertebesine ait olan denklem ise
(y + Uy = Uy — = U3
1T~ T30 (29)

seklindedir.

Homojen olmayan adi diferansiyel denklemi bulunur. Yukaridaki iki diferansiyel denklemden
(28)’Gn ¢6z4mu olan u, ;

Uy = acos(t+ 5) (30)

12



seklinde bulunur.

a ve f sabitlerdir. Bulunan u, ¢6ziimi (29) denkleminde yerine yazilir ve
" o 1 3.3
u1+u1——asm(t+ﬁ)+§a sin®(t+ ) 31)

diferansiyel denklemi elde edilir. Diferansiyel denklemi ¢dziimlendiginde ¢6zim olarak U,

bulunur. C6zim igin
. 3 . 1.
sin® @ = Zsin@—=sin(30) (32)
4 4
Trigonometrik 6zdesligi kullanilir. (31) denklemi tekrar ele alinip 6zdeslik yerine yazildiginda
.. 1, . 1 5.
Uy +uy = (Za —1)asm(t+ﬂ)—ﬁa sin (3t+3p4) (33)

denklemi elde edilir. (33) denkleminde sag taraf iki farkli denklem olarak alinir. Birinci adi
diferansiyel denklem

i +u® = (%a2 ~asin(t + B) (34)
seklindedir. ikinci diferansiyel denklem ise
, 1 .
i? +ul® = —Ea3 sin (3t+38) (35)
bicimindedir. (34) ,(35) diferansiyel denklemlerin ¢cbzimleri elde edildiginde,
y 1. 15
uf) == (1->a?)atcos(t + j) (36)
2 4
ve

1 .
uf) = 5ga°sin@t+34) ()

bulunur. (36), (37) ¢ozimlerinin birlestiriimesi ile elde edilen

13



1 1 1
—_n®,,@ _ 2 3 .
U, =U +U;) =—(1——a%)atcos(t+ f)+—a’sin(3t +3
hp = Upp +Ugp 2( n ) (t+p) % @t+38) (39
Elde edilen U, ve U, ¢Ozimleri (25)' da yerine yazildiinda elde edilen denklem

u =acos(t+ )+ g[% (1—%a2)at cos(t + f3) +9—1633 sin(3t +3ﬂ)} (39)

1 1
Coziimde bulunan E(l—zaz)atcos(t + f) terimde garpan olarak bulunan t parametresinin

(t > o) zamanin bliyimesi ile olusturacagi blyiimeyi engellemek (izere garpan olarak bulunan
1
(l—ZaZ)a terimi  sifirlayarak blylimeyi engelleyebiliriz. Terimin sifira esitlendiginde

a=x2 a=0 sonuglar elde edilir. Sunulan ¢dzim a =2 igin

u =2cos(t+p)+ g{% sin(3t + 3,3)} (40)

seklindedir.

Renormalization metodunu (40) denklemine uygulayalim

T=wWt=1+ew +-- )t (41)
ise
t=(+ew +-) ' r=r—aWTr+-- (42)

bicimindedir. Direk acilimdan elde edilen sonug Gzerinde aldi§i déntsum ile dizeltme yapilir.

u=agcos(t+ ) —eap[-wzrsin(z + ) + % (a02 —Mrcos(r+ f) +3—l2 a§ sin(3r +34)] +---
(43)

(43) denkleminde bulunan ve sorun yaratan patlamalara yol agan ¢6zimU engelleyen terimleri
yok etmek igin bu terimlerin katsayilar sifir degerli secilir. Sorun yaratan bu terimler ayni

zamanda sekller terimler olarak kabul edilir.
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w=0 (4

ve

a(a’-4)=0 (45)

sonug olarak

u=2 cos(t+4)+--- (46)

bulunur. Nayfeh’nin kitabinda [19] bulunan Cok Olgekli Metot kullandiginda ise,
u=uo(To, Ty) +eu (To, Ty) +--- (47)

Zamani Olgekliyor Ty =t, T = &t pertirbasyondaki mertebeleri belirliyor.
D§uo +Uo =0 (48)

D&y, +u, = —2DyDyug + (1 —u)Dyu (49)

ve bir mertebesinin ¢éziminde bulunan asagidaki ¢6zimu

Up = A(T;)e'™ + A(Ty)e '™ (50)

epsilon mertebesinde bulunan diferansiyel denklemde yerine yerlestirdiginde,

D2u, + U, = —2iA'(Ty)e'™ +cc 51)
v (AmE™ + A )2 (AT ™ - A ™)

yada

DZu, +U, = —i(2A" — A+ A2A )e'™ —iA%ed ™ 4 cc (52)

seklindedir. Gergek ve sanal kisimlar ile diferansiyel denklemdeki sekular terimler ayikladiginda

sonug olarak bulunan ifade,

15



1

2
u= 2[1+ [iz —1} exp(—gt)} cost+--- (53)
a9

seklindedir. Bulunan yaklasik sonug (54) da belirtildigi gibidir.

u — 2cos(t+ B)+0(e) (54)
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3.3. LINDSTEDT POINCARE TEKNIGI

3.3.1. DUFFING DENKLEMININ LINDSTEDT POINCARE TEKNIGi iLE ¢6ZUMU

Linstedt Poincaré teknigi zaman igerisinde fiziksel olmayan blylmeleri engellemek igin kullanilan
bir tekniktir. Céziimiin periyodik oldugu varsayilir. Once zaman degiskeninde bir dénlisiim yapllir.
Bu doniisim sayesinde perturbasyon agilimi, bu doniisimdeki keyfi parametreye de uygulanir ve

¢6zUmdeki patlamalar giderilir.

Duffing denkleminin Lindstedt Poincaré teknidi ile ¢ézimuinde diferansiyel denklemin zaman
degiskeninde donisum yapilir ve bu dénudsumdeki keyfi parametrede seriye agilarak sekuler
terimler yok edilir.

Duffing denkleminin Lindstedt Poincaré teknigi ile ¢bézimuindeki islem basamaklari ise asagida

verilmistir. (11) denkleminin baslangi¢ kosullari olarak
u@=a, ve Uu(0)=0 (55)
seklinde verilmistir.
Burada aldigimiz Duffing denklemi kubik nonlineer diferansiyel denklemdir. C6zim igin
T =Wwt (56)

zaman doénusimu uygulanirsa

2d2U

W — +Wsu+eu® =0 (57)
dr

elde edilir. Bagimli degisken ve dénlisim frekansi,
u=uy(r)+eu(r)+--- (58)

seklinde seriye agllir. Bu seri agilimlar denklem Duffing denkleminde yerine yazilir ve mertebelere

ayrilirsa
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L2 d%ug 2
oM@ :wg > +WolUp =0 (60)
T
2 2
a2 dU o duy 3
O(g) 1wy e er()ul_—ZW()WlF—u0 (61)

elde edilir.

Eger O(l) den ¢6ziim fonksiyonu
Up=acos(z+ /) (62
seklindedir. Bu ¢ézimi O(g) da yerine yerlestirilirse,

d?u,
dz?

+U; = (2aww — % a®)cos(z + ) — % a’cos(3r+38)  (63)
ifadesi elde edilir. Buradan
3 3
(2aw0w1 —Z a ) =0 (64)

terimini secilirse,

3
Wl_

= B (65)

elde edilir. Frekans ise
W=w, + e a?
0 8W0 (66)

seklinde olur. Tim bu sonuglari U tam ¢6ziimunde yerine yerlestirilirse
1 3
U =Uy(7)+eu(r) =acos(r + p) + 55 a’ cos(3r +30) (67)

denklemi elde edilir.

18



Zaman parametresinde yapilan donisum,

3 2 3 2
T=(Wy+e—a)t W=(W,+&——a
( 0 WO ) ve ( 0 WO ) (68)

u tam ¢ézimde yerine yazilirsa,
u = acos((w, + e a’)t+ fB) + PR cos(3(w, + e a®)t +3p)
8w, 32 8wy

elde edilen bu denklem Duffing denkleminin ¢dézimuddr.

19

(69)



3.4 . Gok ZAMAN OLGEKLI METOT
3.4.1. DUFFING DENKLEMININ GOK ZAMAN OLGEKLI METODU ILE ¢OZUMU

Bu metotta Lindstedt Poincaré tekniginden farkl olarak genlik dedisken oldugu zaman da ¢6zim

Uretilebilmektedir. Bu yoénu ile Lindstedt Poincaré teknigine gbére daha avantajlidir.

Co6zumin zaman badimlihgi t, st seklindedir. Daha fazla terim alinirsa szt,s3t,--- zaman

bagimliliklari da agikga gozikecektir. Yani bu yontemde ikinci mertebeden ileri terimler dikkate

alinirsa ¢6ztim fonksiyonu
. _ 2 3.
u(t;e) =u(t, &, et et &) (70)
seklinde ifade edilebilir. Hizli ve yavas zaman dlcekleri agagidaki sekilde tanimlanir:
hizli zaman édlgegi To =t (71)

yavas zaman olcegi T1 = ¢t (72)

daha yavag zaman Olgekleri T, = &%t (73)

¢ok daha yavag zaman olgekleri T, =& (74)
zaman parametresine gére ¢6zim
ut;e) =u(Ty, T, T,,..T;8) (75)

ve ¢dzUmun perturbasyondaki acilimi yazilirsa,

20



U=Uy(Ty, To. To.. ) + &y (T, Te, Ty . T + €20, (To, T, Too . T )+ (76)

formunda gdsterilebilir. Dnzﬁ, kisaltmasi kullanilarak zamana gore tiurevleri asagidaki gibi
n

gOsterilebilir:

d

EZDO—FSD:L"‘SDZ_"'“ (77)

dZ

o DZ +26D,D, +£2(DZ +2DyD,) +---  (78)

Eger ki Duffing denklemi baslangi¢ kosullarini da dikkate alarak yazarsak ve bunlari mertebelere

ayirirsak,

O(1): D2uy +W2uy =0 Uuy(0) =a,, Dyuy(0)=0 (79)
O(¢) : Déu; + Wiy, = —2D,Dyug — U3 (80)

uy (0) =0, (81)

(Douy + Dyug)(0) =0 (82)
O(&?) : Dgu, +W2u, = —2D,Dyu; — (DZ + 2D, D,)up —3udy, (83)

elde edilir.

Birinci mertebeden ¢d6ziim olarak;

U, = A(T,, T,)e"™ +cc (84)
1 -

A= ae'” (85)

bulunur.

Gergek genlik ve faz agisindan birinci mertebe ¢é6zim asagidaki gibi olacaktir :
U = a(Ty, Tp) cos(Wot + B(T71, T5)) (86)
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Onerilen ¢éziim baslangic kosullarina uygulanir.

a(0)=a, (87)
ve
p(0)=0 (88)

C6zim epsilon mertebesinde yerine konur ve sekiler terimler yok edilirse;
2iwyD;A+3A%A =0 (89)

Kutupsal formda asagidaki sonug,

a=2a,(T,), (90)

f = =2 aZT, + fo(T,) 91
= 8w, ol o(l2), (91)

£, (0)=0. (92)

Epsilon mertebesindeki ¢6zim ise asagidaki sekilde ifade edilir:

U, = Be™ho - — A%eMh 4 o
8w,

=bcos(wyTy +7) + as cos(3wy Ty +345) (93)

2
Wo

1 .
B = Ebew (94)

Baslangi¢ kosullari :

1 3
b(0) =———a;,
© 32we ° (99)

7(0)=5,(0)=0 (96)
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Epsilon mertebesindeki sekiiler terimler temizlendiginde,

3

2iwyD; B + DZ A+ 2iw, D, A+3A%B + 6AAB +8—2A3K2 =0 (97)
Wo
esitligi elde edilir. Burada,
a=dy, (98)
1 3
™ e
3 21 4
PB=y=——aiT,———agT,. 1
8w, 0'1 256Wg 0!2 (100)
Sonug olarak ¢ézim fonksiyonu,
3
U = a, cos(Wt) + > 2 (cos(3wt) — cos(wt))+ O(&?) (101)
Wo
2 21 4

3 2
W=Wy+e—ai —¢&

a
8WO 256Wg 0 (102)

olacaktir. Perturbasyon yakinsama kriterine gdre duzeltme terimleri, baglangi¢c terimlerinden

daima kuguk olmalidir. Bu yakinsama kriteri, matematiksel olarak asagidaki gibi ifade edilir.

3

‘c’aO
<<1 103
32w, (109
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3.5. ASIMPTOTIK AGILIMLARIN UYUMU

Bir i¢ ve bir de dis acilim yapilip iki agilimin uyumundan kompozit bir ¢6ziim elde edilir.

3.5.1. ASIMPTOTIK AGILIMIN UYUMU iLE TEKIL PERTURBASYON PROBLEMI

Asagida verilen nonlineer problemi iki farkli metotla ¢ézelim.

éy"+y’+y2=0

1
¥ =0  yO=- (104)

3.5.1.1. DIS ACILIM

Diferansiyel denklemin ¢ézim olarak y terimini Pertirbe edersek

Y=Yo &+ (105

bulunur. Ayni sekilde ¢dzimdin tirevleri de pertiirbe edilebilir. Bu denklemlerin pertiirbe edilmis

halleri acilim olarak asagida gibidir.
y'=Yo+&i+-  (108)

y'=Yo+e&y+  (107)

Eder bu acilimlar (103) denkleminde yerine yazilirsa,

e(ys+ e+ (Yo + &) + (Yo + &) =0 (108)

denklemini elde edilir ve elde edilen denklemi mertebelerine ayirarak her bir mertebeye ait adi

diferansiyel denklemleri elde edilir. Bunlar :

O): yy+ys=0

, .. (109
O(e): y1+2YoY1=-Yo (109)
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Bu kisimda verilen differansiyel denklem ile sinir degerleri birlikte yorumlanarak sinir tabakasi

belirlenir.

Sinir tabakasinin sagda oldugunu varsayarsak sagdaki gsarti y(1) =% dis acilimi saglamahdir.

yO=yo@+e (@) (110

Pertlrbe edilmis sinir degerini yorumlandiginda
1

Yo(@ = > y.() =0

degerlerine ulasilir.

0@ ¢dzimu:

—d
oM): yy+yi=0= ZO :dx:>i:x+C1
Yo Yo

1 (111)
Yo =E:>C1 =1

Boylece vy, (x) :ﬁ ¢6zimi bulunur ki bu ¢ézim O(1) mertebesinin ¢ézimudur.

0(5) ¢O6zim:

O(e): Yi+2¥%Y1=—Yo (112

Burada birinci mertebenin ¢éziimi olan Y, 1 yerine yazalim ve O(g) seviyesinde elde edilen

diferansiyel denklemi ¢ozelim.

! 1 1 14
y1+21+xy1=(1+x) (113)

Elde edilen yukaridaki denklemdeki turev iglemleri yapilirsa denklem asagidaki gibi elde edilir:

, 2 —2
+—Y, =—
Y1 Ttx Y1 L+ x) (114)
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buradan diferansiyel denklem ¢6zimdu olan y, bulunur.

C
y1(X) = W'”(]-Jf X) + (1_|_—i)2 (115)

Bu genel ¢ézimde problemin sinir kosullarindan segilen

1
y1D==
2
sinir kosulu yerine yazilirsa elde edilen ¢6zim asagida verildigi sekilde

V() = — =2 In(L+1) + —=2

1+1)° (1+1)
ise
W=

Bulunan y, ve Y, yaklagik ¢bziimlerini
Yo =Yo +&y
denklemine yerlestirildiginde y0 dis agilim olarak

0 1 2 2

- |
1+x+€(1+x)2 n(1+x)jL (117)

y

denklemi elde edilir.

3.5.1.2. i¢ AgILIM

Burada problemi tekrar ele alirsak;

6y”+y'+y2:0
1
y0)=0 yh=2
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Diferansiyel denklemin sinir kosullarindan sol tarafta olan sifir civarinda sinir tabakasi oldugu

varsayimi ile sinir tabakasi degiskenini tanimlanir :

X

S = PR

2
Hyu%_yﬂﬂ/z =0 (119)

de? dé

&

i) ilk iki terim mertebeden esit ise,
1-2y=-y (20
ise
y=1 (121)

ve

d?y d X
Vo Y y?-0 §=E (122)

de? dé
secim uygundur .

Birinci ve Gglinci terimler mertebede esitlenir.

i)
1-2y=0 (123

ise
1

Y 2 (124)

ve

d2y = d X
Yooz Y y?0 E=— 2y

de? dé

secim uygun degildir. Baskin terimler fazla olmalidir.
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ik olarak alinan (i) secenegi uygun oldugundan i¢ acihim igin 5:5 doénlsumu yapilarak ¢ézim
&

yapilir:

Y =Yo(&) + &1 (&) +-- (126)

Pertlrbe edilmis i¢ acilimin ¢ézimuinun tlrevleri asagida verilmigtir.

Y =ve @) +ey(E), +-- (127

y"' =y +eyi( Q)+ (128)
Eger bu acgilimlari (104) denkleminde yerine yazilirsa,
" " ’ ’ 2
(Yo +&y1) + (Yo +&y1) + &(Yo + &y1)° =0 (129)
Elde ettigimiz denklemin her mertebesi icin ayri diferansiyel denklemler yazilir.

OM: yg+yy =0

" ' 2 (130)
O(e): yi+Y1=-Yq
Sinir tabakasinin solda oldugunu varsayarak y(0)=0 olacaktir. Denklemine (105) uyarlarsak
y(0) =yo(0) +4y,(0)  (131)

Sinir koguluna baglh olarak,

Yo(0)=0, y1(0)=0 (132)

elde edilir.

O@) ¢bzimi

Diferansiyel denklemi pertiirbe ederek bulunan O(1) mertebesi

O@): yo+Yo =0 (133)

Adi diferansiyel denklem ¢6zildiginde Yy ¢6zimdi elde edilir ki buda
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Yo =C3+C exp(=&)  (134)

Denklemini verir sectigimiz y,(0) =0 sinir sartini burada uygularsak sabitleri yalnizca birini elde

edebilir ki ikinci sabit ileride uyum sarti ile bulunur. Kullanilan tek sinir sarti ile

C,=-C; (135)

bagintisi bulunur. Yy, ¢6zimu ise,

Yo =Cs(l-exp(-=5))  (136)

olur.

O(s) ¢6zimu

O() mertebesinde bulunan Y, ¢ézimini

yi+yi=-y6 (137)

O(s) mertebesinde yerine yerlestirildiginde diferansiyel denklem
yi +yi =—(Csl—exp(-£))?  (138)

olarak bulunur. Elde edilen adi differansiyel denklem ¢ézimlendiginde

Y1(&) =Cg +Coe ¢ —CE(&+257¢ + %e‘% —%e-é) (139)

Sinir degerlerini uyarlayarak iki farkli ¢éziim sunulur. ¢ agilim ve dis acilim olarak adlandirilan
bu iki ¢6zimin tek bir ¢ézim olarak sunmak Uzere Nayfeh tarafindan bulunan ve uygulanan
uyum sarti kullaniir. Uyum sarti iki ¢dzim kimesinin toplanarak, bu iki ¢ézim kimesinin

kesismesinden olusan parcanin ¢ikarilmasi ile yapilan basit bir islemdir.
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3.5.1.3. UYUM SARTI

() =) (ao)

Vo) = e NG
1+ 5§ (1+ 6‘5)2 1+ €§ (141)

Eger ki bu ¢6zUmin terimlerini seriye agarak yazsak

(y")i =1-&f +e2In2 (142)

Yine ayni sekilde

i = - X -2 X
(y|)0:C3 l-e ¢ |+¢ C8(1—e £) —C§ £+2§e 8+1e e_le £
z £ E'SNT 2 ET 2%+

EKT EKT EKT EKT EKT (143)

=C, —C2x+&Cyq
(y°) Ve (y')° ifadeleri karsilastirilirsa
C3 =1 C8 =2In2 (144)
sabit degerleri elde edilir. Kompozit agihm ise,
Y=y Y =) s

ve denklemde degerler yerine yazilirsa,

X X X
c_ 1 — 2 2 1 2o 22
=———-(1+2x)e ¢ +¢ In Z_2In2)e ¢ ——e ¢
Yo = -1+ 2%) {(1+x)2 (G e £ =2 e
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denklemi ile elde edilen ¢6zim sinir deger probleminin ¢déziimu olarak elde edilir. Cézimudn sinir

degerleri sagladiginda ve Cok Olgekli metot ile karsilastirildiginda gegerli ¢oziimler verdigi
géralar.

4. LINEER OLMAYAN SISTEMLER iGIiN G6ZUM VERECEK OLAN YENi BIR PERTURBASYON TEKNIGi

Zaman icerisindeki fiziksel olmayan biylmeleri engellemek igin gelistirilien metotta ¢ézimiin
periyodik oldugu varsayilir. Once zaman degiskeninde bir dénisim yapilir. Bu déniisim
sayesinde perturbasyon acilimi bu dénistimdeki keyfi parametreye uygulanir ve ¢dzimdeki
patlamalar giderilir.

Segilen zaman parametresinin donisim
T, =f-t (147).

ve tlrevleri

du _du dle _ duidf ol s 1) (148),
dt  dT, dt dT.| dt
dT,
ot
d?u d[duj d du(df ]
— | = = | —| —t+f
dt> dtldt) dt|dT,\dt
%/—/
du
dt

d { du df dT, du | d (df
= —| — ||| —t+f | —&4+—| —| —t+f
dT, { dT, dt dt  dT,|dt\dt
2 2 2
:—d uz(it+fj +d_u —d 2ft+2£
dT, dt dT, | dt dt
d?u

F:u"(ft+f)2+u'(i°'t+2f') (149).
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bulunur. Denklem (149) da ikinci tlrevin igerisinde birinci mertebeden bir tirev daha elde edildi.
Zamana bagh olarak yapilan tlrevlerden birinci mertebeden tlrevin katsayisi bilindigi Uzere
mekanik problemlerde sénim elemani olarak matematiksel modellemelerde ise olayin gelisme
hizini belirler. Uygulanan zaman dénisimunin sagladigi yarar yapay bir zamana gore birinci
tirev ve bunun ile birlikte yapay bir sénim katsayisi elde edildi. LP metodunda bu katsayi sabit
olarak alinir ve Cok Zaman Olgekli yéntem ise, zaman kademeli olarak ayarlanir. Bu calismada
sunulan zaman degiskeninde ise avantaj problemin tipine ve gereksinimlerine gdre sénim
katsayisinin degistirilebilmesidir.

4.1. DUFFING DENKLEMININ YENI PERTURBASYON TEKNIGi ILE ¢OZUMU

Duffing denklemini ele alalim:
i+u+eu®=0

Once yeni bir zaman degiskeni tanimlayalim:
T, = f(wt)-t (150)

Tanimlanan zaman degisim fonksiyonun parametreleri daha sonra tanimlanabildigi gibi problemin
basinda da belirlenebilir. Taylor agihmi herhangi bir parametreye gére alinir ve diger parametreler
elenmis olur. Bu galismada zaman parametresi alinir ve zamana goére kontrol saglanir. Burada

zamanin, zamana bagl bir fonksiyon ile kontroli saglanir.

Y t-t)°

_ df (1)
f0= 1)+ 7 (-to) + = o

ESAS

Denklemde zaman parametresinde yapilacak olan dénisim
T.=ft)t sy

seklindedir.

Tam ¢6zim olarak belirlenen U’ nun zamana gdre tirevleri zincir kural kullanilarak alindiginda

du du dT,

o dn @ 0%
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elde edilir. Bu tureve ait d;—e terimini tanima uygun olarak tirevi uygulanir
t

dT,  df

a at e

olacaktir.

du
d_Te_u’ (154)

ve

df

i f (155)

(154) ve (155) denklemleri kullanilarak

du :
—=u'(ft+ f
el (ft+f) . (156)

denklemi elde edilir.
Ayni kosullar altinda (156) denkleminin zamana gore ikinci turevi alindiginda

A°U _ it £)? s 2
dt—Z—U( + ) +U(t+ ) (157)

denklemi elde edilir. (156) ve (157) denklemlerini Duffing denkleminde yerine yazilirsa,

2 2 2
d l;(£t+fj +d_u d ft+2£ +u+eau®=0 (158)
d7,2 \ dt dT, | dt? dt

diferansiyel denklemi elde edilir.

Burada Duffing denkleminde bulunmayan sénim katsayisi (ﬁ +2f) ortaya ¢ikar. Zamana bagh

olarak yapilan tirevlerden birinci mertebeden tirevin katsayisi bilindigi Uzere mekanik
problemlerde s6nim elemani olarak matematiksel modellemelerde ise olayin gelisme hizini

belirler. Uygulanan zaman dénisimunin sagladi§i yarar yapay bir zamana gore birinci tlirev ve
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bunun ile birlikte yapay bir sénim katsayisi elde edildi. LP metodunda bu katsayi sabit olarak
alinir ve Cok Zaman Olgekli yéntemde ise, zaman kademeli olarak ayarlanir. Bu galismada
sunulan zaman degiskeninde ise avantaj, problemin tipine ve gereksinimlerine gére sénim

katsayisinin degistirilebilmesidir.

Nonlineer denklemlerde kolaylik sunmak Uzere, nonlineer denklemlerin ¢éztiimlerinde kullanilan

ve denklemin kararli nokta etrafinda periyodik ¢6zimuanin varhidr kabul edilerek alinan f

fonksiyonun birinci tlrevini sifirlayan ve bunun ile birlikte secilen fonksiyonun bir sabit oldugunu

gOsterir. Eger diferansiyel denklemin sénim katsayisi sifir olarak alinirsa, f fonksiyonuna ait

turevler sifir degerini alacaktir.

Klasik perturbasyon metodunda kullanilan teknikler ile tam ¢éziim olan U pertirbe edilir. U ¢6zim

fonksiyonu

U=up(Te) +& uy(Te) +--
seklinde ifade edilir.

Yapilan bu agilimdan sonra ayni sekilde zamana gére tirevler elde edilir. Zamana gdére birinci

mertebeden tlrevi
U=t (T,) + 'y (T,) + -
seklinde olacaktir.

Zamana gore ikinci mertebeden tlrev ise,

u=uy (Te) +euy (Tg) ++--
bigimindedir.

Doénusumde kullanilan fonksiyon pertirbasyon teknigine uygun olarak fonksiyona ve zamana

gore turevlerinin agihmlar yapildiginda

f="f+e +--
.
N A .
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denklemleri elde edilir. Burada kontrol parametresi olan bu fonksiyonun agilimini yapmak ile

problemin basindan itibaren bir yaklagsimda bulunacagini ve f fonksiyonunu tam olarak degilde

yalnizca iki terimli bir Taylor serisi seklinde tahminde bulunacagi belirtilmis olur. Bu bir dezavantaj
olarak gérilse bile, nonlineer problemlerin 6zellikle kaosa yatkin ¢ézimlerinde hesaplamalari

rahatlatir.

Fonksiyonun Taylor acgiimini yapmanin bir avantaji da; klasik perturbasyon tekniklerinde
kullanilan ilk adim olarak gérilen direkt agihm olarak adlandirilan basit bir teknik ile uygun bir

sekilde hesaplama kolayligi saglamasidir.

Zaman donisimu ile ortaya konan T, ile gergek zaman t arasindaki baginti

T

t=-%
f

(159)
oldugu rahatga gorGlir. u nun T, nin acilimlari denklemde vyerine yazildiinda elde edilen

denklem

uo"+5u"1][(f02 +&f, £, )Fez + 2Te(fo f2 + 268, F o + &f) f02)+ (f04 +4sf3 fl)J+
[u'0+eu'l][( fo fo + &fy To + &fy To)To + 2(fo £F + 26, f, T + &, foz)]+
[ug + au J(£& + 28, ) +

elud + 3uZeu, [ £2 + 2¢£ 1) = 0

(160)

seklindedir.

(160) denklemi mertebelerine ayrildiginda elde edilen adi diferansiyel denklemler asagdidaki gibi

ifade edilir:

O(e) 1uy ( 1EOZTe2 +2T, f‘0 f02 + fo4) +U'y (fo fole +2 fo f02)+ Uy fo2
[fl foT 2 +4T, £ f £y + 2T, f {2 + 41 fl}JO"+
[ ET T, w4ty 6+ 26, £ 2]+ L ae)

2uq fo fy + f2us
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(161) ve (162) denklemlerinde esitligin sag tarafinda bulunan ve diferansiyel denklemin ¢ézimunu
zorlagtiran terimleri azaltmak amaci ile bazi terimlerin sifilanmasini saglayan ve Kkontrol

parametresi gorevini yapan f fonksiyonunun tlrevlerini sifira egitleyerek O(l) ve O(¢) mertebesi

daha basit bir formda elde edilir.

Birinci mertebeden olan diferansiyel denklemin ¢ozimi

up=C; cos(fiTe) +C, sin(fiTe) (163)
0 0

seklindedir.

Baslangi¢ kosullari;
Up(0)=a,  (164)

ve

u'y (0)=0 (165)

uygulandiginda

Uy =ag cos(fiTe) (166)
0

denklemi ¢oziim olarak bulunur. (166) ¢oziimiini kullanarak O(g) mertebesinden u,

¢6zUmUund bulahm:

Birinci mertebeden elde edilen denklemde uO:aocos(f—Te) denklemi ve tarevleri (168)
0

denkleminde yerlestirilirse asagdidaki denklem elde edilir:

O(e):u"y fe+u, = —%cos(fiTe) (168)
0

O(¢) mertebesinde elde edilen adi diferansiyel denklemin 6zel ¢géziimini bulmak (izere bir 6zel

¢6zim sunulur. Bu ¢6zim,

36



Uy =C, cos(fiTe) C, sin(fiTe) . (69)
0 0

seklindedir.

Onerilen dzel ¢dziimiin tirevleri,

u'y =—C, isin(iTe) +C, icos(iTe)
0 0 0 0
(170).
Uﬁnz_cl %COS(iTe) -G, %Sin(iTe)
fg f, fo  fo

bigiminde olacaktir. (170) kullanilarak

3
O(e):uy o' +uy =| 4, f{ao COS(fiTe)} - Z{ao cos(fiTe):l fof, - [ao COS(fiTe)]
0 0 0
(171)

3 3 1 1, 3
=|2f, f,la, |- | =4, cos(—T.) ——agj cos(—T
0 fulao] [40} (T2 oo T

=0

Bu denklemde sekiiler terimi yok etmek i¢in kullantlir.

3
2, fl[ao]{zag} =0 a7

ise
=3
1 8 fo (173)

Yapilan bu islemler sonucunda f, ve f; fonksiyonlarini birbirleri cinsinden ifade edebilir. Bunun

yaninda O(g) denkleminde

N 1 3
O(e) :u"y f¢ +uy = _Zag COS(f—Te) (174)
0
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fy teriminin sifir deg@erli olmayacadini g6z 6nine alip denklemin her iki tarafini fo2 ne

bollnirse
g2 ag 3
O(g):u"y fy +u =——=cos(—T,) (175)
4 f0
elde edilir.

Diferansiyel denklemi ¢6zmek uzere 6zel ¢ézumler sunulur.

3 . .3
Us =C, cos(—T,)+C,sin(—T,) (176)
f0 1:0

Ozel ¢dziim olarak sunulan bu fonksiyonun tiirevleri asagida verildigi gibi

u'(-j:—Clisin(iTe)JrCZicos(iTe)
f0 0 fO 0 (177)
" 9 3 9 . 3
Uy"'=—-C;—cos(—T,) - C, —sin(—T,)
f0 fO f0 fO
olur.
3
3
Oe):uy 2 +u, = — 20 cos(=-T,)
4 fo

denkleminde yerine yazilarak
3
—QQCos(fiTe) —C29sin(fiTe) +C; cos(fiTe) +GC, sin(fiTe) ) cos(fiTe) (178)

0 0 0 0 4 0

ve baslangi¢ kosullari kullanilarak sabit carpanlarin dederleri bulunur. Sabitler;

3
C,=0, C= % (179)

olarak bulunur.

O(@@) ve O(e) denklemlerinde elde edilen Ug ve Uy gdziimlerini U=U, +&l; denkleminde yerine

yazilirsa
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aS

u=a cos(fiTe) + S—OCOS(iTe)
0 0

yaklasik ¢6zimu bulunur.

Zaman doénlisimind kullanarak elde edilen denklem
1 a

u = a, cos(— ft) + g—ocos(i fty  (180)
fo 32 fo

seklindedir.

U tam ¢6zimdi

U = a, C0S i(fo + ey 1t +ga—gcos i(f0 +ef k| (181
f 32 | f (18

0 0

olarak alinir. Yapilan bu islemler sonucunda bulunanan f, ve f; fonksiyonlari

yerlestirilirse

1 3a’ a 3 3a;
U=ancos| —| fo+e—— [t |[+e—cos| —| fo +e—— |t
o Lo [ ’ 88“0}} 832 fo ’ gsfo (182)

¢6zimu elde edilir.
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Donlisiim ve

Metot Yaklagik ¢6ziim
baslangig
kosullari
Direkt | u(0)=a u = acos(Wyt) + g(_—3 a®tsin(wy (t + f))+ L a3 cos(wq (3t + Sﬂ)))
Acihm | y'(0)=0 8 32
Metot
T, =f(wt)t 2 3 2
Metot | u(0)=a u= aocos[i( o +53iH + g%cos{i( fo+ EB&H
u'(0) =0 fy 8f, fy 8f,
7 =wt - 1.
Lp u —acos(wt+,8)+332a cos(3wt+37)
Metot | u(0)=a W=w, +&—a?
u'(0)=0 Wo
MS t!6t1‘92t!”' 66.3
u@)=a U = ag cos(wt) + ” % (cos(3wt) — cos(wt))+ O(°)
Metot | u'(0)=0 W

Tablo 1: Duffing denkleminin zaman dénisimdi ile bulunan ¢ézimun klasik yéntemlerle

karsilastiriimasi.
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4.1.1. YONTEMLERIN KARSILASTIRILMASI

Duffing denklemi icin klasik yontemler ile yeni ydntemin karsilastirilmasinda ¢ parametresi, a,

parametresi, w, parametresi, b parametresi butin islemlerde &£=0.1 a;=1 wy,=1 b=0

olarak segcilmistir. Sekil 1°de klasik yontemlerden Cok Zaman Olgekli yéntem, Lindstedt Poincare

yontemi ve sayisal ¢6zim yeni yontem ile f, =1 igin karsilastinimigtir. Klasik yéntemler ile yeni

yontem yakin ¢ézimler yakinsamaktadir.

Sekil 2’de klasik yontemlerden Cok Zaman Olgekli ydntem, Lindstedt Poincare yéntemi ve sayisal

¢6zim yeni yontem ile f,=0.1 igin karsilagtirildi. Klasik yoéntemlerden Gok Zaman Olgekli

yontem ile Lindstedt Poincare yontemi birlerine daha yakin ¢dzimler verirken, yeni yontem

sayisal ¢bzime ¢ok yakin oldugu goérilmektedir.

Bilinen Duffing denklemi icin Cok zaman o&lgekli ile yeni yontemin karsilastiriimasi sekil 3'de

fo =1 degeri igin, sekil 4'de f, =2 degeri igin ve sekil 5de f, =3 degeri igin karsilagtirildi.

Duffing denklemi icin Lindstedt Poincare yontemi ile yeni ydntemin karsilastiriimasi sekil 6'de

fy = 2 degeri igin, sekil 7’de f, =1 degeri i¢in ve sekil 8'de f, = 0.1 degeriicin karsilastirildi.

Yeni ydntemin sayisal gézim ile sekil 9da f, =1 degeri icin, sekil 10’da f, =0.1 degeri icin ve
sekil 11'de f; =0.12 degeri icin karsilastinildi. Sekil 11°’de yeni yontem ile sayisal ¢bzimun

mukemmel uyumu goérilmektedir.
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Sekil 1. Duffing denklemi icin klasik ydntemlerin ve Sayisal ¢6zimun Yeni yontem ile

1.5

0.5

-0.5
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karsilastiriimasi

£=01a,=1 wy=1 b=0, f,=1

v [«
[
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Sekil 2. Duffing denklemi icin klasik ydntemlerin ve Sayisal ¢6zimun Yeni yontem ile

karsilastiriimasi

£=01a,=1 wy=1 b=0, f,=01
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*){ Gok Zaman Olgekli Yéntem {
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Sekil 3. Duffing denklemi icin Cok zaman 6lgekli ile Yeni yontemin karsilastiriimasi

7 v |

—> { Cok Zaman Olgekli Yétem {
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Sekil 4. Duffing denklemi icin Cok zaman olcekli ile Yeni yontemin karsilastiriimasi

> { Cok Zaman Olgekli Yéntem {

-1.5 r r r r r r r r r [

Sekil 5. Duffing denklemi icin Cok zaman 0lgekli ile Yeni yontemin karsilastiriimasi
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Sekil 6. Duffing denklemiigin LP ile Yeni ydntemin karsilastiriimasi
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Sekil 7. Duffing denklemiicin LP ile Yeni yontemin karsilastiriimasi

£=01 a=1 wy=1 b=0, f,=1
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Sekil 8. Duffing denklemiicin LP ile Yeni yontemin karsilastiriimasi

£=01, ay=1 Wy =1 b=0, f,=0.1
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Sekil 9. Duffing denklemiicin Sayisal C6zim ile Yeni yontemin karsilastiriimasi

£=01a,=1 wy=1 b=0, f, =1

Sayisal Cozum

Sekil 10. Duffing denklemi icin Sayisal ¢6zim ile Yeni ydntemin karsilastiriimasi

£=01, ag=1 wy =1 b=0, f,=0.1

~>| Yeni Yontem ve Sayisal C6zim

Sekil 11. Duffing denklemi icin Sayisal ¢dzim ile Yeni ydntemin karsilastiriimasi
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4.2. YENi DONUSUM IiLE VAN DER POL DENKLEMININ GOZUMU

Denklem  U+u=el-u?)u
u(0) =aq
u@)=0,

Baslangi¢ kosullar altinda ¢ézimuana yeni dontsum ile
du du dT, du|df

e Tt Tt f |=u(ft+f)
dtdT, &t dr,| o

T
dt

d?u d(du) d| du (df d ( du )| df dT, du | d (df

—=—|—|=—| —| —t+f ||=| —| — || —t+f |—+—|—| —t+f

dt2  dtldt) dt|dT, {dt dT, { dT, ) [\ dt dt  dT, | dt{dt
%/—J

du
dt
2 2 2
:d—‘i[ﬂuf] G I s 12w 26)
dr,” L dt dT, | dt? dt

bulunan turevleri Van der Pol denkleminde yerine yazilir:

.. c 2.

U+u=e(l—-u“)u

u(ft+ F)2 +u'(ft+2f) +u—e@—u? (ft+ f)?)u'(ft+ f)=0

Burada dikkat edilecek terim u’(ﬁ +2 f) 'dir. Clnk{ bu terim suni olarak dretilen bir terimdir.

Bu terim ile yorum yapilir ve f fonksiyonun tirevleri sifirlanir. Buradaki fikir ayni sekduler terimleri
yok etmekte kullanilan teknik ile benzerdir. Fakat burada f fonksiyon oldugu igin farkli bir
yaklagsimda da bulunabilir. Bu iglem direkt agihmdan da yapabilir. Sonraki islem pertirbasyon
yapmak uzere Taylor acilimlari yerine yazilir ve uygun mertebelere ayrilir. Asagida goruldagu

gibi,
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" 1
O@):ug +?u0 =0 (183)
0

O(e) uf 2 +uy =—2ul fo fy +@—up? £2)up f, (184)

O(e?):u", f& +uy, =—2ulfo f, —2uf fo o —ug £, (185)
+uj fo +up f; —ugu; fo —udup f — 2uqu,ug fo

O(l) mertebesinin ¢dézim

1
Up=2a cos(f—Te +0) (186)
0

bulunan ¢ézim O(€) mertebesinde bulunan diferansiyel denklemin 6zel ¢6zimuinu bulmak

Uzere denkleme yerlestirdiginde,
O(s):uyfé +u, =—2uf fofy +(1—Ud)upfy  (187)

(186) denklemini (187) denkleminde yerine yazildidinda

i +Uy = — 2 Sin(eT, + ) +i3a3sin3(iTe L B) (188)
fo o 3fo fo

diferansiyel denklemi elde edilir. Diferansiyel denklemi ¢ézimlendiginde ¢ézium olarak u; bulunur.

C6zim igin
sin® 0 = sin 9—lsin(3¢9)
4 4

trigonometrik 6zdesligi kullanilir. (188) denklemini tekrar ele alinir ve 6zdeglik yerine yazilirsa

. 1 , 1 .1 1
U, +U; = (——=a“ ——)asin(—T, + §) -
1 1 (4f2 f) ( e ﬂ) 12f3

. .3
a’sin (—T, +35) (189)
0 0 f0 0 f0

denklemi elde edilir. (188) denkleminde sag taraf iki farkli denklem olarak alinir. Birinci adi

diferansiyel denklem
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u§)+u£1) _( 7 a? —f—)asm(—T + ) (190)
0 0 fo

seklindedir. ikinci diferansiyel denklem ise,

+(2) @ _ 1 3 . 3
U, +uy” =————=a’sin (—T, +34
1 1 12 f03 ( ) e ) (191)

bigimindedir. (190) ve (191) diferansiyel denklemlerinin ¢dzimleri elde edildiginde

uo - L ~a- i a )atcos(—+ﬂ’) (192)
0

ve

u® =L _a3sin3t+3
Urp 9613 ( B)  (193)

bulunur. (192) ve (193) ¢ézUmlerinin birlestiriimesi ile

Uy, = u&) +u{§) :1(1—%a2)atcos(T—e+ﬂ)+ -a’ Sin(3T—e+3ﬁ) (194)
2 4Af; 0 0 fo

elde edilen U, ve u, ¢bzimleri U yerine yazildiginda elde edilen denklem,

u =acos(t+ p) +8|:% 1- 4:2 a?)at cos(%+ﬂ) + 3 a® sin(BI—Z +3,B):| (195)

0 0 0

¢6zliimde bulunan

1 1 Te
—(1-——=a")atcos(—+
gz @t )

terimde garpan olarak bulunan t parametresinin (I —00) zamanin biiylimesi ile olusturacagi

blyimeyi engellemek lzere ¢arpan olarak bulunan

—(l—ia )a
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terimi sifirlayarak buyumeyi engelleyebiliriz. Terimin sifira esitlendiginde

sonuglari elde edilir. Sunulan ¢ézim a=2f; igin
u =2fycos(fot+f)+ 5{1—125in(3 fot + 3,6’)} (196)

seklindedir.
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4.3. YENi DONUSUM iLE TEKIL PERTURBASYON PROBLEMI

Yukarida yaklagik olarak ¢dzulen nonlineer problem farkli metotla ¢gézulir. Problem ele alinirsa

<€Y”+y,+y2=0

1 (197)
y(0)=0 y(1)=§

Bu problemde y ¢6ziminin X bagimsiz degiskenine bagl oldugunu ve & teriminin varligina
dayanarak donisimin f carpaninin (x;g) degdiskenlerine bagimli olabilecedi dusunulur.

Bunlarin yaninda 5 yardimci parametresi ekleyerek yeni bir zaman degiskeni tanimlayalim:
T.=f(x7¢6)x (198)

Zaman degiskenin 6zelligi sirasi geldiginde tanimlanabilen bir f fonksiyonuna sahip olmasidir.

Buradaki f fonksiyonunun ézelligi x parametresini istenen aralikta hizlandirip yavaslatabilmesi

ve istenen aralikta orijinal olarak kalmasini saglamasidir. Klasik ¢oziimlerden farki ise problemin
basinda degil ihtiyag oldugunda belirlenmesi olacaktir. Bu neden ile Nayfeh’nin asimptotik
yaklagimlarda kullandidi i¢ acilim ve dis acihim olarak sundugu ¢6zim mekanizmasi bu dénigsim

ile basit bir sekilde birlestirilebilir.

Zaman doénisimimuzi diferansiyel denkleme uygulamak Uzere turevlerini alarak, birinci turev

olarak

ﬂ =y'(f,x+f), (199
dx

bulunur. ikinci tirev olarak,

d2y " 2 [
Ve =y"(fx+ ) +y'(f,x+2f) (200

elde edilir. Eger ki turevler denklemde yerine yerlestirilirse

& (Fx+ )2 +ey' (F o x+2F )+ Yy (f x+ f)+y?

0 (201

elde edilir. Bulunan bu denklemde uygun bir f fonksiyonu da segilirse ¢dziim daha kolay
olacaktir. Simdi Nayfeh tarafindan ortaya cikarilan ve asimptotik yaklagim olarak verilen
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yontemde i¢ ve dis acilimi tek bir islemde toplandiginda ve sinir kosullarinin se¢gme zorunda
kalindiginda bir

1
f(x,7,€) = o)

secimi ile ¥ degiskenin alacadi degerlere karsilik sinir bélgelerindeki farkli durumlarda ¢éziime

go6turecektir.

1
f(x,7,6)= g_7
ise

1
Xe=—X (203)
&

fx(XJ/-g):o

f (X, 7,6) =0 (204)

Bulunan turevler yerine yerlestirilirse
& (f x+ ) +ey' (f x+2f)+y (f x+f)+y*=0 (205)

f, f, ve f,, denklemde yerine yerlestirilirse,

1 1
YY)y =0 (208)

&
Elde ettigimiz denklemde kuigtik degisikliklerle asagida verilen sekilde

g2 y'+e™” y'+y2 =0 (207)

bulunan ikinci mertebeden nonlineer diferansiyel denklemin ¢éziimiinde ) degiskenin alacagi
degerler sinir degerlerinin durumlari géz 6énline alinarak énerilmigtir.

y=0 &y"+y+y? =0= Xe:iox:x:xe (208)
&

yleg_lly"+g—:Lly'+y2 =0= X, :g—llx: x=g'X, (209)
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Bundan sonra yine pertiirbasyon ¢6zimu ile denklem yaklasik olarak ¢ozlir.

Yy=Yot&,+ (210)
Y'=Yotey+ (211)
Y'=Yo eyt (212)

(202) ve (203) donlusumlerini kullanarak asagidaki denklemler elde edilir.

& +y'+y? =0

213
ily"+i1y'+y2=0 @9
& &

Elde ettigimiz (207) denklemlerin toplami alindiginda asagidaki denklem elde edilir.

[5+ijy +(1+ jy+2y =0 (214)
&

&

1
[54'—}()’0 +é&y )+(1+ g—j(YO +&y) +2(Yo ""5Y1) =0 (215)
n n ! ! 1 ! !
( (Yo +&y1) + (YO "‘53’1))"'(()’0 +5V1)+8—(YO "'53/1)]"'(2)’0 +481Y0) =0 (216)
! ! 1 ! !
[(53/0 té Y1)+(— Yo+ Vi j*‘[()’o +5Y1)+(g— Yo+ Y1)j+(ZYO +4y1Y0) =0, (217)

O(lj: Yo'+Yo =0 (218)
&

OM: yy"+yi=-Y6-2y5 (219)
O(): y1+Yo=-4Y1Yo (220)

O( 1 ) ¢6zUmi sdyle elde edilir.
&

Vo'+yh=0>D?+D=0->D=-1 D=0 y,=C,+C,exp(-X,) (221)
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Baslangig¢ kosullari uygulandiginda

e
&

X =in (222)

ise

x=0->X,=0 (223)
1
X=1->X,=1+— (224)
&

y(0)=0 (225)
Baslangi¢ kosulu igin,
y (0)=y0(0)+&,(0)=0 (226)
ve ayni sekilde
1
y(@ = 5 (@
Baslangi¢ kosulu igin,

1 1 1
y(@ = yo(d+—) +&y,(1+—) = 5 (229
£ €

Sabit ¢arpanlari bulmak lzere
y(0) =0

Baslangi¢ kosulunu kullanarak
Yo =Ci+Corexp(—X,) (229)
denkleminden

¥o(0)

denklemine ve buradan



C,+C,=0 (230)

esitligini elde edilir. Ayni sekilde
1
Yo =C;+C, exp(—(1+ —j) (231)
&
denkleminden
1
C, = 2 (232)

dir. Buradan elde ettigimiz

sabitleridir.
1
Yo =5 (1-exp(-X,)) (233)

mertebenin ¢ézimunu ve tlrevlerini

' =exp(—X

y?’ Xp(-X,) (234)

Yo =—&Xp(=X,)

OM): yi'+yi=-Y5—2y§ (235)

;= oP(-Xe) - 20 (L= exp(-X.))?
——exp(—X,) — = (1— 2exp(~X) + eXp(-2X )
i . (236)
= _exp(_xe) - E + EXp(—Xe) - Eexp(_zxe)

3 1
= _EeXp(_xe) - Eexp(_zxe)

islemlerinin sonucunda asagidaki denklem
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o 3 1
Y'Y =S ep(=X,) - S ep(-2X,)
2 2
elde edilir. Diferansiyel denklemi ¢ozmek Uzere 6zel ¢dziimler sunulur.
Y15 =C3Xe exp(=X,) +Cy exp(-2Xe) .

Denkleminde 6zel ¢ézim olarak sunulan ifadenin tirevleri asagidaki gibidir:

yio =-C3X, exp(—Xe) +Cs EXp(—Xe) -2C, exp(_zxe)

y . (237)
Yis =C3 X exp(=X,) — C5 exp(—X,) —Cgz exp(—X,) + 4C, exp(-2X,)

Ozel ¢dziim ve tlrevleri yerine yazildiginda bulunan denklem:

C3xe exp(—Xe) - C3 exp(_xe) - C3 exp(_xe) + 4’C4 exp(_zxe) +

1 (238)
~C3 X, eXp(=X,) +Cg exp(=X, ) — 2C, exp(-2X ) = —exp(—X ) — 2(5(1— exp(—X,)))?

dir. Bu denklemde iglemler yapildiginda,
3 1
exp(-X,)(C3 )+ (2C,) exp(-2X ) = -5 exp(—X,) — Eexp(—ZXe) (239)
esitligi elde edilir ve bu esitlikten sabit carpanlardan
3 1
Cy3=—= Cy=—= 240
3775 La=73 (240)
elde edilir.
1 3 1
Y, = E(l_ exp(_xe))+ &l - E xe exp(_xe) - Zexp(_zxe) (241)
O(e) Mertebesinde elde edilen denklemde
O(e): yi+Yo=-4y,Y, (242

Yo Ve Y, ¢ozimleri yerine yazilirsa,
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_Zexp(_xe)_'_sxe exp(_xe)_36)<p(_xe)+e)<p(_zxe) = _2|:_3xe exp(_xe)_;exp(_zxe):|(l_exp(_xe))

(243)

X, = iy x ise sonug olarak
&g

exp(—i X)(=5 — 3i X) + 6T, exp(—2i X) + exp(-3 1 X)=0  (244)
g’ g’ g’ g’

Tam terimler EKT olacak ve esitligi dogrular. C6zim olarak ise,
Y=Yo+ syt

Mertebe ¢ozimlerinden Y, ve Y, ¢ozimlerini yaklagik ¢6zim olarak aldigimiz y de yerine

yazilir.
=2 (- exp(-X.)+ «{% (1-exp(-X )+ s[—g X, exp(-X,) - %exp(—zxe)ﬁ

Sinir deg@erleri yerine yazilirsa sonucu dogrular.
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5. SONUGLAR

e Calismanin ilk uygulamasi olarak alinan klasik ve bilinen Duffing denkleminde déniisim
parametresi zamana bagli olarak alindi ve gergek zaman parametresinin kontroli
saglandi. Nayfeh ve Duffing denkleminin ¢6zimu ile ¢alisan digerlerinin de yaptidi gibi
zamanin kontroli sabit bir katsayl ¢arpani ile elde edildi. Fakat bu ¢alismanin 6zelligi
doénusum parametresinin icerisinde kullanilan fonksiyonun probleme gére sec¢imin farkli
olabilmesidir. ileride yapilacak olan galismalarda kismi tirevli diferansiyel denklemler

kullanilarak farkli yorumlar getirilebilir.

o Doénusumun fonksiyonel oldugunu gdstermek igin klasik, bilinen Duffing ve Van der Pol
denklemlerinin diger pertirbasyon metotlari karsilastirmasi yapildi. Sunulan dénisim

klasik metotlarla karsilastirildiginda benzer sonuglar elde edildi.

e Ayrica kendi yontemin sinir deder problemlerine uygulandi. Sinir deger problemlerinin
perturbasyon teknikleri ile yapilan ¢ozimleri tezin igerisinde gosterilmistir. Klasik
yontemlerde uygulanan iki ve/veya daha fazla sinir degeri icin farkh ¢ézimler Uretip
bunlarin birlestiriimesi ile ¢éziime ulasilir. Bu g¢alismada ise konum parametresine bir
dénlsim uygulandi ve bu déntsum parametresi icerisinde yine kontrol i¢in kullanilan bir

fonksiyon ve bu fonksiyon ile farkli ¢éziimlere ulagildi.
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