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ÖZET 
 

Yüksek Lisans  
 

3-Boyutlu Öklid Uzayında Bishop Darboux Vektörüne Göre Uzay Eğrilerinin 
Karakterizasyonları 

 
Hatice Kübra ÖZ 

 
Celal Bayar Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 
 

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Hüseyin KOCAYİĞİT 
 

 
Bu makalede, Laplace operatörünü ve Levi Civita koneksiyonunu kullanarak 

E3  3-boyutlu Öklid uzayındaki Bishop çatısına göre uzay eğrilerinin bazı 
karakterizasyonlarını elde ettik.  

Birinci bölümde, konu ile ilgili temel kavramlar verilmiştir. 
 

İkinci bölümde, çalışmamızın temelini oluşturan Bishop çatısı ile ilgili [18] 
referanslı kaynaktan bazı bölümler verilmiştir. 
 

Üçüncü bölümde, Laplace operatörünü ve Levi Civita bağlantısını kullanarak 
E3 3-boyutlu Öklit uzayındaki Bishop çatısına göre uzay eğrilerinin bazı 
karakterizasyonlarını elde ettik. Bununla beraber, Bishop Darboux vektörüne ve 
normal Bishop Darboux vektörüne göre uzay eğrilerinin karakterizesi olan genel 
diferansiyel denklemlerini verdik. 

 
 
Anahtar Kelimeler: Bishop Darboux vektörü, Öklid uzayı, Paralel adapte edilmiş 
çatı, RPAF, Bishop çatı, Frenet çatı.  
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In this paper, we obtained some characterizations of space curves according 
to Bihop frame in Euclidean 3-space 3E  by using Laplacian operator and Levi-Civita 
connection.  
 

In the first section, basic definitions are given. 
 

In the second section, some part about Bishop Frame which is base of our 
research from [18] are given. 
 
In the third section, we obtain some chracterization of space curves according to 
Bishop Frame in 3E  3-Eucledian Space by using Laplace oparator and Levi-Civita 
connection. Also we give general differantioanal equations which is characterization 
of space curves, according to Bishop Darboux vector and normal Bishop Darboux 
vector. 
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1. GİRİŞ 
 

Sabit eğimli eğrinin veya genel helisin tanımının, genel helisin ekseni olarak 

da adlandırılan bir sabit düz doğru ile eğrinin teğetinin sabit açı yapmasıyla olduğu 

iyi bilinir. 

 

Bir eğrinin genel helis olması için gerek ve yeter eğrilik ve burulmanın 

oranının sabit olmasıdır [10]. Matematikçiler bu eğrilerle ilgili pek çok çalışma 

yapmışlardır. İlarslan 3-boyutlu 3
1E  Minkowski uzayında helislerin 

karakterizasyonunu çalışmış ve 3
1E   Frenet vektörlerinin karakterize ettiği helislere 

göre diferansiyel denklemlerini bulmuştur [15]. Kocayiğit, 3
1E  3-boyutlu Minkowski 

uzayı ve 3-boyutlu Öklid uzayında Frenet vektörlerinin karakterize ettiği genel 

diferansiyel denklemleri elde etmiş [11]. 

 

Izumiya ve Takeuchi, 3-boyutlu Öklid uzayında helis eğrisine benzeyen yeni 

özel bir eğri, slant helis eğrisini tanımlamışlardır. Bu  J   eğrisinin özelliği uzaydaki  

eğrinin normali ile sabit doğrultunun sabit açı yapmasıdır [19]. Kula ve Yaylı slant 

helisin binormal ve teğet göstergelerinin küresel görüntülerini çalışmışlardır ve slant 

helisin küresel helisler olduğunu bulmuşlardır [16]. Dahası, Kula, bir slant helis ve 

bir genel helis arasındaki ilişkiyi çalışmıştır [17]. Slant helis karakterizasyonu olan 

bazı diferansiyel denklemler bulmuşlardır.  

 

Ali ve Turgut slant helisin konum vektörlerini çalışmışlardır [3]. nE    n-

boyutlu Öklid uzayındaki bir slant helisinin genellemesini vermişlerdir [4]. Dahası,  

Chen ve Ishikawa n
vE  yarı Öklid uzayında '  0H  durumundaki biharmonik eğrileri 

sınıflandırmıştır, öyle ki '  Laplace operatörü ve H  Frenet eğrisinin eğrilik vektör 

alanıdır [9]. Sonra, Kocayiğit ve Hacısalihoğlu 3
1E  3-boyutlu Minkowski uzayında 

[13] ve 3E  3-boyutlu Öklid uzayında [12] biharmonik ve birinci tip eğrileri 

O'  H H iken ve O  nın sabit olduğu şartlarda çalışmışlardır. Biharmonik eğriler ve 

geodeziklerin arasındaki ilişki ile dairesel helis ve birinci tip eğriler arasindaki 

ilişkiyi göstermişlerdir.  Dahası, Bükçü ve Karacan Öklid uzayında [5] ve Minkowski 

uzayına [6,7] Bishop çatısına göre slant helisleri çalışmıştır. 3E  3-boyutlu Öklid 
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uzayında Bishop çatısına göre uzay eğrisinin eğriliğinin karakterizasyonları [14]’te 

verilmiştir. 

 

Bu tezde, Laplace operatörü kullanılarak 3E   3-boyutlu Öklid uzayında 

Bishop çatısına göre uzay eğrilerinin bazı karakterizasyonlarını verildi. Bishop 

Darboux vektörüne ve normal Bishop Darboux vektörüne göre uzay eğrilerini 

karakterize eden genel diferansiyel denklemleri bulunmuştur. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



3 
 

2. TEMEL KAVRAMLAR 
 

Bu bölümde tezimizde yer alan  bazı temel tanımları vereceğiz. 

 

Tanım 2.1.  R  reel sayılar cismini göstermek üzere, � �^ `1 2 3, , ,...., :n
n iR x x x x x R �  

vektör uzayında, iki vektör � �1 2 3, , ,..., nx x x x x  ve  � �1 2 3, ,..., ny y y y y  olmak üzere, 

 

1
,

i

n

i
i

x y x y
 

 ¦  

 

eşitliği ile tanımlanan, 

 

� �
, :

, ,

n nR R R

x y x y

u o

o
 

 

fonksiyonu nR   uzayında bir iç çarpımdır. Bu iç çarpıma Öklid iç çarpımı denir. 

Üzerinde Öklid iç çarpımı tanımlı nR  afin uzayına Öklid uzayı denir ve nE  ile 

gösterilir [21]. 

 
Tanım 2.2.  ,I R  reel sayılar cisminin bir açık aralığı olmak üzere, 

 

� �
: nI R E

s s
D

D
� o

o
 

 

 biçiminde tanımlanan diferansiyellenebilir D   dönüşümüne, nE   uzayında bir eğri 

denir [21]. 
 

Tanım 2.3.  nE  uzayında, : nI R ED � o  eğrisi için 

 

� �, 1s I sDc� �   

 

ise D  eğrisine birim hızlı eğri denir [21]. 
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Tanım 2.4. 3-boyutlu Öklid uzayında birim hızlı 3: I R ED � o  eğrisi için 

� � � �T s sDc  eşitliğiyle belirli � �T s   vektörüne D   eğrisinin s  noktasındaki birim 

teğet vektörü denir. ,T D  eğrisi üzerinde bir vektör alanıdır. Bu vektör alanına 

birim teğet vektör alanı denir [21].  

 

Tanım 2.5.  3-boyutlu Öklid uzayında birim hızlı : nI R ED � o  eğrisi  için, 

 

� � � �
: I R

s s T s

N

N

o

co  
 

 

fonksiyonuna D   eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir.  � �sN  sayısına eğrinin s   

noktasındaki eğriliği denir [21]. 

 

Tanım 2.6.  3-boyutlu Öklid uzayında birim hızlı 3: I R ED � o  eğrisi için, 

 

� � � � � �1N s T s
sN

c  

 

eşitliği ile belirli � �N s  vektörüne, eğrinin s  noktasındaki asli normali denir. N  , 

D  eğrisi üzerinde bir vektör alnıdır. Bu vektör alanına asli vektör alanı denir [21]. 

 

Tanım 2.7. 3-boyutlu Öklid uzayında birim hızlı 3: RD , � o(  eğrisi için, 
 

� � � � � �B s T s N s u  

 

eşitliği ile tanımlı  � �B s  vektörüne, eğrinin s  noktasındaki binormali denir. B

vektör alanına da D  eğrisinin binormal vektör alanı denir [21]. 

 

Tanım 2.8. 3: RD , � o(  birim hızlı eğrisinin Frenet vektörleri , ,T N B  olmak 

üzere, 
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: , ( ) ( ), ( )I R s B s N sW W c co  �  

 

fonksiyonuna, D  eğrisinin burulma fonksiyonu denir. ( )sW  sayısına eğrinin s  

noktasındaki burulması denir [21]. 

 

Tanım 2.9. Bishop çatısı veya paralel öteleme çatısı, hareketli çatı tanımlamasına 

alternatif bir yaklaşımdır, yani bir eğrinin ikinci türevi olmasa bile iyi tanımlıdır. 

Çatının her bileşenini paralel öteleme ile eğri üzerinde ortonormal çatı yardımıyla 

kolayca paralel taşıyabiliriz. Bu paralel öteleme çatısı şu gözleme dayalıdır. Verilen 

eğri için ( )T s  tek iken çatının geri kalanı için D  eğrisinin sırasıyla birinci eğriliği ve 

ikinci eğriliği 1 2,k k  (doğal eğrilikler) olmak üzere herhangi uygun keyfi bazları 

1 2{ ( ), ( )}N s N s  seçelim, böylece bu çatı her noktada ( )T s  vektörüne dik normal 

düzlemdedir. 1 2{ ( ), ( )}N s N s  türevleri sadece ( )T s  vektörüne bağlı ise her biri 

birbirine bağlı değilse, doğal eğrilikler ne olursa olsun yol boyunca düzgün olarak 

1( )N s  ve 2 ( )N s  bazlarını değiştirebiliriz. Böylece 

 

1 2

1 1 1

2 22

0

0 0
0 0

T k k T
N k N

k NN

D

D

D

ª º ª º� ª º
« » « »« »
�  �« » « »« »
« » « »« »�� ¬ ¼« » ¬ ¼¬ ¼

 

 

olmak üzere alternatif çatı denklemleri elde ederiz (Öklid üzerindeki Bishop çatı) 

[18]. 

 

( ) || ( ) || || ( ) || ,s s T sN Dc   

2
1

1

1 2 1 2
2 2
1 2

( ) arctan , 0,

.

ks k
k

k k k k
k k

T

W T

§ ·
 z¨ ¸

© ¹
cc �c  

�
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Burada ,N T  kutup koordinatları için etkin bir biçimde Kartezyen koordinat 

sistemine karşılık gelir [18].   

 
3( ) :s I R ED � o  regüler bir eğri olsun, yani herhangi bir s  parametresi için 

türevi sıfırdan farklı bir eğri olsun. Eğer D  eğrisinin 1( )N s  birim vektörü bazı sabit 

U  birim vektörleriyle sabit T  açısı yapıyorsa yani s I�  için 1( ),N s U sabit¢ ²   ise 

D  eğrisi slant helis olarak adlandırılır. Diğer bir deyişle D  eğrisi bir slant helistir 

ancak 1

2

( )k s
k

 sabittir [6]. 

 

Tanım 2.10.  � � 3:s I R ED D � o    3-boyutlu Öklid uzayında regüler bir eğri 

olsun. D  eğrisinin Frenet çatı alanı ^ `, ,T N B  ile gösterelim. D  nın Frenet-Serret 

formülleri 

 

   
0 0

0
0 0

T

T

T

D T T
D N N

BD B

N
N W

W

ª º ª ºª º
« » « »« » �« » « »« »
« » « »« »�¬ ¼« » ¬ ¼¬ ¼

  

 

şeklindedir. Burada N  ve W   fonksiyonları sırasıyla D  eğrisinin eğriliği ve 

burulmasıdır [21]. 

 

x Özel olarak 0N    ise D  eğrisi geodeziktir. 

x sbtN   , 0W    ise çember (pseudo çemberi) dir.  

           Dolayısıyla      geodezikler sıfır eğrilikli Reimann çemberleridir. 

x sbtN
W
  olan eğrilere genel helis denir. 

x sbtN   , sbtW   olan eğrilere dairesel helis denir. 

x 3E  te , 0T T z   ise D  birim hızlı eğrisine bir Frenet eğrisi 

           denir [9],[25],[26]. 
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Tanım 2.11. Regüler bir 3: I ED o   eğrisi için D   nın � �1N s  birim vektörü ile U   

sabit birim vektörü arasındaki T  açısı sabit yani � �1 , cosN s U T  ise D   eğrisine 

Bishop çatısına göre  bir slant helis denir. Bir D   slant helisi  için  2

1

k sbt
k

  tir. Eğer 

1k   ve 2k  doğal eğrilikleri sıfırdan farklı sabitler ise D  eğrisine Bishop Çatısına göre 

bir c-Slant helisi denir [27]. 

 

Tanım 2.12. 3E   uzayındaki regüler D  eğrisi için 

 

0,T'   

 

eşitliği sağlanıyorsa D  eğrisine harmonik tanjant  vektörlü eğri denir. Ayrıca 3E  

uzayında D  regüler eğrisi  için  

 

, ,T T RO O'  �  

 

eşitliği sağlanıyorsa  D  eğrisine harmonik 1-tipli  tanjant vektörlü eğri denir [14]. 

 

Tanım 2.13. 3E   uzayındaki regüler D  eğrisi için 

 

1 0,N'   

 

şartı  sağlanıyorsa  D  eğrisine harmonik 1N   vektörlü eğri denir. Üstelik 3E  

uzayında D  regüler eğrisi  için 

 

1 1 , ,N N RO O'  �  

 

eşitliği sağlanıyorsa  D  eğrisine harmonik 1-tipli 1N  vektörlü eğri denir [14]. 

 

Tanım 2.14. 3E   uzayındaki regüler D  eğrisi 
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2 0,N'   

 

şartlarını sağlıyorsa D  eğrisine harmonik 2N   vektörlü eğri denir. Ayrıca 3E  

uzayındaki  D  regüler eğrisi için 

 

2 2 , ,N N RO O'  �  

 

şartı sağlıyorsa D  eğrisine harmonik 1-tipli 2N  vektörlü eğri denir [14]. 

 

Tanım 2.15.  �  sembolüne, D  eğrisinin yay parametresi s  olmak üzere d
dsD�   ile 

verilen Levi-Civita koneksiyonu denir.  

 
      D  eğrisinin Laplace operatörü ise 

 
2
D D Dc c c'  ��  �� �  

 

ile tanımlanır [24]. 
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3. BİR EĞRİYİ BİRDEN FAZLA YOL İLE ÇATILANDIRMA 
 

Bu kısımda çalışmamızda kullandığımız [18] referansında verilen Bishop 

çatısının yapısından bahsedilmiştir. 

 

Öklid uzayındaki üç kere sürekli diferansiyellenebilir eğrinin Frenet çatısı, 

Öklid hareketleri altında eğri invaryantlarının özelliklerini analiz etmek için standart 

araç olmaktadır. Keyfi hareketli çatılar için, yani ortonormal baz alanlar, çatının 

türevlerini kendi eğri parametreleri cinsinden  açıklayabiliriz, ve ortonormallikten  

dolayı katsayılar matrisi her zaman antisimetriktir (skew-symmetric). Böylece 

genelde üç tane sıfır olmayan girdiye sahiptir. Frenet çatısı üçlü türevlenmişlerinden 

birinin her zaman sıfır olmasından dolayı özel bir durum ortaya çıkar. Frenet 

çatısının diğer bir özelliği ise eğriye adapte edilmesidir elemanları eğriye teğettir 

veya diktir. Bu makalenin amacı, bu aynı avantajlara sahip başka çatılar olduğunu 

göstermektir. 

 

3.1 Relatif Paralel Alanlar 

Bir eğri boyunca bir normal vektör alanı M , eğer türevi teğet ise relatif 

paraleldir. Böyle bir alan, normal kalması için ne kadar miktar gerekli ise o kadar 

döner, bu yüzden normalliğini kaybetmeden mümkün olabildiğince paralel olmaya 

yakındır. Türevi ona dik olduğundan, kısmi paralel normal alanı sabit uzunluğa 

sahiptir. Böyle alanlar yani vektör alanı, verilen eğriye paraleldir. Gerçekten, J  bir 

eğri ise, t  parametreli  yer değiştirme vektör fonksiyonu olarak göz önüne alınırsa, 

M  relatif paralel ise, yerdeğiştirme vektörü MJ �  olan eğri ( ) ( )M v f TJ c�  �   

hızına sahiptir, burada T ;J  nın birim tanjant vektör alanıdır, v  ; J  nın hızı ve 

M fTc  dir . Böylece, iki eğri arasındaki kesit yani segment her ikisine de diktir. Bu 

segment M   nin uzunluğu ve eğriliğe göre iki eğrinin arasındaki minimum  

uzunluğunun  bölgesel bir bölümüdür. M   yeteri kadar kısa alınırsa bu segmentin 

minimum olması kolayca gösterebilir.  Tersine olarak bir eğri J   dan sabit uzaklıkta 

hareket ediyorsa MJ �  ile verilmelidir burada M  relatif paraleldir. 
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� �0 0M t M  olacak şekilde  tek bir relatif  paralel alan M , � �0tJ  noktasında 

tek bir normal vektör 0M  vektörünü üretir . Bu teklik aşikardır. İki relatif  paralel 

alanların farkı açık bir şekilde relatif paraleldir. Böylece iki parlalel alan tek bir 

noktada çakışırsa onların farkı sıfır sabit uzunluğuna sahiptir. Varlığını göstermek 

için yardımcı adapte edilmiş çatı alınır. Eğer varsa Frenet çatısını almak isteriz.  

Bozulmuş eğriler için bile Frenet çatısının olmasını isteriz fakat bazı noktalarda 

eğrilik kaybolur. Bu durumda böyle çatılar T  ve iki paralel alana Gram Shchmidt 

yöntemini uygulayarak oluşturulabilir.  

 

Eğer 1 2, ,T N N  adapte edilmiş çatı ise bu takdirde,  

 

00 01 02

1 10 11 12 1

02 12 222 2

T Tp p p
N p p p N

p p pN N

ª º ª ºc ª º
« » « »« »c  �« » « »« »
« » « »« »� �c ¬ ¼¬ ¼ ¬ ¼

 

 

01 1 02 2

1 01 12 2

2 02 12 1

,

,

.

T p N p N

N p T p N

N p T p N

c  �

 � �

c  � �

    

 

elde ederiz. 

 

 L  sabit uzunluklu bir normal alanın relatif paralel olması için bir şart bulalım. 

  olacak şekilde bir düzgün T  açı fonksiyonu vardır. 

 

  � �1 2cos sinM L N NT T � , 

 

Diferansiyeli alınırsa, şunu elde ederiz 

 

 � �1 1 2 2sin cos cos sin ,M L N N N NT T T T T Tc c c c c � � � �  

         � � � �1 01 12 2 2 02 12 1sin cos cos sin ,M L N p T p N N p T p NT T T T T Tª ºc c c � � � � � � � �¬ ¼  
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� � � � � �1 2 12 2 1 01 02sin cos cos sin cos sin ,M L N N p N N T p pT T T T T T Tª ºc c � � � � � � �¬ ¼  

12 1 2 01 02[( )( sin cos ) ( cos sin ) ]M L p N N p p TT T T T Tc c � � � � � . 

 

Bundan şunu görürüz, M  relatif  paraleldir ancak ve ancak 12 0.pTc�  

Herhangi bir başlangıç şartını sağlayan T  için bir çözüm olduğundan bu lokal relatif 

paralel normal alanların var olduğunu gösterir. Genel varlığı elde etmek  için belli 

kaplama üzerinde belli aralıklarla varolan lokal varlıkları bir araya getirebiliriz.  

 

Birleştikleri noktalardaki düzgünlük, tek segmentin bir sonucudur.  Bir tanjant 

vektör alanı, birim tanjant vektör alanı  T   nin  sabit bir çarpanı ise bu tanjant vektör 

alanını relatif  tanjant vektör alanı olarak tanımlarız. Keyfi bir alanın tanjant ve 

normal bileşenleri relatif paralel iseler bu keyfi alana relatif paralel denir. Bu 

alanların varlığını ve tekliğini göstermek için aşağıdaki gibi tam hipotezlerden 

bahsedilebilir. 

 

Teorem 3.1.1. J  , 3-boyutlu bir Öklid uzayında düzgün bir kC  eğrisi olsun. 0( )tJ  

noktasında herhangi bir 0V  vektörü için 0 0( )V t V ve iki relatif paralel alanın skaler 

çarpımı sabit olacak şekilde J  boyunca tek bir 1kC �  relatif  paralel  alanı V  vardır.  

 

İspat: ,V W  iki relatif  paralel alanlarının skalar çarpımı ,V W  sabit olduğunu 

ispatlamak için bu durum teğetlerden biri için bu aşikar olduğundan teğet ve normal 

kısımları ayrı ayrı gösterilebilir. Böylece fT  ve gT  türevleriyle V  ve W  nun 

normal olduklarını kabul ederiz ve ,V W  nun türevi istendiği gibi  

 

, , ,V W V W V Wc c c �  

 

V fTc    ve  W gTc    olduğundan,  

 

, , 0fT W V gT�   
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yazabiliriz. 

 
3.2 Özel adapte edilmiş çatılar 

Şurası  açıktır ki bir 2C  düzgün eğrisi üzerindeki relatif paralel alanlar yönlü 

1-boyutlu bir tanjant alanı ile 2-boyutlu normal alanından oluşan farklı alt uzaylı R  

üzerinde 3-boyutlu bir vektör uzayı oluştururlar.  Ayrıca komşu Öklid uzayı üzerinde 

nokta tabanlı skalar çarpımdan gelen bir skalar çarpım vardır. Bu iki alt uzaya uyan 

bu vektör uzayının  ortonormal tabanına relatif  paralel adapte edilmiş çatı veya 

RPAF deriz. Komşu Öklid uzayının tercih edilen bir yöne sahip olduğunu 

farzedersek eğrinin normal uzayının da tercih edilen bir yönü olur ve bu durumda 

özel olarak yönlendirilmiş relatif adapte edilmiş, RPAF, çatıdan sözedebiliriz.  RPAF 

lerin toplamları iki çember formundadır. Aşağıdaki açık sonuca göre iki boyutlu 

ortogonal grup ile parametrelendirilebildiklerinden dolayı biri her yönlü sınıfında 

olan iki çember şeklinde olur.  

 

Teorem 3.2.1.  Eğer � �1 2, ,T N N  RPAF ise o zaman RPAF nin toplamı 

� �1 2 1 2, ,T aN bN cN dN� �  şeklindeki çatıdan oluşur. Burada 
a b
c d
ª º
« »
¬ ¼

 sabit girdilere 

sahip ortogonal matrislere gider. 

 

Şimdi eğer � �1 2, ,T N N  RPAF ise bir nokta ile yay uzunluğuna göre 

türevlerini göstererek, 
 

                                           
1 2

1 1 1

2 22

0
0 0
0 0

T Tk k
N k N

k NN

ª ºc ª ºª º« » « »« »c« »  � « »« »« » « »« »�c ¬ ¼« » ¬ ¼¬ ¼

                               (3.1) 

 

                                                    

1 1 2 2

1 1

2 2

T k N k N

N k T

N k T

c  �

c  �

c  �
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elde ederiz. 

 

Böylece bulunan matrisin iki tane sıfır olmayan girdisi bulunan Cartan matrisi 

olduğunu gördük. Cartan matrislerinin daha genel bir tartışması için [30] a bakınız. 

Aslında bu şekilde RPAF şartıyla Teorem 3.2.1 bu RPAF ın mümkün matrislerinin 

şunlar olduğunu gösterir 

 

1 2 1 20
* 0 0
* 0 0

ak bk ck dk� �ª º
« »
« »
« »¬ ¼

 , 

 

Buradaki *  işareti antisimetrik kullanarak belirlenebilen bir girişi gösterir.  

 

0 0
0

0 0

T T
N N
B B

N
N W

W

ª º ª ºc ª º
« » « »« »c  �« » « »« »
« » « »« »�c ¬ ¼¬ ¼ ¬ ¼

  

 

olduğunu biliyoruz. Görüldüğü gibi Frenet çatısı şu şekilde bir Cartan matrise 

sahiptir 

 

0 0
* 0
0 * 0

N
W

ª º
« »
« »
« »¬ ¼

 , 

 

Böyle bir Cartan matrisi vardır ve komşu uzayın yönlenmesi ve W  burulma 

işaretinin uygun seçilmesi halinde bu Cartan matrisi tektir. Kaybolan tek girişli bir 

Cartan matrisinin daha başka tek ihtimali şu olur 

 

0 0
0 0
* * 0

f
g

ª º
« »
« »
« »¬ ¼

, 
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Ancak bunun sadece ,f gN W r  r  ya sahip olan Frenet çatısının olduğu 

kolayca görülebilir. Çeşitli Cartan matrislerinin arasında ilişki kurmak kolaydır.  

 

 
                                               Şekil 3.1 
 

Burada iki çatının teğetleri ortak olduğundan, 

 

1 2cos sinN N NT T �  

1 2sin cosB N NT T � �  

 

yani 

 

                                          1

2

1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

T T
N N
B N

T T
T T

ª º ª ºª º
« » « »« » « » « »« »
« » « »« »�¬ ¼¬ ¼ ¬ ¼

                             (3.2) 

 

 

dır. Şimdi Frenet ve Bishop çatısı eğrilikleri arasındaki bağıntıları verelim, 

 
12 2 2

1 1 2 2 1 2( )T k N k N k kN c  �  � . 

 

Frenet çatısından biliyoruz ki  TN c  ve Bishop çatısından da 1 1 2 2k N k NN  �  
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                                                           Şekil 3.2 
 

1cos kT
N

 ,  2sin kT
N

  

 
dır. Bu bağıntıları kullanarak asli normali, 

 

1 2 1 1 2 2cos sin ( ) ( )N N N k N k NT T N N �  �  

 

şeklinde yazılıp diferansiyeli alınırsa, 

 

1 1 2 2sin cos cos sinN N N N NT T T T T Tc c c c c � � � � , 

� �1 2 1 2cos sin sin cosN N N N NT T T T Tc c c c � � � � , 

 

elde edilir ve Frenet çatısında N T BN Wc  � �  olduğundan 

 

1 2( sin cos )N T B T N NN W N T T Tc c � �  � � � �  

 

eşitliği yazılabilir. 

 

Eğer 1 2( , , )T N N  uygun şekilde yönlenirse, 1 2sin cosB N NT T � �  ve bu 

yüzden de W Tc  elde ederiz. Böylece N  ve tanımsız (indefinite) dsW³  integrali 

1 2( , )k k  eğrisi için (polar) kutup koordinatlarıdır. 
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4. 3E  3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDAKİ BİSHOP DARBOUX 
VEKTÖRÜNE GÖRE EĞRİLERİN KARAKTERİZASYONLARI 

 

   Bu bölümde, 3-boyutlu 3E  Öklid uzayında, Bishop çatısına göre uzay 

eğrilerinin karakterizasyonlarını  veriyoruz. Dahası, 3E  te AW  normal Bishop 

Darboux vektörü ve W  Bishop Darboux vektörüne göre uzay eğrilerini karakterize  

eden genel diferansiyel denklemleri elde ettik. 

 

Teorem  4.1.  � � � � � �^ `1 2, ,T s N s N s   Bishop çatısı 1k  eğrilik, 2k  burulma iken � �D s  

bir birim hızlı uzay eğrisi olsun. D eğrisinin W  Bishop Darboux vektörü  

 

                                                          � �2 1 1 2W k N k N                                           (4.1) 

ile verilir. [8] 

 

İspat: (3.1) denkleminden 

 

1 1 2 2

1 1

2 2 2

T k N k N

N k T

N k N

c  �

c  �

c c �

 

 

eşitlikleri göz önüne alalım. 

 

                                                        T WxTc                                                           (4.2) 

                                                      1 1N WxNc                                                           (4.3) 

                                                     2 2N WxNc                                                           (4.4) 

 
Darboux eşitliklerinin olduklarını biliyoruz. 

 

1 2W aT bN cN � �   

 

olsun. 
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T WxTc    denkleminde W   yerine  1 2aT bN cN� �   değerini yazıp, T c   yerine  (4.1) 

denklemindeki değeri yazılırsa, 

 

� �1 1 2 2 1 2k N k N aT bN cN xT�  � �  , 

� �1 1 2 2 1 2( ) ( )k N k N a TxT b N xT c N xT�  � �  

 

0TxT   , 1 2N xT N �  , 2 1N xT N   eşitlikleri yukarıdaki denklemde yerlerine 

yazılırsa, 

 

1 1 2 2 1 2k N k N cN bN�  �  

 

denklemini elde ederiz. Burada  1c k   ve 2b k �  olduğu açıkça görülür. 

 Benzer şekilde 1 1N WxNc    denkleminde W   yerine 1 2aT bN cN� �   değerini 

yazıp, 1N c   yerine (3.1) denklemindeki değeri yazılırsa, 

 

� �1 2 1 1 2 1k T aT k N k N xN�  � � , 

� � � � � �1 1 2 1 1 1 2 1k T a TxN k N xN k N xN�  � �  

 

1 2TxN N  , 1 1 0N xN   , 2 1N xN T   eşitlikleri yukarıdaki denklemde yerlerine 

yazılırsa, 

 

1 2 1k T aN k T�  �   

 

denklemini elde ederiz. Burada  0a   olduğu açıkça görülür. Yani 

 

1 2W aT bN cN � �  

 

denkleminde a  , b  ve c  değerleri yerlerine yazılırsa, 
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 2 1 1 20W T k N k N � �  

2 1 1 2W k N k N � �  

 

denklemi elde edilir. 

 

Tanım 4.1. D , 3E  te düzgün bir uzay eğrisi iken eğer 

 

'  0W  

 

şartı sağlanıyorsa D  eğrisi W  harmonik Darboux vektörüne sahiptir denir [13]. 

 

Tanım 4.2. D , 3E  te düzgün bir uzay eğrisi iken eğer 

 

                                                         O O'  �,W W R                                          (4.5) 

 

şartı sağlanıyorsa D  eğrisi W  harmonik 1 tip Darboux vektörüne sahiptir denir [13]. 

 

Teorem 4.2  � � � � � �^ `1 2, ,T s N s N s  Bishop çatısı 1k  eğrilik, 2k  burulma iken 3E   3-

boyutlu Öklid uzayında � �D s  bir birim hızlı uzay eğrisi olsun. W  Bishop Darboux 

vektörüne göre diferansiyel denklem karakterizasyonu 

 

 

                                    D D DO O O Oc c c� � � � � �  3 2
4 3 2 1 0W W W W                                (4.6) 

 

denklemi ile verilir. Burada, 

 

� �
� � � � � �

� � � � � � � �

O

O

O

O

 

c � �

c ccc cccª º � � � � � �¬ ¼
ª º§ ·c

c c c ccc c ccc � � � � � �« »¨ ¸c© ¹¬ ¼

2
4

3

2 1 2 1 2 1 2

21
1 2 1 2 1 2 1 2

2

,
,

,

.

f
f f g

f g g k k k f f k k k f f

kf g k k k k f f k k k f f
k
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ve 

 

� �
c§ ·

cc cc  �¨ ¸
© ¹

21
2 1 2 1 2

2
,kf k g k k k k

k
 

 

dir. 

 

İspat:  � � � � � �^ `1 2, ,T s N s N s  Bishop çatısı 1k  eğrilik, 2k  burulma iken � �D s  bir 

birim hızlı uzay eğrisi iken, 

 

2 1 1 2W k N k N � � , 

 

vektörünün birinci türevini alırsak, 

 

2 1 1 2( )W k N k NDc c�  � � , 

2 1 2 1 1 2 1 2( )W k N k D N k N k D ND D Dc c c�  � � � ��  

 

1 1D N kTDc  �   ve 2 2D N k TDc  �  eşitlikleri denklemde yerlerine yazılırsa, 

 

2 1 1 2 1 2 1 2W k N k k T k N k k TDc
c c�  � � � � , 

                                     Dc
c c�  � �2 1 1 2W k N k N                                                         (4.7) 

 

denklemi elde edilir. (3.4) denkleminin türevi alınırsa, 

 

2
2 1 1 2( )W k N k NDc
c c c�  � � , 

2
2 1 2 1 1 2 1 2W k N k D N k N k D ND D Dc c c
cc c cc c�  � � � �  

 

bulunur. 1 1D N kTDc  �   ve 2 2D N k TDc  �  eşitlikleri denklemde yukarıdaki 

denklemde yerlerine yazılırsa, 
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Dc
ccc c cc�  � � � �2

2 1 1 2 1 2 1 2W k N k k T k N k k T , 

                                      � �Dc
c c cc cc�  � � � �2
1 2 1 2 2 1 1 2W k k k k T k N k N                              (4.8) 

 

denklemi elde edilir. (4.5) denkleminin türevi alınırsa, 

 

3
1 2 1 2 2 1 1 2[( ) ]W k k k k T k N k NDc
c c cc cc c�  � � � , 

3
1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2[( ) ]W k k k k T k N k D N k N k D ND D Dc c c
c c ccc cc ccc ccc�  � � � � � , 

3
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2( ) ( )W k k k k T k k k k D T k N k D N k N k D ND D D Dc c c c
c c c c ccc cc ccc ccc�  � � � � � � �  

 

bulunur. 1 1 2 2 1 1 2 2, ,D T k N k N D N kT D N k TD D Dc c c �  �  �  eşitlikleri denklemde 

yerine yazılırsa, 

 

� � � �� �
� � � �

3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 1 2 1 1 2 1 2

W k k k k T k k k k k N k N

k N k k T k N k k T

Dc
cc c c c�  � � � �

ccc cc ccc cc� � � � � �
 

  

            

� �3 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 2

2
1 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2 1 2

1 2

W k k k k T k k N k k k N

k k k N k k N k N k k T k N

k k T

Dc
cc c c c�  � � �

c c ccc cc ccc� � � � �

cc�

 

 

� �3
1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 1 2 2 1

2
1 2 2 1 2 1 2

W k k k k k k k k T

k k k k k k N

k k k k k k N

Dc
ª ºcc c cc cc�  � � �« »¬ ¼

c c cccª º� � �¬ ¼
c c cccª º� � �¬ ¼

 

 

� �

� �
� �

3
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 2

W k k k k k k k k T

k k k k k k N

k k k k k k N

Dc
ª ºcc c cc cc�  � � �« »¬ ¼
ª ºccc c c� � � �¬ ¼
ª ºccc c c� � � �¬ ¼
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� �

� �
� �

3
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 2

W k k k k k k k k T

k k k k k k N

k k k k k k N

Dc
ª ºcc c cc cc�  � � �« »¬ ¼
ª ºccc c c� � �¬ ¼
ª ºccc c c� � � �¬ ¼

                           (4.9) 

 

denklemini elde ederiz. 

 

(4.1) deki denklemi 1k c�  ile ve (4.4) denklemini de  1k  ile çarpılırsa, 

 

1 1 2 1 1 1 2

1 1 2 1 1 1 2

k W k k N k k N

k W k k N k k NDc

c c c�  �

c c�  � �
 

 

denklemlerini taraf tarafa toplayıp gerekli işlemler yapılırsa, 

 

1 1 1 2 1 2 1( )k W k W k k k k NDc
c c c� � �  �  

1 1
1

1 2 1 2( )
k W k W N
k k k k

Dc
c� � �

 
c c�

 

 

                                     Dc

c
 � �

c cc c� �
1 1

1
1 2 1 2 1 2 1 2

k kN W W
k k k k k k k k

                          (4.10) 

 

denklemini elde ederiz. 

 

Benzer şekilde (4.1) denklemi 2k c�  ile ve (4.4) denklemi 2k  ile çarpılırsa, 

 

2 2 2 1 1 2 2

2 2 2 1 1 2 2

k W k k N k k N

k W k k N k k NDc

c c c�  �

c c�  � �
 

 

denklemlerini elde ederiz. Bu denklemleri taraf tarafa toplayıp gerekli işlemler 

yapılırsa, 
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2 2 1 2 1 2 2( )k W k W k k k k NDc
c c c� �  �  

2 2
2

1 2 1 2( )
k W k W N
k k k k

Dc
c� �

 
c c�

 

 

                                 Dc

c
 � �

c cc c� �
2 2

2
1 2 1 2 1 2 1 2

k kN W W
k k k k k k k k

                              (4.11)       

                                       

denklemini elde ediliriz. 

 

(4.10) ve (4.11) denklemleri (4.8) de yerine yazılırsa, yani

Dc
c c cc cc�  � � � �2
1 2 1 2 2 1 1 2( )W k k k k T k N k N   denkleminde, 

 

Dc

c
 � �

c cc c� �
1 1

1
1 2 1 2 1 2 1

k kN W W
k k k k k k k k

 

 

ve 

 

Dc

c
 � �

c cc c� �
2 2

2
1 2 1 2 1 2 1

k kN W W
k k k k k k k k

 

 

eşitliklerini yerlerine yazalım, 

 

D D Dc c c

c cc cc ccc ccc c�  � � � � � � � �
c c c cc c c c� � � �

2 2 1 1 2 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

( ) k k k k k k k kW k k k k T W W W W
k k k k k k k k k k k k k k k k

, 

D Dc c
c c cc c cc cc c cc cc� �  � � � � � � �2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )k k k k W k k k k T k k k k W k k k k W , 

D Dc c
c c cc c cc cc c cc cc� �  � � � � � � �2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )k k k k T k k k k W k k k k W k k k k W , 

D Dc c

c cc c cc cc cc cc� � �
�  � � � �

c c cc c c� � �
21 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
k k k k k k k k k k k kT W W W
k k k k k k k k k k k k

, 

D Dc c

cc c cc ccc cc� �
�  � � � �

c c cc c c� � �
2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( )1
( ) ( ) ( )

k k k k k k k kT W W W
k k k k k k k k k k k k

, 
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D Dc c

cc c cc ccc cc� �
 � � � � �

c c cc c c� � �
2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( )1
( ) ( ) ( )

k k k k k k k kT W W W
k k k k k k k k k k k k

, 

 

� � � �D Dc c

cc cc cc c c cc� �
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2 1 2 1 2 1 2 1 2
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1 k k k k k k k kT W W W
k k k k k k k k k k k k

                        (4.12) 

 

denklemini elde ederiz. 

 

Denklem (4.10), (4.11) ve (4.12) u denklemi (4.9) da yerine yazılırsa, 
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D D

D
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denklemlerinde, 
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denkleminde, 
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olduğunu kabul edersek, 
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denklemi elde edilir. Burada katsayılar, 
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şeklinde yazılırsa, 
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denkelemini elde ederiz.. 
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Sonuç 4.1.  � � � � � �^ `1 2, ,T s N s N s  Bishop çatısı 1k  eğrilik, 2k  burulma iken � �D s  3E  

de bir genel helis olsun. W  Bishop Darboux vektörüne göre diferansiyel denklem 

karakterizasyonu 

 

� �Dc

c§ ·c
c� �  ¨ ¸c© ¹

21
2

2
0kg W k W

k
 

 

şeklinde verilir. 

Teorem 4.3.  � � � � � �^ `1 2, ,T s N s N s Bishop çatısı 1k  eğrilik, 2k  burulma iken � �D s  

bir birim hızlı uzay eğrisi olsun. AW  Normal Bishop Darboux vektörüne göre 

diferansiyel denklem karakterizasyonu 
 

D DO O OA A A
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denklemi ile verilir. Burada, 
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21
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2
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dır. 

 

İspat:  � � � � � �^ `1 2, ,T s N s N s  Bishop çatısı 1k  eğrilik, 2k  burulma iken � �D s  bir 

birim hızlı uzay eğrisi olsun. W A  nun  s   ye göre iki defa diferansiyelini alarak 

aşağıdakiler elde edilir. 
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1 0N c   ve 2 0N c   olduğundan, 
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1N  vektörünü bulmak için (4.14) denklemi 1k c�  ile ve (4.15) denklemi de 1k  ile 

çarpılırsa , 
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denklemleri taraf tarafa toplanırsa, 
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� � � �

1 1
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 �
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                              (4.17) 

 

2N  vektörünü bulmak için (4.15) denklemi 2k  ile ve (4.14) denklemi de 2k c�  ile 

çarpılırsa, 

 

2 2 2 1 1 2 2k W k k N k k NAc c c�  � , 

2 2 2 1 1 2 2k W k k N k k ND
A

c
c c�  � �  

 

denklemleri taraf tarafa toplanırsa, 
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(4.17) ve (4.18) denklemleri (4.16) te yerine yazılırsa, 
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2 1 2 1 2 1 2 1 2
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veya  c c cc cc �  �1 2 1 2 1 2 1 2,f k k k k g k k k k  eşitlikleri 

yazılırsa, 
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denklemini elde ederiz. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Sonuç 4.2. � � � � � �^ `1 2, ,T s N s N s  Bishop çatısı 1k  eğrilik, 2k  burulma iken 3E  de 

� �D s  bir slant helis olsun. AW  normal Bishop Darboux vektörüne göre diferansiyel 

denklem karakterizasyonu, 
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denklemi ile verilir. 
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Teorem 4.4.   D , � � � � � �^ `1 2, ,T s N s N s  Bishop çatısında, 3E  te bir birim hızlı uzay 

eğrisi olsun. D  harmonik 1-tip Darboux vektörüdür ancak ve ancak D  eğrisinin 1k  

eğriligi ve 2k  burulması aşağıdakileri sağlar. 

 

                                      1 1 1 2 1 2 2 2, 0, .k k k k k k k kO Occ c c cc�  �  �                         (4.20) 

 

İspat: 2
D D Dc c c'  ��  �� �   olduğundan (4.8) denkleminden, 
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denklemi elde edilir. 

(4.21) i (4.5) de yerine yazılırsa, ve W WO'    olduğundan 
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eşitliğin iki tarafı birbirine eşit olduğundan katsayılar da birbirine eşittir. Dolayısıyla, 
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yukarıdaki eşitlikler elde edilir. 
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