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ÖZET 

 

Mustafa Çağatay BÜYÜKUYSAL, Farklı Örneklem GeniĢliklerinde Normal 

Dağılım Testlerinin KarĢılaĢtırılması. Bülent Ecevit Üniversitesi, Sağlık Bilimleri 

Enstitüsü, Biyoistatistik Anabilim Dalı, Doktora Tezi, Zonguldak 2014.  

 

Normal dağılım varsayımı parametrik testlerin uygulanabilmesi için olması 

gereken en önemli varsayımlardan biridir. Normallik testleri, ilgili dağılımın normal 

dağılıma uygunluğunu test etmektedirler. Literatürde pek çok normal dağılım testi 

geliĢtirilmiĢtir. Bu çalıĢmada normal dağılım testlerinden en yaygın kullanılan ve 

paket programlarda yer alan 5 normal dağılım testi belirlenmiĢtir. Bu testlerin 

kullanım yerleri verinin yapısına ve örneklem geniĢliğine göre farklılık 

göstermektedir. Bu amaç doğrultusunda belirli kuramsal dağılım ve farklı örneklem 

geniĢliklerinde dağılımlar türetilmiĢ ve Monte-Carlo simülasyonu ile bu testler Tip-I 

hata ve güç bakımından karĢılaĢtırılmıĢlardır. Simülasyon sonucunda Shapiro-Wilk 

testi en iyi sonucu verirken, örneklem geniĢliği azaldıkça Anderson-Darling testi de 

Shapiro-Wilk testi kadar iyi sonuçlar vermiĢtir. Örneklem geniĢliği azaldıkça tüm 

testlerin güçlerinde düĢüĢ olduğu ve bu durumda sadece test sonuçlarıyla değil, 

grafiksel yöntemlerle de desteklenmesi tavsiye edilmektedir. 

 

Anahtar Kelimeler: Normal dağılım, Normal dağılım testleri, Tip-I hata, Güç, 

Monte-Carlo Simülasyonu 
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ABSTRACT 

 

Mustafa Cagatay BUYUKUYSAL, Comparison of Normality tests with 

Different Sample Sizes. Bulent Ecevit University, Institute of Health Science, 

Department of Biostatistics, PhD Thesis, Zonguldak 2014.  

 

One of the most important assumption for parametric tests is normality of a 

distribution. Many normality tests are available in the literature. In our study we 

compare 5 normality tests which are most popular and available in statistical 

softwares. Usage of normality tests differs due to samples size or nature of data. For 

that purpose distributions are generated from different theoretical distributions and 

sample sizes by Monte-Carlo simulation. Type-I error and power used for 

comparison of normality tests. According to simulation results, Shapiro-Wilk test has 

the best results, when the sample size decreases, Anderson-Darling has also good 

results as Shapiro-Wilk test. All normality tests‟ power getting lower with a decrease 

of sample sizes. At that situation we suggest to provide normality test results with 

graphical techniques. 

 

Keywords: Normal distribution, Normality tests, Type-I error, Power, Monte-Carlo 

Simulation 
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1. GĠRĠġ VE AMAÇ 

 

Verilerin analizindeki ilk aĢama önemlilik testlerinin varsayımlarının 

denetlenmesidir. Eğer verinin dağılımsal varsayımları geçerli değilse, bu 

varsayımlara bağlı yapılan istatistiksel analizler geçersiz olacak ve çoğu zaman da 

yanlıĢ sonuçlar elde etmemize sebep olacaktır (1). 

Güçlü istatististiksel testlerin çoğu verinin normal dağılıma uygunluğu 

varsayımı altında çalıĢmaktadır. Bu sebeple verinin normal dağılıma uygunluğunun 

araĢtırılması istatistiksel analizin en önemli noktasıdır. Bu amaç doğrultusunda pek 

çok normallik testi geliĢtirilmiĢtir. Fakat bu testleri kullanırken her bir testin 

varsayım sınırlarına da dikkat etmek gerekmektedir. Çünkü normal dağılım 

testlerinin güçleri farklı durumlara göre farklılık göstermektedir (1). Uygun olmayan 

bir normallik testinin seçimi yanlıĢ sonuçlar almamıza neden olabilir. Bu da 

çalıĢmanın sonraki aĢamalarında test seçimlerini etkileyeceğinden sonuçların hatalı 

çıkmasına sebep olabilir. Bu yüzden hangi durumda hangi normallik testinin 

seçilmesi gerektiği çok önemli bir problemdir. 

Bir verinin normal dağılıma uygunluğunu görebilmek için grafiksel 

yöntemlerden de yararlanabiliriz. Ancak sadece grafiksel yöntemlerden yola çıkarak 

verinin ilgili dağılıma uyup uymadığının söylenmesi mümkün değildir. Grafiksel 

yöntemler sadece verinin dağılımı hakkında fikir verebilir. Ancak kesinlikle karar 

verilebilecek bir yöntem değildir. Bununla birlikte önemlilik testleriyle elde edilecek 

sonuçların da hemen yorumlanmaması gerekmektedir. Önemlilik testlerinden elde 

edilen sonuçlar ile grafiksel yöntemlerle elde edilen sonuçlar birbirine paralel 

çıktıktan sonra sonucu kullanılması gerekmektedir. 

Normallik testleri üzerindeki çalıĢmalar 1900'lerin baĢlarında baĢlamıĢtır. 

Öncelikle, Pearson tarafından ki-kare normallik testi önerilmiĢtir. 1933 yılında 

Kolmogorov ve Smirnov testlerini önermiĢlerdir. Ardından sırasıyla Kuiper (1960), 

Shapiro Wilk (1965), Anderson ve Darling (1974), Ajne (1968), Ajne ve Kuiper 

testlerinin modifikasyonları (1970) ve Kolmogorov - Smirnov testlerinin 

modifikasyonları (1972) ve Jarque Bera (1980) testleri geliĢtirilmiĢtir.  
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Önceki çalıĢmalarda farklı durumlar için bazı normallik testleri öne 

çıkartılırken bazı normallik testlerinin ise kullanılmaması gerektiği söylenmiĢtir. 

Örneğin, Öztuna D. ve arkadaĢlarının (2006) yaptığı çalıĢmaya göre Kolmogorov-

Smirnov testi eğer veri kuramsal bir dağılıma uyuyorsa güçlü sonuçlar verdiğini 

ancak pratikte ortalama ve varyansın önceden bilinmediği durumlarda Kolmogorov-

Smirnov testi yerine Lilliefors düzeltmeli Kolmogorov-Smirnov testinin kullanılması 

gerektiğini, Shapiro-Wilk testinin özellikle veri setindeki çoğu veri aynı değere sahip 

olduğunda iyi sonuçlar vermediğini ancak özellikle normal dağılımdan sapmaları 

tespit etmede ve geniĢ aralıklara sahip alternatif dağılımlar üzerinde daha iyi 

olduğunu tespit etmiĢlerdir (2). 

Razali N.M. ve arkadaĢlarının (2011) yaptığı çalıĢmaya göre Shapiro-Wilk 

testi tüm dağılım ve örnek geniĢliklerinde en güçlü test olurken, Kolmogorov-

Smirnov testi ise en zayıf test bulunmuĢtur. Ancak Shapiro-Wilk testinin örneklem 

geniĢliğinin az olduğu durumlarda gücünün düĢtüğü, Anderson-Darling testinin 

Shapiro-Wilk testine yakın (karĢılaĢtırılabilir) düzeyde olduğu, Lilliefors testinin tüm 

dağılım ve örneklem geniĢliklerinde Kolmogorov-Smirnov testinden daha iyi olduğu 

görülmüĢtür (3). 

Yazıcı B. ve arkadaĢlarının (2006) yaptığı çalıĢmaya göre tüm önemlilik 

testlerinin güçlerinin örneklem geniĢlikleri arttıkça arttığı, bunun yanı sıra küçük 

örnekleme sahip simetrik dağılımlar için Kolmogorov-Smirnov, DüzeltilmiĢ 

Kolmogorov-Smirnov ve Anderson-Darling testleri, simetrik dağılımlar için ise 

Jarque-Bera testi önerilmektedir. Shapiro-Wilk testinin özellikle simetrik olmayan ve 

normal dağılmayan dağılımları ölçerken çok daha güçlü olduğu tespit edilmiĢtir (4). 

Bu çalıĢmada farklı dağılımlar ve farklı örneklem geniĢliklerinde normal 

dağılım testlerinin karĢılaĢtırılması amaçlanmıĢtır. Testleri birbirleriyle kıyaslarken 

testlerin Tip-I hata ve güç değerleri göz önüne alınmıĢtır. ÇalıĢmanın sonunda farklı 

istatistiksel dağılımlar ve örneklem geniĢlikleri için hangi testlerin kullanılması 

gerektiği tartıĢılacaktır. 
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2. GENEL BĠLGĠLER 

 

2.1.Normal Dağılım 

Olasılık dağılımları, olayların ortaya çıkma olasılıklarını gözlemsel değil, 

kuramsal olarak veren dağılımlardır. Normal dağılım, Binom dağılımı ve Poisson 

dağılımı bunların arasında en bilinenleridir. Bununla birlikte bu dağılımlar arasında 

en önemlisi normal dağılımdır (5). Çoğu istatistiksel testin uygulanabilmesi bir takım 

varsayımların yerine getirilmesine bağlıdır. Bu varsayımların en önemlisi ilgilenilen 

dağılımın normal dağılıma uygunluğudur. Bu nedenle normal dağılım istatistikte en 

çok kullanılan ve üzerinde çalıĢılan dağılım olmuĢtur. De Moivre tarafından 1733‟de 

bulunan bu dağılım 1800‟lü yılların baĢlarında Fransız Pierre Simon LAPLACE ve 

Alman Carl Friedrich GAUSS tarafından geliĢtirilmiĢtir. Bu nedenle bu dağılıma 

literatürde normal dağılımın yanı sıra “Laplace-Gauss Dağılımı” ya da “Gauss 

Dağılımı” da denmektedir. 

Aritmetik ortalaması µ ve standart sapması σ olan bir evrenden alınan n 

büyüklüğündeki örneklemlerin ortalamalarının oluĢturduğu kuramsal örneklem 

dağılımının ortalaması µ‟ye, standart hatası ise σ /  𝑛‟e eĢittir. n büyüdükçe (n→∞) 

kuramsal örnekleme dağılımı normal dağılıma yaklaĢır. Bu teoreme merkezi limit 

teoremi denmektedir (6). 

Kuramsal bir normal olasılık dağılımı eğrisinin denklemi aĢağıdaki gibidir, 

 

f x =
1

σ 2π
e−

1

2
 

x−μ

σ
 

2

 (1) 

Kuramsal normal dağılım eğrisinin özellikleri: 

 Tek tepeli bir dağılımdır. 

 Dağılım ortalamaya göre simetriktir. 

 Dağılımın aritmetik ortalaması, medyanı ve tepe değeri birbirine eĢittir. 

 Eğri altında kalan alan 1 birim kareye eĢittir. 
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 µ ± σ arasındaki alan toplam alanın % 68.26‟sını, 

µ ± 2σ arasındaki alan toplam alanın % 95.44‟ünü, 

µ ± 3σ arasındaki alan toplam alanın % 99.74‟ünü kapsar. 

 

ġekil 1. Normal Dağılım Eğrisi 

µ ve σ‟nın farklı her bir değeri için ayrı bir normal dağılım 

tanımlanabilineceğinden sonsuz sayıda normal dağılım eğrisi türetilebilir (7). Bunun 

için her dağılıma ayrı bir teorik tablo geliĢtirmek zorunluluğu ortaya çıkmıĢtır. Bu 

nedenle bu farklı dağılımları standart bir dağılıma dönüĢtürerek tek teorik tablo 

kullanmak daha kolay ve pratik bir yoldur. Sonsuz sayıda normal dağılımlardan en 

önemlisi ortalaması 0, standart sapması 1 olan normal dağılımdır (8). Bu dağılıma 

standart normal dağılım denir (9). X rastlantı değiĢkeninin 𝑧 =
𝑥−𝜇

𝜎
 Ģeklinde 

dönüĢtürülmesiyle elde edilen yeni dağılımın ortalaması 0, standart sapması 1‟dir. Bu 

dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu (8), 

 

f z =
1

 2π
e−

1

2
 z 2

      (2) 

 

Standart normal dağılımı kullanmanın yararı, farklı µ ve σ‟ya sahip bütün 

normal dağılımları standart tek bir normal dağılıma dönüĢtürmektir. Bunun sonucu 

olarak normal dağılım eğrisi altında kalan alan için tek tablo (z tablosu) yeterlidir (8). 

 

 

 

 

 



 

5 

2.2. Normallik Varsayımının Denetlenmesi 

 

Bir dağılımın normal dağılıma uygunluğu temel olarak grafiksel yöntemler ve 

önemlilik testleri olmak üzere 2 farklı yolla incelenebilir. 

 

2.2.1. Grafiksel Yöntemler 

 

2.2.1.1. Kutu-Çizgi Grafiği 

Verilerin ortanca değerine göre ortanca etrafındaki yayılıĢını çeyreklikler ve 

çeyreklikler arası geniĢlik (inter-quartile range) aracılığıyla belirleyen bir grafiktir. 

Ortancaya göre küçük ve büyük değerlerin yoğunluklarının simetriden uzaklaĢıp 

uzaklaĢmadığına ve sapan değerler (outliers) olup olmadığına göre belirlemeyi 

sağlayan bir grafiktir. Ortanca etrafındaki alanlar simetrik, sağ ve sol uç kuyrukları 

dar ve sapan değerler yok ise dağılımın çan eğrisi formunda olabileceği sonucu 

çıkarılabilir (10). Analitik çalıĢmalara baĢlamadan önce verileri tanıma bakımından 

çizilmesi uygun bir grafiktir. 

2.2.1.2. Histogram 

 

Sütun grafikle benzerlik gösteren ve sıklıkla karıĢtırılan histogram sürekli 

değiĢkenler için kullanılmaktadır. Sürekli değiĢkene ait sınıflandırılmıĢ verilerde her 

bir sınıf bir dikdörtgen ile gösterilir. Her bir dikdörtgenin alanı da o sınıftaki gözlem 

sayısını göstermektedir. Eğer tüm sınıflar eĢit aralıkta ise, bu durumda 

dikdörtgenlerin yükseklikleri de (y ekseni) sınıfların frekanslarını göstermektedir. 

Sütun grafiklerinden farklı olarak sınıfları temsil eden dikdörtgenler arasında boĢluk 

bırakılmaz (11). 

 

2.2.1.3. Gövde-Yaprak Grafiği 

 

 Örneklem hacmi küçük olduğunda verileri özetlemede kullanılır. Gövde ve 

yaprak grafiği gözlenen değerlerin birli (1, 2, …), onlu (10, 20, 30, …), yüzlü (100, 

200, 300, …) değerlere göre gövdelere ayıran ve bu birli değerlerden tekrarları, onlu 

değerler içinde gözlenen ara değerleri de (10-19 arası için; 12, 14, 18 gibi; 20-29 
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arası için 21, 23, 23, 28 gibi) yüzlü değerler için (yüzlü hanelerde tekrarlanan 

değerleri) yapraklar olarak alan grafiktir (ġekil 2). Bu grafiğin çizilebilmesi için 

değiĢkenin sürekli değiĢken olması gerekir (10). 

 

 

ġekil 2. Gövde-Yaprak grafiği 

 

2.2.1.4. P-P Grafikleri 

 

 P-P grafikleri, Y ekseninde meydana gelen standartlaĢtırılmıĢ artıkların 

gözlenen yığılımlı olasılıklarının yer aldığı; X ekseninde ise normal dağılıma ait 

beklenen olasılıkların yer aldığı ve gözlenen değerlerin beklenen değerlere uyum 

sağladığı zaman 45 derecelik bir açıda bir çizginin elde edileceği grafik türleridir 

(ġekil 3) (2). 

 

ġekil 3. P-P Grafiği (12). 
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2.2.1.5. Q-Q Grafikleri 

 

 Q-Q grafikleri populasyonun dağılımının teorik normal dağılımından ne 

kadar farklılık gösterdiğini belirlemede kullanılan en önemli grafiksel yöntemlerden 

biridir (ġekil 4). Q-Q grafikleri değiĢkenin dağılımın değerleri ile normal dağılımın 

beklenen değerleri arasındaki uyumu göstermektedir (2). 

 P-P ve Q-Q grafikleri, gözlemsel değerler ile teorik değerlerin nasıl bir uyum 

içinde olduğunu göstermek için kullanılır. Grafiksel yöntemler gözlemsel değerlerin 

teorik değerlere uygunluğunu sadece görsel olarak sunduğundan, normal dağılıma 

uygunluğunun belirlenmesinde objektiflikten uzaklaĢılmaktadır. Bu nedenle verilerin 

normal dağılıma uygunluğunu belirlemek için normallik testlerinin kullanılması 

gerekmektedir. 

 

ġekil 4. Q-Q Grafiği (13). 

 

2.2.2. Normal Dağılıma Uygunluk Testleri 

 

2.2.2.1. Shapiro-Wilk Testi 

 

Shapiro-Wilk (SW) testi, Shapiro ve Wilk tarafından 1965‟te geliĢtirilmiĢ, 

normallik testleri içinde en güçlü testlerden birisidir. Normal dağılım gösteren evrenden 
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rastgele seçilen n birimlik Xi değerlerinin normallik testi W test istatistiği ile test edilir. 

W test istatistiği, gözlenen Xi değerlerinin varyansını ve büyüklük sırasına dizilmiĢ Xi 

gözlemlerinin sıra istatistiklerinden hesaplanan ortalama, varyans ve kovaryansları 

aracılığıyla belirlenen ai ağırlıkları aracılığı ile aĢağıdaki gibi hesaplanır (10). 

 

𝑊 =
  𝑎𝑖𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1  

2

  𝑋𝑖−𝑋  2𝑛
𝑖=1

 (3) 

 

Burada, X(i) sıralı gözlemleri, ai; n sıralı gözlemin standart normal dağılım Zi 

değerlerinden yararlanılarak hesaplanan ağırlık katsayılarıdır.  

𝑎𝑖 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) =
𝑚𝑇𝑉−1

(𝑚𝑇𝑉−1𝑉−1𝑚)1/2     (4) 

Burada (𝑚1, … , 𝑚𝑛)𝑇  standart normal dağılımdan türetilen rassal 

değiĢkenlerin sıra istatistiklerinin beklenen değerleri, V sıra istatistiklerinin 

kovaryans matrisidir (3). 

W test istatistiği 0 < W ≤ 1 aralığında değiĢim gösterir. 1‟e yakın değerler 

değiĢkenin normal dağılıma sahip olduğunu, 0‟a yakın değerler ise değiĢkenin 

normal dağılıma sahip olmadığını gösterir. W test istatistiğinin önemliliği, Shapiro 

ve Wilk tarafından verilen asimtotik kritik değerlere göre belirlenir (10). 

Shapiro-Wilk testinin uygulanabilmesi için örnek hacminin 7‟den büyük ve 

2000‟e eĢit ve daha küçük olması (7 < n ≤ 2000) ve veri setinde uçlarda sapan değer 

olmaması gerekir. Shapiro Wilk testi sapan değerlere aĢırı duyarlı bir testtir. Bu 

nedenle heterojen veri setlerinin ve sapan değer içeren veri setlerinin normal dağılıma 

yakın olsa bile dağılımın normal dağılıma uygun olmadığını göstermektedir (10). 

W test istatistiği lineer uygunluğu test etmek için kullanılmıĢ, genelleĢtirilmiĢ 

en küçük kareler analizindeki F oranı gibi hesaplanır (14). 

W‟nin hipotezi için olasılık noktaları p=0.01 ; 0.02 ; 0.05 ; 0.10 ; 0.50 ; 0.95 ; 

0.98 ; 0.99 ve n=3‟den 50‟ye kadar tablolaĢtırılmıĢtır. W test istatistiği için Johnson 

SB yaklaĢımıyla normalleĢtirme dönüĢümü n=7‟den 50‟ye kadar için önerilmiĢ ancak 

yine de n=4, 5 ve 6 için de tablolara ihtiyaç duyulmaktadır (14). 
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Pseudo random sayı türeterek bilgisayarda W test istatistiğinin diğer 

normallik testleriyle olan karĢılaĢtırma sonuçlarında W test istatistiğinin pek çok 

yaygın alternatif dağılıma göre daha güçlü bulunmuĢtur. Bu sebeple geniĢ kapsamlı 

bir testtir. Daha sonra W tipi diğer istatistikler Y (D‟Agustino, 1971), W‟(Shapiro 

and Franchia) ve r (Filliben, 1970) geliĢtirilmiĢ ve çalıĢmalarda W‟nin türevlerinin 

güçlerinin iyi olduğu gözlemlenmiĢtir (14). 

 

2.2.2.2. Kolmogorov-Smirnov Testi 

 

Kolmogorov-Smirnov (KS) testi teorik yığılımlı normal yoğunluk fonksiyonu 

ile deneysel yığılımlı yoğunluk fonksiyonu arasındaki farkların değerlendirilmesi 

üzerine kurulu bir testtir (10). 

KS testini uygulayabilmek için n birimlik örneklemden elde edilen sıralı 

gözlemlerin Z dönüĢüm değerlerine dayalı teorik yığılımlı standart normal yoğunluk 

fonksiyonu F0(x) ve sıralı gözlemlerin gözlemsel yığılımlı yoğunluk fonksiyonu 

Sn(X) belirlenir (10). 

 

𝑍𝑖 =
𝑋𝑖−𝑋 

𝑆
  , 𝐷𝑀𝐴𝑋  𝐹0 𝑋 − 𝑆𝑛(𝑥)  (3) 

 

Her iki yığılımlı yoğunluk fonksiyonunun mutlak farkları belirlenir ve bu 

farklardan maksimum mutlak fark, DMAX  olarak alınır. DMAX  istatistiği yardımıyla 

verilerin dağılımının normal dağılıma uygunluğu test edilir. DMAX  değerinin 

önemliliği, normal yaklaĢım ile ya da aĢağıdaki kritik değerler aracılığıyla belirlenir. 

 

DMAX  = 0.05 için D(0.05) = 1.36 /  n 

DMAX  = 0.01 için D(0.01) = 1.63 /  n 

DMAX  = 0.001 için D(0.001) = 1.95 /  n (4) 

 

Eğer, DMAX  > D(0.05) ise örneklem dağılımı normal dağılmamaktadır kararı 

verilir. Gücü düĢük bir testtir. AĢırı uç değerlere karĢı duyarlılığı düĢüktür. n < 10 ve 

dizide tekrarlanan değerlerin az olduğu durumlarda uygulanmaktadır (10). 
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2.2.2.3. Anderson-Darling Testi 

 

Anderson-Darling (AD) testi, Anderson ve Darling (1974) tarafından 

deneysel dağılım fonksiyonu istatistiklerine dayanarak geliĢtirilmiĢ bir testtir. Çok 

güçlü normallik testlerinden birisidir. KS testinin bir modifikasyonudur. Ancak KS 

testinin küçük ve büyük uç değerlere karĢı duyarsızlığı giderilerek güçlendirilmiĢ bir 

modifikasyonudur. AD testinin, bazı koĢullarda Shapiro-Wilk testi kadar güçlü bir 

test olduğu belirlenmiĢtir (10). 

AD testinde uygulanacak verilerin ham veriler olması gerekir. AD testi, 

Normal, Weibull, Lognormal ve fonksiyonları bilinen dağılımlara uygulanabilir. 

Anderson-Darling testi, gözlenen birikimli dağılım fonksiyonunun beklenen birikimli 

dağılım fonksiyonuna uyumunu karĢılaĢtırmak için kullanılan genel bir testtir. KS 

testinin modifiye edilmiĢ hali olan bu test kuyruklara KS testinden daha fazla ağırlık 

vermektedir (15). Bu özellik, sağa çarpık olan yaĢam süresi dağılımlarının ayırımı 

için önemli bir avantaj oluĢturur (10). 

AD testi büyüklük sırasına dizilmiĢ X(i) gözlemlerinin deneysel yığılımlı 

olasılık dağılımının yığılımlı standart normal dağılıma uygunluğunu test eder. Bu 

nedenle her bir gözlemin standart dönüĢümleri yapılarak elde edilen standart zi 

değerlerinin olasılıklarının standart normal dağılım ile uygunluğu araĢtırılır. Bu 

amaçla AD testinde A
2
 test istatistiği hesaplanarak verilerin normal dağılım 

formunda olup olmadığı test edilir (10). 

AD test istatistiği A
2
 Ģu Ģekilde hesaplanır; 

 

𝐴2 = −𝑛 −
1

𝑛
 (2𝑖 − 1) ln 𝐹0 𝑍𝑖  + ln 𝐹0 𝑍𝑛−𝑖+1   

𝑛
𝑖=1  (5) 

 

Burada F0 (Zi), standart normal dağılımın Zi noktasındaki yığılımlı olasılık 

değerini; Zi, Xi gözlemlerin standardize dönüĢüm değerini ve n örnek birim sayısını, 

i ise yığılımlı olasılık değeri hesaplanan i. gözlemi belirtmektedir (10). A
2
 test 

istatistiği küçük hacimli örnekler için düzeltilerek kullanılır. DüzeltilmiĢ A
2
 test 

istatistiği aĢağıdaki gibi hesaplanır. 
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𝐴𝑑ü𝑧
2 = 𝐴2(1 +

0.75

𝑛
+

2.25

𝑛
)      (6) 

 

A
2
 değerinin önemliliği, Normal dağılım varsayımı için türetilen A

2
 kritik 

değerleri A0.05
2 = 0.752, A0.025

2 = 0.873 ve A0.01
2 = 1.035 aracılığıyla belirlenir (10). 

 

2.2.2.4. Cramer-Von-Mises Testi 

 

Cramer-Von-Mises testi (CVM), Cramer (1928), Von Mises (1931) ve 

Smirnov (1936) tarafından geliĢtirilmiĢtir (3). CVM testi deneysel yığılımlı yoğunluk 

fonksiyonuna dayalı bir testtir. Bu testin uygulanabilmesi için örnek hacmi 7‟den 

büyük olmalı, veriler homojen olmalı ve orta değerlerde tekrarlanan ölçümlerin 

uçlara göre daha fazla olmalıdır. Cramer Von Mises W
2
 test istatistiği; 

 

𝑊2 = 𝑛  𝐹𝑛 𝑋 − 𝐹 𝑋  2𝑑𝐹 𝑋 
∞

−∞
 (7) 

 

𝑊2 =   𝐹𝑖 𝑋 −
2𝑖−1

2𝑛
 

2

+
1

12𝑛

𝑛
𝑖=1               𝑖 = 1, 2, …, n (8) 

 

 Burada Fn(X) deneysel gözlenen dağılım fonksiyonu, F(X) ise teorik dağılım 

fonksiyonudur. 

 

2.2.2.5. Jarque-Bera Testi 

 

Normal dağılım testlerinin çoğu ya deneysel yığılımlı dağılımlarla teorik 

yığılımlı dağılımları karĢılaĢtırmaya dayalı ya da deneysel değerlerle teorik değerleri 

karĢılaĢtırmaya dayalı testlerdir. Jarque-Bera testi (JB) bunlardan farklı olarak 

dağılımın basıklık ve çarpıklık ölçülerini kullanmaktadır. 

 

𝐽𝐵 =  
(ç𝑎𝑟𝑝 ı𝑘𝑙ı𝑘)2

6/𝑛
+

(𝑏𝑎𝑠 ı𝑘𝑙ı𝑘)2

24/𝑛
  (9) 

 

Burada 6/n çarpıklık ölçüsü varyansını, 24/n ise basıklık ölçüsü varyansını 

belirtmektedir. 
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JB test istatistiğinin önemliliği, 2 serbestlik dereceli ki-kare dağılımının kritik 

değerine göre belirlenir. 

JB testi uç değerlerden az etkilenen örnek hacmi arttıkça normal dağılım 

çarpıklık ve basıklık ölçülerine yaklaĢımın artacağı varsayımı nedeniyle JB testi iyi 

bir asimtotik özelliğe sahiptir. 

Çarpıklık ölçüsü (α3) değiĢkenin dağılımın simetriden sapmasını 

değerlendirirken, basıklık ölçüsü (α4) dağılımın normal dağılıma göre basık ya da 

tepeleĢme gösterip göstermediğini değerlendirir. 

Çarpıklık ve basıklık ölçüleri aĢağıdaki gibi hesaplanır: 

 

Ç𝑎𝑟𝑝ı𝑘𝑙ı𝑘  𝑆𝑘𝑒𝑤𝑛𝑒𝑠𝑠 = 𝛼3 =
𝐸 (𝑋−𝜇)3 

 𝑉𝑎𝑟 (𝑋) 3/2 =
 (𝑋−𝑋 )3𝑛

𝑖=1

  (𝑋−𝑋 )2𝑛
𝑖=1  

3/2 (10) 

 

𝐵𝑎𝑠ı𝑘𝑙ı𝑘  𝐾𝑢𝑟𝑡𝑜𝑠𝑖𝑠 = 𝛼4 =
𝐸 (𝑋−𝜇)4 

 𝑉𝑎𝑟 (𝑋) 4/2 =
 (𝑋−𝑋 )4𝑛

𝑖=1

  (𝑋−𝑋 )2𝑛
𝑖=1  

4/2 (11) 

 

2.3. Testlerin KarĢılaĢtırılmasında Kullanılan Kriterler 

 

Bir hipotez testinde H0 hipotezini kabul ya da reddederken iki tür hata 

yapılabilir. Bu hatalardan birincisi Tip-I hata olarak tanımlanan H0 hipotezi 

gerçekten doğru iken bu hipotezin yanlıĢlıkla reddedilmesidir ve α ile gösterilir. 

Diğer hata türü ise Tip-II hata olarak tanımlanan H0 hipotezi gerçekte yanlıĢ iken 

kabul edilmesidir ve β ile gösterilir (Tablo-1).  

 

Tablo 1. Tip-I ve Tip-II Hata 

Hipotez 
Karar 

H0 Kabul H0 Red 

H0 Doğru Doğru Karar Tip I Hata (α) 

H0 YanlıĢ Tip II Hata (β) Doğru Karar 

 



 

13 

Bir hipotez reddedildiğinde, gerçek durum tam olarak bilinmediği için bu iki 

tip hatadan hangisinin ortaya çıktığı da bilinemez. Ancak, istatistiksel yöntemler 

kullanırken alfa türü hata olasılığı araĢtırmacı tarafından belirlenir ve 0.05 ; 0.01 yada 

0.001 gibi küçük tutulur. Diğer taraftan, beta tipi hatalar konusunda bir denetimimiz 

yoktur. α ve β türü hatalar arasında α azalırken β artar Ģeklinde bir iliĢki vardır. Ancak 

α sabit tutulurken denek sayısının artması β türü hata olasılığını azaltır. (16). 

 

2.4. Normal Dağılım Testlerinin Güçlerinin Elde Edilmesi Ġçin Kullanılan 

Teorik Dağılımlar 

 

2.4.1. Beta Dağılımı 

 

Beta dağılımı simülasyonlar için çok uygundur çünkü dağılımın α ve β Ģekil 

parametresi çok geniĢ bir aralığa sahiptir. Bu Ģekil parametreleriyle çarpık, tek düze, 

yaklaĢık normal ve binomial Ģekiller elde edilebilir (17).  

Son yıllarda beta dağılımı, bayesgil çıkarsamada önemli uygulamalara konu 

olmuĢtur. Bu çalıĢmalarda evren katsayıları rassal değiĢkenler olarak alınır ve 

binomial dağılımın yalnızca 0 ile 1 arasında değerler alan θ evren katsayısı için 

oldukça “esnek” bir olasılık yoğunluğuna gerek olduğu söylenir. Esnek sözüyle 

olasılık yoğunluğunun çok çeĢitli biçimlere bürünebileceği kastedilmektedir (18). 

0 < x < 1 ise f(x)=0 olan tekdüze yoğunluk, aĢağıdaki gibi tanımlanan beta 

dağılımının özel bir durumudur. Bir X rassal değiĢkeni ancak olasılık yoğunluk 

fonksiyonu aĢağıdaki gibi olduğunda beta dağılımına uyar (18). 

 

f x =  
Γ α+β 

Γ α +Γ β 
xα−1 1 − x β−1   ;   0 < 𝑥 < 1 (12) 

 

Farklı α ve β Ģekil parametreli Beta dağılımlarına ait olasılık yoğunluk 

fonksiyon grafikleri aĢağıda gösterilmiĢtir. 
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ġekil 5. Farklı α ve β Ģekil parametreli Beta dağılımlarının olasılık yoğunluk 

fonksiyon grafikleri 

 

Beta dağılımına sahip rassal bir değiĢkenin ortalama ve varyansı gamma 

dağılımından aĢağıdaki gibi elde edilir; 

 

E x =
α

α+β
     ,     V x =

αβ

 α+β 2(α+β+1)
 (13) 

 

2.4.2. Gamma Dağılımı 

 

t Ģekil ve λ ölçek parametresi olmak üzere (t > 0 ve λ > 0), gamma 

dağılımının olasılık yoğunluk fonksiyonu Ģu Ģekilde bir gamma fonksiyonu ile ifade 

edilebilir (17). 

g(x;  t, λ) =  xt−1 e−x /λ

λ tΓ(t)
   ;   x > 0 (14) 

 

Gamma dağılımına sahip rassal bir değiĢkenin ortalama ve varyansı gamma 

dağılımından aĢağıdaki gibi elde edilir; 

 

E x = tλ     ,     V x = tλ2 (15) 

 

Gamma dağılımı farklı Ģekil ve ölçek parametrelerine göre farklık Ģekillerde 

dağılımlar elde edilebilir. Bunun için farklı Ģekil ve ölçek parametreleri için elde 

edilen olasılık yoğunluk fonksiyon grafikleri aĢağıda gösterilmiĢtir (18). 

http://tr.wikipedia.org/wiki/Olas%C4%B1l%C4%B1k_yo%C4%9Funluk_fonksiyonu
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ġekil 6. Farklı Ģekil ve ölçek parametreli Gamma dağılımlarının olasılık yoğunluk 

fonksiyon grafikleri 

 

2.4.3. Ki-kare Dağılımı 

 

v pozitif tam sayı olmak üzere; λ = 0.5 ve t =v/2 olan gamma dağılımına v 

serbestlik derecesinde ki-kare dağılımı denir ve 𝜒𝑣
2 ile gösterilir (17). 

 

v serbestlik dereceli ki-kare dağılan rassal bir değiĢkenin olasılık yoğunluk 

fonksiyonu; 

 

f x; v =
1

Γ(v/2)
 

1

2
 

2

x
v

2
−1e−

1

2
x     ;    x ≥0 (16) 

 

Ki-kare dağılımına sahip rassal bir değiĢkenin ortalama ve varyansı gamma 

dağılımından aĢağıdaki gibi elde edilir (17), 

 

E x = v     ,    V x = 2v (17) 

 

Farklı serbestlik dereceli ki-kare dağılımları için elde edilen olasılık yoğunluk 

fonksiyon grafikleri aĢağıda gösterilmiĢtir. 
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ġekil 7. Farklı serbestlik dereceli Ki-kare dağılımlarının olasılık yoğunluk fonksiyon 

grafikleri 

 

2.4.4. Üstel Dağılım 

 

Üstel dağılım, belirli bir olayın gözlenmesine kadar geçen sürenin 

modellenmesinde veya bağımsız olaylar arasındaki zamanı modellemede 

kullanılabilir. Örneğin bir klinikte bir cihazın bozulmasına kadar geçen süre veya acil 

servise gelen iki hasta arasındaki süre üstel dağılım ile incelenebilir (17). 

λ parametreli üstel olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

f (x ; λ) = λe
-λx

  ;  x ≥ 0  ;  λ ≥ 0 (18) 

 

üstel dağılan rassal bir değiĢkenin ortalaması ve varyansı aĢağıdaki gibi elde 

edilir; 

 

E x =
1

λ′
     ;       V x =

1

λ2      (19) 

 

Üstel dağılan rassal bir değiĢkenin yığılımlı dağılım fonksiyonu; 

 

F x =  
0

1 − e−λx   ;    
x < 0
x ≥ 0

  (20) 
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Üstel dağılımı diğer sürekli dağılımlardan ayıran en önemli özelliği ilgilenilen 

yaĢam süresi üstel dağılan bir bireyin kalan yaĢam süresi o ana kadar yaĢadığı süreye 

bağlı değildir. Bu özellik aĢağıdaki eĢitlikte gösterilmiĢtir (s ve t ≥ 0) (17); 

 

P X > s + t X > s  = P(X > t) (21) 

 

EĢitliği açıklarsak, s kadar sürede gerçekleĢmiĢ bir olayın s+t zamanda 

gerçekleĢme olasılığı t zamanda gerçekleĢme olasılığına eĢittir. Olaylar arası 

zamanları üstel dağılımla tanımladığımızda, λ parametresi, olayların birim zamanda 

gerçekleĢme oranı (sayısı) olmaktadır. Herhangi bir baĢarısızlık gerçekleĢinceye 

kadar geçen süre üstel dağılım ile modellendiğinde, λ parametresi baĢarısızlık oranı 

olacaktır (17). 

 

Farklı λ parametreli üstel dağılımları için elde edilen olasılık yoğunluk 

fonksiyon grafiği aĢağıda gösterilmiĢtir. 

 

 

ġekil 8. Farklı λ parametreli üstel dağılımlarının olasılık yoğunluk fonksiyon grafikleri 

 

2.4.5. Weibull Dağılımı 

 

Weibull dağılımı, 1939‟da Ġsveçli fizikçi Waloddi Weibull‟ın alet 

dirençlerinin bozulma sürelerinin dağılımını göstermesinden sonra isimlendirilmiĢtir 

(19). Weibull dağılımı çoğunlukla, sağkalım çalıĢmalarında yaĢam süresi verilerinin 
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analizinde kullanılmaktadır. Weibull dağılımı artan, azalan yada sabit kalan 

baĢarısızlık oranlarını açıklamada kullanılmaktadır. 

Birçok durumda, üstel dağılımın zamana karĢı dayanma modeli olarak 

yetersiz kalması, sabit baĢarısızlık fonksiyonundan kaynaklanır. Bu nedenle 

baĢarısızlık olasılığının zamana bağlı olarak değiĢtiği Weibull dağılım gibi daha 

genel ve esnek bir dağılıma gereksinim duyulur. Weibull dağılımı çarpık verileri 

modellemek için kullanılır. Risk oranı (hazard rate, failure rate) gösteren veri seti 

için uygundur. Ancak bu dağılımı, diğer risk oranları için uygun olan dağılımlardan 

(gamma dağılımı gibi) ayırmak için oldukça geniĢ veri setine ihtiyaç duyulur. Aksi 

takdirde ayırt edilemeyecek kadar benzerlik gösterirler. Buna rağmen Weibull 

dağılımı, esnek bir model olması bakımından güvenilirlik ve sağkalım çalıĢmalarında 

daha sık kullanılır (19). 

Üç parametreli (γ: Ģekil parametresi ; β: ölçek parametresi ; ω: yer 

parametresi) Weibull dağılımı için olasılık yoğunluk fonksiyonu aĢağıda verilmiĢtir: 

 

f x =
γ

β
 

x − ω

β
 
γ−1

exp  − 
x − ω

β
 
γ

  

f(x) ≥ 0 , x ≥ 0 , γ > 0 , 𝛽 > 0 , 𝜔 > 0 , 𝜔 ≤ 𝑥 ≤ +∞)  (22) 

 

Üç parametreli olasılık yoğunluk fonksiyonu parametrelerin tahmininde 

yaĢanan zorluklardan dolayı pek fazla tercih edilmez (20). 

 

  Ġki parametreli Weibull dağılımı özellikle malzeme biliminde yoğun bir 

Ģekilde kullanılmaktadır. Ayrıca rüzgar dağılımı ve değiĢimi ile ilgili bilgilere gerek 

duyulduğunda yine Weibull dağılımının bu versiyonu kullanılır. Bu dağılıma ait 

olasılık yoğunluk eğrisi simetrik değil çarpıktır ve dağılım Ģekil ve ölçek 

parametreleriyle belirtilir. Bu dağılımın altında kalan alanın toplam olabilirliği 

„1‟ dir. Ġki parametreli Weibull dağılımı için olasılık yoğunluk fonksiyonu, üç 

parametreli Weibull dağılımı olasılık yoğunluk fonksiyonunda ω ≡ 0 alınarak elde 

edilir (20, 21). 

 

f x =
γ

β
 

x

β
 
γ−1

exp  − 
x

β
 
γ

   , f x ≥ 0 , x ≥ 0 , γ ≥ 0 , β ≥ 0  (23) 
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Weibull dağılan rassal bir değiĢkenin ortalaması ve varyansı aĢağıdaki gibi 

elde edilir; 

 

E x = βΓ  
1

γ
+ 1   ;   V x = β2  Γ  

2

γ
+ 1 − Γ  

1

γ
+ 1 

2

    (24) 

 

Farklı Ģekil (γ) ve ölçek (β) parametreleri için elde edilen Weibull olasılık 

yoğunluk fonksiyon grafikleri aĢağıdaki grafikte verilmiĢtir. 

 

 

ġekil 9. Farklı Ģekil (γ) ve ölçek (β) parametrelerinden elde edilen Weibull 

dağılımlarının olasılık yoğunluk fonksiyon grafikleri. 
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3. GEREÇ VE YÖNTEM 

Bu çalıĢmada farklı örneklem geniĢlikleri ve farklı dağılımlarda normal 

dağılım testlerinin Tip-I hata ve güçleri bakımından karĢılaĢtırılması amaçlanmıĢtır. 

Bu amaç doğrultusunda Shapiro-Wilk, Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling, 

Cramer-Von-Mises ve Jarque-Bera testleri incelenmiĢtir.  

Shapiro-Wilk, Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling, Cramer-Von-Mises 

ve Jarque-Bera testlerinin Tip-I hataları 0.05 alınmıĢtır. Farklı örneklem 

geniĢliklerinden (n=7, 10, 30, 50 ve 100) ve her bir normallik testine ait varsayım 

sınırlarında normal dağılım gösteren örneklemlerden 500 000‟er adet türetilmiĢtir. 

Daha sonra ilgili testlerin Tip-I hata olasılıkları 500 000 deneme sonucunda 

reddedilen H0 hipotezlerinin oranı bulunarak elde edilmiĢtir. 

Sözü edilen testlerin güçleri (1-β) bakımından karĢılaĢtırılmasında ise normal 

dağılım göstermeyen, 1 serbestlik dereceli ki-kare (𝜒1
2), 5 serbestlik dereceli ki-kare 

 (𝜒5
2), Beta (22, 3), Beta (2, 5), Gamma (3,1), Weibull (2,4) ve Üstel dağılımları 

kullanılmıĢtır. Tip-I hata çalıĢmasında olduğu gibi farklı örneklem geniĢliklerinden 

(n=10, 30, 50 ve 100) ve her bir normallik testine ait varsayım sınırları için belirtilen 

dağılımlarından türetilmiĢ örneklemlerden 500 000‟er adet türetilmiĢtir. Daha sonra 

ilgili testlerin güçleri 500 000 deneme sonucunda kabul edilen H0 hipotezlerinin 

oranı bulunarak elde edilmiĢtir. 

Söz konusu simülasyon SAS paket programında yapılmıĢtır. SAS paket 

programı “RAND” fonksiyonu ile veri türetirken Mersenne-Twister rassal veri 

türetici (Random Number Generator; RNG) kullanmaktadır. 

3.1. Mersenne-Twister Rassal Veri Türetici 

 

Mersenne-Twister rassal veri türeticisi 1998 yılında Matsumoto ve Nishimura 

tarafından üretilmiĢtir. Veri türeticinin aralığı çok geniĢtir (2
19937

-1) ve istatistiksel 

olarak çok uygundur. Veri aralığındaki sayı türeticiye de adını veren bir Mersenne 

asalıdır (22). 

Rassal veri türeticisinin algoritması TGFSR olarak kısaltılan “Twisted 

Generalized Feedback Shift Register” algoritmasıdır. Bu algoritma türeticiye çok 
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yüksek düzeyde eĢit dağılım sağlamaktadır. Bunun anlamı Mersenne-Twister rassal 

veri türeticisi 32 bitlik değerler için 623 boyutta eĢdağılımlı olduğu ispatlanmıĢ olup 

pek çok üreteçten daha hızlı çalıĢmaktadır. Bu algoritma bir süredir istatistik 

simülasyonlarında ve üretimsel modellemede tercih edilen rastsal sayı üreteci olmaya 

baĢlamıĢtır (23). 
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4. BULGULAR 

 

Elde edilen simülasyon sonuçları Tablo 2–9‟da belirtilmiĢtir. Tablo 2‟de Tip-I 

hata oranları, Tablo 3‟den Tablo 9‟a kadar ise ilgili testlerin farklı dağılımlar için 

güçleri gösterilmektedir. 

 

Tablo 2. Normal dağılım için Tip-I hata 

 n=7 n=10 n=30 n=50 n=100 

Anderson Darling 0.0502 0.0504 0.0500 0.0501 0.0505 

Cramer Von Mises 0.0470 0.0488 0.0503 0.0502 0.0505 

Jarque Bera 0 0.0047 0.0266 0.0334 0.0393 

Kolmogorov Smirnov 0.0527 0.0507 0.0493 0.0496 0.0512 

Shapiro Wilk 0.0503 0.0495 0.0505 0.0503 0.0496 

 

 

Tablo 3. 1 serbestlik dereceli ki-kare dağılımı için güç 

 n=7 n=10 n=30 n=50 n=100 

Anderson Darling 0.4845 0.6976 0.9983 1 1 

Cramer Von Mises 0.4541 0.6619 0.9954 1 1 

Jarque Bera 0 0.2254 0.9137 0.9983 1 

Kolmogorov Smirnov 0.3752 0.5357 0.9823 0.9999 1 

Shapiro Wilk 0.5100 0.7334 0.9996 1 1 

 

 

Tablo 4. 5 serbestlik dereceli ki-kare dağılımı için güç 

 n=7 n=10 n=30 n=50 n=100 

Anderson Darling 0.1255 0.1851 0.5549 0.8043 0.9871 

Cramer Von Mises 0.1150 0.1699 0.4952 0.7367 0.9679 

Jarque Bera 0 0.0424 0.3842 0.6661 0.9727 

Kolmogorov Smirnov 0.1107 0.1453 0.3810 0.5918 0.8931 

Shapiro Wilk 0.1300 0.1982 0.6450 0.8885 0.9979 
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Tablo 5. 22, 3 Ģekil parametreli beta dağılımı için güç 

 n=7 n=10 n=30 n=50 n=100 

Anderson Darling 0.0878 0.1188 0.3353 0.5439 0.8730 

Cramer Von Mises 0.0802 0.1097 0.2931 0.4740 0.8023 

Jarque Bera 0 0.0205 0.2133 0.4083 0.8178 

Kolmogorov Smirnov 0.0814 0.0992 0.2281 0.3652 0.6595 

Shapiro Wilk 0.0902 0.1261 0.4096 0.6622 0.9536 

 

 

Tablo 6. 2, 5 Ģekil parametreli beta dağılımı için güç 

 n=7 n=10 n=30 n=50 n=100 

Anderson Darling 0.0690 0.0849 0.2241 0.3936 0.7572 

Cramer Von Mises 0.0628 0.0796 0.1960 0.3323 0.6519 

Jarque Bera 0 0.0084 0.0717 0.1485 0.5101 

Kolmogorov Smirnov 0.0664 0.0755 0.1575 0.2551 0.5055 

Shapiro Wilk 0.0707 0.0884 0.2727 0.5005 0.8966 

 

 

Tablo 7. 3, 1 parametreli gamma dağılımı için güç 

 n=7 n=10 n=30 n=50 n=100 

Anderson Darling 0.1112 0.1602 0.4766 0.7199 0.9644 

Cramer Von Mises 0.1020 0.1471 0.4226 0.6492 0.9307 

Jarque Bera 0 0.0355 0.3327 0.5924 0.9428 

Kolmogorov Smirnov 0.0994 0.1286 0.3254 0.5121 0.8258 

Shapiro Wilk 0.1151 0.1710 0.5624 0.8203 0.9912 

 

 

Tablo 8. 2, 4 parametreli Weibull dağılımı için güç 

 n=7 n=10 n=30 n=50 n=100 

Anderson Darling 0.0664 0.0805 0.1871 0.3105 0.6115 

Cramer Von Mises 0.0612 0.0751 0.1640 0.2625 0.5114 

Jarque Bera 0 0.0100 0.1043 0.2006 0.5005 

Kolmogorov Smirnov 0.0650 0.0720 0.1349 0.2067 0.3945 

Shapiro Wilk 0.0676 0.0835 0.2356 0.4137 0.7898 
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Tablo 9. Üstel dağılımı için güç 

 n=7 n=10 n=30 n=50 n=100 

Anderson Darling 0.2642 0.4137 0.9338 0.9968 1 

Cramer Von Mises 0.2433 0.3829 0.8977 0.9904 1 

Jarque Bera 0 0.1135 0.7098 0.9526 1 

Kolmogorov Smirnov 0.2095 0.3023 0.7808 0.9605 0.9999 

Shapiro Wilk 0.2789 0.4449 0.9673 0.9995 1 

 

Anderson-Darling, Cramer-von-Mises, Kolmogorov-Smirnov, Shapiro-Wilk 

ve Jarque-Bera testlerinin öncelikle Tip-I hata oranları karĢılaĢtırılmıĢtır. Tablo 2‟de 

elde edilen sonuçlar incelediğinde n=10 için Jarque-Bera testinin Tip-I hata oranı 

0.0047 bulunmuĢtur. Diğer 4 teste göre bu kadar düĢük Tip-I hata oranına sahip 

olması sanki Jarque-Bera testinin n=10 için daha güvenilir olduğu izlenimi verse de 

Tip-I hatanın bu kadar düĢük olması Tip-II hatayı arttırdığından kullanılması doğru 

olmayacaktır. Bunun yanında diğer 4 testin Tip-I hata oranlarının % 5‟e yakın çok 

yakın değerler aldığı bulunmuĢtur. Ancak n=10 için Anderson-Darling ve 

Kolmogorov-Smirnov test istatistiklerinin Tip-I hata oranları teorik beklenen Tip-I 

hata oranına (% 5) en yakın testler olmuĢtur (sırasıyla 0.0504 ve 0.0495).  

Örneklem geniĢliğini 30‟a çıkartıldığında Jarque-Bera testinin Tip-I hata 

oranı yine çok düĢük kalırken (0.0266) diğer 4 teste ait Tip-I hata oranları neredeyse 

birbirlerine denk çıkmıĢtır. Örneklem geniĢliğini sırasıyla n=50 ve n=100 

yaptığımızda da Anderson-Darling, Cramer-von-Mises, Kolmogorov-Smirnov, 

Shapiro-Wilk testlerine ait Tip-I hata oranlarında çok fazla bir değiĢiklik olmamakta, 

Jarque-Bera testine ait Tip-I hata oranı örneklem hacmi arttıkça artıĢ göstermiĢ ve 

n=30, n=50 ve n=100 için sırasıyla 0.0266, 0.0334 ve 0.0393 bulunmuĢtur. 

Ġlgili testler, normal dağılım göstermeyen dağılımlar üzerinde güçleri (1-β) 

bakımından karĢılaĢtırılmıĢtır. Elde edilen sonuçlar Tablo 3 - 9‟da gösterilmiĢtir. 

Sonuçlar incelendiğinde, n=10 için incelenen tüm normal dağılım testlerinin güçleri 

çok düĢük bulunmuĢtur. 1 serbestlik dereceli ki-kare dağılımında n=10 için Jarque-

Bera testinin gücü % 22.54, Kolmogorov-Smirnov testinin gücü % 53.57, Cramer-

von-Mises testinin gücü % 66.19, Anderson-Darling testinin gücü % 69.76, Shapiro 

Wilk testinin gücü % 73.34 bulunmuĢtur. 
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5 serbestlik dereceli ki-kare dağılımı için n=10 için testlerin güçleri 

incelendiğinde Jarque-Bera testi için % 4.24, Kolmogorov-Smirnov testi için 

% 14.53, Cramer-von-Mises testi için % 16.99, Anderson-Darling testi için % 18.51 

ve Shapiro Wilk testi için % 19.82 bulunmuĢtur. 

Literatürdeki kaynakların çoğunda belirtilen n=30 kritik noktası için testleri 

incelendiğinde, tüm farklı dağılımlar için Shapiro-Wilk testi diğer testlere kıyasla en 

güçlü test olmuĢ ancak yine de istenen düzeyde olmadığı görülmüĢtür. Sadece 1 

serbestlik dereceli ki-kare dağılımı ve üstel için dağılımı için Shapiro-Wilk testinin 

gücü çok yüksek çıkarken (%99,96 ve %96,73), 5 serbestlik dereceli ki-kare dağılımı 

için % 64.5, Beta (22,3) dağılımı için % 40.96, Beta (2,5) dağılımı için % 27.27, 

Gamma (3,1) dağılımı için % 56.4 Weibull (2,4) dağılımı için %23,56 ve Üstel 

dağılım için %96,73 bulunmuĢtur. Ġlgili dağılımlarda diğer testlerin güçleri bu 

değerlerin çok altında kalmıĢtır. Bununla beraber her dağılımda Shapiro-Wilk testine 

en yakın güce sahip test Anderson-Darling testi olurken, en zayıf testler her 

dağılımda Kolmogorov-Smirnov ve Jarque-Bera testleri olmuĢtur. 

Örneklem geniĢliği 50‟ye çıkartıldığında, testlerin güçlerinin n=30‟a göre 

arttığını ancak tüm dağılımlarda yine Shapiro-Wilk testi en güçlü test (her bir 

dağılım için testin gücü sırasıyla % 100, % 88.85, % 66.22, % 50.05, % 82.03, 

% 41.37 ve % 99.95), onu takip eden en güçlü testin Anderson-Darling testi (her bir 

dağılım için testin gücü sırasıyla % 100, % 80.43, % 54.39, % 39.36, % 71.99, 

% 31.05 ve % 99.68) çıkmıĢtır. Beta (2,5) dağılımı hariç tüm dağılımlarda 

Kolmogorov-Smirnov testi en zayıf test olmuĢtur. 

n=100 için simülasyon sonuçları incelendiğinde tüm testlerin güçleri n=50‟ye 

göre artmıĢtır. Sonuçlar detaylı bir Ģekilde incelendiğinde her dağılımda yine 

Shapiro-Wilk testi en fazla güce sahip test olmuĢtur. 1 serbestlik dereceli ki-kare 

dağılımı için Shapiro-Wilk testinin gücü % 100 çıkarken, 1 serbestlik dereceli ki-

kare dağılımı için % 99.79, Beta (22,3) dağılımı için % 95.36, Beta (2,5) dağılımı 

için % 89.66, Gamma (3,1) dağılımı için % 99.12, Weibull (2,4) dağılımı için 

% 78.98, Üstel dağılım için % 100 bulunmuĢtur. 

Bunların dıĢında Shapiro-Wilk ve Cramer-von-Mises testlerinin varsayım alt 

sınırı olan n=7 için de örneklemler türetilmiĢtir. n=7 için testlerin Tip-I hataları 
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incelendiğinde, Jarque-Bera testinin Tip-I hata oranı % 0 çıkarken, Anderson-Darling 

testinin % 5.02, Cramer-von-Mises testinin % 4.70, Kolmogorov-Smirnov testinin 

% 5.27 ve Shapiro-Wilk testinin % 5.03 çıkmıĢtır. Shapiro-Wilk testinin varsayım 

üst sınırı 2000 test edildiğinde bu örneklem geniĢliğinde Shapiro-Wilk testinin Tip-I 

hatası %4,99 çıkmıĢtır. 

n=7 için testlerin güçleri incelediğinde, tüm dağılım tiplerinde testlerin 

güçleri oldukça düĢük çıkmıĢtır. ġöyle ki; 5 serbeslik dereceli ki-kare dağılımı için 

testlerin güçleri Anderson-Darling için % 12.55, Cramer-von-Mises için % 11.5, 

Kolmogorov-Smirnov için % 11.07, Shapiro-Wilk için % 13 çıkmıĢtır. Beta (2,5) 

için testlerin güçleri Anderson-Darling için % 6.90, Cramer-von-Mises için % 6.28, 

Kolmogorov-Smirnov için % 6.64, Shapiro-Wilk için % 7.07 çıkmıĢtır. Tüm dağılım 

türlerinde n=7 için Jarque-Bera testinin gücü % 0 çıkmıĢtır. 

Normal dağılım testlerinden elde edilen sonuçların bir kısmı grafiksel 

yöntemlerle karĢılaĢtırılmıĢtır. Ġlk önce normal dağılımdan türetilen n=50 birimlik bir 

örneklem için normal dağılım testlerinin sonuçları incelendiğinde tüm testler ilgili 

dağılımın normal dağıldığı sonucunu vermiĢtir. Aynı örneklemin dağılımını grafiksel 

olarak gösterildiğinde elde edilen grafikler aĢağıda verilmiĢtir (ġekil 10 ve ġekil 11). 

 

ġekil 10. Normal dağılımdan türetilmiĢ 50 birimlik bir örnekleme ait histogram grafiği 

 



 

 27 

 

ġekil 11. Normal dağılımdan türetilmiĢ 50 birimlik bir örnekleme ait P-P grafiği 

 

 Ġkinci durumda üstel dağılımdan türetilen n=100 birimlik bir örneklem için 

normal dağılım testlerinin sonuçları incelendiğinde tüm testler ilgili dağılımın normal 

dağılmadığı sonucunu vermiĢtir. Aynı örneklemin dağılımını grafiksel olarak 

gösterildiğinde elde edilen grafikler aĢağıda verilmiĢtir (ġekil 12 ve ġekil 13). 

 

ġekil 12. Üstel dağılımdan türetilmiĢ 100 birimlik bir örnekleme ait histogram grafiği 
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ġekil 13. Üstel dağılımdan türetilmiĢ 100 birimlik bir örnekleme ait Q-Q grafiği 

 

  Son olarak 2,5 Beta dağılımından türetilen 30 birimlik bir örneklem 

seçilmiĢtir. Bu durum için JB testi en zayıf test olduğundan JB‟nin H0 hipotezini 

kabul ettiği; AD, CVM, KS ve SW testlerinin H0 hipotezini reddettiği bir örneklem 

seçilmiĢtir. Ġlgili örnekleme ait grafikler aĢağıda verilmiĢtir (ġekil 14 ve ġekil 15). 

 

 

ġekil 14. Beta (2, 5) dağılımdan türetilmiĢ 30 birimlik bir örnekleme ait Histogram grafiği 
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ġekil 15. Beta (2, 5) dağılımdan türetilmiĢ 30 birimlik bir örnekleme ait P-P grafiği 
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5. TARTIġMA 

 

Elde edilen simülasyon sonuçlarına dayanılarak öncelikle ilgili testlerin Tip-I 

hataları incelendiğinde, Jarque Bera testinin tüm örneklem geniĢliklerinde Tip-I hata 

oranının çok düĢük çıktığı görülmüĢtür. Örneklem geniĢliği 7'den 100'e doğru 

arttıkça Jarque-Bera testinin Tip-I hata oranı 0'dan % 3.93'e kadar çıkabilmiĢtir ve 

görülmektedir ki Jarque-Bera testi bu örneklem geniĢliklerinde tercih edilmemesi 

gereken bir testtir. Jarque-Bera testi için örneklem geniĢliğini sırasıyla 500 ve 1000‟e 

çıkarttığımızda Tip-I hata oranları sırasıyla 4.62 ve 4.82 bulunmuĢtur. Bu sonuçlara 

göre açıkça görülmektedir ki örneklem geniĢliği 500‟ün üzerine çıkıldığında bile 

Jarque-Bera testi beklenen Tip-I hata oranlarına ancak yaklaĢabilmektedir. Bu 

nedenle küçük örneklemlerde Jaruqe-Bera testi kesinlikle önerilmemektedir. 

n=7 için diğer testler incelendiğinde 4 testin (AD, CVM, KS, SW) Tip-I hata 

oranlarının % 5‟e yakın olmakla birlikte Cramer-von-Mises ve Kolmogorov-Smirnov 

testlerini beklenenden biraz uzak Tip-I hata oranlarına sahip oldukları görülmüĢtür 

(sırasıyla % 4.70 ve % 5.27 ). Bu nedenle n=7 için Anderson-Darling ve Shapiro 

Wilk testlerinin kullanılması tavsiye edilmektedir. Örneklem geniĢliği 10‟a 

çıktığında Cramer-von-Mises testinin Tip-I hatası % 5‟e biraz daha yaklaĢsa da 

(% 4.88) bu örneklem geniĢliğinde Anderson-Darling testi önerilmektedir (Tip-I hata 

oranı % 5.04). 

 Örneklem geniĢliği 30‟a çıkartıldığında Anderson-Darling testinin Tip-I 

hatası % 5 bulunurken diğer testlerin Tip-I hataları da % 5‟e çok yakın (% 4.93 – 

% 5.05) çıkmakla birlikte % 5‟e en uzak test Kolmogorov-Smirnov testi olmuĢtur 

(% 4.93). Bu durumda n=30 için Anderson-Darling test istatistiğinin kullanılması 

önerilmektedir. Örneklem geniĢliği sırasıyla 50 ve 100‟e çıktığında Kolmogorov-

Smirnov en düĢük Tip-I hataya sahip test olurken Anderson-Darling, Cramer-von-

Mises ve Shapiro-Wilk testleri benzer sonuçlar vermiĢtir. Örneklem geniĢliği 

sırasıyla 50 ve 100 yapıldığında Tip-I hata bakımından en kötü test Kolmogorov-

Smirnov olurken, en iyi test sırasıyla Anderson-Darling, Cramer-von-Mises ve 

Shapiro-Wilk testi gelmekle birlikte bu testlerin Tip-I hataları birbirlerine çok yakın 

çıkmıĢtır.   
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Ġlgili testlerin güçleri incelendiğinde; örneklem geniĢliği n=7 alındığında, 

farklı dağılım tipleri için tüm testlerin güçleri çok düĢük çıkmakla birlikte hepsinde 

Shapiro-Wilk testi en güçlü test çıkmıĢtır. Örneklem geniĢliği sırasıyla n=10, 30 ve 

100 alındığında tüm testlerin güçlerinin arttığı ve tüm dağılım tipleri için belirtilen 

tüm örneklem geniĢliklerinde Shapiro-Wilk testi en güçlü test çıkmıĢtır. Anderson-

Darling testi 2. en güçlü test olurken bu testleri sırasıyla Anderson-Darling, Cramer-

von-Mises, Kolmogorov-Smirnov ve Jarque-Bera testleri takip etmektedir. 

 Literatürde normal dağılım testlerinin farklı senaryolar üzerinde 

karĢılaĢtırıldığı pek çok çalıĢma yayınlamıĢtır. GeliĢen bilgisayar teknolojisi ve 

algoritmalarla farklı durumlar için en ideal test ya da testler bulunmaya 

çalıĢılmaktadır. Bu çalıĢmalardan Thadewald, Büning ve arkadaĢlarının yaptıkları 

10 000 tekrarlı simülasyon sonuçlarına göre Jarque-Bera testi özellikle ki-kareden 

türetilen dağılımlar üzerinde gücü düĢük bulunmuĢtur. Jarque-Bera testinin daha çok 

simetrik dağılımlar ile orta ve uzun kuyruklu ve çarpık dağılımları test ederken güçlü 

olduğu görülmüĢtür. Bunların dıĢındaki dağılımlarda Jarque-Bera testi yerine 

Cramer-von-Mises ve Shapiro-Wilk testlerini önermiĢlerdir (24). 

Razali ve Wah ‟ın 2011 yılında yaptıkları 50 000 tekrarlı simülasyon 

çalıĢmasında Shapiro-Wilk, Anderson-Darling, Lilliefors ve Kolmogorov-Smirnov 

testleri incelenmiĢtir. Simülasyon sonuçlarında göre çarpıklığı 3‟ten küçük simetrik 

dağılımlarda Shapiro-Wilk testi diğer testlerden daha güçlü bulunmuĢtur. Örneklem 

hacmi 30‟un altında olduğunda 4 testin de gücü % 40‟ın altında bulunmuĢ. Benzer 

Ģekilde çarpıklığı 3‟ten büyük simetrik dağılımlarda yine Shapiro-Wilk testi diğer 

testlerden daha güçlü bulunmuĢtur. Genel olarak simetrik dağılımlar için en iyi test 

Shapiro-Wilk olurken onu sırasıyla Anderson-Darling, Lilliefors ve Kolmogorov-

Smirnov testleri izlemiĢtir. Örneklem hacmi küçükdükçe testlerin güçlerinin de 

düĢtüğü görülmüĢtür. Asimetrik dağılımlarda da Shapiro-Wilk testi diğer 3 testten 

daha güçlü bulunmuĢtur. Shapiro-Wilk testi örneklem geniĢliği en az 50 olduğunda 

güçlü bir test iken, Anderson-Darling ve Lilliefors testlerinin güçlü olabilmeleri için 

örneklem geniĢliğinin en az 100 olması gerektiği bulunmuĢtur. Kolmogorov-Smirnov 

testi bunların arasında en zayıf test ve çok daha fazla geniĢ örneklemlere ihtiyaç 

duymaktadır. Sonuç olarak Shapiro-Wilk testi en güçlü test olurken Kolmogorov-

Smirnov testi en zayıf test bulunmuĢtur. Ancak bununla beraber Shapiro-Wilk testi 
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örneklem geniĢliği az olduğunda zayıf kalmıĢtır. Anderson-Darling testi Shapiro-

Wilk testi ile benzer sonuçlar yakalarken Lilliefors testi tüm durumlarda 

Kolmogorov Smirnov testinden daha güçlü bulunmuĢtur (3). 

Yazıcı ve Yolacan‟nın 2006 yılında yaptıkları 100 000 tekrarlı simülasyon 

çalıĢmasında Gamma dağılımına göre bakıldığında Shapiro-Wilk testi en zayıf test 

olmuĢtur. Gamma dağılımı için Jarque-Bera testi hariç tüm testler için örneklem 

geniĢliği arttıkça testlerin güçleri düĢüĢ gösterdiği bulunmuĢtur. Weibull dağılımı 

için incelenen tüm testlerin güçleri oldukça yüksek bulunmakla birlikte burada da 

örneklem geniĢliği arttıkça Shapiro-Wilk testinin gücünün düĢtüğü görülmüĢtür (4). 

Tanweeer-Ul-Islam‟in 2011 yılında yaptığı 100 000 tekrarlı simülasyon 

çalıĢmasında Log-normal (1; 1,3) dağılımında Anderson-Darling tesi tüm örneklem 

geniĢliklerinde (n=30, 50 ve 100 için) ve anlamlılık seviyelerinde en güçlü test 

olurken, Weibull (0.5; 0.5) dağılımında da Anderson-Darling testi en güçlü test 

olmuĢtur. Jarque-Bera testi özellikle ekonomi alanındaki çalıĢmalarda çok yaygın 

kullanılmakla birlikte elde edilen sonuçlar ıĢığında Anderson-Darling testinin 

kullanılması önerilmiĢtir (25). 

 

 Normal dağılım testlerinden elde edilen sonuçlarla grafiksel yöntemler 

karĢılaĢtırıldığında normal dağılımdan türetilen 50 birimlik örneklem için normal 

dağılım testlerinden elde edilen sonuçlarla grafikler paralel sonuçlar vermiĢtir. 

Histogram ve P-P grafikleri ile de incelendiğinde ilgili örneklemin normal dağılıma 

uyduğu söylenebilir. Üstel dağılımdan türetilen 100 birimlik örneklem için 

grafiklerden elde edilen sonuçlar normal dağılım testlerinden elde edilen bilgilerle 

paralellik göstermektedir. Ġki grafik de ilgili dağılımın normal dağılıma uymadığını 

göstermektedir. Beta (2, 5) dağılımından türetilen 30 birimlik örneklem için grafikler 

incelendiğinde açıkça görülmektedir ki ilgili örneklem normal dağılıma 

uymamaktadır. Ancak JB testi ilgili dağılımın normal dağılıma sahip olduğu 

sonucunu vermektedir. Ancak sadece test sonucu grafiksel yöntemlerle desteklenirse 

ilgili örneklemin normal dağılıma uymadığı, JB testinin ilgili durum için zayıf 

olduğu sonucuna ulaĢılabilir. 
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6. SONUÇLAR 

 

Bu çalıĢmada farklı örneklem geniĢlikleri ve farklı teorik dağılımlar üzerinde 

normallik testlerinin Tip-I hata ve güç bakımından karĢılaĢtırılması amaçlanmıĢtır. 

Bu amaç doğrultusunda yapılan simülasyon sonuçlarında görüĢmüĢtür ki, Jarque-

Bera testi hariç diğer 4 testin Tip-I hataları örneklem geniĢliği arttıkça artmakta ve 

beklenen değere yaklaĢmaktadır. Jarque-Bera testinin Tip-I hatası örneklem geniĢliği 

sırasıyla 500 ve 1000 yapıldığında bile istenen düzeye gelememektedir. Bu nedenle 

hiçbir durumda Jarque-Bera testinin kullanılması önerilmemektedir. 

Örneklem geniĢliği çok düĢükken bile (n=7) Shapiro-Wilk ve Anderson-

Darling testleri en iyi sonucu vermiĢtir. Cramer-von-Mises testi örneklem geniĢliği 

30‟a çıktığında ancak istenen Tip-I hata düzeyine ulaĢabilmiĢ, Kolmogorov-Smirnov 

test için beklenen Tip-I hata düzeyine ulaĢmak için örneklem geniĢliğinin 100‟den 

fazla olması gerektiği görülmüĢtür. Bu sonuçlardan yola çıkarak düĢük örneklem 

geniĢliğinde Anderson-Darling ya da Shapiro-Wilk testleri tercih edilmelidir. 

Örneklem geniĢliği arttıkça (30‟u geçtikten sonra) Cramer-von-Mises testi de 

kullanılabilir. Kolmogorov-Smirnov testi tüm durumlarda en kötü test olduğundan 

önerilmemektedir. 

Testlerin güçlerini incelediğimizde tüm teorik dağılımlarda örneklem 

geniĢliği arttıkça testlerin de güçlerinin arttığı görüĢmüĢtür. Tüm durumlar için 

Jarque-Bera ve Kolmogorov-Smirnov testleri en zayıf testler olduğundan 

kullanılmaları önerilmemektedir. Tüm örneklem geniĢlikleri ve farklı teorik 

dağılımlarda Shapiro-Wilk testi en güçlü test olurken buna en yakın test Anderson-

Darling testi olmuĢtur. Bu sebeple öncelikle Shapiro-Wilk testi olmak üzere 

Anderson-Darling testi de normallik varsayımlarını denetlemek için kullanılması 

önerilmektedir. Cramer-von-Mises testi, Jarque-Bera ve Kolmogorov-Smirnov testler 

kadar zayıf olmasa da elimizde daha güçlü testler olduğundan kullanılması 

önerilmemektedir. 
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Özellikle örneklem geniĢliğinin düĢük olduğu durumlarda, tüm örneklem 

geniĢliklerinde normallik testlerinden elde edilen sonuçların mutlaka grafiksel 

yöntemlerle desteklenmesi önerilmektedir. Bu Ģekilde bir çalıĢma olası Tip-I ve Tip-

II hataların önüne geçilmesini sağlayacaktır. 
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8. EKLER 

 

Ek.1: Simülasyon Çıktıları 
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