T.C.
MANISA CELAL BAYAR UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS
MATEMATIK ANABILIM DALI
GEOMETRI BiLiM DALI

REGLE YUZEYLER iCIN YENi CATILAR VE YENI OFSETLER

Tolga KASIRGA

Danisman
Prof. Dr. Mustafa KAZAZ

/

MANISA-2017



Tolga

KASIRGA REGLE YUZEYLER ICIN YENI CATILAR VE YENi OFSETLER 2017




TEZ ONAYI

Tolga KASIRGA tarafindan hazirlanan ""Regle Yiizeyler icin Yeni Catilar ve Yeni
Ofsetler" adli tez galismasi 12/06/2017 tarihinde asagidaki jiiri tyeleri Oniinde
Manisa Celal Bayar Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim
Dali’nda YUKSEK LiSANS tezi olarak basart ile savunulmustur.

Danisman Prof. Dr. Mustafa KAZAZ .
Manisa Celal Bayar Universitesi M
Jiiri Uyesi Prof. Dr. Hasan Hiiseyin UGURLU st

Gazi Universitesi

Jiiri Uyesi Yrd. Dog. Dr. Hiiseyin KOCAYIGIT
Manisa Celal Bayar Universitesi

ii



TAAHHUTNAME

Bu tezin Manisa Celal Bayar Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Boliimii’nde, akademik ve etik kurallara uygun olarak yazildigin1 ve kullanilan tim
literatlir bilgilerinin referans gosterilerek tezde yer aldigini1 beyan ederim.

Tolga KASIRGA



ICINDEKILER

Sayfa
ICINDEKILER .....oooviiiiiiccieiceteee ettt |
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINT ......cooooiiiiiieicceececeeeeeeee e [
SEKILLER DIZINT......oooiiiiiiiiieeceeeece et 11
TESEKKUR .....ooitiiiieiceetee ettt ensa sttt n s e sn e \Y;
OZET oottt ettt ettt \Y,
ABSTRACT ..ottt ettt s st en ettt et en st ne s s e snens Vi
1 GIRIS oottt 1
2. TEMEL KAVRAMLAR........cooiireeteeseseee e sess s es e esesiss st sens s 2
2.1. E® 3-boyutlu Oklid Uzayinda Regle Yiizeyler........c.cooeerriererirerrrnennns 2
3. REGLE YUZEYLERIN ALTERNATIF CATILARI .....ccocevvivereererererererne 10
4. REGLE YUZEYLER ICIN YENI OFSETLER ......cccecvceveviieeeerereeieeenne 17
4.1. Regle Yiizeylerin Mf* -Tipli Ofsetleri (£ -Ofsetler) ......ccocevvviviiiiinnnns 17
4.2. Regle Yiizeylerin M -Tipli OFSEtIeri.cccccccoooouurrrrrrrrrrrrrvvvvvieeeciiiiins 22
4.3. Regle Yiizeylerin Mrf* -Tipli OfSetleri....cccvieciiice 28
4.4. Regle Yiizeylerin M (:‘ -Tipli OFSEtIeri..ovevieiecieece 34
4.5. Regle Yiizeylerin Bertrand Ofsetlerinin Alternatif Catiya Gore
KarakKterizaSyonlart ........ccviveiiiiiiiieiecesie s 37
KAYNAKLAR .....oooiiiiitiie st eses sttt s tasenasssnes s s sassss s tasnenseneneans 40
(046 ) 1)1 1 15T 42



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

= 3-boyutlu Oklid uzay.

o(s,V) Regle yiizeylerin parametrik ifadesi.

q Regle yiizeyin birim anadogrusu.

c(s) Bogaz cizgisi.

S Bogaz ¢izgisinin yay parametresi.

S, g birim vektoriiniin kiiresel géstergesinin yay parametresi.
h Merkez normal vektorii.

a Merkez teget vektorii.

W Darboux vektorti.

M f M f -tipli yiizey ofsetleri (£ -ofsetler).

M 5 M 5 -tipli yiizey ofsetleri.

M rf M rf -tipli ylizey ofsetleri.

S Regle yiizey.

C Regle yiizeyin bogaz noktasi.

k,(S) Regle yiizeyin birim anadogrularinin kiiresel gostergesi.
K Regle yiizeyin konisel egrilik fonksiyonu.

Regle ylizeyin dayanak egrisi.

k
{q h, 5.} Regle ylizeyin Frenet catist.

u Birim sabit vektor.
m Regle yilizeyin birim normal vektori.
m, Normlanmamis yiizey normali.

Regle ylizeyin alternatif ¢atisi.

——
=
i
Q|

——

%

Yiizeyin dagitma parametresi.

——

o, (p*} Ofset ¢ifti.
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Regle Yiizeyler Icin Yeni Catilar ve Yeni Ofsetler
Tolga KASIRGA

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Mustafa KAZAZ

Bu tez calismasinda diferansiyel geometrinin énemli konularindan olan regle
yiizeyler icin yeni bir ¢at1 ve bu catiya gére tanimlanan yeni ofsetler tanimlanmustir.
Tez ¢alismas1 dort boliimden olusmaktadir.

Giris bolimii olan birinci boliimde regle yiizeyler teorisinin dnemine iligkin
literatiir bilgisi ve ofset yiizeylerinin bilinen tiirlerinin tanimi1 verilmistir.

Ikinci boliimde 3-boyutlu Oklid uzayr E® te regle yiizeyler teorisine
deginilmistir. Regle yiizeylerin bogaz ¢izgileri boyunca tanimli olan Frenet catilart
hatirlatilmistir. Ayrica bu catiya gore Bertrand ve Mannheim ofsetlerinin ve slant
regle ylizeylerin tanim ve karakterizasyonlar1 verilmistir.

Uciincii béliimde regle yiizeylerin bogaz ¢izgileri boyunca yeni bir cati
tanimlanmistir. Bu ¢at1 alternatif ¢ati olarak adlandirilmis ve bu cati i¢in tlirev
denklemleri bulunmustur.

Dordiincii boliimde regle ylizeyler i¢in dort yeni ofset tamimlanmistir. Bu
ofsetleri karakterize eden denklemler verilerek, ofset yiizeylerinin agilabilir olma
sartlar1 bulunmustur. Bu yeni ofsetlerden bazilarinin slant regle yiizeylerle iligkilerini
veren sonuglar bulunmustur. Ayrica Bertrand ofsetlerinin alternatif catiya gore
karakterizasyonlar1 verilmistir.

Bu tez ¢alismasinin orijinal boliimleri tigiincii ve dordiincii boliimlerdir.
Anahtar Kelimeler: Regle yiizey, agilabilir yiizey, alternatif ¢ati, konisel egrilik,
ofset yiizeyi.

2017, 42 sayfa



ABSTRACT
M.Sc. Thesis
New Frames and New Offsets for Ruled Surfaces
Tolga KASIRGA

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa KAZAZ

In this thesis, a new frame and new offsets for ruled surfaces, which are the
important topics of differential geometry, have been defined. The thesis consists of
four sections.

In the first section as given introduction, a literature information about the
importance of ruled surfaces and definitions of well-known types of offset surfaces
have been given.

In the Second Section, it has been mentioned the theory of ruled surfaces in
the 3-dimensional Euclidean space E®. The Frenet frame defined along the striction
line of a ruled surface has been reminded. Moreover, definitions and
characterizations of Bertrand and Mannheim offsets of ruled surfaces and of slant
ruled surfaces according to Frenet frame have been given.

In the third section, a new orthonormal frame along the striction curve of a
ruled surface has been defined. This frame has been called alternative frame and
derivative formulas for this new frame have been obtained.

In the fourth section, four new offsets of ruled surfaces have been defined.
The equations characterizing these new offsets have been given and some conditions
for offset surfaces to be developable have been obtained. Some results giving the
relationships between some of these new offsets and slant ruled surfaces have been
obtained. Furthermore, the characterizations for Bertrand offsets have been given
according to alternative frame.

The original part of this thesis are the third and fourth sections.
Keywords: Ruled surface, developable surface, alternative frame, konical curvature,
offset surface.

2017,42 pages
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1. GIRIS

Uzayda bir dogrunun bir egri boyunca siirekli hareketiyle olusan bir yiizey,
genel olarak regle ylizey veya dogrusal ylizey olarak adlandirilir. Bu harekette egriye
dayanak egrisi, dogruya da anadogru adi verilir. Yani regle yiizeyler dogru aileleri
tarafindan olusturulan yiizeylerdir. Regle yiizeyler teorisi diferansiyel geometride ve
baz1 miihendislik dallarinda 6nemli bir yere sahiptir. Ozellikle kinematikte ve
bilgisayar destekli dizayn problemlerinde bu yiizeyler yaygin bir kullanim alanina
sahiptir. Ornegin, bir uzaysal harekette cisimlerin kinematik 6zellikleri ve egrilik
teorileri regle yiizeyler ve bu yiizeylerin catilar1 yardimiyla incelenir [1]. Ayrica bu
yiizeylerin hesaplamali geometrisi bilgisayar destekli geometrik tasarim alaninda da

kullanishidir [2].

Regle yiizeyler teorisinin en dnemli konularindan biri regle yiizey ofsetleridir.
Regle ylizeylerin bilinen en yaygin ofsetleri Ravani ve Ku (1991) tarafindan verilen
Bertrand ofsetleri ile Orbay ve Ark. (2009) tarafindan verilen Mannheim ofsetleridir.
Yiizeylerin bogaz cizgileri boyunca Frenet vektorlerinin kendi ig¢lerinde lineer
bagimli olmast durumlarina bagli olarak tanimlanan bu yiizeyler, regle yiizeyler
teorisinin 6nemli bir boliimiini teskil eder ve birgcok matematikg¢i tarafindan cesitli

uygulamalari ile birlikte farkli uzaylarda ¢alisilmistir. [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9].

Regle yiizeyler teorisinde yeni bir kavram da slant regle ylizey kavramidir.
Slant regle yiizeyler ilk defa Onder (2013) tarafindan tanimlanmis ve daha sonra
Onder ve Kaya (2013,2015) tarafindan farkli karakterizasyonlar1 ortaya konulmustur.

Bu tez calismasinda regle yiizeyler i¢in Frenet catisinin birim Darboux
vektorii kullanilarak yeni bir ¢ati tanimlanmis ve bu ¢atiya gore alternatif egrilikler
ve tiirev denklemleri bulunmustur. Daha sonra bulunan bu ¢atiya gore regle yiizeyler
icin yeni ofsetler tammmlanmistir. Her bir ofset tipi icin ilgili karakterizasyonlar ve

acilabilirlik sartlar1 incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. E* 3-boyutlu Oklid Uzayinda Regle Yiizeyler

Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda yiizeylerin geometrisi icin Karger ve
Novak (1978) tarafindan verilen bazi temel tanim ve teoriler verilmistir.

k=k(s), E® uzaymm bir acik alt araliginda tanimli regiiler bir egri ve

G =G(s) E® uzaymda yonlii bir dogrunun birim dogrultman vektorii olmak iizere, bir

S regle yiizeyi,  dogrusunun k egrisine dayanarak siirekli bir hareket yapmasi
sonucu olusan 6zel bir yiizeydir ve
@(s,v) =K (s) +vG(s), ve IR, (2.1)
parametrizasyonu ile verilir. Yiizeyin S =sabit parametre egrileri yiizey tizerindeki
dogrulardir. Bu dogrulara yilizeyin anadogrulari denir. V=0 i¢in elde edilen
parametre egrisi kK =k(s) olup, yiizeyin dayanak (iireteg) egrisi olarak adlandirilir.
Ozel olarak @ vektdrii sabitse, bu takdirde, yiizeye silindirik regle yiizey, aksi
takdirde, silindirik olmayan regle ylizey denir [1].
Bir S regle ylizeyinin birim normal vektori (2.1) denkleminden
m=PXA (k.wq)xq , 22)
7.2, H(mva)xq‘

seklinde elde edilir. Burada, K=dk/ds ve G=dg/ds olarak tanimhdir. Simdi,

ylizeyin ayn1 anadogrusunun V, #V, gibi farkli iki noktasindaki normal vektorleri
diistiniiliirse, bu vektorlerin vektorel carpimindan

(K4 xa <] (€ vd)<a] = (v

K. d, d\q, (2.3)

bulunur. Burada, ‘IZ q, d‘:det(k;, d, q) dir. Eger (2.3) denkleminde ‘IZ q, tﬁ‘:O

ise, ayn1 anadogrunun her noktasinda normal vektorleri ayn1 dogrultuda olup yiizeyin
tekil olmayan noktalarinda teget diizlemler aynidir. Dolayisiyla, teget diizlemin bir

anadogru boyunca ylizeye temas ettigi sOylenebilir. Boyle bir anadogruya torsal

anadogru denir. Eger |k, q, q ‘ # 0 ise ayn1 anadogrunun her noktasinda yiizeyin teget

diizlemleri farkli olur. Boyle bir anadogruya da torsal olmayan anadogru denir [1].



Tammm 2.1. ([1]) Biitiin anadogrular1 torsal olan bir regle yiizeye agilabilir regle
yiizey denir. Aksi halde regle yilizey, acilamayan (aykir1) regle yiizey olarak

adlandirilir.

Teorem 2.1. ([1]) Bir S regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

‘k;, d, ;‘ =0 olmasidir.

Ornek 2.1. ([1]) Bir k =k(s) birim hizli uzay egrisinin tegetleri tarafindan iiretilen
regle yiizey gdz oniine almsin. Bu yiizeye k(s) egrisinin tegetler yiizeyi denir ve

parametrik denklemi
B(s.v) =K($) + VK (9)

ile verilir. Bu durumda, ¢ = K olup,

k.d,d)=k. k. k| =0
oldugundan, Teorem 2.1‘den bir uzay egrisinin tegetler ylizeyi agilabilir bir ylizeydir.
Benzer sekilde, koni, silindir ve diizlemlerin agilabilir regle yiizeyler olduklari
basitce goriilebilir.
Aykari bir regle yiizeyin birim normal vektorii m(s,v), ylizeyin S =S, gibi torsal
olmayan bir anadogrusu tiizerinde, v—>+oo igin bir & vektoriine yakinsasin.
Buradan, (2.2) esitliginden

a= lim m(s,,v) = qu;juq (2.4)

elde edilir.

Tamim 2.2. ([1]) Aykin bir regle yiizeyin S; anadogrusundan gecen ve (2.4) esitligi
ile verilen a vektoriine dik olan diizleme asimptotik diizlem denir. Yiizeyin S,

anadogrusundan gegen ve asimptotik diizleme dik olan diizlem ise merkez diizlem
olarak adlandirilir. Bu iki diizlemin degme noktast olan C noktasina §;
anadogrusunun bogaz noktasi adi verilir. C noktasindan gegen, asimptotik diizleme

ve merkez diizleme dik olan dogrular ise, sirasiyla, merkez teget ve merkez normal

dogrular olarak adlandirilir.



G ve g vektorlerinin birbirlerine dik oldugu ve (2.4) esitligi kullanilarak, h

merkez normal vektori

2.

h= (2.5)

Q).

‘H’

seklinde tanimlanir ve C bogaz noktasinin v parametresini belirlemek i¢in hxm=0

oldugu g6z Oniine alinirsa

bulunur. Boylece asagidaki tanima ulasilir:

Tammm 2.3. ([1, 10, 11]) Aykir1 bir regle yiizeyin biitiin anadogrulart tizerindeki
bogaz noktalarinin geometrik yerine bogaz ¢izgisi (sitriksiyon egrisi) denir. Bogaz

¢izgisinin parametrik denklemi;

ile verilir.

Teorem 2.2. ([1]) Aykirt bir regle yiizeyin dayanak egrisinin bogaz ¢izgisi olmasi
icin gerek ve yeter sart <IZ, g > =0 olmasidir.

Eger aykir1 bir regle yiizeyde dayanak egrisi bogaz ¢izgisi olarak segcilirse,

bir (s,0) noktasinda normlanmamis yiizey normali M, olmak iizere, (2.2) esitliginden
M, = k x4,
bulunur. Dolayisiyla, hx m, =0 olacagindan,
ﬁx(l?xq)=<d, q)l?-<d, |i>q=0,
olur ve buradan, q ve k;xq vektorleri lineer bagimli olup, d bir reel say1 olmak

lizere k;x G = 6 yazilabilir. Boylece, <IZ x4, q > =0 <q | > yazilabileceginden



ifadesi elde edilir. Bu ifadeye ylizeyin dagitma parametresi denir.

Sonuc 2.1. ([1, 10, 11]) Bir S regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter

sart dagitma parametresinin sifir olmasidir.

Tamim 2.4. ([1]) S aykiri bir regle yiizey, C bu yiizeyin bir anadogrusu iizerindeki

bogaz noktast ve ¢, h ve & vektorleri, sirastyla, anadogrunun birim dogrultman
vektorii, merkez normal ve merkez teget vektorleri olmak {izere, {C, d, h, é}

ortonormal gatisina S aykiri regle yiizeyinin Frenet gatis1 denir.

Regiiler bir S regle yiizeyinin bogaz ¢izgisi dayanak egrisi olarak alinsin. Bu
takdirde, bogaz c¢izgisinin yay uzunlugu parametresi s olmak tizere, S regle
yiizeyinin parametrizasyonu

@(s,v)=C(s)+va(s), a(s)|=1. (2.6)
ile verilir. Eger S agcilabilir bir regle yiizeyse, bogaz c¢izgisinin teget vektorleri
anadogrularla ¢akisir [2]. Bu takdirde, bogaz ¢izgisinin teget vektorii i¢in

dc

E:q (2.7)

yazilabilir.

Eger S regle yiizeyi ilizerindeki biitiin anadogrularin ¢(s) vektorleri orijin
noktasina baglanirsa, bu dogrular bir koni olusturur. Bu koniye S yiizeyinin yonlii
konisi denir. Yonlii koni diislincesi, bir uzay egrisinin tegetler gdostergesi
diisiincesinin regle yiizeylere bir uyarlamasi olarak diisiiniilebilir. Dolayisiyla birim

dogrultman vektorlerinin u¢ noktalar1 birim kiire iizerinde kiiresel bir egri ¢izer. Bu
egriye yiizeyin kiiresel gostergesi denir ve k, ile gosterilir. k, egrisinin yay uzunlugu
parametresi de s, ile ifade edilir [1].

Eger S yiizeyinin Frenet ¢atisinin &(S) merkez teget vektorleri orijin noktasina
baglanirsa, bu vektorlerin u¢ noktalar1 birim kiire {izerinde yay uzunlugu parametresi

s, olan bir k, kiiresel egrisi gizer. Buradan



!

a

S ., S dS3
532I||a||d31:IKd% = g =K
0 0 1

esitligine ulasilir [1].

Teorem 2.3. ([1]) S aykirt bir regle yiizey olmak iizere, S yiizeyinin yonli
konisinin {O, q, h, é} Frenet catisnmn, Kk, kiiresel gostergesinin s, Yyay

parametresine gore Frenet tiirev formiilleri,

h,
"= g+ x4, (2.8)

d' =—«h,

0] Q|
Il

seklindedir. Burada x = % =|a| yiizeyin konisel egriligidir.
S

1

Frenet tiirev formiilleri kinematik olarak sdyle yorumlanabilir: s zaman

parametresi olarak alindiginda, eger ¢ anadogrular1 yonlii koniyi c¢iziyorsa, bu

takdirde, {C; g, h, a} hareketli catis1 (2.8) ile verilen catiya gore hareket eder. Bu

hareket, ani bir 6telemeden ziyade,

W =x(G+43,
Darboux vektoriiyle verilen agisal hizli bir ani donme igerir. Darboux vektoriiniin

yonii ani donme ekseninin yonii ile aynidir ve uzunlugu
W=~

kadardir. Boylece, (2.8) ile verilen Frenet tiirev formiilleri

G =Wxqg, h=Wxh, &a=Wxa,
ile de verilebilir.
Aykirt bir S regle yiizeyinin bogaz ¢izgisinin yay uzunlugu parametresi $
olsun. Buradan,
_k 0% _ds ds
kK, ds, dsds,’



ds K. .
ve Klzd—l alinirsa x =—2 olur. Burada, x; ve x, fonksiyonlari,
S

K

olup, _ 95
) 2 = T,
ds

sirasiyla, regle yiizeyin birinci ve ikinci egrilikleri olarak adlandirilir [1]. Boylece,

(2.8) denklemleri x; =ds, /ds ile ¢apilarak asagidaki teoreme ulasilir:

Teorem 2.4. ([1]) S bir regle yiizey olsun. S yiizeyinin {q, h, a’} Frenet catisinin

yiizeyin bogaz ¢izgisinin S yay parametresine gore Frenet tiirev formiilleri

99_

ds

dh I

P U R (2.9)
LN -,

ds

ile verilir.

Tamm 2.5. ([12]) S, ve S, regle yiizeylerinin Frenet ¢atilari, sirasiyla, {ql, h, ai}
ve {CTZ, ﬁz, 52} olsun. Eger ylizeylerin bogaz ¢izgileri boyunca karsilikl1 noktalarinda

merkez normalleri gakistyorsa, yani h = ﬁz oluyorsa S, yiizeyine S, ylizeyinin bir

Bertrand ofseti denir.

Tamm 2.6. ([13]) S, ve S, regle yiizeylerinin Frenet ¢atilari, sirasiyla, {ql, h, a]}
ve {CTZ, ﬁz, 52} olsun. Eger ylizeylerin bogaz ¢izgileri boyunca karsilikl1 noktalarinda

a = ﬁz oluyorsa S, yiizeyine S, yiizeyinin bir Mannheim ofseti denir.
2.2 Slant Regle Yiizeyler

Tamm 2.7.([14]) S yiizeyi, E® uzayinda tamiml bir regle yiizey olsun. G(s), S
ylizeyinin bogaz ¢izgisi ve S, bogaz c¢izgisinin yay parametresi olmak lizere; S
yiizeyi

G(s,v) =C(s)+va(s);  [|d(s)| =1,



parametrizasyonuyla verilsin. {q, ﬁ,é} ve x =0, sirasiyla, yiizeyin Frenet catisi ve

konisel egrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde birim ve sabit vektdr U olmak iizere,

yiizeyin § anadogrulart U vektori ile sabit a¢1 yapiyorsa, yani

(4.0) = cos, 96{(0,71)—%},
ise S regle ylizeyine (-slant regle yiizey denir. U vektorii de g -slant regle yiizeyin

ekseni olarak adlandirilir.

Sonuc 2.2.([15]) S yiizeyi, E® uzayimnda, {q, h, é} Frenet catis1 ve x #0 konisel

egrilik fonksiyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. S yilizeyinin q-slant regle yiizey

olmasi i¢in gerek ve yeter sart x =sabit #0 olmasidir.

Tamm 2.8. ([15])S yiizeyi, E® uzayinda tamimh bir regle yiizey olsun. ¢(s), S
yiizeyinin bogaz ¢izgisi ve S, bogaz ¢izgisinin yay uzunlugu parametresi olmak
lizere, S yiizeyi

g(s,v)=c(s)+vd(s);  [|d(s)] =1
parametrizasyonuyla verilsin. {q,ﬁ,a} ve x #0 sirastyla S ylizeyinin Frenet gatisi

ve konisel egrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde U, birim ve sifir olmayan sabit bir
vektdr olmak iizere, yiizeyin h  merkez normal vektorii ile G vektorii sabit ag1

yaptiyorsa, yani
<ﬁ, U> =cosd =sabit, O {(O ﬂ)—%},

ise, S regle ylizeyine h -slant regle yiizey denir.

Teorem 2.5.([15]) S yiizeyi, E* uzayinda, {q, h, 5} Frenet catis1 ve x # 0 konisel

egrilik fonksiyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, S ylizeyinin h-

slant regle ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

!

57 = sabit #0,

(1+ K‘Z)



olmasidir.

Tamm 2.9. ([16])S yiizeyi, E® uzayinda tamiml bir regle yiizey olsun. ¢(s), S
ylizeyinin bogaz ¢izgisi ve S, bogaz ¢izgisinin yay uzunlugu parametresi olmak
lizere, S ylizeyi

g(s,v)=c(s)+vd(s);  [|d(s)] =1
parametrizasyonuyla verilsin. Yiizeyin Frenet catisinin Darboux vektorii sabit bir

dogrultu ile sabit bir a¢1 yaptyorsa S yiizeyine Darboux slant regle yiizey denir.



3. REGLE YUZELERIN ALTERNATIF CATILARI
Bu béliimde regle yiizeylerin bogaz ¢izgisi boyunca Frenet catisindan farkl

yeni bir alternatif ¢at1 ve bu ¢atiya gore egrilikler ve tiirev denklemleri verilecektir.

S bir regle yiizey ve S nin Frenet catisi {q,ﬁ,a}, Darboux vektorii W ve
konisel egrilik fonksiyonu & olsun. Darboux vektdrii, W =xG+a olarak
tanimlandigindan h merkez normal vektdriine diktir. Dolayisiyla,

W 1

d=r== (kG +4d),

Wl aen

birim Darboux vektorii dikkate alinirsa, yeni bir ¢ birim vektorii d x h=17 olarak

tanimlanabilir. Bu durumda {ﬁ,?,a } tgliisit S regle yilizeyinin bogaz ¢izgisi

lizerinde yeni bir ortonormal ¢at1 olusturur. Bu catiya regle yiizeyin alternatif catisi

denir. Bu boliimde bu ¢at1 i¢in Frenet benzeri tiirev formiilleri verilecektir.

Teorem 3.1. S bir regle ylizey olsun. S yiizeyinin Frenet gatisi {q, h, é} ve bu

catidan elde edilen S nin yeni ¢atist {ﬁ,'@,a } olmak {iizere bu ¢atinin s Yyay

uzunlugu parametresine gore tiirev formiilleri asagidaki gibidir;

!
Il
|
<
o
=
O, ! I

Burada y =+v1+x° ve u= I K > olarak tanimlanur.
+K

Ispat: S yiizeyinin birim Darboux vektorii

J:Kq+1a’,

V1+x? N

oldugundan,

I
[
+
A

Y

alinirsa, birim Darboux vektorii

seklinde yazilabilir. Buradan, ( vektorii

10



(=dxh=(kG+y7a)xh=kd—7q,

ile tanimlanir. Boylece {ﬁ,?, d } alternatif catisi ile h } Frenet catis1 arasindaki
iligki
hi fo 1 o7fd
(l=|-¥ 0 &|h (3.1)
d k 0 y|la

ile verilir. (3.1) denklemlerinden

I——7q+7a
AN (3.2)
d=«kq+7ya

olup, (3.2) esitliklerinden, 7*+i* =1 olmak iizere

o

bulunur. Boylece, (3.1) denklemlerine benzer olarak, {q, h, é} Frenet catisi ile

—yi+id
(+7d

Ql

(3.3)

jshl
I
KI

{ﬁ,?, d } alternatif ¢atis1 arasindaki iliski

d] fo -7 &]/h
hi=l1 0 017
il |0 & 7|4

ile de verilebilir. Simdi, (2.8) Frenet tiirev formiillerinden
h' =—q+xa, (3.4)
oldugundan, (3.3) esitlikleri (3.4) ifadesinde yerine yazilirsa
h=—(-7(+&d)+x(%(+7d),
= (7 + &%) [ + (K +x7)d
= (7 +x¥)(

(o)
\/1+1<2 \/l+1c2

elde edilir. Benzer sekilde,
d =<q+7a, (3.5)



ile verilen birim Darboux vektoriiniin S, yay uzunlugu parametresine gore tlirevi

alinirsa

d'=&q+74a (3.6)

bulunur. (3.3) denklemleri kullanilarak (3.6) ifadesinden, x =K’y —i 7' olmak {izere

elde edilir. Son olarak, ¢=d xh seklinde taniml oldugundan bu ifadenin s, yay
uzunlugu parametresine gore tlirevi alinirsa
"=d'xh+dxh’,
=—p({xh)+y(dx () (3.7)
=—yh+ud

olup, S yiizeyinin {ﬁ, (,d } alternatif ¢atisinin tiirev formiilleri

= 7/?,
0= —}/ﬁ +ud, (3.8)
d’ = —ﬂ,

olarak bulunur. (3.8) tiirev denklemlerinin matris formu

h' o » o1]h
Ol=l-y 0 ull?
d| |0 -« O0fd

seklindedir. Burada,

!

y=1+x° ve yzE'?—E;?’:(gJ 7%= K :
% 1+x

dir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2. S yiizeyinin alternatif catisi {ﬁ,f,a } olsun. Buna gére S, q-slant

regle yiizeydir < 4 =0 dir.
Ornek 3.1. S regle yiizeyi

12



@(s,v) =(0,0,5)+v(coss,sins,0)
parametrizasyonu ile verilsin (Sekil 3.1). Yiizeyin anadogrulari
g =(coss,sins,0),
oldugundan, (2.8) ile verilen Frenet tiirev formiillerinden
h =(-sins, coss,0),
a=(0,01),

olup, yiizeyin {q, ﬁ,é} Frenet catist elde edilir. x=|@| olup, x=0 bulunur.
Boylece ylizeyin birim Darboux vektorii d =(0, 0,1) seklinde elde edilir. = dxh
oldugundan
(=(~coss,—sins,0),
olarak bulunur. Buradan, yiizeyin alternatif ¢atis1 {ﬁ, ,d } nin vektorleri
h
[
d

(—sins,coss,0),

(—coss,—sins,0),
(0,0,1),

seklinde elde edilmis olur. x=0, y=+1+x> ve ,uzl K oldugundan
+

2
K

y=1 u=0 dir.
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Sekil 3.1. Helikoid yiizeyi

Ornek 3.2. S regle yiizeyi

N . 1 .
p(s,v) = (cos(\/fs), sm(«/fs),0)+VE(—sm(\/§s),cos(«/fs),l)

parametrizasyonu ile verilsin (Sekil 3.2). Yiizeyin anadogrulari

_ 1 :
q ﬁ(—sm(\/ﬁs),cos(\/ﬁs),l)

oldugundan, (2.8) ile verilen Frenet tiirev formiillerinden

h= (—cos(\/zs), —sin(~/2s), 0)

| .
a= ﬁ(sm(\/ﬁs), —cos(ﬁs),l)

olup, yiizeyin {q, h, é} Frenet catisi elde edilir. x = ||§'|| olup, x =1 bulunur. Béylece

yiizeyin birim Darboux vektorii d=(0,0,1) seklinde elde edilir. (=dxh
oldugundan

0= (sin(ﬁ s),cos(v/29), o),

olarak bulunur. Buradan, yiizeyin {ﬁ, 0,d } alternatif ¢atisinin vektorleri

h= (—cos(«/is), —sin(«/?s),o),
0= (sin(ﬁs), cos(v/2s), O),
d =(0,0,1),

seklinde elde edilmis olur. k=1, y =41+ K2 ve U= 1 K > oldugundan y = \/E
+K

ve =0 dir.
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1,2 0.2

-0,8

-1,8

Sekil 3.2. Tek kanatli hiperboloid

Ornek 3.3. S regle yiizeyi

o(s,v) = (1—005[%},1+sin[%),%}+v%[sin(%}co{%}2]

parametrizasyonu ile  verilsin  (Sekil 3.3). Ac¢ik olarak bu yiizey

a(s) = (1— cos (%) ,1+sin (Ej : @J helisinin tegetleri tarafindan iretilen

)

acilabilir bir yiizeydir. Yiizeyin anadogrulari helisin tegetlerinden olusacagindan,

RIRTINETS

oldugundan (2.8) ile verilen Frenet tiirev formiillerinden

ol ()8

- lon( ()
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a| olup, x«=-2 bulunur.

olup, ylizeyin {q,ﬁ,a} Frenet catis1 elde edilir. «x =

Béylece yiizeyin birim Darboux vektorii d = (0,0,—1) seklinde elde edilir. (=dxh

(= —sin[ij —cos(ij 0
\/g EH Jg ) k)
olarak bulunur. Buradan, yiizeyin {ﬁ, ‘,d } alternatif catisinin vektorleri
~ 5s . [ 5s
h =| cos| —= |,-sin| —= |,0 |,
(&)%)
- . [ 58 5s
(=|—=sin| —= |,—cos| —= |,0 |,
(#)-=(%))

d =(0,0,-1),

oldugundan

seklinde elde edilmis olur. x=-2 , y=+1+x" Ve H=7 K > oldugundan
+K

yiizeyin alternatif egrilikleri de » =+/5 ve £ =0 dir.

4
-0.4
06
1,6
2,6

LU LS L O L U L
-1,4 -0,4 0,6 1,6 2,6

Sekil 3.3. Helisin tegetlerinin olusturdugu yiizey
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4. REGLE YUZEYLER ICIN YENi OFSETLER

Regle yiizeylerin Frenet catisi dikkate alinarak tanimlanan en onemli iki
ofsetler Bertrand ve Mannheim ofsetleridir. Bu boliimde alternatif ¢ati1 ele alinarak
regle yiizeyler igin yeni ofsetler tamimlanacaktir. Bu ofsetler, alternatif ¢atinin
vektorleri dikkate alinarak tanimlandigindan isimlendirilmeler de ¢at1 vektorleri

cinsinden yapilacaktir.

4.1. Regle Yiizeylerin M -tipli Ofsetleri (¢— Ofsetler)

Bu boliimde, iki regle yiizeyin alternatif catilar1 dikkate alinarak bu cati
elemanlarindan ikinci vektorlerinin lineer bagimli olmasi durumuna bagl olarak yeni

bir regle yiizey ofseti tanimlayacak ve bu ofset i¢in karakterizasyonlar1 verecegiz.

Tamm 4.1.1. ¢(s,v) =C(s)+Vq(s) ve ¢ (s,v)=C"(s)+vq (s) iki regle yiizey olsun.
Bunlarin alternatif catilar1 da, sirasiyla {ﬁ,?,a} ve {ﬁ*,?*,a*} olsun. Eger

yiizeylerin bogaz cizgilerinin karsilikli noktalarinda (= (" esitligi saglaniyorsa bu
ylizeylere Mf* -tipli ofsetler veya ¢ -ofsetler denir. Bu durumda (¢, ¢") ikilisi de (-
ofset cifti olarak adlandirilir.

Yukaridaki tanima gére M f -tipli ofsetlerin alternatif ¢atilar1 arasindaki

bagint1 matris formunda,

h* cos® 0 —sing@)( h

fl=f 0 1 0 |/ (4.1)
d* sind 0 cosé )| d
seklinde veya buna denk olarak
h* =cos@h —sinod
=1 (4.2)

d* =sin@h +cosad
esitlikleriyle verilebilir. Burada & =6(s), h ile h* arasindaki agi fonksiyonudur.

(4.2) esitliklerinden

=( (4.3)

——sin@h* +cosod”

o
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oldugu kolayca goriilir. Bu tamimlamalar dikkate alinirsa [ -ofsetlerin

karakterizasyonlari asagidaki gibi verilebilir.

Onerme 4.1.1. (p,¢") yiizeyleri (-ofset ¢ifti olsunlar. Bu takdirde asagidakiler
saglanir:

a) h ve h* merkez normalleri arasindaki 6 acis1 sabittir.

b) Egrilikler arasinda
I,u*dsf = cosé’jydsl —sin 6’J'7/ds1
bagintist vardir. Burada s ve s’ parametreleri, sirasiyla § ve (" anadogrular
tarafindan cizilen kiiresel egrilerin yay uzunlugu parametreleridir.
ispat: a) (4.2) denklemlerinden, d*=sinéh+cos@d olup, bu denklemin s

parametresine gore tiirevi alinir ve (3.8) esitlikleri kullanilirsa,

dd*
ds,

=0 cosOh +(ysin@— pcosd)(—0'sinad . (4.4)

bulunur. Teorem 3.1 ile verilen tiirev formiillerini ¢" igin disiiniirsek, d”

—

vektoriiniin tiirevinin -~ ¢ ile lineer bagimh oldugu gorilir. Ayrica (=1(

oldugundan h ve d vektorlerinin katsayilarinin sifira esit oldugu sonucuna variriz.

Boylece 8'=0, yani 6 =sabit olur.

b)

dd* dd*ds;  ds; e 45)

ds, ds ds, ds

yazilabilir. £= (" ve 0 sabit oldugundan, (4.4) denkleminden

*

¥

u gi:ycose—ysine (4.6)
S

1

bulunur. (4.6) denkleminin integralinden istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.1.1. ¢ ve ¢°, (-ofset yiizeyleri olsunlar. Asagidaki diferansiyel

denklemler saglanir:

7'+ (ucos@—ysind)=0 (4.7
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K'sin@+y7* =Acos@ (4.8)
K cos@—y* =—Asin@ (4.9)

. 1 . K . C
Burada, " = ———= Ve Kk = ———— ve tiirevler S, parametresine goéredir.

1+(/<*)2 1/1+(/<* )2
Ispat : ¢ yiizeyini ¢ cinsinden yazalim. * anadogrusu icin (3.3) esitliklerinden
q* :_77*2* +f*a* (410)

yazilabilir. Burada (*=({ ve (4.2) esitliginden d* m degeri (4.10) esitliginde

yazilirsa
g =kK"sin6h—7" (+&" cos@d (4.11)
bulunur. Buradan
q.*r _ dq _ dq* dSl Z/lﬁ*, dSl 1 (412)
ds, ds; ds ds,

olur, (4.2) denkleminden h* m degeri yukarida yazilirsa

G =Acos@h—Asin@d (4.13)

elde edilir. Bu ise G vektoriiniin h ile d nin gerdigi diizlemde kaldigim gosterir.

Benzer olarak, (4.11) in s, yayina gore tiirevi alinirsa

q" = [(E*)'sin 0+W*}ﬁ+{yfsin9—(7* )’ — Uk cos@}?

(4.14)
+[(E*)' cose—yf‘}a
elde edilir. (4.13) ve (4.14) birbirine esitlenirse
(7') +& (ucosO—ysin6) =0 (4.15)
(") sing+57" = Acosd (4.16)
(E*)' cosO— 7" =—Asind (4.17)
diferansiyel denklemleri elde edilir.
Teorem 4.1.2. ¢ ve ¢, ( - ofset yiizeyleri iseler
7A=Y N+ A =0 (4.18)
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diferansiyel denklemi saglanir. Burada A= ysin@— ucosé ve tiirevler s, yayma
goredir.
Ispat : (4.8) esitligi sin@, (4.9) esitligi cos@ ile carpilir ve toplanirsa

K" +7" (ysin@—pucosd)=0 (4.19)

olur. (4.7) den

—x!

=7 (4.20)
ysin@— ucosé

degeri (4.19) da yerine yazilirsa ve A=ySin@— pcos@ alinirsa

7L o
— | +7'A=0

}7*IIA_77*! A,
A2

olur. Buradan,
+7"A=0
ve dolayisiyla,

7IA-7 N +7 A =0

bulunur.

Teorem 4.1.3. ¢ ve ¢", (-ofsetler ve ¢ agilabilir olsun. R=R(S) fonksiyonu ¢
ve ¢ arasindaki uzaklik fonksiyonu olmak tizere, ¢ regle yiizeyinin agilabilir

olmasi icin gerek ve yeter sart

s . ds
—K'sin@=—Ry— 4.21
S 7 s (4.21)
dR ds®
— _y=——3 4.22
g 55/ (4.22)
s* _. _ ds,
K cosd=xk+Ru— (4.23)
S ds

esitliklerinin saglanmasidir.
Ispat: ¢ ve ¢ yiizeylerinin bogaz ¢izgileri, sirasiyla, ¢ ve ¢* egrileri olsunlar. ¢
acilabilir olsun. Bu taktirde ¢ -ofset tanimindan

¢ (s) =C(s)+R(s)((s) (4.24)

yazilabilir. Bu ifadenin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa,
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» dé" dé - - dr - ds - =
' = = 4+RYU+R('=+— (+R-2(—yh+ 1d 4.25
¢ ds dsJr " quds i ds(7 +#) (4.25)
dc” ds, - [dR _|- |- _ds |3
=—R—=yh+|—-7 |( R—u|d 4.26
ds dsy J{ds }/} J{IﬁL ds 4 (4.26)

olur. Simdi ¢ yiizeyinin de agilabilir oldugunu diisiiniirsek, agilabilirlik sartindan

dc”
ds”

dc® ds" _.

:q*

ds ds
olup, (3.3) esitliklerinden §* =—7"(* +&x"d" yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

—*!

B ) (4.27)
ds

elde edilir. (4.2) denklemlerinden (* ve d’ yukarida yerine yazilirsa

dd—iz‘i—i[f*sin oh 71+ cosed |, (4.28)
bulunur. (4.26) ve (4.28) denklemleri ayni oldugundan bu iki esitlik birbirine
esitlenirse istenilen esitlikler elde edilir.

Tersine, (4.21)-(4.23) denklemleri saglansin. Bu esitlikler (4.26) denkleminde

yazilirsa

de* dS* —% = g —x ) — g
" :E[’{ sin6h-7"(+i Cosﬁd} (4.29)

olur. Bu esitlik diizenlenirse,

dc* ds” - -
ds ds (% 70
olur. Buradan,
ds”
=X
ds

denilirse, (3.3) esitliklerinden §* =x*d” —7" (" oldugundan

dc* = Xq
ds

olup, ¢ agilabilirdir.
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Sonu¢ 4.1.1. @ Ve ¢ agilabilir (-ofset yiizeyleri olsunlar. Bu taktirde ofset

uzaklhiginin sabit olmasi i¢in gerek ve yeter sart yay parametreleri ve egrilikler

arasinda Z - Z(jji esitliginin saglanmasidir.
S
Ispat : (4.22) den d—Rzo & i/ _o bulunur.
ds ds

Teorem 4.1.4. ¢ ve ¢" , ( -ofsetler olsunlar. ¢ agilabilirse

7 _ tan 6 = sabit (4.30)
M

esitligi saglanir.

Ispat : ¢ acilabilir olsun. Bu durumda (4.26) saglanir. ¢* bogaz ¢izgisi oldugundan

<6*' : CT'> =0 dir. Simdi (4.13) ve (4.26) denklemleri bu i¢ ¢arpimda yazilirsa

7 — tan 0 = sabit (4.31)
U

bulunur.

4.2. Regle Yiizeylerin Mdﬂ - Tipli Ofsetleri

g'||=1 iki regle

=1 ve @'(s,v)=C"(s)+vq (s),

q-*

@(s,v) =C(s)+vd(s) ,
yiizey ve bu yiizeylerin alternatif ¢atilar1 da, sirasiyla, {ﬁ, (,d } ve {ﬁ*,?*,a } olsun.
Eger ¢ ve ¢" bogaz ¢izgilerinin karsilikli noktalarinda d=10" ise bu yiizeylere

Md(* -tipli ofsetler denir. Bu tanima gore Mé* -tipli ofset ylizeylerinin catilari

arasindaki baginti matris formunda,

h*) (cose sing 0)(h
=] 0 0 117 (4.32)
d* sin@ —cosd@ 0)|d

seklinde veya acik olarak,
*=cos6h +sinol

d (4.33)
d* =sin@h —cos O’

~V Oy
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esitlikleriyle verilir. (4.33) esitliklerinden de

h =cosoh” +singd"

{=sin@h* —cosod" (4.34)
Z*

[oN]
Il

yazilabilir. Simdi M d‘ - tipli ofsetleri karakterize eden teoremleri verelim.

Teorem 4.2.1. ((p, go*) yiizeyleri Mé* - tipli ofset ¢ifti olsunlar. Bu takdirde ¢" 1n bir
h -slant yiizey olmast i¢in gerek ve yeter sart € nin sabit olmasidir.
Ispat: Mdf* - tipli ofset tanimindan d = ¢* oldugundan, bu esitligin S, yayina gore

tirevi alinirsa

Jdgpro <" dsi (4.35)
ds, ds; ds
elde edilir. Frenet tiirev formiillerinden
- * L * * % dsf
—ul=(=y'h"+pud)— (4.36)
ds,
olup, (4.34) esitliginden ( vektorii yerine yazilirsa,
—u(sinoh* —cos@d*) = (-y"h" + y*a*)‘;isll (4.37)
elde edilir. Boylece
usin@=y"—+,
Sl
. (4.38)
1ecosh =" —%,
Sl
sistemine ulasilir. Bu esitliklerden,;
ﬂs'?(g:”cgsgzy—*ztanﬁ, (1#0) (4.39)

y H H

3
1+ (x7)?)?
elde edilir. V_*Zw
“ K*

oldugundan Tamim 2.6 ve (4.39) dan ¢" bir h-slant

regle ylizeydir gerek ve yeter sart 6 sabittir.

Teorem 4.2.2. (¢,¢") regle yiizey ikilisi My - tipli ofset ¢ifti olsun. Bu durumda
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g +y=0 (4.40)

*

1cos0 =i’ 3—51 (4.41)

1

esitlikleri saglanir.
Ispat : (4.33) denklemlerinden d* =singh —cos o/ olup, bu esitligin s, yayma gore

tirevi alinirsa,

j— = 0'cos6h + ysin @l +6'sin @7 —cosO(—yh + ud)
Sy

ve buradan,
dd* ds _ (6" + y)cos6h + (@' +y)sin 01 — pcos Od (4.42)
ds; ds
bulunur. Frenet tiirev formiillerinde i = —y*f* oldugu dikkate alinirsa
_3%#*?* = (0’ +y)cosOh + (0’ +y)sin @i — pcos od (4.43)
1

olur. MdC* - tipli ofset tanimindan (" =d oldugundan

ds,

e u'd = (0'+y)cos6h + (6 + y)sin 87 — cos od (4.44)
1
elde edilir. Boylece
0'+y=0,
- 4.45
1ucosl =" dsl, (4.45)
ds,

sistemi elde edilir. Bu sistemden de agik olarak
f=-|yd
Jres, (4.46)
4ds; = pcosads,
bulunur.

dx”

Teorem 4.2.3. (% (0*) yiizeyleri M - tipli ofset cifti olsunlar. Bu takdirde & = ;

S,

olmak tizere asagidaki esitlikler saglanir.
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*

s ds
K" sin @ = cos @ —=

)

ds,
—a — . ds;
—K CoSO+y u=sinf S (4.47)
1
7" +K ucosd =0.
Ispat: (3.3) ve (4.33) esitliklerinden
q* _ _7*2* +E*d’*
=—7d + " (sin 6h —cos 41) (4.48)
=ic"sin6h —ic* cos@(—7"d
elde edilir. Bu esitligin s, yayina gore tiirevi alinirsa
dq* dS])_k —% = (g —% = Lt —x% 1 —x oy —\! T ——l]
— —=(x"sinf) h+(x sin@)h'—(x" cosb) (—x cos@!'—(y")d—-y"d
ds; ds,
dg - ds, ,_. . r . ~ . -l e
" =(k"sin0+6' k" cos@)h+x sinfy(—(k" cosd—0'k sinO)(
ds; ds, (4.49)

& cosO(—yh+ ud)—7"d +7" ul

bulunur. 32 =h" oldugundan, (4.33) denkleminden h* vektérii (4.49) denkleminde

yerine yazilirsa

ds;

- (cosOh +sin@0) = ("' sin@+6' k" cosf+ iy cos@)h

1
+(K ysin@—k" cos@+0'K"sin0+7"u)l (4.50)
+(—&"ucos@—7")d

elde edilir. Buradan,

*

K"'sin@+0'c" cosf+ k" ycosd =cosé 3211
k" cosO+ 0K sinf+i" ysin@+7" u=sin@ dzl : (4.51)

1

7' +Kk ucosf=0

sistemine ulasilir. (4.45) esitliginden ' =—y oldugundan bu sistem asagidaki
sisteme indirgenir.
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E

ds;
ds,

i sin@ =cosé

—k" c0sO+ 7" pu=sin 9?% (4.52)
Sl
7' +K ucosd=0

Teorem4.2.4. (p,¢") yiizey ikilisi M -tipli ofset cifti ise;

x'B-k"B' +k'B*=0 (4.53)
denklemi saglanir. Burada B = xcosé dir.

Ispat: (4.52) Sisteminin birinci denklemi sin@ ile ikinci denklemi de —cosé ile

carpilip, toplanirsa bu sistem

' — 7" 1ucosf=0
{K v # (4.54)

7'+ ucos =0,

—x!

sistemine indirgenir. Birinci denklemden 7" = olup, bu ifadenin s; yaymna

1Ccosé

gore tiirevi alinirsa

, K" pcosd—x" (,ucose)'

7 4.55
1? cos? @ (4.59)
elde edilir. Bu deger ikinci denklemde yerine yazilirsa;
. " ucos@—i* (ucosd) .
7 +K ucosf=0= a > 2(/1 ) +K 41056 =0
L Cos” 6
K" 1cos0— <" (pcosd) +&" 1 cos’ 0 =0

k"'B-k"B'+k'B*=0 (B=pucosd) (4.56)

bulunur.

Teorem 4.25. (p,¢") yizeyleri M -tipli ofsetler ve ¢ agilabilir olsun. Bu

takdirde ¢" acilabilirse asagidaki esitlikler saglanir:
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K sing@ > =0,
ds
Feos0® 74 r% (4.57)
ds ds
_,ds" _ dR
—y =K+—.
ds ds

Ispat: ¢ acilabilir olsun. Mé* -tipli ofset tanimindan,
¢*(s) =¢(s)+R(s)d(s)

yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa ve ¢ ylizeyinin agilabilir oldugu,

yani, 3—(: =( esitliginin saglandigi dikkate alinirsa,
S

ac :@+d—RJ+Rﬂ
ds ds ds ds
drR - ds, -
=0+—d-u—2R/
q ds 'uds
ds, -

. - dr -
=—yl+kd+—d-uR—=2/(
Ay ds & ds

elde edilir. Buradan

dc* ds” ds \- dR ) -
=—|7+uR—2|(+| k+—|d 4.58
ds® ds (y H dsj (K de (4.38)

%

bulunur. Simdi ¢" acilabilir kabul edilsin. Bu durumda jg =(" olacagindan

*

® g :—(7+yR£jz+(E+d—R]a (4.59)
ds ds ds

olup, (3.3) esitliginden §* =—7"(" + &°d" almirsa

ds” - < ds, \- dR ) -
-7 +id ) =—| ¥+ uR—= [ (+]| K +— |d
ds( 4 " ) (7/ " dsj (K dsj

elde edilir. (4.33) den d =" ve d* =sin6h—cos@7 olup, bunlar son esitlikte yerine
yazilirsa

as (-7"d +&"sin6h —i" cosO() = —(;7+ uR Ej?+(f+d—RjJ (4.60)
ds ds ds

bulunur. Buradan

ds”
ds

K'sin@ =0
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K cosf—=y+uR—
S ds

_,ds" _ dR

ds ds

elde edilir.

Sonug 4.2.1. (go, (p*) regle yiizey ikilisi Mdf* -tipli acilabilir ofset ¢ifti olsunlar. Bu

durumda (4.57) sisteminin birinci denkleminden

*

E*sine%zozw?*zo veya sind=0

olur. Buna gore, asagidakiler elde edilir:
i) k=0 ise, ¢ birsilindirdir.

ii) sin@=0 ise, #=0 dir. Yani ¢atilar ortaktir.

4.3. Regle Yiizeylerin Mrf* -Tipli Ofsetleri

=1 iki regle

q*

P(s,v) =C(s)+va(s), [d]=1 ve ¢'(s,v)=c(s)+vq'(s),
yiizey olsun. Bunlarin alternatif ¢atilar1 da sirasiyla {ﬁ,?,a } ve {ﬁ*,?*,d *} olsun.

Eger ¢ ve ¢’ bogaz ¢izgilerinin karsilikli noktalarinda h = olacak sekilde bire-bir

bir esleme varsa bu yiizeylere M,f* -tipli ofsetler denir. Bu tanima gore Mrf* -tipli

ofsetlerin alternatif ¢atilar1 arasindaki bagintinin matris formu;

") (0 cos@ sing)(h
=1 0 0 || ¢ (4.61)
d: 0 sin@ -cosd )| d
seklindedir. Acik olarak vermek gerekirse catilar arasindaki iligkiler
h* =cos@ (+sindd
" =h (4.62)
d*=sin@(—cosod

veya
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h=7¢"
(=cos@h” +singd" (4.63)
d =sindh*—cosod"

esitlikleriyle verilebilir. Simdi Mh‘* -tipli ofsetleri karakterize eden teoremleri

verelim.

Teorem 4.3.1. ((p, (p*) yiizeyleri Mrf* -tipli ofset ¢ifti olsunlar. Bu takdirde

*

£ — _tano (4.64)

*

/4

esitligi saglanir.
Ispat: (4.62) denklemlerinden h=7¢ oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin s yay
parametresine gore tlirevi alinir ve (3.8) tiirev formiilleri kullanilirsa
dh _d?° ds;
ds, ds; ds,

ds;
ds,

yl=(y"h"+u'd")

7(cos@h” +sin@d*) = (—y"h* +y*d*)3i
s

1

[7cose+y* Os, Jﬁ* +{ysin 0—u' ds, j&* =0
ds, ds,

ycosé+y’ ds, =0
ds

" (4.65)
1

ysin@— ds =0
ds,

bulunur. Bu esitliklerden;

%

7e0sO _ySING _ K _ _tang (4.66)
Wy

bulunur.

Sonu¢ 4.3.1. (gp,gp") ikilisi M/ -tipli ofset cifti olsun. Bu takdirde ¢, h-slant

regle ylizeydir < 6 agisi sabittir.
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Teorem 4.3.2. (¢,¢") regle yiizey ikilisi M, -tipli ofset cifti olsun. Bu takdirde,

egrilikler ve 6 agis1 arasindaki bagintilar asagidaki

ds,
ds;

uo=ysing

do

F

gibidir:

i)

(4.67)

Ispat: (4.62) den d* =sin@(—cosdd esitliginde her iki tarafin s parametresine

gore tiirevini alirsak;

d . 9 _ 050997 +5in0 9L +sin
ds; ds, ds, ds,
ds,
—/,l*ﬁ dSl

Sy Sy

*

St

d
a

elde edilir. Buradan,

ds,
ds;

uo=ysing—=,
Sl

ygne+gn999
ds,

bulunur. (4.68) sisteminin 2. ve 3. denklemlerinden

cose[dg
ds

1
sin Q[d—9+,u
ds,

sistemi elde edilir. Buradan j—0=—y
Sl

formuna indirgenir.

3 —ysin@)ﬁ+[coseg—:+ycosejf+(,usin0+sin6? —

cos@j—e+ycosaz

ed—ea — oS Hﬂ
ds, S,

_c0s03% 3 sin O(—yh + ud) +sin Hd—05I+ycos€ i
ds, ds

1

:cosed—ef—ysine h+ usin@ d +sin 03—96+yc050 l

Sy

dejdzo
d

S

0, (4.68)

0,

J-o
J-o

bulunur. Boylece (4.68) sistemi (4.67)

(4.69)

Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.3.2 den asagidaki sonugclari elde ederiz.
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Sonug 4.3.2. ¢, h-slant regle yiizeydir < 6 agis1 sabittir < 4 sabittir < «
sabittir < ¢, Q-slanttir.

£

Ispat: ¢", h-slant olsun. Bu durumda ﬂ—*=—tan9:sabit ve Teorem 4.3.2 den
/4

=0 yani x=sabit bulunur. Béylece ¢ yiizeyi q - slanttir.
Tersine ¢, g-slant yiizey ise x =sabit olup, z=0 ve (4.67) den 6 = sabit

olur. Boylece Teorem 4.3.1 den ¢°, h -slant regle yiizeydir.

Teorem 4.3.3. ((p, (p*) yiizeyleri Mh[* -tipli ofset ¢ifti olsunlar. Bu takdirde tiirevler

S, yayma gore alinmak iizere asagidaki esitlikler saglanir:

?%cos@ =—y7 +(k"sin@) +ic" cosO u,
Sl

Zisinéuz?* sin@ u—(ic* cos ), (4.70)
Sl

7" —y&*sin@ u—(k* cosd)'.

Ispat: (3.3) denkleminden
G =77 + 2d
olup, d* =sin@/—cosdd esitligi yukarida yerine yazilirsa
q =—7"("+ic"(sin@{—cosdd)
G =—7"h+i sin@!—&" cosod (4.71)

bulunur. Buradan her iki tarafin S yayma gore tiirevi alinirsa;

(zqu* ds _ 7=y 7 0+ (K" sin) {+ & sin@(—yh + ud)
s ds,

— (k" cos®) d + i ucos6 [

3—31(c056?27+sin 0d) = (7" —y " sin 0)ﬁ+(—y;7* +(K°sin6) +ic" ucosd )Z
s

1
+(E*ysin 0 (< cos@)'ja (4.72)

elde edilir. Buradan;
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S* — —— ! —x
Lcosf =—yy" +(&"sin@) +i"ucoso
ds,

95 Ging = K" usin 0 (ic” cos&)'
ds,

7" —yic*sind=0

sistemi bulunur.

Sonu¢ 4.3.3. ((p,(o*) ikilisi, M,f* -tipli ofset ¢ifti olsun. Bu takdirde yay
parametreleri arasinda
S/ :—Iy7* cos@ds
bagintis1 vardir.
Ispat: (4.70) sisteminin birinci denklemi cos@, ikinci denklemi siné ile carpilip,

toplanirsa;

ds;

o —y 7 cos0+ (K sin6) cos@+ k" 11cos? O+ ic* usin? @— (i cos @)’ sin &
Sl

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

dy =—yy COSO+k u+0'ic’
ds,
ds; s —x
™ =—yy cosO+k (0'+ ) (4.73)
1

elde edilir. Teorem 4.3.2 den &'+ 1 =0 oldugundan

ds _ —y 7" cosé
ds,
yazilabilir. Buradan,
S = —I yy cos@ds, (4.74)

elde edilir.

Teorem 4.3.4. (qp,¢*) yiizeyleri Mé* -tipli ofsetler ve ¢ agilabilir olsun. Bu

takdirde, ¢" acgilabilirse agagidaki denklem sistemi saglanir:
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dR _,. ds”

EEq:_y ds
7Ry I sing S (4.75)
ds ds
Ez—f*ameds
ds

Ispat: M rf -tipli ofset tanimindan

¢*(s) =c(s)+ R(s)h(s)
olup, bu esitligin s

((j—C =( oldugu dikkate alinirsa
S

parametresine gore tlirev alinirsa ve ¢ nin agilabilirligi, yani

dc® dc dR- _dhds
+—h+
ds ds ds ds, ds

olur. Bu esitlikten

dc* ds =R’ﬁ+(—;7+ Rydslj?ﬂ?(i (4.76)
ds® ds ds

%

elde edilir. Simdi ¢ acilabilir olsun. Bu durumda

e =(" olacagindan (4.76)

esitliginden

ds”

bulunur. (4.62) den 7=h" ve d" =sin@/—cosfd olup, bunlar son esitlikte yerine
yazilirsa

ds”

y (ﬁfﬁ+kﬁ§n92—fﬂm596%:Wﬁ+(—7+Ry%%j2+Ea
S S

elde edilir. Bu esitlikten de
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dR _, ds”

s s
ds . ds”
-7 +Ry—=2=k"sind—
4 yds ds
z?:—E*cosé?di
ds

sistemi elde edilir.

Sonug 4.3.4. (4.75) sisteminin birinci denkleminden uzaklik fonksiyonu,

R=—[7"ds’ 4.77)

ile tanimlidir.

4.4. Regle Yiizeylerin M(T* -Tipli Ofsetleri

g°|=1 iki yiizey

@(s,v) =c(s)+va(s), a|=1 ve @' (s,v)=c"(s)+vq'(s),
olsun. Bunlarin alternatif ¢atilar1 da sirasiyla {ﬁ,?,a} ve (ﬁ*,Z*,J*) olsun. ¢ ve ¢’

bogaz cizgilerinin karsilikli noktalarinda d=h" olacak sekilde bire-bir bir esleme
varsa bu yiizeylere M -tipli ofsetler denir.

Bu tanima gore MQ* -tipli ofsetlerin alternatif catilar1 arasindaki bagintinin
matris formu
h’ 0 0 1
(" |=| cos@ sing O
d* -sin@ cosé O

(4.78)

o, I Iy

seklindedir. Acik olarak (4.78) ifadesinden

=4,

*=cos@h+sing 7, (4.79)
d*=-sin@h+cosd 7,

!

~ IO

=cosd (" —singd",
sin@ (" +cos@d", (4.80)
h*,

o, ! I
Il

esitlikleri yazilabilir. Simdi MQ* -tipli ofsetleri karakterize eden teoremleri verelim.
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Teorem 4.4.1. (¢, ") regle yiizey ¢ifti M Q -tipli ofset ¢ifti olsun. Bu takdirde

yy" = =0 dir.
Ispat: Mg‘* -tipli ofset tanimindan d=h" oldugundan her iki tarafin S, yayimna gore

tirevini alirsak,

dd _dh* ds;
ds, ds; ds

R S (4.81)
Sl

Buradan h=d*, 7=-7",d=h" olur. h=d" esitliginde her iki tarafin S, yaymna

gore tiirevini alirsak

dh _dd” ds;
ds, ds; ds

— 4.82
& (4.82)

yl=—u

elde edilir. Buradan ¢=—(" oldugundan (4.81) ve (4.82) den
ds,
ds,

y=H
(4.83)
H=)
sistemi elde edilir. Bu sistemden de

d, 7 __nu
dsl ﬂ* 7/*

bulunur.

Sonu¢ 4.4.1. (p,¢") ylzeyleri M g‘ -tipli ofsetler olsunlar. Bu takdirde catilar

arasindaki bagint,, h=d*, ¢=—¢*, d =h" seklinde olup, 8 = —% dir.

Teorem 4.4.2. (p,¢") yiizeyleri MY -tipli ofsetler ve ¢ agilabilir olsun. Bu

takdirde, ¢ acilabilirse asagidaki denklem sistemi saglanir:

35



_,ds" _ ds,
- =7 +Ru—,
4 ds yorA ds
9 (4.84)
ds
Kk+R'=0.

Ispat: M (;‘ ofset tanimindan bogaz ¢izgileri arasindaki baginti
¢* =c¢(s)+R(s)d(s)

seklinde yazilabilir. Her iki tarafin s parametresine gore tiirevi alinir ve ¢ nin

acilabilir oldugu yani Z—C =( oldugu disiiniiliirse
S

dc :d—C+R'J+Rﬁ£
ds ds ds, ds

=G+Rd- Rud—slz
ds
olur. g=—7(+xd oldugundan

dc’ ds*
ds® ds

—[7+ Ryi—ssljh(m R")d (4.85)

bulunur. Simdi ¢" agilabilir olsun. Bu durumda (;(S:* =q" olup, (4.85) den

ds g = —(;7+ Ry£j3+(f+ R"Yd
S ds

dSS (-7 0 +&°d") = —(7+ Ryi—?)?+(z€+ R')d

olur. =—¢*, h=d" oldugundan

ds (7' l+&kh)= —[77+ Ry£j2+(z?+ R"d
ds ds

olup buradan,

ds” ds
_y* =7+R 1
4 ds 4 ﬂds
=% g
ds
Kk+R' =0

elde edilir.
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Sonug¢ 4.4.2. (4.84) sisteminin tiglincii denkleminden, uzaklik fonksiyonu
R=- J' icds

esitligiyle tanimlidir.

Sonu¢ 4.4.3. Uzakligin sabit olmasi i¢in gerek yeter sart x egriliginin sifir

olmasidir.

45. Regle Yiizeylerin Bertrand Ofsetlerinin Alternatif Catiya Gore
Karakterizasyonu

=1 iki regle

G(s,v) =C(8)+va(s), [[d|=1 ve @'(s,v)=c"(s)+va'(s), |a°

ylizey ve bu yiizeylerin alternatif yeni catilar1 da sirasiyla {ﬁ,z,a } ve {ﬁ*,z*,d’ }

olsun. ¢ ve ¢’ bogaz ¢izgilerinin karsilikli noktalarinda h=h" olacak sekilde bire-
bir bir esleme varsa bu yiizeyler Bertrand ofseti olarak adlandirilir [12]. Bertrand
ofsetleri Ozellikle bilgisayar destekli tasarim ¢alismalarinda 6nemli bir yere sahiptir
[17].

Bertrand ofsetlerinin alternatif ¢atilar1 arasindaki bagmtilarin matris formu

™) (1 o 0 \(h
" |=| 0 cos® sin@ || ¢ (4.86)
d: 0 —sin@ cosé)| d
seklinde olup, bu ifadeden asagidaki esitlikler yazilabilir,
h*=h
" =cos@ (+sindd (4.87)
d*=—sin@+cos@d
h=h"
{=cos(*—sin&d" (4.88)
d =sin@ (" +cosfd”

Simdi Bertrand ofsetlerini karakterize eden teoremleri verelim.

Teorem 4.5.1. Bertrand ofsetlerinin alternatif c¢atilar1 ¢akisir ve egrilikler arasinda

ntl — " =0 bagintist vardir.
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Ispat: (4.88) denklemlerinden h=h" esitliginde her iki tarafin S, yayina gore tiirevi

alinirsa
dh _dh" ds;
ds, ds/ ds, (4.89)
~ -, ds’
(=y "1
7=l

esitliginden (=" elde edilir. Boylece, d =hx{=h"x("=d" olacagindan catilar

aynidir. Buna gore d=d" esitliginde her iki tarafin S, yayina gore tlirevi alinirsa

ds, ds ds, ds, ds,

*

elde edilir. (4.89) ve (4.90) dan 7 = " 3% ;= 9
ds, ds,

bulunur. Buda yu" —uy* =0
esitligini verir.

Teorem 4.5.2. ((p, (0*) yiizeyleri Bertrand ofsetler ve ¢ agilabilir olsun. Bu takdirde,

¢" acilabilirse asagidaki denklem sistemi saglanir:

7 &R

ds‘fs ds (4.91)
i =K.

ds

Ispat: ((p, (p*) Bertrand ofseti olduklarindan R sabittir [12]. ¢ agcilabilir olsun. Bu

durumda Bertrand ofset tanimindan
¢’ =C+Rh
olup s parametresine gore tiirev almir ve G =—7 (+id oldugu kullanilirsa

dc’ ds’ _dc dhds,

- =— +R—
ds* ds ds ds, ds

dslz

=(+Ry—
q 7ds

:(—77Z’+EJ)+R;/d—Slf
ds

dc* ds*
ds® ds

=(—7+ Ry%jzﬂza (4.92)
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bulunur. Simdi ¢ yiizeyinin agilabilir oldugunu diisiinelim. Bu durumda

dC* _ - — _7*2* +E*a*
ds

olacagindan (4.92) den
d

® ried) =(—7+ Ryd_2j2+,za

ds
buradan ¢ =(* ve d =d" oldugundan (4.93) esitliginden

_.ds" ds,

elde edilir.
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