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OZET
Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci b6limde, egriler hakkinda genel bilgi verilmis ve Smarandache egrilerinin
tarih¢esine yer verilmistir.

Ikinci boliimde, egriler teorisinin temel tanimlar1 ve teoremleri verilmistir.

Uglincti bélimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda 6zel TN-NB-TNB Smarandache
egrileri igin Frenet-Serret ¢atis1 ve egrilikleri incelenmis ve ornekler verilmistir.

Dordinct bolimde, 4-boyutlu Oklid uzayinda Smarandache egrileri hakkinda
genel bilgi verilmistir. tb, Smarandache egrisi i¢in Frenet-Serret catisi ve TM,

Smarandache egrisi i¢in Bishop c¢atis1 elde edilmistir. Smarandache egrilerinin
birinci, ikinci ve ligiincii egrilikleri hesaplanmustir.

Anahtar Kelimeler: Frenet-Serret ¢atis1, Bishop ¢atisi, Egrilik, Smarandache egrisi.
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1.BOLUM

GIRIS

Egriler hayatimizin her alaninda kullandigimiz, yasamimizi kolaylastiran bir¢ok
arag gerecte islem goren geometrinin baslica alanidir. Cesitli dallar da egrileri kendi
alanlarinda kullanmaktadirlar. Bu sebeple birgok egri tiirleri ve dolayisiyla kullanim
alanlar1 ortaya ¢ikmustir. Egrilerin diferansiyel geometrisinde en ¢ok ilgi goren
alanlarindan biri olan 6zel egriler bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmis ve bu

konuda ¢esitli ¢alismalar yapilmistir [l] .

IR? uzayindaki egriler teorisinin birgok énemli sonuglar1 G. Monge tarafindan
ortaya ¢ikarilmistir ve G. Darboux hareketli ¢at1 fikrine Onciiliik etmistir. Daha sonra,
F. Frenet-Serret kendi hareketli catis1 ile mekanik, kinematikte ve 0&zellikle
diferansiyel geometride 6nemli rol oynayan kendi 6zel denklemlerini elde etmistir

[2].

Mevcut bilgilerin 15181nda, Frenet-Serret c¢ati  vektorleriyle 06zel egriler
g:ahs1lm1$t1r[3]. Son zamanlarda ¢alisilan yeni 6zel egrilerden biri de Smarandache

egrileridir. Ornegin, yazarlar Smarandache egrilerini genisletmis ve calismislardir
[4,5].

Diger yandan paralel vektor alanlarina bagli olarak egrilerin alternatif veya
paralel Gteleme gatis1 olarak adlandirilan Bishop ¢atisi, 1975 yilinda L. R. Bishop

tarafindan tamimlanmustir[6]. Boylece geometriciler bu ¢ati sayesinde Frenet-Serret
catisinin tanimlanamadigr durumlar i¢in (6zellikle egrinin ikinci tlirevinin sifir
oldugu durumlarda) alternatif bir ¢ati olarak Bishop c¢atisim1 kullanmaya
baslamiglardir [7] .

Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzaymdaki 6zel TN, NB, TNB- Smarandache
egrilerini Frenet-Serret ¢atisina gére Ahmad T. Ali ‘nin makalesinde ve 4-boyutlu
Oklid uzayindaki 6zel tb, Smarandache egrisini Frenet-Serret catisina gore, TM,
Smarandache egrisini ise Bishop catisina gore Mervat Elzawy’in makalesinde ele

alip yorum yapacagiz [8, 9] :



2.BOLUM
2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, egriler ile ilgili gerekli tanim ve teoremler verilecektir. Burada

verilen tanim ve teoremler i¢in [10] numarali1 referansa bakilabilir.

EGRILER iCiN TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanmmm 2.1 (Egri): |,R ’nin bir a¢ik araligi olmak lizere «:1 — IR" biciminde

diizgiin bir « doniisiimiine, IR" uzay1 i¢inde bir egri denir.

Tamm 2.2 (Hiz vektorii): a:1 - IR", a=a(t)=(a(t),a,(t),... e, (t)) bir egri
olsun. o (t):(al' (t),a, (1),...a, (t)) vektoriine « egrisinin « (t)noktasindaki hiz

vektord denir.

Tamm 2.3 (Regiiler egri): a:1 — IR" egrisi verilsin. Her tel igin o (t)#0 ise
o egrisine reguler (duizgln) egri denir.

Tamm 2.4 (Oklid i¢c carpimi): <,>: IR"xIR" > IR, V X=(X1,X2,...,Xn) ve
Y=Y, Yo0- ¥y ) iiN (X, y) =D xy; seklinde tanimlanan fonksiyona IR" vektor

i=1

uzay1 iizerinde Oklid i¢ ¢arpimi denir.

Tamm 2.5 (Norm) : Bir x=(x,X,,....x,) Vektoriniin normu , [x|=/(x,x) olarak

tanimlanir.

Tamm 2.6 (Birim hizh egri): a:1 —IR", o =«(t) olmak tizere

e ()] = (e (1), (1)) =1
Ise « egrisine birim hizli egri denir.

Tanim 2.7 (Teget vektorii): «:1 — IR® birim hizli bir egri olsun.
T(s)=a(s)

esitligiyle belirli T (s)vektorine, o egrisinin ¢(s) noktasindaki teget vektorii denir.



Tamm 2.8 (Ortogonal kiime): u,v e IR® iki vektdr olmak iizere, (u,v)=0 ise u ve
v vektorlerine ortogonal (dik) vektorler denir. Her vektori sifirdan farkli olan bir

kiimenin vektorleri ikiser ikiser ortogonal ise bu kiimeye ortogonal kiime denir.

Tamm 2.9 (Ortonormal kiime): Her vektorii birim uzunluga sahip olan yani normu
1 olan bir ortogonal kiimeye ortonormal kiime denir.

Tamm 2.10 (Vektorel carpim): a=(a,,a,,a,) ve b=(b,b,,b,) €IR® olmak tizere

iki vektor olsun. Bu iki vektoriin vektorel ¢arpimi,

i ]k
axb=la, a, a,
b b, b

ile verilir.

Tammm 2.11 (Egrilik fonksiyonu): «:1 — IR® birim hizli bir egri olsun.
k:1—>IR,

w(s)=[T )| =] (5)]
ile tanimlanan fonksiyona, « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. K(S) sayisina da
egrinin o (S) noktasindaki egriligi denir.

Tamm 2.12 (Asli normal): «:1 — IR? birim hizl bir egri olsun.

esitligiyle tanimli N (S) vektorine, o egrisinin a(S) noktasindaki birinci dik vektori
veya asli normali denir.

Tamm 2.13 (Binormal): «:1 — IR® birim hizli bir egri olsun.
B(s)=T(s)xN(s)

esitligiyle tanimli B(S)vekt('jr[]ne, « egrisinin a(S) noktasindaki ikinci dik vektori
veya binormali denir.

Tamm 2.14 (Frenet-Serret catis)): o :l — IR’ egrisinin «(S) noktasindaki
T(s),N(s),B(s)  vektorlerine  Frenet-Serret  vektdr  alanlari  denir.

{T(s),N(s).B(s)} ortonormal kiimesine « egrisinin a(s) noktasmdaki Frenet-

Serret catisi denir.



Tamm 2.15 (Burulma fonksiyonu): « : 1 — IR? birim hizli bir egri olsun.

Frenet-Serret vektor alanlar1 T, N, B olmak Gzere 7:1 > IR

ile tammlanan fonksiyona ¢ egrisinin burulma fonksiyonu denir. z(s) sayisina da

egrinin & (s)noktasindaki burulmasi denir.
Tamm 2.16 (Helis egrisi): a =a(s), IR’ uzaymnda regiiler bir egri olsun.
Eger a(s) egrisinin teget vektor alani, sabit bir U vektor alaniyla sabit aci

olusturuyorsa bu egriye helis egrisi denir.

Tamm 2.17 (Darboux ani donme vektori): Frenet-Serret 3-ayaklisi egri boyunca
ilerlerken ayni zamanda donme hareketi yapar. Bu donme hareketi Darboux ani
dénme vektorii denen bir vektor etrafinda olur. Darboux ani donme vektori

wo=1l +xB
olarak verilir.

Teorem 2.18: «:1 — IR® birim hizli olmayan bir egri olsun. ¢ egrisinin Frenet-
Serret vektor alanlar1 T, N, B olmak Uzere,
i B axa

T = ' H = ' " i)
o] o e

N=BxT

dir. Egrilik ve burulma fonksiyonlar1 « ve 7 olsun. Bu takdirde,

dir.



Teorem 2.19 (Frenet-Serret Tirev Formilleri): a:1 — IR® birim hizli bir egri

olsun. & egrisinin Frenet-Serret vektor alanlar1 T, N, B ise,

T =xN
N =—«T +7B
B =—zN
dir. Matris formu ise
T 0 « O||T
N [=|-« 0 <z¢||N
B 0 —-r 0|l B

dir. Bu formillere Frenet-Serret tirev formulleri denir.

(221)



3.BOLUM

3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA OZEL SMARANDACHE EGRILERI

Bu boliim, [8] Ahmad T.Ali’nin makalesinin bir incelenmis halidir. Ornekler ise

[ll] S.Senyurt-S.Sivas’in makalesinden alinarak incelenmistir.

Tamim 3.1: Konum vektori, herhangi bir a egrisinin Frenet-Serret catisi tarafindan
olusturulan ve bu vektor tarafindan ¢izilen regiiler egriye Smarandache egri denir

[11].
Tanm 3.2: a:1 > IR® a:a(s) birim hizli bir regiiler egrisinin Frenet-Serret
gatist {T, N, B} olsun.

Oy (S) = (T + N) egrisine TN-Smarandache egrisi,

N

ayg (8)=—=(N +B) egrisine NB-Smarandache egrisi,

- &

oty (8) =—=(T + N+ B) egrisine TNB-Smarandache egrisi denir [11].

V3
Tamm 3.3 (TN-Smarandache egrisi):

a IR> IR «a =a(S) bir birim hizli bir regiiler egri ve {T, N, B}bu egrinin
hareketli Frenet-Serret ¢atisi olsun.

oy TN -Smarandache egrisini & ile gosterelim.

o= a(s) egrisine gore & Smarandache TN-egrisinin Frenet-Serret elemanlarini
inceleyelim.

& TN Smarandache egrisinin yay uzunlugu parametresini s, ile gosterelim.
£=£(5)="=(T+N)
2

ey o968 Ly
£ —f(sg)-dsi ™ —ﬁ(T (s)+N(s))

olur.



(2.2.1) ifadesinden,

1
&= (K(SIN(s)=~(s)T(s)+2(5)B(s)).

3 :%(—KT +xN+7B).

Ayrica,
di_ 2% + 72
ds 2
dir. Buradan,
1
: —(—xT +xN +7B
Tézfl(s):«/f( *B)
FOl L Cywen

dir. Boylece & egrisinin teget vektorii

;= L

£ W(—KT +xN ‘|‘TB)

bulunur. Simdi,

—xT+xN+7B
T, =
\/2K2 +7°

ifadesinin tekrar tiirevini alalim.

_I_- _ dTé dsér _E—KT +xN +TB]I dS§

Tods ds | o +r? ds

dir. Buradan,

T, (-«T +&N +TB)I\/2K‘2+Z’2—(\/2K2+Z'2)(—KT +xN+7B)
T = _
*ds

f ==

bulunur.



Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(—Kz (21{2 +2'2)—K'12 +K‘TZ")T — K (2K2 +3z'2)—r(r3 -2K +Kz") N

T =

+K‘|:(T(2K‘2+‘L'2)—T(TK‘I—K‘TI)):|B
’ (2K2+2'2)%
elde edilir.
Boylece,
. ds; ST +uN+7B
ds (2K2+2_2)%

4

elde edilir. Burada,

5:—[;8(27(2 +12)+r(ﬂc' —Kr')},
y:—[/{z (21(2 +3T2)+T(r3—21c' +KT')],

ZK‘[T(ZK‘Z +r2)—r(rx' —K‘Z")].

dir. Burada,

N

Te=— Y% (5T +uN+7B
(2K2+2'2)2( )

bulunur.

Egrilik tanimindan & egrisinin &, egriligi su sekilde bulunur.

=[]

28+ i

- (21('2 +7° )2

Simdi asli normal vektorii bulalim.
;/§ ; 2(é‘T+,uN +nB)
(ZK tT ) _ (6T +uN +7B)
\/E\/§2+ﬂ2+772 \/52+,u2+772
(2K2+T2)2

.I.'
__ 5 _
N,=r=5=
[



bulunur. Son olarak binormal vektora bulalim.

1T N B
B.=T.xN.=—1|-«x «x 7|,
e = e £ me

o M n

M=2K" +7° 0 =& + 1 + 1

oldugundan,

B. :é (xcn — pt)T +(5t+nic)N —(pic + 5k) B]

elde edilir.

¢ egrisinin burulmasini hesaplamak i¢in £ egrisinin birinci tiirevinden yararlanarak
ikinci ve ticlincii tiirevini sirastyla bulalim.

—«T +xN +7B),

1
§=ﬁ(

£ =—=(-xT—«T +xN+xN' +7B+7B),

i

£ = (—(K'+K2)T+(K'—K2—72)N+<Kz‘+r')B)

Sy

ve

—(K'“ +2K7(")T +(/<' +K2)TI +(K'" — 2Kk —21’7‘) N

ana
Il
Sl

+(K"—K'2—TZ)NI+(K'IZ'+K'TI+T")B+(K'T+Z'I)BI

(—K" — 2Kk — KK + K>+ k7P )T

£ = 1 +(—K'K— K+ Kk —2kk — 21T —KT° —r'r) N |,

N

+(K"T—K2T—2'3 +KTHKT +r“) B



oo 1 (K3+K(12—3K')—K")T+((—K3—K(72+3K')—37'1+K")N)

N

+(—K‘22' 42t + KT + r") B

olur. Buradan,
w=xK +K(T2 —3K')—K",
Q= K3 —K‘(Z’Z +3K')—3r'r+lc",
0=—KT-T+21K +KT +7,

denilirse,

« ol +¢N+0oB

R

elde edilir. Boylece & egrisinin 7, burulmasmi

_(gxg.g) det(¢.£08)
&&=

Te

formiilinden bulalim.

T N B

—K K T

ExE =t
ﬁﬁ—(K2+K') (K'—Kz—z'z) (Kz'+r')
:%1[K(KT+TI)—T(K‘—KZ—TZ)}T+[—T(K2+K‘)+K(KT+TI)}N-I-[—K(K‘—K2—72)+T(K2+Kl)}8}

1 C , , , ,
=§{(K2T+KT —KT+K2T+Z'3)T +(—K'22'—Z'K + KT+ KT )N +(—K‘K +x vk vt i )B}

2 2

”fxf”z =%{(2K2‘r+m" —K"r+r3) +(Kz" —‘n(') +(—K(K' . —72)+r(1{2 +K'))2},

10



1
<§ xE & >:$a)(2x T+KT —KT+T )-l-mqﬁ(

dir. Boylece bu degerler yerine yazilirsa,

KT —TK ) +

o
2’

_ﬁ[(Kz+Tz_K‘)(KG+z-w)+,((m+r')(¢—a))+(/c2+K')(K0'—r¢)]

Tf . .72 . N2 2
[T(2K2+72)+K‘[ —KZ'j| +(KT—KT) +(2K3+KT2)

bulunur.

Tanim 3.3 (NB-Smarandache egrisi):

a: IR—IR®, « =a(s) bir birim hizli bir regiiler egri ve {T, N, B}bu egrinin
hareketli Frenet-Serret ¢atisi olsun.

oy NB-Smarandache egrisini ¢ ile gosterelim.

a = a(s)egrisine gore ¢ Smarandache NB-egrisinin Frenet-Serret elemanlarini
inceleyelim.

¢ NB Smarandache egrisinin yay uzunlugu parametresini s, ile gosterelim.

{=¢(s,)= \/_(N +B)

. , 1 . .
£=¢ (sg)—d—gd—“ﬁ(N (5)+B'(s))

olur.
(2.2.1) ifadesinden,
¢ =—=(x(s)T(s)-7(s)N(s)+7(s)B(s))

(—K‘T —7N +TB).

S

&=

S

11

KK +K +KTE + 1K +n<')



Ayrica,

ds, [x2120°

ds 2

dir. Buradan ¢ egrisinin teget vektori

é’(s) 3 (—K‘T —-7N +Z'B)

T =
B 0 B AT

bulunur. Simdi ¢ egrisinin teget vektoriinilin tekrar tiirevini alalim.

. J2(5T +6,N +6,B)

© (K‘Z +27° )2

bulunur. Burada,

5, =27° (—K' +TK‘)+KT(K2 +2T').
0, = K‘(—K‘3 —z"lc+z'1<')—rz (3/(2 +22’2),

J, :Kz(r'—rz)—r(213+m€).

Egrilik tanimindan ¢ egrisinin «, egriligi su sekilde bulunur.

257457+

Ke = 2
(K‘2 + 212)

¢

Simdi asli normal vektorii bulalim.

T, ST+5,N+6,B

N, = -
Sl JsEesiess

bulunur.

Son olarak binormal vektori bulalim.

—(8,+6,)T +(26, + &6, )N +(—«65, +76,) B
\/(Kz + 21'2)(512 +O7 + 532)

B, =T, xN, =

bulunur.

12



¢ egrisinin burulmasini hesaplamak ic¢in ¢ egrisinin birinci tiirevinden yararlanarak
ikinci ve ticlincii tiirevini sirastyla bulalim.

§ =

{—K‘ +z'1c K‘ +7 +T)N+(r'—r2)B}

w

(—K’ +K‘ 2r +x2 (K"+Kr))T

(K' 3K+TK +r 3r'+r2)—r")N

SI

( K2+ +3r )B
olur. Buradan,

¢ =-K +K(22" +K2)+r(lc' +1cr)
¢, = K(—BK' +n<)+r(—3f' +z'2)—z'"
& :—r(/(z +7° +31')+r

denilirse,

BT +N+4B
B V2

elde edilir. Boylece ¢ egrisinin 7, burulmasim

(=g ¢) det(¢.¢.¢)
loxs | exe|

=

formiliinden bulalim.

T N B

—K -7

S\H

g x :T
—K'+7K —k?—72-N? 7 -72

:%{(—n' +7° + 7K +z'3+rN')T +(—Kr' + k72 +/<'z'—z'21c)N +(K‘3+K‘TZ+K‘N'—K"T—‘L'2K‘) B}

Hé" y §"H2 _ % (—rr' +20° +k? + N )2 + (—Kr' +KkTP KT — 2'2](‘)2

3 2 ' ' 2 \?
+(K' +x7°+xN —x7+7 K')
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<§’ - é’> \/_( (22’2+K‘2)¢1+(—K‘IT+K‘TI)¢2+(K‘(K‘2+2T2+T‘)—TK‘I)¢3)

dir. Boylece bu degerler yerine yazilirsa,

ﬁ{(r(zrz ))¢1 (KT+KZ')¢2 (K(K2+272+T')—27(')¢3}

“ (T(ZZ‘Z+K2))2+( KZ'+K'T)2+( (K +27° +2') 21(')2

bulunur.

Tamim 3.4 (TNB-Smarandache egrisi):

a:IR— IR®, aza(s) bir birim hizli bir regiiler egri ve {T, N, B}bu egrinin
hareketli Frenet-Serret ¢atisi olsun.

oe TNB -Smarandache egrisini y ile gosterelim.

a = a(s) egrisine gore y Smarandache TNB-egrisinin Frenet-Serret elemanlarini
inceleyelim.

w TNB Smarandache egrisinin yay uzunlugu parametresini s, ile gosterelim.

v=y(s,)= ﬁ(T+N+B)

(s,)= di—i(T(s)+N(s)+B(s))
v =y 7

olur.

(2.2.1) ifadesinden,
(x(s)T (s)+(x=7)(s)N(s)+7(s)B(s))

= (—K‘T +(K‘—T)N+TB).

V=7

l//‘z

S

Ayrica,

ds, _ V6K +72 — k1
ds 3
dir.
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Buradan, y egrisinin teget vektorii

w'(s) (—«T+(x—7)N+7B)

WO eeiexe

Tu/

bulunur.

w egrisinin teget vektoriiniin tekrar tlirevi alinirsa

V3 (AT + 4N + 4B)

74 2
4 (K'2 +7° —KT)

bulunur. Burada,

A =xK? (—21(2 —47° +4TK—K27')+KT(K' +27% + 21")—21('1'2
A=K (—2/(2 —47? +2Kr—r')+rz (—272 +2KT+K')+KT(K' —z")
v = ZKZ(K‘T—zTZ +7)+7° (41{2’—212 +K')—Kr(r' +2r)

dir.

Egrilik tanimindan y egrisinin x, egriligi su sekilde bulunur.
O
v (K‘2+ Z—K‘T)Z.

Simdi asli normal vektorii bulalim.

T, AT+4LN+AB
N'/’: T 2 2 2
[T a2+ 47+ 4,

bulunur. Son olarak binormal vektori bulalim.

((k=7) 24 —4,)T +(2A + 1, )N = (4, +(k—7) 4 ) B

B, =T,xN, =

J(2? w2 — 2k ) (27 + 22+ 22)

elde edilir.
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w egrisinin burulmasini hesaplamak i¢in y egrisinin birinci tiirevinden yararlanarak
ikinci ve ticlincii tiirevini sirastyla bulalim.

W :%{(—K' —-K° +m')T —(K'2 +K +r'+z'2) N +(1cz-—z-2 +r')B}
ve
(K'T—K" —-3kK +2KT +K° +K‘2'2)T
s :% +(13—K3—3(K7c' +TT‘)—(—K" +Z'")+K"[(K‘—T)) N

+(z'" k=3 -+ 2tk + KZ") B
olur. Buradan,

O, =kt—K —3KK +2KT +K° +KT°
0, =73—K3—3(K7<' +TZ")—(—K"+Z'")+KT(K'—Z')

0, =1t —x’t-3r7 —1°+ 2tk +KT
denilirse,

« 6T +6,N+6,B
l// — 1 2 3

NG

elde edilir. Boylece y egrisinin 7, burulmasim

vy det(vy )

"o e
formiiliinden bulalim.
T N B
—-K K—T T

= %{(—Krz +x7 =k’ — o )T+ (—xr — 0 + 7+ 7” )N + (57 + 706 + 267 ) B}
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(K'z' —K =3k +2KkT + K+ K1’ ),81
<w' xz//",z//"'> =3 +(2'3 - —3(1(1(' +TT')—(—K" +r“)+m'(1c—r))ﬂ2
+(z'" —k’t =37 —7° + 2tk + KT )ﬂs
Burada
B, =2xr(k—7)+Kr —1K +27°
B, =kt —1K

B, =2k + k1 +2K7° - 2K T—KT
denilir ve bu degerler yerine yazilirsa,

S V3(B0,+ B0, + B6)
' B+ B, + By

bulunur.
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Ornek: [8]

a=a(s)= (isinms ~ L sin 36s, ~ 2 cosi6s+ icos36$, © gin 103)
208 117 208 117 65

birim hizli egrisinin Frenet-Serret ¢ati elemanlarini inceleyelim. TN,NB,TNB-
Smarandache egrilerini bulalim.

Ik once a(s)= (isin 165 — isin 36s, —icosms + icos365, isin 103)
208 117 208 117 65

egrisinin tlirevini alalim.

a(s)=a(s)= (icosws —icos%s, is,in16s —isin 36s, Ecolesj .
208 117 208 117 65

Egrinin teget vektorti,

T, = a,(s) :(2005165—iCOSSGS,gsiMGS—isin363,Ecoslosj
e (s)] \13 13 13 13 13

bulunur.

Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa

a

T = —gsin16s +isin 36s,gcosl6s—ic05363, —Esinlos
13 13 13 13 13

bulunur.
Egrilik tanimindan «(s) egrisinin ., egriligi

x, =|T,||=-24sin10s

seklinde olur.

Diger yandan, N = T oldugundan asli normal vektor

IT.]

N, = Ecos 26s, Esin 26s, )
13 13 13

olur.
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B, =T, xN, ifadesinden de binormal vektor,

B, = —gsin16s—isin 365,icos363+3c03163,gsin103
13 13 13 13 13
seklinde olur.

« egrisinin 2. ve 3. tiirevi sirastyla

a = —isin16s +isin 36s,i00516s —icos36s,—£sin 10s
208 117 208 117 65

a —icosl6s — i Cc0s 36s, —isin 16s + isin 36s, —icoslos
208 117 208 117 65
olmak tizere,

<05' xa am> ~ det(a',a",a"')

- ' a2 . |2
o e o xal]

formilinden,

T N B

a xa = icosle—icos%s isians—isinBGS Ecoles,
208 117 208 117 65

—isin16s+isin36s icosle—icos%s —isinlos
208 117 208 117 65

Buradan,

<C¥><0(,0{>

= 24c0s10s

TO!

- . |2
o xar|

seklinde bulunur.
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Simdi sirastyla TN,NB, TNB-Smarandache egrilerini bulalim.

o (s)= LZ(T +N) Smarandache egrisi
g005163 —icos 36s +Ecos 26s,
13 13 13
:i gsinl6s—isin 365+Esin 26s,
V2|13 13
gcoles—i
13 13
bulunur.
1 - ..
oy (8)= —2( N +B) Smarandache egrisi
EcosZGs—gsin16s—isin 36s,
13 13 13
= i Esin 26s +icos 36s +gcosl6s,
J2|13 13 13
—£+Esin103
13 13
bulunur.
1 ..
o (8) = —3(T +N +B) Smarandache egrisi
2c03163—ic05363+2cos 263—gsin163—isin 36s,
13 13 13 13
1

= E %sians —%sin 365+%sin 26s +%c05365 +300516s,

Ecoles —i +gsinlos
13 13 13

bulunur.

a(s) egrisi sekil 3.1 ‘de ve buradan olusan Smarandache TN egrisi sekil 3.2°de,
Smarandache NB sekil 3.3’te, Smarandache TNB egrisi sekil 3.4 ‘te gosterilmistir

[8].
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Sekil 3.1: o = a(s)

Sekil 3.2: Smarandache TN-egrisi
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Sekil 3.3: Smarandache NB-egrisi

Sekil 3.4 : Smarandache TNB-egrisi
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Ornek: [11]

a=a(s)= (COS \/_ \/_ \/_j birim hizli helis egrisinin Frenet-Serret ¢ati

elemanlarini inceleyelim. TN, NB, TNB-Smarandache egrilerini bulalim.
a (s)= i(—sin 5,€0s5,1)
2

oldugundan «(s) egrisinin birim teget vektorii,

bulunur.

Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa,
1 S

T ——[—cosi —sin— Oj
“ 2 28R
bulunur.

Egrilik tanimindan «(s) egrisinin «, egriligi

: 1
w(s)=[T. ()] 7
seklinde olur.
T, 9 : .
N, = —*7 oldugundan asli normal vektor

N, (cos\/sE \/SEJ

olur.

B, =T, xN, ifadesinden de binormal vektor,

1

-l E g

B,

olur.
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« egrisinin 2. ve 3. tiirevi sirastyla

a = iz(—cos s,—sins,0)

1 ,.
a =——(sins,—coss,0
5 )
olmak Uzere,

<05' xa am> ~ det(a',a",a"')

- a xa'l - o xa'|
Jor <o
formiliinden,
T N B
axa = —cos% —sin% 0|,
sini —cosi 0
NN 7
a xa =(0,0,1)
Buradan,
. <a X ,0{2 > _
o x|

seklinde bulunur.

Simdi sirasiyla TN, NB, TNB-Smarandache egrilerini bulalim.

_ 1 T+ N) Smarandache egrisi

oy (8)= \/E(

(1. s 1 s 1 s 1 s lj
=| —=sin—= ———cos COS —— —

—_ = —=sin—,=
27 2 2 2722 27 22

bulunur.
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1

oy (8)= ﬁ( N +B) Smarandache egrisi
—(—Ecosijtlsini —isini—lcosi lj
272 20 2" 22 222
bulunur.
1 L
o (8) = ﬁ(T +N +B) Smarandache egrisi
= —icosi,—isini,ﬁ
3 V2T BT V2 3
bulunur.
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4.BOLUM

4-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA OZEL SMARANDACHE EGRILERI

Bu bélim [9] Mervat Elzawy ’in makalesinin incelenmis bir halidir. Burada tb,

Smarandache egrisi Frenet-Serret ¢atisina gore, TM, Smarandache egrisi Bishop

catisina gore incelenecektir.

4.1. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Egriler Hakkinda Genel Bilgi
a: IR — IR*, 4 —boyutlu Oklid uzayinda keyfi bir egri olmak iizere,
a=(a,a,,a,,3,) ,b=(b,b, b,b,) V& c=(c,c,,C;,¢,) IR" uzaynda iig vektor olsun.

a,b,c e IR* i¢in dis garpim,

D
()
N
D
w
)
ey

axbxc= 4 & 8 &
b, b, b b
C C C ¢

ile verilir. Burada,

€ x€,xe; =¢,,
€, x€; x¢, =€,
8, X€, X€ =8&,,
€, xX€ Xe, =8,
€, xe, xe =¢,

d1r[9].
t(S),n(S),bl(S),b2 (S) vektorleri birim hizli bir « egrisi boyunca hareketli Frenet-

Serret catisidir. Frenet-Serret tiirev formdilleri sdyle verilir.

0
k, 0 k, O
k

w
S

b 0 0 —k, O

o
N
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Burada t,n,b, ve b, sirasiyla o egrisinin teget, asli normal, 1. binormal ve 2.
binormal vektor alanlaridir. Bu k,(s),k,(s) ve k,(s) fonksiyonlar sirasiyla o

egrisinin 1.,2. ve 3. egrilikleridir[9].

a:a(t) IR* uzayinda keyfi bir egri olsun. « egrisinin Frenet-Serret vektorleri

asagidaki gibi verilir.
=
o]

o] &' ~{a'\')a

2w ! "
L

b, =7b, xtxn
y txnxa
S wrovs

ve egrilikler de,

- Jelfe e

1 14
|

[txnxafl]

_ el
oo (' )a

)
7

pxnxaa]

ile verilir. Burada [t,n,b;,b,] matrisinin determinant1 1’e esit olacak sekilde =¥ 1
olarak segilir[9].
Bishop catis1 veya paralel oteleme catisi, egrinin 2. turevi sifir oldugunda da

hareketli bir ¢atiyr tanimlamak i¢in yeterlidir. Catinin her bilesenini paralel olarak
Oteleme suretiyle bir egri boyunca bir ortonormal catinin paralel 6telemesini ifade

edebiliriz[9].
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Bishop (paralel 6teleme) denklemleri IR* uzayinda asagidaki gibi ifade edilir.

T 0 K K, KT
M| |-k, 0 0 oM,
M| |-K, 0 0 0/Mm,]
M| |[-K, 0 0 0] Mm,

burada K;,K, ve K, egrilikleri Bishop (paralel 6teleme) gatisina gore o egrisinin
egrilik fonksiyonlaridir. {T,M;,M,,M,} kimesine ¢« egrisinin Bishop (paralel

oteleme) ¢atis1 denir [12,13] .
Temel egrilikler asagidaki gibi verilir.

K, =k, cosdcosy,
K, =k, (—cosgsiny +singsindcosy ),
K; =k (singsiny +cosgsindcosy ),

k, = KZ+KZ+KZ,

k,=-y +¢sind ,
k3: 0 T
siny

¢ cosf+6 coty =0

burada,
K w =—| Kk, +k, - —=—=— (9)2 ¢'=k32_—<9)2
JeZ+kZ ﬂ/ K2+kZ | cos@
seklindedir.

Burada K, K,,K, « egrisinin Bishop (paralel dteleme) catisina gore temel egrilik

fonksiyonlari ve kK, K, «a egrisinin Frenet-Serret catisina gore temel egrilik

fonksiyonlaridir.



4.2. Frenet-Serret ¢atisina gore 4-boyutlu Oklid uzayinda tb: Smarandache
egrisi

Bu bollimde tb, Smarandache egrileri tanimlanacak ve Frenet-Serret elemanlari elde

edilecektir[9].

Tammm 4.2.1: Konum vektord, herhangi bir « egrisinin Frenet-Serret catisi
tarafindan olusturulan ve bu vektor tarafindan ¢izilen regiler egriye Smarandache

egri denir[11].

Tamm 4.2.2: ¢ =q(s), sabit ve sifirdan farkli k,k,,k, egriliklerine sahip birim hizl

bir egri ve {t,n,b,,b,} hareketli gat: iizerinde tb, Smarandache egrileri

1

B(s;) == (t(s)+hi(s))

2

ile tan1mlanmaktad1r[9] )

Teorem 4.2.1: g (Sﬂ) sabit ve sifirdan farkli k;k,k, egriliklerine sahip ve a(s)
egrisinin ¢at1 vektorleri tarafindan tanimlanan tb, Smarandache egrisi olsun. Bu

takdirde ﬁ(sﬁ) egrisinin Frenet-Serret elemanlari ﬂ({tﬁ, Ny 00,5,k Ky, ksﬁ})
a(s) egrisinin ({t, nb,b, k,k,, k3}) Frenet-Serret elemanlan tarafindan olusturulur
[9].

Ispat: #=p(s), a(s) egrisinin th, Smarandache egrisi olsun[9].

1

S, )=—==I(t(S)+Db, (S
Blss)= 75 (1(s) i (5)
egrisinin S ’ye gore diferansiyel alinirsa,

dp(s,) _dB(s,) ds, 1
ds  ds, ds _E((kl—kz)n+k3b2)

B
elde edilir.

[ egrisinin teget vektorii

t,=An+Apb,

ile verilir.
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Burada

dir.
Yine g egrisinin 2.tlirevi alinirsa,

V2 (K, (k =k, ) t+(kk, —kZ = k2 )b
(k—k;)" +K5

elde edilir.

L egrisinin asli normali

n,=At+Ab
olur.
Burada,
_ _k1(k1_k2)
\/kf (k,—k, )" + (kk, —k2 —k2)’
- kik, _kzz_ksz
\/kf (K, —k, )"+ (kik, —kZ —Kk2 )
dir.
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IB = An+Ab,

olmak Uzere burada

:2(_k1(k1_k2)_k2(k1k2_k22_ksz) _ kS(k1k2_k22_k32)
((kl—k2)2+k32)% | ((kl—k2)2+k32)%

dir.

L egrisinin 1. ve 2.binormal vektord,

(kk, —k3 =k t+k, (k, ~k, )b,
\/(klkz—kj—k§)2+kf(k1—k2)2

_k377+(k1 _kz)bz
k2 +(k, —k, )’

2p

blﬁ:

seklindedir.

£ egrisinin 1.,2., ve 3. egrilikleri,

2((|<1|<2 2 —2) k2 (K~ kz)z)

kl = 2

’ (K +(k =k, )*)

. N2k, (K, (kk, —kZk? ) +k? (k, —k, ))

M (k32+(kl—k2)2)\/(klk2—k22—k32)2+kf(kl—k2)2
o - V2 (KAA -KAA TKAA)

0+ (= (ke =k =2 )+ (K, )

olarak elde edilir[9].
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4.3. Bishop (paralel Gteleme) catisma gore 4-boyutlu Oklid uzaymmda TM:
Smarandache egrisi

Bu béliimde TM; Smarandache egrisi tanimlanacak ve Bishop (paralel 6teleme)

catis1 ve temel egrilikleri elde edilecektir[Q] .

Tamm 4.3.1: IR* uzayinda o =ca(s) birim hizli bir egri ve {Ta’Mla’MZa’M3a}

hareketli Bishop (paralel 6teleme) catist olsun. TM, Smarandache egrisi

ﬂ(sﬂ): (Ta+Mla)

Sis

ile tammlamr[9] .

Teorem 4.3.1: ﬂ(sﬁ) , IR* uzayinda Ky Koy, Ky sabit egriliklerine sahip a(s)
birim hizli egrisinin Bishop (paralel dteleme) cati vektorleri tarafindan olusturulan
TM,  Smarandache egrisine sahip olan birim hizli bir egri olsun. Buradan, o
egrisinin Bishop ¢atisi tarafindan £ egrisinin Bishop ¢atis1 olusturulur. & egrisinin

egrilikleri tarafindan S egrisinin (K‘l 51 Kap K [),) egrilikleri elde edilir[9] .

ispat : TM; Smarandache egrisinin Bishop catisinin S ’ye gore diferansiyeli alinirsa
(9],

T 85 _

1
L

3 egrisinin teget vektord,

_KlaTa +Kla'Mla +K2a'M2a +K3a'M3a)

T _ _KlaTzz +Kla'M1a +K2a'M2a +K3a'M3a
5=

\/ 2K12a + K‘Zza + Kga
bulunur. Burada,

ds 1
B _ 2 2 2
———\/ZKM +K,, +K;, -

ds /2

T, nin s’ye gore diferansiyel alinirsa,

dT

T[; "5 L= AT +AM,, + LM, +AM,,
s
s

bulunur.
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Buradan,

2 2 2
~ —\/E(Km +K,, +K‘3a)

2 2 2
(2/(1“ +K,, +K;, )

_\/EKlza

2 2 2 !
(ZKM +K,, +K;3, )

_\/EKlaKZa

2 2 2 !
(ZKM +K,, +K;, )

— _\/EKla KSa

2 2 2
(ZK‘M +K,, +Ky, )

A =

elde edilir.

Frenet-Serret catisina goére £ egrisinin ilk egriligi

\/E'\/Klaz + K2a2 + K3a2
2K, 7+ Ky 2 + K 2

klﬂ 2\/2'02+312+322+2’32 =

bulunur.

3 egrisinin asli normali

o el A My 4 AMy, + M,
T B R R

bulunur.
3 egrisinin 3.tiirevi

2

2 2 2
\/ZKM +K,, +K;,

B =(AT, +AMy, + LM, + M, )

olup duzenlenirse,

_ '\/E[(_ﬂlKla _/’J'ZKZa _//13K3a )Ta +//{0KlaM1a +/10K2aM2a +/10K3aM3a

2 2 2
\/21(1(1 +K,, + K3,

elde edilir.
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T,xn,xf =CM,, +C,M,, +CM,,

esitliginde,

o V2 [ A0, Koy = Ao Ko, —(AKy, + 25Ky, + K, ) (25K = 1K, )]
' 2+ 224 224 22 (2K, + 2, + a2,

V2[ A 2KE, = 22K, Ky, (4K, + 4Ky, + 4K, ) (4K, - 4K, )]

C. =
2 N2g+ 20+ 23+ 22 (2L, + 15, + 12, )

)

N2[ 2K = 4K, Ky, = (4K, + Ky, + 4Ky, ) (4K, = 4Ky, ) |
A+ A+ 22+ 2 (26, + K%, +K2,)

C, =

olarak bulunur.

Buradan g egrisinin 2.binormali,

_ ClMla +C2M2a +CBM3a

i Jei+ci+c?

b

bulunur.

S egrisinin 1. binormali,

b, =b,, xT,xng,

bl/} =71, + 1My, +7,M,, + M,
olmak Uzere,

¥, = CiAK,, —C ALK, +CAK,, —CoAK,, +CAK, —CAK,,
0
JCZ+C2+CEAE + A2+ 22 + A \[2KE, + K2, +KE,
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ZA3K +C2/10K3a' 3Z‘ZK S%Kla
\/C2+CZ +C? \//10 + AL A+ AL \/ZK‘M +KL, KL

123 Kla + Clﬂ'D K3a 311 Kla 32'0 Kla
JCAHf+C‘¢%+A4%2+@\ﬁ@a+@a+ga

A’ZKla +C12‘O K2a - zﬂ1K1a - 220K1a
JCAHf+C‘¢%+%fhg+%\h@ﬂ+@a+ga

seklindedir.

S egrisi icin Bishop ¢atisi,

cosd, cos
M,, = \/202 zﬂ ZWﬂ2+y0cosﬁﬁsinwﬁ T,
Ao T4 A A
4, €086, cosy ) C,sind,
+\/2 = 2+71C03653|n'//ﬂ_m M,
do TA A A 1 TG +Cy
A, €086, cosy , _ C,sind,
+ — 2+yzcoseﬂsmz/xﬂ— — M,,
JAE+ A2+ 224 A JCZ+C2+C:
N 4, €086, cosy , 4y, c086, siny, - C,sing, M
\/ﬂﬂz+2f+ﬁzz+/?32 Y g JCZ+CZ2+C *

Jo(—cos g, siny , +sing, sing, cosy, )

+7,(COS ¢, COSy , +5in ¢, sin O, sin y/ﬂ)]Ta

Mzﬂ - 2 2 2 2
B+ 2+ 2+
I —Cos g, siny , +sing,sin @, cos C,sing, cos@
+ u(~c0s, 2‘//,3 _ Zjﬂ _ ! Wﬂ)+7/l(cos¢ﬂcoswﬁ+sin¢ﬂsineﬁsinyxﬂ)+ % M,,
JAE 22+ 22+ A Jei+ci+c
—Co0Sg@,siny , +sing,sin @, cos C,sing,cosd
+ o (2003, Siny s +sin g sin 6, l//ﬂ)+y2(cos¢/,coswﬂ+sin¢ﬂsin9ﬂsiny//,)+ C,sing, cosfy M,,
\/ﬁoz-i-ilz-f-ﬂvzz-i'ﬂ—f 4[C12+C22+C32
—C0S¢@, siny , +Sing, sin @, cos C,sing¢g,cos@
+ Jo(~c0sy siny, 9SG, l//ﬂ)+y3(cos¢ﬁcoswﬁ+sin¢ﬁsin0ﬂsinwﬁ)+w o
\/ﬂ§+/?12+122 + A7 JCZ+C+C?
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Jo(sing, siny, +cosg, sind, siny, )

+7, (—sin g, cosy, +cos g, sin 6, sin W)]Ta

M3ﬂ = 2 2 2 2
N+ 2+ 2+ 4
i sing, siny , +cos¢,sin@, sin . . . C,cos¢, cos @
+ u(sing, ://ﬁ _ ¢2ﬂ - Wﬁ)+;/1(—sm¢ﬂcos://ﬂ+cos¢ﬂsm9ﬂsmy/ﬁ)+% M,,
I A+ A2+ 22+ 2 Jci+ci+C:
sing,siny , +cos¢, sin g, cos ] . . C,cos¢g,cosd
+ Ja sing, Z/ﬂ _ (iﬂ Zﬁ l//'g)+72(—sm¢ﬂcosl//ﬂ+cos¢ﬁ,sm9ﬂsmz//ﬁ)+%JMw
\/20 + A4+ A+ A, JC1+C2+C3
sing,siny , +cos¢,sind, sin ] . . C,cos¢, cosd
+ using, Z/[" _ ¢2ﬁ 7 l//ﬂ)+ys(—sm¢ﬂ coswﬂ+cos¢ﬁsm6ﬂsmy/ﬂ)+% M,,
A+ A2+ 22+ 2 Jez+ci+cs
bulunur.
Burada,

0 :j—
ﬁ )
kfﬂ+k22ﬂ

2 _g2
34 B

l//ﬂ:_J‘ k2ﬁ+k3ﬁW dSﬂ )
15 TKip

kszﬁ B H'ﬁz
_ [N T g
Z I cosd,

bulunur.

Frenet-Serret catisina gore 2. ve 3.egrilik

C;+CZ+C?
kzﬁ: 2 2 2 2
Vg + 2+ 2+ X

_ _(ClKla +C2K2a +C3K3a)(ﬂ1Kl¢z +/12K2a +13K3a)
N Jci+ci+C:

k

seklinde elde edilir.
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Bishop catisina gore egrilikler de

Ky, =\/202 + A7 + A, + A5 cosf, cosy

K,y =NAE + A2 + 22 + 22 [ ~cosg,siny, +sing, sin g, cosy, |

Koy =22+ A2+ A2 + 22 [ sin g, siny, +cos g, sin @, cosy, |

olarak elde edilir[9].
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