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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZINi

(N.p,q,1,1)
R

st — lim,,n Umn
(tmn)

02(M)

An

Kompleks sayilar kiimesi

K C R? iizerindeki siirekli reel degerli fonksiyonlar uzayi
K tizerindeki tiim siirekli bulanik say1 degerli fonksiyonlarin kiimesi
Cift diziler i¢cin Cesaro metodu

R iizerinde tamimh fuzzy sayilarinin uzayi

Dogal sayilar kiimesi

Cift diziler icin agirlikli ortalama metodu

Reel sayilar kiimesi

(U ) cift dizisinin istatistiksel limiti

Bir cift dizisinin agirlikli ortalamalar dizisi

M kiimesinin yogunlugu

An carpiminin tam kismi

C(K) uzayinin aligilmig supremum normu
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Cift Bulamk Say1 Dizilerinin Agirhkli Ortalamalarimin Istatistiksel Toplanabilirligi
Ashhan UNAL

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Hiisamettin COSKUN

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim girig boliimiidiir. Bu boliimde istatistiksel yakinsaklik kavraminin
ve Tauber teorisinin tarihi gelisiminden bahsedilmistir. Cift dizilerin istatistiksel
toplanabilirligi ile ilgili calismalar 6zetlenmistir. Bulanik kiime teorisi hakkinda bilgi
verilmigtir ve bu tezin amaci taktim edilmistir.

Ikinci boliimde, ilk olarak agirhikli ortalamalar1 istatistiksel toplanabilen cift
diziler i¢cin Tauber sartlar verilmistir. Ardindan cift diziler i¢in istatistiksel A-toplanabilme
kavrami tanimlanmigtir. Son olarak, bulanik sayilar1 ve bulanik pozitif lineer operatorler
ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde tezin orjinal sonuclar1 verildi. Bu boliimde c¢ift bulanik say1
dizilerin agirlikli ortalamalarinin istatistiksel toplanabilirligi kavrami tanitildi ve agirlikl
ortalamas1 istatistiksel toplanabilen c¢ift bulanik say1 dizilerin istatistiksel yakinsak
olmasint saglayan Tauber sartlar1 verildi. Ayrica elde edilen yeni metot yardimiyla,
bulanik pozitif lineer operatorlerin ¢ift dizileri i¢in Korovkin tipi bir yaklagim teoremi
ispatlanda.

Anahtar Kelimeler: Bulamik sayr dizileri, Agirlikli ortalamalarin istatistiksel
toplanabilirligi, Tauber kosullari, Istatistiksel yakinsaklik, Bulanik pozitif lineer operator,

Korovkin tipi yaklagim teoremi.

2018, 46 sayfa
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ABSTRACT
M. Sc. Thesis
Statistical Weighted Mean Summability of Double Sequences of Fuzzy Numbers
Ashihan UNAL
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiisamettin Coskun

This study consists of three chapters.

The first chapter is introduction chapter. In this chapter historical developments
of Tauberian theory and the notion of statistical convergence are mentioned. Studies
concerning with statistical summability of double sequences are summarized. Also,
information about fuzzy set theory are given and the aim of this thesis are introduced.

In the second chapter, first, Tauberian conditions for double sequences that are
statistically summable by weighted means are given. Next, the notion of statistical
A-summabilitiy for double sequence is defined. Finally, basic definitions and theorems
related to fuzzy numbers and fuzzy positive linear operators are given.

In the third chapter, original results of this thesis are given. In this chapter we
define the method of statistical summability of weighted means of fuzzy double sequences
and we give Tauberian conditions under which statistical convergence of fuzzy double
sequences follows from the statistical summability of their weighted means. Furthermore
by means of our new method We prove a Korovkin-type approximation theorem for a
double sequence of fuzzy positive linear operators.

Keywords: fuzzy double sequences, statistical summability of weighted means,
Tauberian conditions, Fuzzy positive linear operator, Korovkin type approximation

theorem.
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1. GIRIS

Toplanabilme metodlar1 yakinsak olsun veya olmasin sonsuz bir seriye uygun
bir toplam atamak i¢in Euler’in zamanindan beri kullanilmaktadir. En basit tanimiyla,
Tauber Teorisi bir toplanabilme metoduyla toplanabilen bir serinin hangi kosullar altinda
yakinsak oldugunu bulma problemiyle ilgilenir. Bu tiir ilk sart Abel toplanabilme
metodu icin Tauber [1] tarafindan verilmistir. Bu sebeple bir toplanabilme metodundan
yakinsakligin yeniden elde edilmesini saglayan kosullara Tauber kosulu ve bu tiirdeki
teoremlere Tauber tipi teorem adi verilmektedir. Daha sonralar1 Hardy [2], Landau [3]
ve Schmidt [4] bu teorinin gelismesine biiylik katki saglamistir. Tauber teorisinin tarihsel
gelisimi Jacob Korevaar [5]’in kitabinda giizel bir sekilde sunulmustur. Sinirsiz sayida
toplanabilme metodu vardir dolayisiyla bu metodlarla iligkili sinirsiz sayida Tauberian
Teoremler verilebilmektedir. Bu sebeple giiniimiizdede Tauber Teorisinde cok sayida

yayin yapilmaktadir

Tek dizilerin istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak Fast [6] tarafindan takdim
edilmistir. Daha sonra Salat [7], Fridy [8], Connor [9] gibi bircok matematik¢i tarafindan
calisilmustir. Istatistiksel yakinsaklik, bilinen anlamdaki yakinsaklik kavraminin bir
genellemesidir. Bu sebeple klasik Tauber teoremlerinin istatistiksel genellemeleri Fridy

ve Khan [10], Méricz [11], Méricz ve Orhan [12] tarafindan ¢alisilmistir.

Cift dizilerde, tek dizilerin aksine, birden fazla yakinsaklik ¢esidi tanimlanmaistir.
IIk olarak Pringsheim [13] cift dizilerin yakinsakligi ile ilgilenmistir. Daha sonra
bircok yazar bu yakinsaklig1 kullanarak cesitli toplanabilme metodlar1 tanimlamis ve bu
metodlardan Pringsheim yakinsakligin elde edildigi Tauberian teoremleri vermislerdir.
Moricz [14] Cesaro toplanabilme metodunu, Chen ve Hsu [15] agirlikli ortalamalar
metodunu ve Baron [16] kuvvetli seri metotlarini ¢ift diziler i¢in tanimlamislar ve bu

metodlar i¢in Tauber sartlar1 vermislerdir.

Mursaleen ve Edely [17] ile Moricz [18] birbirlerinden bagimsiz olarak cift
diziler i¢in istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamiglardir. Daha sonra Méricz [19]
cift diziler i¢in istatistiksel Cesaro toplanabilme metodunu tanimlamis ve bu metoddan
istatistiksel istatistiksel yakinsakligin elde edildigi Tauber tipi teoremleri vermistir. Chen

ve Chang [20], Mdricz [19]’in elde ettigi sonuclari genellestirmis ve c¢ift dizilerin



agirlikli ortalamalarinin istatistiksel toplanabilirligini tanimlamislardir. Chen ve Chang
[20] bu makalede agirlikli ortalamalart istatistiksel toplanabililen cift dizilerin istatistiksel
yakinsak olmalar i¢in gerek ve yeter Tauber sartlarini vermislerdir. Bu istatistiksel
toplanabilme metodlarinin daha geneli negatif olmayan reel bir RH-regiiler A matrisi
yardimiyla Belen, Mursalen ve Yildirim [21] tarafindan tamimlanmistir. Bu ¢alismada bir
cift dizinin istatistiksel A-toplanabilirligi tanimlanmis ve bu metoddan yararlanarak bir

Krovkin tipi yaklagim teoremi ispatlanmustir.

Bulanik kiime teorisi 1965 yilinda Zadeh [22] tarafindan bulunmus olup bir¢ok
dalda ilerlemis ve bircok ac¢idan incelenmigtir. Toplanabilme teorisi alaninda caligan
arastirmacilar da bulanik kiime teorisiyle ilgilenmiglerdir. Arastirmacilar bulanik say1
dizileri i¢in cesitli toplanabilme metotlarini tanitmislar ve bu metotlar i¢cin uygun Tauber

kosullarini elde etmislerdir [23-32].

Savas ve Mursaleen [33] cift bulanik say1 dizileri icin istatistiksel yakinsaklik
kavramim tanmitmiglar ve istatistiksel yakinsak c¢ift bulanik sayi dizilerinin bazi
ozelliklerini vermislerdir. Daha sonra Talo ve Bayazit [34] ilk kez cift bulanik say1
dizileri i¢in istatistiksel yakinsakliktan yakinsakligin elde edildigi Tauber tipi teoremleri
elde etmislerdir. Cift bulanik say1 dizilerinin istatistiksel (C, 1, 1) toplanabilirligi Yapali
ve Talo [35] ile Onder, Canak ve Totur [36] tarafindan es zamanli galisilmis ve bu
toplanabilme metodundan istatistiksel yakinsakligin elde edildigi Tauber tipi teoremler

verilmistir.

Bu tez calismasinda cift bulamik sayi dizilerinin agirlikli ortalamalarinin
istatistiksel toplanabilirligi kavrami tanimlanacak ve Chen ve Chang [20] tarafindan elde
edilen sonuclarin benzerleri ¢ift bulanik say1 dizileri i¢in elde edilecektir. Bu sonuglar
ayni zamanda Yapali ve Talo [35] ile Onder, Canak ve Totur [36] tarafindan elde edilen
sonuclarin bir genellemesidir. Ayrica bu metodun bir uygulamas: olarak bulanik pozitif

lineer operatdrlerin cift dizileri i¢in bir korovkin tipi yaklagim teoremi ispatlanacaktir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde cift reel ve kompleks dizilerin istatistiksel yakinsakligi, agirlikli
ortalamalar1 ve agirlikli ortalamalarinin istatistiksel toplanablirligi ile ilgili temel tanim

ve teoremleri sunacagiz.

2.1. Cift Dizilerin Istatistiksel Yakinsakhig

Tamim 2.1.1. X bos olmayan herhangi bir kiime olmak iizere,
f NxN—=X

(m7 n) — f(m7 n) = Tmn

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna bir ¢ift dizi denir. Eger goriintii kiimesi X, reel
sayilar kiimesi R ise (z,,,) dizisini ¢ift reel dizi olarak, kompleks sayilar kiimesi C ise

cift kompleks dizi olarak adlandiracagiz.

Herhangi bir x = (z,,,) bir ¢ift dizisinin x,,,, elemanlarini,

00
m,n=0

Too To1 To2 To3 --- Ton
Ti0 T11 Ti2 T13 ... Tip
oo T21 T2 T2z ... Top
T3zo T31 T32 T3z ... T3p
Tmo Tml Tm2 Tm3 .- Tmn

seklinde bir tablo olarak diisiinebiliriz.
Tanim 2.1.2. * = (z,,,) reel veya kompleks sayilarin bir ¢ift dizisi olsun. Verilen her

e > 0i¢in, m,n > N oldugunda,
| T — L] < €

olacak sekilde bir N dogal say1si bulunabiliyorsa, © = (z,,,) dizisi L sayisina Pringsheim
anlaminda yakinsaktir denir. L sayisina da x = (x,,,) dizisinin Pringsheim limiti denir.

Pringsheim anlaminda yakinsak bir diziye kisaca yakinsak cift dizi denilir ve

lim xz,,=L veya x,,— L
m,n— 00

seklinde gosterilir [13].



Cift diziler i¢in farkli yakinsaklik cesitleri tanimlanabilmektedir. Biz bu tez
boyunca Pringsheim anlaminda yakinsaklik kavramini kullanacagiz.
Tanm 2.1.3. = = (z,,,) bir ¢ift dizi olmak iizere
SUD | Ty | < 00
m,n>0

oluyorsa, = dizisine sinirlidir denir.

Yakinsak olan bir ¢ift dizi sinirli olmak zorunda degildir. Asagidaki drnekte bu
goriliir.

Ornek 2.1.1. = = (z,,,,) ¢ift dizisi asagidaki gibi tanimlansin.

n , m=0ise
m , n=0ise
T = ;
mn L n=m>lise
mn 0.4
0 , diger durumlarda.

Bu dizi 0 ’a yakinsak olmasina ragmen sinirl degildir.
Tanmm 2.14. © = (x,,,) ¢ift dizi olmak iizere verilen herhangi ¢ > 0 sayisi igin,
m,n,p,q > N oldugunda

|Tmn, — Tpy| < €
olacak sekilde bir N = N(e) dogal sayisi bulunabiliyorsa x = (x,,,) dizisine Cauchy
dizisi denir.
Teorem 2.1.1. = = (x,,,) ¢ift dizi olsun. z = (x,,,) yakinsaktir gerek ve yeter sart
Cauchy dizisidir.

Tamm 2.1.5. x = (z,,,) reel sayilarin bir ¢ift dizisi ve

an(z) = sup xji ve B,(xr) = inf z
jik>n Jkz2n

olsun. Bu durumda, en az bir n € N sayis1 i¢in
an(x) < oo ve fy(x) > —o0

ise £ = (%) ¢ift dizisi Pringsheim anlaminda bir iist ve alt limite sahiptir denir. Buna

gore, bir x = (x,,,) ¢ift dizisinin Pringsheim alt limiti,

i) Eger her bir n € Ni¢in (3, (z) = —oc ise,

liminf z,,,, = —o0,
m,n—00



ii) Eger bazi n € Nigin §,(z) > —oo ise,

lim inf =1 f =
il oon = L L k) = 9P Pn2)

ve Pringsheim iist limiti,

i) Eger her bir n € Ni¢in a,,(z) = +o0 ise,

lim sup ,,,,, = +00,
m,n—00
ii) Eger bazi n € Nigin a,,(x) < 400 ise,
lim sup @,,,, = lim (sup zjx) = inf o, ()
m,n— 0o n=00 jk>n n

seklinde tanimlanir [37].

Ornek 2.1.2. = = (v;;) cift dizisi

j7 k - 07
_kv j - 07
Tjg = .
BTN (=1, j=k>1
0, diger durumlarda
seklinde tanimlansin. sup xj; = +o00 ve inf 2, = —oo oldugu halde n > 1 i¢in o, (x) =

1 ve 5,(x) = —1 bulundugu i¢in

liminf z,,, = —1 ve limsupz,,, =1
m,n—00 m,n—00

olur.

Teorem 2.1.2. © = (x,,,) Ve y = (Ynm ) reel sayilarin iki ¢ift dizisi olsun. Bu durumda

1) liminf z,,, < limsup ,,,,

m,n—o0 m,n—o00

2) lim =x,,,=L< liminfz,,, =limsupz,,, =L
m,n—o0 m,n—o00 m,n— 00

3) limsup(—z,,,) = — liminf z,,,
m,n—o0 m,n—oo

4) lim sup(Zmn + Ymn) < Hmsup 2, + imsup Y.,
m,n—oo m,n—00 m,n—oo

5) iminf(x,, + Ymn) > iminf z,,, + liminf y,,,
m,n—00 m,n—00 m,n—00

iligkileri mevcuttur [37].

Cift dizilerde istatistiksel yakinsaklik kavrami1 Murseleen ve Edely [17] tarafindan

tanimlanmistir.

Tanmm 2.1.6. K C N x N olsun.

K(m,n)={(j,k), j<mve k<n: (j,k) € K}



ve | K|, K kiimesinin kardinalitesi gostermek iizere, eger (%) ¢ift dizisinin limiti

varsa bu limite K kiimesinin ¢ift dogal yogunlugu denir ve

[ K (m,n)

05(K) = mn—oo (m + 1)(n + 1)

ile gosterilir. [17].
Tanmm 2.1.7. x = (x;,) reel veya kompleks sayilarin bir ¢ift dizisi olsun. Verilen her bir
€ > (0 sayis1 icin

{G k) ¢ Jage — L > €}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise, yani

1
mlrlLI—I}oo CESNCESY H{(, k), 7<m ve k<n:|zy—Ll >c}|=0

ise, x = (x;;) ¢ift dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum
st —limxy, =L veya xj Ny

seklinde gosterilir [17].

Not 2.1.1. = = (z;,) reel veya kompleks sayilarin bir ¢ift dizisi olsun.

a) Eger x = (z;;), L sayisina yakinsak ise o zaman x = (z;;) dizisi L sayisina
istatistiksel yakinsaktir.

b) Eger z = (xj;), L sayisina istatistiksel yakinsak ise L tektir.

c) = = (x;;) istatistiksel yakinsak ise yakinsak olmasina gerek yoktur. Sinirli olmasina

da gerek yoktur.

Simdi son ifadeye bir 6rnek verelim.
Ornek 2.1.3. = = (v;;) dizisi
~_J J , jtamKare, herk icin
RT3, diger durumlarda
olacak sekilde tanimlansin. z = (z;;,) cift dizisi yakinsak degildir ve ustelik smirh da
degildir. Fakat 3 noktasina istatistiksel yakinsaktir. Ciinkii verilen her € > 0 sayisi icin;

(v + 1)(n + 1)

Lk ) < k<n:l|lz;—3> <
|{(.]7 )7 J>m ve =N |xjk 3|_5}|_ (m+1)(n+1)

(m+1)(n+1)

oldugundan dizinin 3 haricindeki elemenlarinin yogunlugu 0 dir.



Teorem 2.1.3. = = (xj;) cift reel say1 dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter sart
K={(,k) CNxN:jk=1,2,3,..}, 0o(K) =1
ve

lim ik =L
Jk—o0, (4,k)EK

olacak sekilde K C N x N alt kiimesinin var olmasidir [17].
Tanmm 2.1.8. = = (z;;) reel degerli bir ¢ift dizi olsun. Verilen her ¢ > 0 sayisina kargilik

ve her j,p > N, k,q > M icin,
02({(j. k), j<m ve k<n:l|ojn—apl>e}) =0

olacak sekilde N = N(g), M = M/(e) dogal sayilari varsa = = (z,,) dizisine istatistiksel
Cauchy dizisi denir [17].

Teorem 2.1.4. © = (z;;) reel degerli bir ¢ift dizi olsun. x = (zjx) ¢ift dizisinin
istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart © = (z;;) ¢ift dizisinin istatistiksel

Cauchy dizisi olmasidir [17].

2.2. Agirhkh Ortalamalan Istatistiksel toplanabilen Cift Diziler Icin Tauber
Tipi Teoremler

Bu boliimde oncelikle ¢ift kompleks diziler i¢in Tauber tipi teoremleri verecegiz.
Daha sonra cift reel dizilerle ilgilenecegiz.

Tanmm 2.2.1. p = (p;) ve ¢ = (qy) iki kompleks dizi 6yleki
Pun=2 0 #0(m>0) ve Qu=2 a#0(n>0)
j=0 k=0
olsun. Kompleks sayilarin bir (z;) ¢ift dizisinin agirlikli ortalamasi

1
tmn -

P 1@ ZZPijlUjk, m,n=20,1,2,...

§=0 k=0
1 & 1 o

10 01

tmn:P—ijl‘jm tmn:Q_ZQkxmk m,n=0,1,2,...
m =0 ™ k=0

ile tanimlanir. (o, §) = (1,1), (1,0) yada (0, 1) olmak iizere, eger

lim ¢ =1

m,n—00

limiti mevcut ise (z;;,) dizisi L sayisma (N, p, ¢; «, 3) toplanabilirdir denir [15].



Bu tez calismasi boyunca )\, ile An ¢arpiminin tam kismimi gosterecegiz, yani
An = [Anl].
Tamim 2.2.2. Eger her m > 0 i¢in P,,, # 0 ve

%_1

m

lim inf
m—00

>0 A 0olanher A\ # 1igin (2.1)

kosullart saglaniyorsa p dizisi SV A smifina aittir denir. SV A sinifina ait biitiin reel p
dizilerinin sinifi SV A, ile ve SV A sinifina ait biitiin negatif olmayan reel p dizilerinin
siifi ise SV A, ile gosterilir. Agik olarak SV A, C SV A, C SV A kapsamasi saglanir.
Acik olarak p € SV A, olmasi i¢in gerek ve yeter sart py > 0, her m > 1 i¢in p,,, > 0 ve
(2.1) saglanir [15].

Lemma 2.2.1. p = (p;) her m > 0 i¢in P,, # 0 olan kompleks dizi olsun. O zaman
A #0ve )\ # 1igin

P m
lim inf ﬂ—l‘ >0« liminf =™ — 1| >0
m—r0o0 m m—ro0 Am
olur [15].
Tanm 2.2.3. (o, 3) = (1,1),(1,0) ya da (0,1) olmak iizere, t°? - L ise o zaman

(z;1,) dizisi L sayisma istatistiksel (N, p, ¢, a, 3) toplanabilirdir denir ve
T == L (N, p,q,, B)

yazilir [20].
Lemma 2.2.2. (o, 8) = (1,1),(1,0) yada (0,1) ve 2y — L (N,p,q: ., 8) olsun. O

zaman her \ > 0 icin tiim Ny ti‘i L Lve t;ﬁgn Yy [ olur [20].

Ispat: Biz sadece (o, 3) = (1, 1) icin ti‘i o —*%y L oldugunu gosterecegiz. Digerleri icin
ispat benzerdir. A = 1 i¢in ispat basittir. A > 1 ve € > 0 olsun. f(m,n) = (A, Ay) 1-1

bir doniisiim tanimlar. Bu sebeple

1
(M + 1)(N +
<

D {m <M ven< N:|t}! , —L|>¢e}

)\2
Am + 1)\ + 1)
— 0 (min(M, N) — o).

{m <Ay ve n <\, b, — L| > e}

Son adimda z,,, — L (N,p,q;1,1) elde edili. 0 < A < 1 igin (Aj)52, dizisi

azalmayandir. Eger bazi j, [ tam sayilar1 i¢in



m =X = Nt1 = ... = Ajy1 < AMjpiseozamanm < A\j < A(j+1) < ... <
Aj+l-1) <m+1 < A(j+0) olur. Bum+A(I—1) < N\j+A(l—1) = A(j+I-1) < m+1
gerektirir. Bu sebeple [ < 1+ A~! dir. Boylece \; = m ve \; = n olmak iizere (j, k)
ikilisi en ¢ok (1 + A™1)? kere meydana gelir. Buna ek olarak N > max(\A~! — 2,0) i¢in
(An 4+ 1)/(N + 1) < 2) ifadesine sahip oluruz. Bu

1

(M + 1)(N +1) [{m <M ven<N:ty \ —Ll>c}
14+ A~1)2

< (M(+1)(N)+ 3 [{m <A ve n <Ay : |t — L] > e}

(142220
T (A + 1) +1)
— 0 min(M,N) — o0

ng)\M ve ng/\N:|tinln—L|25}’

olmasini gerektirir. Bu da ispati tamamlar. |

Teorem 2.2.1. Varsayalim ki p,q € SV A ve z,,, i L(N,p,q,1,1) olsun. O zaman

A > 1ligin
1 A
st — lim Z Z DiqrTir = L (2.2)
(P)\m - Pm)<Q/\n - Qn) j=m+1 k=n+1
ve 0 < A < 1ligin
' 1 m n
st — lim Z Z DiqrTir = L (2.3)

(Pm - P)\m)(Qn - Q)\n)

j:)\erl k:)\n+l

olur [20].

Ispat: \ > 1icin
A An

1
<aw4m@h—%>z:§:mww

j=m+1 k=n+1

1 1
=+, i) b g o, ) 2
(F=—1) (= —1)
1 1
- (PAm ) (QAn 1) <ti1"’)\n o t%v\n - tiin,” + tir%n)
Pm Qn

esitligine sahibiz. p, g € SV A ve z,, iy (N,p,q,1,1), Lemma 2.2.2 den

1

TP
(= -1

1

11 11 st :
P ‘ | X —tma, | — 0 min(m,n) — oo

msAn, m,

11 11
(tamrn — tmrn,)

elde ederiz. (2.4) deki son iki terim istatistiksel olarak min(m, n) — oo iken sifira gider.

Boylece (2.4) den (2.2) elde edilir.



0 < A < 1licin Lemma 2.2.1 den

lim inf
m—0o0

P, ..
—_— = 1‘ > 0 ve lim inf
>\m n—oo

@n —1’>0
An

esitsizlikleri gergeklesir. \,,, <> m ve A,, <> n rolleri degistirerek A > 1 durumuna benzer
bir sekilde (2.3) elde edilir. |
Teorem 2.2.2. p,q € SV A olsun. z,,, — L (N,p,q;1,1) oldugunu varsayalim .0

zaman asagidaki dort ifade saglanir.

(1) Tyn NS gerek ve yeter sart her ¢ > 0 i¢in

1
inf lim su m< M ven<N:
A>1 M,N—>£ (M +1)(N +1) {m=< -
(1) ZTpp Ny gerek ve yeter sart € > 0 icin
inf li L {m < M <N
ve :
0h<1  vs (M + (N + )|V = \
ijk(xmn - CCjk) 2 5} = 0.

(i) Bazi A > 1igin (2.5) ile (2.7) ve baz1 0 < A < 1 igin (2.6) ile (2.8) yer degistirebilir

Am An

1
st — lim Piqk(Tik — Tmn) = 0, 2.7)
o= P @ = @) 2, 2 PN = )

st=lim p—p g 2. 2 Pt ) =0 28)

(iv) Dahasi (2.7) baz1 A > 1 icin saglaniyorsa o zaman tim A > 1 i¢in dogrudur. Ayn

durum (2.8) icin de gecerlidir [20].

ispat: (2.7) = (2.5) ve (2.8) = (2.6) oldugu aciktir. z,,, L oldugunu varsayalim

A > 1 olsun Teorem 2.2.1 den

Am An

. 1
st — lim P~ ) (Or — O Z Z Piqk(Tjk — Tmn)

j=m+1 k=n+1

Am An
1
= st — lim qpxi — st — lim x,,,
P P (@ Q) 2= 2 Pkt

Jj=m+1 k=n+1

10



sahip oluruz ve bu sebeple (2.7) tim A > 1 icin saglanmir. Tersine (2.5) in x,,, =L
gerektirdigini gosterecegiz.
>\m >\'IL

1
Ty = D D Ptk
(‘P)\m - Pm)(Q)‘n - Qn) j=m+1k=n+1
1 Am An

B PO =) 2 2 it~ T)

j=m+1k=n+1

= A-B
olur. Her € > 0 i¢in biliyoruzki ;

{m <M ve n < N:|xpy,—L|>¢c}

g{mgM ve n§N:|A—L\Z%}U{m§MVC nSN:|B|Z%}

olur. Bu ifade

1
lim su m<Mven<N:|t,,—Ll>¢
MﬁN%Iz(MJrl)(NJrl)I{ < <N :| | > e}
1 €
< lim su Hm<Mven<N:A—L >—}’
_M,N—ME (M+1)(N+1) - _ | |2 2

+ lim sup

1 €
<M <N:|B|>-< ‘
M,Nsoc (M+1)(N+1)Hm_ vensN:| |—2}

ifadesini gerektirir. (2.5) ve Teorem 2.2.1 den x,,, =Ly L elde edilir. Bu da (7) nin
ispatin1 ve (7i7) ve (iv) nin her ikisinin ilk kismini tamamlar. 0 < A < 1 i¢in ayn1 yollar
gosterilebilir. |
Tamm 2.2.4. Eger her € > 0 i¢in

1
inf lim su m<M ve n<N:
A>1 M,Naog (M +1)(N +1) [m < B (2.9)
o > —
nax |Zjn — Tonn| > €} =0

saglanirsa (z,,,) dizisi birinci indise gore istatistiksel yavas salinimlidir ve eger (2.9) da

max |Tj, — Tmy| yerine max |z, — Tl

mMm<j<Am Mm<j<Am
n<k<Ap

yazilirsa (,,,) birinci indise gore kuvvetli istatistiksel yavag salimmlidir denir. ikinci

indise gore istatistiksel yavag salimmlilik 6zelligi benzer sekilde tanimlanir [19].

Simdi p,q € SV A, olsun. O zaman

Am An

1
o P (@ = @) 2t 2o DI = )

j=m+1 k=n-+1

11



< max [T — Tkl + MAX [Tk — Ton
Mm<j<Am n<k<An
n<k<An

olur. Boylece (z,,,) ikinci indise gore istatistiksel yavag salinimli ve birinci indise gore
kuvvetli istatistiksel yavag salimimli ise A > 0 i¢in (2.5) saglanir. O zaman Teorem 2.2.2
den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 2.2.1. p,q € SVA, ve z,,, RNy (N, p,q;1,1) olsun. Eger (z,.,) her iki indise
gore istatistiksel yavas salinimli ve ilaveten indislerin birine gore kuvvetli istatistiksel

yavag salinimli ise ozaman z,,,, =L Lolur [20].

Iki tarafli Landau sartlar, ¢ift diziler icin asagidaki gibi tanimlanr.

j‘xjn — .ij,Ln’ < H (],n > ﬁ) (2.10)

kltme — Tmp—1| < H (m,k > n) (2.11)

olacak sekilde » > 1 ve H > 0 sabitleri mevcutsa ozaman (z,,,,) ¢ift dizisi Landau’nun

iki tarafl1 sartlarin1 saglar denir.

J
1
max |Tjx — Tpk| < max g - sup g — -1 k]
m<j<Am m<j<Am l m<I<j

n<k<An n<k<An l=m+1
A
" H
< ). TS Hlogh
l=m+1

Buradan goriiliirki eger (2.10) saglanirsa (z,,,) birinci indise gore kuvvetli istatistiksel
yavag salimmlidir. Benzer sekilde (2.11) saglanirsa (z,,,) ikinci indise gére kuvvetli
istatistiksel yavas salinimhidir. Buradan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.2.2. p,qg € SVA, ve Ty, =L (N,p,q,1,1) olsun. Eger (x,,,) ¢ift dizisi

(2.10) ve (2.11) sartlarin1 saglarsa ozaman z,,, =L L olur [20].

Bundan sonraki boliimde (N, P, q; 1, 1) toplanabilme metodu i¢in verilen sonuglart

(N, p, *;1,0) toplanabilme metodu icin ifade edecegiz. A > 1 ve \,,, > m i¢in

A

1 m

= D Pitin =t t (B0~ tn) (2.12)

(5) -
P,

esitligine sahip oluruz. (2.12) ile (2.4) yer degistirirse yukarida verilen teoremlere benzer

olarak asagidaki sonuclari elde ederiz.

12



Teorem 2.2.3. Varsayalim p € SV A ve z,,,, RNy (N, p,*,1,0) olsun. O zaman \ > 1

icin
1 >\77L
t—lim —— Tin = L
S m Pr. — P, Z P;ix;
j=m+1
ve 0 < A < ligin
st — lim P Z DiTjn = L
I S

olur [20].
Teorem 2.2.4. Varsayalimki p € SV A ve z,,, “LL (N, p,*,1,0) olsun. O zaman

asagidaki dort sart saglanir.

1) Tmn i, 7, gerek ve yeter sart € > 0,

1
inf lim su Hm<M ve n <N :
/\>1MN—>01:O) (M+1)(N+1) - -
1 Am (2.13)
At B o 2 -

(i) Zn — L gerek ve yeter sart £ > 0,

HmﬁM ve n < N:
2.14)
25}‘ = 0.

(iii)) En az bir A > 1 icin (2.13) ile (2.15) yer degistirebilir ve en az bir 0 < A < 1 i¢in
(2.14) ile (2.16) yer degistirebilir.

f i
03<1 A14n]1Vs_1>1£ (M + 1)(N +1)

m
Z pj Tmn — Ijn)

™ j=Am+1

st — lim ————— Z Pi(Tjn — Ton) = 0, (2.15)
] =m+1
t—1i 1 i ( )=0 (2.16)
st — llm —— A\ Ton — Zin) = 0. .
Pm_PAm j:)\m+lpj !

(iv) Dahasi eger en az bir A > 1 icin (2.15) saglanirsa o zaman tiim A > 1 i¢in saglanir.

Ayni durum (2.16) da olur [20].

p e SVA, igin
Am

1
_ E Ty — @ < max |Ti,—T
P)\ _Pm p]( mn mn) = m<i<Am mn mn
m j=m+1

13



olacagindan (,,,)5 - nin istatistiksel olarak yavas salinimli olmasi (2.13) u gerektirir.
(2.5) de gosterildigi gibi, (2.10) kosulu (x,,,) in istatistiksel olarak birinci indise gore
kuvvetli yavas salinimli olmasini saglar.

Sonug 2.2.3. p € SVA, ve z,, ey (N, p,*;1,0) olsun. Eger (Tmn)ps m—o birinci

indise gore yavas salinimli oluyorsa veya (2.10) kosulunu saghyorsa x,,, =L L dir [20].

Bundan sonraki kisimda ¢ift reel say1 dizileriyle ilgileniyoruz.
Lemma 2.2.3. p = (p,,) negatif olmayan reel sayilarin bir dizisi ve py > 0 olsun. O

zaman p € SV A, olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lim inf B >1 (A>1)

m—r0o0 m

P,
limsup == <1 (0<A<1)

m—r0o0 Pm

P
liminf == >1 (0<\A<1)

m—r0o0 A,

P,
limsup— <1 (A>1)

m—o0 Am
sartlarindan herhangi birinin saglanmasidir [15].

Teorem 2.2.5. p,q € SV A, olsun. ()55 .= 6ift reel say1 dizisi ve
T == LN, p,¢;1,1)

t .. ..
olsun. O zaman z,,, — L olmast i¢in gerek ve yeter sart her ¢ > 0 igin

1
inf lim sup

m<M ve n<N:
)‘>1M,N—>oo (M—f-].)(N—'—].)’{ - -

. e A (2.17)
p'gk(a;'k - CCmn) S _5}‘ =0
(P = Bn)(Qx, — @n) j;d k—;l—l Y
ve
1
inf i <M < N:

e LSS

(2.18)

1 m n
(P — Pr,)(Qn — @) D D Pigk(wmn —wp) < —6}‘ =0

J=Am+1 k=An+1

sartlarinin saglanmasidir [20].

ispat: Varsayalim ki z,,, =t Lolsun. A > 1 s Am > m ve A\, > nicin

1 Am An

B = P = ) (Or = O0) Z Z PiQk(Tjk — Tmn)

j=m+1 k=n+1
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tanimlayalim. O zaman
{Mm<Mven<N:B<—<}C{m<Mven<N:|B|l>c}

Teorem 2.2.2 nin (i) sartindan (2.17) elde edilir. Benzer tartismayla (2.18) elde edilir.
Tersine (2.17) ve (2.18) saglansin A > 1, > 0 ve 6 > 0 olsun. Tekrar z,,, — L terimini

asagidaki sekilde yazabiliriz.

Tmn — L = ((P)\m Q)\n Qn Z Z PiqrTjk — )

j=m+1 k=n-+1

_<(PA QA — Qn) Z ij% Tjk — ﬂﬁmn))

j=m+1 k=n+1

= (C-B.

(2.17) dan, bir A\ > 1 vardir oyleki;

1 15
li } <M <N:B<-°% ‘ 2.1
S M F (N + 1) {m<M vens< = 2} <0 (2.19)

boyle A sayilari i¢in, Teorem 2.2.1 den;

1
’
MNSoo (M + 1)(N + 1)

ngMvengNzczg}’:o (2.20)

elde edilir. (2.19) ve (2.20) birlestirilirse

1
y
MNSee (M + 1)(N + 1)

im <M ven<N:z,,—L>e<0d

elde edilir. & > 0 keyfi oldugundan

1
i < < : — L >¢el = .
M}]{IIEOO(M+1)(N+1)|m_Mve n<N:Zy,—L>e|=0 (2.21)

sonucuna ulagiriz. $imdi 0 < A < 1 durumunu irdeleyelim. O zaman

1
(Pr — P )(@n — @n,) > 3 ]

J=Am+1 k=An+1

1
(P = Pr,)(@n — Q) Z Z P (Tmn — xak)]

J=Am+1 k=X +1

T — L =

_|_

_ Cl—|—Bl

esitligine sahip oluruz. A > 1 i¢in verilen ispata benzer sekilde

1
lim sup Hm <M ve n<N:zp,—L<—c}|=0 (2.22)

M N—oo (M +1)(N +1)

15



elde ederiz. (2.21) ve (2.22) birlikte kullanilirsa x,,,, 'y L olur. |

Simdi cift reel diziler i¢in istatistiksel yavag azalanlik tanimimi verelim. Eger her

e > 0igin
1
inf lim su m<Mven<N:
A>1 M,N—>£ (M+1)(N+1) [{m < - (2.23)
L (2jn = Tn) < —e} =0

saglaniyorsa (z,,,) ¢ift dizisine birinci indise gore istatistiksel yavas azalandir denir. Eger

(2.23) esitliginde

min (x;, — erine  min (Tir — Tmk
m<jsxm( n = Tmn) ¥ m<j§Am( ’ mi)
n<k<,
yazilirsa (x,,, ) ¢ift dizisine birinci indise gore kuvvetli istatistiksel yavag azalandir denir.

Ikinci indise gore istatistiksel yavas azalanlik benzer sekilde tanimlanir. (2.23) kosulu

1
b
0eA<1 y N s (M + 1)(N + 1)

HmﬁM ve n < N:

=0

min (T, — ) < —¢
Am<j<m

kosulunu gerektirir ve bunun terside dogrudur. Benzer ozellikler ikinci indise gore
istatistiksel yavas azalanlik ve kuvvetli istatistiksel yavas azalanlik icinde dogrudur.

p,q € SVALve A > 1igin

A A
1 m n
Z Z Pjak(Tjk — Tmn)
(PAm - PT”)(Q)WL - Qn) j=m+1k=n+1
> min (xjk — xmk) + min (ZEmk - -Tmn)

m<j<Am n<k<Ap
n<k<An

olur. Dolayisiyla eger (x,,, ) ikinci indise gore istatistiksel yavag azalansa ve birinci indise
gore kuvvetli istatistiksel yavas azalansa ozaman (2.17) her € > 0 i¢in saglanir. Benzer
sekilde her € > 0 icin (2.18) gecerlidir. Teorem 2.2.5’ten agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 2.24. p,qg € SVA, ve (Tymn), (Tmn) =L (N,p,q;1,1) olan bir cift reel
dizi olsun. Eger (x,,,) dizisi her iki indise gore istatistiksel yavas azalan ve ek olarak

indislerden birine gore kuvvetli istatistiksel yavas azalan ise o zaman z,,, — L olur

[20].

Asagidaki Landau’nun tek tarafli kosullarini verelim. Uygun n > 0 ve H sabitleri
icin

j(xjn - xj—l,n) Z _H (]7” 2 ﬁ)a (224)
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k(xmk - xm,k—l) Z —H (]7” 2 ﬁ)a (225)

sartlart saglansin. A > 1 ve m,n > n i¢in,

i
1
: o - . 1 _ B
mggl'lsrim%k Tmk) 2 mgélim(Z l) (mgfgjl(xlk wz_uc))

n<k<A, n<k<Xi, \l=m+l
A
N H
> - — | > —Hlog A\

esitsizligi gecerlidir. Bu nedenle (2.24) kosulu altinda (x,,,) birinci indise gére kuvvetli
istatistiksel yavag azalandir. Benzer sekilde (2.25) kosulu altinda (,,,,) ikinci indise gore
kuvvetli istatistiksel yavas azalandir. Sonug 2.2.4 e gore asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.2.5. p,q € SVA, ve (Tymn)s Timn =L (N,p,q;1,1) olan bir reel cift dizi
olsun. Eger (x,,,) bazi n > 0 ve H icin (2.24) ve (2.25) sartlarin1 sagliyorsa o zaman

Tonn = I olur [20].

(N, p, *;1,0) toplanabilirlik i¢in yukarida verilen teorem ve sonuglara paralel bir
teori tiiretilebilir. Bu sonuglar ispatsiz bir sekilde asagida veriyoruz.
Teorem 2.2.6. p € SV A, ve (zy,) reel cift dizi ve z,,, N (N,p,q;1,0) olsun. O

zaman T, = L dir gerek ve yeter sart her ¢ > 0 i¢in

1
inf lim su m<M ve n<N:
1 m
N D i@ — ) < —5} =0
m ™ j=m+1
ve
1

.
0EA<1 prnve (M + 1)(N + 1)

1 m
—Pm—PA Z pj(l’mn—l’jn>§_€}‘ =0
™ j=Am+1

'{mﬁM ve n < N :

sartlarinin saglanmasidir [20].
Sonuc 2.2.6. p € SVA, ve (Zn)s Tmn — L(N,p,*;1,0) olan bir ¢ift reel dizi olsun.
Eger (z,,,) birinci indise gore istatistiksel yavas azalan ise veya baz1 i > 0 ve H sayilari

icin (2.24) saglaniyor ise ozaman x,,, ' L olur [20].

2.3. Cift Dizilerin Istatistiksel A-toplanabilirligi

Bu boliimde negatif olmayan reel bir RH-regiiler matris yardimiyla bir cift dizinin
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istatistiksel A-toplanabilirligi tanimlanacaktir. Bu metot daha 6nce tanitilan istatistiksel
(N, p,q;1,1) toplanabilme metodunun genel bir halidir.

Tanmm 2.3.1. x = (z;;) ¢ift dizisi verilmis olsun. Simdi,

Smn_iixij ) (m7n€N>

i=0 j=0
seklinde tanimlanan (s,,,) dizisini gozoniine alalim. Bu durumda, ((Zmn), (Smn))
ikilisine bir ¢ift seri denir. x,,, terimine serinin genel terimi, (s,,,) dizisine de serinin
kismi toplamlar dizisi denir. Eger (s,,,) kismi toplamlar dizisi bir s sayisina yakinsak,
yani
m n

lim Z Z Tij = S

0 =0
ise ((Zymn), (Smn)) serisi yakinsaktir ve serinin toplami s sayisidir. Yakinsak olmayan

seriye 1raksak seri denir.

Genel terimi z,,,, ve toplam s olan yakinsak seri,

o oo
DD T =

m=1 n=1

seklinde gosterilir. Seri ister yakinsak ister iraksak olsun, genel terimi x,,,,, olan seri

0o 00 00,00
g E x;; veyakisaca E Tij

i=0 j=0 i=0,j=0
ile gosterilir.

A= (agm) ,m,n,1,7 € N olmak lizere dort boyutlu (reel veya komplex) sonsuz
bir matris ve x = (z;;) bir ¢ift dizi olsun. O zaman her (m,n) € N? i¢cin

00,00

E mn

i=0,j=0

cift serisi yakinsak ise,

00,00

_ mn
Ymn = E Qi Lij

i=0,j=0
ile tammh Az = (y,,,) dizisine x dizisinin A-doniigiim dizisi denir. Eger Az c¢ift dizisi
bir ¢ sayisina yakinsaksa, yani

lim vy, =74 (2.26)

m,n—00

oluyorsa x dizisi ¢ sayisina A-toplanabilirdir denir.
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Her sinirh yakinsak bir ¢ift diziyi yine ayni limite toplayan dort boyutlu bir A
matrisine RH-regiilerdir (veya siirhi regiilerdir) denir. Robison - Hamilton [38] dort
boyutlu bir matrisin regiilerlik kosullarin asagidaki sekilde vermistir:

Teorem 2.3.1. Dort boyutlu A = (ajj") matrisinin RH-regiiler olmas igin gerek ve yeter

sart;

RH; : limaj}™ = 0,her bir (i, ) € N? igin,

RH5 : lim Z AT =1,

ij

ijEN?

RHj: lim ) _ |afi"| = 0, her biri € N igin,

T EN
RHy: lim ) " |aji"| = 0 her bir j € N igin,

T ieN
RH; : Z a;;"| yakinsak,

i,jEN?
RHg : Her (m,n) € N? sayilari icin, Z a;;"| < A olacak sekilde A ve B sayilarinin

i,j>B

mevcut olmasidir [38].

Tamm 2.3.2. A = (a;;") negatif olmayan reel bir RH regiiler matris, z = (w;;) bir gift

dizi ve (Y, ) dizisi (2.26) ile tanimli doniigiim dizisi olsun. Eger her € > 0 i¢in
P ({(m,n) e N*: ’ymn - L| > 6}) =0,

ise x dizisi L’ye istatistiksel A toplanabilirdir denir. Yani, = dizisi L’ye istatistiksel A
toplanabilir ise 0 zaman her € > 0 i¢in,

1
.
MN oo (M + 1)(N +

olur. Boylece bir x ¢ift dizisinin L’ye istatistiksel A toplanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Az doniigiim dizisinin L’ye istatistiksel yakinsak olmasidir [21].

Simdi istatistiksel A toplanabilme i¢in bazi 6rnekler verelim.

Ornek 2.3.1. A = (ag;™) dort boyutlu matrisini,

1 . ‘ ‘
&mn:{m ) egerZSmVejgnlse

R 0 , diger durumlarda
olarak alirsak A matrisi Cesaro matrisine indirgenir. Cesaro matrisi (C, 1, 1) ile gosterilir.

x = (xy5) cift dizisini her j i¢in z;; = (—1)" olarak tammlayalim. O zaman x dizisi sifira
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(C, 1, 1) toplanabilirdir ve dolayisiyla istatistiksel (C, 1, 1) toplanabilirdir. Ancak x dizisi

istatistiksel yakinsak degildir.

Cift dizilerin istatistiksel (C, 1, 1)-toplanabilirligi ilk defa Moéricz [19] tarafindan
caligtlmigtir. Méricz [19] istatistiksel (C, 1, 1)- toplanabilmeden istatistiksel yakinsakligin
elde edildigi Tauber tipi teoremleri elde etmistir.

Ornek 2.3.2. p = (p;) ve ¢ = (g;) dizileri Tanim 2.2.1°deki gibi olmak iizere, A = (ai™)

dort boyutlu matrisini

Pidj Sap i . :
g b, o cgert <mvej<nise
“ 0 , diger durumlarda

olarak alirsak istatistiksel A toplanabilme metodu istatistiksel (W, p,q, 1, 1) toplanabilme
metoduna indirgenir. Gortildiigii gibi p; = 1,¢; = 1 alimrsa istatistiksel (N, p,q,1,1)
metodu da istatistiksel (C, 1, 1) toplanabilme metoduna indirgenir.
Ornek 2.3.3. A = (afi™)

2, egerm =mn,i,j < mvem gcift kare
mn __ 1

i = —m)
0 , diger durumlarda

egerm =n,i # j,1,J < m ve m tek kare
ile tanimlansin ve x = (z;;) ¢ift dizisi de

S 1 , egertek ve tiim j icin
Y1 0 , diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Bu durumda A matrisinin RH-regiiler oldugunu yani (RH1)-(RH6)

kosullar1 sagladigini kolayca gorebiliriz. z dizisinin doniisiim dizisi

00,00 1/2 , eger m ¢ift kare ise
Ymn = Z a;i"rij = (m+1)/2m , egerm tek kare ise
ij=1,1 0 , diger durumlarda

olur. (Y, ) dizisi yakinsak olmadidindan x dizisi A-toplanabilir degildir. Bununla birlikte

st — limy, 5, Yms = 0 oldugundan z dizisi sifira istatistiksel A-toplanabilirdir.

Istatistiksel A-toplanabilme metodlarinin bir uygulama alam1 Krovkin tipi
yaklagim teoremleridir. Bu metodlar kullanilarak Positif lineer operatorlerin ¢ift dizileri

icin ¢esitli yaklagim teoremleri ispatlanmigtir. Asagida bu teoremlerden bahsedecegiz.

K, R? nin kompak bir alt kiimesi ve C'(K) da K iizerinde siirekli fonksiyonlarin

uzayini ifade etsin. C'(K') kiimesi

Il = sup |f(z,y)|(f € C(K))

(z,y)EK
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ile taniml1 || - || normlu ile bir Banach uzaydir.

T, C(K)’dan C(K) igine bir lineer operator olsun. Her (z,y) € K noktasindaki
T f degeri T'(f; z,y) ile gosterilir. Her (x,y) € K i¢in f(z,y) > Oise f > 0 yazilir. Her
f > 0olan f € C(K) fonksiyonu i¢in 7'f > 0 kosulunu saglayan 7" lineer operatoriine
pozitif lineer operator denir. C'(K) iizerindeki Korovkin tipi yaklagim teoremi ilk olarak

Volkov [39] tarafindan asagidaki sekilde verilmistir. Biz bu tez boyunca

fO(a:?y):l: fl(xvy):x7 f2(x7y>:y7 fg(x,y)=$2+y2

olarak alacagiz.
Teorem 2.3.2. (L;;), C(K) uzerindeki pozitif lineer operatorlerin bir ¢ift dizisi olsun. O
zaman her f € C(K) i¢in

i || L () ~ £ =0

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
IT}IHTLI HLij<fT‘) - fTH =0 (7’ =0,1,2, 3)

olmasidir [39].

Belen, Mursaleen ve Yildinm [21] da istatistiksel A-toplanabilme metodu
yardimiyla daha genel bir Korovkin tipi yaklasim teoremini agsagidaki sekilde
vermiglerdir. .

Teorem 2.3.3. A = (aj;") negatif olmayan bir RH-regiiler matris olsun. (L,;), C'(K)’dan

C'(K) i¢ine pozitif lineer operatorlerin bir ¢ift dizisi olsun. O zaman her f € C'(K) i¢in;

st—lim|| Y al"Li;(f) - f =0 (2.27)
" 1li,j=0,0 C(K)
olmasi icin gerek ve yeter sart
st—lm|| Y a"Lij(f,) = fr|| = 0r =(0,1,2,3) (2.28)
" i,j=0,0

olmasidir. [21].

Ispat: Her f € C(K)igin (2.27) saglandigindar = 0, 1,2, 3i¢in f, € C(K) olacagindan
(2.28) direkt olarak saglanir.
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Simdi (2.28) kosulunu kabul edelim. Géterecegiz ki her f € C(K) igin (2.27)
saglanir. f fonksiyonu siirekli ve K kiimesi kompakt oldugundan f fonksiyonu K kiimesi
tizerinde sinirlidir dolayisiyla her (z,y) € K i¢in |f(z,y)] < M olacak sekilde bir M =
|| fllc(x) mevcuttur. Ayrica f fonksiyonunun siirekliliginden her ¢ > 0 i¢in bir 6 > 0
sayist vardir 6yleki yeterli |u — x| < 0 ve |[v — y| < ¢ sartin1 saglayan her (u,v) € K igin

|f(u,v) — f(z,y)| < € olur. Dolayisiyla

2M
o) = Sl <+ 25 { =07+ - 02 2.9
alinz. L;; bir pozitif lineer operator oldugundan (2.29) esitsizliginden herhangi bir m, n €
N i¢in
> aiLy(fiwy) - f(l‘,y)‘
i,j=0,0

< Z a7 Lo (| f (u,0) = ()] 2,y)

,7=0,0
+f(,y)] Z " Lij(fo; z,y) — fo(:uy)‘
1,7=0,0
mn 2M
< Z a;;" Lij 5+5—2[(u—x)2+(v—y)]xy)
1,7=0,0
HAel| Y a L) - fule.n)
4,j=0,0
S €+ <€+M) Z a?;’nLij(fo;x,y) — f()
4,j=0,0

2

Z aanm f37x y) f3<$,y)‘

4,7=0,0
ol S a L) — |}
,7=0,0
w2 3 L) alon)
i,j=0,0
H )| 3 L) - o)
i,j=0,0
9 00,00
<e+ <€+M—|—?(C2+D2)) Z ag;" Lij(fo; 7,y) — fo(x,y)’
i,j=0,0
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oM| &,
52 2{: amf‘Lﬁ(f3§$>y>“fé<$ay)
4,j=0,0
AMC| &
5| O 4y Ly(fiey) — filz.y)
4,j=0,0
4M D
+ 52 Z azy Li; (f2s2,y) — fa(z,y)
4,7=0,0

Burada C' = max|z|, D = max|y|. Yukandaki esitsizlikte (z,y) € K iizerinden

supremum alarsak ve

2M
B = max{a + M + =—(C? + D?),

2M 4AMC 4MD}
52

027 62 7 H2
dersek

Oi ai;" Lij(fri w,y) — fr(x,’y)“,

i,j=0,0

3
Z al" L )—fH <e+B)_

,7=0,0 r=0

esitsizligini elde ederiz.

Simdi belli bir p > 0 i¢in € > 0 secelim Oyleki € < p olsun ve

E::{(mn ) € N2

> @ Ly(fny) - )| 24,

4,7=0,0
0,00 p_g
E, = {(m,n) € N?: Z a;" Lij(fr;7,y) — fT(x,y)H > 1B },7’:0,1,2,3
i,j=0,0

kiimelerini tanimlayalim. O zaman E C |J’_, E, ve dolayisiyla 6,(E) < 3°_ E, olur,

Bu esitsizligi gozoniine alarak ve (2.28) kabuliinii kullanarak (2.27) i elde edilir. |

Simdi Teorem 2.3.3’iin klasik uygulamalardan ve istatistiksel formlarindan daha
giiglii oldugunu gosterecegiz. A = (C,1,1) olsun ve z = (x;;) tim 4 ler igin z;; = (—1)
seklinde tanimlansin. O zaman bu dizi ne yakinsak ne de istatistiksel yakinsaktir fakat
st —lim Az = 0 dir. Simdi K = [0, 1] x [0, 1] olmak iizere her (z,y) € K ve f € C(K)
icin

i
kol ~ k ik j i—1
sz(f,l’,y) = f P C(Zak>x (1_I> C(.]al>y](1_y)] 5
vt
k=0 =0
ile verilen Bernstein operatorlerini g6z Oniine alalim. Bu operatérleri kullanarak ,C'(K)

izerinde asagidaki pozitif lineer operatorleri tanimlayalim:
Lij(fiz,y) = (1 + 2y5) By (fi2,y), (z,y) € K, f € C(K)
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O zaman

Lij(foz,y) = (1 +xy)fo(z,y),
Lij(fuzy) = (1+ay)fi(z,y)
Lij(faizy) = (1+zy)fa(2,y)
Llfizg) = () () + 255+ 20

st — lim Z ag;" Lij(fr) — fr
m 4,7=0,0
= st — lim zj 7" -
m (m—|—1 J(n+1)

,J=0,0

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.3.3’den herhangi bir f € C'(K) i¢in

Zam"L )—szO

,7=0,0

st — hm

sonucuna ulagiriz. Bununla birlikte (x;;) dizisi ne yakinsak ne de istatistiksel yakinsaktur.
Dolayisiyla (L,;) pozitif operatorler dizisi i¢in ne klasik ne de istatistiksel korovkin tipi

yaklagim teoremi gecerli degidir.

2.4. Bulanik Sayilar
Bu boliimde bulanik sayilar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanmm 2.4.1. Asagidaki sartlar1 saglayan R tizerindeki bir
u:R —[0,1]

fonksiyonuna bir bulanik sayist denir:

1. u, normaldir. Yani en az bir 2y € R i¢in u(zo) = 1’dir.

2. u, bulanik konvekstir. Yani Vz,y € R ve VA € [0, 1] i¢in,
u(Az + (1 — N)y) > min {u(z), u(y) }.

3. wu, ustten yar siireklidir.

4. [u]p = {x € R: u(x) > 0} kompakt bir kiimedir [22].

Burada A, A kiimesinin kapanisi anlamindadir.
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Bir u bulanik sayisinin a-seviye kiimesi,

[ {reR:u(r) >a}, 0<a<lise,
[u]o‘_{{xeR:u(aﬁ)>O}, a = 0ise

seklinde tanimlanir. Herhangi bir r reel sayisi,

o) = 1, x=rise
1 0, x#rise

seklinde taniml1 bir 7 bulanik sayis1 gibi diisiiniiliir. R iizerindeki biitiin bulanik sayilarinin
kiimesi E' ile gosterilir ve bulanik say1 uzayi olarak isimlendirilir.
Not 2.4.1. Acik olarak u € E' olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir a € [0, 1] igin [u],

kiimesinin bos olmayan, kapal1 ve sinirli bir aralik olmasidir.

Bir bulanik sayisinin a-seviye kiimelerinin u¢ noktalar: ile temsil edilebilecegi
Goetschel ve Voxman [40] tarafindan ispatlanmistir. Bu teorem bulanik sayilariin temsil
teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.4.1. u € E' ve her bir a € [0, 1] igin [u], = [u™(a),u™ (a)] olsun. O zaman

asagidaki sartlar saglanir:

1. u=(«); (0, 1] tizerinde sinirly, soldan siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur.
2. u™(a); (0, 1] tizerinde sinurly, soldan siirekli ve artmayan bir fonksiyondur.
3. u™ () ve u™ () fonksiyonlari, « = 0 noktasinda sagdan siireklidir.

4w (1) < ut (1),

Tersine; v ve 3, (1) — (4) sartlarin1 saglayan iki fonksiyon ise, o zaman

olacak sekilde bir tek u € E' vardir. vy ve 3’ya Kkarsilik gelen u bulanik sayist;
w:R=[0,1], ufe) =sup{a:y(a) <« < Bla)}

olarak tanimlanir [40].

Bulanik sayilar kiimesi iizerindeki aritmetik islemler asagidaki gibi tanimlanir.

u,v € E*' bulanik sayilarinin

(i) u + v cebirsel toplamlari,

utv=w & [wy=[uls+ V]

& w(a)=u (a)+v (a) vew (a) =ut(a) + v (a),
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(i1) u — v farklan,

u—v=w & [wy=ula—[V]a

& w(a)=u (a) —vH(a) vew

(ii1) w - v ¢arpimlari,

her o € [0, 1] igin
w (o) = min{u (a)v (o), u (a)v(a),u" (a)v™(a),u” (a)v(a)}
wh(a) = max{u (a)v (o), u (a)v(a),ut(a)v (a),u (a)vt(a)},
(iv) w sayisinin k skalari ile carpimi,
[kulo = klu]a

seklinde tanimlanir.

Egeru e E've 0 ¢ {t € R: u(t) > 0} ise, 0 zaman

() 0w () 0w

biciminde tanimlidir.

Yukarida tanimli islemlere gore bulanik sayilarinin sahip oldugu bazi cebirsel
ozellikler asagida not edilmistir.
Teorem 2.4.2. (i) Toplama islemine gore birim eleman 0 dur.
(ii) Toplama islemine gore her u # 7, r € R bulanik sayilarinin ters elemani yoktur.

(iii) a,b € Rveu € E* olsun. Eger a,b > 0 veya a,b < 0 ise 0 zaman
(a+bu = au+bu

esitligi gecerlidir. Herhangi bir a, b € R i¢in bu esitlik gecerli olmayabilir.

(iv) Herhangi bir a € R ve u,v € E* igin
a(u+v) =au+ av
esitligi gecerlidir.
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(v) Herhangibir a,b € R ve u € E! icin
a(bu) = (ab)u

esitligi gecerlidir [41].

Bundan sonraki kistmda E*! iizerindeki metrik, bulanik ¢ift diziler ve bu metrige
gore bulanik cift dizilerin yakinsakligi tanimlanacaktir. u, v € E! olsun. O zaman u ile v

arasindaki D(u, v) uzakligi,

D(u,v) = sup max{[u”(e) = v~ ()], [u"(a) = v (a)[}

seklinde tanimlanir. D metriginin tanimindan

1?@%5)::azﬁifnaXﬂu*(@ﬂjhﬁ(&)H::IHaXﬂu*(UﬂJu+(QH}

oldugu goriiliir. D metrigi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

Teorem 2.4.3. u,v,w,z € E' ve k € R olsun. O zaman,

(i) (E', D) tam metrik uzaydir,
(it) D(ku, kv) = |k|D(u,v),
(i) D(u+v,w+v) = D(u,w),
(iv) D(u+v,w + z) < D(u,w) + D(v, 2),
(v) |D(u,0) — D(v,0)| < D(u,v) < D(u,0) + D(v,0) [41].

2.5. Cift Bulamk Say1 Dizilerinin Istatistiksel Yakinsakhg1
Bu boliimde ¢ift bulanik say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligini inceleyecegiz.

Tamim 2.5.1. E' bulanik say1 uzay1 olmak iizere,
f:NxN-—= E!
(mvn) - f(ma n) = Umn

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna bir bulanik ¢ift dizi denir.

Cift bulanik say1 dizileri, ¢ift reel veya kompleks dizilerden ayirmak igin
(Umn)s (Vmn), (W) ile gosterecegiz.
Tamm 2.5.2. u = (Un )5y .o bir cift bulamk say1 dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 igin bir
N € N dogal sayis1 var 6yleki min(m,n) > N iken D (tupy, 1) < € oluyorsa u = (Us)
dizisi p bulanik sayisina Pringsheim anlaminda yakinsaktir denir. Bu durumda w,,,,, — p

veya lim u,,, = p yazilir [42].
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Tanim 2.5.3. u = (u,,,) ¢ift bulamk say1 dizisi olsun. Eger her m ve n igin D (tu,, 0) <

M olacak sekilde bir M pozitif sayisi varsa « = (uy,,) ¢ift dizisi sinirhdir denir [42].

Savas ve Mursaleen [33] tarafindan cift bulanik say1 dizilerin istatistiksel
yakinsaklig1 asagidaki gibi tammmlanmistir.
Tamm 2.5.4. v = (u,,,), E' de bir ¢ift dizi olsun. Eger her & > 0 i¢in

1
M}]{fn—lwo (M +1)(N+1) {m < M ve n < Nx Dltn, 1) 2 €} =0

esitligi saglaniyorsa u = (u,,, ) ¢ift dizisi x bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

Bu durumda u,,,, N (1 veya st — lim u,,, = p yazilir [33].

Umn —> b = Umn N w1 gerektirmesi gegerlidir. Ancak, genel olarak tersi dogru
olmayabilir. Bu durum asagidaki drnekte goriilmektedir.

Ornek 2.5.1. Her z € R icin

x = jk, gk <z < jk+ 1igin
ujp(z) = —r+gk+2, jk+1<w<jk+2icin j ve k tam kare ise,
! 0, diger durumlarda
p(), diger durumlarda
z+1, —1<xz<0igin,
p(r) = —r+1, 0<zx<1igin,
0, diger durumlarda

olacak sekilde £ deki bir (u;;) ¢ift dizisi tanimlansin.

1 . _ (VN + 1) (VM +1)
TN 1 WS M ve ks N Dluiep) 2 €}l < =Sy

oldugundan (u;) ¢ift dizisi ; bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir. Fakat (u;;,) dizisi

yakinsak degildir.

Teorem 2.5.1. Bulanik sayilarinin (u;;,) ve (vjx) ¢ift dizilerini alalim.

(a) Eger st — limu;, = p ve ¢ € Rise, o zaman st — lim cuj; = cp olur.
(b) Eger st —limu;, = p ve sty —limwv,, = v ise, o zaman st — lim(u;; +vj;) = pp+v
olur [33].
Teorem 2.5.2. Bulanik sayilarmin bir u = (u);) dizisinin bir g bulanik sayisina
istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir ' C N x N alt kiimesi vardir

oyle ki do(K) =1 ve

lim Uik = [
jh—oo, (k)EK
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[33].

Tanim 2.5.5. u = (uj;) ¢ift bulanik say1 dizisi olsun.

1 m n
T = i+ D+ 1) 2D

j=0 k=0

seklinde tanimlanan o,,, dizisine © = (U,,) ¢ift bulanik say1 dizisinin Cesaro toplami
denir. Eger

lim o, =u
m,n—00

olacak sekilde bir x bulanik sayist mevcut ise u = (u,,,) ¢ift bulanik say1 dizisi 4 bulanik

sayisina Cesaro toplanabilir ya da kisaca (C, 1, 1) toplanabilirdir denir ve
U — 1 (C,1,1)

yazilir [33].

Sinirlt bir w = (uy,,) ¢ift bulanik say1 dizisi i¢in
U —> fb = Uy, —> p (C,1,1)

gerektirmesi saglanir. Fakat bunun tersi genel olarak saglanmaya bilir. Bu gerektirmenin
tersinin gerceklesmesi i¢in gerekli sartlar, yani Cesaro toplanabilen bir ¢ift bulanik
say1 dizisinin yakinsak olmasini saglayan Tauber sartlar1 Canak, Totur ve Onder [43]

tarafindan verilmistir.

Cift bulanik say1 dizileri i¢in istatistiksel Cesaro toplanabilme kavrami Yapali ve
Talo [35] tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

Tanim 2.5.6. u© = (u,,,) bir ¢ift bulanik say1 dizisi ve p bir bulanik say1 olsun. Eger
st— lim o,,=u
m,n—00
oluyorsa, () ¢ift dizisi 1 sayisina istatistiksel (C, 1, 1) taplanabilirdir denir ve
U = 1 (C1,1)
ile gosterilir.
Cift bulanik say1 dizilerinin istatistiksel (C, 1, 1) toplanabilirligi Yapali ve Talo

[35] ile Onder, Canak ve Totur [36] tarafindan es zamanl galisilmistir. Sinirl (w,y,,) gift

bulanik sayi dizisi i¢in

umni‘/)uéumnﬁu(al,l)
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gerektirmesi daima saglanir. Bu 6nermenin tersi ise genel olarak saglanmayabilir.
Ornek 2.5.2. u = (u;;) ¢ift bulanik say1 dizisini

243z, —2 < <0igin, 2 -3z, 0<uxz<2igcin,
pu(z) = =

0, diger durumlarda A 0, diger durumlarda
olmak lizere

W, 7, ktek say1ise,
ujr =< v, J,kgift say1ise
0, diger durumlarda
biciminde tanimlayalim. v = (u;,) dizisinin a-seviye kiimeleri her a € [0, 1] i¢in

[O, a‘ﬂ , ], ktek say1ise
[up), = ¢ [5%,0], J, kcift sayrise
0},  diger durumlarda

:—M—H/

7 tanimlarsak

bulunur. w

lim D(oyn, w) =0

m,n—00

olur. Dolayisiylada w =L w (C,1,1) elde edilir. Bununla birlikte her 0 < ¢ < 1/6 ve
her j, k € Nigin D(u;, w) > ¢ olacagidan (u;;) ¢ift bulanik dizisi w bulanik sayisina

istatistiksel yakinsak degildir [36].

Cift bulanik sayi dizileri i¢in
U, S—t>,u((],1,1) = Upn S—t>,u

gerektirmesini saglayan Tauber sartlar Yapali ve Talo [35] ile Onder, Canak ve Totur
[36] tarafindan verilmistir. Biz bu tez ¢aligmasinda bu makalelerde istatistiksel (C, 1, 1)
toplanabilme metodu icin elde edilen sonuclar1 daha gelen bir metot olan istatistiksel

(N, p,q,1,1) toplanabilme metoduna genelleyecegiz.

2.6. Bulanik Pozitif Lineer operatorler icin Korovkin Tip Teoremler
Bu boliimde siirekli bulanik say1 degerli fonksiyon uzayinda tanimli pozitif lineer

operatorlerin ¢ift dizileri icin ispatlanmig olan Korovkin tipi teoremlerden bahsedecegiz.

Oncelikle E! iizerindeki kismi siralama bagintis1 tammlayalim. u, v € E' olmak

lizere
u=v<= hera € [0,1] i¢in v (a) <v (a) veu" (a) < vt (a)
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bi¢iminde tanimlanan < bagintis1 £ iizerinde bir kismi siralama bagintisidir ve asagidaki
ozelliklere sahiptir.

Lemma 2.6.1. u,v,w,e € E' ve £ > 0 olsun. Asagidaki ifadeleri verebiliriz.

(1) Eger here > 0Oi¢in v < v + € ise, 0 zaman © < v olur.
(i) Eger u < v ve v < wise, 0o zaman u = w olur.
(iii)) Eger u X w ve v X eise, 0 zaman v + v = w + e olur.

(iv) Eger u + w =X v 4 wise, o zaman v < v olur [29].

E! {izerinde D metrigi asagidaki 6nemli 6zellige sahiptir.

Lemma 2.6.2. u,v € E' ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda

(i) D(u,v) <e.
£

(1) v — =u-+¢€

ifadeler birbirine denktir [44].

Tanim kiimesi R?’nin bir alt kiimesi, goriintii kiimesi E' bulamk sayilar uzayi
olan fonksiyonlara iki degiskenli bulanik say1 degerli fonksiyon denir. Bir f : K — E*
iki degiskenli bulanik say1 degerli fonksiyonun parametrik gosterimi herbir (z,y) € K ve
a € [0, 1] i¢in
[f (@ 9)la = [fa (2. 9), fd (2, 9)]

olarak verilir. R?’nin bir K kompakt altkiimesi iizerindeki tiim siirekli bulanik say1 degerli
fonksiyonlarin kiimesi C'x(K) ile gosterilir ve Cz(K)

D*(f,g) = sup D(f(z,y),9(z,y))

(z,y)eK

= sup  sup max{|f;(x,y)—g;(z,y)],]f;(x,y)—g:{(:c,y)|}
(z,y)eK a€0,1]

ile tam metrik uzaydir. Simdi L : C'x(K) — Cx(K) bir operator olsun. L,,,(f;x,y) ile
L (f) fonksiyonunun bir (z, y) noktasindaki degerini gosterelim. Eger her Ay, A» € R,
fi, fa € Cr(K) ve (z,y) € K igin

LM fi + Xafo;z,y) = ML(f1;2,9) + X L(fo;2,v)

sartt saglaniyor ise L operatoriine lineerdir denir. Ayrica L bir lineer operatdor ve
f(z,y) =2 g(z,y) olan her f,g € Cr(K) fonksiyonlar ve tim (x,y) € K ikilileri i¢in

L(f;x,y) = L(g;x,y) sart1 sagliyor ise L operatoriine bulanik pozitif lineer operator
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denir. Bulanik pozitif lineer operatorlerin ¢ift dizileri icin bulanik Korovkin tipi yaklasim
teoremi Demirci ve Karakus [45] tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.
Teorem 2.6.1. { L.y} (mn)en2, Cr(K) lizerinnde bulanik pozitif lineer operatorlerin bir

¢ift dizisi olsun. Tim (z,y) € K, « € [0,1], (m,n) € N* ve f € Cx(K) igin

{Lon(f;2,9)}s = Lo (fE2,y)

ozelligine sahip C'(K) da pozitif lineer operatorlerin bir { Ly, } (mnjene dizisinin meveut

oldugunu varsayalim.

go(z,y) =1, gi(z,y) = 2, go(z,y) =y, gs(z,y) = 2° + ¢

olmak tizere

=0, i=0,1,2,3

lim Hzmn(g@) —Gi

m,n—00

olsun. O zaman her f € Cx(K) i¢in

m,n—00

olur [45].

Bu tez calismasinda bulanik pozitif lineer operatorlerin ¢ift dizileri i¢in
bulanik Korovkin tipi yaklagim teoremi istatistiksel (N7 p,q, 1,1) toplanabilme metodu

kullanarak ispatlanacaktir.

32



3. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA
Bu boliim tezin orjinal sonug¢larindan olusmaktadir.

3.1. Cift Bulamik Say1 Dizilerinin Agirhkli Ortalamalarinin Istatistiksel
Toplanabilirligi

Bu kisimda oOncelikle c¢ift bulanik sayr dizilerinin agirlikli ortalamalarinin
istatistiksel toplanabilirligi kavrami takdim edilecektir. Sonra bu toplanabilme
metodundan istatistiksel yakinsakligin elde edildigi Tauber kosullar verilecektir.

Tanmm 3.1.1. p = (p;) ve ¢ = (qi) negatif olmayan reel diziler, py > 0, gy > 0 ve

Pp=> pj(m=012..) ve Qu=> ¢ (n=0,1,2...)
j=0 k=0
olsun. Bir (u ;) bulanik ¢ift say1 dizisinin agirlikli ortalamasi
1 m n
t}ﬁn = PO ZZPijUjk7 m,n=20,1,2,...
M= -0 k=0

I & 1 =
tiign 3 P_ijujnv t%n = Q_ZQkumk m,n=0,1,2,...
§=0 " k=0

mo .

ile tammlanir. (o, 3) = (1,1),(1,0) ya da (0, 1) olmak iizere, eger t27, s 4 oluyorsa
(ujr) cift bulanik sayr dizisinin agirlikli ortalamast 4 bulanik sayisina istatistiksel

toplanabilirdir veya kisaca istatistiksel (N, p, ¢, a, 3) toplanabilirdir denir ve

st -~
uj, — (N, p,q, o, )

yazilir.

Lemma 2.2.2 nin ispatina benzer olarak c¢ift bulanik say1 dizileri i¢in asagidaki
lemma elde edilir.
Lemma 3.1.1. (o, 8) = (1,1),(1,0) ya da (0,1) ve uj, = u (N,p,q,a,3) olsun. O

zaman her \ # 0 igin tf\’fi A =L, ti‘i n =Ly ve tzf A, s olur.
Bundan sonraki kisimda ilk olarak bulanik ¢ift say1 dizileri i¢in
s T st
wir = 1 (N,p,g,1,1) = w5 o 3.1)

gerektirmesi i¢cin gerekli Tauber kosullar verilecektir. Bunun i¢in Oncelikle asagidaki

lemmaya ihtiyacimiz var.
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Lemma 3.1.2. p,q € SV A, (Uy) bir ¢ift bulanik say1 dizisi, ¢ bir bulanik say1 dizisi
ve

U — 11 (N, p,q;1,1)

olsun. O zaman her A > 1 icin

Am An

. 1 _
st — lim P = ) (Or — O Z Z DiQrUjre = [ 3.2)

j=m+1 k=n+1

ve her 0 < A < 1igin

1 m n
st — lim Z Z DiQkUjr = [ (3.3)
(P = Pr,)(@n = Q) J=AmA1 k=An+1

Ispat: )\ > 1 olsun. Bu durumda Totur ve Canak [46] calismasinda verilen Lemma 4.1.

den yararlanarak

1 Am An
P ((pkm R @) 2, 2 qu’““ﬂ"“’“)

Jj=m+1 k=n+1

A Al
<D ((P)\m = Pm)l(Q)\n — Qn) j:;ﬂ k:;i_lijkujk,t}T}n> DY )
< e D (L) .
T 2’3?5; —oy P (B i)
+ (Pxf%ﬂn)l) (B L)
! (Qx?#lj (t s tnn) & D (s 1)

esitsizligine sahip oluruz. Burada, Lemma 2.2.3 den

p —1
lim su S 1 — limsup —~ < 0
m%oop (P/\m - Pm) ( m%oop P)\m)

. Q)x ( . Qn )_1
limsup ————— = (1 — limsup — < 00
n—0o00 (Q)\n - Qn) n—00 Q)\n

oldugundan, Lemma 3.1.1’den, (3.4) esitsizliginden ve (t!!) dizisin istatistiksel

yakinsakligindan (3.2) elde edilir.

Simdi 0 < A < 1 alalim. Bu durumda da, yine Totur ve Canak [46] ¢alismasinda
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verilen Lemma 4.1. den yararlanarak

1
D<(Pm—PA) — Q) Z Zujkﬂ)

J=Am+1 k= Ap+1

1 11 11
=7 <(Pm_P)\ NQn — Q) Z Z et n) et

J=Am+1 k=X n+1
Py Q\ 1
< e D (¢
e T (s Mo N Ll G, (3.5)

Py, Qx 11
ot D (tyantil
B P (@ G (e )

+

Py 11
L — Y N
+ (Pm _ P)\m) ( mn? >\m7 )
&5 11 11
+ —nD tmn’ m )\’VL + D tmn’ M °
G- ) - Dltn 1)
esitsizligine sahip oluruz. Yine burada, Lemma 2.2.3 den
P, P >
limsup ————— = | liminf — — 1 < o0
m—)oop (Pm - PAm> ( m=oo I7)\,, )
: @ ( Qn )
limsup ————— = [ liminf — — 1 < 00
n—00 (Qn F Q/\n) n—og Q/\

saglandifindan, (3.5) esitsizliginden, Lemma 3.1.1°den ve (¢! ) dizisinin istatistiksel
yakinsakligindan (3.3) elde edilir |
Teorem 3.1.1. p,q € SV A, (uy,) bir ¢ift bulanik say1 dizisi, 1 bir bulanik say1 dizisi
ve

U — 11 (N, p,q;1,1)

olsun. O zaman u,,, —— 1 olmasi icin gerek ve yeter sart her ¢ > 0 i¢in agsagidaki iki

sarttan birinin saglanmasidir.

1
inf lim sup

m< Mven <N :
A>1 M, N0 (M+1)(N+1)H - -

) An (3.6)
o ((PM Pu)(@r, — @) ; kalpﬂq’““J’f’“m”> - 5}‘ ’
veya
inf lim sup 1 HWSMVCHSNi
0<A<L pf N—soo (M + 1)(N + 1) { o

]_ n
D<(Pm_PAm)(Qn—Q,\n) Z Z ijkUjk,umn> 28} —

J=Am+1 k=X +1
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Ispat: Gereklilik. u,,,, N (N, p,q;1,1) Ve Uy, i 1 olsun. O zaman Lemma 3.1.2

den, A > 1i¢in (3.6) ve 0 < A < 1 i¢in (3.7) saglanir.

Yeterlilik. w,,, N u (N,p,q;1,1) olsun ve (3.6) saglansin. Kolaylik adina

Am An

> R 1 . .
b = B P (Or, — O) 2 2 P

j=m+1 k=n+1

olarak tanimlayalim. Uggen esitsizliginden
D (s 11) < D (i, t,) + D (£, 1)
bulunur. Burada
Au(e) = {m < Mven < N's Dl 17,) 2 7}
ve
Bun(e) = {m < Mven < N D6, > 5}
olmak lizere

{m < Mven < N : D(tupmn, jt) > 5} C Ayn(e) U Byn(e)

olur. § > 0 icin (3.6) dan

|[Aun(e)] <6

1
lim su
M7N—>£ (M+1)(N+1)

olacak gsekilde A > 1 vardir. Ayrica Lemma 3.1.2 den

1
I B —
i T D Pl =0

olur. Boylece

1
lim su m< Mven <N :D(Upn, t) >cp| <0
D Gy (S M v SV Dl 2 <}
elde edilir. 0 > 0 keyfi oldugundan ¢ > 0 i¢in
l ! < Mven < N: Dltpmp) >eb| =0
MNSeo (M4 )N +1) || = Ve =2 Pl )= € 0 =

sonucuna ulagilir. Bu da D (uy,, 1) —*L5 0 olmast demektir.
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0 < A < 1 icin ispat yukaridaki ispata benzer sekilde (3.7) ve Lemma 3.1.2
kullanilarak yapilabilir. |

Simdi ¢ift bulanik say1 dizileri i¢in istatistiksel yavas salinimlilik tanimlarim

verelim. Eger her £ > 0 icin

1
inf lim sup

m< Mven<N:
A>1 M,N—00 <M+1)(N+1){ - -

(3.8)

max D (Wjn, Upmn) > €
m<j<Am

ise E' de bir (u,,,) ¢ift dizisi birinci indise gore istatistiksel yavas salimmlidir denir. Eger

(3.8) esitliginde

max D(Ujn, Upmpn) yerine  max  D(wjk, Umk)
m<j<Am m<j<Am
n<k<An

alinirsa (u,,,) dizisi birinci indise gore kuvvetli istatistiksel yavas salinimhidir denir.
Ikinci indise gore istatistiksel yavas salimmlilik 6zellifide benzer sekilde tanimlanir.

Teorem 2.4.2 ve Teorem 2.4.3 dikkate alinarak
A A

, !
2 <<pxm TR G 2, 2 qu’““j’““m">

j=m+1k=n+1

Mm<j<Am n<k<An

< max D(Wjg, Upmk) + max D (U, Umn)

esitsizligi elde edilir. Boylece eger (u,,,) ikinci indise gore istatistiksel yavag salimimli ve
birinci indise gore kuvvetli istatistiksel yavas salinimli ise bu taktirde her € > 0 i¢in (3.6)
saglanir .

Sonug 3.1.1. (u,,,) bulanik ¢ift dizisi her iki indise gore istatistiksel yavag salinimli
ve bununla beraber indislerden birine gore kuvvetli istatistiksel yavas salinimli ise (3.1)

saglanir. Buradan asagidaki sonuca ulagilir.

Simdi () ¢ift bulanik say1 dizisi i¢in Landau tipi Tauberian kosullarini verelim.

jD(ujnv uj—l,n) S H (]777, > nO)a (39)

kD (Ump, Ump—1) < H (m, k> ng) (3.10)

olacak sekilde nyp > 1 ve H > (0 uygun sabitleri mevcut olsun. A > 1 ve m, k > ng i¢in

J
1
, < Z
25, Dl ) < m{<2 z) (p”)())}

n<k<An n<k<An l=m+1
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A
 H
< Z Tngog)\

l=m+1

olacagindan, eger (3.9) saglanirsa, bu takdirde (u,,,) birinci indise gore kuvvetli
istatistiksel yavag salinimhidir. Benzer sekilde, (3.10) ifadesi ikinci indise gore kuvvetli
istatistiksel yavag salinimli olmay1 gerektirir. Buradan Sonug¢ 3.1.1°in bir sonucu olarak
asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 3.1.2. p,q € SV A, (uny,) ¢ift bulanik say1 dizisi, 4 bir bulanik say1 ve
Umn — 11 (N, p,¢;1,1)

olsun. Eger (3.9) ve (3.10) sartlarin1 saglayacak sekilde no > 1 ve > 0 sabitleri mevcut

ise, bu takdirde w,,,, —% L olur.

Talo ve Bayazit [34] asagidaki sonucu vermislerdir.
Sonug 3.1.3. (u,,,) cift bulanik say1 dizisi, p bir bulanik say1 ve ,,, = 1 olsun. Eger
(3.9) ve (3.10) sartlarin1 saglayacak sekilde ny > 1 ve H > 0 sabitleri mevcut ise ozaman

Umpn — L olur. say1

Sonug 3.1.2 ile Sonug 3.1.3 birlikte gbzoniine alinirsa agagidaki sonuca ulagiriz.

Sonug 3.1.4. p,q € SV A, () cift bulanik say1 dizisi, x bir bulanik say1 ve
U~ 11 (N, p,q;1,1)

olsun. Eger (3.9) ve (3.10) sartlarin1 saglayacak sekilde ng > 1 ve H > 0 sabitleri mevcut

ise 0 zaman ,,,, — 4 olur.

3.2. Bulanik Korovkin Tipi Teoremlere Uygulamalar

Bu kisimda Cz(K) iizerinde tanimli bulanik pozitif lineer operatorlerin cift
dizileri i¢in bir Korovkin tip yaklagim teoremini istatistiksel (N, p,q; 1, 1) toplanabilme
metodunu kullanilarak ispatlayacagiz.
Teorem 3.2.1. {L;.,}(mn)enz, Cr(K) lizerinde bulank pozitif lineer operatorlerin bir

¢ift dizisi olsun. Tiim (z,y) € K, € [0,1], (m,n) € N> ve f € Cx(K) igin

{Lon(f52,9) Yo = Lo (f5; 2, 9) (3.11)

ozelligine sahip C'(K) tizerinde pozitif lineer operatorlerin bir {fzmn}(m7n)eN2 dizisinin

mevcut oldugunu varsayalim.

go(z,y) =1, gi(x,y) = 2, g2(,y) = v, g3(z,y) = 2° + y*
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olmak tizere

. 1 v ~ .
st dim N 5=m-d > piasli(g) =g =0, i=0,1,2,3 (3.12)
§=0 k=0
olsun. O zaman her f € Cx(K) i¢in
st— lim D ( 50 ]2; ;quijk(f), f) =0. (3.13)

olur.

Ispat: f € Cr(K) oldugundan K kompakt kiimesi iizerinde sinirlidir, yani her (z,7) €
K icin i¢in
D(f(x,y),0) < M

olacak sekilde bir M > 0 vardir. Diger taraftan f bulanik say1 degerli fonksiyonunun

siirekliliginden her € > 0 igin bir § > 0 sayisi vardir dyleki /(s — )2+ (t —y)2 < &
olan her (s,t) € K ikilisi igin D(f(s,t), f(z,y)) < € saglanir. Boylece

D(f(s,t), f(z,y)) < D(f(s,1),0) + D(f(z,y),0) < 25—]\24 ((s—2)*+(t—v)*)
esitsizligini elde ederiz. Dolayisiyla sabit (x, y) i¢in
D(f(5,1), f(a,)) < £+ 2 (5 =) + (t — )
elde ederiz. D metriginin tanimindan her « € [0, 1] igin
2 0) = 2@yl < e+ 2 ((s = 2+t~ y)?) (.14)

olur. « € [0,1] i¢in f* € C(K) oldugunu ve her m,n € N igin L,,, operatorlerinin
de C'(K) iizerinde lineer ve pozitif olduklarim biliyoruz. Burada Teorem 3.2.1’in ispati
dikkate alinirsa her a € [0, 1] icin (3.14) esitsizliginden, A = max(, yecx{|z|} ve B =

max (s ek {|y|} tanimlanarak,

1
Pan

YD vl fwy) — [ (x,y)

=0 k=0

n

2M 1 T
< M =/ AQ B2 L . —
= e <E+ + 02 ( * )) ‘(m-i- 1)(7”L—|—1> j;gk:() jk(gmx’y) gO(xyy)

1

PO, Z ij%ij(gza; z,y) — g3(,y)

7=0 k=0

52
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AMA 1 & _
T | p 0 ZZPijij(gl;x,y)—91(%3/)
MmN S0 k=0

AMB| 1 &G& -
T | p a) ZZPijij(gfz;x,y)—92(%?/)
MmN 50 k=0

elde edilir. Bu esitsizlikte (z,y) € K ler iizerinden supremum alarak « € [0, 1] i¢in

m n 3 m n
1 ~ 1 ~
PO, DY piakL(f) = [ <e+CY 5.0, DY piaLin(gi) — g (3.15)
=0 k=0 i=0 =0 k=0
elde ederiz. Burada
2M 2M 4MA 4MB
C:max{<s+M+7(A2+B2)>, PRt }
dir. D* metriginin tanimindan
i} 1 m n
D S pianLi(f), f
Pan .
j=0 k=0
1 m n
= sup D piaeLir(fi2, ), f(2,y)
(z,y)EK (Pan JZO ; ! !
1 m n .
= Sup Ssup max{‘ p'QkL‘k(foj§$7y) _f(;(xay)’a
(2.)€K a€l0,1] PG ;; o
1 m n .
g S i) ~ )|}
mEn i—0 k=0
1 m n -
= sup max piaLin(fo) — fo||s
sup x| 23
1 m n .
|l X makutrn - st |}
MmN =0 k=0
elde edilir. Bu esitsizlikle (3.15) birlestirilirse,
1 m n 3 1 m n »
D* MO piaLi(f), f | <e+CY Y piarLin(gi) — gif| (3.16)
PG 7=0 k=0 iz || Fm@n 3=0 k=0

elde ederiz. Simdi belli bir ¢’ > 0 icin 0 < ¢ < & olacak sekilde ¢ > 0 secelim ve

asagidaki tanimlar1 yapalim:

U: = {m,n e N: D* (Plen ZZPijMk(f)af) > E'} )

j=0 k=0
g —¢€
> , =0.1.2.3.
- 40 }/l/ b b )

Plen Z ijkajk<gi> -

7=0 k=0

U,: = {m,nGN:
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(3.16) esitsizliginden
UCUyuU,uUU,UUs

kapsamasi elde edilir ve boylece
o(U) < 6(Us) +6(Usr) +6(Uz) + 6(Us)

olur. Bu esitsizligi ve (3.12) dikkate alirsak (3.13) elde ederiz. Buda ispati tamamlar. W
Ornek 3.2.1. K = [0,1] x [0,1], f € Cx(K), (z,y) € K ve (m,n) € N x N olmak
lizere

Bt =331 (L5) (Mwa - (- @

=0 k=0

bulanik Bernstein tipi polinomlarinin ¢ift dizisini tanimlayalim. Bu operatorler yardimiyla

Cr(K) tizerinde x,,, = (—1)" olmak iizere
Lo (f52,y) = (1 4 Zmn) By (f 2, y) (3.18)
dizisini tammlayalim. Her « € [0, 1] i¢in

{Lon(fi2.9)} s = Loa(f5;2,)

z—22 y—1y?
m n

1+xmn (93(x7y>+ +

elde edilir. Her j i¢in p; = 1, her k igin ¢, = 1 alirsak (N, p, ¢;1,1) metodu (C,1,1)

metoduna indirgenir ve

1 m n .
st — lim Lilg) —all=0, i=0,1,23
mn—oo || (m + 1)(n + 1) ; — !
olur. Theorem 3.2.1 den her f € Cx(K) i¢in
1 m n
t— lim D* L; = 0.
T e (Un+1ﬂn+1)§;k()]ﬁfxf>

elde edilir. (z,,,) dizisi yakinsak bir dizi olmadigindan L,,, ( f) bulanik operatorler dizisi

icin Teorem 2.6.1 saglanmaz.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda cift bulanik sayr dizileri igin istatistiksel (N, p,q;1,1)
toplanabilme metodu tanmimlandi. Sonrasinda istatistiksel (N, p, ¢; 1, 1) toplanabilen ¢ift
bulanik say1 dizilerinin istatistiksel yakinsak olmasini saglayan Tauber sartlar1 elde edildi.
Bu metodun bir uygulamasi olarak bulanik pozitif lineer operatorlerin ¢ift dizileri i¢in bir

Korovkin tipi yaklagim teoremi ispatlandi.

Bu tezde elde edilen sonuclar1 genellestirmek miimkiindiir. Negatif olmayan
reel bir RH-regiiler matris yardimiyla bir c¢ift bulanik say1 dizisinin istatistiksel
A-toplanabilirligi tanimlanabilir. Bu metot bu tezde tanimlanan istatistiksel (N, p, ¢; 1,1)
toplanabilme metodun bir genellemesi olacaktir. Bu tezde elde edilen sonuglarin 1s181nda
istatistiksel A-toplanabilme metodu icin Tauber sartlar verilebilir ve bu yeni metod
kullanilarak bulanik pozitif lineer operatorlerin ¢ift dizileri i¢cin Korovkin tipi yaklagim

teoremi ispatlanabilir.
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