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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Carleman kestirimleri bir eliptik denklem için Cauchy probleminin çözümünün tekli¼gini

ispatlamak amac¬yla Carleman (1939) taraf¬ndan ortaya konulmuştur. Daha sonra Carle-

man kestirimi ve uygulamalar¬na büyük bir ilgi gösterilmi̧s ve bu alanda önemli çal¬̧smalar

yap¬lm¬̧st¬r (Egorov 1986, Hörmander 1963, 1985, Isakov 1990, 1993, 1998, 2006, Tataru

1996, Taylor 1981, Treves 1970).

K¬smi türevli diferensiyel denklem için bir ters problem verildi¼ginde çözümün tekli¼ginin

araşt¬r¬lmas¬, kararl¬l¬k kestiriminin yap¬lmas¬ve yaklaş¬k çözümün elde edilmesi önemli

üç meseledir. Ters problemler teorisinde Carleman kestirimleri, ilk olarak çok boyutlu ters

problemler için global teklik sonuçlar¬n¬n ispatlanmas¬amac¬yla kullan¬lm¬̧s ve bu prob-

lemler için Hölder kestirimlerinin ispatlar¬nda da uygulanabilirli¼gi görülmüştür (Bukhgeim

and Klibanov 1981, Klibanov 2000). Ayr¬ca kötü konulmuş Cauchy problemleri ve ters

problemler için Lipschitz kararl¬l¬¼g¬n¬n ispatlanmas¬nda ve uygulama aç¬s¬ndan önemli

olan, yaklaş¬k çözüm yöntemlerinin ortaya konulmas¬nda da Carleman kestirimlerinden

yararlan¬lmaktad¬r (Klibanov and Timonov 2004).

1.1 TEZ·IN KAPSAMI VE ÖNEM·I

Bir ters problem, kötü konulmuş olmas¬na ra¼gmen, e¼ger çözümlerin bir s¬n¬f¬önsel (apri-

ori) s¬n¬rl¬bir küme ile s¬n¬rland¬r¬labilirse, kararl¬l¬k analizinin yap¬labilmesini sa¼glayan

koşullu kararl¬l¬k kestirimlerinin ispat edilebilmesi mümkün olur. Uygulamada, bu tür

bir önsel s¬n¬rl¬küme �ziksel olarak kabul edilebilir bir k¬s¬tlan¬̧s kümesi olarak yorum-

lanabilir. Koşullu kararl¬l¬k sadece teorik olarak de¼gil ayn¬ zamanda kararl¬ nümerik

yöntemler için de önemlidir. Koşullu kararl¬l¬¼g¬ispatlamak için birçok metot vard¬r ve

Carleman kestirimi bu metotlardan biridir.

Ters problem ve kontrol teori alanlar¬nda, Carleman kestirimleri çeşitli şekillerde uygu-
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lanmakta olup bu çal¬̧sman¬n amaçlar¬

1. Carleman kestirimlerinin elde edili̧s yöntemini,

2. Bir Carleman kestiriminin, çözümler için kestirim yapma problemlerinde ve kat-

say¬n¬n veya kaynak teriminin belirlenmesi ters problemlerinde uygulama yöntem-

lerini araşt¬rmakt¬r.

Carleman kestirimi teorisinin incelenmesi ve k¬smi diferensiyel denklemler için ters prob-

lemlere uygulanmas¬önemli ve genel bir konu olmakla beraber, bu çal¬̧smada parabolik

tip denklemler için Carleman kestirimleri ve uygulamalar¬, Yamamoto�nun (2009) çal¬̧s-

mas¬ndan yararlan¬larak ele al¬nacakt¬r.

Bölüm 2�de, bir Carleman kestiriminin ispatlanmas¬ için direkt metot verilmi̧stir. Bu

tür bir direkt elde edili̧s di¼ger tip k¬smi diferensiyel denklemler için Carleman kestirimi

elde edilmesinde de yol gösterici olabilir (Yamamoto 2009). Bölüm 3�te bir parabolik

denklem için Cauchy probleminin şartl¬kararl¬l¬¼g¬ve bir ters katsay¬probleminin lokal

Hölder kararl¬l¬¼g¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

1.2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu k¬s¬mda, bu çal¬̧smada gerekli olan baz¬temel tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir.

Tan¬m 1.2.1 (Kuvvetli Yak¬nsakl¬k) F bir normlu lineer uzay ve (fm) ; F nin eleman-

lar¬ndan oluşan bir dizi olmak üzere, m ! 1 iken kfm � fk ! 0 oluyor ise (fm) dizisi

f 2 F eleman¬na kuvvetli (norma göre) yak¬nsakt¬r denir (Mikhailov 1978, s. 65).

Tan¬m 1.2.2 (Tam Uzay) F bir normlu lineer uzay olmak üzere F nin elemanlar¬n-

dan oluşan her bir temel dizi F nin bir eleman¬na yak¬ns¬yor ise F ye tam uzay denir

(Mikhailov 1978, s. 65).

Tan¬m 1.2.3 (Banach Uzay¬) Tam normlu bir lineer uzaya Banach uzay¬denir (Mikhailov

1978, s. 65).

Tan¬m 1.2.4 (Her Yerde Yo¼gunluk) M � F olmak üzere, her bir f 2 F için, M nin

elemanlar¬ndan oluşan bir (fm) dizisi f ye yak¬nsayacak şekilde varsa, M kümesine F de

her yerde yo¼gundur denir (Mikhailov 1978, s. 66).
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Teorem 1.2.1 (Bunyakovskii (Cauchy-Schwarz) Eşitsizli¼gi) Her h1; h2 2 H için

j(h1; h2)j2 � (h1; h1) : (h2; h2)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Mikhailov 1978, s. 66).

Tan¬m 1.2.5 (Hilbert Uzay¬) Üzerindeki iç çarp¬m ile tan¬mlanan khk =
p
(h; h) nor-

muna göre tam olan bir lineer uzaya Hilbert uzay¬denir (Mikhailov 1978, s. 66).

Tan¬m 1.2.6 (Zay¬f Yak¬nsakl¬k) H bir Hilbert uzay¬ ve (hm) ; H n¬n elemanlar¬ndan

oluşan bir dizi olmak üzere, her f 2 H için m ! 1 iken (hm; f) ! (h; f) oluyor ise

(hm) dizisi h 2 H eleman¬na zay¬f yak¬nsakt¬r denir (Mikhailov 1978, s. 67).

Tan¬m 1.2.7 (Ortonormal Sistem) h1; h2; :::; hm; ::: 2 H olmak üzere, khik = 1; i =

1; 2; :::;m; ::: ve (hi; hj) = 0 i 6= j; i; j = 1; 2; :::;m; ::: ise fh1; h2; :::; hm; :::g sistemine

ortonormaldir denir (Mikhailov 1978, s. 68).

Tan¬m 1.2.8 (Tam Sistem) h1; h2; :::; hm; ::: 2 H olmak üzere, (f; hi) = 0; i = 1; 2; :::;m; :::

yaln¬zca f = 0 olmas¬durumunda mümkün ise fh1; h2; :::; hm; :::g sistemine tamd¬r denir.

Tan¬m 1.2.9 (Lineer Operatör ve Lineer Fonksiyonel) X ve Y ayn¬ cisim üzerinde

tan¬ml¬ herhangi iki lineer uzay olsun. X in bir DA lineer alt uzay¬ndan Y nin içine

tan¬ml¬A : f ! g = A(f) = Af dönüşümü, her f1; f2 2 DA ve c1; c2 2 R(C) için

A(c1f1 + c2f2) = c1Af1 + c2Af2

eşitli¼gini sa¼gl¬yor ise A ya DA � X kümesinden Y nin içine bir lineer operatördür denir.

Y lineer uzay¬n¬n R ya da C olmas¬durumunda A ya lineer fonksiyonel denir (Mikhailov

1972, s. 72).

Tan¬m 1.2.10 (S¬n¬rl¬Operatör) X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay olsun. A, X

in bir DA lineer alt uzay¬ndan Y nin içine tan¬ml¬bir operatör olmak üzere, her f 2 DA

için

kAfk � Cf

olacak şekilde bir C > 0 say¬s¬varsa A operatörüne s¬n¬rl¬d¬r denir (Mikhailov 1978, s.

73).
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Tan¬m 1.2.11 (Sürekli Operatör) X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay ve A, X in

bir DA lineer alt uzay¬ndan Y nin içine tan¬ml¬ bir operatör olsun. A operatörü X in

normuna göre bir f 2 DA eleman¬na yak¬nsayan DA n¬n elemanlar¬ndan oluşan bir (fk)

dizisini, Y nin normuna göre Af ye yak¬nsayan bir (Afk) dizisine dönüştürüyorsa, A

operatörüne süreklidir denir (Mikhailov 1978, s. 73).

Tan¬m 1.2.12 (Eşlenik Operatör) H bir Hilbert uzay¬ve A : H ! H şeklinde, H da her

yerde yo¼gun bir DA kümesi üzerinde tan¬ml¬olsun. DA� � H kümesi ise her bir g 2 DA�

için, bir h 2 H eleman¬, her f 2 DA için (Af; g) = (f; h) eşitli¼gini sa¼glayacak şekilde var

olan bir küme olsun. DA� üzerinde tan¬ml¬, her bir g 2 DA� eleman¬na bir h = A�g 2 H

eleman¬n¬her f 2 DA için

(Af; g) = (f; A�g)

olacak şekilde eşleyen A�operatörüne A operatörünün eşleni¼gi denir. E¼ger A = A� ise A

operatörüne öz-eşleniktir denir (Mikhailov 1978, s. 76).

Tan¬m 1.2.13 (Kompakt Küme) H bir Hilbert uzay¬ve M � H olsun. M nin eleman-

lar¬ndan oluşan her dizi H da temel dizi olan bir alt diziye sahipse M ye kompaktt¬r denir

(Mikhailov 1978, s. 79).

Tan¬m 1.2.14 (Kompakt Operatör) X ve Y herhangi iki normlu uzay olsun. Bir A :

X ! Y operatörü lineer ve her s¬n¬rl¬M � X kümesinin A(M) görüntü kümesi relatif

kompakt yani A(M) kapan¬̧s kümesi kompakt ise A ya kompakt operatör denir (Kreyszig

1989, s. 405).

Tan¬m 1.2.15 (Ck(
) Uzay¬) 
 � Rn bölgesi üzerinde tan¬ml¬ve k negatif olmayan bir

tamsay¬olmak üzere k: mertebeye kadar sürekli k¬smi türevlere sahip tüm fonksiyonlar¬n

kümesi Ck(
) ile ifade edilir. f 2 Ck(
), � = (�1; �2; :::; �n) bir multiindeks (�i 2

Z+ [ f0g ; i = 1; 2; :::; n) ve j�j = �1 + �2 + :::+ �n olsun. Bu durumda

D�f(x) =
@j�jf(x)

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

= @x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n f(x)

f fonksiyonunun k¬smi türevlerini ifade eder ve Dkf(x) = fD�f(x)j j�j = kg kümesi f

fonksiyonunun mertebesi k olan tüm k¬smi türevlerin oluşturdu¼gu kümedir (Evans 1997,

s. 617).
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Tan¬m 1.2.16 (C10 (
) Uzay¬) C
1
0 (
), 
 üzerinde tan¬ml¬sonsuz defa diferensiyellenebilir

ve supportu (supp'(x) = fx : x 2 
; '(x) 6= 0g) 
 n¬n kompakt alt kümesi olan tüm

fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümedir (Mikhailov 1978, s. 10).

Tan¬m 1.2.17 (Genelleşmiş Fonksiyon) C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yard¬m¬

ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay¬denir ve D(
) ile gösterilir.

E¼ger

(a) Öyle bir K � 
 kompakt kümesi vard¬r ki her k 2 N için supp'k � K,

(b) Her � = (�1; �2; :::; �n) ve k ! 1 iken D�'k(x) ! D�'(x), yak¬nsamas¬
 böl-

gesinde düzgün ise k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsar denir.

D(
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬sürekli, lineer fonksiyonellere genelleşmiş fonksiyon denir.

Genelleşmiş fonksiyonlar s¬n¬f¬D0(
) ile gösterilir (Vladimirov 1984, s. 81).

Tan¬m 1.2.18 (Genelleşmiş Türev) f 2 D0(
) olmak üzere, f genelleşmiş fonksiyo-

nunun D�f (genelleşmiş) türevi,

(D�f; ') = (�1)j�j (f;D�') ; ' 2 D(
)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Vladimirov 1984, s. 94).

Tan¬m 1.2.19 (C(
 ), Ck(
 ) Uzaylar¬) C(
 ), 
 üzerinde sürekli tüm fonksiyonlar¬n

oluşturdu¼gu küme, Ck(
 ); k = 1; 2; ::: , 
 üzerinde k: mertebeye kadar tüm türevleri

sürekli olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümedir. Bu kümelere ait baz¬önemli özel-

likler aşa¼g¬da verilmiştir (Mikhailov 1978, s. 101);

(a) C(
 ) ve Ck(
 ) lineer uzayd¬r ve Ck(
 ) � C(
 ),

(b) C(
 ), üzerinde tan¬mlanan

kfkC(
) = maks
x2


jf(x)j

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r,

(c) Ck(
 ), üzerinde tan¬mlanan

kfkCk(
) =
X
j�j�k

maks
x2


jD�f(x)j

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r,

(d) C(
 ) ayr¬labilir uzayd¬r (rasyonel katsay¬l¬tüm polinomlar¬n oluşturdu¼gu say¬labilir

bir küme C(
 ) da her yerde yo¼gundur).
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Teorem 1.2.2 (Ostrogradskii Formülü) @
2C1 olmak üzere 
 üzerinde bir

A(x) = (A1(x); A2(x); :::; An(x)) vektörü tan¬mlans¬n ve Ai(x) 2 C(
 ) \ C1(
);

i = 1; 2; :::; n olsun. Bu durumdaZ



divA(x)dx =

Z
@


A(x):n(x)dS

olur, burada n, @
 n¬n d¬̧s normal vektörüdür (Mikhailov 1978, s. 103).

Teorem 1.2.3 (Gauss-Green Formülü) @
2C1 ve f 2 C1(
 ) olsun. Bu durumdaZ



fxidx =

Z
@


fnidS

eşitli¼gi sa¼glan¬r, burada ni = cos(n; xi), @
 yüzeyinin d¬̧s normali olan n ile xi ekseni

aras¬ndaki aç¬n¬n kosinüsüdür (Evans 1997, s. 627).

Teorem 1.2.4 (Green Formülleri) @
2C1 ve f; g 2 C2(
 ) olsun. Bu durumda rf =

(fx1 ; fx2 ; :::; fxn), �f =
nP
i=1

fxixi ve n, @
 yüzeyinin d¬̧s normali olmak üzere aşa¼g¬daki

eşitlikler sa¼glan¬r (Evans 1997, s. 628);

(a)
R


�fdx =

R
@

rf:ndS,

(b)
R


rf:rgdx =

R
@

grf:ndS �

R


g�fdx,

(c)
R


g�fdx�

R


f�gdx =

R
@

grf:ndS �

R
@

frg:ndS.

Tan¬m 1.2.20 (L1(
), L2(
) Uzaylar¬) L1(
), 
 üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve integ-

rallenebilir tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu küme, L2(
), 
 üzerinde Lebesgue ölçülebilir

ve (modülünün) karesi integrallenebilir tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümedir. Bu kü-

melere ait baz¬önemli özellikler aşa¼g¬da verilmiştir (Mikhailov 1978, s. 105);

Tan¬m 1.2.21 (a) L1(
) ve L2(
) lineer uzayd¬r ve 
 s¬n¬rl¬ bir bölge ise C(
 ) �

L2(
) � L1(
),

(b) L1(
), üzerinde tan¬mlanan

kfkL1(
) =
Z



jf(x)j dx

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r,

(c) L2(
), üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)L2(
) =

Z



f1(x)f2(x)dx
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iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkL2(
) =
�Z




jf(x)j2 dx
�1=2

biçimindedir,

(d) C(
 ) ve C10 (
 ) uzay¬, L
1(
) ve L2(
) da her yerde yo¼gundur,

(e) L1(
) ve L2(
) ayr¬labilir uzayd¬r.

Tan¬m 1.2.22 (Hk(
) Uzaylar¬) Hk(
), kendisi ve k. mertebeye kadar tüm genelleşmiş

türevleri L2(
) ya ait olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümedir. Bu kümeye ait baz¬

önemli özellikler aşa¼g¬da verilmiştir (Mikhailov 1978, s. 121);

(a) Hk(
) lineer uzayd¬r ve H0(
) = L2(
),

(b) Hk(
), üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)Hk(
) =
X
j�j�k

Z



D�f1D
�f2dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHk(
) =

0@X
j�j�k

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

biçimindedir,

(c) @
 2 Ck ise C1(
 ) uzay¬, Hk(
) da her yerde yo¼gundur,

(d) @
 2 Ck ise Hk(
) ayr¬labilir uzayd¬r.

Tan¬m 1.2.23 (�Hk(
) Uzay¬) �Hk(
), Ck(
 ) uzay¬na ait ve 
 bölgesi ile @
 yüzeyinin

bir komşulu¼gunun arakesitinde s¬f¬r olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümenin ka-

pan¬̧s¬d¬r (Mikhailov 1978, s. 131).

Teorem 1.2.5 (·Iz (Trace) Teoremi) 
 s¬n¬rl¬bir bölge ve @
 2 C1 olsun. Bu durumda

s¬n¬rl¬bir lineer

T : H1(
)! L2(@
)

operatörü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar;

(a) E¼ger f 2 H1(
) \ C(
 ) ise Tf = f j@
,

(b) Her bir f 2 H1(
) için kTfkL2(@
) � C kfkH1(
) d¬r, burada C > 0 say¬s¬sadece 


ya ba¼gl¬olup f den ba¼g¬ms¬zd¬r.
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T operatörüne iz operatörü, Tf ye f fonksiyonunun @
 üzerindeki izi denir ve kTfkL2(@
),

kfkL2(@
) ile ifade edilir (Evans 1997, s. 258).

Teorem 1.2.6 
 s¬n¬rl¬bir bölge, @
 2 C1 ve f 2 H1(
) olsun. Bu durumda f 2 �H1(
)

olmas¬için gerek ve yeter koşul @
 üzerinde Tf = 0 olmas¬d¬r (Mikhailov 1978, s. 142).

Teorem 1.2.7 (H1(
) da K¬smi ·Integrasyon) f; g 2 H1(
) ve @
 2 C1 olsun. Bu

durumdaZ



fxigdx =

Z
@


fgnidS �
Z



fgxidx; (i = 1; 2; :::n)

k¬smi integrasyon formülü sa¼glan¬r, burada ni = cos(n; xi), @
 yüzeyinin d¬̧s normali olan

n ile xi ekseni aras¬ndaki aç¬n¬n kosinüsü ve yukar¬daki eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda yer alan

@
 üzerinde al¬nan integral içindeki f ve g, @
 üzerinde f ve g fonksiyonlar¬n¬n izidir

(Mikhailov 1978, s. 139).

Tan¬m 1.2.24 (Hadamard Anlam¬nda ·Iyi Konulmuş Problemler) U ve F metrik uzaylar,

A : U �! F operatör olmak üzere,

Au = f (1.1)

olsun. (1.1) denkleminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemine

(U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problem denir;

1) Her f 2 F için U uzay¬nda problemin çözümü vard¬r,

2) Çözüm U uzay¬nda tektir,

3) Koşullar F uzay¬nda az de¼gişti¼ginde çözüm de U uzay¬nda az de¼gişir (kararl¬l¬k koşulu)

(Lavrent�ev et al. 1986, s. 26).

Bu şartlardan herhangi birinin sa¼glanmamas¬durumunda problem, (U; F ) uzay çifti için

Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problem olarak adland¬r¬l¬r. Bir (U1; F1) uzay çifti

için iyi, başka bir (U2; F2) uzay çifti için kötü konulmuş probleme (U2; F2) de zay¬f kötü

konulmuş problem denir. Tüm uzay çiftlerinde kötü konulmuş probleme kuvvetli kötü

konulmuş problem denir.

·Iyi konulmuş problem tan¬m¬20. yüzy¬l¬n başlar¬nda Hadamard taraf¬ndan verilmi̧stir.

Hadamard�a göre kötü konulmuş problemler yard¬m¬ile, reel �ziksel anlam¬olan pratik
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olaylar tan¬mlanamaz. Çünkü pratikte her zaman koşullar belirli bir hata pay¬ile verilir.

Bu hatal¬koşullar kullan¬larak bulunan çözüm, kesin çözümden çok farkl¬olabilir ve bu da

pratikte yanl¬̧s sonuçlara neden olabilir. Bu nedenle bir çok matematikçi önceleri sadece

Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problemlerle ilgilenmi̧slerdir. Ancak pratikteki bir

çok problem Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problemlere dönüşerek matematikçi-

lerin kaŗs¬s¬na ç¬km¬̧st¬r ve Tikhonov, Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problemlerin

gereklili¼gini ortaya koymuştur (Tikhonov and Arsenin 1979).

Tan¬m 1.2.25 (Tikhonov Anlam¬nda ·Iyi (Şart¬iyi) Konulmuş Problemler) (1.1) denk-

leminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemine şart¬iyi (do¼gru)

konulmuş problem veya Tikhonov anlam¬nda iyi konulmuş problem denir;

1) Problemin çözümü var ve belirli bir M � U kümesine aittir,

2) Problemin çözümü M de tektir,

3) Problemin çözümüM de koşullara sürekli ba¼g¬ml¬d¬r, yani çözümüM kümesinin d¬̧s¬na

ç¬karmayan koşullar F metrik uzay¬nda sonsuz küçük bir de¼gişikli¼ge u¼grad¬klar¬nda prob-

lemin çözümü de U metrik uzay¬nda sonsuz küçük de¼gişir (Lavrent�ev et al. 1986, s. 27).

M kümesine problemin do¼gruluk kümesi denir ve M genellikle kompakt bir küme olarak

seçilir.

Bölüm 2 ve 3�te kullan¬lan baz¬gösterimler aşa¼g¬da ifade edilmi̧stir;


 � Rn; @
 s¬n¬r¬düzgün olan s¬n¬rl¬bir bölge ve Q = 
 � (0; T ), x = (x1; :::; xn) 2 Rn

ve t � 0 s¬ras¬yla uzaysal ve zamansal de¼gi̧skenler, � = (�1; :::; �n) multiindeks ve

� = �(x) = (�1(x); :::; �n(x)), x noktas¬nda @
 n¬n d¬̧s birim normal vektörü olmak üzere

x0 = (x2; :::; xn) 2 Rn�1; �0 = (�2; :::; �n) 2 Rn�1;

@t =
@

@t
; @j =

@

@xj
;

r = (@1; :::; @n); rx;t = (r; @t); � = @21 + :::+ @2n;

@�x = @�11 @
�2
2 :::@

�n
n ; j�j = �1 + :::+ �n;

@

@�
= �:r

dir. Ayr¬ca, s � 0 olmak üzere, C1(Q ), Hs(
), Hs
0(
) fonksiyon uzaylar¬bilinen anlamda

kullan¬lmakta olup (Adams 1975),

H1;0(Q) =
�
u 2 L2(Q) : ru 2 L2(Q)
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ve m 2 N için

H2m;m(Q) =
�
u 2 L2(Q) : @�x@

�n+1
t u 2 L2(Q); j�j+ 2�n+1 � 2m

	
:

E¼ger özel olarak belirtilmemi̧sse,

aij 2 C1(Q); aij = aji; 1 � i; j � n; (1.2)

oldu¼gu ve faijg = faijg1�i;j�n katsay¬lar¬n¬n düzgün eliptiklik koşulunu sa¼glad¬¼g¬, yani

nX
i;j=1

aij(x; t)�i�j � �1 j�j2 ; � = (�1; :::; �n) 2 Rn; (x; t) 2 Q (1.3)

olacak şekilde bir �1 > 0 sabitinin var oldu¼gu ve

bk; c 2 L1(Q); 1 � k � n

oldu¼gu kabul edilecektir. Bu çal¬̧smada ele al¬nacak parabolik operatör

(Lu)(x; t) = @tu(x; t)�
nX

i;j=1

aij(x; t)@i@ju(x; t)

�
nX
k=1

bk(x; t)@ku(x; t)� c(x; t)u(x; t); (x; t) 2 Q (1.4)

şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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BÖLÜM 2

CARLEMAN KEST·IR·IMLER·I

Carleman kestirimi, bir k¬smi diferensiyel denklemin çözümü için büyük parametreli bir

L2-a¼g¬rl¬kl¬kestirimdir. Carleman kestirimi için genel bir teorem ifadesi vermek yerine,

ilk olarak basit bir ¬s¬denklemi için Carleman kestiriminin elde edili̧si verilecektir.

2.1 BAS·IT ISI DENKLEM·I ·IÇ·IN CARLEMAN KEST·IR·IM·I

@tu(x; t) = �u(x; t) + f(x; t); x 2 
; t > 0 (2.1)

¬s¬denklemi verilsin. Amaç, (2:2) de belirtilen ve Carleman kestirimi olarak adland¬r¬lan,

bir D � Q bölgesinde s büyük parametresi ile bir L2-a¼g¬rl¬kl¬kestirimi bulmakt¬r. Bunun

için uygun bir '(x; t) fonksiyonu seçilir, öyle ki her s > s0 ve her u 2 C10 (D) içinZ
D

s(jru(x; t)j2 + ju(x; t)j2)e2s'(x;t)dxdt � C

Z
D

jf(x; t)j2e2s'(x;t)dxdt (2.2)

olacak şekilde C > 0 ve s0 > 0 sabitleri vard¬r. (2:2) Carleman kestirimi, her büyük s > 0

için (yani s � s0: sabit) düzgün olarak sa¼glan¬r. Başka bir deyi̧sle C > 0 sabiti, s > s0 ve

u 2 C10 (D) den ba¼g¬ms¬z olmal¬d¬r. Uygulamalarda, s parametresi önemli bir rol oynar

ve geometrik aç¬dan '(x; t) a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n nas¬l seçildi¼gi de önemlidir.

·Ilk önce (2:1) basit ¬s¬denklemini düşünelim. Farz edelim ki daha önceden bir '(x; t)

a¼g¬rl¬k fonksiyonu bulunmuş olsun. A¼g¬rl¬kl¬L2-normlar¬n¬incelemek için;

w(x; t) = es'(x;t)u(x; t);

Pw(x; t) = es'(@t ��)(e�s'w)

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda
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Pw = es'(@t ��)(e�s'w)

= es'
�
@t
�
e�s'w

�
�r(r

�
e�s'w

�
)
�

= es'[e�s' (�s'tw + wt)�r(e�s'(�s'x1w + wx1) + :::+ e�s'(�s'xnw + wxn))]

= es'e�s' (�s'tw + wt)� es'[(�s'x1e
�s'(�s'x1w + wx1)

+e�s'
�
�s'x1x1w � s'x1wx1 + wx1x1

�
) + :::+ (�s'xne

�s'(�s'xnw + wxn)

+e�s'
�
�s'xnxnw � s'xnwxn + wxnxn

�
)]

= es'e�s' (�s'tw + wt)� es'e�s'(s2'2x1w � s'x1wx1 � s'x1x1w � s'x1wx1 + wx1x1)

�:::� es'e�s'(s2'2xnw � s'xnwxn � s'xnxnw � s'xnwxn + wxnxn)

= �s'tw + wt � s2'2x1w + 2s'x1wx1 + s'x1x1w � wx1x1

�:::� s2'2xnw + 2s'xnwxn + s'xnxnw � wxnxn

= wt � (wx1x1 + :::+ wxnxn) + 2s('x1wx1 + :::+ 'xnwxn)

+w
�
�s'tw � s2

�
'2x1 + :::'2xn

�
+ s('x1x1 + :::+ 'xnxn)

�
olur ve

Pw = @tw ��w + 2sr':rw + (�s@t'� s2jr'j2 + s�')w

yaz¬labilir. Ayr¬ca,

f(x; t) = ut(x; t)��u(x; t)

= �s'te�s'w + e�s'wt �r(e�s'(�s'x1w + wx1) + :::+ e�s'(�s'xnw + wxn))

= �s'te�s'w + e�s'wt � (�s'x1e
�s'(�s'x1w + wx1)

+e�s'
�
�s'x1x1w � s'x1wx1 + wx1x1

�
) + :::+ (�s'xne

�s'(�s'xnw + wxn)

+e�s'
�
�s'xnxnw � s'xnwxn + wxnxn

�
)

= e�s' (�s'tw + wt)� e�s'(s2'2x1w � s'x1wx1 � s'x1x1w � s'x1wx1 + wx1x1)

�:::� e�s'(s2'2xnw � s'xnwxn � s'xnxnw � s'xnwxn + wxnxn)

= e�s'[�s'tw + wt + (�s2'2x1w + s'x1wx1

+s'x1x1w + s'x1wx1 � wx1x1) + :::+ (�s2'2xnw + s'xnwxn

+s'xnxnw + s'xnwxn � wxnxn)]

= e�s'(@tw ��w + 2sr':rw + (�s@t'� s2jr'j2 + s�')w)

oldu¼gundan

f(x; t) = e�s'Pw(x; t)
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eşitli¼gi elde edilir. Buna göre

f 2e2s' = jPw(x; t)j2

olup (2:2) nin sa¼g taraf¬Z
D

f 2e2s'dxdt =

Z
D

jPw(x; t)j2 dxdt

olarak yaz¬labilir. Amaç, k Pw k2L2(D)nin bir zay¬f kestirimini elde etmektir.

u 2 C10 (D) oldu¼gu kabul edilmesi durumunda, istenilen şekilde k¬smi integrasyon uygu-

lanabilir. k Pw k2L2(D)için zay¬f kestirim elde etmek için genel yol, P operatörünü, simetrik

parças¬P+ ve antisimetrik parças¬P� olmak üzere Pw = P+w+P�w biçiminde ay¬rmak-

t¬r. Bu yöntem, örne¼gin 1-boyutlu Schrödinger denklemi için kullan¬lm¬̧st¬r (Bukhgeim

and Klibanov 1981).

P nin (formal) eşlenik operatörü, P � ¬düşünelim:

(Pw; v)L2(D) = (w;P
�v)L2(D); v; w 2 C10 (D):

v; w 2 C10 (D) olmak üzere, k¬smi integrasyon ve Green teoremi kullan¬l¬rsa

(@tw; v)L2(D) = �(w; @tv)L2(D);

(��w; v)L2(D) = (w;��v)L2(D)

ve

(2sr':rw; v)L2(D) = (w;�2s(r':r+�')v)L2(D)

olur. Buradan

P �w = �@tw ��w � 2sr':rw � (s�'+ s2jr'j2 + s(@t'))w

oldu¼gu görülür.

P nin simetrik parças¬P+ ve antisimetrik parças¬P�

P+ =
1

2
(P + P �);

P� =
1

2
(P � P �)

olarak tan¬mlans¬n. Buna göre
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P+w = ��w � (s2jr'j2 + s@t')w

ve

P�w = @tw + 2sr':rw + s(�')w

olmak üzere

Pw = P+w + P�w

olur. Bu durumdaZ
D

f 2e2s'dxdt = k P+w + P�w k2L2(D)

= k P+w k2L2(D) + k P�w k2L2(D) +2(P+w;P�w)L2(D)

> 2(P+w;P�w)L2(D) (2.3)

yaz¬labilir, yani (2:2) nin sa¼g taraf¬ için 2(P+w;P�w)L2(D) ile bir alt kestirim yap¬la-

bilir. Burada k P+w k2L2(D) ve k P�w k2L2(D) terimleri önemsenmemi̧stir. Ayr¬ca Pw nin

bu parçalan¬̧s¬d¬̧s¬nda daha iyi farkl¬parçalan¬̧slar¬da var olabilir (Bölüm 2.2�de genel

parabolik denklem için farkl¬bir parçalan¬̧s kullan¬lm¬̧st¬r).

2(P+w;P�w)L2(D) = 2(��w � (s2jr'j2 + s@t')w; @tw + 2sr':rw + s(�')w)L2(D)

= 2(��w; @tw)L2(D) + 2(��w; 2sr':rw)L2(D) +

2(��w; s(�')w)L2(D) � 2((s2jr'j2 + s@t')w; @tw)L2(D)

�2((s2jr'j2 + s@t')w; 2sr':rw)L2(D)

�2((s2jr'j2 + s@t')w; s(�')w)L2(D)

w 2 C10 (D) oldu¼gundan, k¬smi integrasyon kullan¬larak w nin türevlerinin mertebesi

düşürülebilir. Bundan sonraki k¬s¬mda, C > 0, s den ba¼g¬ms¬z genel bir sabit olarak

kullan¬lacakt¬r. Buna göre,

2(��w; @tw)L2(D) = �2
Z
D

�w@twdxdt

= 2

Z
D

rwr @

@t
wdxdt

=

Z
D

@

@t

�
jrwj2

�
dxdt

= 0
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elde edilir. 2(@kw)(@k@jw) = @j(j@kwj2) oldu¼gu dikkate al¬n¬r ve k¬smi integrasyon kul-

lan¬l¬rsa

2(��w; 2sr':rw)L2(D) = 2
nX

j;k=1

(�@2kw; 2s(@jw)@j')L2(D)

= 2
nX

j;k=1

(@kw; 2s(@k@jw)(@j')L2(D)

+(@kw; 2s(@jw)(@k@j')L2(D)

= �2s
nX

j;k=1

Z
D

(@2j')j@kwj2dxdt

+4s
nX

j;k=1

Z
D

(@jw)(@kw)(@j@k')dxdt

olup, Green formülünden

2(��w; s(�')w)L2(D) = 2s

Z
D

rw:r((�')w)dxdt

= 2s

Z
D

�'jrwj2dxdt+ 2s
Z
D

r(�'):wrwdxdt

ve������s
Z
D

r(�'):wrwdxdt

������ � Cs

Z
D

jwjjrwjdxdt

olur. Böylece

2(��w; s(�')w)L2(D) � 2s
Z
D

�'jrwj2dxdt� Cs

Z
D

jwjjrwjdxdt

elde edilir.

�2((s2jr'j2 + s@t')w; @tw)L2(D) = �2
Z
D

(s2jr'j2 + s@t')w@twdxdt

= �2
Z
D

s2jr'j2w@twdxdt� 2
Z
D

s@t'w@twdxdt

� �2
Z
D

s2jr'j2w@twdxdt� Cs2
Z
D

w2dxdt;
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�2((s2jr'j2 + s@t')w; 2sr':rw)L2(D) = �4s
nX
i=1

Z
D

�
(s2jr'j2 + s@t')w

	
(@i')(@iw)dxdt

= �2s
nX
i=1

Z
D

(s2jr'j2 + s@t')(@i')@i(w
2)dxdt

= 2s

nX
i=1

Z
D

@i((s
2jr'j2 + s@t')@i')w

2dxdt

= 2s

Z
D

�
r(s2jr'j2 + s@t'):r'

+(s2jr'j2 + s@t')�'
	
w2dxdt

ve

�2((s2jr'j2 + s@t')w; s(�')w)L2(D) = �2s
Z
D

(s2jr'j2 + s@t')(�')w
2dxdt

elde edilir. Bu nedenle, s3 ve s s¬ras¬yla w2 nin ve jrwj2 nin terimlerine göre en büyük

mertebeler oldu¼gu dikkate al¬narak, daha düşük mertebeli terimler için kestirim yap¬l¬rsa

(P+w;P�w)L2(D) � s3
Z
D

�
r(jr'j2):r'

	
w2dxdt+ 2s

nX
j;k=1

Z
D

(@jw)(@kw)(@j@k')dxdt

�C
Z
D

s2w2dxdt� Cs

Z
D

jwjjrwjdxdt

� s3
Z
D

�
r(jr'j2):r'

	
w2dxdt+ 2s

nX
j;k=1

Z
D

(@jw)(@kw)(@j@k')dxdt

�C
Z
D

(jrwj2 + s2w2)dxdt

olur. Son eşitsizlikte

sjrwjjwj � 1

2
s2jwj2 + 1

2
jrwj2

kullan¬lm¬̧st¬r. Bundan dolay¬, sadece yeteri kadar büyük s > 0 dikkate al¬nd¬¼g¬ndan, s

nin jwj2 ve jrwj2 terimleri için maksimum kuvvetleri dikkate al¬nd¬¼g¬nda, daha düşük

kuvvetten terimleri yüksek kuvvetten olanlara dahil edilebilir. Bu durumda e¼ger ' için

f@i@j'g1�i;j�n pozitif tan¬ml¬ (2.4)

ve

D de bir r1 > 0 sabiti vard¬r öyle ki r(jr'j2):r' � r1 (2.5)
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şartlar¬sa¼glan¬yorsa, her s � s0 ve her w 2 C10 (D) içinZ
D

(sjrwj2 + s3jwj2)dxdt � C

Z
D

f 2e2s'dxdt

olacak şekilde C > 0 ve s0 > 0 sabitleri vard¬r. w = es'u oldu¼gundan, bu eşitsizlik u için

yeniden yaz¬labilir ve her s � s0 ve her u 2 C10 (D) için,Z
D

(sjruj2 + s3juj2)e2s'dxdt � C

Z
D

f 2e2s'dxdt (2.6)

elde edilir.

Sonraki önemli ad¬m ' a¼g¬rl¬k fonksiyonunun seçimidir. A¼g¬rl¬k fonksiyonunun sadece

(2:4) ve (2:5) şartlar¬n¬de¼gil, ayn¬zamanda direkt ve ters problemler için anlaml¬uygu-

lamalara yönelik baz¬geometrik şartlar¬da sa¼glamas¬gerekir. Bir Carleman kestirimi

uygulan¬rken, D bölgesi genellikle � > 0 olmak üzere f(x; t) : '(x; t) > �g ile tan¬mlanan

bir seviye kümesi olarak al¬n¬r ve böyle bir seviye kümesinin en az¬ndan s¬n¬rl¬olmas¬

gerekir.

(2:6) Carleman kestiriminde ' için fazla seçim yolu yoktur. Örne¼gin,

'(x; t) = jx� x0j2 � �(t� t0)
2 (2.7)

bir tipik seçimdir. Burada t0 2 (0; T ) ve � > 0 key� olarak sabitlenmi̧s ve her (x; t) 2 D

için jx� x0j 6= 0 oldu¼gu kabul edilir. Bu durumda, D de r(jr'j2):r' = 16jx� x0j2 > 0

ve

En �

0BBBBBB@
1

0
...

0

0

1
. . .

� � �

� � �
. . .
. . .

0

0
...

0

1

1CCCCCCA
olmak üzere f@i@j'g1�i;j�n = 2En olur. Yani, (2:4) ve (2:5) şartlar¬sa¼glan¬r.

E¼ger (2:6) Carleman kestirimi, Bölüm 3.1�de ifade edilen Teorem 3:1:2�de uygulanmak

istenirse, (2:7) deki seçime ba¼gl¬olarak baz¬ekstra geometrik koşullar¬n kabul edilmesi

gerekir. Örne¼gin, � civar¬nda 
 n¬n konveks olmas¬gerekir. Bir sonraki bölümde daha

uygulanabilir olan ve daha kuvvetli sonuçlar¬n elde edilebilmesini sa¼glayan Carleman

kestirimleri elde edilecektir.
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2.2 PARABOL·IK DENKLEMLER ·IÇ·IN CARLEMAN KEST·IR·IM·IN·IN

D·IREKT ELDE ED·IL·IŞ·I

D � Q, @D s¬n¬r¬sonlu say¬da düzgün yüzeyden meydana gelen s¬n¬rl¬bir bölge olsun.

Çeşitli denklemler için Carleman kestirimini elde etmeye yönelik birçok çal¬̧sma vard¬r ve

bunlardan baz¬önemli olanlar¬aşa¼g¬da iki grup halinde verilmi̧stir;

1. Genel yol (Eller and Isakov 2000, Isakov 1986, 1993, 2004a, b, Tataru 1996);

2. Direkt yol (Chae et al. 1996, Fursikov and Imanuvilov 1996, Imanuvilov 1995,

Lavrent�ev et al. 1986, Yuan and Yamamoto 2009).

Hiperbolik denklemler için de Carleman kestirimlerinin direkt elde edili̧sine yönelik önemli

sonuçlar ortaya konulmuştur (Klibanov and Timonov 2004, Lavrent�ev et al. 1986). Bu

çal¬̧smada ise sadece parabolik denklemler için Carleman kestiriminin elde edili̧si araşt¬r¬l-

maktad¬r. Bu k¬s¬mda daha kullan¬̧sl¬ olmas¬ndan dolay¬ direkt metot aç¬klanacakt¬r.

Carleman kestirimi için direkt metot uygulan¬rken önemli nokta, k¬smi integrasyonun

uygulan¬̧s¬ve kestirimde yer alan s parametresinin derecesine göre terimlerin uygun olarak

grupland¬r¬lmas¬d¬r.

Aşa¼g¬daki iki tip parabolik denklemden biri için Carleman kestirimini kan¬tlamak yeterli

olacakt¬r;

�(x; t)@tu(x; t)�
nX

i;j=1

@i(~aij(x; t)@ju(x; t))

�
nX
k=1

~bk(x; t)@ku(x; t)� ~c(x; t)u(x; t) = ~f(x; t)

ve

@tu(x; t)�
nX

i;j=1

aij(x; t)@i@ju(x; t)

�
nX
k=1

bk(x; t)@ku(x; t)� c(x; t)u(x; t) = f(x; t):

Burada D üzerinde � > 0 olmak üzere � 2 C1(D ),bk;~bk; c; ~c 2 L1(D) ve8<: ~aij 2 C1(D); ~aij = ~aji; 1 � i; j � n;Pn
i;j=1 ~aij(x; t)�i�j � �1

Pn
i=1 �

2
i ; (x; t) 2 D; �1; :::; �n 2 R
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oldu¼gunu kabul edelim. Gerçekten

�(x; t)@tu(x; t)�
nX

i;j=1

@i(~aij(x; t)@ju(x; t))�
nX
k=1

~bk(x; t)@ku(x; t)� ~c(x; t)u(x; t) = ~f(x; t)

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter şart

@tu(x; t)�
nX

i;j=1

~aij
�
@i@ju�

nX
k=1

1

�

 
~bk +

nX
i=1

@i~aij

!
@ku�

~c

�
u =

~f

�

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

Q bölgesinde

Lu(x; t) = @tu�
nX

i;j=1

aij(x; t)@i@ju(x; t)�
nX
k=1

bk(x; t)@ku(x; t)� c(x; t)u(x; t)

ve

L0u(x; t) = @tu�
nX

i;j=1

aij(x; t)@i@ju(x; t)

olsun. Burada aij, 1 � i; j � n katsay¬lar¬n¬n (1:2) ve (1:3) şartlar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬n¬ ve

bk; c 2 L1(Q), 1 � k � n oldu¼gunu kabul ediyoruz.

Lu = f

parabolik denklemini ele alal¬m. Amaç, her büyük s > 0 ve � > 0 ve suppu � D olan her

u 2 H2;1(Q) içinZ
D

(
1

s'

 
j@tuj2 +

nX
i;j=1

j@i@juj2
!
+ s�2'jruj2 + s3�4'3u2

)
e2s'dxdt � C

Z
D

jLuj2e2s'dxdt

Carleman kestirimini oluşturmakt¬r.

Q da

jL0uj2 = jLu+
nX
k=1

bk@ku+ cuj2 � 2jLuj2 + 2
�����
nX
k=1

bk@ku+ cu

�����
2

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r ve bu durumdaZ
D

jL0uj2e2s'dxdt �
Z
D

0@2jLuj2 + 2 �����
nX
k=1

bk@ku+ cu

�����
2
1A e2s'dxdt

� 2

Z
D

jLuj2e2s'dxdt+ 4
Z
D

 
nX
k=1

kbkk2L1(D) jruj2 + kck
2
L1(D) juj2

!
e2s'dxdt
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olup, kestirimi L0 için ispat etmek yeterlidir. Böylece L0 için Carleman kestirimindenZ
D

(
1

s'

 
j@tuj2 +

nX
i;j=1

j@i@juj2
!
+ s�2'jruj2 + s3�4'3u2

)
e2s'dxdt

� C

Z
D

jLuj2e2s'dxdt+ C

nX
i=1

kbkk2L1(D)
Z
D

jruj2e2s'dxdt

+C kck2L1(D)
Z
D

juj2e2s'dxdt

elde edilir. Bu nedenle s > 0 yeterince büyük seçilir ve eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ikinci

ve üçüncü terimler sol tarafa dahil edilir. Bundan dolay¬Carleman kestiriminde, düşük

mertebeden terimlerin katsay¬lar¬L1(Q) ya ait ise sadece x ve t de¼gi̧skenlerine göre en

yüksek mertebeden türevleri içeren terimler önemlidir. Dolay¬s¬yla Q bölgesinde

L0u = f (2.8)

denklemi ele al¬n¬r.

Bölüm 2.1�deki basit metot, simetrik ve antisimetrik k¬s¬mlara ay¬rmaya dayanmaktayd¬,

ancak de¼gi̧sken katsay¬l¬genel parabolik denklem için bu metot kullan¬lamaz. Bu bölümde

genel bir parabolik denklemin bir Carleman kestiriminin elde edili̧si için bir direkt metot

aç¬klanacakt¬r. Burada, bir ' a¼g¬rl¬k fonksiyonu için önemli faktör ikinci büyük parametre

� > 0 d¬r ve ' a¼g¬rl¬k fonksiyonu e� formunda aran¬r. Bu formun kullan¬̧sl¬ oldu¼gu

görülmüş (Hörmander 1963, Bölüm 8.6) ve birçok çal¬̧smaya temel olmuştur (Eller and

Isakov 2000, Imanuvilov 1995, Isakov 1986, 1993, Isakov and Kim 2008a, b). e� formu

sayesinde kPwk2L2(D) nin kestiriminde jwj
2 ve jrwj2 nin katsay¬lar¬n¬n poziti�i¼gini garanti

etmek daha kolayd¬r.

Kabul edelim ki d 2 C2(D ), D de jrdj 6= 0 olsun. t0 2 (0; T ), c0, � > 0 ve

inf(x;t)2Q  (x; t) > 0 olmak üzere

 (x; t) = d(x)� �(t� t0)
2 + c0

ve

'(x; t) = e� (x;t)

şeklinde tan¬mlans¬n. Q da  > 0 oluşu gerekli de¼gildir ancak poziti�ik, ileride verilecek

olan ispatlarda kullan¬̧sl¬olmaktad¬r.
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Uyar¬2.2.1 Lu = f denklemi için bir Carleman kestirimi ele al¬nmakta olup, ayn¬de¼ger-

lendirmeler Q da�����@tu(x; t)�
nX

i;j=1

aij(x; t)@i@ju(x; t)

����� � C (jru(x; t)j+ ju(x; t)j+ jf(x; t)j)

parabolik eşitsizli¼gi için de geçerlidir.

·Ilk olarak u 2 C10 (D) olsun, ayr¬ca

�(x; t) =

nX
i;j=1

aij(x; t)(@id)(x)(@jd)(x); (x; t) 2 Q;

w(x; t) = es'(x;t)u(x; t)

ve

Pw(x; t) = es'L0(e
�s'w) = es'L0u (2.9)

olarak tan¬mlans¬n.

Carleman kestiriminin elde edili̧si aşa¼g¬da verilen üç ad¬mdan ibarettir;

1. P , P1 ve P2 şeklinde iki k¬sma ayr¬l¬r. Burada P1, x e göre ikinci ve s¬f¬r¬nc¬mertebe-

den terimlerden, P2 ise t ye göre birinci mertebeden ve x e göre birinci mertebeden

terimlerden oluşur. Pw deki terimler simetrik ve antisimetrik k¬s¬mlar¬na göre de¼gil,

s; � ve ' nin en yüksek derecesine göre s¬n¬�and¬r¬l¬r.

2. Z
D

�
jP2wj2 + 2(P1w)(P2w)

�
dxdt

integrali için alttan kestirim yap¬l¬r.

3. Z
D

Pw � (Pw içinde s; � ve ' nin ikinci en yüksek dereceden oldu¼gu u terimi)

için bir başka kestirim yap¬l¬r.
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Yukar¬da bahsedilen ayr¬̧st¬rma ile @tu nun L2-terimi için bir kestirim yap¬lmal¬ve dolay¬s¬yla

ikinci ad¬mdaki
Z
D

jP2wj2 dxdt için de bir kestirim yap¬lmal¬d¬r. Ayr¬ca ikinci ad¬mda, s; �

ve ' nin istenilen derecesi ile u için bir kestirim elde edilirken, ru için bir kestirim elde

edilmez. Bu durum, ele al¬nan terimlerdeki farkl¬mertebeden türevlerin do¼gal bir sonu-

cudur. Bu nedenle üçüncü ad¬mda bir başka kestirimin yap¬lmas¬gerekmektedir.

(2:9) dan,

@t' = �'@t 

@i' = �'@i = � (@id)'

@j' = �'@j = � (@jd)'

@i(e
�s') = �s�' (@id) e�s'

oldu¼gu dikkate al¬narak gerekli hesaplamalar yap¬ld¬¼g¬nda D de

Pw = es'

"
@t(e

�s'w)�
nX

i;j=1

aij(x; t)@i@j(e
�s'w)

#
= es'

h
e�s'@tw � s@t'e

�s'w

�
nX

i;j=1

aij(x; t)
�
@i@j(e

�s')w + @j(e
�s')@iw + @i(e

�s')@jw + e�s'@i@jw
�#

= @tw � s�'@t w + s�2'w
nX

i;j=1

aij(@id)(@jd) + s�'w
nX

i;j=1

aij@i@jd

�s2�2'2w
nX

i;j=1

aij(@id)(@jd) + s�'

nX
i;j=1

aij(@jd)@iw

+s�'

nX
i;j=1

aij(@id)@jw �
nX

i;j=1

aij@i@jw

olup, böylece

Pw = @tw �
nX

i;j=1

aij(x; t)@i@jw + 2s�'

nX
i;j=1

aij(x; t)(@id)(x)@jw

�s2�2'2�w + s�2'�w + s�'w
nX

i;j=1

aij@i@jd

�s�'w(@t ) (2.10)
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oldu¼gu görülür. (2:10) da katsay¬lar¬n s; � ve ' ye ba¼g¬ml¬l¬¼g¬aç¬kça görülmektedir.

A1 = s�2'� + s�'
nX

i;j=1

aij@i@jd� s�'(@t ) � s�2'a1(x; t; s; �)

olsun. Bu durumda D de

Pw = @tw �
nX

i;j=1

aij(x; t)@i@jw + 2s�'

nX
i;j=1

aij(x; t)(@id)@jw

�s2�2'2�w + A1w

olur. Burada a1, s ve � ya ba¼g¬ml¬d¬r, fakat (x; t) 2 D ve yeterince büyük her � > 0 ve

s > 0 için ja1(x; t; s; �)j � C olur.

Burada ve bundan sonra C; C1; vs. s; � ve ' den ba¼g¬ms¬z genel sabitleri ifade etmek

için kullan¬lacakt¬r. Buna göre, (s; �; ') nin dereceleri dikkate al¬narak Pw,

P1w = �
nX

i;j=1

aij(x; t)@i@jw � s2�2'2w�(x; t) + A1w (2.11)

ve

P2w = @tw + 2s�'
nX

i;j=1

aij(x; t)(@id)@jw (2.12)

olmak üzere iki k¬sma ayr¬labilir.

kfes'k2L2(D) = kPwk2L2(D)

= kP1w + P2wk2L2(D)

oldu¼gundan

2

Z
D

(P1w) (P2w) dxdt+ kP2wk2L2(D) �
Z
D

f 2e2s'dxdt (2.13)

elde edilir.
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·Ilk olarakZ
D

(P1w) (P2w) dxdt = �
nX

i;j=1

Z
D

aij(@i@jw) (@tw) dxdt

�
nX

i;j=1

Z
D

aij(@i@jw)2s�'
nX

k;l=1

akl(@kd)(@lw)dxdt

�
Z
D

s2�2'2�w (@tw) dxdt�
Z
D

2s3�3'3�w

nX
i;j=1

aij(@id) (@jw) dxdt

+

Z
D

(A1w) (@tw) dxdt +

Z
D

(A1w) 2s�'
nX

i;j=1

aij(@id) (@jw) dxdt

�
6X

k=1

Jk (2.14)

için kestirim yap¬lacakt¬r. K¬smi integrasyon kullan¬larak, aij = aji, u 2 C10 (D) oldu¼gu

göz önüne al¬n¬p, � > 1 ve s > 1 yeterince büyük kabul edilirse, w nin tüm türevleri w,

@iw ve @tw ye indirgenebilir. Bu aşamada Jk; k = 1; :::; 6 için kestirim elde edilecektir:

jJ1j =

�������
nX

i;j=1

Z
D

aij(@i@jw) (@tw) dxdt

������
=

������
nX

i;j=1

Z
D

(@iaij)(@jw) (@tw) dxdt+
nX

i;j=1

Z
D

aij(@jw) (@i@tw) dxdt

������
=

������
nX

i;j=1

Z
D

(@iaij)(@jw) (@tw) dxdt +

0@ nX
i>j

Z
D

aij ((@jw) (@i@tw) + (@iw) (@j@tw)) dxdt

+

Z
D

nX
i=1

aii(@iw) (@i@tw) dxdt

1A������
� C

Z
D

jrwj j@twj dxdt+
1

2

������
Z
D

nX
i;j=1

(@taij)(@iw) (@jw) dxdt

������
� C

Z
D

jrwj j@twj dxdt+ C

Z
D

jrwj2dxdt (2.15)

olup, burada0@ nX
i>j

Z
D

aij ((@jw) (@i@tw) + (@iw) (@j@tw)) dxdt+

Z
D

nX
i=1

aii(@iw) (@i@tw) dxdt

1A
=

1

2

nX
i;j=1

Z
D

aij@t((@jw) (@iw))dxdt
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eşitli¼ginden yararlan¬lm¬̧st¬r. Daha sonra,

jJ2j = �
nX

i;j=1

Z
D

aij(@i@jw)2s�'

nX
k;l=1

akl(@kd)(@lw)dxdt

= �
nX

i;j=1

nX
k;l=1

Z
D

2s�'aijakl(@kd)(@lw)(@i@jw)dxdt

= 2s�

Z
D

nX
i;j=1

nX
k;l=1

�(@id)'aijakl(@kd)(@lw)(@jw)dxdt

+2s�

Z
D

nX
i;j=1

nX
k;l=1

'@i(aijakl@kd)(@lw)(@iw)dxdt

+2s�

Z
D

nX
i;j=1

nX
k;l=1

'aijakl(@kd)(@i@lw)(@jw)dxdt

olup,

2s�

Z
D

nX
i;j=1

nX
k;l=1

�(@id)'aijakl(@kd)(@lw)(@jw)dxdt

= 2s�2
Z
D

'
nX

i;j=1

aij(@id)(@jw)
nX

k;l=1

akl(@kd)(@lw)dxdt

= 2s�2
Z
D

'

�����
nX

i;j=1

aij(@id)(@jw)

�����
2

dxdt � 0

ve J1 dekine benzer olarak kestirim yap¬l¬rsa

2s�

Z
D

nX
i;j=1

nX
k;l=1

'aijakl(@kd)(@i@lw)(@jw)dxdt

= s�
nX

i;j=1

nX
k;l=1

Z
D

'aijakl(@kd)@l((@iw)(@jw))dxdt

= �s�
Z
D

nX
k;l=1

�'akl(@kd)(@ld)

nX
i;j=1

aij(@iw)(@jw)dxdt

�s�
Z
D

'

nX
i;j=1

nX
k;l=1

@l(aijakl(@kd))(@iw)(@jw)dxdt

= �s�2
Z
D

'�

nX
i;j=1

aij(@iw)(@jw)dxdt

�s�
Z
D

'
nX

i;j=1

nX
k;l=1

@l (aijakl@kd) (@iw)(@jw)dxdt

olur ve buna göre,
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J2 � �
Z
D

s�2'�

nX
i;j=1

aij(@iw)(@jw)dxdt

�C
Z
D

s�' jrwj2 dxdt+ 2s�2
Z
D

'

�����
nX

i;j=1

aij(@id)(@jw)

�����
2

dxdt

� �
Z
D

s�2'�
nX

i;j=1

aij(@iw)(@jw)dxdt� C

Z
D

s�' jrwj2 dxdt (2.16)

elde edilir. J3; J4; J5 ve J6 için kestirimler s¬ras¬yla aşa¼g¬da verilmi̧stir.

jJ3j =

�������
Z
D

s2�2'2�w (@tw) dxdt

������
=

�������
Z
D

1

2
s2�2'2�@t(w

2)dxdt

������
=

������
Z
D

s2�2' f�(@t )'g�w2dxdt+
1

2

Z
D

s2�2'2 (@t�)w
2dxdt

������
� C

Z
D

s2�3'2w2dxdt; (2.17)

J4 = �
Z
D

2s3�3'3�w
nX

i;j=1

aij(@id) (@jw) dxdt

= �
Z
D

s3�3'3
nX

i;j=1

�aij(@id)@j(w
2)dxdt

=

Z
D

s3�3
nX

i;j=1

3'2 f�(@jd)'g�aij(@id)w2dxdt+
Z
D

s3�3'3
nX

i;j=1

@j(�aij@id)w
2dxdt

�
Z
D

3s3�4'3�2w2dxdt� C

Z
D

s3�3'3w2dxdt; (2.18)

jJ5j =

������
Z
D

(A1w) (@tw) dxdt

������
=

1

2

������
Z
D

s�2'a1@t(w
2)dxdt

������
=

1

2

������
Z
D

s�2' (@ta1)w
2dxdt+

Z
D

s�3'(@t )a1w
2dxdt

������
� C

Z
D

s�3'w2dxdt; (2.19)
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jJ6j =

������
Z
D

(A1w) 2s�'

nX
i;j=1

aij(@id) (@jw) dxdt

������
=

������
Z
D

s�2'a1w � 2s�'
nX

i;j=1

aij(@id) (@jw) dxdt

������
=

������
Z
D

2a1s
2�3'2

nX
i;j=1

aij(@id) (@jw) dxdt

������
=

������
Z
D

a1s
2�3'2

nX
i;j=1

aij(@id)@j
�
w2
�
dxdt

������
=

�������
Z
D

nX
i;j=1

@j(a1s
2�3'2aij(@id))w

2dxdt

������
� C

Z
D

s2�4'2w2dxdt: (2.20)

Burada, jJ6j için kestirim yap¬l¬rken k¬smi integrasyon uygulanmas¬ gereklidir. E¼gerZ
D

s2�3'2 jrwj jwj dxdt benzeri bir kestirim için Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

daha basit bir yol uygulan¬rsa, s ve � n¬n istenen mertebeleri kaybolur ve bu durumda

kestirime devam edilemez.

Böylece (2:14)� (2:20) denZ
D

(P1w) (P2w) dxdt � 3

Z
D

s3�4'3�2w2dxdt�
Z
D

s�2'�
nX

i;j=1

aij(@iw) (@jw) dxdt

�C
Z
D

s�' jrwj2 dxdt� C

Z
D

�
s3�3'3 + s2�4'2

�
w2dxdt

�C
Z
D

jrwj j@twj dxdt

olur ve sonuç olarak

3

Z
D

s3�4'3�2w2dxdt�
Z
D

s�2'�

nX
i;j=1

aij(@iw) (@jw) dxdt

�
Z
D

(P1w) (P2w) dxdt+ C

Z
D

s�' jrwj2 dxdt

+C

Z
D

�
s3�3'3 + s2�4'2

�
w2dxdt+ C

Z
D

jrwj j@twj dxdt (2.21)
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elde edilir.

Ayr¬ca her büyük s > 0 için, P2 nin (2:12) deki tan¬m¬ndan ve

j�+ �j2 � 1

2
j�j2 � j�j2

eşitsizli¼gindenZ
D

jP2wj2 dxdt �
Z
D

1

s'
jP2wj2 dxdt

=

Z
D

1

s'

�����@tw + 2s�'
nX

i;j=1

aij(@id)(@jw)

�����
2

dxdt

� 1

2

Z
D

1

s'
j@twj2 dxdt� C

Z
D

s�2'

�����
nX

i;j=1

aij(@id)(@jw)

�����
2

dxdt

elde edilir, yani herhangi bir " > 0 için

"

Z
D

1

s'
j@twj2 dxdt � C

Z
D

jP2wj2 dxdt+ C"

Z
D

s�2' jrwj2 dxdt

olur. Böylece (2:21) ve (2:13) ten

3

Z
D

s3�4'3�2w2dxdt�
Z
D

s�2'�
nX

i;j=1

aij(@iw) (@jw) dxdt+ "

Z
D

1

s'
j@twj2 dxdt

� C

Z
D

f 2e2s'dxdt+ C

Z
D

s�' jrwj2 dxdt+ C"

Z
D

s�2' jrwj2 dxdt

+C

Z
D

�
s3�3'3 + s2�4'2

�
w2dxdt+ C

Z
D

jrwj j@twj dxdt

elde edilir.

w2 nin s, � ve ' ye göre en büyük dereceli çarpan¬s3�4'3�2; jrwj2 nin en büyük dereceli

çarpan¬s�2'� ve j@twj2 nin en büyük dereceli çarpan¬
1

s'
dir. Örne¼gin s ve � büyük

seçilebildi¼ginden
�
s3�3'3 + s2�4'2

�
w2 terimi daha düşük derecelidir.

Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden

j@twj jrwj = s�
1
2'�

1
2��

1
2 j@twj s

1
2'

1
2�

1
2 jrwj

� 1

2

1

s�'
j@twj2 +

1

2
s�' jrwj2
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olur ve bu durumda

3

Z
D

s3�4'3�2w2dxdt�
Z
D

s�2'�
nX

i;j=1

aij(@iw) (@jw) dxdt

+

�
"� C

�

�Z
D

1

s'
j@twj2 dxdt

� C

Z
D

f 2e2s'dxdt+ C

Z
D

s�' jrwj2 dxdt+ C"

Z
D

s�2' jrwj2 dxdt

+C

Z
D

�
s3�3'3 + s2�4'2

�
w2dxdt (2.22)

elde edilir. Eşitsizli¼gin sol taraf¬ndaki birinci ve ikinci terimler de¼gi̧sik i̧saretli oldu¼gundan

bir başka kestirime ihtiyaç vard¬r. Bu nedenleZ
D

(P1w + P2w)�
�
s�2'�w

�
dxdt

yard¬m¬ylaZ
D

s�2'�
nX

i;j=1

aij(@iw) (@jw) dxdt

için başka bir kestirim yap¬lacakt¬r.

jrwj2 li terimi istenen (s; �; ') çarpan¬n¬ile yani s�2' ile elde edebilmek için s�2'�w

çarpan¬seçilir, bir başka deyi̧sle

@tw + 2s�'
nX

i;j=1

aij(@id)(@jw)�
nX

i;j=1

aij@i@jw � s2�2'2�w + A1w = fes'

eşitli¼ginin s�2'�w ile çarp¬lmas¬sonucuZ
D

(@tw) s�
2'�wdxdt+

Z
D

2s�'

nX
i;j=1

aij(@id)(@jw)s�
2'�wdxdt

�
Z
D

 
nX

i;j=1

aij@i@jw

!
s�2'�wdxdt�

Z
D

s3�4'3�2w2dxdt

+

Z
D

(A1w)
�
s�2'�w

�
dxdt

�
5X

k=1

Ik =

Z
D

fes's�2'�wdxdt (2.23)
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elde edilir.

Şimdi, k¬smi integrasyon yard¬m¬yla ve w 2 C10 (D); j@t'j = j�(@t )'j � C�' ve

@i' = �(@id)' vs. oldu¼gu göz önünde bulundurularak, I1; :::; I5 terimleri için kestirim

yap¬lacakt¬r;

jI1j =

������
Z
D

1

2
s�2'�@t(w

2)dxdt

������ � C

Z
D

s�3'w2dxdt; (2.24)

jI2j =

������
Z
D

s2�3'2�
nX

i;j=1

aij(@id)@j(w
2)dxdt

������
=

�������
Z
D

nX
i;j=1

s2�3
�
2�(@jd)'

2
	
�aij(@id)w

2dxdt �
nX

i;j=1

s2�3'2@j(�aij(@id))w
2dxdt

�����
� C

Z
D

s2�4'2w2dxdt; (2.25)

I3 = �
Z
D

s�2
nX

i;j=1

'�aijw(@i@jw)dxdt

=

Z
D

s�2
nX

i;j=1

'�aij(@iw)(@jw)dxdt+

Z
D

s�2
nX

i;j=1

@i ('�aij)w(@jw)dxdt

�
Z
D

s�2'�
nX

i;j=1

aij(@iw)(@jw)dxdt� C

Z
D

s�3' jrwj jwj dxdt; (2.26)

I4 = �
Z
D

s3�4'3�2w2dxdt; (2.27)

jI5j � C

������
Z
D

s�2'� s�2'�w2dxdt

������ � C

Z
D

s2�4'2w2dxdt: (2.28)

Buna göre (2:23)� (2:28) denZ
D

s�2'�
nX

i;j=1

aij (@iw) (@jw) dxdt�
Z
D

s3�4'3�2w2dxdt

� C

Z
D

��fes's�2'�w�� dxdt+ C

Z
D

s2�4'2w2dxdt+ C

Z
D

s�3' jrwj jwj dxdt

� C

Z
D

f 2e2s'dxdt+ C

Z
D

s2�4'2w2dxdt+ C

Z
D

�2 jrwj2 dxdt (2.29)
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elde edilir. Son eşitsizlik,

s�3' jrwj jwj =
�
s�2' jwj

�
(� jrwj)

� 1

2
s2�4'2w2 +

1

2
�2 jrwj2

yard¬m¬ylaZ
D

s�3' jrwj jwj dxdt � 1

2

Z
D

�
s2�4'2w2 + �2 jrwj2

�
dxdt

eşitsizli¼ginin ve ayr¬ca��fes's�2'�w�� � 1

2
f 2e2s' +

1

2
s2�4'2�2w2

� 1

2
f 2e2s' + Cs2�4'2w2

eşitsizli¼ginin bir sonucudur.

Son olarak, (2:29) eşitsizli¼ginin 2 ile çarp¬l¬p (2:22) eşitsizli¼gi ile toplam¬dikkate al¬n¬rsa,

(1:3) ten ve �0 � inf(x;t)2Q �(x; t) > 0 oldu¼gundanZ
D

s3�4'3�20w
2dxdt+ (�0�1 � C")

Z
D

s�2' jrwj2 dxdt

+

�
"� C

�

�Z
D

1

s'
j@twj2 dxdt

� C

Z
D

f 2e2s'dxdt+ C

Z
D

�
s�'+ �2

�
jrwj2 dxdt

+C

Z
D

�
s3�3'3 + s2�4'2

�
w2dxdt (2.30)

elde edilir. Bundan dolay¬, ilk olarak " > 0 say¬s¬(�0�1 � C") > 0 olacak şekilde yeteri

kadar küçük seçilir ve sonra � > 0 say¬s¬
�
"� C

�

�
> 0 olacak şekilde yeteri kadar büyük

seçilirse, (2:30) un sa¼g taraf¬ndaki ikinci ve üçüncü terimler sol tarafa dahil edilebilir ve

bu durumdaZ
D

s3�4'3w2dxdt+

Z
D

s�2' jrwj2 dxdt+
Z
D

1

s'
j@twj2 dxdt � C

Z
D

f 2e2s'dxdt (2.31)

elde edilir. w = ues' oldu¼gundanZ
D

�
1

s'
j@tuj2 + s�2' jruj2 + s3�4'3u2dxdt

�
e2s'dxdt � C

Z
D

f 2e2s'dxdt (2.32)
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olur.

Ayr¬ca, t 2 [0; T ] için D \ ftg � Rn kümesinin s¬n¬r¬n¬n sonlu say¬da düzgün yüzeyden

ibaret oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda @i@ju terimlerini, bir eliptik denklem için önsel

(apriori) kestirimden yararlanarak aşa¼g¬daki şekilde Carleman kestirimine dahil edebiliriz.

(2:9), (2:10) eşitliklerinden ve jA1(x; t)j � Cs�2' eşitsizli¼ginden Q da�����
nX

i;j=1

aij@i@jw

�����
2

� C
�
j@twj2 + s2�2'2 jrwj2 + s4�4'4w2 + jf j2 e2s'

�
elde edilir. Bundan dolay¬(2:31) den her büyük s > 0 ve � > 0 içinZ

D

1

s'

�����
nX

i;j=1

aij@i@jw

�����
2

dxdt

� C

Z
D

�
1

s'
j@twj2 + s�2' jrwj2 + s3�4'3w2

�
dxdt+ C

Z
D

f 2e2s'dxdt

� C

Z
D

f 2e2s'dxdt (2.33)

olur.

Ayr¬ca

@i@j

�
w
p
'

�
=

@i@jwp
'
� @i@j'

2'
3
2

w

� 1

2'
3
2

f(@jw) (@i') + (@iw) (@j')g+
3

4'
5
2

(@i') (@j')w;

1 � i; j � n (2.34)

ve
nX

i;j=1

aij@i@j
w
p
'

=
g
p
'
�
Pn

i;j=1 aij@i@j'

2'
3
2

w

+
3

4'
5
2

w
nX

i;j=1

aij (@i') (@j')�
1

'
3
2

nX
i;j=1

aij (@iw) (@j')

olup, burada

g =
nX

i;j=1

aij@i@jw

olarak al¬nm¬̧st¬r. Her t 2 [0; T ] için w(:; t) 2 H1
0 (D \ ftg oldu¼gundan, eliptik denklem

için Dirichlet problemi için genel önsel (apriori) kestirim uyguland¬¼g¬nda (Gilbarg and
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Trudinger 2001),Z
D\ftg

nX
i;j=1

����@i@j � w
p
'

�����2 (x; t)dx
� C

Z
D\ftg

g(x; t)2

'
dx+ C

Z
D\ftg

���Pn
i;j=1 aij@i@jw

���2
'3

jw(x; t)j2 dx

+C

Z
D\ftg

w(x; t)2

'5

�����
nX

i;j=1

aij (@i') (@j')

�����
2

dx

+C

Z
D\ftg

1

'3

�����
nX

i;j=1

aij (@iw) @j'

�����
2

dx (2.35)

elde edilir. Di¼ger taraftan, (2:34) tenZ
D\ftg

1

'
j@i@jw(x; t)j2 dx � C

Z
D\ftg

(����@i@j � w
p
'

�����2
+
j@i@j'j2

'3
w2 +

1

'3
�
j@jwj2 j@i'j2 + j@iwj2 j@j'j2

�
+
1

'5
�
j@i'j2 j@j'j2w2

��
(x; t)dx (2.36)

olur.

@i' = �(@id)' ve @i@j' = �(@i@jd)'+ �2(@id)(@jd)'

oldu¼gundan, � > 1 için

j@i'(x; t)j � C�'(x; t);

j@i@j'(x; t)j � C�2'(x; t); 1 � i; j � n; (x; t) 2 D (2.37)

oldu¼gu görülür. Bundan dolay¬, ' � 1 için (2:35) ve (2:36) kestirimlerindenZ
D\ftg

1

'(x; t)
j@i@jw(x; t)j2 dx � C

Z
D\ftg

g2(x; t)

'(x; t)
dx

+C

Z
D\ftg

(�4w2 + �2 jrwj2)(x; t)dx

elde edilir. t ye göre integral al¬n¬rsa

nX
i;j=1

Z
D

1

s'
j@i@jw(x; t)j2 dxdt � C

Z
D

1

s'

�����
nX

i;j=1

aij@i@jw

�����
2

dxdt

+C

Z
D\ftg

(�4w2 + �2 jrwj2)dx
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(2:31) ve (2:33) ten, her büyük s > 0 ve � > 0 içinZ
D

1

s'

nX
i;j=1

j@i@jwj2 dxdt � C

Z
D

f 2e2s'dxdt

elde edilir.

Böylece u 2 C10 (D) için Carleman kestiriminin elde edili̧si tamamlanm¬̧s olur.

es'@i@ju = @i@jw � s�'((@id)(@jw) + (@jd)(@iw))

+
�
s2�2'2(@id)(@jd)� s�2'(@id)(@jd)� s�'(@i@jd)

	
w;

oldu¼gu dikkate al¬n¬p, (2:31) yard¬m¬yla kestirimin u ya göre yeniden yaz¬lmas¬yla, Car-

leman kestirimini ifade eden teorem aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Teorem 2.2.1 d 2 C2(
 ), 
 da jrdj 6= 0 ve � > 0, 0 < t0 < T olmak üzere

 (x; t) = d(x)� �(t� t0)
2

olsun. Kabul edelim ki, @D düzgün ve t 2 [0; T ] için D\ftg � Rn bölgesinin s¬n¬r¬sonlu

say¬da düzgün yüzeyden meydana gelsin. Bu durumda bir �0 > 0 sabiti vard¬r öyle ki,

key� � � �0 için bir s0(�) > 0 sabiti aşa¼g¬daki özelli¼gi sa¼glayacak şekilde seçilebilir;

bir C = C(s0;�0) > 0 sabiti vard¬r öyle kiZ
D

(
1

s'

 
j@tuj2 +

nX
i;j=1

j@i@juj2
!
+ s�2' jruj2 + s3�4'3u2

)
e2s'dxdt

� C

Z
D

jLuj2 e2s'dxdt (2.38)

eşitsizli¼gi her s > s0 ve

u 2 H2;1(Q); suppu � D (2.39)

şartlar¬n¬sa¼glayan her u için sa¼glan¬r.

(2:38) deki C > 0 sabiti maks1<i;j<n kaijkC1(Q) ; kbikL1(Q) ve kckL1(Q) ya sürekli olarak

ba¼g¬ml¬d¬r. Bu ba¼g¬ml¬l¬k Teorem (2:9) ve (2:10)�da da ayn¬d¬r.

Burada belirtelim ki ;
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1. Yo¼gunluk özelli¼ginden (yani, (2:39) u sa¼glayan herhangi bir u ya bir un 2 C10 (D)

dizisi ile yaklaş¬m yap¬labilece¼ginden) un 2 C10 (D) için elde edilen (2:38) kestirimi,

(2:39) u sa¼glayan her u için Carleman kestirimine dönüştürülür.

2. inf(x;t)2Q~ (x; t) > 0 olmak üzere ~ (x; t) = d(x)� �(t� t0)2+ c0 olmas¬durumunda,

ispat tamamlanm¬̧st¬r. c0 = 0 olmas¬durumunda, e2s' = e2se
� 
= exp(2(se��c0)e�

~ )

olaca¼g¬ndan s0(�) y¬s0(�)e�c0 ile de¼gi̧stirmek suretiyle c0 = 0 durumu bir önceki

duruma indirgenebilir.

Böylece Teorem 2:2:1 elde edilir. suppu � D şart¬sa¼glanmasa bile, her bir k¬smi inte-

grasyon sonucu ortaya ç¬kan s¬n¬rdaki integral terimlerini atmadan bir önceki durumda

oldu¼gu gibi aşa¼g¬da verilen Carleman kestirimi ispatlanabilir (Yamamoto 2009).

Teorem 2.2.2 d 2 C2(
 ), 
 da jrdj 6= 0 ve � > 0, 0 < t0 < T olmak üzere

 (x; t) = d(x)� �(t� t0)
2

olsun. Kabul edelim ki, @D düzgün ve t 2 [0; T ] için D\ftg � Rn bölgesinin s¬n¬r¬sonlu

say¬da düzgün yüzeyden meydana gelsin. Bu durumda bir �0 > 0 sabiti vard¬r öyle ki,

key� � � �0 için bir s0(�) > 0 sabiti aşa¼g¬daki özelli¼gi sa¼glayacak şekilde seçilebilir;

bir C = C(s0;�0) > 0 sabiti vard¬r öyle ki, her s > s0 ve her u 2 H2;1(D) için,Z
D

(
1

s'

 
j@tuj2 +

nX
i;j=1

j@i@juj2
!
+ s�2' jruj2 + s3�4'3u2

)
e2s'dxdt

� C

Z
D

jLuj2 e2s'dxdt+ CeC(�)s
Z
@D

�
jrx;tuj2 + juj2

�
dSdt (2.40)

sa¼glan¬r.

2.3 GLOBAL CARLEMAN KEST·IR·IM·I

Bölüm 2.1 ve Bölüm 2.2�de, 
� (0; T ) ile ayn¬olmak zorunda olmayan bir D bölgesinde

Carleman kestirimleri ispat edilmi̧s olup ters problemlerdeki uygulamalarda (bkz. Bölüm

3) D bölgesi ' yard¬m¬yla verilir. Bir başka deyi̧sle Bölüm 2.2�deki Carleman kestirim-

ini uygularken, ilk olarak ' seçilmeli daha sonra ters problemleri ilgilendiren sonuçlar¬n

geçerli oldu¼gu D bölgesi belirlenmelidir.
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Bu bölümde, kompakt supporta sahip olmayan fonksiyonlar için 
�(0; T ) üzerinde geçerli

olan bir global Carleman kestirimi ifade edilecektir (Imanuvilov 1995).

! � 
 herhangi bir alt bölge olsun. Q da

Lu(x; t) � @tu�
nX

i;j=1

aij(x; t)@i@ju�
nX
k=1

bi(x; t)@iu� c(x; t)u = f (2.41)

parabolik denklemi ve @
� (0; T ) s¬n¬r¬nda

l1(x)
@u

@�A
+ l2(x)u = 0 (2.42)

s¬n¬r şart¬verilsin. Burada aij ye göre konormal türev
@u

@�A
=
Pn

i;j=1 aij (@iu) �j olarak

tan¬ml¬d¬r. (1:3) e ek olarak

aij 2 C1(Q); aij = aji;

bi; c 2 L1(Q); 1 � i; j � n

oldu¼gunu kabul edelim, ayr¬ca l1; l2 2 C2(@
) ve

@
 üzerinde, ya l1 > 0 ya da l1 = 0 ve l2 = 1 (2.43)

olsun.

Global Carleman kestirimi için özel bir a¼g¬rl¬k fonksiyonuna ihtiyaç vard¬r. Böyle bir

a¼g¬rl¬k fonksiyonunun varl¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r (Fursikov and Imanuvilov 1996, Imanuvilov

1995, Imanuvilov et al. 2009).

Lemma 2.3.1 !0 bölgesi, !0 � ! olacak şekilde 
 n¬n herhangi bir sabitlenmiş alt

bölgesi olsun. Bu durumda

d(x) > 0; x 2 
; dj@
 = 0; jrd(x)j > 0; x 2 
n!0 (2.44)

olacak şekilde bir d 2 C2(
 ) fonksiyonu vard¬r.

Örnek 2.3.1 : 
 = fx : jxj < 1g ve 0 2 !0 olsun. Bu durumda d(x) = 1�jxj2 fonksiyonu

(2:44) te belirtilen şartlar¬sa¼glar.
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� > 0 olmak üzere

'(x; t) =
e�d(x)

t(T � t)
; �(x; t) =

e�d(x) � e2�kdkC(
)

t(T � t)
(2.45)

ve ayr¬ca

�2 =
nX

i;j=1

kaijkC1(Q) +
nX
i=1

kbikL1(Q) +
nX
i=1

kckL1(Q) ; �3 =

nX
i;j=1

kaijkC1(Q) (2.46)

olsun.

Global Carleman kestirimi aşa¼g¬daki teorem ile verilmi̧stir.

Teorem 2.3.2 Bir �0 > 0 sabiti vard¬r öyle ki, key� � � �0 için bir s0(�) � 0 sabiti

aşa¼g¬daki özelli¼gi sa¼glayacak şekilde seçilebilir;

bir C = C(s0;�0) > 0 sabiti vard¬r öyle ki, her s > s0 ve (2:42) yi sa¼glayan her u 2 H2;1(Q)

için, Z
Q

(
1

s'

 
j@tuj2 +

nX
i;j=1

j@i@juj2
!
+ s�2'jruj2 + s3�4'3u2

)
e2s�dxdt

� C

Z
Q

jLuj2e2s�dxdt+ C

Z
!�(0;T )

s3�4'3u2e2s�dxdt

sa¼glan¬r. Burada C > 0 sabiti �2 ve �0 a sürekli ba¼g¬ml¬ve s den ba¼g¬ms¬z olup, �0 sabiti

�3 e sürekli ba¼g¬ml¬d¬r.

(2:45) eşitliklerinden, her k � 0 için

lim
t#0

'(x; t)ke2s�(x;t) = lim
t"T

'(x; t)ke2s�(x;t) = 0

olur ve t = 0, t = T civar¬nda e2s�(x;t) a¼g¬rl¬k fonksiyonu, C > 0 olmak üzere exp(� C
t(T�t))

fonksiyonunun ayn¬dereceden hali gibi davran¬̧s gösterir. A¼g¬rl¬k fonksiyonunun bu özel-

li¼gi nedeniyle t = 0 ve t = T de¼gerleri için u nun s¬f¬r olmas¬ şart¬na ihtiyaç yoktur.

Ayr¬ca, Carleman kestirimi için u nun @
 � (0; T ) yan s¬n¬r¬nda (2:42) koşulunu sa¼gla-

mas¬yeterlidir. Bu nedenle bu Carleman kestirimi 
� (0; T ) bölgesinde tan¬ml¬kompakt

supporta sahip olmayan u için geçerlidir.

Herhangi bir � � @
 s¬n¬r bölgesinde aş¬r¬belirgin verilerin verilmesi durumunda başka

bir a¼g¬rl¬k fonksiyonuna ihtiyaç duyulur (Imanuvilov 1995, Imanuvilov and Yamamoto

1998).
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Lemma 2.3.3 � 6= ;; � � @
 herhangi bir (relatif) aç¬k alt küme olsun. Bu durumda,

e¼ger aij 2 C1(Q ); 1 � i; j � n (1:2) ve (1:3) ü sa¼glarsa

d0(x) > 0; x 2 
; jrd0(x)j > 0; x 2 

nX

i;j=1

aij(x; t)@i(d0)(x)�j(x) � 0; x 2 @
n�; 0 < t < T (2.47)

olacak şekilde bir d0 2 C2(
 ) fonksiyonu vard¬r.

(1:2) ve (1:3) ü sa¼glayan her aij için d0 fonksiyonu (2:47) yi sa¼glar, bir başka deyi̧sle d0

fonksiyonu aij nin seçimine ba¼gl¬de¼gildir.

'0(x; t) =
e�d0(x)

t(T � t)
; �0(x; t) =

e�d0(x) � e2�kd0kC(
)

t(T � t)
(2.48)

olarak tan¬mlans¬n.

Örnek 2.3.2 (:; :); Rn de iç çarp¬m olmak üzere, key� olarak sabitlenmiş bir x0 2 Rnn


için


 = fx 2 Rn : jxj < Rg ;

� = fx 2 @
 : (x� x0; �(x)) � 0g

ve i 6= j ise aij = 0 ve aii = 1 özel durumu ele al¬nd¬¼g¬nda d0(x) = jx� x0j2 olarak

al¬nabilir.

Teorem 2.3.4 Bir �0 > 0 sabiti vard¬r öyle ki, key� � � �0 için bir s0(�) � 0 sabiti

aşa¼g¬daki özelli¼gi sa¼glayacak şekilde seçilebilir;

bir C = C(s0;�0) > 0 sabiti vard¬r öyle ki, her s > s0 ve (2:42) yi sa¼glayan her u 2 H2;1(Q)

için, Z
Q

(
1

s'0

 
j@tuj2 +

nX
i;j=1

j@i@juj2
!
+ s�2'0jruj2 + s3�4'30 juj

2

)
e2s�0dxdt

� C

Z
Q

jLuj2e2s�0dxdt+ CeC(�)s
Z

��(0;T )

�
j@tuj2 + jruj2 + juj2

�
dSdt

sa¼glan¬r. Burada C > 0 sabiti �2 ve �0 a sürekli ba¼g¬ml¬ve s den ba¼g¬ms¬z olup, �0 sabiti

�3 e sürekli ba¼g¬ml¬d¬r.
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Ayr¬ca @u
@�
; @u
@�
için ru nun ortogonal bileşeni olmak üzere �� (0; T ) üzerinde

jruj2 =
����@u@�

����2 + ����@u@�
����2

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Bu teoremin ispat¬Pw = es�L(e�s�w) operatörünün (2:11) ve (2:12) de tan¬mland¬¼g¬

gibi P1 ve P2 şeklinde ayr¬lmas¬na dayanmaktad¬r. Asl¬nda Bölüm 2.2�deki ispat, Teorem

2:3:2 ve Teorem 2:3:4�ün ispatlar¬ndan yararlan¬larak yap¬lm¬̧st¬r.
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BÖLÜM 3

CARLEMAN KEST·IR·IMLER·IN·IN PARABOL·IK

DENKLEMLERE UYGULAMALARI

3.1 CAUCHY PROBLEM·I ·IÇ·IN ŞARTLI KARARLILIK

Bu bölümde Carleman kestiriminin bir uygulamas¬olarak, parabolik denklem için teklik

ve şartl¬kararl¬l¬k incelemeleri için Teorem 2:2:2�de verilen Carleman kestiriminin lokal

versiyonundan yararlan¬lacakt¬r. Carleman kestiriminin lokal versiyonu kullan¬l¬rken bir

kesme (cut-o¤) fonksiyonunun tan¬mlanmas¬ve Carleman kestiriminin k¬smi diferensiyel

denklemin bir çözümü ile kesme fonksiyonunun çarp¬m¬na uygulanmas¬gerekmektedir.

� � @
; @
 n¬n key� bir alt s¬n¬r¬ olsun. Yani �, x0 2 Rn ve � > 0 olmak üzere

boş kümeden farkl¬bir fx 2 Rn : jx� x0j < �g \ @
 kümesini içersin.

Parabolik denklem için bir Cauchy problemi ele al¬nacakt¬r:

(Lu)(x; t) � @tu�
nX

i;j=1

aij(x; t)@i@ju�
nX
k=1

bi(x; t)@iu� c(x; t)u = f; (x; t) 2 Q (3.1)

uj��(0;T ) = g;
@u

@�A
j��(0;T ) �

nX
i;j=1

aij(@iu)�j = h (3.2)

burada aij; 1 � i; j � n (1:2) ve (1:3) ü sa¼glar ve

bi; c 2 L1(Q); 1 � i; j � n (3.3)

oldu¼gu kabul edilir.

Cauchy problemi. u; (3:1) denklemini sa¼glamas¬ durumunda, bir D � Q bölgesinde

uj��(0;T ) ve
@u

@�A
j��(0;T ) koşullar¬yard¬m¬yla u nun bulunmas¬problemi.

Uygun bir kesme fonksiyonu tan¬mlan¬p, problem kompakt supporta sahip fonksiyonlara

indirgemek amac¬yla Cauchy şartlar¬nda verilen fonksiyonlar (Cauchy datalar¬) uygun bir
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Sobolev uzay¬na geni̧sletilerek, u için �� (0; T ) üzerinde verilen fonksiyonlar (datalar) ile

bir kararl¬l¬k kestirimi elde etmek için bir lokal Carleman kestirimi (Teorem 2:2:1) uygu-

lanabilir. Bu yöntem genel bir yöntem olup, di¼ger tipteki k¬smi diferensiyel denklemler

için de geçerlidir (Isakov 2006). Teorem 2:2:1�in uygulanmas¬yla aşa¼g¬daki önerme ispat-

lanabilir (Isakov 2006, Teorem 3.2.2).

Önerme 3.1.1 d 2 C2(
 ) ve 
 da jrd(x)j 6= 0, t0 2 (0; T ) olmak üzere  (x; t) =

d(x)� �(t� t0)
2 olsun. " > 0 olmak üzere

Q(") = f(x; t) 2 
� (0; T ) :  (x; t) > "g

olarak tan¬mlans¬n. Ayr¬ca � � @
 alt s¬n¬r¬için

Q(0) � Q [ (�� (0; T ))

olsun. Bu durumda her küçük " > 0 için

F0 = kfkL2(Q) + kgkL2(0;T ;H 3
2 (�))

+ kgkH1(0;T ;L2(�)) + khkL2(0;T ;H 1
2 (�))

+ khkH1(0;T ;L2(�))

olmak üzere

kukH2;1(Q(")) � C kuk1��H1;0(Q) F
�
0 + CF0

olacak şekilde C > 0 ve � 2 (0; 1) sabitleri vard¬r.

Önerme 3:1:1; � � (0; T ) bölgesinde verilen fonksiyonlar ile Q(") bölgesindeki çözüm

için bir kestirim verir ve Q(") ve �, d(x) fonksiyonu ile belirlidir. Bir başka deyi̧sle

Önerme 3:1:1; key�bir � alt s¬n¬r¬için, verilen bir bölgedeki çözüm için kestirim yapmak

amac¬yla kullan¬lamaz. Ayr¬ca, Teorem 2:2:1 kompakt supporta sahip fonksiyonlar için

kullan¬ld¬¼g¬ndan, kompakt support elde etmek için baz¬geni̧slemelere ihtiyaç duyulur. Bu

nedenle, kompakt supporta sahip olmayan fonksiyonlar için bir Carleman kestiriminin

verildi¼gi Teorem 2:2:2�den yararlanarak daha keskin bir kestirim gösterilecektir. Üstelik

bu durumda kararl¬l¬k için alt bölgenin seçimi daha esnek olacakt¬r.

Teorem 3.1.2 (Şartl¬Kararl¬l¬k) � � @
, @
 n¬n boş kümeden farkl¬key� bir alt s¬n¬r¬

olsun. Her " > 0 ve 
 0 � 
[�; @
0\@
, @
 n¬n boş kümeden farkl¬aç¬k bir alt kümesi

ve @
0 \ @
 $ � olacak şekilde key� s¬n¬rl¬bir 
0 bölgesi için

kukH2;1(
0�(";T�")) � C kuk1��H1;0(Q)

�
kfkL2(Q) + kgkH1(��(0;T )) + khkL2(��(0;T ))

��
+C

�
kfkL2(Q) + kgkH1(��(0;T )) + khkL2(��(0;T ))

�
(3.4)
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olacak şekilde C > 0 ve � 2 (0; 1) sabitleri vard¬r.

Yukar¬daki teoremde, � � (0; T ) üzerinde u;ru verildi¼ginde (Cauchy şartlar¬ndan), bir

("; T � ") zaman aral¬¼g¬nda 
0 � 
 alt bölgesinde u için kestirim yap¬lmaktad¬r. (3:4)

kestiriminden, " > 0 key� oldu¼gundan, Lu = 0 ve � � (0; T ) üzerinde u = @u

@�a
= 0 için


� (0; T ) bölgesinde çözümün tekli¼gi elde edilir.

Bu bir çeşit iç kestirimdir ve genellikle iç kestirimler Hölder tipinde kararl¬l¬klar¬ ifade

eder. Teorem 3:1:2�de u için bir kestirim yapmak için bir önsel (apriori) s¬n¬r¬n, kukH1;0(Q) ;

kabul edilmesi gerekir. (3:4) kestirimine bir şartl¬kararl¬l¬k kestirimi denir.

·Ispat. Önerme 3:1:1�den farkl¬olarak, burada bir � alt s¬n¬r¬ve bir 
0 alt bölgesi verilmi̧s

ve �� (0; T ) üzerinde verilen Cauchy şartlar¬yard¬m¬yla 
0� ("; T �") bölgesinde çözüm

için bir kestirim yap¬lmas¬istenmektedir. 
0 ve � n¬n geometrik yap¬s¬ndan dolay¬, uygun

bir ' a¼g¬rl¬k fonksiyonunun yani d(x) in seçilmesi gerekir. Bunun için ilk olarak s¬n¬r¬

düzgün olan s¬n¬rl¬bir 
1 bölgesi


 $ 
1; � = @
 \ 
1; @
n� � @
1 (3.5)

olacak şekilde seçilir. Burada 
1, @ ~
\
 = � olmak üzere 
 ve ~
 bölgelerinin birleşimi ile


1n
 boş kümeden farkl¬bir aç¬k küme içerecek şekilde oluşturulur. !0 � 
1n
 olarak

seçilip Lemma 2:3:1�in uygulanmas¬yla

d(x) > 0; x 2 
1; d(x) = 0; x 2 @
1

jrd(x)j > 0; x 2 
1 \ 
 (3.6)

özelliklerini sa¼glayan d 2 C2(
1) seçilir.


0 � 
1 oldu¼gundan�
x 2 
1 : d(x) >

4

N
kdkC(
1)

�
\ 
 � 
0 (3.7)

olacak şekilde yeterince büyük bir N > 1 seçilebilir. Ayr¬ca � > 0

2�"2 > kdkC(
1) > �"2 (3.8)

olacak şekilde seçilmi̧stir.
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t0 2
�p
2"; T �

p
2"
�
key�olarak sabitlensin. Sabitlenmi̧s bir � > 0 büyük parametresi ve

 (x; t) = d(x)��(t� t0)2 için '(x; t) = e� (x;t) ve �k = exp
�
�
�
k
N
kdkC(
1) �

�"2

N

��
; k =

1; 2; 3; 4 ve D =
�
(x; t) : x 2 
; '(x; t) > �1

	
olsun. Bu durumda


0 �
�
t0 �

"p
N
; t0 +

"p
N

�
� D � 
�

�
t0 �

p
2"; t0 +

p
2"
�

(3.9)

oldu¼gu gösterilebilir.

Bunun için ilk olarak, (x; t) 2 
0 �
�
t0 � "p

N
; t0 +

"p
N

�
olsun. Bu durumda (3:7) den

x 2 
 ve d(x) > 4
N
kdkC(
1) olur ve böylece

d(x)� �(t� t0)
2 >

4

N
kdkC(
1) �

�"2

N
;

yani '(x; t) > �4 elde edilir, bu ise tan¬mdan (x; t) 2 D olmas¬n¬gerektirir.

·Ikinci olarak, (x; t) 2 D oldu¼gu kabul edilirse d(x) � �(t � t0)
2 > 1

N
kdkC(
1) �

�"2

N

olur ve böylece

kdkC(
1) �
1

N
kdkC(
1) +

�"2

N
> �(t� t0)

2

elde edilir. (3:8) in uygulanmas¬yla 2
�
1� 1

N

�
�"2+ �"2

N
> �(t�t0)2; yani 2�"2 > �(t�t0)2

elde edilir. Böylece (3:9) un do¼gru oldu¼gu gösterilmi̧s olur.

Ayr¬ca

@D � �1 [ �2;

�1 � �� (0; T ); �2 = f(x; t) : x 2 
; '(x; t) = �1g (3.10)

olur. (x; t) 2 @D olsun. Bu durumda x 2 
 ve '(x; t) � �1 olur. x 2 @
 ve x 2 


durumlar¬ayr¬ayr¬ele al¬nacakt¬r. ·Ilk olarak x 2 
 olsun. '(x; t) > �1 ise (x; t) ; D nin

bir iç noktas¬olaca¼g¬ndan, x 2 
 ise '(x; t) = �1 dir.

·Ikinci olarak x 2 @
 olsun. x 2 @
n� ise (3:5) teki üçüncü şarttan x 2 @
1 ve (3:6)

daki ikinci şarttan d(x) = 0 olur. Di¼ger taraftan '(x; t) � �1 olmas¬durumunda

d(x)� �(t� t0)
2 = ��(t� t0)

2 � 1

N
kdkC(
1) �

�"2

N
;
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yani 0 � �(t�t0)2 � 1
N

�
�"2 � kdkC(
1)

�
oldu¼gu görülür, bu ise (3:8) den dolay¬mümkün

de¼gildir. Böylece x 2 � oldu¼gu elde edilir ve (3:9) yard¬m¬yla (3:10) un do¼gru oldu¼gu gös-

terilmi̧s olur.

D de uygun sabitlenmi̧s � > 0 için Teorem 2:2:2 uygulanacakt¬r. Bundan sonraki k¬s¬mda

C > 0, � ya ba¼gl¬s den ve g; h ; u nun seçiminden ba¼g¬ms¬z genel sabitler için kullan¬la-

cakt¬r. @Dn(��(0; T )) üzerinde herhangi bir bilgi verilmedi¼gi için bir kesme fonksiyonuna

ihtiyaç duyulur. � 2 C1(Rn+1) fonksiyonu 0 � � � 1 ve

�(x; t) =

8<: 1; '(x; t) > �3;

0; '(x; t) < �2;
(3.11)

olacak şekilde tan¬mlans¬n ve v = �u olsun. Bu durumda D de

Lv = �f + �0u� 2
nX

i;j=1

aij (@i�) @ju�
 

nX
i;j=1

aij@i@j�

!
u�

 
nX
i=1

bi@i�

!
u

olur. (3:10) ve (3:11) den �2 de

v = jrvj = 0

olur. Böylece Teorem 2:2:2�den her s � s0 içinZ
D

(
1

s

 
j@tvj2 +

nX
i;j=1

j@i@jvj2
!
+ s jrvj2 + s3 jvj2

)
e2s'dxdt

� C

Z
D

f 2e2s'dxdt+ C

Z
D

������0u� 2
nX

i;j=1

aij (@i�) @ju

�
 

nX
i;j=1

aij@i@j�

!
u�

 
nX
i=1

bi@i�

!
u

�����
2

e2s'dxdt

+CeCs
Z
�1

�
j@tvj2 + jrvj2 + jvj2

�
dSdt (3.12)

elde edilir. (3:11) den, eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ikinci integral ancak �2 � '(x; t) � �3

olmas¬durumunda s¬f¬r olmaz ve bu nedenleZ
D

������0u� 2
nX

i;j=1

aij (@i�) @ju�
 

nX
i;j=1

aij@i@j�

!
u�

 
nX
i=1

bi@i�

!
u

����� e2s'dxdt
� Ce2s�3 kuk2H1;0(Q)
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olur. (3:7) den ve D nin tan¬m¬ndan, (x; t) 2 
0 �
�
t0 � "p

N
; t0 +

"p
N

�
ise '(x; t) > �4

oldu¼gu direkt olarak gösterilebilir. Böylece (3:9) ve (3:11) dikkate al¬narakZ
D

(
1

s

 
j@tvj2 +

nX
i;j=1

j@i@jvj2
!
+ s jrvj2 + s3 jvj2

)
e2s'dxdt

�

t0+
"p
NZ

t0� "p
N

Z

0

(
1

s

 
j@tvj2 +

nX
i;j=1

j@i@jvj2
!
+ s jrvj2 + s3 jvj2

)
e2s'dxdt

� e2s�4

t0+
"p
NZ

t0� "p
N

Z

0

(
1

s

 
j@tuj2 +

nX
i;j=1

j@i@juj2
!
+ s jruj2 + s3 juj2

)
dxdt

oldu¼gu görülür. Bu durumda (3:12) den

e2s�4

t0+
"p
NZ

t0� "p
N

Z

0

(
1

s

 
j@tuj2 +

nX
i;j=1

j@i@juj2
!
+ s jruj2 + s3 juj2

)
dxdt

� C

Z
D

f 2e2s'dxdt+ Ce2s�3 kuk2H1;0(Q)

+CeCs
Z

��(0;T )

�
j@tvj2 + jrvj2 + jvj2

�
dSdt

elde edilir.

F = kfkL2(Q) + kgkH1(��(0;T )) + khkL2(��(0;T ))

olarak tan¬mlan¬r veZ
��(0;T )

jrvj2 dSdt � 2

Z
��(0;T )

�
�2 jruj2 + jr�j2 u2

�
dSdt

� C

Z
��(0;T )

 
juj2 +

����@u@�
����2 + ����@u@�

����2
!
dSdt

oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa her s � s0 için
t0+

"p
NZ

t0� "p
N

Z

0

(
j@tuj2 +

nX
i;j=1

j@i@juj2 + jruj2 + juj2
)
dxdt

� Cse�2s(�4��3) kuk2H1;0(Q) + CeCsF 2

elde edilir. sups>0 se
�s(�4��3) < 1 oldu¼gundan e�2s(�4��3) için sa¼g taraftan Ce�s(�4��3)

ile kestirim yap¬labilir. Ayr¬ca C ile CeCs0 yer de¼gi̧stirilirse her s � 0 için

kuk2H2;1(
0�(t0� "p
N
;t0+

"p
N
)) � Ce�s(�4��3) kuk2H1;0(Q) + CeCsF 2 (3.13)

46



Burada C sabiti ayn¬zamanda t0 dan da ba¼g¬ms¬zd¬r.

(3:13) te
p
2" + m"p

N
� T �

p
2" �

p
2" + (m+1)"p

N
� T olacak şekilde t0 =

p
2" + j"p

N
;

j = 0; 2; :::;m seçilip, j ye göre toplam al¬nd¬¼g¬nda, N nin yeterince büyük oldu¼gu dikkate

al¬narak ve
p
2" ile " yer de¼gi̧stirilerek, her s � 0 için

kukH2;1(
0�(";T�")) � Ce�s(�4��3) kuk2H1;0(Q) + CeCsF 2 (3.14)

elde edilir.

Bu durumda ilk olarak F = 0 kabul edilir ve (3:14) te s ! 1 için limit al¬n¬rsa 
0 �

("; T � ") da u = 0 olur ve Teorem 3:1:2�deki sonucun do¼gru oldu¼gu görülür.

·Ikinci olarak F 6= 0 olsun. F � kukH2;1(Q) olmas¬ durumunda (3:14) ten s � 0 için

kukH2;1(
0�(";T�")) � CeCsF olur ve ispat tamamlan¬r. F < kukH2;1(Q) olmas¬durumunda

s > 0, (3:14) ün sa¼g taraf¬n¬minimum yapacak şekilde, yani

e�s(�4��3) kuk2H1;0(Q) = eCsF 2

eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde seçilsin. F 6= 0 oldu¼gundan

s =
2

C + �4 � �3
log

kukH1;0(Q)

F
> 0

olarak seçilebilir. Bu durumda (3:14) ten

kukH2;1(
0�(";T�")) � 2C kuk
C

C+�4��3
H1;0(Q) F

�4��3
C+�4��3

elde edilir. Böylece Teorem 3:1:2�nin ispat¬tamamlan¬r.

Daha iyi bir kestirim yapmak amac¬yla kompakt supporta sahip olmayan fonksiyonlar için

verilmi̧s olan Teorem 2:2:2�den yararlan¬lm¬̧st¬r. Kompakt supporta sahip fonksiyonlar

için bir Carleman kestirimi kullan¬lmas¬durumunda, g ve h fonksiyonlar¬n¬nHj��(0;T ) = g

ve @H
@�A
j��(0;T ) = h olacak şekilde Q bölgesinde H fonksiyonlar¬na geni̧sletilmesi gerekir.

~u = u � H olarak tan¬mlan¬r ve (3:11) ile tan¬mlanan � fonksiyonu kullan¬l¬rsa Cauchy

problemi için Önerme 3:1:1�de verilen kararl¬l¬k kestirimi elde edilir.
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3.2 TERS KATSAYI PROBLEM·I ·IÇ·IN LOKAL HÖLDER KARARLILI¼GI

@tu = div(p(x)ru(x; t)); (x; t) 2 Q (3.15)

denklemi için bir ters katsay¬problemi ele al¬nacakt¬r. 0 < t0 < T herhangi sabitlenmi̧s

bir de¼ger ve �0 � @
0 \ @
 bir alt s¬n¬r olmak üzere 
0 � 
 bir alt bölge olsun.

Bu durumda ele al¬nacak olan ters problem aşa¼g¬da tan¬mlanm¬̧st¬r.

Ters katsay¬ problemi. 
 da verilen u(:; t0) ve uj�0�(0;T ), ruj�0�(0;T ) yard¬m¬yla

p(x); x 2 
 katsay¬s¬n¬n bulunmas¬problemi.

Bu bölümde amaç yukar¬da verilen ters katsay¬problemi için teklik ve kararl¬l¬¼g¬n ince-

lenmesidir. Bölüm 2.3�te verilen global Carleman kestirimleri ile 
 bölgesinde global Lip-

schitz kestirimi elde edilirken, Bölüm 2.2�de verilen lokal Carleman kestirimleri yard¬m¬yla

katsay¬n¬n belirlenmesi için Hölder tipinde lokal kestirim elde edilir.

u; (3:15) denklemini ve v;

@tv = div(q(x)rv(x; t)); (x; t) 2 Q (3.16)

denklemini sa¼glas¬n. Bilinmeyen p; q katsay¬lar¬ için uygun bir çözüm kümesi olarak,

M > 0 herhangi bir sabit olmak üzere

A =
n
p 2 C2(
) : 
 da p > 0; kpkC2(
)) �M

o
(3.17)

tan¬mlans¬n. Yani bilinmeyen katsay¬lar C2(
 )-normlar¬ile düzgün s¬n¬rl¬olsun. Ayr¬ca

u ve v çözümleri yeterince düzgün olsun, böylece t ye göre istenilen mertebeden türevleri

al¬nabilir.

Teorem 2:2:2 ile verilen Carleman kestiriminin uygulanmas¬için, bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu

ve bu a¼g¬rl¬k fonksiyonu taraf¬ndan belirlenen bir alt bölge tan¬mlan¬r. x0 = (x2; :::; xn),

x = (x1; x
0) 2 Rn ve baz¬ > 0 ve � > 0 için


 (�) =

�
(x1; x

0) : 0 < x1 < �
1


jx0j2 + �



�
(3.18)

olsun. 
 (4�) � 
 ve �0 � fx1 = 0g oldu¼gu kabul edilsin. Verilen bir 
 için Bölüm

3.1�deki yöntem a¼g¬rl¬k fonksiyonu için özel bir d seçimiyle uygulanabilir, ancak burada

basitlik için bölge 
(�) formunda ele al¬nacakt¬r.
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A¼g¬rl¬k fonksiyonu

'(x; t) = e� (x;t);  (x; t) = �x1 � jx0j2 � �(t� t0)
2 (3.19)

olarak al¬nacakt¬r. Daha geni̧s bir 
(�) bölgesinde kararl¬l¬¼g¬ ispatlamak için a¼g¬rl¬k

fonksiyonu olarak,m 2 N olmak üzere  (x; t) = �x1�jx0j2m��(t�t0)2 gibi farkl¬seçim-

ler de mümkündür, ancak burada (3:19) da verilen basit bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu seçilmi̧stir.

� > 0 için

Q(�) =
�
(x; t) : x1 > 0; '(x; t) > e���

	
= f(x; t) : x1 > 0;  (x; t) > ��g (3.20)

olsun. Bu durumda Q(�) \ ft = t0g = 
(�) olur. � > 0 ve � > 0,s
4�

�
< t0 < T �

s
4�

�
(3.21)

olacak şekilde seçilsin. 
(4�) � 
 oldu¼gundan Q(4�) � Q olur.

y = u� v; f = p� q; R = v; (x; t) 2 Q

olsun. Bu durumda

@ty = div(pry) + div(frR); (x; t) 2 Q (3.22)

olur. y kompakt supporta sahip olmad¬¼g¬ndan bir kesme fonksiyonunun tan¬mlanmas¬

gerekir. Q(4�) � Q(3�) � Q(2�) � Q(�) oldu¼gundan, 0 � � � 1 ve

�(x; t) =

8<: 1; (x; t) 2 Q(2�);

0; (x; t) 2 Q(4�)nQ(3�);
(3.23)

olacak şekilde bir � 2 C1(Rn+1) kesme fonksiyonu vard¬r.

u ve v nin yeterince düzgün oluşundan

z1=�@ty; z2=�@
2
t y

tan¬mlanabilir ve direkt hesaplamalar yard¬m¬yla

@tzk � div(przk) = � div(fr@kt R) + (@t�)
�
@kt y
�
� p (��) @kt y

�2p (r�) :r
�
@kt y
�
� (rp:r�) @kt y; k = 1; 2 (3.24)
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elde edilir.

Gk(rx;t�;��)(x; t) = Gk(x; t) = (@t�)
�
@kt y
�
� p (��) @kt y

�2p (r�) :r
�
@kt y
�
� (rp:r�) @kt y; k = 1; 2 (3.25)

olarak al¬n¬rsa

rx;t�(x; t) = ��(x; t) = 0 ise Gk(x; t) = 0

jG1(x; t)j+ jG2(x; t)j � C

 
2X

k=1

��@kt y(x; t)��+ ��r@kt y(x; t)��
!

(3.26)

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca (3:18) ve (3:23) ten

zk = jrzkj = 0; (x; t) 2 @Q(4�)n (�0 � (0; T )) ; k = 1; 2 (3.27)

olur.

F 2 =
3X

k=1

@kt (u� v)
2
L2(�0�(0;T ))

+
2X

k=1

  @@� @kt (u� v)

2
L2(�0�(0;T ))

+

 @@� @kt (u� v)

2
L2(�0�(0;T ))

!

olarak tan¬mlans¬n. Böylece, � > 0 büyük olarak sabitlenirse Teorem 2:2:2�den her büyük

s > 0 için

Z
Q(4�)

 
1

s

nX
i;j=1

j@i@jzkj2 + s jrzkj2 + s3z2k

!
e2s'dxdt

� C

Z
Q(4�)

�2
��div(fr@kt R)��2 e2s'dxdt

+C

Z
Q(4�)

G2ke
2s'dxdt+ CeCsF 2; k = 1; 2

elde edilir.

rzk = (r�) @kt y + �r@kt y

ve

@i@jzk = �@i@j@
k
t y + (@i�)

�
@j@

k
t y
�
+ (@j�)

�
@i@

k
t y
�
+ (@i@j�)

�
@kt y
�
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oldu¼gundan her büyük s > 0 içinZ
Q(4�)

�2

 
1

s

nX
i;j=1

��@i@j@kt y��2 + s
��r@kt y��2 + s3

��@kt y��2
!
e2s'dxdt

� C

Z
Q(4�)

�2
�
jrf j2 + f 2

�
e2s'dxdt+ CeCsF 2

+C

Z
Q(4�)

 
1

s

nX
i;j=1

j@i�j2
��@j@kt y��2 + j@j�j2 ��@i@kt y��2 + j@i@j�j2 ��@kt y��2

+G2k + s jr�j2
��@kt y��2� e2s'dxdt; k = 1; 2

elde edilir. (3:23) ve (3:26) danZ
Q(4�)

�2

 
1

s

nX
i;j=1

��@i@j@kt y��2 + s
��r@kt y��2 + s3

��@kt y��2
!
e2s'dxdt

� C

Z
Q(4�)

�
jr (�f)j2 + j�f j2

�
e2s'dxdt+ Cs2M2

1 e
2s�1 + CeCsF 2;

oldu¼gu görülür, burada8<: M1 =
P2

k=0

P1
j=0

�rj@kt u
2
L1(Q)

+
rj@kt v

2
L1(Q)

� 1
2
+M;

�1 = e�2�� > 0:
(3.28)

Böylece her büyük s > 0 içinZ
Q(4�)

�2

 
nX

i;j=1

���@i@j@2t y��2 + j@i@j@tyj2�+ s2
��r@2t y��2

+s2 jr@tyj2 + s4
��@2t y��2 + s4 j@tyj2

�
e2s'dxdt

� C

Z
Q(4�)

s
�
jr (�f)j2 + j�f j2

�
e2s'dxdt+ Cs2M2

1 e
2s�1 + CeCsF 2; (3.29)

elde edilir.

a(x) = (u� v)(x; t0) = y(x; t0); b(x) = v(x; t0); x 2 
 (3.30)

olarak tan¬mlan¬rsa (3:22) den

div(frb) = @ty(:; t0)� div(pra);

r div(frb) = r@ty(:; t0)�r div(pra); x 2 


olup, böylece

div(�frb) = �@ty(:; t0)� � div(pra)�r�:frb

@i div(�frb) = �@i@ty(:; t0) + (@i�) @ty(:; t0)

�@i(� div(pra))� @i (r�:frb) (3.31)
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elde edilir. Ayr¬ca (3:23) ve (3:26) yard¬m¬yla, (3:31) denZ

(4�)

�
jdiv(�frb)j2 + jr div(�frb)j2

�
e2s'(x;t0)dx

� C

Z

(4�)

�2(x; t0)
�
j@ty(x; t0)j2 + jr@ty(x; t0)j2

�
e2s'(x;t0)dx

+CM2
1 e
2s�1 + CeCs kak2H3(
(4�)) (3.32)

elde edilir.

j = 0; 1 olmak üzere

�rj (@ty) e
s'
2
H1(Q(4�))

=

Z
Q(4�)

���@t ��rj (@ty) e
s'
���2 + ��r ��rj (@ty) e

s'
���2 + ���rj (@ty) e

s'
��2� e2s'dxdt

için kestirim yap¬l¬rsa (3:23) ve (3:29) dan her büyük s > 0 için

�rj (@ty) e
s'
2
H1(Q(4�))

�
Z
Q(4�)

�2
���rj

�
@2t y
���2 + s2

��rj (@ty)
��2 + ��rj+1 (@ty)

��2� e2s'dxdt
+C

Z
Q(4�)

�
j@t�j2 + jr�j2

�
+
��rj (@ty)

��2 e2s'dxdt
� C

Z
Q(4�)

s
�
j�f j2 + jr (�f)j2

�
e2s'dxdt+ Cs2M2

1 e
2s�1 + CeCsF 2;

j = 0; 1

olur. 
(4�) bölgesinde iz teoremi uygulan¬r ve

Q(4�) \ ft = t0g = 
(4�)

oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa her büyük s > 0 içinZ

(4�)

�2(x; t0)
�
j@ty(x; t0)j2 + jr@ty(x; t0)j2

�
e2s'(x;t0)dx

� C

1X
j=0

�rj (@ty) e
s'
2
H1(Q(4�))

� C

Z
Q(4�)

s
�
j�f j2 + jr (�f)j2

�
e2s'dxdt+ Cs2M2

1 e
2s�1 + CeCsF 2;

j = 0; 1 (3.33)
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olup, (3:32) ve (3:33) tenZ

(4�)

�
jdiv(�frb)j2 + jr div(�frb)j2

�
e2s'(x;t0)dx

� C

Z
Q(4�)

s
�
j�f j2 + jr (�f)j2

�
e2s'dxdt

+CeCs
�
F 2 + kak2H3(
(4�))

�
+ Cs2M2

1 e
2s�1 (3.34)

elde edilir. kfk2H1
(�) için sol taraftan kestirim yap¬lmas¬ gerekmektedir. Bunun için

birinci mertebeden k¬smi diferensiyel operatörü için e2s'(x;t0) a¼g¬rl¬k fonksiyonunun yer

ald¬¼g¬bir kestirime ihtiyaç duyulur.

Lemma 3.2.1

(P0g)(x) = div(grb); x 2 
(4�)

olsun ve8<: @1b(x) + 2
Pn

i=2 (@ib)xi < 0; x 2 
(4�);

@1b(0; x
0) > 0; (0; x0) 2 �0

(3.35)

kabul edilirse her büyük s > 0 ve @
(4�)n fx1 = 0g üzerinde jgj = jrgj = 0 olacak şekilde

her g 2 H2 (
(4�)) içinZ

(4�)

s2
�
j(rg)j2 + g2

�
e2s'(x;t0)dx

� C

Z

(4�)

�
jr(P0g)(x))j2 + j(P0g)(x)j2

�
e2s'(x;t0)dx (3.36)

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vard¬r.

Genel durum aşa¼g¬daki lemmada verilmi̧stir.

Lemma 3.2.2 
 � Rn, @
 s¬n¬r¬düzgün olan s¬n¬rl¬ bir bölge ve v = (v1; :::; vn), @


s¬n¬r¬n¬n d¬̧s normal vektörü olmak üzere

(P0g)(x) =

nX
j=1

pj(x)@jg(x) + p0(x)g(x);

birinci mertebeden k¬smi diferensiyel operatörü ele al¬ns¬n, burada p0 2 W 1;1(
), pj 2

C1(
); j = 1; :::; n dir. '0 2 C1(
) fonksiyonunun
nX
j=1

pj(x)@j'0 > 0; x 2 
 (3.37)

53



özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬kabul edilirse, her s > s0 ve

jrgj = jgj = 0;
(
x 2 @
 :

nX
j=1

pj(x)vj � 0
)

(3.38)

özelli¼gini sa¼glayan g 2 H2(
) içinZ



s2
�
j(rg)j2 + g2

�
e2s'(x;t0)dx � C1

Z



�
jr(P0g)j2 + jP0gj2

�
e2s'0dx

olacak şekilde s1 > 0 ve C1 = C1(s0;
) > 0 vard¬r.

Bu lemman¬n ispat¬(Yamamoto 2009)�da verilmi̧stir. Lemma 3:2:2�de 
 = 
 (4�), pj =

@ib; j = 1; :::; n, '0(x) = exp(�(�x1 � jx0j
2)) olarak al¬n¬rsa (3:35) yard¬m¬yla (3:37) ve

(3:38) elde edilir ve Lemma 3:2:1 ispatlanm¬̧s olur.

Lemma 3:2:1; �f ve P0g = div(grb) için uygulan¬rsa (3:34) ten her büyük s > 0 içinZ

(4�)

s2
�
jr (�f)j2 + j�f j2

�
e2s'(x;t0)dx � C

Z
Q(4�)

s
�
jr (�f)j2 + j�f j2

�
e2s'dxdt

+CeCs
�
F 2 + kak2H3(
(4�))

�
+ Cs2M2

1 e
2s�1

elde edilir.

'(x; t) � '(x; t0); x 2 
; 0 � t � T; (3.39)

oldu¼gundan

s2
Z

(4�)

�
jr (�f)j2 + j�f j2

�
e2s'(x;t0)dx � CsT

Z

(4�)

�
jr (�f)j2 + j�f j2

�
e2s'(x;t0)dxdt

+CeCs
�
F 2 + kak2H3(
(4�))

�
+ Cs2M2

1 e
2s�1

oldu¼gu görülür ve s > 0 parametresi s � s0 olacak şekilde yeterince büyük seçilirse

eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ilk terim sol tarafa dahil edilebilir ve her s � s0 için

s2
Z

(4�)

�
jr (�f)j2 + j�f j2

�
e2s'(x;t0)dx

� CeCs
�
F 2 + kak2H3(
(4�))

�
+ Cs2M2

1 e
2s�1

olur. F 21 = F 2+ kak2H3(
(4�)) olsun. 
(�) � 
(4�) ve x 2 
 için e2s'(x;t0) � 1 oldu¼gundan,

(3:23) ten her s � s0 için

e2se
���
Z

(�)

�
jrf j2 + jf j2

�
dx �

Z

(4�)

�
jr (�f)j2 + j�f j2

�
e2s'(x;t0)dx

� CeCsF 21 + CM2
1 e
2s�1
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elde edilir. �2 = e��� olarak tan¬mlan¬rsa her s � s0 içinZ

(�)

�
jrf j2 + jf j2

�
dx � CeCsF 21 + CM2

1 e
�2s(�2��1) (3.40)

olur, burada �2��1 > 0 d¬r. eCs0 ile C yer de¼gi̧stirilirse her s � s0 için (3:40) elde edilir.

F1 6= 0 oldu¼gu kabul edilebilir ve s � 0, (3:40) ¬n sa¼g taraf¬n¬minimum yapacak şekilde

seçilebilir:

eCsF 21 =M2
1 e
�2s(�2��1);

yani

s =
2

C + 2(�2 � �1)
log

M1

F1
:

Bu durumda (3:40) tan

kfkH1(
(�)) �
p
2CM

C
C+2(�2��1)
1 F

2(�2��1)
C+2(�2��1)
1

elde edilir. Bu k¬s¬mda elde edilenlerin sonucu olarak aşa¼g¬daki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.2.3 u ve v s¬ras¬yla (3:15) ve (3:16) y¬sa¼glas¬n. 0 < � < �0 için 
 (�0) � 


ve �0 � fx1 = 0g olsun.

2X
k=0

�@kt uL1(Q) + @kt vL1(Q) + r@kt uL1(Q) + r@kt vL1(Q)� �M

oldu¼gu kabul edilsin ve A ve 
 (�), � > 0 olmak üzere (3:17) ve (3:18) ile tan¬mlans¬n.

Ayr¬ca b = u(:; t0) veya b = v(:; t0), (3:35) şartlar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda � 2 (0; �0)

için, p; q 2 A olmak üzere

kp� qkH1(
(�)) � CM1��
n
k(u� v) (:; t0)kH3(
(�0)

+
3X

k=1

@kt (u� v)

L2(�0�(0;T ))

+

2X
k=1

  @@� @kt (u� v)


L2(�0�(0;T ))

+

 @@� @kt (u� v)


L2(�0�(0;T ))

!)�

(3.41)

olacak şekilde C > 0 ve � 2 (0; 1) vard¬r.
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 (�) da yap¬lan kestirimde daha geni̧s bir 
 (�0) bölgesinde t = t0 > 0 için çözüm

hakk¬nda bilgi verilmesi gerekir. Teklik için ise böyle bir geni̧s kümeye ihtiyaç yoktur,

yani yukar¬daki yöntem teklik sonucunu verir: E¼ger u = v, �0 � (0; T ) de ru = rv

ve 
 (�) da u(:; t0) = v(:; t0) ise x 2 
 (�) için p(x) = q(x) olur.

Bilinmeyen katsay¬lar ve çözümler uygun normlar ile önsel (apriori) s¬n¬rl¬bir alt kümede

verilmi̧s ise katsay¬lar için (3:41) kestirimi sa¼glan¬r ve (3:41), ters problem için şartl¬

kararl¬l¬k kestirimi olarak adland¬r¬l¬r. (3:41) deki � kuvveti M önsel s¬n¬r¬na ba¼gl¬d¬r ve

M !1 iken � ! 0 olur, yani M büyüdükçe (3:41) kestirimi zay¬�ar.

Uyar¬3.2.1 Yukar¬da verilen yöntem �0 ¬n herhangi bir alt s¬n¬r olmas¬ durumunda

Hölder tipinde bir kestirim elde etmek içindir. Di¼ger taraftan @
�(0; T ) üzerinde (s¬n¬r¬n

tamam¬nda) bir koşul verilmesi durumunda herhangi bir �0 alt s¬n¬r¬ndaki Cauchy şart¬

yard¬m¬yla (3:35) gibi uygun poziti�ik şart¬alt¬nda Lipschitz kararl¬l¬¼g¬elde edilebilir. p(x)

katsay¬s¬n¬belirlemek amac¬yla 
 üzerinde Lipschitz kararl¬l¬¼g¬n¬ispatlamak için Teorem

2:3:2 ve Teorem 2:3:4 ile verilen global Carleman kestirimleri uygulanabilir (Yamamoto

2009).
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