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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

A operatoriiniin Lagrange anlaminda eslenigi

n-boyutlu komleks uzay

Q kiimesinde tanimli k. mertebeye kadar siirekli kismi tiirevlere sahip
fonksiyonlar uzay1

Q kiimesinde tanimli sonsuz defa diferensiyellenebilir ve supportu Q nin
kompakt alt kiimesi olan fonksiyonlar uzay1

Tiirev i¢in multiindeks gosterimi

Q bolgesinin sinir1

¢(x) fonksiyonunun gradienti; Vo(x) = (@, .0, ,....0, )

Kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellesmis tiirevleri (Q) ya ait olan
fonksiyonlar uzayi

Q iizerinde Lebesgue olciilebilir ve modiilii integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

Q iizerinde Lebesgue oOlciilebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

Q iizerinde Lebesgue olciilebilir ve modiiliiniin esashi supremumu sonlu

fonksiyonlar uzayi

: Dis normal vektorii

Q bolgesinin kapanisi

Kesme (cut-off) fonksiyonu

: n-boyutlu Euclid uzay1

¢ fonksiyonunun supportu; supp@(x)={xxe Q,¢(x)#0}

X1
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BOLUM 1
GIRIS

Carleman kestirimleri bir eliptik denklem i¢in Cauchy probleminin ¢oziimiiniin tekligini
ispatlamak amaciyla Carleman (1939) tarafindan ortaya konulmustur. Daha sonra Carle-
man kestirimi ve uygulamalarina biiyiik bir ilgi gésterilmis ve bu alanda énemli calismalar
yapilmgtir (Egorov 1986, Hérmander 1963, 1985, Isakov 1990, 1993, 1998, 2006, Tataru
1996, Taylor 1981, Treves 1970).

Kismi tiirevli diferensiyel denklem igin bir ters problem verildiginde ¢oziimiin tekliginin
aragtirilmasi, kararhilik kestiriminin yapilmas: ve yaklagik ¢oziimiin elde edilmesi 6nemli
tic meseledir. Ters problemler teorisinde Carleman kestirimleri, ilk olarak ¢cok boyutlu ters
problemler icin global teklik sonuglarinin ispatlanmasi amaciyla kullanilmig ve bu prob-
lemler i¢in Holder kestirimlerinin ispatlarinda da uygulanabilirligi goriilmiigtiir (Bukhgeim
and Klibanov 1981, Klibanov 2000). Ayrica kotii konulmus Cauchy problemleri ve ters
problemler icin Lipschitz kararliliginin ispatlanmasinda ve uygulama agisindan 6nemli
olan, yaklasik ¢oziim yontemlerinin ortaya konulmasinda da Carleman kestirimlerinden

yararlanilmaktadir (Klibanov and Timonov 2004).

1.1 TEZIN KAPSAMI VE ONEMIi

Bir ters problem, kotii konulmus olmasina ragmen, eger ¢oziimlerin bir sinifi énsel (apri-
ori) smurh bir kiime ile simirlandirilabilirse, kararhilik analizinin yapilabilmesini saglayan
kosullu kararlilik kestirimlerinin ispat edilebilmesi miimkiin olur. Uygulamada, bu tiir
bir ¢nsel siirh kiime fiziksel olarak kabul edilebilir bir kisitlanig kiimesi olarak yorum-
lanabilir. Kogullu kararlilik sadece teorik olarak degil ayn1 zamanda kararli niimerik
yontemler i¢in de onemlidir. Kosullu kararhiligi ispatlamak icin bir¢cok metot vardir ve

Carleman kestirimi bu metotlardan biridir.

Ters problem ve kontrol teori alanlarinda, Carleman kestirimleri gesitli sekillerde uygu-



lanmakta olup bu ¢alismanin amaclar:
1. Carleman kestirimlerinin elde edilig yontemini,

2. Bir Carleman kestiriminin, ¢oziimler igin kestirim yapma problemlerinde ve kat-
sayinin veya kaynak teriminin belirlenmesi ters problemlerinde uygulama yontem-

lerini aragtirmaktir.

Carleman kestirimi teorisinin incelenmesi ve kismi diferensiyel denklemler i¢in ters prob-
lemlere uygulanmasi 6nemli ve genel bir konu olmakla beraber, bu calismada parabolik
tip denklemler i¢in Carleman kestirimleri ve uygulamalari, Yamamoto'nun (2009) calig-

masindan yararlanilarak ele alinacaktir.

Boliim 2’de, bir Carleman kestiriminin ispatlanmasi i¢in direkt metot verilmigtir. Bu
tiir bir direkt elde edilis diger tip kismi diferensiyel denklemler i¢in Carleman kestirimi
elde edilmesinde de yol gosterici olabilir (Yamamoto 2009). Boliim 3’te bir parabolik
denklem igin Cauchy probleminin garth kararliligi ve bir ters katsayr probleminin lokal

Holder kararliligr aragtirilmigtar.

1.2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu kisimda, bu ¢alismada gerekli olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 1.2.1 (Kuvvetli Yakinsaklik) F bir normlu lineer uzay ve (f,), F nin eleman-
larindan olusan bir dizi olmak tzere, m — oo iken || fm — f|| — 0 oluyor ise (fn) dizisi

f € F elemanmina kuvvetli (norma gére) yakinsaktir denir (Mikhailov 1978, s. 65).

Tanim 1.2.2 (Tam Uzay) F bir normlu lineer uzay olmak tzere F nin elemanlarin-

dan olusan her bir temel dizi F nin bir elemamina yakinsiyor ise F ye tam uzay denir

(Mikhailov 1978, s. 65).

Tanim 1.2.3 (Banach Uzayi) Tam normlu bir lineer uzaya Banach uzay: denir (Mikhailov

1978, s. 65).

Tanim 1.2.4 (Her Yerde Yogunluk) M C F olmak izere, her bir f € F i¢in, M nin
elemanlarindan olugan bir (f,,) dizisi [ ye yakinsayacak sekilde varsa, M kimesine F de

her yerde yogundur denir (Mikhailov 1978, s. 66).



Teorem 1.2.1 (Bunyakouvskii (Cauchy-Schwarz) Esitsizligi) Her hy, hy € H igin
[(ha, ho)|* < (hay ) - (Ba, o)
esitsizligi saglanar (Mikhailov 1978, s. 66).

Tanim 1.2.5 (Hilbert Uzay) Uzerindeki i¢ carpum ile tanamlanan ||h| = /(h, h) nor-

muna gore tam olan bir lineer uzaya Hilbert uzayr denir (Mikhailov 1978, s. 66).

Tamim 1.2.6 (Zayif Yakinsaklhk) H bir Hilbert uzayr ve (h,,), H nin elemanlarindan
olugan bir dizi olmak dzere, her f € H i¢in m — oo iken (hpy, f) — (h, f) oluyor ise

(hm) dizisi h € H elemanina zayf yakinsakter denir (Mikhailov 1978, s. 67).

Tanmim 1.2.7 (Ortonormal Sistem) hyi, ho, ..., hp,... € H olmak tzere, |h;|| = 1, i =
1,2,..,m,... ve (hj,h;) =0 @ # j, 4,7 = 1,2,...,m, ... ise {hq, ha, ..., hm, ...} sistemine
ortonormaldir denir (Mikhailov 1978, s. 68).

Tamim 1.2.8 (Tam Sistem) hy, hs, ..., hy,, ... € H olmak tzere, (f,h;) =0,i=1,2,....m, ...

yalnizea f = 0 olmasi durumunda miimkiin ise {hy, ha, ..., Ay, ...} sistemine tamdir denir.

Tanim 1.2.9 (Lineer Operator ve Lineer Fonksiyonel) X wve Y ayni cisim dzerinde
tanwimly herhangi iki lineer uzay olsun. X in bir Dy lineer alt uzaymndan Y nin igine

tamamlb A : f — g = A(f) = Af dondsimi, her fi, fo € Dy ve c1,co € R(C) igin
Alerfi + cafa) = clAfi + 2 Afs

esitligini saghyor ise A ya Dy C X kiimesinden Y nin i¢ine bir lineer operatordiir denir.
Y lineer uzayimin R ya da C olmast durumunda A ya lineer fonksiyonel denir (Mikhailov

1972, 5. 72).

Tanim 1.2.10 (Suwrle Operator) X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay olsun. A, X
i bir D lineer alt uzaypndan Y mnin igine tamamly bir operator olmak tizere, her f € D4

1¢In
|Afl <Cf

olacak sekilde bir C' > 0 sayist varsa A operatorine sinvrlidir denir (Mikhailov 1978, s.

73).



Tamim 1.2.11 (Sirekli Operatér) X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay ve A, X in
bir D, lineer alt uzaymdan Y nin i¢ine tanamly bir operator olsun. A operatoric X in
normuna gore bir f € Dy elemanmina yakinsayan D min elemanlarindan olusan bir (fy)
dizisini, Y nin normuna gore Af ye yakinsayan bir (Afy) dizisine donistiriyorsa, A

operatorine sireklidir denir (Mikhailov 1978, s. 73).

Tanim 1.2.12 (Eslenik Operator) H bir Hilbert uzay, ve A : H — H seklinde, H da her
yerde yogun bir D4 kiimesi tizerinde tanimly olsun. Dy« C H kiimesi ise her bir g € D s«
igin, bir h € H elemams, her f € Dy i¢in (Af,g) = (f, h) esitligini saglayacak sekilde var
olan bir kiime olsun. D+ tizerinde tanimb, her bir g € D s« elemanina bir h = A*g € H

elemanina her f € D4 i¢in

(Af,g) = (f,A%g)

olacak sekilde esleyen A*operatérine A operatorinin eslenigi denir. Eger A = A* ise A

operatorine oz-egleniktir denir (Mikhailov 1978, s. 76).

Tanim 1.2.13 (Kompakt Kiime) H bir Hilbert uzayr ve M C H olsun. M nin eleman-
larimdan olusan her dizi H da temel dizi olan bir alt diziye sahipse M ye kompakttir denir

(Mikhailov 1978, s. 79).

Tamim 1.2.14 (Kompakt Operator) X ve Y herhangi iki normlu uzay olsun. Bir A :

X — Y operatori lineer ve her simrly M C X kiimesinin A(M) gorinti kimesi relatif

kompakt yani A(M) kapanis kiimesi kompakt ise A ya kompakt operator denir (Kreyszig
1989, s. 405).

Tanim 1.2.15 (C*(Q) Uzay) Q C R™ bélgesi dizerinde tanamb ve k negatif olmayan bir
tamsayr olmak tizere k. mertebeye kadar siirekli kismi tirevlere sahip tim fonksiyonlarn
kiimesi C*(Q) ile ifade edilir. f € C*(Q), a = (a1, qy,...,a,) bir multiindeks (a; €
ZtU{0},1=1,2,....,n) ve |a| = a1 + az + ... + a,, olsun. Bu durumda

pofa) = — @) aigue ppen i)

- a1 )
0xi" 0y ... 0xon

f fonksiyonunun kismi tiirevlerini ifade eder ve D¥ f(x) = { D*f(x)| |a| =k} kiimesi f
fonksiyonunun mertebesi k olan tim kismi tirevlerin olusturdugu kiimedir (Evans 1997,

s. 617).



Tanmim 1.2.16 (C5°(Q2) Uzayr) C$°(Q2), Q dzerinde taniml sonsuz defa diferensiyellenebilir

ve supportu (suppp(z) = {z:x € Q,p(x) #0}) Q min kompakt alt kiimesi olan tim
fonksiyonlarin olugturdugu kiimedir (Mikhailov 1978, s. 10).

Tanim 1.2.17 (Genellesmis Fonksiyon) C3°(Q)) tizerinde asagidaki yakinsaklk yardima
ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzayr denir ve D(QY) ile gosterilir.
Eger

(a) Oyle bir K C Q kompakt kiimesi varder ki her k € N i¢in suppp, C K,

(b) Her a = (a1, g, ..., ) ve k — oo iken D%p,(x) — D%p(z), yakinsamase Q bol-
gesinde diizgiin ise k — o0 i¢in @, o) © yakinsar denar.

D(Q) topolojik uzayinda tanymly siirekli, lineer fonksiyonellere genellesmig fonksiyon denir.

Genellesmis fonksiyonlar sinafs D'(QY) ile gosterilir (Viadimirov 1984, s. 81).

Tanim 1.2.18 (Genellesmis Tiirev) f € D'(Q) olmak dzere, f genellesmis fonksiyo-

nunun D*f (genellesmis) tiirevi,

(D*f,9) = (=1)°! (£, D), ¢ €DQ)
esitligi ile tanamlanwr (Viadimirov 1984, s. 94).

Tanmim 1.2.19 (C(Q ), C*(Q ) Uzaylar) C(Q ), Q iizerinde siirekli tiim fonksiyonlarin
olusturdugu kiime, C*(Q ), k = 1,2,... , Q dizerinde k. mertebeye kadar tiim tiirevleri
stirekli olan tim fonksiyonlarin olusturdugu kiimedir. Bu kiimelere ait bazi onemli ozel-
likler asaguda verilmigtir (Mikhailov 1978, s. 101);

(a) C(Q) ve C*(Q) lineer uzaydir ve C*(Q ) C C(Q),

(b) C(Q2), iizerinde tanamlanan

o = mak
7l = maks |1 (z)

normuna gore bir Banach uzayidar,
(c) C*(Q1), iizerinde tansmlanan
I/ lwy = 3 maks |4 (@)
la|<k
normuna gore bir Banach uzayidar,
(d) C(Q) ayrilabilir uzaydir (rasyonel katsaypl tiim polinomlarn olusturdugu sayilabilir

bir kiime C'(2 ) da her yerde yogundur).



Teorem 1.2.2 (Ostrogradskii Formiilii) 0Q€C! olmak iizere Q tizerinde bir
A(x) = (A1(z), Ay(2), ..., An () vektori tanemlansin ve A;(z) € C(Q ) N CHRQ),
1=1,2,...,n olsun. Bu durumda
/ div A(z)dz — / A(z)n(z)dS

Q o0

olur, burada n, O min dig normal vektoridir (Mikhailov 1978, s. 103).
Teorem 1.2.3 (Gauss-Green Formiili) 9Q€Ct ve f € C*(Q ) olsun. Bu durumda

/ Jo,dr = fn;dS
Q o9

esitligi saglanr, burada n; = cos(n, x;), 02 yizeyinin dig normali olan n ile x; ekseni

arasindaki agiman kosinisidir (Evans 1997, s. 627).

Teorem 1.2.4 (Green Formﬁlleri) oNeC ve f,g € C*(Q) olsun. Bu durumda Vf =
(fars fanyeor fur )y Af = Z friz, ve n, O ylizeyinin dis normali olmak tzere asagidaki
esitlikler saglanir (Evans 1 997, s. 628);

(a) [oAfde = [,V fndS,

(b) [oVfNgdr = [,,gVfndS — [,gAfdz,

(c) [o9Afdx — |, fAgde = [,, gV fndS — [, fVgndS.

Tamm 1.2.20 (LY(Q), L*(Q) Uzaylar) L'(Q2), Q dizerinde Lebesque él¢iilebilir ve integ-
rallenebilir tiim fonksiyonlarin olusturdugu kiime, L*(Q), Q dizerinde Lebesque dlgiilebilir
ve (modiilinin) karesi integrallenebilir tiim fonksiyonlarn olusturdugu kimedir. Bu kii-

melere ait bazi onemli ozellikler asagida verilmistir (Mikhailov 1978, s. 105);

Tanmim 1.2.21 (a) L'(Q) ve L*(Q) lineer uzaydur ve Q smmarl bir bélge ise C(Q ) C
L2(Q) C LY(9),

(b) LY(Q), iizerinde tanimlanan

1l e = / ()| dz

normuna gore bir Banach uzayidir,

(c) L*(Q), tizerinde tanymlanan

(f1, f2) 20 /f1



1¢ carprmana gore bir Hilbert uzaydr, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm

1/2
11220y = (/Q |f(x)|2d:v)

bicimindedir,
(d) C(Q) ve C(Q ) uzayr, L) ve L2(Q) da her yerde yogundur,
(e) LY(Q2) ve L*(Q) ayrilabilir uzaydar.

Tamim 1.2.22 (H*(Q) Uzaylar) H*(QY), kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellesmis
tirevieri L*(Q)) ya ait olan tim fonksiyonlarn olusturdugu kiimedir. Bu kiimeye ait baz
onemli ozellikler asaguda verilmistir (Mikhailov 1978, s. 121);
(a) H*(Q) lineer uzaydir ve H°(Q) = L*(Q),
(b) H*(Q), dizerinde tanamlanan
(f1, f2)Hk(Q) - Z /QDaleaEdiﬁ

o] <k

i¢ carpymana gore bir Hilbert uzayidir, bu i¢ ¢carpum ile tanimlanan norm

1/2

1l = | 3 / D2 d

lor| <k
bigimindedsr,
(c) 00 € C* ise C®(Q) uzayp, H*(Q) da her yerde yogundur,
(d) 00 € C* ise H*(Q) ayrilabilir uzaydr.

Tamm 1.2.23 (H*(Q) Uzay) H*(Q), C*(Q ) uzayma ait ve Q bélgesi ile OQ yiizeyinin
bir komsulugunun arakesitinde sifir olan tim fonksiyonlarin olusturdugu kimenin ka-

pamsidar (Mikhailov 1978, s. 131).

Teorem 1.2.5 (Iz (Trace) Teoremi) Q2 sumarh bir bolge ve O € C* olsun. Bu durumda

swnarly bir lineer
T : Hl(Q) — Lz(ﬁQ)

operatori asagidaki ozellikler:t saglar,
(a) Eger f € HY(Q)NC(Q ) ise Tf = flygs
(b) Her bir f € HY(Q) dcin |Tfll 2000 < CIfl 1) dir, burada C > 0 sayise sadece

ya bagh olup f den bagimsizdar.



T operatiorine iz operatord, T f ye f fonksiyonunun 092 dzerindeki izi denir ve ||T f|| - ©9)

£l z2(aq) ile ifade edilir (Evans 1997, s. 258).

Teorem 1.2.6 Q sunurl bir bilge, 92 € C* ve f € HY(Q) olsun. Bu durumda f € HY(Q)
olmasu igin gerek ve yeter kogul 0S) tzerinde T'f = 0 olmasidur (Mikhailov 1978, s. 142).

Teorem 1.2.7 (H'(Q) da Kismi Integrasyon) f,g € H'(Q) ve 0Q € C' olsun. Bu

durumda

/fmigdx:/ fgnidS—/fgxidx, (i=1,2,..n)
Q o0 Q

kismi integrasyon formiili saglanir, burada n; = cos(n, x;), 0 yizeyinin dig normali olan
n ile x; ekseni arasindaki aginin kosinist ve yukaridaki esitligin sag tarafinda yer alan

0N) tzerinde alinan integral i¢indeki f ve g, 0S) tizerinde f ve g fonksiyonlarinin izidir

(Mikhailov 1978, s. 139).

Tamim 1.2.24 (Hadamard Anlamanda Iyi Konulmus Problemler) U ve F metrik uzaylar,

AU — F operator olmak tzere,
Au=f (1.1)

olsun. (1.1) denkleminin asagidaki ozellikleri saglayan ¢ézimiinin bulunmast problemine
(U, F) uzay c¢ifti i¢in Hadamard anlaminda iyi konulmus problem denir;

1) Her f € F i¢in U uzayinda problemin ¢ozimi vardur,

2) Cozim U uzayinda tektir,

3) Kosullar F uzayinda az degistiginde ¢ozim de U uzayinda az degigir (kararllik kosulu)
(Lavrent’ev et al. 1986, s. 26).

Bu sartlardan herhangi birinin saglanmamast durumunda problem, (U, F) wuzay ¢ifti i¢in
Hadamard anlaminda kéti konulmus problem olarak adlandwrilir. Bir (Uy, Fy) uzay ¢ifti
icin tyi, baska bir (Us, Fy) uzay ¢ifti icin kéti konulmus probleme (Us, Fy) de zayf kéti
konulmus problem denir. Tim wuzay ¢iftlerinde kéti konulmusg probleme kuvvetly koti

konulmus problem denir.

Iyi konulmus problem tanmm 20. yiizyihn baslarinda Hadamard tarafindan verilmistir.

Hadamard’a gore kotii konulmug problemler yardim ile, reel fiziksel anlami olan pratik



olaylar tanimlanamaz. Ciinkii pratikte her zaman kosullar belirli bir hata pay: ile verilir.
Bu hatali kosullar kullanilarak bulunan ¢oziim, kesin ¢oéziimden ¢ok farkl olabilir ve bu da
pratikte yanlis sonuclara neden olabilir. Bu nedenle bir cok matematik¢i énceleri sadece
Hadamard anlaminda iyi konulmus problemlerle ilgilenmisglerdir. Ancak pratikteki bir
cok problem Hadamard anlaminda kotii konulmus problemlere doniiserek matematikci-
lerin karsisina ¢ikmistir ve Tikhonov, Hadamard anlaminda kotii konulmus problemlerin

gerekliligini ortaya koymusgtur (Tikhonov and Arsenin 1979).

Tamim 1.2.25 (Tikhonov Anlaminda Iyi (Sarty iyi) Konulmus Problemler) (1.1) denk-
leminin asagdaki ozellikleri saglayan ¢oziminin bulunmasi problemine sarty iyi (dogru)
konulmusg problem veya Tikhonov anlaminda 1yi konulmug problem denir;

1) Problemin ¢oziimi var ve belirli bir M C U kiimesine aittir,

2) Problemin ¢ézimii M de tektir,

3) Problemin ¢ozimii M de kosullara stirekli bagimlidir, yani ¢ézimi M kimesinin digina
¢rtkarmayan kogullar F' metrik uzayimnda sonsuz kiigiik bir degisiklige ugradiklarinda prob-
lemin ¢ozimi de U metrik uzayinda sonsuz kii¢ik degigir (Lavrent’ev et al. 1986, s. 27).
M FKiimesine problemin dogruluk kiimesi denir ve M genellikle kompakt bir kiime olarak

secilir.

Boliim 2 ve 3’te kullanilan bazi gosterimler agagida ifade edilmigtir;
Q C R", 092 simn diizgiin olan sinirli bir bolge ve Q@ = Q x (0,7), © = (x4, ...,x,) € R"
ve t > 0 sirasiyla uzaysal ve zamansal degiskenler, @ = (a4, ..., a;,) multiindeks ve

v=v(z) = (v1(x),...,vn(z)), x noktasinda OS2 min dig birim normal vektorii olmak iizere

r = (xZ? 737n) € Rnilafl = (527 7571) € Rnila
0 0
at - E’ aj - 8_%7

V - (81,...,3n), Vxﬂg: (V,at), A:812++872l,

0y = 005200 ol = a1+ ...+ ay,
0

5 = V.V

dir. Ayrica, s > 0 olmak iizere, C*(Q ), H*(Q2), H3(Q2) fonksiyon uzaylar bilinen anlamda
kullamlmakta olup (Adams 1975),

HY(Q) = {ue *(Q): Vue I*(Q)}



ve m € N i¢in

H*™™Q) = {ue L*(Q): 920, " u € L*(Q), || + 200,41 < 2m}.

Eger ozel olarak belirtilmemigse,

a;j € cHQ), a; =aj, 1<i,j<n, (1.2)

oldugu ve {a;;} = {a;;},.; ;-, katsayilarmmn diizgiin eliptiklik kogulunu sagladigl, yani

n

Z aij(x7t)€i€j Z 01 |£‘2 ) 5 - (€1a 7€n) € Rn’ ($7t) € @ (13)

4,j=1

olacak sekilde bir o7 > 0 sabitinin var oldugu ve
be,c € L*(Q), 1<k<n

oldugu kabul edilecektir. Bu ¢alismada ele alinacak parabolik operator

n

(Lu)(z,t) = Oulx,t) = > ay;(x,t)005u(z, t)

1,j=1

—Zbk(x,t)ﬁku(x,t)—c(m,t)u(m,t), (x,t) € Q (1.4)

k=1

seklinde tanimhdir.
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BOLUM 2

CARLEMAN KESTIRIMLERI

Carleman kestirimi, bir kismi diferensiyel denklemin ¢oziimii i¢in biiyiik parametreli bir
L2-agirlikh kestirimdir. Carleman kestirimi i¢in genel bir teorem ifadesi vermek yerine,

ilk olarak basit bir 1s1 denklemi i¢in Carleman kestiriminin elde edilisi verilecektir.

2.1 BASIT ISI DENKLEMI iCiN CARLEMAN KESTIRIMi

Owu(z,t) = Au(z,t) + f(z,t), € Qt>0 (2.1)

151 denklemi verilsin. Amag, (2.2) de belirtilen ve Carleman kestirimi olarak adlandirilan,
bir D C @ bolgesinde s biiyiik parametresi ile bir L2-agirlikl kestirimi bulmaktir. Bunun

i¢in uygun bir ¢(z,t) fonksiyonu secilir, dyle ki her s > sy ve her u € C§°(D) igin
/ s(IVule, )2 + [u(z, £)2) 2@ dadt < C / ()22 st (2.2)
D D

olacak sekilde C' > 0 ve so > 0 sabitleri vardir. (2.2) Carleman kestirimi, her biiyiik s > 0
i¢in (yani s > so: sabit) diizgiin olarak saglanir. Bagka bir deyigle C' > 0 sabiti, s > sy ve
u € C3°(D) den bagimsiz olmalhdir. Uygulamalarda, s parametresi énemli bir rol oynar

ve geometrik agidan p(x,t) agirlik fonksiyonlarinin nasil segildigi de énemlidir.

Ik once (2.1) basit 151 denklemini diisiinelim. Farz edelim ki daha 6énceden bir o(z, )

agirhik fonksiyonu bulunmus olsun. Agirlikli L?-normlarini incelemek icin;

w(z,t) = @z, t),

Pw(z,t) = e*(0: — A)(e **w)

seklinde tanimlansin. Bu durumda
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Pw = €0, — A)(e *w)
= % (0, (e"**w) — V(V (e "**w)))
= e¥le (=spw +wy) — V(e (=50, W+ Wy, ) + ... + € ¥ (=59, W+ w,,))]
= eV ¥ (—spw + wy) — e[(—sp,, e P (—=sp,, w+ wy,)
e (=50, 0 W — S0y Wy + Waay)) + oo + (50, € (—sp, w+ w,,)
e (=50, 0 W — SP, Wy, + Wea, )]
= e (—spw +wy) — e (S22 W — $P, Way — SPy 0 W — SPu Way + Wy ay)
—— €T (%P2 W — 5P, Wy, — SPy o W — SP, Wy, + Wp,)
= —SQW + wy — s2g03261w + 280, Wy + 8P4 0, W — Wy gy
— e = SPE W+ 280, W, + SP, L W — Wy,
= W — (Wayzy + oo F Wapa,) + 28(00, Way + oo + 95, Wa,)
+w [—sow — 5% (97, + - 5,) + 5(Pryay ot Paa)]
olur ve
Pw = 0w — Aw + 2sVp.Vw + (—s0,p — §*|Vo|* + sAp)w
yazilabilir. Ayrica,
flzt) = wz,t) — Au(x,t)
= —spe w+ e Pw — V(e (=sp, w + W) + .+ e (s, w At wy,)
= —spefw+ e Pwy — (—sp, e (=5, W + Wy, )
e (=50 0 W — S0y Wy + Wayay)) + oo + (—50, € (—sp, W+ w,,)
+e % (—swxnxnw — 8¢, Wy, + wxnzn))
= e ¥ (—spw +wy) — € (P2 W — S, Wy — SPy 4 W — Sy Way + Wy )
- — 6_5‘0(32@;10 — 5P, Wa, — 8Py 4 W — SP, Wa, + Wa,z,)
= e ¥[—spw + w + (—*P2 W + 50, Wy,
8P 0, W F SPy Way — Waygy) + oo + (8792 W+ s, Wy,
+50, o W+ 8P, Wy, — Wz, )]
= e (0w — Aw + 25V p.Vw + (—s0ip — s*|V|* + sAp)w)
oldugundan

flx,t) = e *Pw(x,t)

12



esitligi elde edilir. Buna gore
22 = | Pu(a, )

olup (2.2) nin sag tarafi

/f2e2s‘pdxdt = /|Pw(m,7ﬁ)|2 dxdt
D D

olarak yazilabilir. Amag, || Pw |2, (pyhin bir zay1f kestirimini elde etmektir.

u € C§°(D) oldugu kabul edilmesi durumunda, istenilen gekilde kismi integrasyon uygu-
lanabilir. || Pw ||2L2( pyi¢in zayif kestirim elde etmek i¢in genel yol, P operatoriinii, simetrik
parcast P, ve antisimetrik parcasi P_ olmak tizere Pw = P, w+ P_w biciminde ayirmak-
tir. Bu yontem, 6rnegin 1-boyutlu Schrodinger denklemi igin kullanilmigtir (Bukhgeim

and Klibanov 1981).

P nin (formal) eslenik operatorii, P* 1 diigiinelim:
(Pw,v)r2py = (w, P*0)12p), v, w € C5°(D).
v,w € C§°(D) olmak tizere, kismi integrasyon ve Green teoremi kullanilirsa

(@w,v)m(D) = —(wﬁtv)m(p),

(—Aw,v)rxp) = (w, —Av)r2(p)

ve

(2sVo.Vw,v)2py = (w, —25(V.V + Ap)v)r2(p)

olur. Buradan

Pw = —8w — Aw — 2sVp.Vw — (sAp + 52| V| + s(dhp) )w

oldugu goriiliir.

P nin simetrik pargas1 P, ve antisimetrik pargasi P_

1

P+ - §(P+P*)7
1

P = (P-P)

olarak tamimlansin. Buna gore
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Pow = —Aw — (s*|Vp|* + s0y0)w
ve

P w = 0w+ 2sVp.Vw + s(Ap)w
olmak tizere

Pw=Pw+ P w

olur. Bu durumda
/fQGQWdIdt = || Prw+ Pow |[72p)
D

= || Pew [IZ2p) + | P-w [[72(p) +2(Prw, P-w)2(p)

2 2(P+’U}, P_’U})L2(D) (23)
yazilabilir, yani (2.2) nin sag tarafi icin 2(P,w, P_w)2(p) ile bir alt kestirim yapila-
bilir. Burada || Prw [|32(p) ve || P-w ||72(p) terimleri snemsenmemistir. Ayrica Pw nin

bu parcalamsi diginda daha iyi farkli parcalamglar: da var olabilir (Boliim 2.2’de genel
parabolik denklem i¢in farkli bir parcalamg kullanilmigtir).

2Pow, Pw)iap) = 2A—Aw — (VP + sdhg)w, dyw + 25V, Vw + 5(Ag)w) 120
= 2(—=Aw,0w)r2py + 2(—Aw, 25Vp.Vw)2(p) +
2(—Aw, s(Ap)w) r2(py — 2((s*|Vep|* + s9p)w, dpw) r2(p)
(5% Vp[? + sup), 25V 0. V) (o)
—2((s*|Vl* + sOp)w, s(Ap)w) p2(p)
w € C§°(D) oldugundan, kismi integrasyon kullanilarak w nin tiirevlerinin mertebesi

diigtiriilebilir. Bundan sonraki kisimda, C' > 0, s den bagimsiz genel bir sabit olarak

kullanilacaktir. Buna gore,

2(—Aw, 0w)2(py = —Q/Awﬁtwdxdt

D

= Q/vagwdmdt
O
D

= /Q (|Vw|2) dxdt
O
D
-0

14



elde edilir. 2(dpw)(90;w) = 0;(|Okw|?) oldugu dikkate alimir ve kismi integrasyon kul-

lanilirsa

2(—Aw,2sVo.Vw)2py = 2 Z (—07w, 25(0;w)0;) 12(p)
7,k=1

= 2 (w,25(0k0;w)(9;0) 12(p)
k=1

(8kw 23(6w) (akﬁng)Lz( D)

— —232/82 )| Opw|*dadt

7,k= 1p

+4s Z / (0;w)(0pw)(0;0kp)dxdt

Jk=17p

olup, Green formiiliinden
2(—Aw, s(Ap)w)2(py = 23/Vw.V((A<p)w)da:dt

= 28/A¢|Vw|2dxdt + 2S/V(Ag0).wdexdt

D D

ve

S/V(Aw).wde:Bdt < C’s/|w||Vw|dmdt

D D

olur. Boylece

2(—Aw, s(Ap)w)r2py > QS/Ago\Vw]Qd:cdt — Cs/|w|\Vw]d:Udt

D D

elde edilir.

—2((s*| V> + sOp)w, Opw) 2(py = —2/(52|Vg0|2 + sOpp)wowdxdt
D

= —2/S2|V90|2w8twdmdt — Q/S@gpwﬁtwdxdt

D D

—2/32|V<,0|2w8twd:vdt - 6’32/w2dxdt,

D D

v
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—2((s*|V]* + sOp)w, 25V p.Vw) 2(py = —4s Z/ {(s*|Ve]? + sOrp)w} (0sp) (Oyw)dadt
i=1 %)

= —2s Z /(S2|Vgp|2 + 50:0) (030) 0s (w?) d:dt

=1 D

= 25 Z /8,-((52|V30|2 + 50,0) 050 )widadt

=1 D
— 23/ {V(s*|Vo|]* + s0ip). Ve
D
+(s*|V|* + s0ip) Ap} wdadt
ve

—2((*|Ve|* + sdp)w, s(Ap)w)r2(py = —23/(32]V30|2 + 50,0) (Ap)w?dxdt
D

elde edilir. Bu nedenle, s® ve s sirasiyla w? nin ve |Vw|? nin terimlerine gore en biiyiik
mertebeler oldugu dikkate alinarak, daha diisiik mertebeli terimler igin kestirim yapilirsa

(Prw, P_w)p2py > 33/ {V(Vel’).Ve} w’dedt + 2s Z /(8jw)(8kw)(6j6kg0)dxdt
D

Jk=17,

—C/Sszdxdt — CS/|w||Vw]d:L'dt

D D

33/ {V(Ve).Ve} wdedt + 2s Z /(ajw)(akw)(ajakw)d:vdt

Jk=17,

v

D
—C’/(\Vw|2 + s*w?)dxdt
D
olur. Son egitsizlikte
Lo o, 1 2
s|lVuw||lw| < 3 lw|* + §|Vw|

kullanilmigtir. Bundan dolay1, sadece yeteri kadar biiyiik s > 0 dikkate alindigindan, s
nin |w|? ve |Vw|? terimleri igin maksimum kuvvetleri dikkate alindiginda, daha diisiik

kuvvetten terimleri yiiksek kuvvetten olanlara dahil edilebilir. Bu durumda eger ¢ i¢in

{0:0;0} 1< j<n pozitif tanimh (2.4)
ve
D de bir r; > 0 sabiti vardir 6yle ki V(|Vy|?).Ve > r (2.5)
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sartlar1 saglaniyorsa, her s > s¢ ve her w € C§°(D) igin

/(3|Vw|2 + 8% |w|?)dzdt < C/f2e2s“0da:dt
D

D
olacak gekilde C' > 0 ve sy > 0 sabitleri vardir. w = e*#u oldugundan, bu esitsizlik v icin

yeniden yazilabilir ve her s > sq ve her u € C§°(D) i¢in,

/(S|Vu]2 + $*ul?)e**?dzdt < C/f%zwdxdt (2.6)
D D

elde edilir.

Sonraki ¢énemli adim ¢ agirhik fonksiyonunun se¢imidir. Agirhik fonksiyonunun sadece
(2.4) ve (2.5) sartlarim degil, aym zamanda direkt ve ters problemler i¢in anlamlh uygu-
lamalara yonelik bazi geometrik sartlar1 da saglamasi gerekir. Bir Carleman kestirimi
uygulanirken, D bolgesi genellikle 6 > 0 olmak iizere {(z,?) : ¢(x,t) > d§} ile tanimlanan
bir seviye kiimesi olarak alinir ve boyle bir seviye kiimesinin en azindan sinirli olmasi

gerekir.
(2.6) Carleman kestiriminde ¢ i¢in fazla secim yolu yoktur. Ornegin,
p(x,t) = |o — zof* — B(t — to)* (2.7)

bir tipik secimdir. Burada to € (0,7) ve 8 > 0 keyfi olarak sabitlenmis ve her (z,t) € D
igin |z — x| # 0 oldugu kabul edilir. Bu durumda, D de V(|V¢|?).V = 16|z — z¢/* > 0

ve
1 0 0
0 1
E, =
0
0 0 1

olmak tizere {0;0;¢},; i, = 2B, olur. Yani, (2.4) ve (2.5) sartlar saglanir.

Eger (2.6) Carleman kestirimi, Boliim 3.1'de ifade edilen Teorem 3.1.2’de uygulanmak
istenirse, (2.7) deki secime bagh olarak bazi ekstra geometrik kogullarin kabul edilmesi
gerekir. Ornegin, I' civarinda Q nin konveks olmas: gerekir. Bir sonraki boliimde daha
uygulanabilir olan ve daha kuvvetli sonuclarin elde edilebilmesini saglayan Carleman

kestirimleri elde edilecektir.
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2.2 PARABOLIiK DENKLEMLER IiCiN CARLEMAN KESTIiRIMININ
DIREKT ELDE EDILiSi

D C @, 0D s sonlu sayida diizgiin yiizeyden meydana gelen sinirli bir bolge olsun.
(esitli denklemler i¢in Carleman kestirimini elde etmeye yonelik bircok ¢alisma vardir ve

bunlardan bazi1 6nemli olanlar1 agagida iki grup halinde verilmistir;
1. Genel yol (Eller and Isakov 2000, Isakov 1986, 1993, 2004a, b, Tataru 1996);

2. Direkt yol (Chae et al. 1996, Fursikov and Imanuvilov 1996, Imanuvilov 1995,
Lavrent’ev et al. 1986, Yuan and Yamamoto 2009).

Hiperbolik denklemler i¢in de Carleman kestirimlerinin direkt elde ediligine yonelik 6nemli
sonuglar ortaya konulmugtur (Klibanov and Timonov 2004, Lavrent’ev et al. 1986). Bu
caligmada ise sadece parabolik denklemler i¢in Carleman kestiriminin elde edilisi aragtiril-
maktadir. Bu kisimda daha kullanigh olmasindan dolay1 direkt metot aciklanacaktir.
Carleman kestirimi i¢in direkt metot uygulanirken 6nemli nokta, kismi integrasyonun
uygulanisi ve kestirimde yer alan s parametresinin derecesine gore terimlerin uygun olarak

gruplandirilmasidir.

Agagidaki iki tip parabolik denklemden biri i¢in Carleman kestirimini kanitlamak yeterli

olacaktir;

p(z, )0z, t) — > 0i(ai;(x, )0u(x, 1))

= bi(x, t)Opulx, t) — &z, tyu(z, t) = f(x,t)

n

Owu(z,t) — Z a;;(z,t)0;0;u(x, 1)

ij=1

= b, )Opu(x, t) — clx, thu(z,t) = f(z,1).

k=1

Burada D iizerinde p > 0 olmak iizere p € CY(D )by, by, ¢, & € L=(D) ve

Qij € C'(D), a;; = aj;, 1<14,7<mn,
Zijl &ij<x7t)€i€j > 01 Z?:lff, (x,t) € E, &, 08, €R

18



oldugunu kabul edelim. Gergekten

n

p(x,t)0wu(x,t) — Z Oi(as; (x, ) Ou(z, 1)) — > b(x, t)Opu(z, t) — &(z, t)u(z, t) = f(x,t)

ij=1 k=1

esitliginin saglanmasi icin gerek ve yeter sart

noo~ n 1 /- n ~ r
atu(x, t) — Z %Gﬂju - Z ,; (bk + Z 81d13> Oku — gu = %
ij=1 k=1 =1

esitliginin saglanmasidir.

() bolgesinde

Lu(x,t) = Opu — Z a;j(z,t)0;0;u(x, t) — Z bi(x, t)Opu(z, t) — c(z, t)u(z,t)

ij=1 k=1
ve

n

Lou(z,t) = Opu — Z a;;(z,t)0;,0;u(x,t)

ij=1
olsun. Burada a;;, 1 < i,j < n katsayilarmm (1.2) ve (1.3) sartlarim sagladigini ve

be,c € L>®(Q), 1 < k < n oldugunu kabul ediyoruz.
Lu=f

parabolik denklemini ele alalim. Amac, her biiyiik s > 0 ve A > 0 ve suppu C D olan her
u € H*Y(Q) igin

1 n
/{% <|atu|2 + Z |a7,a]u|2> + S)\Q@|Vu|2 + 83)\4903u2} e25% drdt < C/|Lu|262sgodxdt
” D

ij=1

Carleman kestirimini olugturmaktir.

Q da

2

zn: bkaku + cu

k=1

|Loul® = [Lu+ ) bpdu + cul® < 2| Luf® + 2
k=1

esitsizligi saglanir ve bu durumda

2
/]L0u|26253"dxdt < / 2|Lul* + 2 e*?dxdt
D

D

Z bk(?ku + cu
k=1

/ <Z 106170 (1) IVul® + NIl o ) |u|2> P dadt

D k=1

< 2/|Lu|2628“”dmdt+4
D
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olup, kestirimi L icin ispat etmek yeterlidir. Boylece Ly igin Carleman kestiriminden

1 n

< C’/|Lu!262wdxdt+02 kuHiw(D) /|Vu|262s‘pda:dt
D =1 D

+C el / e dudt
D

elde edilir. Bu nedenle s > 0 yeterince biiyiik secilir ve esitsizligin sag tarafindaki ikinci
ve tigiincii terimler sol tarafa dahil edilir. Bundan dolay1 Carleman kestiriminde, diigiik
mertebeden terimlerin katsayilar:t L>(Q)) ya ait ise sadece = ve t degigkenlerine gore en

yiiksek mertebeden tiirevleri iceren terimler énemlidir. Dolayisiyla () bolgesinde
Lou=f (2.8)
denklemi ele alinir.

Boliim 2.1°deki basit metot, simetrik ve antisimetrik kisimlara ayirmaya dayanmaktaydi,
ancak degisken katsayili genel parabolik denklem icin bu metot kullanilamaz. Bu bolimde
genel bir parabolik denklemin bir Carleman kestiriminin elde ediligi i¢in bir direkt metot
agiklanacaktir. Burada, bir ¢ agirlik fonksiyonu icin énemli faktor ikinci biiyiik parametre
A > 0 dir ve ¢ agirhk fonksiyonu e formunda aramr. Bu formun kullamsh oldugu
goriillmiis (Hérmander 1963, Boliim 8.6) ve bir¢ok galigmaya temel olmugtur (Eller and
Isakov 2000, Imanuvilov 1995, Isakov 1986, 1993, Isakov and Kim 2008a, b). ¢*¥ formu
sayesinde || Pwl|7, (py nin kestiriminde lw|? ve |Vw|® nin katsayilarinim pozitifligini garanti

etmek daha kolaydir.

Kabul edelim ki d € C*(D ), D de |[Vd| # 0 olsun. t, € (0,7), co, B > 0 ve

inf; Heo ¥ (2, t) > 0 olmak tizere
U(@,t) = d(@) = B(t — to)* + co
ve

pla,t) = ey

seklinde tanimlansin. @) da ¥ > 0 olugu gerekli degildir ancak pozitiflik, ileride verilecek

olan ispatlarda kullanigh olmaktadir.
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Uyar1 2.2.1 Lu = f denklemi i¢in bir Carleman kestirimi ele alinmakta olup, ayni deger-

lendirmeler ) da

u(w,t) = Y aiy(w, )dd5ue, t)| < C (IVule, )] + ulz, t)] + |f(z,1)])

ij=1

parabolik egitsizligi icin de gecerlidir.

[k olarak u € C§°(D) olsun, ayrica

n

O'(ZL‘,t) - Z CLU(JI,t)(azd)(l‘)(a]d)(l‘), (ZE,t) S Qv

ij=1
w(z,t) = e*@y(z,t)

ve

Pw(x,t) = e**Ly(e *Yw) = e** Lyu (2.9)

olarak tamimlansin.

Carleman kestiriminin elde edilisi agagida verilen ii¢ adimdan ibarettir;

1. P, P, ve P, gseklinde iki kisma ayrilir. Burada P;, x e gore ikinci ve sifirinci mertebe-
den terimlerden, P; ise t ye gore birinci mertebeden ve = e gore birinci mertebeden
terimlerden olugur. Pw deki terimler simetrik ve antisimetrik kisimlarina gore degil,

s, A ve ¢ nin en yiiksek derecesine gore siniflandirilir.

/ (|P2w|2 + 2(P1w)(P2w)) dzdt

integrali icin alttan kestirim yapilir.

/ Pw x (Pw iginde s, A ve ¢ nin ikinci en yiiksek dereceden oldugu u terimi)
D

i¢in bir bagka kestirim yapilir.
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Yukarida bahsedilen ayristirma ile d,u nun L2-terimi icin bir kestirim yapilmali ve dolayisiyla

ikinci adimdaki / \]32w|2 dxdt igin de bir kestirim yapilmalidir. Ayrica ikinci adimda, s, A

D
ve  nin istenilen derecesi ile u igin bir kestirim elde edilirken, Vu i¢in bir kestirim elde

edilmez. Bu durum, ele alinan terimlerdeki farkli mertebeden tiirevlerin dogal bir sonu-

cudur. Bu nedenle tigiincii adimda bir bagka kestirimin yapilmasi gerekmektedir.

(2.9) dan,
Op = Apdy
dip = Xpdip = A(0id) ¢
O = Apdjih = X(9;d) ¢
0;(e7%%) = —shp(0id) e

oldugu dikkate alinarak gerekli hesaplamalar yapildiginda D de

Pw = €% [@(es‘pw) - Z a;j(x,1)0;0;(e **w)
ij=1
= % [e’watw — sOype*Pw
=3 aii(@, 1) (0:0; (e )w + 9;(e*)w + D;(e”*?)Ojw + e D d;w)

,j=1

= Jaw — sAIw + sAZpw Z a;;(0;d)(0;d) + sApw Z a;;0;0;d

i,j=1 tj=1
—s* N p%w Z aij(0;d)(0;d) + shg Z a;;(0;d) 0w
i,j=1 t,j=1
+S)\(p Z aw(&d)ajw — Z aij(?iajw
ij=1 ij=1
olup, boylece
Pw = Ow— Z a;;(z,t)0;0;w + 2sAp Z a;;(z,t)(0;d)(x) 0w
i,j=1 i,j=1

—s2 X% 0w + sA\%pow + show Z a;;0;0;d
ij=1

—sApw () (2.10)
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oldugu goriiliir. (2.10) da katsayilarin s, A ve ¢ ye bagimliligr agik¢a goriilmektedir.
Ay = s)\%p0 + shp i ai;0:0;d — sAp(0)) = s *pay(z,t; 5, )
ij=1
olsun. Bu durumda D de
Pw = Jw— i a;;(z,t)0;0;w + 2sAp i a;;(z,t)(0;d)0;w

i,j=1 B,j=1
—2\2p%0w 4+ Ayw

olur. Burada a;, s ve A ya bagimhdir, fakat (z,t) € D ve yeterince biiyiik her A > 0 ve

s> 0 igin |a;y(z,t;s,\)| < C olur.

Burada ve bundan sonra C, C}, vs. s, A ve ¢ den bagimsiz genel sabitleri ifade etmek

i¢in kullanilacaktir. Buna gore, (s, A, ¢) nin dereceleri dikkate almarak Pw,

n

Pw=— Z a;j(x,t)0;0;w — N2 pwo (z,t) + Ayw (2.11)
ij=1
ve
Pyw = 0w + 25\ Z a;i(z,t)(0;d)0;w (2.12)
ij=1

olmak tizere iki kisma ayrilabilir.

50|12 2
| fe <pHL2(D) = HPwHL2(D)

= [|Pw + Pawl|p
oldugundan

2/ (Piw) (Pyw) dxdt + ||P2w||iz(D) < /f2e25‘pdxdt (2.13)
D D

elde edilir.
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1k olarak

/(le) (Pow)dxdt = — i /aij(aiajw) (Oyw) dxdt

D Li=17p

- Z /aij(@-ajw)%)\(p Z ag(Opd) (Oyw)dxdt
ij=1% k=1

—/32)\2g02aw (Oyw) dzdt — /253>\3g030w Z a;;(0;d) (O;w) dzdt
D D 4=1

+/ (Ayw) (Opw) dzdt + / (Ajw) 25\ Z a;;(0;d) (O;w) dzdt
D D i,5=1
6

= Y I (2.14)

B
Il
—

icin kestirim yapilacaktir. Kismi integrasyon kullamlarak, a;; = aj;, u € C§°(D) oldugu
goz oniine alimip, A > 1 ve s > 1 yeterince biiyiik kabul edilirse, w nin tiim tiirevleri w,

Jiw ve Jyw ye indirgenebilir. Bu agamada Ji, k = 1, ..., 6 i¢in kestirim elde edilecektir:

|J1| = - Z /aw(@ajw) (8,511}) dxdt
D

1,7=1

= Z /(@aij)(ajw) (Oyw) dzdt + Z /aij<8jw) (0;0pw) dxdt

i,j=1 1,j=1

= Z /(aiaij)(8jw) (Ow) dzdt + (Z /aij ((0;w) (0;00w) + (Oiw) (0;0,w)) dxdt

ij=17, i>j ¥

+/iaiz’(aﬂﬂ) (0;0,w) dxdt)

1
< O/\Vw[ |0yw| dzdt + 3
D

/ Z (8ya:;)(Osw) (Ojw) daxdt

ij=1

< G/Wwy Ow| dadt + O/|Vw|2d:cdt (2.15)
D D
olup, burada

i>j 7 Y i=1

1 n
= 3 Z /a,.jat((ajw) (Oyw))dxdt
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esitliginden yararlanilmigtir. Daha sonra,

| Ja|

olup,

ve Jl

= — Z /aij((‘)ﬁjwﬂs}\gp Z ar (O d) (Oyw)dxdt

ij=1%, kl=1

= -2 > / 25 \paj g (Opd) (Oyw) (0;0;w) dadt

ij=1kl=1},

= 23)\/ i i N0;d)paijar (0pd) (Ow)(0jw)dxdt

i,j=1kl=1

—|—2s)\/ Z Z ©0;(a;ja0kd) (Ow)(0;w)dxdt
o

ij=1k,l=1

+2sA Z Z ©a;ja (Okd)(0;0,w)(0;w)dxdt

7 ij=1kl=1

28}‘/ > MOud)paijan(0xd) (0nw) (95w)dadt
D bi=lkl=1

n

252 / 0> ai(0id)(0w) Y ar(Opd)(Ow)dadt

wig=1 kl=1
2.9)\2/g0
D

dekine benzer olarak kestirim yapilirsa

2

i,j=1

28)\/ Z Z pa;jay (Od)(0;0w)(0;w)dxdt
-

ij=1kl=1

A Y / 0aijar (Ord)0y((Osw) (0;w) ) dxdt
ij=1kl=17,

n

—s\ / D Noar (0xd) (D) Y aij(05w) (D;w)dzxdt

7 ki=1 i,j=1

—s\ / 0> Y Oaijan(0cd))(Ow) (05w)dadt

i,j=1k,l=1

—s)\g/(pa Z a;;(0;w)(0jw)dxdt

ij=1

D
_SA/SD Z Z 01 (aijarOd) (O;w)(0;w)dxdt
D

ij=1k,l=1

olur ve buna gore,
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Jy > —/s/\2g00 Z a;;(0;w)(0;w)dxdt

p ij=1
" 2
—C’/s)\gp V| dedt + 25>\2/g0 Z a;;(0;d)(0;w)| dxdt
5 lig=1
> —/3/\24,00 Z a;;(0;w)(0;w)dzdt — C’/s)\go V| dedt (2.16)

D i,y=1 D
elde edilir. Js, Jy, J5 ve Jg icin kestirimler sirasiyla agsagida verilmistir.

| 3] = —/32A2g020w (Ow) dxdt

D

1
= —/—32)\2g0206t(w2)d:17dt

= / 20 {0} cw?drdt + 2/52)\2<p2 (0y0) wdxdt

D D

< C / 2N 2w drdt, (2.17)
D

Jy = 253\ pPow Z a;;(0;d) (O;w) dzdt

ij=1

D
= —/33)\3g03 Z 0a;;(0;d)0;(w?*)dzdt
D

ij=1
s\ Z 30 {\(0;d) ¢} oay;(0;d)wdzdt + /33)\3g03 Z 0;(ca;;0;d)wdzdt

i,j=1 D i,j=1

33\ P otwidrdt — 0/33)\3303w2d:vdt, (2.18)
D

(AV2
Ot— D

5| = /(A1w) (Oyw) dxdt

D

1
3 s\2pa,0,(w?)dxdt

— T

N (0,a1) wdxdt + /s)\3cp(6t¢)a1w2dxdt

D

N | —

s\3pw?dudt, (2.19)

IN
Q
b\ S
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(Ajw) 2s\p Z a;;(0;d) (0;w) dzdt

1,j=1

&
I
o —

sA2paw X 25A\@ Z a;;(0;d) (O;w) dzdt

1,j=1

I
U\

2a,5%\p? Z a;j(0;d) (O;w) dzdt

4,j=1

I
O —

a1 82\ p? Z a;;(0;d)9; (w?) dxdt

ij=1

I
O —

- / Za (a15*N* 0 a;;(0id) )w?dadt

i,j=1

< C / 2\ p2wdadt. (2.20)

Burada, |Jg| igin kestirim yapilirken kismi integrasyon uygulanmasi gereklidir. Eger
/ s2X3@? |Vw| |w| dzdt benzeri bir kestirim icin Cauchy-Schwarz esitsizligi yardimiyla

D
daha basit bir yol uygulanirsa, s ve A nin istenen mertebeleri kaybolur ve bu durumda

kestirime devam edilemez.

Boylece (2.14) — (2.20) den

/(le) (Pyw) dxdt > 3/83/\430302w2dxdt - /s)\nga Z a;;(Ow) (O;w) dxdt
D D D 6=l
—C’/s)\go \Vwl|? dedt — C/ (33)\3903 + 52)\4@2) w?dxdt
D D
—C’/ |Vw| |0yw]| dxdt
D
olur ve sonug olarak

3/53)\490302w2dxdt - /S)\2g00 Z a;;(0;w) (0jw) dxdt
D

ij=1

D
< / (Pyw) (Pyw) da:dt+C’/s)\gp|Vw|2dxdt
D

D

+C’/ (s*N2¢® + $°X'p?) widzdt + C’/ |Vw| |Oyw| dxdt (2.21)
D
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elde edilir.
Ayrica her biiyiik s > 0 igin, P, nin (2.12) deki tanimindan ve

jaf* — 181"

N | —

o+ B =
esitsizliginden

1
/|P2w|2dxdt > /—|Pgw|2dxdt
S
D

2

Ow + 25\ Z a;;(0;d)(0;w)| dxdt

ij=1

2

Z a;;(0;d)(0jw)| dxdt

i,7=1

|Oyw|” dxdt — C/S>\2

1
5@
elde edilir, yani herhangi bir ¢ > 0 icin

1

5/— Oyw|? dadt < C’/ | Pyw|? dadt + C’a/s)\ng V| dedt
S

D D

olur. Boylece (2.21) ve (2.13) ten

3/33)\4g0 o*w?dxdt — /s)\ o Z a;;(0;w) (0jw) dxdt + 5/— |Oyw|? dadt
D

D D i,7=1

< C’/f2625‘pdxdt + C’/s)\go \Vwl|® dzdt + Ce/s)\ng \Vwl|® dzdt
D D
+C/ (s N + $°X'p?) widadt + C/ \Vwl| |0yw]| dxdt
D D
elde edilir.

w? nin s, A ve ¢ ye gore en bityiik dereceli carpam s°A*p302, |Vw|® nin en biiyiik dereceli
1 "

carpan1 sA%po ve |Gyw|® nin en biiyiik dereceli carpami — dir. Ornegin s ve A biiyiik
Sy

secilebildiginden (s*A%p3 + s2A*?) w? terimi daha diisiik derecelidir.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden

|Oyw| |Vw| = §T2p I\ |8tw| STQIN? Vuwl

11

5 )\ latw| +—s)\g0|Vw|
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olur ve bu durumda

3/83)\4g0302w2dxdt - /S)\nga Z a;;(0;w) (0;w) dxdt

D D i,5=1
1
+ (5 - g) /— |0,w|? dadt
A 5p
D

< C/fzemda:dt + C/S/\so \Vwl]? dzdt + C€/S>\280 Vol dudt
D D D

+C/ (s°N¢® + °X'p?) widdt (2.22)
D

elde edilir. Esitsizligin sol tarafindaki birinci ve ikinci terimler degisik isaretli oldugundan

bir bagka kestirime ihtiyag vardir. Bu nedenle

/(le + Pyw) x (sXpow) dzdt

D

yardimiyla
/s/\nga Z a;;(Ow) (O;w) dxdt
2 ij=1

i¢in bagka bir kestirim yapilacaktir.

IVw|® 1i terimi istenen (s, A, ¢) carpamm ile yani sA\*¢ ile elde edebilmek icin s\’ pow
carpan secilir, bir bagka deyisle
n n
8tw + 28)\()0 Z Qg5 (&d) (8Jw) — Z aijai(?jw — 32)\2g020'w + Al’w = f€8<‘0
ij=1 ij=1

esitliginin sA\*pow ile carpilmasi sonucu

/ (Oyw) s\ powdxdt + /23/\90 Z ai;(0;d) (0;w)sN\*powdxdt

D D b=l
—/ (Z aijai(?jw> s\ powdzdt — /83)\4g0302w2dxdt

ij=1 7

+ [ (Ajw) (sNpow) dadt

\U

If
M‘“ S

I, = /fes“"s)\2goawdasdt (2.23)
D

B
Il
—
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elde edilir.

Simdi, kismi integrasyon yardimiyla ve w € C§°(D), |0wp| = [MNOw)p| < CAp ve

Oip = AN0id)¢ vs. oldugu goz oniinde bulundurularak, I, ..., I5 terimleri i¢in kestirim

yapilacaktir;
1
|| = /és)\ngj@t(uﬂ)dmdt < C’/s)\3g0w2dxdt, (2.24)
D D
L - / NP0 a;;(0,d)0; (w?)drdt
7 ij=1

_ / Zﬁx"{zx (0;d)0?} oay (Bd)yw?dadt — st 20, (0asy (0:d) ywPdardt

i,j=1 1,j=1
< C / 2\ 2w dadt, (2.25)
D
I; = —/3)\2 Z woa;;w(0;0;w)dxdt
) ij=1
= /s)\2 Z woa;;(0;w)(0;w)dxdt + /s>\2 Z 0; (poa;;) w(O;w)dxdt
D i,j=1 D i,5=1
> /s)\2g00 Z a;;(0;w)(0;w)dxdt — C’/S)\3 |Vw| |w| dzdt, (2.26)
i,j=1
/ S\ o widadt, (2.27)
D
|Is| < C /s)\2<p x s\ pow’drdt| < 0/32/\4302w2dxdt. (2.28)
D D

Buna gore (2.23) — (2.28) den

/s)\2<pa Z a;; (Ow) (O;w) drdt — /53A4g0302w2da:dt

D 3,j=1 D

IA

C’/ |fews)\290aw} dxdt + 0/82/\4<,02w2dxdt + C’/s)\?’(p |Vw| |w| dzdt
D D

C / fe®edxdt + C / s XN 2w?dzdt + C / A2 |Vwl|? dzdt (2.29)

D D D

IN
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elde edilir. Son egitsizlik,

Nop|Vollul = (sX]ul) (A Vul)

IA

1 1
~$2MPw? 4 S\ | V)
2 2
yardimiyla

1
sX3o |Vu| |w| dedt < = | (2N @*w? + N2 |Vw|?) dadt
2 (p

D D

esitsizliginin ve ayrica

1 1
| fe¥sXpow| < < f2e*Y + —$PAPotw’

2 2
S % 26234,0_’_082A4(’02w2

esitsizliginin bir sonucudur.

Son olarak, (2.29) esitsizliginin 2 ile garpilip (2.22) esitsizligi ile toplami dikkate alinirsa,

(1.3) ten ve 0¢ = inf(, 1yeq o(2,t) > 0 oldugundan

/33)\4g030(2)w2dxdt + (o901 — C’s)/s)\ggo (V| dedt
D D

1
+ (5 — 9) /— |Oyw|* dadt
A Sp
D

< C’/f2625‘pd:vdt + C’/ (shg + %) V| dedt
D D

+C’/ (s°N¢® + °A'p?) widzdt (2.30)
D

elde edilir. Bundan dolayz, ilk olarak ¢ > 0 says1 (o907 — Ce) > 0 olacak sekilde yeteri
kadar kiiciik secilir ve sonra A > 0 sayisi (5 — %) > 0 olacak sekilde yeteri kadar biiyiik
secilirse, (2.30) un sag tarafindaki ikinci ve iigiincii terimler sol tarafa dahil edilebilir ve

bu durumda

1
/33)\4<p3w2dxdt + /s/\2<,0 (V| dedt + /— |Oyw|? dadt < C’/f2e2s‘pdxdt (2.31)
S
D

D D D

elde edilir. w = ue®*¥ oldugundan

1
/ (5 0yul? 4+ sA%p |Vul” + 33)\4903u2d:xdt) P dadt < C / e e dudt (2.32)

D
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olur.

Ayrica, t € [0,7] igin D N {t} C R kiimesinin sinirimin sonlu sayida diizgiin yiizeyden
ibaret oldugunu kabul edelim. Bu durumda 9;0;u terimlerini, bir eliptik denklem i¢in 6nsel
(apriori) kestirimden yararlanarak agagidaki sekilde Carleman kestirimine dahil edebiliriz.

(2.9), (2.10) esitliklerinden ve |A;(z,t)| < Cs\*y esitsizliginden Q da

i aij&-@jw

1,j=1

2

<C (|6th2 + $2X2? [Vw|? + s*]\ o w? + | fI? e**¥)

elde edilir. Bundan dolay1 (2.31) den her biiyiik s > 0 ve A > 0 igin

2
1 n
/— Z a,-jai@jw dxdt
50 | 4
D i,7=1
1
< ¢ f (10l + s\ IVul + X ) dadi + C [ e
14 D
< C’/f2625‘pd:vdt (2.33)
D
olur.
Ayrica

- VP 20

1 3
——3 {(ajw) (0s0) + (Oiw) (0;) 5 (D) (ajSO) w
22 42
1 < i,j<n (2.34)
ve
n n ;0,0
Z az’jaﬁji - 2 Zm — 34/3
ij=1 \/a \/E 2902
1
a;; (i) - 3 Z a;; (Ow) (95)
7,] 1 2 . .:

olup, burada

g = Z aij&ajw
ij=1
olarak almmstir. Her ¢ € [0,7] i¢in w(.,t) € Hj(D N {t} oldugundan, eliptik denklem

i¢in Dirichlet problemi igin genel 6nsel (apriori) kestirim uygulandiginda (Gilbarg and

32



Trudinger 2001),

2

(x,t)dx

" w
0,0, [ -
/Dm{t} UZZI ’ (\/@)

£)?2 ‘ZZ 1 4i0;0; w‘
—g(x, ) de +C ~ 3
bn{t} ¥ Dn{t} ¥

2
w(z,t)? |
DA} ()05 J ( 90)< JQO)

ij=1
1 n
wof L
pn{ty P

> i (Ow) Oy
elde edilir. Diger taraftan, (2.34) ten

ij=1
/ —00;w(x, ) dr < C’/
Dn{t} ¥ Dn{t}

| 3390|
(|‘O}g0| |6J‘:0| )} (Dfat)div

< C w(z,t)|? dx

dx

2

dx

2

w
()
J \/@

1
w? + o (|3j’w|2 00| + |0;w]? |8j@0’2)

1
80

olur.
oldugundan, A > 1 igin

|ai90(x7 t)' < C/\(p(x, t)v

0:0;0(x,1)] < CONo(x,t), 1<i,j<n,(x,t)eD

oldugu goriiliir. Bundan dolay1, ¢ > 1 igin (2.35) ve (2.36) kestirimlerinden

2
D0, )P de < c/ g(z,1)
pn{ry P(,1)

+C/ (Mw? + N | Vw|?)(z, t)dz
DA{t}

/ L dx
DpA{t} o(z,t)

elde edilir. ¢t ye gore integral alinirsa

Z/—|88th| drdt < C’/

INES lD

dzdt

Z a;;0;0;w

i,7=1

—i—C’/ (Mw? + 22 |Vw]?)dz
DA{t}
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(2.31) ve (2.33) ten, her biiyiik s > 0 ve A > 0 igin

D

elde edilir.

Z 10,0;w| dzdt < C/erQWda:dt

lmj:l D

Boylece u € C§°(D) icin Carleman kestiriminin elde ediligi tamamlanmig olur.

es“’ﬁiﬁju = 818]10 - SAQO((aZd) (@w) + (@d)(@zw))
+ {*N*(9;d)(9;d) — sN*0(9;d) (9;d) — sAp(8;0;d) } w,

oldugu dikkate alinip, (2.31) yardimiyla kestirimin u ya gore yeniden yazilmasiyla, Car-

leman kestirimini ifade eden teorem asagida verilmigtir.
Teorem 2.2.1 d € C*(Q ), Q da |Vd| #0 ve 3> 0, 0 < ty <T olmak iizere

U(@,t) = d(z) — Bt — to)*

olsun. Kabul edelim ki, 0D diizgiin ve t € [0,T] i¢in DN {t} C R™ bélgesinin sinarr sonlu
sayrda dizgiin ylzeyden meydana gelsin. Bu durumda bir \g > 0 sabiti vardir oyle ki,
keyfi A > Ao i¢in bir so(N\) > 0 sabiti asagudaki ozelligi saglayacak sekilde segilebilir;

bir C = C(so,\o) > 0 sabiti vardur éyle ki

1 n
/ {@ ('atuF + |a,-8ju|2> + s\ |Vul® 4+ 33/\44,03u2} 250 ot
D

ij=1
< C’/|Lu|2ezs‘pdxdt (2.38)
D
egitsizligi her s > sy ve
u € H*(Q), suppu C D (2.39)

sartlariny saglayan her u i¢in saglanar.

(2.38) deki C' > 0 sabiti maksi<ij<n llaijllc, g - 10ill () ve llcllzx(q) ya stirekli olarak
bagimhidir. Bu bagimlilik Teorem (2.9) ve (2.10)’da da aymdir.

Burada belirtelim ki ;

34



1. Yogunluk 6zelliginden (yani, (2.39) u saglayan herhangi bir u ya bir u, € C§°(D)
dizisi ile yaklagim yapilabileceginden) u,, € C§°(D) igin elde edilen (2.38) kestirimi,

(2.39) u saglayan her u i¢in Carleman kestirimine doniistiiriiliir.

2. inf(, neqi(x,t) > 0 olmak iizere ¢ (x,t) = d(x) — B(t — to)? + co olmast durumunda,
ispat tamamlanmigtir. ¢o = 0 olmasi durumunda, €2%¢ = 25" = exp(2(se~%)e )
olacagindan so(\) y1 so(A)er® ile degistirmek suretiyle ¢ = 0 durumu bir énceki

duruma indirgenebilir.

Boylece Teorem 2.2.1 elde edilir. suppu C D sart1 saglanmasa bile, her bir kismi inte-
grasyon sonucu ortaya c¢ikan smirdaki integral terimlerini atmadan bir 6nceki durumda

oldugu gibi agagida verilen Carleman kestirimi ispatlanabilir (Yamamoto 2009).
Teorem 2.2.2 d € C%*Q), Q da |Vd| #0 ve 3>0,0<ty, <T olmak iizere

V(. t) = d(x) = Bt — to)*

olsun. Kabul edelim ki, 0D diizgiin ve t € [0,T) igin DN{t} C R" bélgesinin sinarr sonlu
sayrda dizgiin ylizeyden meydana gelsin. Bu durumda bir \g > 0 sabiti vardwr oyle ki,
keyfi A > Xo i¢in bir so(N\) > 0 sabiti asagidaki ozelligi saglayacak sekilde segilebilir;

bir C = C(s9.\o) > 0 sabiti vardir yle ki, her s > so ve her u € H*'(D) igin,

1 n
/ {5 (\@uf + Z Wiaju|2> + s\ |Vul® + 83)\4g03u2} e* P dydt
D

i,j=1
< C / | Ll e2*?dxdt + C'eC™s / (I Vel + |uf?) dSdt (2.40)
D oD

saglanar.

2.3 GLOBAL CARLEMAN KESTIiRiMi

Boliim 2.1 ve Boliim 2.2°de, Q x (0,7) ile ayni olmak zorunda olmayan bir D bélgesinde
Carleman kestirimleri ispat edilmis olup ters problemlerdeki uygulamalarda (bkz. Béliim
3) D bolgesi ¢ yardimiyla verilir. Bir bagka deyisle Boliim 2.2’deki Carleman kestirim-
ini uygularken, ilk olarak ¢ secilmeli daha sonra ters problemleri ilgilendiren sonuclarin

gecerli oldugu D bolgesi belirlenmelidir.
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Bu boliimde, kompakt supporta sahip olmayan fonksiyonlar igin 2% (0, T') iizerinde gegerli

olan bir global Carleman kestirimi ifade edilecektir (Imanuvilov 1995).

w C () herhangi bir alt bolge olsun. ) da

Lu(z,t) = Oy — i a;;(x,t)0;0;u — i bi(z,t)0u — c(z, t)u = f (2.41)

i,j=1 k=1

parabolik denklemi ve 92 x (0,7") sinirinda

Zl(x)% + lo(z)u =0 (2.42)

n

. . .. s u
smur sart1 verilsin. Burada a;; ye gore konormal tiirev E D iiei

a;j (O;u) v; olarak
VA

tamimhdir. (1.3) e ek olarak

a; € CYQ), ay=ay,

bi,c € L¥(Q), 1<ij<n

oldugunu kabul edelim, ayrica [,ly € C?*(99) ve

0N tizerinde, ya [y >0 yadal; =0vely =1 (2.43)
olsun.

Global Carleman kestirimi icin 6zel bir agirlik fonksiyonuna ihtiya¢ vardir. Boyle bir
agirlik fonksiyonunun varligi ispatlanmigtir (Fursikov and Imanuvilov 1996, Imanuvilov

1995, Imanuvilov et al. 2009).

Lemma 2.3.1 wq bélgesi, wy C w olacak sekilde 2 nin herhangi bir sabitlenmis alt

bolgesi olsun. Bu durumda
d(z) >0, z€Q, dlpa=0, |Vd(z) >0, =z Qwy (2.44)
olacak sekilde bir d € C?(Q) fonksiyonu vardar.

Ornek 2.3.1 : Q= {z: |z| < 1} ve0 € wy olsun. Bu durumda d(x) = 1—|z|* fonksiyonu

(2.44) te belirtilen sartlar saglar.
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A > 0 olmak tizere

Ad(z) M) _ p2Aldlloem

e e
) = —— t) = 2.45
ve ayrica
02 = Z ||aij||cl@) + Z HbiHLoo(Q) + Z ||CHLOO(Q) ;03 = Z ||aij||cl@) (2.46)
ij=1 i=1 i=1 ij=1
olsun.

Global Carleman kestirimi agagidaki teorem ile verilmigtir.

Teorem 2.3.2 Bir \g > 0 sabiti vardur oyle ki, keyfi A > Ao igin bir so(A) > 0 sabiti
asaqidaki ozelligi saglayacak sekilde secilebilir;
bir C' = C(s9,\o) > 0 sabiti vardur dyle ki, her s > sy ve (2.42) yi saglayan her v € H*'(Q)

1¢in,

,j=1

1 n
/{% (|8tU|2 - Z |0¢8ju|2) + s\ 20| Vul? + 53)\4S03U2} 25 it
Q

< C’/|Lu|2628adxdt+ C / s* A pdut e drdt
Q wx(0,T)
saglanar. Burada C > 0 sabiti o9 ve Ao a stirekli bagimly ve s den bagimsiz olup, Ay sabiti

o3 e stirekli bagimhidar.
(2.45) esitliklerinden, her k£ > 0 icin

. k 2sa(z,t) _ 1 k 2sa(w,t) _
ltlfglgo(a:,t) e ltlTl%lgo(x,t) e 0

2sa(@t) agirhk fonksiyonu, C' > 0 olmak tizere exp(— <)

olur ve t = 0, t =T civarinda e HT—1)

fonksiyonunun ayni dereceden hali gibi davranig gosterir. Agirlik fonksiyonunun bu 6zel-
ligi nedeniyle t = 0 ve t = T degerleri i¢in v nun sifir olmasi sartina ihtiyag yoktur.
Ayrica, Carleman kestirimi i¢in v nun 02 x (0,7") yan smirinda (2.42) kosulunu sagla-
mast yeterlidir. Bu nedenle bu Carleman kestirimi € x (0,7") bolgesinde tanmimli kompakt

supporta sahip olmayan « i¢in gecerlidir.

Herhangi bir I' C 0f2 sinir bolgesinde agir1 belirgin verilerin verilmesi durumunda bagka
bir agirlik fonksiyonuna ihtiya¢ duyulur (Imanuvilov 1995, Imanuvilov and Yamamoto

1998).
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Lemma 2.3.3 T # (0, ' C 9Q herhangi bir (relatif) a¢ik alt kiime olsun. Bu durumda,
eger a;; € CHQ ), 1<4,5 <n (1.2) ve (1.3) i saglarsa

do(CC) > 0, ze€ Q, |Vd0(l‘)| >0, xz€ Q

” a;j(z,t)0;(do)(x)v;(z) < 0, xzed\I, 0<t<T (2.47)
2.

ij=1

olacak sekilde bir dy € C%(Q ) fonksiyonu vardar.

1.2) ve (1.3) ii saglayan her a;; i¢in dy fonksiyonu (2.47) yi saglar, bir bagka deyisle dj
J

fonksiyonu a;; nin secimine bagh degildir.

eAdo(2) erdo(z)
1) =
HT —t) (1) HT —t)

62)‘“dOHc(ﬁ)

wolz,t) = (2.48)

olarak tanimlansin.

Ornek 2.3.2 (.,.), R" de i¢ carpum olmak iizere, keyfi olarak sabitlenmis bir x4 € R™\Q
¢

Q = {zeR":|z| <R},

' = {x€0Q: (x—xo,v(z)) >0}

ve i # j ise a;; = 0 ve a; = 1 ozel durumu ele alindiginda do(z) = |x —x0]2 olarak

alinabilir.

Teorem 2.3.4 Bir \g > 0 sabiti vardwr oyle ki, keyfi X > Ao i¢in bir so(N\) > 0 sabiti
asaqidaki ozelligi saglayacak sekilde secilebilir;

bir C = C(sp \o) > 0 sabiti vardur dyle ki, her s > sy ve (2.42) yi saglayan her u € H*'(Q)
1¢IN,

1
/{— <|8tu\ + Z |0,0;ul ) + s %0, | Vul? 4 s2 A3 \u]Q} e? 0 dxdt
5%
Q

i,7=1
< C’/|Lu]262w°dwdt + Ce’ / (10ul® + |Vul® + |ul?) dSdt
I'x(0,7)

saglanyr. Burada C' > 0 sabiti o9 ve A\ a stirekli bagiml ve s den bagimsiz olup, Ay sabiti

o3 e stirekli bagimlidar.
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Ayrica %, % icin Vu nun ortogonal bilegeni olmak iizere I' x (0, 7T) {izerinde
]Vu|2 = u 2 u :
ov or

seklinde tanimhdir.

Bu teoremin ispati Pw = e**L(e **w) operatoriiniin (2.11) ve (2.12) de tamimlandig
gibi P; ve P, seklinde ayrilmasina dayanmaktadir. Aslinda Boliim 2.2’deki ispat, Teorem

2.3.2 ve Teorem 2.3.4’{in ispatlarindan yararlanilarak yapilmistir.
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BOLUM 3

CARLEMAN KESTIiRIMLERININ PARABOLIK
DENKLEMLERE UYGULAMALARI

3.1 CAUCHY PROBLEMI iCIN SARTLI KARARLILIK

Bu boliimde Carleman kestiriminin bir uygulamasi olarak, parabolik denklem igin teklik
ve sarth kararlilik incelemeleri igin Teorem 2.2.2°de verilen Carleman kestiriminin lokal
versiyonundan yararlanilacaktir. Carleman kestiriminin lokal versiyonu kullanilirken bir
kesme (cut-off) fonksiyonunun tammlanmas: ve Carleman kestiriminin kismi diferensiyel

denklemin bir ¢oziimii ile kesme fonksiyonunun ¢arpimina uygulanmasi gerekmektedir.

' Cc 09, 092 min keyfi bir alt sinir1 olsun. Yani I'; zp € R™ ve p > 0 olmak {izere

bos kiimeden farkl bir {z € R™ : |z — x| < p} N 0N kiimesini igersin.

Parabolik denklem igin bir Cauchy problemi ele alinacaktir:

n

(Lu)(x,t) = Oyu — Z a;;(z,t)0;0;u — Z bi(z,)0u — c(z, t)u=f, (z,t)eQ  (3.1)
k=1

i1 -
ou "
ulrx(0,1) = 9, %|F><(O,T) = Z aij(Ou)v; =h (3.2)

4,j=1

burada a;;,1 <i,j <n (1.2) ve (1.3) ii saglar ve
bi,c€ L™(Q), 1<i,j7<mn (3.3)
oldugu kabul edilir.

Cauchy problemi. u, (3.1) denklemini saglamas: durumunda, bir D C Q bolgesinde

ou
u|pX(O,T) ve a—|[‘><(0,T) kosullar: yardimayla w nun bulunmast problema.
VA

Uygun bir kesme fonksiyonu tanimlanip, problem kompakt supporta sahip fonksiyonlara

indirgemek amaciyla Cauchy sartlarinda verilen fonksiyonlar (Cauchy datalar1) uygun bir
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Sobolev uzayma genisletilerek, v i¢in I x (0, T") {izerinde verilen fonksiyonlar (datalar) ile
bir kararhilik kestirimi elde etmek i¢in bir lokal Carleman kestirimi (Teorem 2.2.1) uygu-
lanabilir. Bu yontem genel bir yontem olup, diger tipteki kismi diferensiyel denklemler
i¢in de gegerlidir (Isakov 2006). Teorem 2.2.1’in uygulanmasiyla agsagidaki énerme ispat-

lanabilir (Isakov 2006, Teorem 3.2.2).

Onerme 3.1.1 d e C*(Q) ve Q da |Vd(z)| # 0, to € (0,T) olmak iizere (z,t) =

d(z) — B(t — to)?* olsun. € > 0 olmak iizere

Qle) ={(z,t) € 2 x (0,T) : Y(x,t) > &}

olarak tanimlansin. Ayrica I' C 0 alt sinary i¢in
Q0) c QU I x (0,1))

olsun. Bu durumda her kiiciik € > 0 i¢in

FO = ||f||L2(Q) + ||g||L2(0,T;H%(F)) + ||g||H1(O,T;L2(F)) + ||h||L2(O,T;H%(F)) + ||h||H1(O7T;L2(F))

olmak tizere
1-0
[l g2 gy < C llullrogg Fy +CFy
olacak sekilde C > 0 ve 6 € (0,1) sabitleri vardur.

Onerme 3.1.1, T' x (0,T) bolgesinde verilen fonksiyonlar ile Q(g) bolgesindeki ¢oziim
i¢in bir kestirim verir ve Q(¢) ve I', d(x) fonksiyonu ile belirlidir. Bir bagka deyisle
Onerme 3.1.1, keyfi bir I" alt simir1 icin, verilen bir bolgedeki ¢oziim icin kestirim yapmak
amactyla kullanilamaz. Ayrica, Teorem 2.2.1 kompakt supporta sahip fonksiyonlar igin
kullanildigindan, kompakt support elde etmek i¢in baz1 genislemelere ihtiyag duyulur. Bu
nedenle, kompakt supporta sahip olmayan fonksiyonlar i¢in bir Carleman kestiriminin
verildigi Teorem 2.2.2’den yararlanarak daha keskin bir kestirim gosterilecektir. Ustelik

bu durumda kararlilik i¢in alt bolgenin se¢imi daha esnek olacaktir.

Teorem 3.1.2 (Sartl Kararlihk) T' C 090, 02 man bos kiimeden farkl keyfi bir alt sinure
olsun. Here > 0 ve ) o C QUT, 090N 08, 9Q nin bos kiimeden farkle agik bir alt kiimesi
ve 02 N OS2 ; I’ olacak sekilde keyfi sinarly bir Qy bolgesi i¢in

1-6
lull g2aoxer—ey < Cllullzog <||f||L2(Q) + 19l oo,y ||h||L2(rx(o,T))>

+C (11 2@y + 190l s ooy + 1ell ooy (3.4)
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olacak sekilde C' > 0 ve 6 € (0, 1) sabitleri vardur.

Yukaridaki teoremde, I' x (0,7) iizerinde u, Vu verildiginde (Cauchy sartlarindan), bir

(6, — ¢) zaman araliginda ©y C Q alt bolgesinde u igin kestirim yapilmaktadir. (3.4)

Y — 0 icin

a

kestiriminden, £ > 0 keyfi oldugundan, Lu = 0 ve I x (0,7) iizerinde u =

Q x (0,T) bolgesinde ¢oziimiin tekligi elde edilir.

Bu bir gesit i¢ kestirimdir ve genellikle i¢ kestirimler Holder tipinde kararliliklar: ifade
eder. Teorem 3.1.2’de u igin bir kestirim yapmak i¢in bir 6nsel (apriori) smurm, [|ul| g10(q) »

kabul edilmesi gerekir. (3.4) kestirimine bir gsarth kararlilik kestirimi denir.

ispat. Onerme 3.1.1’den farkl olarak, burada bir I" alt smir1 ve bir Qg alt bolgesi verilmis
ve I' x (0, T) iizerinde verilen Cauchy sartlar yardimiyla Qg x (¢, T — &) bolgesinde ¢ziim
icin bir kestirim yapilmasi istenmektedir. 2y ve I' nin geometrik yapisindan dolayi, uygun
bir ¢ agirlik fonksiyonunun yani d(z) in segilmesi gerekir. Bunun igin ilk olarak siniri

diizgiin olan smirl bir 2; bolgesi

olacak sekilde secilir. Burada Q, 9QNQ = T olmak tizere Q ve Q bolgelerinin birlegimi ile
0 \Q bos kiimeden farkli bir acik kiime icerecek sekilde olusturulur. @y C Q;\Q olarak

secilip Lemma 2.3.1'in uygulanmasiyla

dlx) > 0, z€y, dx)=0, z¢€d
Vd(z)] > 0, 2€Q,NQ (3.6)

ozelliklerini saglayan d € C?(€);) secilir.

Qo C Q4 oldugundan
4 —
{:U €O :d(x) > N HdHC(Ql)} NQ D QY (3.7)
olacak gekilde yeterince biiyiik bir N > 1 segilebilir. Ayrica 5 > 0
26¢* > |ldll ¢ ayy > Be? (3.8)

olacak sekilde secilmigtir.
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o € [\/55, T — \/55} keyfi olarak sabitlensin. Sabitlenmig bir A > 0 biiyiik parametresi ve

p(x,t) = d(x) = B(t—1to)* igin p(z,t) = X1 ve iy, = exp (A <% el o) — %)) k=
1,2,3,4ve D = {(z,t) : 2 € Q,¢(z,t) > 1y } olsun. Bu durumda

Q(]X(to—\/gﬁ,to—f—\/gﬁ)CDCQX(tO—ﬁ&“,tO—{—ﬁS) (39)

oldugu gosterilebilir.

Bunun igin ilk olarak, (z,t) € Qg X (to — ot t \/LN) olsun. Bu durumda (3.7) den

r€Qved(r) >+ |d[|c@y) olur ve boylece

pe?

d(z) = Bt —t0)* > — lldll o) — N

yani o(z,t) > p, elde edilir, bu ise tamimdan (x,t) € D olmasi gerektirir.

Ikinci olarak, (z,t) € D oldugu kabul edilirse d(z) — 8(t — t0)? > + ldllc@r — %2

olur ve boylece

1 552
il — ~ Wl + 2 > (¢ — tof

elde edilir. (3.8) in uygulanmasiyla 2 (1 — &) 552—1—% > B(t—tg)?, yani 20e? > B(t—to)?

elde edilir. Boylece (3.9) un dogru oldugu gosterilmis olur.

Ayrica

0D C X1 UEQ,

Y1 C I'x(0,7), Yo={(z,t):x€Q ¢(x,t)=p} (3.10)

olur. (z,t) € D olsun. Bu durumda z € Q ve ¢(x,t) > p, olur. € 90 ve r €
durumlar1 ayr ayri ele alinacaktir. Ilk olarak z € Q2 olsun. ¢(z,t) > p, ise (z,t), D nin

bir i¢ noktas: olacagindan, x € Q ise p(z,t) = p, dir.

Ikinci olarak z € 99 olsun. z € IN\T ise (3.5) teki tigiincii sarttan x € 9Q; ve (3.6)

daki ikinci sarttan d(z) = 0 olur. Diger taraftan p(z,t) > p, olmasi durumunda

pe

1
d(w) = B(t = to)* = =Bt = t0)* = 5 Il o) —
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yani 0 < B(t—to)* < & <ﬁg2 - Hd“C(QT)) oldugu goriiliir, bu ise (3.8) den dolay1 miimkiin
degildir. Boylece x € T oldugu elde edilir ve (3.9) yardimiyla (3.10) un dogru oldugu gos-

terilmis olur.

D de uygun sabitlenmig A > 0 i¢in Teorem 2.2.2 uygulanacaktir. Bundan sonraki kisimda
C >0, A ya bagh s den ve g, h ,u nun se¢giminden bagimsiz genel sabitler i¢in kullanila-
caktir. dD\(I'x (0, 7)) tizerinde herhangi bir bilgi verilmedigi i¢in bir kesme fonksiyonuna
ihtiya¢ duyulur. y € C*°(R"*!) fonksiyonu 0 < y < 1 ve

x(z,t) = (3.11)
olacak sekilde tanimlansin ve v = yu olsun. Bu durumda D de

i=1

ij=1 ij=1

olur. (3.10) ve (3.11) den X5 de
v=1|Vo|=0

olur. Boylece Teorem 2.2.2°den her s > s icin

1 n
/ {g (|aw|2 +) |aiajv|2) + 5 |Vo|* 4 & |v|2} 2 dxdt
D

3,j=1

/

< c / fretedudt+C | [Yu—2 ay (9:x) dju
D

P ij=1
n n 2
— (Z aijaiajx> u— ( biaix> u| e*Pdxdt
ij=1 i=1
—I—C’ecs/ (100)* + |Vo* + |v]?) dSdt (3.12)

31

elde edilir. (3.11) den, esitsizligin sag tarafindaki ikinci integral ancak p, < o(z,t) < pg
olmas1 durumunda sifir olmaz ve bu nedenle

n ij=1 ij=1 i=1

< O |full o

2P dxdt

Q)
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olur. (3.7) den ve D nin tamimindan, (x,t) € Qy X (to — \/‘E—N,to + ﬁ) ise p(x,t) > py

oldugu direkt olarak gosterilebilir. Boylece (3.9) ve (3.11) dikkate alinarak

1 n
/ {g <|atv|2 + Z |ai8jv]2> +5|Vol* + §° |v|2} e**?dxdt
D -

i,7=1
o+\ﬁ N
/ /{ <|8tv]2 + Z ]@-@-vﬁ) +5|Vu]* 4 &3 |v]2} e dxdt
R ij=1
0+\ﬁ "
> 2t / /{ <|atu\2+ > \al-ajuﬁ) + 5 |Vul’ + 5° |u\2}dazdt
R i,j=1

oldugu goriiliir. Bu durumda (3.12) den

0+\F n
/ / { <|atu\2+2\aiaju|2)+s|Vu|2+s3|u\2}dxdt

i,7=1

< C/fze%“’dxdt + Ce?sHs ||u|]§{1,o(Q)

+Ce’* / (10w]? + [Vl + |v]?) dSat
I'x(0,T)
elde edilir.
F = ||f||L2(Q) + ||9||H1(Fx(0,T)) + ||h||L2(F><(O,T))

olarak tanimlanir ve

/ |Vo|* dSdt < 2/ (X2 [Vul® + |Vx|*u?) dSdt

I'x(0,T) I'x(0,7)

oul®> |ou
< 2=
< c / (\u| o 4|2 )det
I'x(0,T)

oldugu dikkate alinirsa her s > sq i¢in

to+

N
/ /{|8tu| £S5 00 + VP + }dxdt

i,5=1

to— \/7

< Cse20w1) ||y||% 0 ) + OO F?

elde edilir. sup,. se~*(ma—t3) < o0 oldugundan e 2*(#a=#3) icin sag taraftan Ce~*

ile kestirim yapilabilir. Ayrica C ile C'e®* yer degistirilirse her s > 0 icin

2 —s — 2 s
leall 2.1 21 < Cem 0= |[u|[21 0 ) + CeC F2

e tot %)
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Burada (' sabiti ayn1 zamanda ¢y dan da bagimsizdir.

(3.13) te V2e + e < T - V2 < V2 + % < T olacak sekilde to = v2¢ + Ljv’
7 =0,2,...,m secilip, j ye gore toplam alindiginda, /N nin yeterince biiyiik oldugu dikkate

alinarak ve v/2¢ ile € yer degistirilerek, her s > 0 icin

— sy — 2 s
”uHH?vl(Qox(s,T—s)) < Cemshamia) HUHHLO(Q) + CeF? (3.14)

elde edilir.

Bu durumda ilk olarak F' = 0 kabul edilir ve (3.14) te s — oo i¢in limit alimirsa Qg x

(e,T —¢) da u = 0 olur ve Teorem 3.1.2’deki sonucun dogru oldugu goriiliir.

Ikinci olarak F' # 0 olsun. F > [ 2.1 () olmast durumunda (3.14) ten s > 0 igin
wll 2 (o x (e r—e)) < Ce“*F olur ve ispat tamamlamr. F < [wll 2.1 (@) olmast durumunda

s> 0, (3.14) iin sag tarafini minimum yapacak sekilde, yani

e~ 5(ha—ns3) HUH?LII,O(Q) — Csp2

egitligi saglanacak gekilde segilsin. F' # 0 oldugundan

2 1 ||u||H1’0(Q)

s = og >0
C+ g — 113 F

olarak segilebilir. Bu durumda (3.14) ten

€  mams
lull s o eir—ey < 2 lulliig® Fomas

elde edilir. Boylece Teorem 3.1.2’nin ispat1 tamamlanir. =

Daha iyi bir kestirim yapmak amaciyla kompakt supporta sahip olmayan fonksiyonlar icin
verilmis olan Teorem 2.2.2’den yararlanilmigtir. Kompakt supporta sahip fonksiyonlar
icin bir Carleman kestirimi kullanilmas1 durumunda, g ve h fonksiyonlarinin H|ry o = ¢
ve gy_Ii’FX(O’T) = h olacak sekilde @) bolgesinde H fonksiyonlarina genigletilmesi gerekir.
@ = u — H olarak tammmlanir ve (3.11) ile tamimlanan y fonksiyonu kullanihirsa Cauchy

problemi icin Onerme 3.1.1’de verilen kararlilik kestirimi elde edilir.
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3.2 TERS KATSAYI PROBLEMI iCiN LOKAL HOLDER KARARLILIGI

Owu = div(p(x)Vu(z,t)), (z,t) € Q (3.15)

denklemi icin bir ters katsay1 problemi ele alinacaktir. 0 < ¢y < 7" herhangi sabitlenmis

bir deger ve I'g = 0y N 0N bir alt simir olmak {iizere 2y C 2 bir alt bolge olsun.
Bu durumda ele alinacak olan ters problem asagida tanimlanmistir.

Ters katsay1r problemi. € da wverilen u(.,to) ve ulrgxo1), Vilrgxor) yardimayla

p(z), x € Q katsayisinin bulunmase problems.

Bu boliimde amag yukarida verilen ters katsayr problemi icin teklik ve kararliligin ince-
lenmesidir. Boliim 2.3’te verilen global Carleman kestirimleri ile 2 bolgesinde global Lip-
schitz kestirimi elde edilirken, Boliim 2.2’de verilen lokal Carleman kestirimleri yardimiyla

katsayinin belirlenmesi i¢in Holder tipinde lokal kestirim elde edilir.

u, (3.15) denklemini ve v,
O = div(q(z)Vu(x,t)), (z,t) € Q (3.16)

denklemini saglasin. Bilinmeyen p, ¢ katsayilar1 i¢in uygun bir ¢oziim kiimesi olarak,

M > 0 herhangi bir sabit olmak iizere
A= {p € C?*(Q):Qdap>0, 1Pllc2@y < M} (3.17)

tanmimlansm. Yani bilinmeyen katsayilar C?(Q) )-normlar ile diizgiin smirh olsun. Ayrica
u ve v ¢oziimleri yeterince diizgiin olsun, boylece ¢ ye gore istenilen mertebeden tiirevleri

aliabilir.

Teorem 2.2.2 ile verilen Carleman kestiriminin uygulanmasi icin, bir agirhik fonksiyonu
ve bu agirlik fonksiyonu tarafindan belirlenen bir alt bolge tammlanir. 2’ = (2o, ..., x,),
x = (x1,2") € R™ ve baz1 vy > 0 ve § > 0 i¢in
/ 1 12 0
Q) =q(@,2):0<z < —=|2'|"+ = (3.18)
v Y
olsun. (49) € Q ve I'y C {x1 = 0} oldugu kabul edilsin. Verilen bir Q i¢in Bolim
3.1’deki yontem agirlik fonksiyonu igin 6zel bir d secimiyle uygulanabilir, ancak burada

basitlik igin bolge 2(d) formunda ele alimacaktir.
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Agirlik fonksiyonu

oz, t) = @Dz, t) = —yzy — |2)F = B(t — t)? (3.19)

olarak alimacaktir. Daha genis bir 2(d) bolgesinde kararlihg ispatlamak icin agirhik
fonksiyonu olarak, m € N olmak tizere 1(z,t) = —yx; —|z/|"" — f(t—to)? gibi farkh seim-

ler de miimkiindiir, ancak burada (3.19) da verilen basit bir agirlik fonksiyonu se¢ilmigtir.

0 > 0 icin
Q) = {(x,t) sz > 0,0(z,t) > e_’\‘s}
= {(z,t) : 21 > 0,¢(x,t) > =6} (3.20)

olsun. Bu durumda Q(d) N {t =t} = Q(6) olur. >0 ve § > 0,

[ uer 8 o

olacak sgekilde secilsin. 2(46) C Q oldugundan ((49) C @ olur.

y=u—-v, f=p—q, R=v, (z,t)eQ

olsun. Bu durumda

Oy = div(pVy) + div(fVR), (z,t) € Q (3.22)

olur. y kompakt supporta sahip olmadigindan bir kesme fonksiyonunun tanimlanmasi

gerekir. Q(40) D Q(35) D Q(20) D Q(6) oldugundan, 0 < x <1 ve

x(w,t) = b0 eQ) _ (3.23)
0, (z,t) € Q(40)\Q(30),

olacak gekilde bir y € C*°(R"*!) kesme fonksiyonu vardir.

u ve v nin yeterince diizgiin olusundan

21=X0y, Z2:Xat2?J
tanimlanabilir ve direkt hesaplamalar yardimiyla

Oz — div(pVz,) = xdiv(fVO;R) + (9ix) (0Fy) — p (Ax) 8}y
—2p(Vx).V (3Fy) — (Vp.Vx)OFy, k=1,2 (3.24)
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elde edilir.

Ge(Vaux, AX)(x,) = Gula,t) = (9x) (9Fy) — p(Ax) Oy
—2p(Vx).V (8fy) — (Vp.Vx) Oy, k=12 (3.25)

olarak alinirsa

Vaeix(x,t) = Ax(z,t) =0ise Gg(z,t) =0
|G1(z, )| + |Ga(z,t)] < C (Z |OFy(x, t)| + \vafy(x,m) (3.26)

oldugu goriiliir. Ayrica (3.18) ve (3.23) ten

2z =1|Vz| =0, (x,t) € 9Q(46)\ (T'y x (0,7)), k=12 (3.27)
olur.
3 2

F? = Z ”@tk (u— U)HLQ(I‘OX(O,T))

k=1

2 2 2
+ Hﬁatk(u—v) +‘£8f(u—v)
= \llov L2roxomy)  NOT L2(Tox(0,T))

olarak tanimlansin. Boylece, A > 0 biiyiik olarak sabitlenirse Teorem 2.2.2’den her biiyiik

s > 0 i¢in

1 n
/ (E > 100 + 5[Vl + s3z,§> e dxdt
Qu) \ S 55

<C / | div(fVOFR)[* e dudt
Q1)

+C / G2e*Pdxdt + Ce“ F?, k=1,2
Q(45)

elde edilir.

Ve = (Vx) 0fy + xVyy

ve

0,0;21, = Xaiajafy + (9ix) (ajafy) + (95x) (51‘559) + (0;0;x) (@fy)
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oldugundan her biiyiik s > 0 icin

1 n
/62(45) v (g 2 00,08 + 5 [Vory[ +5° \@fﬁ) e dxdt

ij=1

< C’/Q( ; X2 (|Vf|2 + f?) e**?dadt + Ce“* F?
4

1 n
+C /62(45) (g ST 10xI? |950Fy|” + 10x1 |00y |” + 10:0,x1” |0Fy|”

,j=1

1G24 5|y {afyf) eXPdudt, k=1,2

elde edilir. (3.23) ve (3.26) dan

/ X’ <1 Z |3¢8j8£€y|2 + 5 ‘V@fyf + s ‘8fy‘2> X dxdt
Q(49) 5

ij=1
< C/ (’V (Xf)‘Q + |Xf’2) e dxdt + Cs*M2e*M + CeP F?,
Q(49)
oldugu goriiliir, burada

1
{ M= o b (IV0k ]y + 990kl ) T+ .
Hq

= e 2 > .

(3.28)

Boylece her biiyiik s > 0 icin

/62(45) X2 (Z (’@@afy‘z + |ai8j8ty|2> + 52| VRy’

ij=1
+52|Voy|* + s* lﬁfyf + s |8ty|2) e**Pdxdt

< C / s (IV (XA + IxfP) e2dadt + Cs* Mie* + Ce“ F?, (3.29)
elde edilir.
a(z) = (u—v)(z,to) = y(x,to), blx)=uv(x,ty), x€ (3.30)
olarak tamimlanirsa (3.22) den

div(fVb) = ow(., to) —div(pVa),
Vdiv(fVb) = Vow(., tg) — Vdiv(pVa), x€Q
olup, boylece

div(xfVb) = x0w(., to) — xdiv(pVa) — Vx.fVb
0; div(x fVb) = x0:0y(.,to) + (0ix) Oy (., to)

—0;(xdiv(pVa)) — 0; (Vx.fVDb) (3.31)
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elde edilir. Ayrica (3.23) ve (3.26) yardimiyla, (3.31) den

/ (|d1v(Xbe)| + |V div(x fVb)| ) 250(,t0) ]
Q(49)

< C/ Xz, to) (|3ty(x,to)]2 + |Voy(z, tU)F) o259(,t0) .
(49)

+CMPe™" + Ce |lallfs 0 (3.32)

elde edilir.

7 = 0,1 olmak {izere

XV (9ry) e HHI(Q (45))

- /( (|at (XVJ (Ory) e*%) |2 - \V (ij (Dry) %) ‘2 T |ij (Ory) €s¢‘2> ¢**Pdudt
Q(46)
i¢in kestirim yapilirsa (3.23) ve (3.29) dan her biiyiik s > 0 igin

HXV] Ory) e ”Hl Q(49))

< /  (IV7 @) + 52 V7 @) + V7 (0)[*) et
Q(49)
+C/ (101" + 1VxI*) + |V (8ty)‘262wdxdt
Q(49)

< C/( | S (‘Xf’2 + |V (Xf)|2) e*Pdxdt + Os* MEe*M + CesF?,
Q46
j = 0,1

olur. €(49) bolgesinde iz teoremi uygulanir ve
Q49) N {t =to} = Q(40)

oldugu dikkate alinirsa her biiyiik s > 0 ic¢in
/ (@, to) (10, t0) > + VO (x, t0)|*) e2#@0)
9(45)

< CZHXV] Ory) e HHI Q(48))

7=0
S C/( )S(|Xf|2—|—|v (Xf)|2) €2s<pdxdt+OS2M12€25“1 +C@CSF27
Q46

Jo= 0l (3.33)
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olup, (3.32) ve (3.33) ten

/ (]dlv(Xbe)] + [V div(xfVD)| ) 259 (@:t0) (-
Q(49)

IA

C [ s+ IV )P s
Q(49)
+Oe <F2 + ||@||12L13(Q(46>>> +Cs* Mye* (3.34)

elde edilir. ||f]||? s icin sol taraftan kestirim yapilmasi gerekmektedir. Bunun icin
birinci mertebeden klsml diferensiyel operatorii icin e?*#(@t) agirhik fonksiyonunun yer

aldig1 bir kestirime ihtiya¢ duyulur.
Lemma 3.2.1
(Pog)(x) = div(gVb), x € (40)

olsun ve

YO b(z) +2> 0 5 (0ib)x; <0,  x € Q(40),

(3.35)
01b(0,2") >0, (0,2") € Ty

kabul edilirse her biyik s > 0 ve 02(40)\ {x1 = 0} dzerinde |g| = |Vg| = 0 olacak sekilde
her g € H? (2(49)) igin

[ (g + ) o0
Q(49)

< C /Q w (IV(Pog)(2))[* + |(Pog)(2)[) =40 dex (3.36)

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardar.
Genel durum agagidaki lemmada verilmistir.

Lemma 3.2.2 Q C R", 0Q sy dizgiin olan sinarl bir bolge ve v = (vq,...,v,), 09

simarinan dig normal vektori olmak tizere
(Pog)( Zp] ) + polz)g(x),

birinci mertebeden kismi diferensiyel operatéri ele alinsin, burada py € W(Q), p; €

CYQ), j=1,...,n dir. p, € CY(Q) fonksiyonunun

ij )00 >0, x€Q (3.37)
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ozelligini sagladign kabul edilirse, her s > sy wve

Vgl = g = 0, { e 00: > pi(a), > o} (3.38)
j=1

ozelliging saglayan g € H*(Q) i¢in

/ s> (|(Vg)? + g7) e?2rto)da < Cl/ (IV(Pog)|? + | Pog|?) €**%0da
Q Q

olacak sekilde s; > 0 ve Cy = C1(s9,2) > 0 vardar.

Bu lemmanin ispat1 (Yamamoto 2009)’da verilmigtir. Lemma 3.2.2’de 2 = Q (49), p; =
b, 1 =1,....n, py(z) = exp(A(—yx1 — |2/[*)) olarak almrsa (3.35) yardimyla (3.37) ve

(3.38) elde edilir ve Lemma 3.2.1 ispatlanmig olur.

Lemma 3.2.1, xf ve Pog = div(¢gVb) i¢in uygulanirsa (3.34) ten her biiyiik s > 0 i¢in
[ (T QAP+ WPy eie < [ (9 P+ ) o
+CeC (F2 + lalsapuny ) + Cs* M
elde edilir.
olx,t) <z, ty), z€Q, 0<t<T, (3.39)
oldugundan
57 / (IV )P+ [xfI?) ee@dz < CsT / (IV )P+ [XfIP) et dadt
Q(46) Q(49)
+Ce% (F2 + |alfsaqy ) + C5* M3

oldugu goriiliir ve s > 0 parametresi s > sy olacak sekilde yeterince biiyiik secilirse

esitsizligin sag tarafindaki ilk terim sol tarafa dahil edilebilir ve her s > sq i¢in
[ (TN + ) e
Q(45)
S CeCs <F2 + HCLH?{3(Q(45))) + CS2M12€28!L1

olur. F2=F?+ HaHH3  olsun. Q(8) C Q(40) ve x € Q igin *#(**) > 1 oldugundan,
(3.23) ten her s > s i¢in

628€>\5/ (|Vf|2 + |f|2) dr S / (lv (Xf)|2 + |Xf|2) 628<p($,to)dx
Q(9) Q(49)

< Ce“ F}+ CMEe*m
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elde edilir. j, = e olarak tamimlanirsa her s > s; igin
/ (IVf1? + | fP) dv < CeC*FE + CMie2(ra=m) (3.40)
Q(9)

olur, burada i, — p1; > 0 dir. e©*0 ile C' yer degistirilirse her s > s¢ i¢in (3.40) elde edilir.
F} # 0 oldugu kabul edilebilir ve s > 0, (3.40) 1n sag tarafin1 minimum yapacak sekilde

secilebilir:
€CSF12 — M12€*25(H2*H1)7

yani

2 | M,
5= .
C'+2(py — ) £y

Bu durumda (3.40) tan

2(p2—p1)

C
11l i1y S V2O MTHO27D pEFREamm

elde edilir. Bu kisimda elde edilenlerin sonucu olarak asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.2.3 u ve v swraswyla (3.15) ve (3.16) w1 saglasin. 0 < 6 < & igin Q(§') C Q

ve I'y C {z1 = 0} olsun.

2
Z (Hafu”LOO(Q) + HanHLOO(Q) + HvaquLOO(Q) + ”VanHLoo(Q)) <M

k=0

oldugu kabul edilsin ve A ve Q(0), § > 0 olmak tizere (3.17) ve (3.18) ile tanamlansin.
Ayrica b = u(.,tg) veya b = v(.,ty), (3.35) sartlarima saglasin. Bu durumda § € (0,0")

icin, p, q € A olmak 1izere
Ip=dliney < CM {0 =) (t0) | sqae)

3
+ Z Hatk (u— U)HLz(rox(o,T))
k=1

2
+ Z gak (u— )
—~\llov K

L2(Tox(0,T7))

0
(3.41)
L2 (FO X (0,T))> }

olacak sekilde C > 0 ve 0 € (0,1) vardar.

0
+ Haﬁf (u—v)
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Q(0) da yapilan kestirimde daha genig bir € (4") bolgesinde ¢t = ty > 0 igin ¢bziim
hakkinda bilgi verilmesi gerekir. Teklik icin ise boyle bir genis kiimeye ihtiyag yoktur,
yani yukaridaki yontem teklik sonucunu verir: Eger u = v, Iy x (0,7) de Vu = Vv

ve (6) da u(.,to) = v(., o) ise x € Q2 () igin p(x) = g(z) olur.

Bilinmeyen katsayilar ve ¢oziimler uygun normlar ile énsel (apriori) sinirh bir alt kiimede
verilmig ise katsayilar igin (3.41) kestirimi saglanir ve (3.41), ters problem igin sarth
kararhlik kestirimi olarak adlandirilir. (3.41) deki § kuvveti M 6nsel sinirina baghdir ve

M — oo iken § — 0 olur, yani M biiyiidiikge (3.41) kestirimi zayiflar.

Uyar1 3.2.1 Yukarida verilen yontem Ty wn herhangi bir alt sinir olmast durumunda
Holder tipinde bir kestirim elde etmek i¢indir. Diger taraftan 0Q2x (0,T) dzerinde (sinirin
tamamanda) bir kosul verilmesi durumunda herhangi bir Ty alt stnmirindaki Cauchy sarts
yardvmayla (3.35) gibi uygun pozitiflik sart altinda Lipschitz kararlilige elde edilebilir. p(x)
katsaipsing belirlemek amaciyla Q2 tizerinde Lipschitz kararhihgina ispatlamak i¢in Teorem

2.3.2 ve Teorem 2.3.4 ile verilen global Carleman kestirimleri uygulanabilir (Yamamoto

2009).
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