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Bu tezde ilk boliim; tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere ayrilmistir. Bu

boliimde baz1 fonksiyon uzaylarinin genel 6zellikleri tanitilmagtir.

Ikinci boliimde ise dogrusal pozitif operatorlerin genel 6zellikleri verilerek C[a, b], C,(R™),

B, (R™) uzaylarinda Korovkin tipli yaklagim teoremleri verilmistir.

Ucgiincii boliimde C[a, b] ve C, [0, ) uzaylar igin klasik anlamda siireklilik modiiliiniin

genel ozellikleri verilmistir.

Dérdiincii boliimde ise, Cy,, uzay: tanimlanarak bu uzaym bir alt uzayr olan CJ,, uzaymda
Korovkin tipli bir teoremin varligi kanitlanarak C,,, uzayinda benzer bir teoremin gecerli
olmadig1 kanitlanmistir. Daha sonra CY,, agirlik uzayida siireklilik modiilii tanimlanarak bu

uzaydaki fonksiyonlara literatiirde Gadjiev-Ibragimov operatdrii olarak bilinen operatdrle
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yaklagim yapilmistir. Gadjiev-Ibragimov operatdriiniin n.momenti i¢in bir esitlik kanitlanarak

stireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hizi arastirilmastir.
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The first chapter in this thesis is devoted to fundamental definitions and theorems In this
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In the second chapter general properties of linear positive operators are given, and
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BOLUM 1

GIRIS

Fonksiyonlar teorisinin en ¢ok uygulamasi olan dali yaklasimlar teorisidir. Ejve E,
dogrusal normlu fonksiyon uzaylar1 E; € E, ve (4,),en, E1 den E, ye doniisiim yapan
dogrusal pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Bu durumda f € E; olmak tizere A, f € E;
olacagindan (A, f)en dizisi E, uzayinda bir dizidir. O halde yaklagim problemi (A4, f),en
dizisinin E; normuna gore f ye yakinsamasinin arastirtlmasidir. Yani hangi kosullar

altinda lim,, o, ||4, f — fllg, =0, (f € E;) esitliginin saglanacag: arastirilmalidir.

Bu alanda Weierstrass, P. P. Korovkin, H. Bohman ve T. Popoviciu énemli ¢alismalar
yapmis olup dogrusal pozitif operatdrlerin diizgiin yakinsakligini belirlemek igin basit ve
kolayca kontrol edilebilecek kriterler olusturmuslardir. Bu yontem geregi dogrusal pozitif
bir (L,) operatorler dizisinin kapali ve smurli bir [a,b] araliginda siirekli bir f
fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi icin gerekli ve yeterli kosul m = 0,1,2 olmak tizere x™

seklindeki ti¢ test fonksiyonu i¢in diizgiin yakinsamanin gegerli olmasidir.

Oysa Szasz, Gadjiev-ibragimov operatdrleri gibi birgok operatdér sinirsiz araliklarda
tanimlandigindan ~ bunlarin  ancak  agiwlikli  uzaylardaki  yaklasim  ozellikleri

incelenebilmektedir.

1974 yilinda A.D. Gadjiev C, agirlikhi uzayindan B, uzayma doniisim yapan (L)
dogrusal pozitif operatdrler dizisinin m = 0,1,2 olmak iizere
limy o l|Ly (£7, %) = x™ ||, = 0
seklindeki ti¢ kosulu saglamasina ragmen
limy, e 1Ly, (f, ) = f (O, = 0
esitligini saglamasi gerekmedigini kanitlamistir. Yine Gadjiev bu ¢alismasinda yaklagimin

gegerli oldugu €, nun uygun bir alt uzayini olusturmustur.



Bu calismada ilk boliim bazi fonksiyon uzaylarinin genel 6zellikleri tanitilmaya ayrilmistir.
Ikinci ve {igiincii béliimde ise dogrusal pozitif operatorlerin genel ozellikleri verilerek

Cla,b], C,(R™), uzaylarinda Korovkin tipli yaklasim teoremleri verilmistir. C[a,b] ve

C, [0, 0 ) uzaylari igin klasik anlamda siireklilik modiiliiniin genel 6zellikleri verilmistir.

Dérdiincii boliimde ise, Cp,, tamimlanarak bu uzaym bir alt uzayr olan CJ, uzaymda
Korovkin tipli bir teoremin varligi kanitlanarak C,,, uzayinda benzer bir teoremin gegerli
olmadig1 kanitlanmistir. C3,, agirlik uzayinda siireklilik modiilii tanimlanarak bu uzaydaki
fonksiyonlara literatiirde Gadjiev-Ibragimov operatorii olarak bilinen operatorle yaklasim
yapilmistir. Gadjiev-Ibragimov operatoriiniin n.momenti igin bir esitlik kanitlanarak

stireklilik modiilii yardimiyla yaklagim hizi arastirilmistir.

1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tezde kullanilacak temel tanim ve teoremlere yer verilecektir. 1.1 kesimdeki tanim

ve teoremler (Coskun E 2002) den alinmustir.

Tamm 1.1.1

D c R olmak iizere f: D — R doniisiimiine D iizerinde gercel degerli bir fonksiyon denir.
Tamm 1.1.2

Ny dan R’ ye olan doniisiimlere gercel sayilarin bir dizisi adi verilir. Dizi i¢in (a,, ) gosterimi

kullanilacaktir.
Tanim 1.1.3

(a,,) gergel sayilarin bir dizisi ve a € R olsun. Eger her & > 0 igin bir ny(€) € N sayisi var
ve her n = ngy(¢) igin
la, —al <&

oluyorsa (a,) dizisi a gergel sayisina yakinsaktir denir.



Tanim 1.1.4

Her n € N i¢in |a, | < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa (a,,) dizisine smrlidr

denir.

Teorem 1.1.1 (Bolzano Weierstrass Teoremi)

(a,,) smirh bir dizi olsun. Bu durumda (a,,) dizisi yakinsak bir alt diziye sahiptir.
Tamm 1.1.5

D c R olmak iizere f: D — R herhangi bir fonksiyon ve a € D olsun.

lim f(x) = f(a)

x—a

esitligini saglayan f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir. D nin her noktasinda

stirekli olan fonksiyona D iizerinde siirekli fonksiyon denir (Coskun 2002).

Tamm 1.1.6

f:D = R fonksiyonu verilmis olsun. Eger her € > 0 i¢in en az bir § > 0 sayisi var ve

|x —y| < § olan her X, yED icin lf(x)—fyl<e esitsizligi
saglamyorsaf fonksiyonuna D kiimesi {izerinde diizgiin siireklidir denir.

Teorem 1.1.2

Kapal1 ve sinirl aralikta tanimli siirekli her fonksiyon diizgiin stireklidir.

Teorem 1.1.3

f:la,b] = R fonksiyonu her x € [a, b] i¢in siirekli ise f, bu aralikta maksimum ve

minimum degerini alir.



Tanim 1.1.8

f:D — R sinirh fonksiyonu i¢in
I£1l == sup{lf ()]:x € D} = & 1f ()]
I£1l == sup{lf ()]:x € D} = & 1f ()]

seklinde tanimli negatif olmayan ||f|| gercel sayisina f'nin normu denir.

Tanim 1.1.9

Bir f:D — R fonksiyonu i¢in f (D) goriintii kiimesi siurl ise f fonksiyonuna sinirlidur

denir.

Teorem 1.1.4

f,g: D = R sinirli fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda asagidaki kosullar gecerlidir.

DIfl=0e f=0
ii) Her « € Rigin ||laf|| = |a|lIf]|
il f+gll < IFI+lgll

Tanim 1.1.10

Her n € N i¢in f,: D — R fonksiyonlar1 verilmis olsun. Bu durumda (f;,) dizisine D c R

kiimesi tizerinde taniml1 fonksiyonlar dizisi ad1 verilir.

Tanim 1.1.11

n € Nigin f,,: D = R fonksiyonlar1 verilsin. Her € > 0 igin bir N = N (¢&)say1s1 var ve her
x €D,n=>N i¢in

i) = f()| <e

oluyorsa (f,) fonksiyon dizisine, D iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir.



Teorem 1.1.5

Gergel sayilar kiimesinin bir E alt kiimesi tizerinde tanimli fonksiyonlarin bir (f;,) dizisi

verilsin. Her x € E ven > p i¢in

/() = (0] < a

esitsizligi saglanacak sekilde sabit bir p dogal sayisi ve sifira yakinsayan bir (a,) sayi
dizisi bulunabiliyorsa (f;,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna E tizerinde diizgiin yakinsar

denir.

Uyan 1.1.1

n € N olmak fizere f,: D — R fonksiyonlar verilmis olsun. Bu durumda (f;,) fonksiyon

dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

limy o || fr, () = ()| = O

olmasidir.

1.2 KAPALI ARALIKTA TANIMLI SUREKLI FONKSIYONLAR UZAYI

Tanim 1.2.1

[a, b] kapali araliginda tanimlanmig ve araligin tiim noktalarinda siirekli olan fonksiyonlar
uzayma sonlu aralikta siirekli fonksiyonlar uzay: denir. Cla, b] ile gosterilir ve kisaca
Cla,b] = {f: f,her x € [a, b] i¢in siirekli} seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu ve Haciyev
1995).

Tanim 1.2.2

f:R - Rve f, [a, b] de siirekli olsun.
Cla, b] uzayinda norm;

Ifllcian = a2xS|f ()]

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).



Onerme 1.2.1

f lciap) = asxeplf ()] seklinde tanimli fonksiyon agikga norm kosullarmi saglar

(Coskun 1997).
Onerme 1.2.2

(fn(x)) c Cla, b] olsun. f,(x) fonksiyon dizisinin g(x) ’e diizgiin yakinsamasi igin
gerekli ve yeterli kosul her

x € [a,b] ve M > 0 olmak lizere sifira yakinsayan bir ¢, dizisi igin,

|fn(x) — g(0)| < Me,
olmasidir (Coskun 1997).

1.3. SONSUZ BOLGEDE TANIMLI SUREKLi VE SINIRLI FONKSiYON
UZAYLARI

Tanim 1.3.1

p, R’de taniml1 artan ve siirekli bir fonksiyon olmak tizere her x € R i¢in p(x) = 1 olsun.
Ayrica p fonksiyonu lim, 5. p(x) = o kosulunu saglasin. R’de

F @] < Mpp(x)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayma Bp(R) uzay: denir ve kisaca

Bp(R) = {f:Vx € Ricin |[f(x)| < Msp(x), f: R > R} (1.3)

seklinde gosterilir.
Tanim 1.3.2

B, (R) uzayindaki siirekli fonksiyonlarin uzayma C, (R) uzay: denir. Bu uzay,
C,(R) = {f:f € B,(R)ve f, R'de siirekli}

seklinde gosterilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

B,(R) ve C,(R) uzaylarina ‘Agirlik Uzaylar:’ denir.



Tanim 1.3.3

B, (R) ve C, (R) agirhikli uzaylar i¢in norm;

_ sup If ()l

biciminde tanimlanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Uyan 1.3.1

Bu caligmada kisalik olmasi bakimmdan B,(R) =B, ve C,(R) =C, gosterimleri

kullanilacaktir.
Onerme 1.3.1

Her n € N i¢in B, uzayinda ( fn (x)) C B, fonksiyonlar dizisi tanimlansin.
(f») fonksiyonlar dizisinin B, uzaymnda sifir fonksiyonuna yakinsamasi igin gerekli ve

yeterli kosul €, sifir dizisi olmak tizere her x € R i¢in
1 ()] < €,p(x)
esitsizliginin saglanmasidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Uyan 1.3.2

f € B,(R) olsun. Bu durumda ||f1|,, ifadesi sonludur.






BOLUM 2
LINEER POZITIF OPERATORLER

Bu boliimde dogrusal pozitif operatorlerin genel yapisi tanitilarak, ilk boliimde verilen
Cla,b],C,(R™), B,(R™)fonksiyon uzaylarinda tamimli dogrusal pozitif operator

dizilerinin normlar1 tanimlanacak ve Korovkin tipli yaklagim teoremi kanitlanacaktir.
2.1. LINEER POZITIF OPERATORLERIN GENEL OZELLIKLERI
Tanim 2.1.1

X veY iki fonksiyon uzayi, L: X — Y bir doniisiim olsun. Her f € X igin,

L(f,x) = g(x) (2.1)

olacak sekilde bir g € Y bulunuyorsa L 'ye ‘operatordiir’ denir (Hacisalihoglu ve Haciyev
1995).

Ornek 2.1.1

Asagida verilen dort 6rnek birer operatordiir.

a) Li(f,x) = f(x) © Ly = I birim operatordiir.
b) L(f,x) = f(x) + 1

0) L3(f,x) = [, f(Ddt

d) Ly(f,2) = [} f()e ™ dt

Burada L3 operatorii ‘integral operatdrii’ olarak adlandirilir.



Tanim 2.1.2

X, Ydogrusal uzaylar f, f, € X ve aq, a; € R olsun.
L:X =Y operatori i¢in,

L(arf1 + azf2,x) = a1 L(f1, %) + azL(f2,x)
esitligi saglaniyorsa L operatoriine ‘dogrusaldir’ denir (Altomare and Campite 1994).

Uyan 2.1.1

L dogrusal bir operatdr olsun.
L(0,x) = L(f(t) — f(2),x)
= L(f(8),x) — L(f(£),x)
=0
oldugundan L(0,x) = 0’dir (Coskun 1997).

Tanim 2.1.3

Xt :={f:f(x) =0,vx e R}LY" :={g:g(x) = 0,Vx € R}
iki fonksiyon uzay1 olsun. L: X — Yoperatorii igin,

L(X*) c Y* oluyorsa L ye ‘pozitif operatordiir’ denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Uyar 2.1.2

L dogrusal pozitif operatdrii negatif fonksiyonlar1 negatif fonksiyonlara doniistiiriir. Soyle
Ki; f(x) < 0 olsun. Bu durumda her x € R igin —f(x) = 0 olur.

L pozitif oldugundan

L(—f,x)=0

dir. L dogrusal oldugundan

—L(f,x)=0

olur. O halde L(f, x) < 0’dir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
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Uyan 2.1.3

Dogrusal pozitif operatorler monotondurlar.

Her x € R i¢in f(x) < g(x) olsun. Bu durumda her x € R igin

fxX)—gx) <0

olur. Boylece her x € R i¢gin

fF-9x <0

esitsizligi bulunur. Uyar1 2.1.2°den L(f — g,x) < 0 oldugundan L(f ,x) — L(g,x) <0
esitsizligi saglanir. Bu ise

L(f,x) < L(g,x)

olmasi1 demektir.

Tanim 2.1.4

b
A (f,x) = [, f(©) K(¢, x)dt
ve K(t,x);t degiskenine gore siirekli bir fonksiyon olsun. K(t,x) fonksiyonuna A,

Operatoriiniin ¢ekirdegi denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Onerme 2.1.2

Az(f,x)zfabf(t)l((t,x)dt olmak tizere K(t,x); t degiskenine bagl siirekli bir
fonksiyon olsun. A;’nin pozitif operator olmasi igin gerekli ve yeterli kosul K(t,x)

¢ekirdeginin pozitif olmasidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Tamm 2.1.5

X, Y normlu uzaylar ve L: X — Y dogrusal bir operator olsun.
Her f € X igin ||L(f,x)|ly < ClIf|ly oluyorsa L’ye sunirli operatér ve bu C sabitlerinin
infimumuna da ‘L operatériiniin normu’ denir.

ILllx-y = inf{C:IL(F, 0)lly < Clifllx}
seklinde gosterilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
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Ornek 2.1.2

X ve Y normlu uzaylar ve L: X — Y dogrusal bir operator olsun.
ILllx-y = inf{C:IL(f, 0)lly < ClIfllx}
esitligi norm kosullarini saglar.

Coziim:

N1)||L|lx-y = 0 olsun. Bu durumda her n € N igin en az bir C,, vardir. Oyle ki

C. < ve
0 < |[L(f,0)lly < Gullf llx
1
< Liflly
<0

oldugundan her f € X igin,
IL(F, 0l =0

olur. Buise L(f,x) = 0 olmasi demektir. O halde L = 0 operatoriidiir.
L = 0 olsun. Her f € X i¢in L(f,x) = 0 olacagindan,
IIL(f,x)|ly = 0 yani ||L||x_y = 0 elde edilir.

N2) a € R olmak tizere
laLllyy = inf (C:1@L)(f, ) lly < ClIfllx)
= lalinf {5 1allILC 0 lly < ClIflle}

= lalinf {5 LG Olly < l1f L}

= lalllLllx-y

esitligi agik¢a saglanir.

N3)
(L1 + L) (f, ) ly = 1L (f, %) + Lo (F, 0)ly
< L1 (F, D ly HIL2 (f, ) ly
< GlIfllx + GIfllx
= (G, + CIf Nlx
esitsizligi saglanir. Boylece
(L1 + L) lxoy = inf{C = C; + C: |(Ly + L), 0y < ClIfllx}
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< inf{C = C + G IL1(f, )y < Cillfllx, IL2(f, )Mly < Gllf lx}
< inf{Ci: IL1(f, Dy < Gl llx 3+ inf{ C:lIL2(f, 0)ly < GIfllx}
= L1llx-y + L2 llx-y

esitsizligi elde edilir.

Boylece ||L ||x_y ifadesinin norm kosullarini sagladigi gosterilmis olur.
Uyan 2.1.4

X ve Y normluuzaylarve L : X - Y dogrusal pozitif operator olsun. f € X olmak tizere

If1lx # 0 olsun. Bu durumda L’nin normu;

_ swp IL(F ) lly
WL llx-y = |fiy=0 Ifllx -

biciminde de tanimlanabilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Kanit:

D) L llxoy = inf(C: IL(F, Dy < ClIflly} olmak iizere; her f € X icin

LG )y

< <
TP C oldugundan,

L(f x) .
T w0 B < inf{e Ly < Clfll) (2.5)

olur. O halde,

sup IILCF)ly

esitsizligi elde edilir.
ii) iInfimum tanimindan her & > 0 i¢in en az bir f, € X vardir dyle ki;

1L (fe, )l C e
L (fg,x)||y > (IL llyoy — £ |lx olur.O halde ﬁ > ||IL |lxy — € esitsizligi her

€ icin saglanir. € — 0 olarak alinirsa;

IL (fe)lly

> ||IL olur.
TP > ||L [lxy

13



IIf1lx # 0 olan f € X fonksiyonlari iizerinden supremum alinirsa

sup IL(fe)ly
IFle20 1ol = IL |l x-y (2.6)

esitsizligi elde edilir. i ve ii’den;

_ sup ILCF )y
ILlxsy = fjie=0 If llx

esitligi gosterilmis olur.
Uyan 2.1.5

X ve Y normlu uzaylar ve L: X — Y dogrusal pozitif operator olsun. g € X ve |[g]lx = 1

olmak iizere,
ILllxoy = 5% L 1ILCg,0)lly @.7)

esitligi gecerlidir. Gergekten de,
wo LDy

ILlxsy = f)i, =0 Tl
SEEAP me)
ezl Y,

f
_ sup
=it |- (2,

olacagindan ”fL” = g olarak alinirsa, ||g||, = 1 olur.
X

ILllxoy = 5% ILCg, Dl
esitsizligi elde edilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Onerme 2.1.3

X ve Y normlu uzaylar ve L:X — Y tanimli, dogrusal pozitif bir operatér olsun. Bu

durumda;

14



IL(f, 01 < LS %) (2.8)

esitsizligi saglanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

2.2.C[a,b], €, ve B, UZAYLARINDA TANIMLI OPERATORLERIN NORMLARI

Onerme 2.2.1

X =Y = Cla, b] olmak tlizere L operatérii f’nin [a,b] araligi disindaki degerlerinden
bagimsiz ise,

LIl ca,p1-clap) = IILCL X))
olur (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Onerme 2.2.2

X =Y =Cla,b] olmak lizere L operatori f fonksiyonunun [a,b] araligi disindaki

degerlerine bagimli ise,

LI ¢a,p1-clap) = MIIL(L, )l ¢la,p)

esitsizligi gecerlidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Sonug 2.2.1

L: C, - B,dogrusal pozitif operatori simirlidir. Yani

IL(F, Ol < HLllc, -8, If 1l (2.17)
esitsizligi saglanir. Gergekten,;

_ sup ILGFON,
1Llle, -8, = i, 20—y = ILCo 0l

olur. [[f|l, # Oolan her f € C, igin,
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IL(F 0l

<

esitsizligi gegerlidir. Bu ise ||L(f,0)ll, < ILCo, )l [If]l, esitsizliginin saglanmasi

demektir.

Onerme 2.2.6

L:C, — B, dogrusal pozitif bir operator olsun. Bu durumda f € €, olmak iizere
IL(f, 01, < MIIfl, esitsizliginin saglanmasi igin gerekli ve yeterli kosul

IL(Cp, x)|l, < M olmasidir (Coskun 1997).
Kamt:

L:C, - B, dogrusal pozitif bir operatér ve f € C, olsun. Bu durumda L(f,x) € B,olup
her x € Rigin |L(f,x)| < Mp(x) esitsizligi saglanir. Ayrica p € C, oldugundan

L(p,x) < Mp(x)olur. L pozitif ve p > 1 oldugundan L(p,x) =0 olup her x € Rigin
L(p,x) < Mp(x) olur,

L(p,x) sup L(p,x) -
< <
o = M ve cr o = M olacagindan agikc¢a

Buradan
IL(p, ), =M < o0

elde edilir. Yani L:C, » B, dogrusal pozitif operator |[L(f,x)|| < M||f|l, esitligi
saglaniyorsa bu durumda

IL(p, )|, < M olur.

Simdi herhangi bir L operatorii i¢in

LG, l, <M

esitsizligi gecerli olsun. Bu durumda operatériin dogrusal pozitifligi ve monotonlugunu

kullanarak her f € C, i¢in
IL(f, 201 < L{f %)

If1
<1(3 L p(0), )

= lI£ll,L(p, x)
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olacagindan her iki taraf p(x) e boliniip supremumu alinirsa

sup IL(fx)] sup L(p,x)
xer oy = Ifllren gy

esitsizligi gecerli olup
IL(F, 0, < NfllIILCg, 0l

olur. Buradan

IL(f, 0ll, < MIIfIl,

sonucuna ulasilir. Boylece kanit tamamlanmus olur.
2.3 C[a, b] UZAYINDA KOROVKIN TOEREMI

Teorem 2.3.1

L, dogrusal pozitif operatorler dizisi her x € [a, b] i¢in

Iz Jim (1L, (1,2) = lggapy = 0 (2.18)
Iyt lim 1L, (&%) = xllcjas) = 0 (2.19)
It Tim 1L, (£2,%) = 2 llcjag) = 0 (2.20)

seklindeki ti¢ kosulu sagliyorsa bu durumda [a, b] de siirekli ve a da soldan b de sagdan

stirekli tim R de sinirl her £ fonksiyonu igin
7}1_)1‘?0”Ln(frx) - f(x)”C[a,b] =0

esitligi gecerlidir (Korovkin 1960).

Kanit:

f fonksiyonu R’de simirli oldugundan her x € R i¢in,

lf()l <=M (2.21)

olacak sekilde en az bir M > 0 vardur.
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f € Cla, b] oldugundan her e > 0 ,t € (—o, ) ve x € [a, b] igin |t — x| < & oldugunda

lf@) —f)l<e (2.22)

olacak sekilde bir § > 0 vardir. x, t € [a, b] oldugunda da

lf@®) = fl)l <e

esitsizligi dogrudur. Clinkii f fonksiyonu [a, b] de siireklidir.

t ¢ [a, b] ve x € [a, b] oldugunda ise yukaridaki esitsizlik; f fonksiyonu a’da soldan, b’de
sagdan stirekli oldugu i¢in dogrudur. (2.21) ve (2.22) esitsizlikleri yardimiyla her

t € (—o0,) Ve x € [a, b] igin,
F(®) = fCOI < & +55 (¢ — x)? (2.23)

esitsizligi vardir. Gergekten
|t — x| < & oldugunda 1_12\4 |t — x|? > 0 oldugu icin (2.23) esitsizligi saglanir.

|t — x| = & i¢in lt;—xl > 1 olacagindan; en az bir M > 0 igin,

ZS—Z’(t —x)?>2M

esitsizligi gegerli olur. Ayrica

If@®) = fCII < [F O]+ 1f ()]
<2M

2M
< 6_2(t — X)z

2M
<6—2(t—x)2+£

oldugundan her f € C[a,b] i¢in L, operatérii dogrusal oldugundan & > 0 i¢in (2.23)

esitsizligi elde edilir.
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L, (f, %) — £ Ol crap) = Ly (F () — FC0) + f(x), %) — F OOl ¢fa,p)
= [IL, (F (©) = f (), %) + f OO [Ln (1, %) — llcpap)
< L (F@®) = FC), D lepap) + 11 COLn (1, x) — llcpan)
S NL, (F@) = FC Ol erany + xefapilf CONILL (L, %) = Ullepap)  (2.24)
esitsizligi elde edilir. Agikga I; geregi €, — 0 dizisi olmak iizere
ILn (L, %) = llciap) < &

olur. Béylece Onerme 2.1.3 den (2.24) esitsizligi

”Ln(fﬂ x) - f(x)”C[a,b] < ”Ln(lf(t) _f(x)lrx)”C[a,b] + ”f”C[a,b]en

seklinde bir esitsizlige doniisiir.

Simdi ||L,, (f (£) — f(x), x)|l¢[q,») normu i¢in ihtiya¢ duyulan bir esitsizlik kanitlanacaktir.

F@® - fFOI<FE-0"+¢

oldugundan L,, operatoriiniin dogrusalligi ve monotonlugu kullanilarak
Lo(If (©) = FELx) < Ly (35 (¢t = )2 + £,x)
=1L, (Z—IZW (t — x)z,x) + L, (&, x)
=¢el,(1,x)+L, (25_1:1 (t? — 2tx + xz,x))

= ¢L,(1,x) +i—12V1Ln(t2 — 2tx + x2,x)
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= ¢l (1x)+ (L (¢%,x) — L, (2tx,x) + L, (x%,x))

= e(L,(1, x)—1)+ ML, (2, %) — x% + x% — 2x(L, (t, x) — x) —

2x24+x2nlx—14x2+€

esitsizligine ulasilir. Simdi de C[a, b] uzayinda tanimli olan maksimum normu dikkate

alinirsa Onerme 2.1.3 den
L, (f (&) — £, ) cap] = xefanylln (F(E) = f(x),2)]
< reapln (IfF @) — FCO, %)

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlik yardimiyla

2M
M (F () = £ ) et < wefii {oCn (12) = 1) & + G [ (62,2) = x| = 2

(1Ln (6 %) — x]) + x*(IL, (L, x) — 1)) ]}

2M
< Slan(l:x) - 1”C[a,b] +e+ 5z [”Ln(tzfx) - xZHC[a,b] + Zx”Ln(t: X) - x”C[a,b] +

x2inlx—1Cab

< €l[Ln (1, %) = lc[a ) +S+—IIL (t% %) = 22 llcrap) + 2allLn (&%) = xll¢fa,p7 +

B[ILy (1,%) — Llicias
olacagindan Iy, 15, I3 den
iy, oo (L (f, ) = f (O lctapy < lim [IL, (F () = £(x), )]l < O

ve 0 < lim ||L,(f(t) — f(x),x)]| < 0 oldugundan,
Y}i_l;?olll‘n(fr x) = f)lcrap; =0
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esitligi kanitlanmis olur. Bu ise teoremin kanitini tamamlar.

2.4 C,(R™) UZAYINDA KOROVKIN TEOREMI

Tanim 2.4.1

p; R™ flizerinde tanimli siirekli ve her x € R™ igin p(x) = 1 kosulunu saglayan bir
fonksiyon olsun. Ayrica limy|_e p(x) = % ve My sayisimn f fonksiyonuna bagl sabit
say1 oldugu kabul edilsin. Bu durumda

|f GOl < Mrp(x)

esitsizligini gercekleyen fonksiyonlarm uzayma B,(R™) uzayr denir. (Hacisalihoglu ve

Haciyev 1995), (Coskun T 2002).
Tamim 2.4.2

B, (R™) uzayindaki tiim siirekli fonksiyonlarin uzaymna C, (R™) uzay1 denir (Hacisalihoglu ve

Haciyev 1995).
Tamm 2.4.3

B,(R™) ve C, (R™) uzaylarinda norm;

_ sup If()l
Il = o L

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Onerme 2.4.1

B,(R™) ve C,(R™) uzaylar1 dogrusal normlu uzaylardr.
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Onerme 2.4.2

C, (R™) uzaymdan B, (R™) uzayina tanimli L operatdriiniin normu igin;
ILllc, -5, = (o, 1l

esitligi gecerlidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Onerme 2.4.3

Gy (R™) uzayindan B, (R™) uzayma tanimli dogrusal pozitif operatorler sinirhidir

(Hacisalihoglu ve Hactyev 1995).
Teorem 2.4.1

m>1,p(x) =1+ |lx||I*ve (4,); C,(R™) den B,(R™) uzaymna tanimh dogrusal pozitif

operator dizisi olsun. Bu durumda j = 1,2,3, ..., m i¢in

lim, o, [[4,(1,x) — 1”p =0 . (2.25)
lim,, o0 || 45 (8, %) — x; ||p =0 (2.26)
limy, oo 14, (IlEN1%, ) = llx[1?]l, = 0 (2.27)

seklindeki m + 2 kosulu saglayan bir (4,,) operator dizisi igin

14 (") = f*ll, = 1

kosulunu saglayan bir f* € C,(R™) fonksiyonu vardir (Hacisalihoglu ve Hacryev 1995).
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Kanit:

llxll+1 llxll+1
NN

(A,,) operator dizisi n € N igin x* = ( ) olmak {izere

2
A,(f,x) =)+ 1+”2 ”2 VICOESICNE llxll < nicin

f) ; llx|l > n igin
seklinde tamimlansin. Acgikga (A,) operatorler dizisi dogrusal ve pozitiftir. A,
operatoriiniin C, uzaymndan B, uzayma doniisiim yaptig1 gosterilecek olup hazirlik olarak

asagidaki esitsizligin saglandig1 gosterilecektir.
14n (F, M, < NIF1p 11AR Co 0l

llx|| > n igin ispat agik olup ||x|| < n alinsin.

« _ (llxll+1 [lx]|+1

X —( NN )Oldugundan
. (llx]l + 1)?

x> = m——

= [lxllI* + 2[Ix]l + 1
bulunur.
(p(x) = 1+ ||x]|?) oldugundan ||x|| < n igin

]I %
— p(x) — p(x)]

A, (p,x) = p(x) +

= () + 2 12 - )12

1+2n2

1+]|x||?
= p(x) + 2L 11 4 2)lx]] + flx 112 = f1x]1?]

= p(0) + 21 4 2]
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esitsizligi elde edilir. Ayrica

2||x]|
1+2n2

< 1 oldugundan

A, (p,x) <p() + 1+ Ix[I®) +1
=3p(x)

esitsizligi bulunur.
A, lerin C, uzayindan B, uzayina giden bir doniisiim oldugunu gosterebilmek igin alinan

her f € C, i¢in A, (f,x) € B, oldugu gosterilmelidir. Onerme 2.1.3 den
14, (f, )| < A, (If1], %)

= A, (ﬂp(t): X)

p(t)
< If1l, A Cp, x)
< 2[Ifll,pCx)

esitsizligi elde edilir. My = 2||f||, alinirsa A, (f,x) € B, elde edilmis olur. Bu asamada

verilen A, operatorlerinin  teoremin  (2.25),(2.26),(2.27) sartlarim  sagladigi

gosterilecektir.

1)t =1igin

A,(1,%) = 1+ %;;”22 [1(x*) = 1(x)], llx]| < nigin
1 x| > nigin

esitliginden kolayca

A,(1,x)=1
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oldugu goriiliir. Bu ise

lim 14, (1,) = 1ll, = 0

olmasi demektir.

i) t = x; icin

tim A, (6 ) — 3] = 0

oldugu gosterilecektir. ||x|| < n i¢in

1+ [lxII?

Aty 2) = x5 + T [ — %]

N 1+ ||x|I? [1 + llxll - \/mxl
j

1+ 2n?

+ 1xII?

1
e 21+ D)
olup boylece

1+ [Ix]|?
A (t,x) — % < Wz(l + [1x1D

A, (L, x) — X <2(1+IIXII)
1+ |x]|2 — 1+ 2n?

esitsizligi elde edilir. Ayrica [|x|| < n oldugundan

A0~ _2(1+n)
1+ |x]I2 ~— 1+ 2n?
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olur x € R™ {izerinden supremum alinirsa

sup An (&) = 2(1+n)
YER™ 1 4+ Ix]I2 T 1+ 2n?

esitsizligi bulunur. Simdi n — oo i¢in limit alinirsa

| . 2(1+n)
0< lim |4, (t,2) = x| < lim ———=

lim |4, (6 x) = x| =0
oldugu goriiltr. Yani (2.26) kosulu saglanir.

iii) Simdi (2.27) kosulunun saglandigini gosterelim.

x*_<llxll+1 IIxII+1>

oldugundan

1 2
||x*||2=m< ;'_n'lx”) = (1+ [Ix))?

seklinde bulunur. Bu durumda

1+ Ix|1?

112 = 112

A (llell?, %) = llxlI* +

1+ I
2 2 2
= - 1)2 —
Ilel? + T [l + 1% = [1x117]
1+ x|
2 — 2
An(llEl, ) = l1xl? + T 1+ 2l
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esitligi saglanir ve boylece

A, (El?, ) = x> 1+ 2]1x|
1+ ||x||? 1+ 2n?

ifadesi elde edilir. Bu esitligin x € R™igin dnce supremumu ve sonra n — oo igin limiti

alinirsa

0< Sup An(”tllz;x) - ”X”Z < 1+ 2n
TR T T4 k2 T 1+ 2n?

ve bdylece

1+ 2n
<1 2 _ 2l < i
0 =< lim [lA, ([[¢l1%, ) = llx[Ill, < lim ————7

esitsizlikleri elde edilir. Bu ise

Tim [14,, (l1ell%, ) = lIx1%ll, = 0

olmasi demektir. Boylece (2.27) kosulu saglanmis olur. Simdi;
f(x) = lixl|>cosm||x||

fonksiyonu goz &niine alinsin. Oncelikle f* 1n C, nun elemani oldugu gosterilmelidir. Her

x € Rigin

If* 1 = lllxl*cosm||x|l]
< lxI?
< |lx|I* +1

oldugundan My = 1 olmak iizere f* € B, ve [~ siirekli oldugundan f* € C, dur.
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112 = (1 + llxI1)?

ve

costt(1+ ||x||) = cosmlcosm||x||
= —cos||x||
oldugundan ||x|| < n i¢in

2
A (fhx) = () + ”2 ”2 [F(x™) = (0]

+ 1117

5 on? [llx*1>cos(mllx*|) = llx[I*cos (]l x|D]

—f()+

2
_ ey o LI

(1 + llx ID? cosm( + ) = 1l cos CelxID]

esitligi dikkate alinmalidir. Dolayisiyla

+ lxII?

T oz -+ llxID?cosCllx ID — llxll*cos(llxID]

A (ffx) = frx )+

2
_ ey Lt I

Tz [+ 1D + llxl]cos (rllx)

olur. Boylece

+ lxII?

~Troz At llxID? + llxlI*]cos (el

A (f5 %) = f1(x) =

yazilir ve mutlak degeri alinirsa;
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A (%) — @I

2 2
T - 13 2z [T D™+ lixliFleosCrllxID

esitligi elde edilir. Bu esitligin x € R™ i¢in supremumu alinirsa

sup MAn(f5 ) = O gy 14 21xl + 2]1x]|?

= COSTT||X
w4 v T o2 I

_1+2n+2n°
- 14 2n?

olup n = oo i¢in limit alinirsa

1+ 2n + 2n?
1+ 2n?

giglgollAn(f*,x) —fr@ll, = lil?o
=1
sonucu elde edilir. Bu ise

lim 14, (f7, %) = £l # 0

olmas1 demektir. Boylece teorem kanitlanmis olur.
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BOLUM 3
SUREKLILIK MODULU YARDIMIYLA YAKLASIM HIZININ HESABI

Bu boliimde operatorlerin yaklasim hizini hesaplamak ic¢in kullanilan yontemlerden biri

olan siireklilik modiilii ve agirlikli stireklilik modiiliiniin 6zellikleri verilecektir.

3.1 C[a, b] UZAYINDA SUREKLILIK MODULU

L, (f;x) keyfi bir dogrusal pozitif operatorler dizisi olmak ftizere ||L,,(f)—f|l—= 0
(n = ) olmasi L, (f;x) in f(x) e diizgiin olarak yaklagtigin1 gosterir. Yaklagsma hizi
a, =0, (n—> o) olmak fizere, ||L,(f;x)— f(x)|l < ca, olacak sekilde a, lerin
belirlenmesiyle hesaplanir. «,, ler L, operatorii ve f fonksiyonuna bagh olarak degisirler.
Yaklasma hizi problemi olarak adlandirilan bu hesaplama sonlu aralikta genel olarak
w(f; 6) seklinde gosterilen ‘Stireklilik Modiilii’ yardimiyla yapilir (Ispir 2001).

Tanim 3.1.1

f € Cla,b]olsun. vV § > 0 i¢in

W(Fi8) = LB IF© = FG

|[t—x|<6
ile tanimlanan w(f; §) ifadesine f fonksiyonunun ‘Siireklilik Modiilii’ denir.
Onerme 3.1.1

f € Cla, b] olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler gegerlidir.
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D) w(f,8) > 0.
i) 8, < 8, icin w(f, 8,) < w(f,8,).
iii) Her m € N icin w(f,m8) < mw(f,5).

iv) Her 1 € RY icin w(f,18) < (A+ 1) o(f,d) .

V) 47w (f,8) = 0.

Vi) If (&) = f) < w(f, |t =x]).

[t—x|

=h w(f,6).

Vi [f(©) = f)l = (1 +

3.2 Cpk,[0,0) UZAYINDA SUREKLILIK MODULUNUN OZELLIKLERI

lim @
C,[0,0 ) dan olan ve , 5% )

Co ks [0, 00) ile gosterilecektir.

= K¢ < o kosulunu gergekleyen fonksiyonlarin uzayini

Tanim 3.2.1

fe Co ks [0, ) olmak iizere

w(f,8) = S L/l

x>0 2 2
= (1+x2)(1+h%)

‘Agwrlikly Siireklilik Modiilii® denir (Gadjiev and Aral 2007).

seklinde tanimli w(f, §) fonksiyonuna f fonksiyonunun

Uyan 3.2.1

_ sup If Ge+h)—f ()| .
Burada w(f,§) = |Z|2505 GraDrne anlamhidir. Gergekten;

|f(x+h) — f(x)| ifadesini belirleyelim. f(x), f(x+h) € C,[0,0) oldugundan

If &) ;
oz = Mg dir,

|f ()] < Mep(x) ve p(x) = 1 + x? segimi ile

Benzer sekilde ;

TCARL < M dir.

|f (x + B)| < Mp(x + h) olacagindan AR =
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Uggen esitsizliginden;
lf(x+h) = fl < |f(x+ R+ [f(X)

_ IfG+n)l 21 4 ) 2
= i) [1+ &+ ]+ =51 +x%)

olur. Buradan
|f(x+h) = fF)] < Me[(1+ (x + h)?) + (1 +x2)]

elde edilir.

Her a,b € Rigin (a + b)? < 4(a®>+b?) olupa = x,b = h icin
(x + h)? < 4(x2+h?) dir. O halde
A+E+DH+A+x5) <1+4x*+h") +1+x?
<1+4(x*+h*)+1+x*+3+h?
=54 5(x?% + h?)
=5(1+ x% + h?)
< 5(1 + x% + h? + x?h?)
=5(1+x2)(1+ h?)
olur. Boylece (1 + (x + h)?) + (1 + x?) < 5(1 + x2)(1 + h?) elde edilir. Buradan
|f(x+h) — f(0)] < Me5(1 + x2)(1 + h?)

bulunur. Dolayisiyla;
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If(x+h) = fO)] < G (1 +x*)(1 + h?)
oldugundan her f € Co ks [0, 0 ) igin

_ su |f(x+h)_f(x)|
w(f,6) = lﬁlzgoz (14 x2)(1+ h?)

ifadesi mevcuttur.
Onerme 3.2.2

f€Ck, [0,00) olsun. Bu durumda f fonksiyonunun agirlikli siireklilik modiilii i¢in
asagidaki ozellikler gecerlidir (Holhos,2008).
i) Her f € Cox, i¢in w(f,8) = 0.
i) 61 < 6 ise w(f,61) < w(f,d).
iii) Her m € N igin w(f,md8) < 4m(1+ §>)w(f,d).
iv) Her 1 € R* icin w(f,A16) < 4(A1+ 1)(1+5%)w(f,§).
V) Her f € C,x, [0,00) igin 475 w(f,8) =0.
Vi) Her f € G, x, igin If(6) = f()] < (1 + x)(L+ [t = x1)) w( £, |t — x]).
esitsizligi gecerlidir.Ayrica (vi) esitsizligi yardimiyla asagidaki esitsizlik elde edilir.
|t—x|

Vi) If () = fO)I < 40+ x) A+ 1t —x>) A+ =5)(A+ ) w(f,6).

ispat:
DN(1+x2)>0,(1+h%) >0ve

|f(x + h) — f(x)| = 0 esitsizlikleri gegerli oldugundan agikca
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w(f,6) = 0dr.

i1)6; < &, icin |h| < §, bolgesi , |h| < §; bolgesinden daha biiyliktiir. Bolge biiyiidiikge

alinan supremum biiyiiyeceginden

w(f,81) < w(f,6;)dir.

i (f,8) = *up, LGl

x>0 2 2
s (D +h?)

ifadesinde x + h = t doniisiimii yapilirsa

_ Sup If &)=f ()l
(A)(f, 5) - tx=>0 (1+x2)(1+(t—x)2)
[t—x|<6

elde edilir. O halde

_ sup If O—=f )
@(f,m8) = "t x20 (1+x2)(1+(t—x)?)
|t—x|<mé

seklinde olacaktir.
|t — x| < mdigin —md <t—x < md olacagindan

t = x + mh secilirse |h| < & olup

_ su |f(x+mh)—f(x)|
o(f,md) = |ﬁ|%a (1 +x2)(1 + (mh)?)

yazilabilir. Diger yandan

m

Z[f(x + kh) — f(x + (k — 1)h]

k=1

fx+mh) = f(x) =

< Y |f(x + kh) — f(x + (k — 1h|
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O f G+ kR) = f(x+ (k= D
L@+ + (x+ (k- DY)

(1 +h>)(A+ (x + (k—1)h))

esitsizligi saglanir. Her iki tarafin (1+x2)(1+(mh)?) ifadesine béliinmesiyle

|f (x + mh) — f(x)| - C 1F G+ kR) = FQx + (k= DRI+ B2 (L + (x + (k — Dh)?)
(1+x2)(1+ (mh)?) ~ & (1+h2) (1 + ((k _ 1)h)2) (1 +x2)(1 + (mh)?)

elde edilir.

Her iki tarafin |h| < & lizerinden supremumu alinirsa

(1+ (x+ (k—1Dh)?
(1 +x2)(1 + (mh)?)

w(f,md) < w(f,8)(1+52)

bulunur. Diger yandan
L+ + (k= Dh)? < 1+ 4 (22 + ((k — Dh)")
<1+4 (x2 +((k - 1)h)2)+3
<4(1+x+ (k- 1)h)2)
dir. k — 1 < m oldugundan
1+ (x+ (k—1Dh)? < 4(1 + x? + (mh)?)
< 4(1 + x? + (mh)? + x2(mh)?)

= (1+x%)(1 + (mh)?)

esitsizligi gecerlidir. Yani,
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(1+@+{k—nmﬁ<4
(1+x3)(A+ (mh)?) —

dir. Boylece

w(f,mé) <4(1+8%) w(f,6)

bulunur.

iV)A € R* sayisinin tam kismui [A] ile gosterilirse

[Al <A < [A]+1 esitsizliklerinin gegerligi oldugu agiktir. Bu esitsizliklerde (ii) ozelligi
geregi

w(f,A8) < w(f,([Al +1)8) (3.1
yazilabilir.

([A] + 1) € N oldugundan (3.1) esitsizliginin sag tarafina (iii) 6zelligi uygulanarak
w(f,A8) < o(f,([Al +1)8)

< 4([A] + D(1+6?) w(f, 8)

bulunur. Ayricaher A€ Rt igin [A]+1 <A +1

oldugu g6z oniinde bulundurulursa;
w(f,A6) <410 +DA+ 5 w(f,d)
elde edilir.

V)f €Cok . [0, 00 ) oldugundan f fonksiyonu i¢in [0, oo ) da siireklilik ve
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durumu gecerlidir.

Her € > 0 i¢in Oyle bir x bulunur ki tiim x > x, noktalari ve her h > 0 i¢in

Fe)
p(x)

<3
U

f(x+h) €
p(x+h) 7 < 2

esitsizlikleri saglanir. O halde

w(f,6) =

sup
x>0
|h|<6

sup
x>0
|h|<6

IA

sup
x>0
|h|<6

sup
x>0
|h|<6

flx+h) —fx)
p(x +h)

fx+h) = f(x) —px+ MK+ p(x + WK ‘

p(x + h)
fx+h) = plx + WK, ‘ o [F0) = p(x + DK, ‘
p(x +h) ! p(x +h)
FGa+h) ‘ o [FG) () _K|
pGrn) T oG pGerm) Y

< p(x)
olacaktir. p monoton artan oldugundan ey < 1olup
fx+h) ‘ f(x)
w(f,§) < Sw |22 _ sup |1
(100 = ot [oGamy 9| 20 oo

yazilabilir. Buradan

§) <=+4==

elde edilir.
O halde, § — 0 iken w(f,8 ) — 0 dur.
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vi) w(f,6 ) ifadesinde §=|t — x| segilirse,

|) __ sup If(t) _f(x)l

w(f}lt_x — x,t=>0 (1+x2)(1+|t—X|2)

lf () — f ()l
T4+ x)A+]t—x]?)

yazilabilir. Ac¢ikca

|f (&) — f()l
1+x2)A+ |t —x|? )_

w(f,[t = x[)

esitsizligi gecerli olup

If@®) —fI< A+ x)A+ [t —x?) o(f, It —x|)

sonucuna ulagilir.

vii) (vi) 6zelliginden

F@© =l < A+ + |t_x|2w(f,'t;xls>

yazilabilir. Ayrlca € R" olup (iv) 6zelliginden

|t — x| |t — x| 2
w(f, 5 5>S4(1+ 5 YA +6°) w(f,6)

esitsizligi dogrudur. Boylece

5 )(1+x2)(1+|t—x| Y1+ 8)w(f,5)

If@®) —fl <41+
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bulunur.
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BOLUM 4
AGIRLIKLI C,,, UZAYINDAN OLAN FONKSIYONLARA BiR YAKLASIM
Cyym uzay! tanimlanarak bu uzayn bir alt uzay olan C9,, uzayinda Korovkin tipli teoremi
varligi  kanitlanarak  C,,, uzaymmda benzer bir teoremin gegerli olmadig
kanitlanacaktir. CY, agirhk uzayinda siireklilik modiili tanimlanarak bu uzaydaki
fonksiyonlara literatiirde Gadjiev-Ibragimov operatdrii olarak bilinen operatorle yaklasim
yapilacaktir. Son kesimde Gadjiev-ibragimov operatdriiniin n.momenti igin bir esitlik
kanitlanarak stireklilik modiili yardimiyla yaklagim hiz1 arastirilacaktir. Bu bolim

hazirlanirken (Coskun 2012)’nin ¢alismasindan yararlanilmistir.

4.1 C5;y UZAYINDA KOROVKIN TIPLI TEOREMLER

Tanim 4.1.1

m € N, By, = By, (0,90) uzayi ; [0,00) yar1 ekseni {izerinde tanmimli ve My yalnizca f e

bagli bir sabit olmak iizere

If (O] < My (1 +x2™)

esitsizligini saglayan tiim fonksiyonlarin uzayidir.
Uyan 4.1.1

By, dogrusal bir uzay olup

_ sup |If(x)]
1fllzm =, 5 07 7 %27
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ile normlu bir uzaydir. Gergekten
N1) Her f € B,,, igin

sup |fC)l

||f||2m=0(:)x201+x2m -

s IfOl
< Vx €[0,00) i¢gin T = 0 olur.

Herx € [0,c0)ve her meN igin 1+ x*™ > 1 oldugundan |f(x)| = 0 bulunur.

Boylece f(x) = 0 oldugu agiktir.

N2) 1 € R olmak iizere mutlak deger ve supremum tanimindan agik¢a

wp W@
w20 Ty o

IAf ll2m =

_ sup |f (x)]
- |A| x20 14y2m

= |l ll2m
esitligi elde edilir.
N3) Her f, g € B,,, i¢in yine supremum ve mutlak degerin 6zelliklerinden

(F+9) @)
If +gllzm = 256 —rom

_sup If()+g(x)|
- x>0 14x2m

< Sup |f ()| +]g (x)|
— x>0 14x2m

< Sup If Gl | sup g ()l
= x20 14,2m " x>0 14x2m
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= Ifllzm + llgllzm

esitligi saglanir.

Boylece [|f ll2m =350 1“:_ Scz)nll ifadesinin norm kosullarin1 sagladig goriiliir.

Tanim 4.1.2

B,,, uzayina ait biitiin siirekli fonksiyonlarin uzay1 Cy,,: = Cy,, [ 0,00) olsun.Bu uzayin

bir alt uzay1

m S (%)
Cgm = {f € CZm: xlzg 1 + x2m

ile gosterilir.

Teorem 4.1.1

(L,,) dogrusal pozitif operatorler dizisi

(L,) = Cy, = By, vev = 0,1,2 olmak tizere
lim [|L,, (€™, %) = f(x"™)ll2m = 0
n—-oo

seklindeki ti¢ kosul saglansin.

Bu durumda her bir f € €3, fonksiyonu icin

lim (1L, () = f ()l = 0

olur.

Kamt:

Kabul edelim ki f € €2,, olsun. Bu durumda CY,, uzaymn tanimindan her £ > 0 igin 6yle

bir x, bulunabilir ki

X > Xgi¢in
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If (Ol < e(1+x*™)
olur. Ayrica

lim (1 + x2™) = o0

X—00

oldugundan & > 0 sayis1 igin dyle bir x, sayis1 bulunabilir ki x > x, " i¢in
5 1
(14+x™) > z

esitsizligi gecerlidir. Bu durumda

xo: = max(xg, xg )

secilirse tim x > x, lar i¢in

If ()l < e(1+x2™)ve (1+x2™)>=

bulunur. Simdi de

f(X) ’ 0<x< Xo
g(x) =1 lineer; X € ]xg, xq1]
0; x> Xq

seklinde g fonksiyonu tanimlansin. Burada x, sayisi x; > x; olan |g(x)| < |f(xp)l

esitsizligini saglayan bir gergel sayisi olsun.

sup If(x) - g(x)l sup If(x) - g(x)l

”f - g”Zm < xX>x1 1+ me x€ Jxg,x1] 1+ x2m

sup If(x)l + sup |f(X) B g(x)l

X>x1 ] 4 x2m | x€lxoxil {4 x2m
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Sup |f(X)| sup |f(x0)|

= 2x>x1 1 4 x2m X€ Jxg,x1] 1+ x2m

1
<2+ —
e+l

1
<2+ 8(1 + xgm)m
0

bulunur.
L,, operatorleri C,,, uzaymdan Bj,, e doniisiim yaptigindan teoremin kabulleri yardimiyla
Lnllzm = ILp (14 2™, x]l5m

”Ln(l' X) + Ln (x2m, x)”Zm

(Ln(1,%) = (L4 x2™) + (1 +x%™) + Ly (x*™, )l 2m

S L (1,5) = Ulgm + 1L (F*™, %) = %™ Iz + 11+ 27 Iz,

<3

olacagindan

ILnllzm = lILn (1 +2*™, xllm <3

bulunur. Bu esitsizlikleri kullanarak her f € CJ,,icin

ILnf = fllzm = ILn(f =g+ 9,%) + 9(x) = g(x) = fF(X)ll2m

< ”Ln(f - g'x)HZm + ||Ln(g,x) - g(x)HZm + ”f - g”Zm

< f = gllzm ILullzm + 10 (g, %) = g ll2m + If = gll2m
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< If = gllzm [Lall2m + 11 + 1L, (g, %) — g () ll2m
< 12¢+ ”Ln(g)x) - g(x)HZm (4‘1)

olur. Ayrica

|L,(g,x) — g(x)|
1L, (g,2) = g@llzm = 3 =T

sup 1Ln(g,x)—g(x)| sup |Ln(g,x)—g(x)|

+

- xE[O,xl] 14x2m X>X1 14x2m
_ sup |Ln(g,x)—g ()l sup |Ln(g,x)|
— x€[0,x1] 1+4x2m X>X1 | qx2m

esitsizlikleri gegerlidir.
H(X0) == ref0req)|f (O

seklinde tanimlanirsa

sup

x> 9 (%) < u(xo)
olur. Boylece

|1Ln (g, x) — g(x)| |Ln (g, x) — g(®)|
”Ln(g'x) - g(x)”2m = xE[O,s;cllp] - 1 + x2m Xiljfpl - 1 + x2m

< vetonnlln(9.2) = g(O| + .24, 1Ln (g, %))

sup ‘Ll(xO)
¥2X1 ] 4 x2m

sup

= xE[O,xl]an(g'x) - g(x)l +

olacaktir. Lemma 4.1.1 geregi
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limn—m ”Ln(g'x) - g(x)HZm =0 (42)
oldugundan (4.2) ifadesi (4.1) de yerine yazilirsa

lim|1L, (f, %) = F()llgm = 0

bulunur. Bu ise kaniti tamamlar.[Gadjiev’in (Gadjiev 1974, 1976) kaynaklarindaki
Korovkin tipi teoremlere benzer olarak asagidaki teoremde ifade edildigi gibi Cy,,
uzayinda da Korovkin tipli bir teorem gecerli degildir.]

Teorem 4.1.2

(L,,) dogrusal pozitif operatorler dizisi

(L,): Cyyyy = By, Ve v = 0,1,2 olmak tizere

Bim 1L (£, ) = x™ [l = 0

kosullar1 saglansin. Bu durumda en az bir f* € C,,, igin
1im 1L, (£, = £* (@)l # 0

olur.

Kanit :

(L,,) operatorler dizisi su sekilde tanimlansin:

L,(f,x) = f Q0+ 1+2 5 G+ D =f)] ; x<nise

f(x) ;. x>nise
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(L,) operator dizisi agik¢a dogrusal ve pozitiftir. Gergekten; f,g € C,,, V€ a,f € R

olsun. Oncelikle

L,Caf + Bg,x) = aL,(f,x) + BL,(g,x)
esitsizligi gosterilecektir.

x > nigin esitlik agiktir.

x < nolsun.

Lu(af +Bg %) = (af +Bg)() +(af + pg)(x + 1) —(af + Bg)()]

14x2
1+2n2

= af(x) + Bg(x) + [af(x+1) +Bg(x + 1) —af (x) = Bg(x)]

14x2
1+2n2

14x2
1+2n2

a|f(x)+ [f(X+1)—f(x)]l+ﬁlg(X)+ [g(x+1) -

gx

= aLly(f,x) + BLy(g,x)
oldugundan L, operatorii dogrusaldir.
Pozitiflik i¢in f € Cy,, ve f(x) = 0 olsun.
X > nigin
Ly(f,x) = f(x) 20
olur.

x < nigin
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1+ x2

Lo(f ) = fOO) + 25 [f(x + 1) = £(0)]

1+ x2 1+ x2

- f(x) [1 N 1+2n2] + 1+2n2 f(x + 1) 20

bulunur. Bu operatdr C,,,, den B,,, e doniisiim yapar. Bunun i¢in p(x) = 1 + x? olmak

uzere
LIl = L, Co, D < 1, llpll

olacak sekilde u, bulundugu gésterilmelidir. Operatdriin tanimindan

0+ G+ 1) — p()] <n i
Ly(px) = { PO+ 7757l pCIT s x<n ise

p(x) ; x>n ise

olacagindan
x >nigin L,(p,x) = p(x) ve

1263]
loCllam = 350 T am =

oldugundan p, = 1 olmak iizere
ILnllzm < wpllpll

bulunur. Benzer sekilde

x < nigin

2

1+ 2n?

L,(p,x) = p(x) + [p(x +1) — p(x)]
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2

< plx)+ T o [(x + 1)%™ — x2m]
1+ x?
<p(kx)+ 1T 22 [(x +1)*™]
2
< p(x) + [22m(x?™ + 1)]

1+ 2n2
< p(o)[1 +277]

olur.

p, =1+ 22™ olmak iizere L,, operatoriiniin C,,, uzaymndan B,,, uzaymna déniisiim yaptig
gosterilmis olur. Simdi

lim [|L, (€™, x) — x"™ lln = 0

n—->oo

seklindeki ti¢ kosulun saglandig1 gosterilmelidir. Operatoriin tanimindan

14x2
1+2n2

v = 0icin ||L, (1, x) = 1|y < ||1 + [1-1] - 1||2m + 11 = 1ll5,, = 0 olur.

v = 1igin
1+ x?
L, (™, %) = x™ |2 = |[x™ + 1_I_W[(X + 1™ —x"]—x™
2m
1+ x?
< ||l——— 1)m
_H1+2n2m(x+ )
2m
- 1+ x? 27 e 4 1)
1+ 2n2m x
2m

< 12" ™ + 1) llzm
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_ Zm sup x™+1
- XSn ,2m4q

olup

lim ||L, (™, x) —x™|[2, =0
n—-o0o

bulunur. Son olarak

lim || L, (8™, x) — x*™ ||, = 0
n—0oo

esitligi gosterilecektir.

1+ x?
1Ly (2™, ) = X2 |3 = ||X*™ + 1_|_W[(x + 1)
1+ x? -
= 1+2n2m(x+1)
1+x2 2m 2m
= [T znzm 2 )
2
< p2msup 1+ x“™

¥ 2ntm 41

oldugundan

lim || L (67, %) — x*™ Iz = 0
n—-oo

bulunur. Ayrica
f*=x*"cosmx

olarak tanmimlanirsa
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f*(x) = x*™cosmx

< (14 x*™)cosmx

< (14 x%™)
oldugundan agik¢a f* € Cyy, dir. us- = 1 olarak almirsa
If ()] < ppe(1+x™) dir.

x?™ cosmx siirekli oldugundan f* € Cs,, olur.
x > n i¢in durum agiktir.

x < nigin

2
Li(fx) =)+ T f (e + D) = f7 ()]

2m

2
COSTTX + —2_[(x + 1)?™cosm(x + 1) — x2™ cosmx]

:x _—
1+2n2m

1+ x?
< x*™cosmx + To o [22™(x?™ + 1) cosmt(x + 1) — x*™ cosmx]

1+x2
1+2n2m

= x*™cosmx + [22™(x*™ + 1) (cosmxcosm — sinmxsinm) —

X2mcosmxy

14x2
= x’Mcosmx — Ty [22m(x*™ + 1) cosmx + x*™ cosmx]
n

= x’Mcosmx —

2

1+;€2m cosmx[25™ (x*™ + 1) + x*™]
olur.

2

1_I_Wcosnx[sz (x?™ + 1) + x?™]

L (F5 %) = f70O) ll2m = H

2m
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2
_sp 1Y cosmx[22™ (x%™ + 1) + x*™]
¥ ]+ 2n2m

2
= - [22m (" + 1) +n?"]

2
= [P (22 + 1) + 22

1+n2 1+n?
= (27" +1 n?m 4 2%m
( ) 1+2n2m 142n2m

(22m+1)

2y 2m
> (1+n5)n™

(1 + n®)n?m
1+ 2n2m
oldugundan

lim Iy (F*,2) = f* @)llom = 0
bulunur. Béylece bir f* € Cy,, i¢in
7}1&10 I Ly (Fx) = () llzm# 0

oldugu gosterilmis olup kanit tamamlanmis olur.

Simdi agirlikli stireklilik modiilii tanim1 kullanilarak agirlikli normda dogrusal pozitif

operatorler dizisinin yakinsakligi incelenecektir.
Tanim 4.1.3
f € ¢Y . olsun. Bu durumda

_ su |f(X+h)_f(x)|
w(f,6)om = |ﬁ|2s02 (1 + x2m)(1 + h2m)
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ifadesine agirlikli siireklilik modiilii denir.

Bir f € C,,, fonksiyonu igin siireklilik modiilii Achiser tarafindan kanitlanmigtir. Genelde

6 = 0,igin f € C,,, fonksiyonunun siireklilik modiilii 0’a yaklagsmaz. Ancak (Gadjiev

1999)’in de kanitlandig1 gibi her f € C fonksiyonu icin

Iimw(f,8)om =0

dir.

4.2 €3, AGIRLIKLI UZAYINDA SUREKLILIK MODULUNUN OZELLIKLERI

Bu kesimde oncelikle calisacagimiz CY, uzayinda yaklasim igin gerekli olan siireklilik

modiiluniin 6zellikleri incelenecektir.

Onerme 4.2.1

f € ¢d . olsun. Bu durumda

Vi.

Vii.

w(f,8)m =0
6; < 8z ise w(f,61)om < w(f,62)2m
v m € Nigin w(f,m§) < 22™(1+6*™) w(f,8)2m
VA€ RYiginw(f,A8), < 2%(A+ 1)(A+5°™) w(f,8)2m
Vf € Chyicin 75 w(f,8)om =0
If(®) = FEOI S(@H+x®™)(L+|t — xIP™) w(f, |t = xD)zm
|t —x|

If@®) = £ < 22M L+ )(1+]t — x[PM)(1+—)(1+67™) 0 (£, )om

ozellikleri gegerlidir.

Kanit:

ifadesinde

s (T+x2m)(1+h2m)

54



(1+x?™)=0,(1+h*™)=0ve
|f(x +h) = f(x)| = 0 oldugundan
w(f,8)2m = 0dir.

i) 61 < &, olsun.|h| < &, bolgesi, |h| < &§; bolgesinden daha biiyiiktiir. Bolge biiyiidiikge

alinan supremum biiyiiyeceginden

s fOAD)—fOI _ sy Ifxth) — fO)]
nzg, (L+x2M)(1+h2m) = 528 (14 x2m)(1 + h2™)

olacagindan

w(f,81)2m < 0(f,62)2m
bulunur.

iii) Her m € N i¢in

_ sy |f(x+ h) = f(x)]
w(f,6)om = |ff|2£s (1 + x2m)(1 + h2m)

ifadesinde x + h = t denirse

o F(O) = FOO
(,()(f: 6)2m - |ttj§§0; (1 + xzm)(l + (t — x)Zm)

elde edilir. O halde

|f (@) — f(Ol
(1 4+ x2m)(1 + (t — x)2™m)

a)(f, m6)2m = t,xZ%up
|t—x|<mé

olacaktir.
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t—x|<méf= —méd <t—x < md
t = x + mh segilirse |h| < & olup

sup |f(X + mh) - f(x)l
s (14 x2™) (1 + (mh)>m)

w(f! m6)2m =

yazilabilir. Diger yandan her f € €2, i¢in

fx+mh)—f(x)=f(x+h)—f(x)+ f(x+2h)— f(x+h)+ f(x+3h) —
fx+2h)+ -+ f(x+mh) — f(x + (m —1)h)

m

- Z[f(x +kh) = f(x + (k — Dh]

k=1

esitligi gecerlidir. Boylece

f(x+mh) = f(x) =

Z[f(x + kh) — f(x + (k — 1)h]
k=1

< > |f(x + kh) — f(x + (k — 1h|

B |f (x + kh) — f(x + (k — Dh|
L@+ P+ (x+ (k- D))

(1+ h?™)(1 + (x + (k — 1)h)?™

esitsizligi saglamir. Her iki tarafin (1+x2™)(1+(mh)?™) ifadesine boliinmesiyle

If &+ mh)- fIl S 1f G+ kR) = £+ (k= DRI+ R2™)(1+ (x + (k = DRY?™)
(L+x2m)(A+ (mh)?m) = L (1+h2)(A + (k= Dh)*m) (1 +x2m)(1 + (mh)?™)

elde edilir. |h| < § tizerinden supremumu alinirsa
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1+ (x + (k — DR)?™
1+ x?™)(1 + (mh)?™)

W(f,m8)an S Of, 8o (14577 ) -
k=1

elde edilir. Diger yandan

e = D 2142 (7 + (= 00
< 22m + 22m (x2m + ((k _ 1)h)2m)

= 22" (142%™ + ((k— D))
dir. k — 1 < m oldugundan
1+ (x + (k — 1Dh)*™ < 22™(1 + x?™ + (mh)*™)
< 22m(1 + x2™ + (mh)?™ + x?™(mh)*™)
= 227 (L+x2m)(L+(mh)?™)
yazilabilir. Yani,

1+ (x+ (k —1)h)*™

(1 + x?™)(1 + (mh)?™) 2

dir. Boylece
w(f,m8)zm < 2°™(1+6%™) w(f,6) ,,.
bulunur.

iv) Her A € R* igin w(f,16) , < 2%(A+ 1)(1+5?™) & (f, 8)om
A € R* sayisinin tam kismim [A] ile gosterirsek [A] < A < [A]+1 esitsizliklerinin gegerligi

oldugu aciktir. Bu esitsizliklerde (i) 6zelligi geregi
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w(f,A8)2m < w(f, (IA] + D)E)2m
yazilabilir. ([A] + 1) € N) oldugundan bu esitsizligin sag tarafina (iii) 6zelligi uygulanarak

w(f,A8)om < o(f, (([A] + 182
< 22m([A] + 1)(1+6%™) w(f, 5) om
bulunur. Ayrica VAE R* i¢in [A]+1< A+1 oldugu gdz 6niinde bulundurulursa;
w(£,18 )y < 22™(1+2)(1+6%™) w(£,6 )om
elde edilir.

V) Her f € (2, icin 5”_’,'6 o(f,8)2m = 0 oldugundan CJ, m tanimindan verilen bir

€ > 0igin

<
flx+h)

1+(x+h)2m_Kf‘<£ (4.4)

esitsizlikleri saglanacak sekilde her x > x; i¢in xy > 0 sayist bulunabilir.

f(x+h) B f(x+h)—Kf—Kf(x+h)2m
1+ (x+h)2m f‘_ 1+ (x + h)2m

flx+h) — K — K 320 x*™ TR (7))

1+ (x + h)?m

fGo+h) — K| hK 3™ x*m TR
14 (x + h)?m 1+ |x + h[?m
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oKy 3m XMW )

< sup|f(x+h) —Kf| +

1+ |x+ h|?™
212211 me—j hj—l(er} )
K
< &+ 6Kgsup T+ Xt hm
olur.
Ayni1 zamanda her f € C[0, x;] igin
Ongxi lfx+h)—f(x)]<e
|h|<6
saglayan bir § > 0 vardir. Boylece (4.3) ve (4.4) den
|f(x + h) — f(x) — Kr + K|
w(f;5)2m = xsgg (1 +x2m)(1+ hme) !
|h|<s
sup |f(x+h)_Kf | +|Kf_f(x)|
= |71|2_<% (14 x2™)(1 + h?m)
K -
<e+ o | g f(X)|2
<5 1+ x?m)(1 + h?m)
LR N i G D W [ g 100
1+ |x + h|?2m |’;1|2_<% (1 + x2m)(1 + h2m)

8Kpsup 37T x*m I (A sup |Kr — f()|

1+ [x + h2m 0 T2+ A

< 2+

(4.3) esitsizliginden

(x + h)*m k.5
(1 +x2m)(1 + h2m) ™/

<3e +
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22m(x2m + th)
K¢ 6
(1 +x2m)(1 + h2m) ™/

- x2m th
<3e+ 22" g+ 7o) K

< 3e+

<3e4+2"2K; 6
olur. Bu esitsizlik yardimiyla
(lsi_r)r(l) W(f,8)m =0
bulunur.
vi.Kanit:
If(®) = OOl S(L+x?™)(2+]t — x[P™M)w (£ 1t = xD2m
w(f,8 )y, ifadesinde §=|t — x| segilirse

sup If@) - fF)I
B0 (1 4 x2m) (1 + ¢ — x|#™)

w(f [t =xDom =

If (£)—f ()l
T (A+xZm)(1+|t—x|2™m)

yazilabilir. Buradan

If () — f(|
1+ x2™)(1+ |t —x|?™)

< w(f |t = xD2m

oldugu goriiliir. Boylece

F(©) = OOl < X+ x*™)(A + |t — x*™ w(f, |t — xD)am

60



esitsizligi elde edilir.

vii.Kanit:

(vi) 6zelliginden

[t — x|
If () = f)l < A+ x*)(A + |t — x|*"w <f, 5 5)
2m

yazilabilir. Ayrica lt;—xl € R" olup (iv) 6zelliginden dolay:

lt—x|

o(1E524), ST o

dir.

lt—x|

f(©) = fO] < 22 (A=) A+x )L+t = x[*™)(1+6°™) w(f, 8 )2m

bulunur.
Pozitif dogrusal operatérlerde €Y, uzayinda fonksiyonlarm yaklasimlarinim derecesinin
hatasi i¢in § = 0 iken w( f,§ )y, in 0’ a yaklasmasi kullanilir. Bundan sonraki kesimde

Gadjiev-Ibragimov olarak bilinen pozitif dogrusal operatorler dizisi tanitilacaktir.

4.3 €9,, UZAYINDA GADJIEV iBRAGIMOV OPERATORUYLE YAKLASIM

[k olarak literatiirde Gadjiev Ibragimov operatorii olarak bilinen operator verilecektir.

x,t,u € [0,00) olmak iizere K,, (x, t, u) fonksiyon dizisi i¢in asagidaki kosullar saglansin.

1°) Her K,, (x,t,u) fonksiyonu x ve t nin [0, o ) araligindaki her degerine karsilik u ya
gore tam analitik fonksiyonlar.
2°)Vn e NveVx € [0,o)i¢in K, (x,0,0) =1

3°)v,n € Nve x € [0, ) olmak lizere

{(—D”Kn [aa; (xt, u)]u=u1} >0
t=0
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av—l
u=u, — X uv-1 K, (x, t,u) u=u
t=0 t=0

esitligini saglayan ve (n + m) € N olacak sekilde v den bagimsiz bir m sayis1 vardir.Bu
fonksiyon dizisi yardimiyla Gadjiev Ibragimov operatorii tammlanabilir.(w?n (t)) ve
(¥ () dizileri [0,00) iizerinde tanimli siirekli fonksiyonlar dizisi olmak iizere V t €

[0,0) i¢in 9,(0) = 0,3,,(t) > 0 olsun. Ayrica pozitif sayilarin bir (a@,) dizisi igin

1

n—00 m = 0 olsun.

. an __ .
lim,, o —= 1,lim

K, (x, t, 9, (t)) tam analitik fonksiyon olarak Taylor serisi seklinde yazﬂabilir.(w?n (t) —
anyntnin kuvvetlerine gore Taylor agilimi yazilirsa t=0ve Z70=0 oldugundan —a7yn0

n kuvvetlerine gore seriye agilmis olur.

(ﬁn (t) - anwn (t))v

v!

K, (x,, 5, (1)) = ZavK ew|
u=a, P, (0)

K, (x, t, 9, (t)) yukaridaki kosullar1 saglamak iizere Gadjiev-Ibragimov operatorleri
asagidaki sekilde tanimlanabilir (Gadjiev 1976).

Onerme 4.3.1

_ N W) ( ann(O))
L(f,2) = Zf(nzw ) G 0 (00)

(4.5)

(4.5) esitligiyle verilen operatdrde asagidaki 6zel segimler yapilirsa 6zel operatorler elde
edilir.

1 ux 1"
Da,=n, Y,(0)= ~ ve K, (x, t,u) = [1 - 1—+t] olarak alinmasmin ardindan

t=0 ve u=a,P,(0) alinirsa Bernstein operatorii olarak bilinen operatére ulasilir.

Gergekten

K,'(x,t,u) = (=1n (%H) [1- 1+t
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n—2

K,"(x,t,w) = (—=1)*n ( ) (n—1)[

n—v

K" (x,t,u) = (=1)'n(n—-1).. ("—(V_l))( ) [ _1uj-ct]

n—v

=(-1)'n(n-1). (n—v+1)( ) [1_ uxt]

olur. Boylece t = 0 ve u = a,,,, (0) igin

K, (6t 1) uma,p, 0 = (1" —1) .. (n = v + 1)x¥ (1 — anth, (0)x)"
t=0

olur. Dolayisiyla

€ [0,1] olmak iizere

B,(f,x) = Zn: f (%) (Z) xk(1 = x)nk

k=0

elde edilir. Soyle ki

v

v=0

Ly (f,x) = if(nz >K ®) (x 0, ni) (_’;ﬁ)

1
n

[ee]

=Zf( )( D'n(n—1).n—v+1)x¥ [1—n x]

v=0

(1)
v!

_ Z / (%) (n(n -1) v('n —v+ 1)) (1 — XY=
v=0
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n

DN CIBEIERE

v=0

bulunur. O halde Bernstein operatorii elde edilmis olur.

2) a,, =n,¢n(0)=$, limy, oo by, =00, limy 022 = 0

olarak secilirse; yine

n
K, (x,t,u) = [1 — f—ft] olmak iizere

n

L=y ()0 0-2) ()

v=0

Bernstein-Chlodowsky operatérii elde edilir.

1

alinirsa
nby

Gergektena, =n , 1, (0) =

n—v

K, (x,t,tu) =(-1)'n(n—1)..(n—v+1) (%H)v [1 _ 1u-|9_c t]

olacagindan t = 0 ve u = a,,, (0) i¢in

Ko™ (0, 6, 1)z, ) = (1)1 — 1) . (n = v + 1) ()" [1 — @b, (0)x]*
t=0

xX—=v

G KIS (B

1 xX—=v
=(-1)'n(n—-1)..(n—v+ 1)x" [1 - b—x]
n
olacaktir. Boylece
oo 1 v
14 x -V (—nm)
L0 = Y | — |- =y D - | e
v=0 n2—— n .
nb,,
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B Wi E BTN o)

V=

o

esitligi gegerli oldugundan Bernstein-Cholodowsky polinomu elde edilmis olur (Coskun
2000, Dogru 2006).

Ornek 4.3.2

3
€ [0,1] olmak tlizere f(x) = xe;; ! fonksiyonu i¢in K, (x,t,u) = [1 —ux]|"a, =n

ve 1, (0) = n + 1 alinarak yapilan yaklasimi veren program 6rnegi ve yaklasimin grafigi

Sekil 4.1 de verilmistir.

> restart;
> with(plots):
> fi=x->(x"3+1)/exp(2*x);

x3+1

f= x—>7€(2X)

> printf("Dizinin eleman sayisini giriniz.\n");m := scanf("%d")[1];

Dizinin eleman sayisin1 giriniz.

> 50 m =50

> printf(‘ Toplamin mertebesini giriniz.\n");t := scanf(*%d")[1];

Toplamin mertebesini giriniz.

> 30 t:=30

> for n from 1 to m do

> g:=u->(1-u*x)"n:

> L[n](f,x):=evalf(simplify(sum(f(v/((n*2)*(n+1)))*((D@@V)(g)(n*(n+1)))*
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((-n*(n+1))™)/vi,v=0..1))):

> end do:

> pl:=plot(f(x),x=0..1,y=0..1,color=blue):

> p2:=plot(L[2](f,x),x=0..1,y=0..1,color=red):

> p3:=plot(L[3](f,x),x=0..1,y=0..1,color=green):
> p4:=plot(L[4](f,x),x=0..1,y=0..1,color=pink):
> p5:=plot(L[5](f,x),x=0..1,y=0..1,color=black):
> display([p1,p2,p3,p4,p5]);

341

Sekil 4.1 f(x) = "er

fonksiyonuna n = 50 ve m = 30 i¢in yaklagimi veren grafik.

Benzer sekilde x € [0,1] olmak tizere f(x) = fonksiyonu i¢in K, (x,t,u) =

5x
2x2+1
[1—ux]® a, =n ve P,(0) =n+ 1 alinarak yapilan yaklasimin grafigi de Sekil 4.2

de verilmistir.

66



Sekil 4.2 f(x) = %fenksiyonuna n = 50 ve m = 20 i¢in yaklagimi veren grafik.

Simdi Lemma 4.3.2 de kullanilacak bir esitlik kanitlanacaktir.
Lemma 4.3.1

Her N dogal sayis1 igin Cj, y pozitif sabitler ve Cy y = 1 olmak iizere

N
aNkn(n+m)(n+2m)..(n+ (k—1)m) Cr N .
L (¢, x) = Z (7) = : —xk (46)
k=1 (Tl lpn (O))
esitligi gecerlidir.
Kanit:

Kanit tiimevarim yoluyla yapilacaktir.Gadjiev-Ibragimov operatorii tanimi nedeniyle
N=licin L, (t",x) = ";—”x dir.

Gergekten ,
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1

_ a, 1 n Cl,l
w6022 G S

aTL
=—x
n

benzer sekilde N=2 i¢in

an:n+m a, 1
Ln(tz,X) = (7) x? +7mx
dir. Gergekten;
2
B an knin+m)(n+2m)..(n+ (k—1)m) Cr N .
L,(t%x) = ; ( n ) nk (nzlpn (O))N—k x
Oy Ciz ap\?n(n +m) Cy2 2
T (@) G = (2, )
oy 1 a2 (n+m)
oy W) T

bulunur. Kabul edelim ki (4.6) esitligi her p dogal sayisi i¢in gegerli olsun. Bu durumda
p+1 i¢in de (4.6) esitliginin dogru oldugu gosterilirse ispat biter.

Her v dogal sayisi i¢in g; bir sabit olmak tizere

p
W =ypw-1)..(v—p)+ va aj
i=1

esitligi gecerli oldugundan (4.7) esitligi vardir.

( v )P+1:v(v—1)...(v—p) p( v )J' aj

n?1, (0) P+l

+ 4.7)
(2, (0)) & \n* P (0)) (n2y, (0))

p+1—j

Gadjiev-Ibragimov operatoriinde
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f() =Pt

alinirsa (4.7) esitligi yardimiyla

) P v nlpn( )
L, (tP*+1 x Z (nzz/)n(O)) K,®(x,0, anlﬁn(O))g

p

C v -1 ..(v-p) o
Z (n29,(0))"" +Z(n2¢n(0)> (2, (o))pﬂ_j

J=

K, (x, 0, a1, (0)) M

B v —1)..(v— P) . w (—an, (0))U
) ; (n24p, (0)"" 00, 0. (0) =5,

Y Y A N (~au ()"
+Z Z(nzlpn(O)) (n2¢n(0))p+1—j K (x 0, “nlpn(o))—

) K (W_n“’))
( 2.¢) (0))17"‘12[( (X 0, anlpn(o)) — D) +

(nzll)n(o))p+1 fz <n2¢n(0)) K (%,0, an

—a, P (0 ’
(0))%

T

v < p + 1 igin faktoriyel tanimli olmadigindan toplam (p + 1) den baslatilirsa;

n (P x) = = (O))pﬂv;l (x, a¢()) -

717 Ln (¢/,x)

T

(nzwn(O))
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olur. Burada K,™ (x,0,a,1,(0)) fonksiyonuna 4°) ozelligi uygulanirsa esitligin her
p € N i¢in dogru oldugu kabulii yardimiyla

a\PHr nn+m)(n+2m) ...(n + pm)
_n) Kn+(p+1)m (x' O,O)xp+1

Ly (¢7+,2) = (=1)P*1 (

n np+1
i i knn+m)(n+2m)..(n+ (k—1)m) Crn ok
= ( n2¢n<0))"“"' & n (n24,(0))
p j
a P nn+m)(n+2m)...(n +pm) a,\k
- (7) L x4 Z 9 kzl (7)
= =
nm+m)(n+2m)..(n+ (k—1)m) Ce.n o
n (n2, ()"
a Pt nn+m)(n+2m).(n+ pm)
- (?) np+1
p p
aNkn(n+m)(n+2m)..(n+ (k—1)m) Cy N '
+ — — X a;
Z nk (nzlpn (O))p+1 k ; Y

esitligine ulasilir. Burada

Ck,p+1

(P p

Z(ﬁ)kn(n+m)(n+2m) wn+k-1m) (o kaa- eser 1< k < pise
_ k 1k j ==
== n (n?, ()" =k

k 1, eger k =p+ lise

seklinde tanimlanirsa N = p + 1 i¢in esitlik kanitlanmis olur.
Tamm 4.3.1

Gadjiev-Ibragimov operatdriiniin n. momenti

[oe]

— v N ) (_anlpn (0))17
TN,n (X) = ;} (m - X> Kn (x' 0, an¢n (O)) T
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esitligiyle verilir.
Lemma 4.3.2

Her x € [0, o0 ) ve yeterince bliyiik n € N sayisi i¢in asagidaki esitlik gegerlidir.

1
9] = (e 690 ()

Kanit:

Ty » (x) in tanimindan

[oe]

Tyn(x) = Z (nZ lp: on x)N K, (x,0, iy (0)

v=0

) (_anlpn (0))”
vl

N v
- 2. G (0))N (=" (M) K, (x, 0, a1 (0)) w

v=0

) [<n2¢Z (0))0 0" () + (nzl,}:l(o))l ot (V)

' (%)N = (W] K (2,0, s (00) M

N _ N _
Tya() = (—0OV + () Lot ) (0" + (5) Ly (8%, 2) (—0)" 2 + -
1 2
+(," ) Ln (¥ 00 (—0)V 1 (M) L™, 20) (4.7)
N -1 n) a5 :
esitligi gecerlidir.
Lemma 4.3.1 de t" vyerine x/ almarak (nztl)n(O))j_N carpani elde edilir. ( j =

1,2,...,(N — 1) olmak iizere). Béylece n — oo i¢in L, (f,x) operatorleri 0’a yakinsar.

(4.7) de x" parantezine alinirsa

e+ () (B s () )+ ()]
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N
— V) (—1)Nk Ny _
x kZ:o (k)

l
esitligi gegerlidir. Ty ,(x) de bazi | sabitleri igin (m) terimleri sabit olmak tizere

n?y, (0) — oo iken ispat tamamlanr.
Teorem 4.3.1

fecd ve w(f,8)y, bu fonksiyonlarn agirlikli siireklilik modiilii olsun. Bu durumda

yeterince biiyiik n’ler i¢in

sup Ly (f,x) — fF(X)] <o f;
X201+ x2m)(1 + x2m+1) 2, (0) 2

Kanit:

Pon(0) = K,"(,0, anwn(o))w

olarak tanimlansin. Operatoriin tanimi1 geregi

L,(1,x) = 1 oldugundan P, , (x) = 0 olur. Béylece

fQO|Bn(x) (4.8)

L, (f,20) = ()] < i |f (n2¢v <0))
v=0 "

esitsizligi gegerlidir. Gergekten

L (f, %) = fFCOI = |Ly (f, () — f () + f (), x) — f(x)]
=L, (f(®) = f(x), %) + L (f (x), ) = fF ()|
= L, (f (&) = F O, %) + fx)(Ln (1, %) — 1

S L (F (@) = £, ) + [f (O] (Ln (1, x) — 1]

72



< L, (IGF@®) = ) [Lx) + If (Il (1 - 1]

=L, (I(F @) = f(x) |, 0)]

-1 ) -

K, (x,0, an¢n(0))—( @ (@)

vn(x)

Il
INGE

|f (nzzpn (0)) e

olacaktir. Stureklilik modiiliiniin

F(8) = F@I < 2™ (1 + 22) 1+ — xP") A+ (1467™) w(£,6 )z

ozelligi geregi t yerine alinirsa, 8, pozitif say1 dizisi olmak tizere

v
n21, (0)

M)(1+5 Zm)w(f On )om

| (i) — £ < 2@y — 2|

21, (0)
4.9)
esitsizligi bulunur. (4.9) esitsizligine Holder esitsizligi uygulanirsa ; (4.8) ve (4.9) dan

oo

La(f) = FI S ) 22m (14 22 (1+ |

v=0

(1 +8,"™) @(£, 8, )zmPyon (x)

7
5, )

—X

2m
| a1+

%
n?1, (0)

her iki taraf 1 + x?™ e boliiniirse Holder esitsizligi yardimiyla

[oe]

IL,(f,x) = fOl _ _, . Y .
1 + x2m <?2? (1+5n2 )w(f'(sn)ZmZ(l‘F(m—x) )

v=0

v
T

1+
6n

Pv,n (x)
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bulunur. Ayrica

o v ___ o
2;p+(ﬂi;m_wy H1+Lﬂw§? xqgm@>=;%@ﬂwzag@5_4

v
(nzwz © x)zm " (n2¢: © x)zm |n2¢"§3) x|> Py ()

- Z; Py () + Z; Py () |m 4] % N ZO - (m ) x)zm

)2’” |%

+UZ:0PU,n(x) O ¢

=1+ Z()Pv,n(x) m — x| % + Ty, (x) + ;PV_n(x) (m _ x)Zm
ACH "’

On

[oe]

T ’“%*Z)P”'“(x)(m‘x)m

v=

- 1+T2m(x)+ZP )

(n%/}: © ")mﬂ 6i

EP 2 (x) zw(o) —x

my 212
+;myux@é®_g)]

esitsizlikleri gegerlidir. Buradan
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1
© - 7 1 1 1 1
Z p——m <14 Ton(X) + T2 —+T2 T2, .,

1
6 Oy

bulunur.

Lemma 4.3.2 yardimiyla

1L, (f, %) = fF(O)I

<
14 x2m -
2m 2m 2m 1 2
21+ 6, ) w(£6, )om i1+ (x+ -+ x"M) ——= le (O) (x+x)2 T
! (29, (0))?
+ l(x + .+ x2m+2)%(x 4+ me)%;
5, n*1, (0)

bulunur. Son olarak

6, = ’m secilirse n = oo i¢in &, — 0 olur ve bdylece yeterince biiyiik n’ler igin

6, < 1 olacaktir. Dolayisiyla

Lo (F ) — FOOI L !
1+ x2m =7 <1 ¥ <W) >w <f' W>2m

!1+(x+-~-+x2m) 21,01(0) (x + x?) -
k " np, (O)) (n2¢n(0))7

1 1 101
+—— @+ ...+ x2m+2)2(x + o+ x2M)2

1 n?y, (0)
7, (0)

esitligine ulasilir. Boylece

|Ln (f, %) = f(0)]
(14 x?2m)(1 4 x2m+1) =

1
22m+1(5 + 4m)w (f,m)

2m
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olup C,, = 22™*1(5 + 4m) segilirse ispat tamamlanmis olur.
Uyar1 4.3.1

Ozel olarak m = 1 durumu goz dniine aliacak olursa Teorem 4.3.1 deki esitsizlik

sup |Ln(f,X)—f(X)| -~ 1
x=0(1+x2)(1+x3) =6 o (f' nzll}n(o))z

sekline doniisiir. Burada

limy, = o

n—-oo

dizisi i¢in

(1+x2)(1+x3) < (1 + x?)3 saglandigindan

sSup |Ln(f' X) _f(x)l - 1
x €[0, 7] (1 +x2)(1 + x3) =6 (f' n2y, (0))2

esitsizligi gegerlidir. Bu esitsizlik (Gadjiev, Ispir, 1999) daki esitsizlikten daha iyi bir
yaklagim yapilabilecek bir esitsizliktir.
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EK ACIKLAMALAR A

X

3 . . . . . . .
;;1 FONKSIYONUNA GENELLESTIRILMIS GADJIEV IBRAGIMOV

e

OPERATORU iLE YAKLASIMI VEREN PROGRAM ORNEGI

1 f(x) =

79
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EKA
g=u—>(l-ux)"
L, (f, x) :=3.333333333 x

L(f, X) := 4.931506849 x — 1.167988464 X*
L,(f, x) := 4.992295840 x —0.5512964731 x* —2.138056946 X’
L,(f, x) := 4998437988 x —0.2808111229 x*—3.720813009 x° + 0.2318292039 x*

L(f, X) := 4999555595 x —0.1599289154 Xx* —4.789344739 x° +0.2552051246 X*
+0.7584847136 x°
L(f, x) := 4.999842535 x —0.09919072921 x*—5.551183036 x° +0.2202157137 x*
+1.843699474 x° —0.05123663630 X°
L.(f, x) := 4.999934924 x — 0.06559339897 X* — 6.120457137 x° — 0.2433266239 X’
—0.09164807398 x° + 0.1784157659 x* + 2.993289854 X°
L(f, x) := 4999969859 x — 0.04557154310 x* - 6.561511076 x° — 0.7669029624 x’
+0.01199241547 x® —0.1120669495 x° + 0.1423853210 x* + 4.098102051 x°
Lo(f, X) := 4.999984758 x +0.07466896402 x° —0.03292130893 x* - 6.913053397 X°
— 1515247805 x’ + 0.02994287818 x& —0.1179734251 x5+ 0.1137916490 x*
+5.118985352 Xx°
L,(f, x) = 4.999991736 x + 0.2897500683 x° — 0.02454525169 x° — 7.199702485 X
—2.417353034 x’ +0.04747838632 x®—0.002899610960 x*° —0.1154377743 x°
+0.09163106255 x* + 6.046600578 x°
L, (f,x) 1= 4.999995257 x + 0.6764030861 x° — 0.02233335925 x**
—0.01878278093 x? — 7.437840133 x° - 3.412442309 x’ +0.06153934963 x®
—0.009320738920 x'°—0.1086123276 x° + 0.07450808492 x* + 6.883861319 x°
L,,(f,x) := 4999997146 x +1.236967152 x° —0.1030055177 x** —0.01469012902 Xx*

— 7.638779899 x° — 4.454843694 x’ + 0.07139710526 x® —0.01817582421 x*°
—0.09996758555 x° + 0.06120782295 x* + 7.638278560 x°
+0.0007157517242 x*

L,(f, x) := 0.006568412617 X1 +4.999998214 x + 1.956544193 x° — 0.2777257497 x*

—0.01170425115 x* - 7.810581124 x* - 5.512297621 x' + 0.07742456890 x°
—0.02799319908 x'°—0.09087295728 x° + 0.05078713323 x* + 8.318620352 X’

+0.002818240982 x!?
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L,,(f,x) :=0.03511045955 x*3 +4.999998843 x + 2.812216161 x° — 0.5737522058 x!

—0.009475207697 x? — 7.959137633 x° — 6.562890076 X’ + 0.08036437399 x®
—0.0001792250123 x** —0.03758203087 x°—0.08204250432 x°
+0.04254145354 x* +8.933488196 x° + 0.006525322909 x'?

L,(f, x) :=0.1074306554 X3 +4.999999228 x + 3.778838731 x° — 1.007491892 x!

—0.007777771776 x> —8.088857682 x° — 7.592229046 x’ + 0.08098542625 X®
—0.0008358517228 x'* —0.04618894321 x°-0.07381716548 x°
+0.03595042311 x* +9.490757913 x° + 0.01164404426 x'2
—0.001908914270 x*

L(f,x) := 0.2476565717 x13 +4.999999472 x + 4.832214791 x° — 1.585356829 x*

—0.006462542544 x> —8.203103344 x° —8.591232771 x’ +0.07995169517 X2
—0.002241202392 x** —0.05343776257 x'°—0.06633172414 x°
+0.03062966190 x* +9.997410795 x° + 0.01776076445 x'2
+ 0.00004535050220 X6 —0.01160489245 x*°

L,(f,x) := 0.4786578839 X2 +4.999999630 x + 5.950598011 x° — 2.305896623 x'!

—0.005427774641 x% — 8.304482926 x° — 9.554505059 X’ + 0.07779033807 x°
+0.0005498476605 x'" —0.004547313507 x** — 0.05921587341 x*°
—0.05961069191 x° +0.02629365969 x* + 10.45953665 x° + 0.02440791218 x'?
+0.0002445343587 x'® —0.03974052768 x°

L (f, x) := 0.8197150202 x13 —0.00001156741218 x'8 + 4.999999736 X

+7.115230198 x° —3.162111573 x* — 0.004602554558 x2 — 8.395050652 x°
—10.47917683 x’ + 0.07490042112 x® + 0.003746533537 x*’

—0.007768386386 x4 —0.06357159660 x'° —0.05362246970 x°
+0.02272862850 x*+ 10.88240702 x>+ 0.03116399646 x*2

+0.0007452678205 x*® —0.1011819190 x*

L(f, x) := 1.285403485 x*° —0.00007081560252 x'°+4.999999808 X

+8.310361604 x° —4.143467746 x* —0.003936433127 x> — 8.476446163 x°
—11.36409207 x’ +0.07157475780 x® + 0.01419885922 x*7

—0.0001572877009 x*° —0.01180743002 x* —0.06663910256 x°
—0.04830951619 x° +0.01977301160 x*+ 11.27057121 x° + 0.03769688914 x'?

+0.001694465970 x'® —0.2136136633 x*°
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L, (f, x) :=1.885376558 x*3 —0.0002417897090 x'® + 4.999999858 x + 9.523020227 x°

—5.237471689 x'! —0.003392856662 x> — 8.549993941 x°
+0.2969105746 107° x?° — 12.20924012 x’ + 0.06802316373 x°

+0.03958387679 x'' —0.001187291150 x'° —0.01649805968 x*
—0.06858927492 x° —0.04360484427 x°+ 0.01730355426 x*+11.62795386 x>

+0.04377162172 x* +0.003205201392 x'% —0.3958923779 x'°
L, (f,x) := 2.624705299 x — 0.0006089265819 x& +4.999999894 x + 10.74267962 x°

—6.430817524 x* —0.002944900591 x> —8.616775468 x>
+0.00002034718293 x?° —13.01536118 x’ + 0.06439281478 x®

+0.09067725811 x" —0.004934115427 x'° —0.02164358957 x*
—0.06960012992 x°—0.03944077001 x°+ 0.01522532668 x* + 11.95794490 x°

+0.04924022819 x*? + 0.005339563932 x'® —0.6665455058 x*°
—0.9813082411 10%* x**

L,,(f, x) := 3.504505894 x*° —0.001263478987 x'°+4.999999919 x + 11.96090497 x°

—7.710176652 x* — 0.002572436339 x? — 8.677682449 x°
+ 0.00007693730524 x?° —13.78367323 x’ +0.06078462907 x®

+0.1809345240 x'’ —0.01495165225 x'° — 0.02704630436 x**
—0.06984049086 x'° —0.03575329884 x° + 0.01346453630 x* + 12.26347888 x>

+0.05402480469 x? +0.008106244811 x'®—1.042607882 x'°
+0.6125728969 10°° x?? —0.1271149248 10°" x**

L,,(f, x) := 4.522670902 x*3 —0.002289544266 x'8 + 4.999999938 x + 13.17101715 x°

—9.062711415 x' —0.002260211909 X% — 8.733456648 Xx°
+0.0002125989340 x%° —14.51568330 x’ + 0.05726587816 X®

+0.3257847908 x*" —0.03694794942 x'° —0.03252604253 x**
—0.06946205977 x*° —0.03248408143 x° —0.2207225245 105 x?3

+0.01196331000 x*+ 12.54710318 x° +0.05809984716 x'?+ 0.01146778636 x°
—1.538842593 x*° + 0.8378011426 10°%! x?>—0.7968217176 10% x**

L,,(f, x) := 5.674593143 x*° - 0.003753352352 x'° +4.999999952 x + 14.36779201 x°

—10.47638607 x* —0.001996527681 x> — 8.784720104 X3
+0.0004801304674 x* —15.21305793 x’ + 0.05387964878 x°

+0.5418027764 x*” —0.07900780778 x*° + 0.6080897195 10%8 x?*
—0.03792993207 x* —0.06859652034 x° —0.02958104185 x°

—0.3178650753 10°% x?° + 0.01067587410 x* + 12.81103594 x°
+0.06147664759 x* + 0.01535237003 x*® —2.167310967 x'°
+ 0.5550025020 10%° x?? —0.3237514528 10%° x**
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L(f, x) 1= 6.953822706 x13 —0.005697154668 x'® +4.999999962 x + 15.54720034 x°

—11.94013446 x' —0.001772307625 x%—8.831998328 x°
+0.0009403099301 x*° — 15.87753466 x’ + 0.05065182891 x°

+0.8458893183 x*’ — 0.1515756871 x*° +0.9198303567 107° x*
—0.04313580612 x* — 0.06735548008 x'°—0.02699830578 x°

—0.2219171111 10% x?2 + 0.009565732849 x* + 13.05721495 x°
—0.1432444167 107 x*® + 0.06419068115 x* + 0.01966641822 x'©
—2.937221962 x5 + 0.2384457325 10%° x?? — 0.9629539039 105 x*

L,(f,x) := 8.352631116 x** —0.008137448455 x'® +4.999999970 X + 16.70618766 x°

—13.44392968 x'! —0.001580437924 x> —8.875738313 x° + 0.001655675715 x?°
—16.51086234 x’ + 0.04759621197 x2 + 1.254544882 x*" + 0.3060740314 1077 x?°

—0.2672295993 x* + 0.6750942738 1072 x** — 0.04805159397 x4
—0.06583188659 x'°—0.02469578409 x°— 0.1005385142 107° x?3

+0.008603565845 x* + 13.28733871 x° — 0.2270848385 107° x*®
+0.06629199074 x* + 0.02430584580 x'® — 3.854984833 x*°
+0.7501856216 10% x?? —0.2244144993 1093 x*

L,(f,x) := 9.862476871 x** — 0.01106649373 x'° +4.999999976 X + 17.84249043 x°

—14.97878911 x* —0.001415289447 x> —8.916322661 X3+ 0.002684492576 x*°
—17.11476157 X’ +0.04471819821 x®+ 1.783279740 x'’ + 0.5074779092 107° x?6

—0.4403018491 x'° —0.6148290093 108 x?7 +0.3217099273 1074 x**
—0.05261245026 x —0.06410209982 x°—0.02263861001 x°

—0.3336637926 107* x?% + 0.007765647426 x*+ 13.50290094 x°
—0.1748091331 1077 x?° + 0.06783817965 x? + 0.02916500696 x'°
—4.924396750 x*° +0.1849484346 10%8 x?? — 0.4281213720 105 x**

L,(f,x) := 11.47437758 x** - 0.01445590161 x'° +4.999999981 x + 18.95448396 X

—16.53673855 x'! —0.001272368529 x> — 8.954080767 x° + 0.004075866850 x?°
—17.69089913 x’ + 0.04201746310 x8 + 2.446174159 x* + 0.4088904136 108! x?°

—0.6864086599 x'° —0.1064163518 108 x?” +0.1123455274 107° x**
—0.05677684356 x'*—0.06222815127 x*° —0.02079653856 x°

—0.8678729666 1072 x%% +0.007032648365 x*+0.1188710068 108 x28
+13.70521957 x° — 0.8742354510 108 x*° + 0.06888950739 x*?

+0.03414315592 x'6 — 6.146910216 x + 0.3732349113 1099 x?2
—0.6894733525 10%° x*
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Lo(f, x) = 13.17919924 X3 —0.01826122042 x'® +4.999999984 x + 20.04105746 x°

—18.11075221 x*! —0.001148058533 x> — 8.989297748 x° + 0.005866455108 x?°
—0.2248413268 10%° x?° — 18.24087232 x’ +0.03948987076 x° + 3.255582254 x'’

+0.2141531299 10% x?6 — 1.021944892 x*° —0.8957366530 10% x?’
+0.3075375069 1077 x?* — 0.06052238215 x* —0.06025993599 x°

—0.01914336447 x®—0.1847795878 1074 x> + 0.006388719890 x*
+0.2144080759 10% x?® + 13.89546118 x° — 0.3205117471 10% x*®

+0.06950560024 x'? +0.03914865771 x® —7.521938929 x'°
+0.6357261563 107° x?> — 0.9590696259 10% x2*

L,,(f,x) := 14.96787507 x** - 0.02242671789 x'° +4.999999987 x + 21.10151170 x°

—19.69467968 x'' —0.001039426510 x> —9.022221643 x° + 0.008078804881 x?°
—0.4219468315 10% x*° — 18.76619995 x’ + 0.03712883829 x° + 4.221962208 x*’

+0.4209768399 10 x°° + 0.8225360449 1084 x?® — 1.463588415 x*°
—0.4903580285 108" x?” + 0.6891439561 107 x** — 0.06384183025 x**

—0.05823721282 x'°—0.01765638616 x°— 0.3320132157 107° x?3
+0.005820788007 x* + 0.1882040820 10% x?® + 14.07466160 x°

—0.9212993301 108 x® +0.06974335779 x'% + 0.04410136148 X6
—9.047172917 x* +0.9350090514 107 x** —0.1172950416 10% x**

L,,(f,x) := 16.83156614 x'* —0.02688983739 x'° +4.999999989 X + 22.13547562 X

—21.28316782 x* —0.0009440770603 x> —9.053069240 x° + 0.01072111441 x*°
—0.3856144808 10 x?° — 19.26831816 x’ + 0.03492630227 x& +5.353810820 x'’

+0.8207530914 10% x3° + 0.2477561047 10% x% — 2.027845550 x'°
—0.1969343402 10% x?" + 0.1303148460 10°% x** — 0.06673954800 x**

—0.05619136321 x*°—0.01631592616 x®—0.5150135367 1076 x*
+0.005318005718 x*—0.7870474994 10% x3! +0.1074990585 102 x%8

+14.24374335 x° —0.2168004662 102 x*° + 0.06965571954 x*?
+0.04893358205 x'6 —10.71888370 x° +0.1208642448 10" x?

—0.1279309036 10 x*
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L,,(f, x) :=18.76177507 x*3 —0.03158503860 x'® +4.999999991 x + 23.14283837 x°

—22.87158211 x*! —0.0008600408305 x?— 9.082030852 x° +0.01378808145 x?°
—0.2294334472 10% x?° —19.74857938 x’ +0.03287339745 x® + 6.657679618 x'’

+0.7797572620 10% x*° +0.6109997422 108 x% — 2.730656919 x*°
—0.6203997397 10%° x?¥7 +0.2126999215 108! x?* — 0.06922844817 x*

—0.05414690070 x*° —0.01510491007 x®—0.7019195046 107" x*
+0.004871324761 x*—0.1591952429 10%°% x3 + 0.1478975162 10103 x32

+0.4506268595 10% x?8 + 14.40353040 x° — 0.4305046423 108 x?°
+0.06929103311 x* + 0.05359009580 x'® — 12.53220767 x*

+0.1392697425 1074 x?% — 0.1258894878 1070 x*
L,.(f, x) := 20.75042266 x13 — 0.03644690418 x8 + 4.999999993 X + 24.12369412 x°

— 24.45593088 x'! —0.0007856886750 x? — 9.109274232 X3+ 0.01726248927 x*°
—0.1002206133 10% x?° — 20.20825343 x’ + 0.03096092811 x° + 8.138251439 x'’

+ 0.4825334547 10%%° %30 4+ 0.1271500362 10% x?® — 3.587073073 x*°
—0.1600378825 10% x?" + 0.3049582905 1082 x2* — 0.07132747920 x*

—0.05212274532 x'° - 0.01400850102 x° —0.2807574829 10'%" x*
—0.8524599736 107 x** + 0.004473158468 x*—0.1570067357 10'% x**

+0.3099616851 10195 x32 1+ 0.1482103211 10% x?8 + 14.55476079 x°
—0.7377894058 108 x?° + 0.06869283117 x*? + 0.05802748650 x'°

— 14.48140128 x*° +0.1447177610 107 x?* —0.1128592161 10" x**
L,,(f,x) := 22.78989556 x'* - 0.04141250727 x'° +4.999999994 x + 25.07829726 x°

—26.03279395 x'! —0.0007196650242 x? —9.134947818 x° +0.02111721249 x?°
—0.3435705744 10%° x*° — 20.64853004 x’ +0.02917969009 x° +9.798459115 x*’

+0.2193059684 10'%? x* + 0.5405256589 10 x34 + 0.2283458365 10%° x%°
—4.611001907 x* —0.3483737768 10% x?" + 0.3894922601 108% x?*

—0.07305959835 x** —0.05013328672 x'°—0.01301378478 x°
—0.6089430343 10 x3 —0.9332233451 107° x*® + 0.004117114636 x*

—0.1009099864 101 x3 + 0.3169342978 10%7 x%2 + 0.3992105434 10°¢ x*8
+14.69809737 x°—0.1110458665 108" x* + 0.06789987666 x'?

+0.06221310170 x® — 16.56006556 x°+0.1369275280 1076 x*
—0.9293723593 10"t x?*
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L(f, x) :=24.87307192 x13 —0.04642310108 x*® +4.999999995 X + 26.00702610 x°

— 2759925679 x'' —0.0006608357595 x> —9.159183438 x° + 0.02531738592 x*°
—0.1058646736 106 x> — 0.9647260548 1010 x?° — 21.07052227 X’

+0.02752068589 x2 +11.63963114 x'’ + 0.7824260977 10103 x*
+0.1211918822 104 x3* + 0.3600966942 10% x?® — 5.815024705 x'°

— 0.6544064933 10%* x?" + 0.4482574601 10% x** — 0.07445017732 x*
—0.04818926356 x'°—0.01210949974 x®—0.6447335990 10! x3

—0.9298269809 10% x** + 0.003797782533 x* —0.4764974940 10%%° x*
+0.2112798274 10" x* +0.9074436719 10%" x*® + 14.83413697 X

—0.1488494931 1088 x?° + 0.06694637557 x*? +0.06612381086 x'°
—18.76133973 x*° +0.1189382728 1077 x?2 — 0.7079659080 107 x?*

L(f, x) == 26.99333038 X1 —0.05142522545 x'8 + 4.999999996 X + 26.91035345 x°

—29.15285055 x'' —0.0006082471334 x> —9.182098566 x° + 0.02982254655 x*°
—0.2451118156 108 x> — 0.2286215021 10192 x?° — 21.47527038 X’

+0.02597526328 x8 + 13.66165224 x'’ + 0.2286845703 101> x*°
+0.1327159252 106 x3* 1+ 0.5056257714 10% x?® — 7.210274515 x*°

—0.1079316552 10% x?” + 0.4693415333 102 x?* — 0.07552577568 x*
+0.2114404555 10*%° x% — 0.04629848618 x'° —0.01128580605 X°

—0.4452509687 10**3 x* — 0.8500957010 108! x?® + 0.003510562067 x*
—0.1766725518 10%%8 x3 + 0.1035166448 10! x%? +0.1779947184 10°° x*8

+14.96341839 x° —0.1797343404 10% x* + 0.06586228737 x*?
+0.06974469963 x*® — 21.07806532 x'°+ 0.9551441947 1077 x?
—0.5019526539 1073 x**

L,.(f,x) := 29.14454692 x'* —0.05637133614 x'°+4.999999996 x + 27.78882287 X’

—30.69149785 x —0.0005610931737 x%—9.203798223 x° + 0.03458862084 x¥
—0.2773282013 10*%° x® —0.4675201092 10 x?° — 21.86374597 X’

+0.02453519972 x8 + 15.86312965 x'’ + 0.5641480972 10106 x30
+0.9483758190 107 x3* + 0.6393908807 10 x?® — 8.806368844 x'°

—0.1584746694 10% x*’ +0.4507267831 10% x** — 0.07631321885 x*
+0.5050437083 1022 x36 — 0.04446642755 xX° —0.01053408846 x°

—0.2260697602 10'° x* — 0.7181686094 10%2 x** +0.003251525989 x*
—0.5367267391 10'% x*' + 0.3983425314 10'** x* + 0.3065185196 10'% x**

+15.08642911 x°—0.1973779536 10 x*° + 0.06467368450 x*?
+0.07306778896 x'® — 23.50292333 x'° + 0.7134823267 1078 x?
—0.3330176217 1074 x?' —0.4314791822 1014 %37
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L(f, x) == 31.32108277 x13 —0.06122005989 x*® + 4.999999997 x + 28.64302953 x°

—32.21346435 x'! —0.0005186896481 x> —9.224376586 x° + 0.03956968085 x*°
—0.2048389518 10%%% x* —0.8393058561 10%* x?° — 22.23685630 X’

+0.02319274853 x8 + 18.24155829 x'’ + 0.1200959856 1018 x30
+0.4984221824 10™°x3* +0.7351213063 10°* x%6 — 10.61138805 x*°

—0.2095095725 10% x*’ +0.3997913400 10%" x** + 0.9010013393 10*%° x*
—0.07683892282 x'* +0.5897957205 10%%* x% — 0.04269670466 x°

—0.009846788150 x° —0.9017506585 10'° x** — 0.5640535400 10% x**
+0.003017308145 x*-0.1376396073 10'** x** + 0.1256193507 10™* x*

+0.4698468327 101 x*® + 15.20361128 x°—0.1987312779 10°* x?°
+0.06340312890 x2 + 0.07609083461 x° — 26.02854696 x°
+0.4984085962 107° x?2 —0.2077197052 107° x?! —0.1062246668 10?7 x37

L,(f.x) := 33.51776636 x'* —0.06593616814 x'°+4.999999997 x + 29.47360471 X’

—33.71731548 x* —0.0004804531419 x> —9.243918350 X3 + 0.04471943290 x*°
—0.1113098473 10?4 x® —0.1341043664 10% x?° — 2259544836 X’

+0.02194065845 X8 +20.79347998 x'7 + 0.2244321352 10%° x*°
+0.2058410539 10*** x** + 0.7746564464 10%° x*° — 12.63189091 x*°

—0.2517633453 10%° x*" + 0.3295207864 10% x** — 0.1927550988 10"* x*
+0.2284208030 10"% x* —0.07712841538 x'* + 0.4498189944 10*% x3

—0.04099146929 x*° —0.009217259164 x°®— 0.2948244261 108 x33
—0.4140613025 108 x% +0.002805012380 x* — 0.3045992941 10112 x3!

+0.3344339465 10%° x*2 + 0.6483505582 10%%% x?8 + 15.31536673 Xx°
—0.1847375911 10% x%® +0.06207004452 x'? + 0.07881623754 x'6

—28.64761294 x +0.3271331123 108 x?2 - 0.1223254158 1076 x**
—0.1279172766 100 x3’

L,,(f,x) := 35.72987114 x** - 0.07049034890 x'° +4.999999998 x + 30.28120346 X’

—35.20187815 x'* —0.0004458841453 x> —9.262499892 x° + 0.04999243076 x*°
—0.4754257420 10%%°x* - 0.1928651885 107 x?° — 22.94031304 X’

+0.02077217497 x®+ 23.51463350 x*' +0.3732569504 10*° x*°
+0.6969162760 10'%* x* + 0.7534023441 10% x*® — 14.87295946 x*

—0.2772134268 10'%x*" + 0.2537290521 10% x** — 0.5028077743 10'% x*
+0.2833886927 10" x* —0.07720601130 x** + 0.2524737084 102 x*

—0.03935172444 x*° —0.008639645788 x°® — 0.8138531203 10 x33
—0.2854327733 108 x?® +0.002612137915 x* — 0.5917366856 103 x%!

+0.7683900425 106 x®2 4+ 0.8130420467 10 x?8 + 15.42206150 x°
+0.4228742308 1017 x*0 — 0.1595109976 10% x?° + 0.06069107304 x'2

+0.08125007921 x'6 —31.35291427 x° +0.2025913346 108! x?2
—0.6826729817 107 x** —0.1006388255 1013t x%7
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L,,(f,x) = 37.95309091 x13 —0.07485884196 x'® +4.999999998 x + 31.06649466 x°

—36.66620693 x'* —0.0004145533076 x> —9.280190270 x° + 0.05534502497 x*°
—0.1665051282 10*?7 x** — 0.9520541593 10! x*! — 0.2520188219 101%8 x2°

—23.27218897 x’ +0.01968102942 x® + 26.40009350 x*’
+0.5586822769 10! x*° +0.1992459212 102 x3* + 0.6803434188 10°" x*6

—17.33826592 x'° —0.2816229250 101% x2” + 0.1833729018 10% x**
—0.6421335419 107 x* +0.2297869346 10*%° x*® — 0.07709460619 x*

+0.1114119114 10%°x3 —0.03777757989 x'° —0.008108777737 X°
—0.1938981294 10! x3 — 0.1855478451 10°% x*° + 0.002436517924 x*

—0.1022980770 10**° x*' + 0.1549770868 10'* x** + 0.9339867854 10'** x**
+15.52402965 X+ 0.1134106625 10**° x** — 0.1286097308 10** x*°

+0.05928040518 x*? + 0.08340128409 x'® —34.13741711 x¥
+0.1188235568 10% x?2 — 0.3622669413 107" x** — 0.5828815889 10%2 x3’

L,,(f, x) := 40.18351388 x1 —0.07902298921 x'8 + 4.999999998 x + 31.83015309 x°

—38.10955414 x'* —0.0003860902051 Xx*—9.297052073 x* + 0.06073607146 x*°
—0.4924813649 10?8 x* —0.2623188354 10'* x*' —0.3016075852 10'%° x*°

—23.50176621 x’ +0.01866142010 X2 + 29.44439720 x*’
+0.7596628386 10?2 x*° + 0.4916715528 10*%° x3* + 0.5734651673 108 x*°

—20.03015561 x'° —0.2655584853 10'% x?” + 0.1249085863 10°* x**
—0.5361702641 10%°x%* +0.1372079781 10" x%® — 0.07681556067 x*

+0.4032043432 103 x% — 0.03626845806 x'° —0.007620080414 X°
—0.4055292084 1022 x% —0.1141687788 108" x*® + 0.002276268759 x*

—0.1591463261 10° x* + 0.2781467081 10'** x*2 + 0.9896479557 10*% x*°
+15.62157667 x>+ 0.1489728457 10*? x*0 — 0.9728349114 10°%* x?°

+0.2200919010 106 x*? + 0.05785008403 x*? + 0.08528090464 X6
— 36.99430406 x'°+0.6622668177 108 x?2 —0.1833518320 1078 x4

—0.2654848598 1013 x%7
L,(f,x) := 42.41759631 x** - 0.08296873990 x'° +4.999999998 x + 3257285320 X’

—39.53134365 x'' —0.0003601741179 x*—9.313142169 x*+0.06612742884 x*°
—0.1257373319 10'*° x* —0.3541475340 10'*® x*' —0.3328574894 10 x*°

—23.89968976 x’ +0.01770798864 X2 + 32.64165842 x''
+0.9458560042 103 x% +0.1065107914 10%" x** + 0.4533066325 10%° x?°

—22.94974050 x*° —0.2336563227 1019 x?’ + 0.8049443775 10% x**
—0.5226671526 100 x* —0.3297772584 10! x*° + 0.6444421595 10138 x38
—0.07638865188 x'* +0.1232522833 103 x% — 0.03482325947 x*°
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—0.007169497969 x° —0.7547094596 10'**x* — 0.6671771336 10°' x**
+0.002129747784 x* —0.2248879848 10™" x> + 0.4491956136 10'%° x**
+0.9730388850 10'% x* + 15.71498245 Xx° +0.1279873996 10 x*°

—0.6932616994 10% x® +0.6225757347 108 x*? + 0.05641027922 x'?
+0.08690151991 x'% —39.91700630 x + 0.3518310042 1083 x??

—0.8875229534 1078 x** —0.9918813089 10%3° x*7
L,,(f, x) := 44.65213631 x** — 0.08668614058 x'° +4.999999999 x + 33.29526420 X’

—40.93114781 x* —0.0003365264208 x* — 9.328512335 x° + 0.07148427601 x*°
+0.1275446667 10%°° x* —0.2818306177 10 x* —0.3128194570 108 x*

—0.3407761298 10 x?° — 24.19656279 x’ + 0.01681579366 X®
+35.98566927 x'” +0.1085783255 10™*° x*° + 0.2053127854 10'% x*

+0.3374345019 10" x*® — 26.09699928 x'® —0.1927270136 10'* x*’
+0.4923995835 10% x* — 0.1516855163 10" x** —0.1595854795 10'** x*

+0.2483312129 10'°x*® — 0.07583207426 x** + 0.3252486375 10*% x*
—0.03344049536 x'° — 0.006753427213 x° - 0.1263762410 10'%° x*

—0.3714151389 10% x?° + 0.001995518223 x* — 0.2909464812 108 x3!
+0.6588529995 102! x%2 + 0.8924178482 101%7 x?8 + 15.80450389 x°

+0.8102032037 10'*°x* - 0.4671641050 10% x* + 0.8632509059 10" x**
+0.05496953213 x'% +0.08827673642 x'® — 42.89922623 x'°

+0.1786508604 10% x** —0.4119090981 107 x** - 0.3130518136 10*%" x*'
L,(f,x) := 46.88424835 x'* —0.09016883106 x'°+4.999999999 x + 33.99804617 X’

—42.30866724 x'' —0.0003149042759 Xx* —9.343209823 x* +0.07677528139 x*°
+0.3795217407 10%°" x* —0.5621032957 10'%* x* —0.2036538651 10'°° x**

—0.3198980127 10%% x* —0.3253465545 102 x?° — 24.48294968 X’
+0.01598028326 X2 + 39.46998972 x*" + 0.1155989965 1016 x3°

+0.3560787968 10%%° x3* + 0.2374200804 10%° x%¢ — 29.47088023 x'°
—0.1496431373 10%%° x?7 + 0.2867937181 10 x?* — 0.2158655403 101%° x*3

—0.6337102073 104 x* + 0.8084938013 10 x*® — 0.07516247546 x'*
+0.7535396183 10% x% — 0.03211839363 x'° — 0.006368660759 X°

—0.1921771888 10%%°x3 - 0.1975163347 10%° x*° + 0.001872319731 x*
—0.3469703881 10'*° x> +0.8846218635 10***x** + 0.7670279666 10'% x**

+15.89037717 x°+ 0.4036246551 10" x*° —0.2986866952 10°%7 x*°
+0.7833932651 102 x*? + 0.05353497374 x'? + 0.08942077948 x6

—45.93495241 x*° + 0.8692370274 10% x?> —0.1837155552 1080 x?*
—0.8530303961 10138 x%7
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L ,(f, x) == 49.11133873 x13 —0.09341356121 x'® +4.999999999 x + 34.68184716 x°

—43.66371314 x' —0.0002950953833 x> —9.357277835 x° + 0.08197265264 x*°
+0.5539734887 10'*° x* —0.1008643437 10'** x* —0.1043635727 102 x*

—0.9753920333 10'** x*> —0.2910043265 10*** x* — 24.75937884 X'
+0.01519726747 x®+ 43.08802593 x*' +0.1147417795 10" x*

+0.5607815853 103 x* +0.1584285966 10'%2 x* — 33.06940429 x*°
—0.1097828929 10'% x? +0.1594859348 10% x** —0.2011217495 10" x*3

—0.2126416137 106 x% +0.2272777705 103 x*® — 0.07439501658 x*
+0.1553479961 10*% x% — 0.03085498325 x'° — 0.006012338008 X°

—0.2674865910 10%%" x* — 0.1005924238 10%° x* + 0.001759043673 x*
—0.3836842717 10'%° x* +0.1094681607 10'** x*2 + 0.6203767386 10'*° x*

+15.97281983 x° + 0.1650317017 10*° x*° —0.1817428616 10% x*®
+0.5241208923 10™* x*? + 0.05211251684 x? +0.09034816312 x©

—49.01846824 x® +0.8247741631 10'% x*® + 0.4061923340 10% x*
—0.7890877900 108 x?! —0.2040830358 1040 x3

L,.(f,x) :=51.33108219 x** - 0.09641973816 x'° +4.999999999 x + 35.34730093 X’

—44.99619178 x'* —0.0002769135931 x> —9.370755957 x° + 0.08705209341 x*°
+0.5295561396 10'%! x* — 0.1643425611 10** x* —0.4390275270 10'>3 x*

—0.1459408580 10%%* x*> — 0.2448612919 104 x%° — 25.02634531 X’
+0.01446289121 x8 + 46.83309801 x*" +0.1066717110 108 x%°

+0.8082777350 10% x3* + 0.1005674085 1019 x?6 — 36.88976622 x*°
—0.7635387093 10'% x*’ + 0.8489277294 10°* x** —0.1381846879 10"*° x*?

—0.6161486836 10" x* + 0.5609941052 10 x® — 0.07354344820 x**
+0.2881310127 10%8 x3 —0.02964816110 x*° —0.005681902817 X°

—0.3430842637 10'% x* — 0.4917527444 10% x** - 0.2186082610 10" x*’
+0.001654712272 x*—0.3954704344 10'*! x*! +0.1255856376 10'%° x*

+0.4739272650 10M° x?® + 16.05203251 x° + 0.5702693047 100 x*
—0.1055344507 10% x* +0.2760825369 10%° x*? +0.05070702481 x'?

+0.09107342729 x'® —52.14435556 x'° + 0.2575408591 10166 x*6
+0.1826842346 108 x?2 —0.3270227194 108 x?* —0.4344775563 104 x%7

L,(f.x) := 53.54139990 x'* —0.09918900951 x'® +4.999999999 x + 35.99502530 X’

—46.30609099 x*! —0.0002601952237 x*—9.383680519 x*+0.09199268943 x»°
+0.3733992386 10'%° x* —0.2450440215 10'*° x* —0.1561063095 10>° x*

—0.1430458538 10166 x*> — 0.1945425553 10%° x?° — 25.28431321 X’
+0.01377360840 x® +50.69849824 x*" + 0.9326593714 108 x%°

+0.1073425161 10%3 x3* + 0.6089589144 10'% x%6 — 40.92843219 x'°
—0.5049674691 107 x?” + 0.4335272969 10% x?* — 0.7476754270 1060 x*3
—0.1567737392 10°x* +0.1232226025 10 x*® — 0.07262019603 x**
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+0.4852263697 10%° x%6 — 0.02849574483 x*° — 0.005375066866 X°
—0.4078969973 10%° x* —0.2312413689 10° x*® — 0.6986869756 10170 x*’
+0.5956843284 10%7% x*® + 0.001558460968 x* — 0.3816889825 101?? x3!

+0.1342649761 10'% x* + 0.3431085631 10! x?® + 16.12820060 x°
+0.1701839237 10%°?x*° — 0.5863023165 10%° x** + 0.1194022894 10*°° x**

+0.04932245937 x* +0.09161093214 x® —55.30749409 x
+0.3947607817 1068 x* + 0.7922974313 108 x? — 0.1310015594 1082 x2!
—0.8321632242 10%2 %7

L,o(f, x) = 55.74043874 x13 —0.1017248854 x'® +4.999999999 x + 36.62562101 x°

— 4759346826 x'' —0.0002447959607 x> —9.396084932 x° + 0.09677674368 x*°
+0.2073870546 10%6° x* — 0.3366164945 107 x* — 0.4794268899 1016 x*!

—0.1034480407 108 x*> — 0.1464304294 106 x?° — 2553371791 X’
+0.01312615736 x& +54.67754051 x*" + 0.7697415677 10%° x%°

+0.1321207597 10%* x3* + 0.3526310669 10%%* x%® — 4518123269 x'°
—0.3184416767 108 x?” +0.2128527768 10 x?* — 0.3322089359 1062 x*3

—0.3549831198 10 x% + 0.2435024359 107 x*® — 0.07163645143 x*
+0.7477374398 10%° %3 — 0.02739551416 x°—0.005089777894 X°

—0.4518479426 10'*° x* - 0.1048012102 10% x** —0.1096521554 10*"% x*'
+0.1947643485 10%"° x* +0.001469523434 x* —0.3463708765 10'% x*!

+0.1343837741 10%7 x* +0.2361186062 10?2 x*® + 16.20149563 x°
+ 0.4460044327 103 x*° —0.3123503639 10'% x?® + 0.4365513144 101 x*?

—0.1668684131 107 x*® + 0.04796200930 x? -+ 0.09197470017 x6
—58.50305784 x*° + 0.3965048460 10170 x* +0.3319478276 10°% x??
—0.5080834094 10% x —0.1447118596 104 %3’

L,(f.x) := 57.92655195 x** —0.1040324002 x'° +4.999999999 x + 37.23967086 X’

— 48.85844050 x'! —0.0002305882352 x? — 9.407999971 x° + 0.1013895764 x%°
+0.9460467696 106 x** — 0.4285085415 108 x% — 0.1293122907 10'%8 x*

—0.5893978881 10%69 x* —0.1047328240 10*7 x*® — 25.77496819 x’
+0.01251753769 x® +58.76360196 x” + 0.6016720168 10120 x3°

+0.1514929187 10**° x* +0.1957301884 10'% x** + 0.4805229892 10*8" x*°
—49.64345009 x'° - 0.1919661463 10*% x*’ + 0.1006714363 10%" x**
—0.1248019548 10" x*3 — 0.7231472689 10'°' x*° + 0.4368775233 10**® x*
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—0.07060226335 x'*+0.1061476873 10'** x%¢ — 0.02634524309 x*°
—0.004824192106 x°® —0.4685010245 1013 x*3 — 0.4585943819 10% x?3
—0.1127977457 10"° x*" + 0.3127937486 107" x*® + 0.001387218818 x*

—0.2966243043 104 x3 + 0.1264350224 10?8 x%2 + 0.1548831622 10113 x?8
+16.27207652 x° + 0.1040219533 10%°x*° — 0.1599102846 10'% x*°

+0.1378730347 10! x*? — 0.5578620651 10"° x* + 0.04662820251 x*?
+0.09217829806 x'® —61.72650893 x° + 0.2939130802 10172 x*6
+0.1345748486 10% x?2 —0.1910799067 10% x?! —0.2302630821 10 x*’
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