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Bu tezde, matematiksel modellemenin tanımı yapılarak en genel büyüme modellerinden üstel 

ve mantıksal büyüme modeli tanıtılmıĢ ve damarsız tümör modelleri ve çözümleri 

incelenmiĢtir. Ayrıca matematiksel modellemenin diğer disiplinlerle olan iliĢkisinden 

bahsedilmiĢtir. Tek tür için sürekli popülasyon modelleri incelenerek bu modellerde çözümü 

bulmadan faz-düzlem analizi ile çözümün nitel davranıĢlarının nasıl elde edildiği 

gösterilmiĢtir. Üstel ve mantıksal büyümenin ilgili analizleri yapılmıĢtır. Daha sonra tek tür 

popülasyon modellerinden damarsız tümör büyüme modelleri üzerinde durulmuĢtur. Ġlk 

olarak homojen tümörleri inceleyen modeller verilmiĢ ve sonrasında bu model  kemoterapik 

tedavi stratejilerini içerecek Ģekilde geniĢletilmiĢtir. Ayrıca hücre çeĢitlerinin farklılığı 

durumuna ait yani heterojen tümörlere ait modeller de incelenmiĢtir.  
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In this thesis; definition  of mathematical modelling has been made, exponential and logistic 

growth has been introduced and avascular tumour growth models with their solutions have 

been investigated. Moreover the importance of mathematical modelling and its relationship 

with the other disciplines have been mentioned. Continuous population models  for single 

species have been investegated. In these models, obtaining the qualitative behaviour of the 

solution without finding the solution itself has been shown by phase-plane analysis. The 

corresponding analysis for the exponential and logistic growth has been made. Later a single 

species population model, namely the avascular tumour growth model for the homogeneous 

tumours has been given and then this model has been extended to include chemoterapic 

treatment strategies.  Moreover, the model for the case of different cell types, namely 

heterogeneous case, has also been investigated.  
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

·Insano¼glu yaşad¬¼g¬çevreyi sürekli keşfetme, do¼gadaki olaylar¬analiz etme, aç¬klama ve

kaŗs¬laşt¬¼g¬sorunlara daha kesin ve anlaml¬çözümler bulma çabas¬nda olmuştur. Bunun

için, bilim adamlar¬dünyay¬ve hatta dünyayla s¬n¬rl¬ kalmay¬p düşünebildi¼gi her şeyi

daha iyi anlamaya ve anlamland¬rmaya çal¬̧sarak sürekli bir seyler üretmeyi ve sürekli

yeni çözümler bulmay¬ hede�emi̧stir. Bu çözümlere ulaşmak için kulland¬klar¬ say¬sal

ve deneysel sonuçlar¬bütün bilimler kendilerine has terimlerle ifade etmi̧slerdir. Gerçek

olaylar¬, matematiksel terimlerle ifade ederek, çözüme yard¬m eden i̧slem ve düşünce şek-

line �matematiksel modelleme� denir (URL-1 2012). Matematik, toplumlar¬n kültür-

lerinin bir parças¬ve bir ihtiyac¬olarak di¼ger disiplinlerde de çeşitli yöntem ve uygula-

malar¬yla yer al¬r. Fakat, genellikle matematik gerçek hayattan ayr¬, soyut, izole edilmi̧s

bir bilim olarak düşünülmüştür. Kullan¬lan kavram ve terimler soyut olabilir, ancak bu

kavramlar¬n temsil etti¼gi anlamlar çevremizdeki gerçek olaylard¬r. Ayr¬ca bütün mate-

matiksel kavramlar¬n kökleri gerçek dünyan¬n içinde vard¬r. O halde matemati¼gin, gerçek

dünya olaylar¬na, problemlerine modelleme gibi yöntemlerle çözüm üreten sistematik bir

düşünme yolu oldu¼gu söylenilebilir (URL-4 2012).

Hayat¬n her alan¬nda ve bütün disiplinlerde prolemlerle kaŗs¬laş¬labilir. Bu nedenle bütün

bilimlerde, matematiksel modellemeye ihtiyaç vard¬r. Matematik, özellikle matematiksel

modelleme yöntemiyle �zik, kimya, biyoloji, t¬p, mühendislik ve di¼ger �ziksel bilimlerin

anlaş¬lmas¬nda çok büyük bir öneme sahiptir. Günümüzde matematiksel modellemelerle

bulaş¬c¬hastal¬klar, kalp krizleri, hücre içi olaylar, ekolojik olaylar (Murray 2003), çevre-

sel de¼gi̧simler, mekanik sorunlar, bir şehrin tra�k sorunlar¬, bir yerin güvenli¼gi, hava alan¬

dizaynlar¬, kurulan bir baraj¬n hasar tespiti (URL-4 2012) gibi bir çok olaya çözüm bul-

mak mümkündür. Böylece matematik bilimleriyle di¼ger bilimler aras¬ndaki köprü giderek

belirginleşir (Murray 2003).
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Çözülmek istenen herhangi bir problemin modelini oluşturmak için modelin sistematik

bir şekilde kurulup belirli aşamalardan geçmesi gerekir. Öncelikle problemin ne oldu¼gu

belirlenip, problem hakk¬nda gerekli olan tüm analizler yap¬larak çözüm için bir süreç

başlat¬lmal¬d¬r. Modellemede bu süreçteki her ad¬m, bir önceki ad¬m¬n mant¬ksal olarak

bir devam¬şeklindedir. Matematiksel modelleme süreci en genel olarak alg¬lama ve i̧slem

olarak kaŗs¬m¬za ç¬kar. Bu iki aşaman¬n güvenilirli¼gi ve kesinli¼gi modelleyiciyi gerçek

çözüme ulaşt¬r¬r. Tüm bunlar modeli matematiksel bir forma dönüştürmek içindir. Böyle-

likle genel denklemler oluşturularak problemi etkileyen faktörler ortaya ç¬kar¬l¬r (URL-4

2012).

Bir problemi çözmede modellemenin kullan¬lmas¬n¬n bir çok sebebi vard¬r: Gerçek hayat

problemlerinin matematiksel modelleri kavramsallaşt¬r¬ld¬¼g¬zaman, problemlerin karma-

ş¬kl¬¼g¬n¬n daha basit hale dönüştü¼gü ve bir sonuç ç¬karman¬n daha kolaylaşt¬¼g¬görülür.

Gerçek dünyan¬n deneysel olarak ele al¬nmas¬nda, zorluklar¬n oldu¼gu her durumda sis-

temlerin nas¬l davranaca¼g¬n¬tahmin edebilecek matematiksel modeller yap¬l¬r. Örne¼gin

bir akarsu, göl ya da denizdeki bal¬k say¬s¬n¬n belirlenmesi gibi problemlerde deneysel

yöntemlere başvurmak oldukça maliyetli ve zor oldu¼gundan matematiksel modellemelere

ihtiyaç vard¬r. Matematiksel modellemelerle, bir olay¬n veya bir problemin �ziksel gerçe¼gi

anlaş¬l¬p, matematiksel olarak tan¬mlanarak di¼ger olaylardan ay¬rt edilir. Matematiksel

sembollerle ve denklemlerle ifade edilmi̧s bir model, olay¬n sisteminin farkl¬ koşullar-

daki davran¬̧slar¬n¬ rahatça de¼gerlendirebilmemizi sa¼glar. Matematiksel modellemenin

bu yönüne klinikçiler oldukça ihtiyaç duyar. Bu ihtiyaç matematiksel biyolojinin ortaya

ç¬kmas¬n¬sa¼glam¬̧st¬r (Murray 2002).

Yak¬n zamana kadar matematiksel biyoloji üzerine çal¬̧smalar yok denecek kadar azd¬.

Fakat matemati¼gin sundu¼gu modelleme tekni¼gi sayesinde matematiksel biyolojinin önemi

giderek artm¬̧st¬r ve modelleme art¬k alt disiplinleri ile beraber (örne¼gin matematiksel

onkoloji) ayr¬ bir disiplin olarak görülmeye başlanm¬̧st¬r (Murray 2003, URL-2 2012).

Günümüzde özellikle biyoloji ve t¬p alanlar¬ndaki matematiksel modellemeler oldukça

popüler olup bu alanlarda birçok yeni disiplinler aras¬çal¬̧smalar bulunmaktad¬r. Örne¼gin,

prostat kanseri teşhisi (URL-3 2012), kanser prognaz yöntemleri, anjiyogenez, yara iyi-

leşmesi, hücre-ilaç, hücre-hücre etkileşimleri, radyo terapi, kemoterapi, ölümcül gliyoblas-

tomlar (beyin tümörü), kan bankas¬lokasyonu (Bresch et al. 2009, URL-2 2012), epido-
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molojide popülasyonlar¬n etkileşim dinamikleri, nöronal ba¼glant¬ve bilgi i̧slem (Murray

2003), tümörlerin geli̧simleri üzerine yap¬lan modellemeler bu alanlarda son zamanlarda

yap¬lan çal¬̧smalardand¬r.

1.1 B·IYOLOJ·I VE TIPTA MATEMAT·IKSEL MODELLEMELER

Matematik her zaman geli̧smekte olan bilim dallar¬ndan yararlanm¬̧st¬r. Matematiksel

biyoloji, h¬zl¬büyüyen, iyi tan¬mlanm¬̧s matemati¼gin en heyecan verici modern uygula-

malar¬ndand¬r. Matemati¼gin biyolojideki giderek artan uygulamalar¬yla biyoloji daha

nicel hale gelmi̧stir. Biyologlar için, matematiksel modelleme uygun ve güçlü, yeni

labo-ratuvar teknikleriyle orant¬l¬olarak kullan¬ld¬¼g¬nda yeni araşt¬rma alanlar¬sunarken,

matematikçiler için de biyoloji yeni, heyecan verici dallar ortaya koyar. En iyi model-

ler bir sürecin nas¬l çal¬̧st¬¼g¬n¬ve neyi takip etti¼gini daha gerçekçi bir şekilde gösterir.

Böylelikle hangi mekanizman¬n düzenlenece¼gine dair öneriler daha çözümsel olarak or-

taya ç¬kar ve biyolojik süreçte yer alan ve gizli kalan mekanizmalar ayd¬nlat¬lm¬̧s, geli̧sti-

rilmi̧s olur. Ayr¬ca modeller, biyolojik sezgiyi kuvvetlendirerek gerçek verilerin özetlen-

mesinde, yorumlanmas¬nda ve de¼gerlendirilmesinde büyük bir öneme sahiptir. Örne¼gin,

yaralar¬n iyileşmesinde ve yara oluşumunda, kanserin geli̧siminde ve kanser tedavisinde,

cilt kanserinde ve beyin tümörlerinin (glioblastomlar) çeşitli etkilerinde matematiksel yak-

laş¬m, onar¬m ve tedavi sürecinin mant¬¼g¬n¬n anlaş¬lmas¬na yard¬m eder. Ve bu önem,

alanlar¬n sürekli geli̧sme göstermesiyle daha da belirginleşecektir. Sa¼glam bir anlay¬̧sla

biyolojik problemlerin de¼gerlendirilmesi, önemli biyolojik olaylar¬n gerçekçi bir mate-

matiksel gösterimi, kantitatif (nicel), kullan¬̧sl¬ çözümlerin bulunmas¬ ve matematiksel

sonuçlar¬n biyolojik yorumlanmas¬yla biyolojik modelleme sanat¬oluşmuştur. Tüm bu

uygulamalar¬n amac¬, sonuçlar¬n tam olarak anlaş¬lmas¬n¬sa¼glayan çeşitli etkileşimlerin

özünü kavrayan modeller geli̧stirmektir. Fakat biyolojik sistemlerden yeni geli̧smeler or-

taya ç¬kt¬kça model daha karmaş¬k hale gelerek güncellenmeye gereksinim duyar. Bu ise

matematiksel model formlar¬ndaki sonuçlar¬incelememizi, tahminler yapmam¬z¬, modeli

do¼grulayan ya da geçersizleştiren deneyleri ve gözlemleri görmemizi sa¼glar. Böylece üze-

rinde düşünülen yap¬land¬rma çerçevesine katk¬da bulunulabilir. Bu model denklemleri,

matematiksel analizler ve say¬sal simülasyonlar kantitatif oldu¼gu kadar kaliteli mant¬ksal

yap¬lar¬n sonuçlar¬n¬n ç¬kmas¬na da hizmet eder (Murray 2003).
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1.2 TEZ PLANI

Matematiksel modelleme üzerine yapt¬¼g¬m¬z bu çal¬̧smam¬z, aşa¼g¬daki plan çerçevesinde

takip edilecektir: Modellemenin temel bilgileri ve matematiksel modellemenin, biyoloji ve

t¬ptaki önemi verildikten sonra, genel modellere geçi̧s yap¬lacakt¬r. Bu genel modellerde

kullan¬lan basit adi diferansiyel denklemler verilerek üstel ve mant¬ksal büyüme model-

leri anlat¬lacakt¬r. Sonra tek tür için incelenen bu sürekli popülasyon modellerinin çözümü

yap¬lmadan, faz-düzlem analizi ile çözümün nitel davran¬̧slar¬n¬n elde edili̧si gösterilecek-

tir. Biyoloji ve t¬ptaki matematiksel modellere girilerek tek tür için sürekli popülasyon

modellerinden, damars¬z tümör büyüme modelleri incelenecektir. Bu damars¬z tümör

büyüme modellerinde ilk olarak homojen tümör büyüme modelleri verilerek daha sonra

bu modeller kemoterapik tedavilerde kullan¬lan ilaçlar¬n uygulanmas¬na göre geni̧sletile-

cektir. Yani bu ilaçlar¬n dozaj¬ndan ve uygulanma süresinden kaynaklanan tümördeki

de¼gi̧sikliklerle yeni modeller oluşturulacakt¬r. Son olarak farkl¬çeşit hücrelerden oluşan

heterojen tümörlere ait modeller incelenecektir.
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BÖLÜM 2

TEK TÜR ·IÇ·IN SÜREKL·I POPÜLASYON MODELLER·I

Genel olarak modellemeler, ayr¬k modellemeler ve sürekli modellemeler olmak üzere iki

şekilde yap¬l¬r. Ayr¬k modellemeler sonucunda fark denklemleri, sürekli modellemeler

sonucunda diferansiyel denklemler elde edilir. Hangi tip modellemenin yap¬laca¼g¬; mo-

delin amac¬, elde edilebilir veriler ve mevcut problemlere ba¼gl¬d¬r. Bu iki model tipi

de rastgele olmayan model olarak adland¬r¬l¬r. Bu modellemelerde, e¼ger belirli bir t za-

man¬nda sistemin durumunu biliyorsak di¼ger bütün gelecek zamanlardaki durumunu da

kaŗs¬l¬k gelen modeli çözerek belirleyebiliriz. Bu bölümde genel olarak Hillen et al. (2006)

ile Murray (2002) kaynaklar¬ndan yararlan¬larak sürekli büyüme modelleri aç¬klanm¬̧st¬r.

2.1 AD·I D·IFERANS·IYEL DENKLEM MODELLER·I

Diferansiyel denklemler karmaş¬k biyolojik sistemler için bile oldukça aç¬k yorumlama

f¬rsat¬ sunar. Bu nedenle modellemede çok önemli bir yere sahiptirler. Bir biyolojik

süreç modellendikten sonra, art¬k matematiksel bir varl¬kt¬r. Bu aşamadan sonra aç¬k

çözümler, say¬sal çözümler, nitel davran¬̧slar ve dinamik sistemler gibi güçlü bir teorik

yap¬s¬olan matematik devreye girer. Genel teoremleri ve analitik yöntemleriyle kullan¬̧sl¬

çözümler ve sonuçlar üreterek modellemenin geli̧smesine katk¬da bulunur. Daha sonra bu

sonuçlar biyolojik terimlerle yorumlanabilir.

Matematiksel modellemeler diferansiyel denklemlerle bize soyutlama imkan¬verir. Örne¼gin,

x
0
(t) = 2x(t)

denkleminin çözümünün davran¬̧slar¬n¬ anlamak için x(t)�nin büyüyen bal¬k popülas-

yonunu, büyüyen bir tümörü veya hastal¬kl¬bireylerdeki art¬̧s¬tan¬mlay¬p tan¬mlamad¬¼g¬
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önemli de¼gildir. Matematiksel olarak bu, mevcut yorumlanmas¬na bak¬lmaks¬z¬n, çözüle-

bilen ve ele al¬nabilen s¬radan bir üstel büyüme denklemidir. Sonuçlar oluşturuldu¼gunda

biyolojik aç¬dan, anlaş¬lmaya ihtiyac¬vard¬r.

Bir adi diferansiyel denklem (ADD); fonksiyonlar¬ve baz¬türevleri içeren, x(t) denilen,

tek de¼gi̧skenli bilinmeyen fonksiyonlar¬n bir denklemidir. Örne¼gin,

x0(t) = 2; y0(t) = 3t; z0(t) =
1

2
z(t) (2.1)

üç diferansiyel denklemdir. Çözüm, diferansiyel denklemi sa¼glayan bir fonksiyondur.

Yukar¬da (2.1) denklem örnekleri için, s¬ras¬yla c1; c2 ve c3 integrasyon sabitleri ile,

x(t) = 2t+ c1; y(t) =
3

2
t2 + c2; ve z(t) = c3e

1
2
t (2.2)

oldu¼gunu görebilmek oldukça kolayd¬r. (2.2)�de verilen çözümlere genel çözümler denir.

E¼ger x; y veya z�nin başlang¬ç de¼gerlerini bilirsek c1; c2 ve c3�ün de¼geri sabitlenir ve tek

bir çözüm elde ederiz. Bir çok durumda başlang¬ç koşullar¬belirlenebilir. Örne¼gin,

x(0) = 1; y(0) = 2 ve z(0) = 1

olsun. Bu başlang¬ç koşullar¬n¬n ve yukar¬daki genel çözümlerin kullan¬m¬yla c1 = 1;

c2 = 2 ve c3 = 1 olarak bulunur.

Bu durumda

x(t) = 2t+ 1;

�
x0(t) = 2t

x(0) = 1

başlang¬ç de¼ger problemini (BDP ) çözer.

Benzer bir şekilde,

y(t) =
3

2
t2 + 2;

�
y0(t) = 3t

y(0) = 2
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ve

z(t) = e
1
2
t;

�
z0(t) = 1

2
z(t)

z(0) = 1

BDP�leri çözer.

Genel olarak, x(t) bilinmeyen fonksiyon olmak üzere x0(t) = f(x(t); t) adi diferansiyel

denkleminde, sol taraf x0(t); x(t)�nin (niceli¼ginin) zaman içindeki miktar¬n¬n de¼gi̧sme

oran¬n¬belirlerken, sa¼g taraftaki f(x(t); t); kaynak terimi x(t)�deki tüm de¼gi̧sim kay-

naklar¬n¬belirler.

Bir diferansiyel denklemi çözmek, uzun süreli davran¬̧slar¬(gelecekte ne olacak?) anla-

mak için yerel bilgileri (hemen sonra ne olacak?) kullanmak demektir. Bu yorumlama,

ADD�leri, biyolojik süreçlerin modellenmesinde kullan¬̧sl¬yapar. E¼ger eldeki süreçlerin

tüm etkenleri ve kullan¬lan bu faktörlerin de¼gi̧sim oranlar¬bilinirse, bir diferansiyel denk-

lem yaz¬labilir. Daha sonra bu denklemler analiz edilebilir, çözülebilir ve biyolojik prob-

leme tahminlerde bulunularak, aç¬klamalar getirilebilir (Hillen et al. 2006).

2.2 FAZ-DÜZLEM ANAL·IZ·I

Diferansiyel denklemlerin analitik ya da say¬sal çözümlerini bulmaks¬z¬n, çözümün nitel

bilgilerinin önemli bir k¬sm¬elde edilebilir. Diferansiyel denklemi çözmek yerine, denge

noktalar¬na, başka bir deyi̧sle f kaynak terimini s¬f¬r yapan noktalara bakarak, fonksi-

yonun bu noktalara yaklaşt¬¼g¬n¬veya bu noktalardan uzaklaşt¬¼g¬n¬belirleyerek fonksi-

yonun asimtotik davran¬̧slar¬görülebilir (Starmer 2005).

Öncelikle aşa¼g¬daki gibi verilen birinci dereceden skaler denklemleri göz önüne alal¬m;

x0(t) = f(x(t); t) (2.3)

Burada x(t), skaler bir fonksiyondur ve denklem birinci dereceden türev içerir. E¼ger

f(x; t) fonksiyonu t�ye ba¼gl¬de¼gilse, bu denkleme "otonom denklem" deriz. Dolay¬s¬yla
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birinci dereceden ba¼g¬ms¬z skaler ADD�ler

x0 = f(x) (2.4)

formundad¬r. Yap¬lan faz-do¼grusu analizleri denklemi çözmeden bile çözümün niteliksel

davran¬̧slar¬n¬aç¬klama f¬rsat¬sunarlar. Faz-do¼grusu analizini aç¬klamak için gra�¼gi Şekil

2.1�de gösterilen

f(x) = (x� 1)(x� 2)(3� x)

kaynak terimini içeren (2.4) denklemini düşünelim. f(x) fonksiyonunun 1; 2 ve 3 nokta-

lar¬nda s¬f¬rlar¬vard¬r. Buradan

x(t) � 1; x(t) � 2 ve x(t) � 3�ün

x0 = (x� 1)(x� 2)(3� x) (2.5)

diferansiyel denklemi için üç sabit çözüm oldu¼gu sonucuna ulaş¬l¬r.

Şekil 2.1: f(x) = (x� 1)(x� 2)(3� x) fonksiyonun faz-do¼grusu analizi.

Bu özel çözümlere (2.5)�in "denge"çözümleri denir. (2.5) denklemininden anlaş¬ld¬¼g¬gibi
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x(t) çözümü, f(x) < 0 oldu¼gunda azal¬rken, f(x) > 0 oldu¼gu durumda ise artar. Yani

x(t), (�1; 1) ya da (2; 3) aral¬klar¬nda artarken, (1; 2) ya da (3;1) aral¬klar¬nda aza-

lacakt¬r. Şekil 2.1�de de görüldü¼gü gibi x(0)�¬n başlang¬ç koşullar¬ (�1; 1) veya (2; 3)

aral¬¼g¬nda ise o zaman çözüm büyüyecek ve t �! 1 için s¬ras¬yla x = 1 ya da x = 3�e

yak¬nsayacak. Ayn¬şekilde başlang¬ç koşullar¬(1; 2) ya da (3;1) aral¬¼g¬nda oldu¼gunda

çözüm azalarak t �! 1 için yine s¬ras¬yla x = 1 veya x = 3�e yak¬nsayacakt¬r. Fakat

her iki durumda çözüm t �! 1 için x = 2�den uzaklaşacakt¬r. Bu durumda, x = 1 ve

x = 3�e kararl¬denge noktas¬, x = 2�ye ise karars¬z denge noktas¬denir.

Şekil 2.2: (2.5) denklemin vektör alan¬(URL-5 2012).

Şekil 2.2�de çözümün t 2 [�2; 10] için birçok noktada e¼gimini (f (x)) hesaplay¬p e¼gimi

gösteren k¬sa oklar çizerek çözümün niteliksel davran¬̧slar¬n¬daha iyi anlamam¬z¬sa¼gla-

yacak birçok noktada vektör alanlar¬n¬çizdik. Şimdi, x(t)�nin çözümleri x0(t) e¼gimine

sahip olmal¬, o zaman çözüm e¼grileri bu k¬sa oklara te¼gettir. Şekil 2.3�te dört tipik çözüm

görüyoruz. Bu çözümde e¼grilerin vektör alanlar¬n¬ne kadar güzel takip etti¼gini görebiliriz.

Daha önce bahsetti¼gimiz 1; 3 ve 2 kararl¬ve karars¬z denge durumlar¬, e¼gimi s¬f¬r olan,

(x0(t) = 0); yatay oklarla çizgiler olarak görülür.
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Şekil 2.3: (2.5) denkleminin vektör alan¬nda iki tipik çözümü (URL-5 2012).

Yukar¬da aç¬klad¬¼g¬m¬z faz-düzlem analizi ve vektör alan¬analizleri ile (2.5) denklemini

çözmeden de çözümün niteliksel özelliklerini iyi bir şekilde anlayabilece¼gimizi göstermek-

tedir. (2.5) denklemi kesirlere ay¬rma ve bölme yöntemi kullan¬larak aç¬kça çözülebilir

(Boyce and DiPrima 2001).

2.3 ÜSTEL BÜYÜME

Üstel büyüme, tek türlerin popülasyonunun zamana göre de¼gi̧simi ve popülasyonun gidi̧sat¬

hakk¬nda basit �kirler ve tahminler verir. Fakat zaman içerisinde popülasyondaki birey

say¬s¬n¬do¼gum, ölüm ve içe veya d¬̧sa olan göçler gibi faktörler etkiler. N(t); t zaman¬nda,

türlerin popülasyonu olmak üzere popülasyondaki birey say¬s¬, zaman içerisinde do¼gum

ve iç göç ile artarken, ölümler ve d¬̧s göç sonucu azalmaktad¬r. Bu durum matematiksel

olarak,

dN

dt
= do�gum� �ol�um+ �g�oç (2.6)
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diferansiyel denklemi ile belirlenir. Burada � göç parametresi olup, � > 0 durumu iç göçün

d¬̧s göçten fazla oldu¼gunu, � < 0 ise d¬̧s göçün iç göçten fazla oldu¼gunu göstermektedir.

Çizelge 2.1: Y¬llara göre dünya nüfusundaki de¼gi̧sim (Murray 2002).

En basit model, göç terimi içermez ve do¼gum ve ölüm terimleri N ile orant¬l¬d¬r. Bu

durumda göçün ihmal edildi¼gi model,

dN

dt
= bN � dN

denklemi ile ifade edilir. Buradaki b ve d, s¬ras¬yla do¼gum ve ölüm oranlar¬n¬n art¬̧s

miktar¬n¬veren katsay¬lard¬r. Ve çözümü,

N(t) = N0e
(b�d)t

olarak bulunur. N(0) = N0 popülasyonun başlang¬ç de¼geridir. E¼ger b > d ise do¼gumun

ölümden fazla oldu¼gu anlam¬na gelmektedir ki popülasyon katlanarak büyür, b < d ise

ölüm oran¬do¼gum oran¬ndan fazla oldu¼gundan popülasyon azal¬r. Örne¼gin Çizelge 2.1�de

gösterildi¼gi gibi dünya nüfusunun 17. yüzy¬l ikinci yar¬s¬ndan 21. yüzy¬la kadar olan

de¼gi̧siminde do¼gum oran¬n¬n ölümden daha fazla oldu¼gu görülüp nüfusun üstel olarak

büyüdü¼gü anlaş¬lmaktad¬r.

Üstel büyüme gibi basit modellerle bile popülasyon hakk¬nda gerçekçi yorumlamalar

yap¬labilir ve model geli̧stirilerek daha genel çözümler üretilebilir.

Genel olarak üstel büyüme denklemlerinin çözümleri,

N 0 = rN (2.7)
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Şekil 2.4: (a) r = 3 için (2.7) denkleminin faz-düzlem analizi, (b) r = �3 için tipik çözüm.

Şekil 2.5: (2.7) denkleminin r = 3 için tipik çözüm ve vektör alan¬(URL-5 2012).
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N0 = N(0) başlang¬ç koşulu olmak üzere, r = b� d popülasyon de¼gi̧sim oran¬ile

N(t) = N0e
rt

formundad¬r.

Şekil 2.4a) ve Şekil 2.4b)�de verilen gra�klerle (2.7) denkleminin s¬ras¬yla r = 3 > 0 ve

r = �3 < 0 için faz düzlemleri verilmi̧stir. ·Ilk gra�k (Şekil 2.4a) Çizelge 2.1�de dünya

nüfusundaki de¼gi̧simi gibi bir üstel büyümeyi, ikinci gra�k (Şekil 2.4b) ise radyoaktif

bozulmaya (çürümeye) u¼grayan ya da kan dolaş¬m¬içindeki ilaçlar¬n bozulmas¬na uygu-

lanabilen bir üstel büyümeyi anlat¬r. (2.7)�nin r = 3 için vektör alan¬ve tipik çözümü

Şekil 2.5�te gösterilmi̧stir.

2.4 MANTIKSAL BÜYÜME

Bir çok durumda, üstel büyüme uygun bir model olmayabilir. Artan bir popülasyon, yük-

sek popülasyon düzeyini sürdürebilmek için eldeki tüm kaynaklar¬kullanacak ve bir zaman

sonra s¬n¬ra ulaşacakt¬r. Böylece do¼gal ortam art¬k daha fazla bireyi taş¬yamayacakt¬r.

Bu durumda uzun vadede üstel büyümeye baz¬düzenlemeler getirmek gerekecektir. ·Ilgili

model popülasyonun taş¬ma kapasitesini de göz önüne alan ve Verhults Denklemi ya da

mant¬ksal büyüme denklemi olarak bilinen,

dN

dt
= N 0 = rN

�
1� N

K

�
(2.8)

ile verilir (Hillen et al. 2006).

Burada r > 0 içsel büyüme oran¬ ve K çevrenin taş¬ma kapasitesini belirten pozi-

tif sabitlerdir. (2.7) üstel büyüme modeli ile kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda, mant¬ksal denklem,

� (r=K)N2 olan ek bir terim içerir. Bu terim, ayn¬kaynaklar için rekabet eden ayn¬

tür bireylerin rekabet terimi olarak anlaş¬labilir. Ve r(1 � N=K) ki̧si baş¬na düşen

do¼gum oran¬n¬gösterir. Bu terim N�ye ba¼gl¬d¬r veK sabitini, çevredeki mevcut kullan¬la-

bilen kaynaklar belirler. Şekil 2.6�daki faz-düzlem analizini, N(t) çözümünün niteliksel

davran¬̧slar¬n¬elde etmek için kullan¬l¬r. Şekil 2.6�daki (2.8)�in çözümün davran¬̧slar¬ndan

görüldü¼gü gibi popülasyon artarak t �!1 için N � K denge çözümüne yak¬nsayacakt¬r.
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Şekil 2.7�de (2.8)�in K = 4; r = 3 için vektör alan¬ve tipik çözümü verilmi̧stir.

Şekil 2.6: (2.8) denkleminin r = 3 için faz-düzlem analizi.

(2.8) denklemi için kararl¬ve denge durumu olmak üzere iki durum vard¬r. Yani, N = 0

ve N = K; burada dN=dt = 0: N = 0 karars¬zd¬r, çünkü do¼grusallaşt¬rma dN=dt �

rN verir (N2; N�ye k¬yasla ihmal edilir). Ve böylece N herhangi küçük bir başlang¬ç

de¼gerinden üstel olarak büyür. Di¼ger N = K dengesi kararl¬d¬r: Do¼grusallaşt¬rma (yani

(N � K)2; jN �Kj� ya k¬yasla ihmal edilir), d (N �K) =dt � �r(N � K)�y¬ verir.

Buradan,

d (N �K)
N �K = �rt

denkleminde her iki taraf¬n integrali al¬narak;

ln jN �Kj = �rt) jN �Kj = e�rt

bulunur.

Bu ise t �! 1 iken e�rt de¼gerleri 0�a gidece¼gi için jN �Kj �! 0 yani t �! 1 iken
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N �! K demektir. r ulaşt¬¼g¬ oran¬n bir ölçüsüyken, K taş¬ma kapasitesi istikrarl¬

kararl¬durumunu belirtir. Yani dinamiklerin bir ölçüsü olup, zaman içinde, t �den rt�ye

dönüşümle birleştirebilirdik. Böylece, 1=r popülasyon içinde herhangi bir de¼gi̧sim mo-

delinin yan¬t¬n¬n zaman çizelgesini gösterir.

Şekil 2.7: (2.8) denkleminin K = 4 ve r = 3 de¼gerleri için vektör alan¬ve tipik çözüm
(URL-5 2012).

De¼gi̧skenlerine ay¬rma yöntemi kullan¬larak N(t = 0) = N0 başlang¬ç koşulu için

dN

N(1� N
K
)
= rdt

denkleminin çözümü

N(t) =
N0Ke

rt

[K +N0 (ert � 1)]
(2.9)

olarak bulunur.

Böylece,

lim
t!1

N0Ke
rt

K +N0 (ert � 1)
= lim

t!1

N0Kre
rt

N0rert
= K
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olarak bulunur.

Şekil 2.8: Mant¬ksal popülasyon büyümesi. (·Iki durumun niteliksel farklar¬na dikkat
edilmeli; N0 > K=2 ve N0 < K=2:)

Bu ise büyüyen her t için popülasyonun taş¬ma kapasitesi K�ye yaklaşaca¼g¬n¬ teorik

olarak göstermektedir. Şekil 2.8�de görüldü¼gü gibi (2.8) denkleminin çözümü N(t) için

N0 > K, K�ya do¼gru monoton azal¬rken, N0 < K için N(t), K�ya do¼gru monoton artar.

·Ilk durumda, N0 > K=2 ya da, N0 < K=2�ye ba¼gl¬olan nitel bir fark var; N0 < K=2 ile

bu formun s¬kça gözlemlenen tipik bir sigmoid (C veya S har� şekli) karakteri vard¬r.

Mant¬ksal büyüme modelinde, N0 > K ki̧si baş¬na düşen do¼gum oran¬n¬n negatif oldu¼gu

anlam¬na gelir. Tabii ki bütün bunlar¬n hepsi (2.6) denkleminde, içeriye göçlerle be-

raber do¼gumlar¬n, d¬̧sar¬ya göçlerle beraber ölümlerden daha az oldu¼gunu söyler. (2.8)

denklemi, daha çok popülasyon modellerinin bir s¬n¬f¬ için yo¼gunlu¼ga ba¼gl¬düzenleyici

mekanizmalarla (bir çeşit aş¬r¬kalabal¬¼g¬n etkilerini düzenleyici) bir metafor gibidir ve

kelimenin tam anlam¬yla nüfus dinamiklerini yöneten bir denklem anlam¬na gelmez.

(2.8) mant¬ksal büyüme denklemi, problemin çözümünde daha genel yaklaş¬mlar sundu¼gu

için biyomedikal bilimlerdeki modellerde mant¬ksal formun neden kabul edildi¼gini aç¬klar.
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Örne¼gin (2.9)�daki mant¬ksal formun çözümünde de¼gi̧stirilebilen N0; K ve r üç de¼gi̧skenin

olmas¬bize gerçek verilerle k¬yaslama imkan¬sunar.

Genel olarak, bir popülasyonun zaman içindeki de¼gi̧simi f; N�nin do¼grusal olmayan bir

fonksiyonu olmak üzere,

dN

dt
= f(N) (2.10)

denklemi ile ifade edilir. O zaman denge çözümleri f(N) = 0�¬n bir çözümüdür. Dife-

ransiyel denklem çözümleri kesi̧smedi¼gi için sonlu bir zaman içindeK�ya ulaşamayaca¼g¬na

dikkat etmeliyiz. Yani sonlu bir t zaman¬nda sürekli bir fonksiyon tek bir çözüme sahip

olacakt¬r. Bu durum Teorem 2.4.2 ile ifade edilmi̧stir (Hillen et al. 2006).

2.4.1 Picard Lindelöf Teoremi

Şimdi diferansiyel denklem teorisine geri dönelim. Makul varsay¬mlar alt¬nda diferan-

siyel denklemlerin kesi̧smedi¼gi durumunun genel bir sonucu vard¬r. Ve uygun bir teorem

formülüze etmek için, Lipschitz süreklili¼gine ihtiyac¬m¬z vard¬r. Bu f(x) fonksiyonunun

sürekli oldu¼gu ve ayr¬ca büyüme eşitsizli¼gini sa¼glayan bir fonksiyon oldu¼gu anlam¬na gelir.

Tan¬m 2.4.1 D � R tan¬m kümesiyle bir f : D ! R fonksiyonu, e¼ger sabit bir L > 0 ve

8x; y 2 D için jf(x)� f(y)j � L jx� yj eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa Lipschitz-süreklidir denir.

Teorem 2.4.2 (Picard-Lindelöf) Bir f : D ! R Lipschitz-sürekli fonksiyonunu

düşünelim. x0, D�de bulunan bir başlang¬ç koşulu olsun. O zaman, bir � > 0 vard¬r.

Öyle ki:

d

dt
x = f(x); x(0) = x0

başlang¬ç de¼ger problemi 0 � t � � için tek bir x(t) çözümüne sahiptir.
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BÖLÜM 3

DAMARSIZ TÜMÖR BÜYÜMES·I ·IÇ·IN MATEMAT·IKSEL

MODELLER

Burada ikinci bölümde detayl¬bir şekilde bahsetti¼gimiz üstel ve mant¬ksal büyüme mo-

dellerinin kullan¬ld¬¼g¬ bir modelleme örne¼gi olan damars¬z tümör modellerini Cancer

Modelling and Simulation kitab¬nda Helen M. Bryne taraf¬ndan yaz¬lan 4.bölümde an-

lat¬lanlar ¬̧s¬¼g¬nda aç¬klayaca¼g¬z (Preziosi 2003).

3.1 TÜMÖRÜN BÜYÜME EVRELER·I

Tümörün evrimi, farkl¬ölçülerde meydana gelen bir çok de¼gi̧sik olaylar¬içeren karmaş¬k

bir süreçtir. Daha deneysel ve nicel aç¬klamalar biyologlar ya da modelleyiciler taraf¬ndan

kullan¬lan gerçek veya ideal mikroskoplar¬n sundu¼gu bilgilere ba¼gl¬d¬r. Biyolog , biyo-

kimyac¬ya da bir t¬p doktorunun, tümörün evrimi s¬ras¬nda meydana gelen fenomelojik

olaylar¬aç¬klamada, alt hücresel düzey, hücresel düzey ve doku düzeyi olmak üzere üç

bak¬̧s aç¬̧s¬vard¬r. Modelleme bak¬̧s¬ ile yukar¬daki aç¬klama düzeyleriyle mikroskopik,

mezoskopik ve makroskopik ölçüler aras¬ndaki ba¼glant¬lar gösterilebilir.

Mikroskopik ölçüler, hücre veya hücre zar¬nda gerçekleşen DNA sentezi ve y¬k¬m¬, gen

dizilimi, hücre döngüsünün de¼gi̧sim mekanizmas¬, hayati besinlerin emilimi, reseptör-

lerin aktivasyonu ya da inaktivasyonu, hücresel faaliyetleri düzenleyen hücreler aras¬n-

daki kimyasal faaliyetlerin uyumu (ço¼galma, birleşme, ayr¬lma ya da hareketlilik) gibi alt

hücresel düzeylerde meydana gelen olaylar¬içerir.

Mezoskopik ölçüler, hücre popülasyonunun temel hareketlili¼gi gibi hücresel düzeyi gös-

terir. Örne¼gin, olaylar¬n hareketlili¼gini ve sürecini gösteren istatistiksel aç¬klamalar, vü-
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cuttaki endotel, makrofaj (büyük fagosit hücreleri), lenfosit hücreleri ile tümör hücreleri

aras¬ndaki etkileşim, ço¼galma ve y¬k¬lma etkileşimleri, birleşme ve parçalanma özelikleri,

intravasyon (komşu dokularda oluşan yabanc¬maddelerin damardaki bozukluk nedeniyle

kan damar¬na geçi̧si) ve ekstravasyon (damardaki kan¬n d¬̧sar¬ç¬kmas¬) süreçleri.

Makroskopik ölçüler ise doku düzeyini ifade eder. Bunlar s¬radan sürekli sistemler olan

olayd¬r. Makroskopik ölçülere örnek olarak, hücre göçleri, besinlerin yay¬l¬m¬ve difüz-

yonu, kimyasal faktörler, mekanik yan¬tlar, d¬̧s dokularla etkileşimler, kapsül oluşumu ve

y¬k¬m¬, metastas difüzyonu, faz geçi̧slerini (serbest hücrelerden s¬n¬rl¬hücrelere ya da tam

tersi) verebiliriz.

Belirli bir ölçekte ne oldu¼gu, di¼ger ölçeklerde olanlarla güçlü bir ba¼glant¬içindedir. Dolay¬-

s¬yla daha büyük ya da daha küçük ölçekte olanlar¬dikkate almadan bir olay¬tamam¬yla

aç¬klamak mümkün de¼gildir. Bu ise farkl¬ölçeklerdeki modellerin birleştirilmesi gerek-

ti¼gi demektir. Örne¼gin, damars¬z faz tümör hücreleri kan dolaş¬m¬na ba¼gl¬ kalmayan

çok hücreli küresellerdir. Doku düzeylerinden bu aşamaya bak¬l¬rsa, de¼gi̧sim, oksijen,

glikoz ve di¼ger besin da¼g¬l¬m¬na ve ayr¬ca alt hücresel düzeyi içeren olaylara, kimyasal

maddelerin al¬m¬na ve üretimine de ba¼gl¬d¬r. Bu evre, sadece sürekli mekani¼gin temel

ilkeleri ile elde edilen de¼gil ayr¬ca hücre tabanl¬modellemelerin temellerini de içeren reak-

siyon difüzyon denklemleri ve kütle denge denklemleri taraf¬ndan tan¬mlanabilir. Hücresel

temelli modellerde hücresel ve alt hücresel mekanizmalar¬n tan¬t¬m¬daha kolayken, ilk du-

rumda d¬̧s dokularla ileti̧sim gibi makroskopik mekanizmalarla u¼graşmak daha kolayd¬r.

Bu de¼gi̧sim süreciyle devam edersek, olgunlaşma sürecinin belli bir noktas¬nda tümör-

ler anjiyogenez sürecini de¼gi̧stiren özel kimyasal maddeler salg¬lar. Bu süreçte yeni kan

damarlar¬çevreleyen ana damarlardan bir dokunun içine do¼gru büyür. Bu çok önemli

tetikleme mekanizmas¬, damarl¬geli̧sme evresine yol açarak, böylece hücresel ve alt hücre-

sel düzeylerde meydana gelen olaylarla düzenlenir. En sonunda bu metastaslar¬n ayr¬lmas¬

hücrelerin ba¼glanma özellikleri taraf¬ndan düzenlenir.

Farkl¬gözlem ve modelleme düzeyleri aras¬ndaki ba¼glant¬lardan bahseden başka bir konu

da, tam olarak, her tek düzeydeki araşt¬rma farkl¬ bilim dallar¬ aras¬ndaki etkileşim-

den yararlan¬r. Asl¬nda ideal modelleme döngüsü şu şekilde geli̧smelidir: Biyot¬ptaki

bilim adamlar¬gerçek hastalarda belirli olaylar¬n gözlemlerinden uygun ve nispeten daha

zarars¬z biyolojik modelleri anlamaya çal¬̧smal¬d¬r. Örne¼gin, canl¬dokularda ya da test
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tüplerinde yaşayan fare, tavuk embriyosu gibi. O zaman onlar bu modelin deney dizisini

gösterebilir. Matematikçiler ya do¼grudan olaylar¬n gözlemlerde ya da biyolojik model

üzerinden ilgili olaylar¬aç¬klamay¬amaçlayan matematiksel modeller üretebilirler. Uy-

gun matematiksel yöntemlerle oluşturulan çözümün analizi, problemin derinlerine inerek

dinamik sonuçlar¬n daha nitelikli bir aç¬klamas¬n¬ verecektir. Ayr¬ca model, olaylar¬n

soyut, bilgisayarl¬modellemesini (in silico) oluşturmak için say¬sal olarak uygulanabilir.

Modelleme sürecinin kalitesi, deneylerle simülasyon sonuçlar¬n¬n geçerlili¼gine göre test

edilebilir. Kaŗs¬laşt¬rma tatmin edici oldu¼gu takdirde, modelleme döngüsü başar¬yla ka-

pan¬r. E¼ger de¼gilse, modelleme sürecinin bir veya bir kaç ad¬m¬ç¬kar¬l¬r ve döngü devam

eder. Ayn¬şekilde simülasyon sonuçlar¬n¬n çözümün niteliksel özellikleri ile de uyumlu

olmas¬gerekir. Aksi halde say¬sal kodlar yeterince do¼gru de¼gildir. Teorik tahminlerin de

deneylerle do¼grulanmas¬gerekir. Yoksa, matematiksel model geçerli de¼gildir. Bütün bu

modelleme basamaklar¬Şekil 3.1�de özetlenmi̧stir.

Şekil 3.1: Modelleme basamaklar¬(Preziosi 2003).
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3.2 MODELLEMEYE G·IR·IŞ

Yeni bir model düzenlenirken, başlang¬çta basit, iyi tan¬mlanm¬̧s sistemlere odaklan¬l-

mas¬do¼gald¬r. Örne¼gin, kar¬̧s¬k ak¬̧skan s¬v¬lar¬incelemek için Navier-Stokes denklemini

kullanmadan önce, başlang¬çta kararl¬, katmanl¬ak¬̧skanlar düşünülebilir. Kat¬tümör-

lerin geli̧simi üzerine matematiksel çal¬̧smalar incelenirse benzer örnekler ortaya ç¬kar.

·Ilk modellemeler damars¬z tümörlerin geli̧simi üzerine yo¼gunlaşm¬̧s, daha sonra anjiyo-

genez modeller geli̧stirilmi̧s ve günümüzde damarl¬tümör modelleri gün ¬̧s¬¼g¬na ç¬km¬̧st¬r.

Otuz y¬ldan fazla bir zamanda meydana gelmi̧s gen dizilimi ve tasar¬m¬gibi biyomedikal

tekniklerdeki geli̧smeler, bu modellemelerdeki ilerlemeler için alternatif bir aç¬klama sun-

maktad¬r. Şekil 3.2 normal hücreler aras¬ndaki kanser hücreleri hakk¬nda basit �kirler

verir. Deneysel i̧slemler daha bilgi verici hale geldi¼ginden ve kat¬tümör geli̧simi hakk¬n-

daki bilgiler artt¬¼g¬ndan dolay¬, ilk yap¬lan matematiksel modellemelerdeki eksiklikler

anlaş¬l¬r hale gelmi̧s ve yeni modelleme yaklaş¬mlar¬na ¬̧s¬k tutmuştur. Kat¬tümörlerin

geli̧simi üzerine farkl¬bak¬̧s aç¬lar¬n¬inceleyen matematikçilerin say¬s¬sürekli artt¬¼g¬için,

burada tam bir matematiksel modelleme literatürünü gözden geçirmek olanaks¬zd¬r.

Şekil 3.2: Normal hücreler (yeşil) aras¬ndaki kanser hücreleri (mor) (URL-6 2012).

Biz bu bölümde damars¬z tümörlerin geli̧simi üzerine yap¬lan matematiksel modellemeler

üzerinde duracak, bu alan¬n yeni biyolojik ilerlemelerle paralel olarak nas¬l geli̧sti¼gini

ve geli̧smeye devam etti¼gini aç¬klamaya çal¬̧saca¼g¬z. Tümörlerin dikkat çeken ve uzaysal

yap¬lar¬üzerine detaylar¬ihmal eden, örne¼gin tümörün bütün hacmi veya tümör üzerinde
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o anda bulunan toplam hücre say¬s¬üzerine odaklanan, modelleri inceleyece¼giz. Sonuçta

oluşan modeller diferansiyel denklem sistemleriyle formülüze edilebilir. Canl¬dokularda

yaşayan ve test tüplerindeki tümörlerin geli̧simi ile ba¼glant¬l¬olan kinetik parametreleri

tahmin etmede ve farkl¬terapik yani tedavi edici stratejilerin yararlar¬n¬de¼gerlendirmede,

bu modeller klinikçiler taraf¬ndan geni̧s ölçüde kullan¬lmaktad¬r (Preziosi 2003, Araujo et

al. 2004).

3.3 UZAYSAL, DÜZGÜN DA¼GILIMLI DAMARSIZ TÜMÖRLER·IN

GEL·IŞ·IM MODELLEMELER·I

3.3.1 Giri̧s

Bu bölümde, uzaysal etkilerin ihmal edildi¼gi durumda kat¬tümör geli̧siminin dinamiklerini

anlatan, baz¬matematiksel modelleri izah edece¼giz. Bu modeller diferansiyel denklem

sistemleri olarak formülüze edilen ve kat¬tümörlerin geli̧simini aç¬klamak için kullan¬lm¬̧s

ilk modeller aras¬ndad¬r. Bu tip modeller bir tümörün içine yerleşen ölü, pasif ve aktif

hücrelerin say¬s¬n¬n zamana göre nas¬l de¼gi̧sti¼gini aç¬klamakta kullan¬l¬r. Ayn¬ şekilde

diferansiyel denklem modelleri, farkl¬ kemoterapi protokolleri (sürekli ya da periyodik a-

ral¬klarla ilaç verilmesi gibi) uygulanan tümörlerin k¬yaslanmas¬nda kullan¬l¬r. Bu bölüm,

takip edilen şekilde organize edilmi̧stir: Bölüm 3.2�de, sadece tek çeşit hücreden oluşan

homojen tümörleri inceleyen modelleri verilmi̧stir. Bölüm 3.3�te ayn¬ çeşit tümörlere

kaŗs¬l¬k uygulanan kemoterapik stratejiler incelenmi̧stir. Bölüm 3.4�te ise farkl¬ hücre

çeşitlerini içeren heterojen tümörleri inceleyen eski modeller genelleştirilmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bölüm uzaysal, düzgün da¼g¬l¬ml¬modelleri tart¬̧sarak sonuçland¬r¬lm¬̧st¬r.

3.3.2 Homojen Kat¬Tümörlerin Geli̧simi

Kat¬tümörlerdeki hücre say¬s¬N(t)�nin zamana göre de¼gi̧simini anlatmada kullan¬labile-

cek en basit modellerden biri üstel geli̧sim kanunudur ve 2. bölümden bildi¼gimiz gibi

8<:
dN

dt
= kN

N(t = 0) = N0
(3.1)
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ile ifade edilir. (3.1) denkleminin çözümü

) N(t) = N0 exp(kt) idi.

Denklem (3.1)�de (k > 0) hücrelerin art¬̧s¬ndaki net oran¬ ve N0 tümörde başlang¬çta

bulunan hücre say¬s¬n¬göstermektedir. Bu modellemede hücrenin geli̧siminde herhangi

bir k¬s¬tlama yoktur. Yani bütün besinler ve di¼ger hayati büyüme faktörlerinin bolca

mevcut oldu¼gu varsay¬lmaktad¬r. Sonuçta bu modelleme popülasyonun limitsiz bir sekilde

artaca¼g¬n¬öngörmektedir.

Bu durumda üstel büyüme kanununun tümörün geli̧siminin erken safhalar¬n¬n do¼gru

tan¬mlanmas¬n¬sa¼glad¬¼g¬halde, canl¬dokularda damarl¬tümörlerin geli̧smesinde ve test

tüplerinde damars¬z tümörlerin büyütülmesinde gözlemlenen büyüme ve nihai doygun-

lu¼gun azalma periyotlar¬n¬ net olarak ifade edemeyece¼gi aç¬kt¬r. Boyut olarak tümör

büyüdükçe, besin ve di¼ger hayati kaynaklar (örne¼gin yer gibi) için yap¬lan savaş art¬k

kaç¬n¬lamaz hale geldi¼ginden modelde böyle bir uyuşmazl¬k oluşmuştur. (3.1) denklemi-

nin bu kaynaklar için (bu kaynaklar¬n ne oldu¼gu belirtilmeksizin) var olan savaş¬içeren

basit bir uygulamas¬da mant¬ksal geli̧sim kanunudur:

8<:
dN

dt
= kN(1� N

�
)

N(t = 0) = N0 > 0
(3.2)

Burada � > 0 popülasyonun taş¬ma kapasitesini ifade etmektedir.

Bu denklemin çözümü de;

) N(t) =
�N0

N0 + (� �N0) exp(�kt)
! �; t �!1:

Mant¬ksal büyüme kanunu küçük tümörler için yaklaş¬k olarak üstel büyüme ve tümör

taş¬ma kapasitesine (N = �) ulaşt¬¼g¬nda büyümede doyum noktas¬na geldi¼gini tahmin e-

derken, N(t)�nin dönüm noktas¬
�
burada

d2N

dt2
= 0 ve N =

�

2

�
etraf¬ndaki simetrisi özel

olarak deneysel verilere uygun kullan¬ld¬¼g¬nda, N(t)�nin esnek olmad¬¼g¬n¬belirtmektedir.

��n¬n seçimine ba¼gl¬olan daha genel e¼gri aileleri hemen hemen (3.2) denkleminden daha
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h¬zl¬doyum noktas¬na ulaşt¬ran denklem

8><>:
dN

dt
=
k

�
N

�
1�

�
N

�

���
N(t = 0) = N0

(3.3)

Çözümü ise

) N(t) = �

�
N�
0

N�
0 + (�

� �N�
0 ) exp (�kt)

� 1
�

ile verilir.

Belirtmeliyiz ki mant¬ksal büyüme kanunu (3.3) denkleminin özel bir halidir. (� = 1)

al¬nd¬¼g¬durumunda Gompertizian büyüme kanunu �! 0+ limit durumu olarak kapsan¬r.

Şekil 3.3: Tümörün büyüme kanunu seçimine göre de¼gi̧simi.

Yukar¬da verdi¼gimiz bu 3 modeli k¬yaslamak için Şekil 3.3�te taş¬ma kapasitesi � ve

ço¼galma oran¬da k olan sabit de¼gerler için her bir modelin büyüme e¼grisini çizdik. Şekil

3.3�te k = 0:1; � = 1:0; N0 = 0:1; � = 0:5 veya � = 2:0 parametre de¼gerleri

ile üstel büyüme kanunu noktal¬kesik çizgilerle, mant¬ksal büyüme kanunu düz çizgilerle,
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genel büyüme kanunu ise her iki � = 0:5 ve � = 0:2 için art¬i̧saretiyle gösterilmi̧stir.

Kat¬tümörlerin geli̧simini anlatan bir çok alternatif büyüme kanunlar¬önerilmi̧stir (Maru-

sic et al. 1994a,b). Deneysel verilere farkl¬modeller uyguland¬¼g¬nda de¼gi̧sen derecelerde

başar¬l¬modeller elde edilmi̧stir. Bu tip modellemelerin genel eksikli¼gi (yani besin elde

edilebilirli¼gi veya tümör hücrelerinin farkl¬¼g¬gibi herhangi bir d¬̧s faktörün etkisinin ihmal

edildi¼gi tümör geli̧simlerini tek diferansiyel denklemle anlatan modeller) bireysel hücre

davran¬̧slar¬ndaki model parametrelerinin (örne¼gin mant¬ksal kanun için k ve � gibi) i-

li̧skilendirilmesidir. Bundan önce (3.1)�den (3.2)�ye kadar olan denklemlerde yap¬la-

bilecek iki de¼gi̧siklikle kat¬tümörler üzerinde, kemoterapi ve hücresel farkl¬l¬klar¬n etki-

lerini kavramam¬z¬sa¼glayan modellemeleri düşünece¼giz. ·Ilk durumda, hücre zehirlenme-

sine sebep olan, damarlara sürekli yada belirli aral¬klarla (periyotlarla) verilen kimyasal

maddelerin etkisinde kalan bir tümörü düşünece¼giz. ·Ikinci durumda tümörlerin farkl¬

hücre çeşitlerini içerdi¼gini düşünerek herbir hücre çeşidinin oran¬n¬n zamana göre nas¬l

de¼gi̧sti¼gini araşt¬raca¼g¬z.

3.3.3 Ayn¬Tip Kat¬Tümörlerin Tedavisi

Biz şimdi tedavi edici yaklaş¬mlar¬n olmad¬¼g¬durumlardaki canl¬dokularda büyüyen man-

t¬ksal büyümeye u¼grayan tümörleri düşünece¼giz. Onlarla ba¼glant¬içine girdi¼ginde tümör

hücrelerini öldüren kimyasal ilaçlar hastalara enjekte edilir . Bölüm 4.2�deki notasyonla,

N(t)�yi t zaman¬ndaki tümör hücrelerinin say¬s¬olarak ve A(t)�yi de tümörlerin içindeki

ortalama ilaç konsantrasyonu olarak gösterece¼giz. Varsayal¬m ki;

8>><>>:
dN

dt
= kN

�
1� N

�

�
� �AN � f(N;A);

dA

dt
= a(t)� �A� 
AN � g(N;A)

(3.4)

(3.4) denklem sistemini

�
N(t = 0) = N0
A(t = 0) = A0

(3.5)

başlang¬ç koşullar¬ile gözönüne alal¬m.
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(3.4)�deki denklemde � ilaçlar¬n tümör hücrelerini öldürmedeki oran¬n¬, 
 hücre ölüm-

lerinin bir sonucu olarak etkisiz kalan ilaçlar¬n oran¬n¬, � ilaçlar¬n yar¬lanma ömrünü

(çürüme oran¬n¬) göstermektedir. Sistemde ki a(t)�de tümörlere ulaşan ilaçlar¬n oran¬n¬

gösterir. Biz iki alternetif da¼g¬l¬m protokolünü düşünece¼giz:

S�urekli _Inf�uzyon : a(t) = a1; 8 t � 0:

Periyodik _Inf�uzyon :

�
a1; n < t < n+ �

0; n+ � < t < n+ 1 :

Sürekli ·Infüzyon

a1 = 0 (yani hiç ilaç uygulanmad¬¼g¬durumunda) (3.4) denklemi (3.2) denklemine in-

dirgenir, dolay¬s¬yla t �! 1 giderken N(t) �! � olur. Tümör sürekli olarak hücre ço¼gal-

malar¬n¬önleyen ya da hücreleri yok eden stotoksik ilaçlara maruz kald¬¼g¬nda, tümörün ve

ilaç konsantrasyonunun her ikisinin denge de¼gerine ulaşaca¼g¬n¬beklemek mant¬kl¬olur.

Sürekli ilaç infüzyon etkilerini incelemek için denge çözümlerinin a1�a (dolay¬s¬yla ne

kadar ilaç verildi¼gine) nas¬l ba¼gl¬olduklar¬na özel bir dikkat göstererek (3.4) denkleminin

denge çözümleri tan¬mlan¬p s¬n¬�and¬r¬l¬rsa,

dN

dt
= 0 oldu¼gu durumda, (3.4) denklemi,

0 = kN

�
1� N

�
� �
k
A

�
ve 0 = a1 � �A� 
NA:

Öyleki,

N = 0 ve A =
a1
�
;

ya da

0 = N2 +
�




�
1� 
�

�

�
N +

��




�a1�
�k

� 1
�

ve A =
k

�

�
1� N

�

�
(3.6)

denklemlerini verecek şekilde indirgenir.
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Şimdi belirli bir tümör ve özel bir ilaç için k; �; �; � ve 
 parametreleri sabitlenecek; üze-

rinde baz¬kontrol derecesi olan tek parametre, bizim ay¬rma parametresi olarak ald¬¼g¬m¬z

a1�dur.

E¼ger

a1 > a
max
1 � �k

�

"
1 +

�

4
�

�
1� 
�

�

�2#
;

oluyorsa elementer analizler (3.6) denkleminin hiç bir reel kökünün olmad¬¼g¬n¬ söyler.

Boylece, e¼ger belirlenen doz a1 > amax1 şeklindeyse, o zaman tek �ziksel gerçekçi durgun

çözüm N = 0 oldu¼gu tümörsüz aşikar çözümdür.

Şekil 3.4: Tümörün uygulanan ilaç miktar¬na göre boyutu. a) � = � = � = k = 1; ve

 = 0:5, b) � = � = � = k = 1; ve 
 = 2.

(3.6) denkleminin daha ileri bir analizi, a1(0 < a1 < amax1 ) �nun ara de¼gerleri için 
�=�

gruplama parametresine ba¼gl¬olan s¬radan olmayan sürekli hal çözumlerini gösterir. Şekil

3.4�den 
�=� > 1 oldu¼gunda, iki �ziksel gerçekçi çözüme sahip olan (3.6) denklemi için

a1 (�k=� < a1 < amax1 )�nun bir sonlu aral¬¼g¬oldu¼guna dikkat etmeliyiz: a1(0 < a1 <

�k=�)�un daha küçük de¼gerleri için aşikar olmayan tek bir çözüm vard¬r. Ayr¬ca 
�=� < 1
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oldu¼gu durumda a1(0 < a1 < �k=�)�nun orta de¼gerleri için aşikar olmayan tek bir

çözümü oldu¼guna dikkat etmeliyiz: a1 (�k=� < a1 < amax1 )�nun daha büyük de¼gerleri

için �ziksel, gerçekçi, aşikar olmayan denge çözümleri yoktur.

Şekil 3.4a�da 
�=� < 1 ve Şekil 3.4b�de 
�=� > 1 durumlar¬için çizilen iki gra�k, ilaç

dozunun tümörün denge boyutunu nas¬l de¼gi̧stirdi¼gini gösteriyor. Şekil 3.4�te görülen

analiz ve sonuçlar, denge çözümlerinin sistem parametrelerine nas¬l ba¼gl¬oldu¼gunu gös-

terirken birden fazla dengenin meydana geldi¼gi parametre uzay¬n¬n bölgelerinde hangi

çözümlerin farkedilebilece¼gini belirleyemeyiz. Böyle sorunlar¬belirlemede kullan¬labilen

bir metot, zamana ba¼gl¬düzensizliklerdeki denge çözümlerinin yerel istikrar¬n¬belirlemek

için kullan¬lan do¼grusal kararl¬l¬k analizlerini içerir. Bütün parametre de¼gerleri için var

olan (N;A) = (0; a1=�) tümörsüz aşikar çözümlerin kararl¬l¬¼g¬n¬de¼gerlendirmek için kul-

lan¬lan bu metot aşa¼g¬da anlat¬lmaktad¬r.

�� 1 gibi küçük parametreler üreterek ve

N(t) = �N(t) ve A(t) =
a1
�
+ �A(t): (3.7)

yazarak (N;A) = (0; a1=�) eşitli¼gi yaklaş¬k olarak lineerize edilecektir: (3.4) denklemi

(3.7) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

dN

dt
=
�
k � �a1

�

�
N

denklemini elde etmek için O(�)�nin katsay¬lar¬eşitlenir.

dA

dt
= �A� 
a1

�
N:

Böylece

N(t) = N(0) exp(k � �a1=�)t
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ve

A(t) =

�
A(0) +


a1N(0)

�2 + k�� �a1

�
exp(��t)�

�

a1N(0)

�2 + k�� �a1

�
exp(k � �a1=�)t

bulunur.

E¼ger a1 > �k=� ise t �! 1 iken N(t); A(t) �! 0�a gider. Bundan tümörün aşikar

tümörsüz çözümü geli̧stirdi¼gi sonucu ç¬kar¬labilir. Dolay¬s¬yla a1 > �k=� ise, aşikar

çözüm, ((N;A) = (0; a1)); a1 < �k=��nün do¼grusal karars¬z oldu¼gu söylenirken, a1 >

�k=� iken do¼grusal kararl¬oldu¼gu söylenir. Yukar¬daki analizler, a1 tümöre uygulanan

ilaç konsantrasyonunu �k=� eşik de¼gerini aşarsa, tümörün tamamen yok oldu¼gunu anlat¬r.

Daha fazla cebir içerilmesine ra¼gmen, ayn¬teknik, (3.4) denkleminin aşikar olmayan denge

çözümlerinin do¼grusal kararl¬l¬¼g¬n¬de¼gerlendirmede de kullan¬l¬r.

N1 ve A1; (3.6) denklemini çözmek üzere (N;A) = (N1; A1) aşikar olmayan çözümünün

kararl¬l¬¼g¬n¬belirlemek için �� 1 olmak üzere,

N(t) = N1 + �N(t) ve A(t) = A1 + �A(t)

formunda çözümler ar¬yoruz.

Bu deneme çözümlerini (3.4) denkleminde yerleştirip O(�)�nin s¬f¬r katsay¬lar¬na eşitle-

yerek,

@f

@N
� @f

@N
(N1; A1)

olmak üzere,

dN

dt
=
@f

@N
N +

@f

@A
A � k

�
1� 2N1

�
� �a1

k

�
N � �N1A;

dA

dt
=
@g

@N
N +

@g

@A
A � �
A1N � (�+N1)A;

ve bu şekilde benzeri denklemler ç¬karabiliriz. Bu lineer diferansiyel denklem sistemleri,
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aşikar olmayan
�� eN; eA� 6= 0� için �;

0 = �2 �
�
@f

@N
+
@g

@A

�
� +

�
@f

@N

@g

@A
� @f

@A
+
@g

@N

�
;

da¼g¬lma ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glamak üzere
�
N;A

�
=
� eN; eA� exp (�t) çözümüne sahiptir. E¼ger

< (�) < 0 ise do¼grusal kararl¬l¬k vard¬r. Ve

@f

@N
+
@g

@A
< 0 <

@f

@N

@g

@A
� @f

@A

@g

@N
;

ise bu eşitsizlik da¼g¬lma ba¼g¬nt¬s¬kullanarak gösterilebilir (Byrne 1999).

Örnek 3.3.1 Y ukar{daki teknikler � = � = � = k = 1, 
 = 1=2 ve a1� (0; 1)

durumlar{nda; s�urekli ilaç inf �uzyonu modeline uygulan{rsa aşikar olmayan denge

ç�oz�umleri (N1; A1) ;

0 = N2
1 +N1 � 2 (a1 � 1) yada 2N1 = �1�

p
9� 8a1

A1 = 1�N1

denklemini sa�glad{�g{ g�or�ul�ur ve a1 2 (0; 1) içinde tekil fiziksel gerçekci (pozitif)

ç�oz�umler vard{r:

Elementer analiz bilgilerini kullanarak,

0B@
@f

@N
@g

@N

@f

@A
@g

@A

1CA
(N1;A1)

=

�
1� 2N1 � A1

�A1
2

�N1
�1� N1

2

�

) @f

@N
+
@g

@A
= �

�
3N1
2

+ A1

�
< 0

ve

@f

@N

@g

@A
� @f

@A
+
@g

@N
= N2

1 +
N1
2
> 0;
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oldu¼gunu göstermek mümkündür. Dolay¬s¬yla, �ziksel gerçekçi denge çözümlerinin var

oldu¼gu yerlerde zaman ötelemelerine kaŗs¬kararl¬d¬r.

·Ilaç konsantrasyonu a1 de¼gi̧sirken Şekil 3.4�te gösterilen kararl¬hal çözümlerinin yerel

kararl¬l¬klar¬n¬göstermek için yukar¬daki yaklaş¬m¬Şekil 3.5�te kulland¬k. Yukar¬da tah-

min edildi¼gi gibi 
�=� < 1 oldu¼gundan, var oldu¼gu durumlarda aşikar olmayan çözüm

kararl¬d¬r ve aşikar çözüm ise karars¬zd¬r. Aşikar olmayan durgun hallerin var oldu¼gu

a1 de¼gerleri için tümörsüz durgun hal çözümleri kararl¬d¬r. 
�=� > 1 için durum biraz

farkl¬d¬r. 
�=� > 1 oldu¼gu durumda aşikar olmayan çoklu kararl¬hal çözümlerinin oldu¼gu

yerde, daha büyük ve aşikar tümörsüz çözümün her ikisi de kararl¬yken daha küçük dur-

gun hal karars¬zd¬r. Asl¬nda, daha küçük durgun hal iki kararl¬çözümü ay¬ran bir s¬n¬r

gibi davran¬r.

Periyodik ·Infüzyon

Yukar¬da sunulan sürekli infüzyon model incelemeleri, ilaç dozu yeterince büyük (a1 >

k=�) oldu¼gunda tümörün ortadan kald¬ralabilece¼gini gösterir. Gerçek durumlarda yan

etkiler, sürekli infüzyonun genellikle uygun ilaç taş¬ma protokolu olmad¬¼g¬anlam¬na gelir:

E¼ger düzenli olarak iletilirse, ilaç hücre devir oran¬n¬n h¬zl¬oldu¼gu karaci¼ger gibi hayati

organlarda genellikle yan etkilere sahip olabilir. Sonuç olarak, kemoterapatik ilaçlar,

ço¼gunlukla sürekli infüzyon serileri olarak taş¬n¬r. Böylece hastan¬n sa¼gl¬kl¬organlar (ve

ne yaz¬k ki tümör de) ard¬̧s¬k tedaviler sonras¬nda iyileşebilir.

Sürekli infüzyon yerine kat¬tümörün büyüme modellerinde periyodik infüzyon etkilerini

araşt¬rmak için aşa¼g¬daki basit modeli inceleyelim:

dN

dt
= kN

�
1� N

�
� �A

�
; N(0) = N0 (3.8)

ve

A(t) =

�
a1; n < t < n+ �

0; n+ � < t < n+ 1
(3.9)

Bu model a1 = �â1 ve â1 � O(1) � � oldu¼gu varsay¬larak (3.4) denkleminden
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ç¬kar¬labilir.

A(t) parçal¬sabit oldu¼gundan (3.8) denklemi A(t); a1 ve 0 aras¬nda t = n; n + �(n =

0; 1; 2; 3; : : :) zamanlar¬nda de¼gi̧sirken taş¬ma kapasitesi �(1��a1=k) ile � aras¬nda de¼gi̧sen

basit bir lojistik denklemdir. Bu de¼gi̧sme zamanlar¬nda N(t)�nin süreklili¼gini varsayarak,

N(t)�nin aşa¼g¬daki analitik çözümü oluşturulabilir:

N(t) =

8>><>>:
��Nn

Nn + [���Nn] exp [�k� (t� n)]
; n < t < n+ �

�Nn+�
Nn+� + (� �Nn+� ) exp [�k (t� n� �)]

; n+ � < t < n+ 1

(3.10)

burada

� = 1� �a1
k
;

N(0) = N0 verilmi̧stir. Nn = N(t = n)(n � 1);

Nn+� = N(t = n+ �) =
��Nn

Nn + [���Nn] exp [�k�� ]

ve t = n+ 1�de N(t)�nin süreklili¼giyle Nn katsay¬lar¬aşa¼g¬daki rekürens ili̧skisini sa¼glar:

Nn+1 =
��Nn

�Nn + [(1� �)Nn + (���Nn) exp [�k�� ]] exp [�k (1� �)]
: (3.11)

Şekil 3.5�te verilen gra�kler s¬ras¬yla 
�=� < 1 ve 
�=� > 1 durumlar¬ için, a1 para-

metrelerinin nas¬l de¼gi̧sti¼gini göstermektedir. Parametre de¼gerleri Şekil 3.5a�daki gra�k

için � = � = � = k = 1 ile 
 = 0:5 ve Şekil 3.5b�deki gra�k için � = � = � = k = 1 ile


 = 2:0 al¬nm¬̧st¬r.

Şekil 3.6, fNng1n=0 dizisinin nas¬l de¼gi̧sti¼gini ve limit davran¬̧slar¬n¬n uygulanan ilaç

dozuna nas¬l ba¼gl¬ oldu¼gunu göstermektedir. Her durumda a1 artarken dizi sonunda

büyüklükçe azalan bir dengeye ulaş¬r. Burada fNng1n=0 dizisi dengeye ulaşmas¬na ra¼g-

men, sistemin zamandan ba¼g¬ms¬z kararl¬bir duruma gelmedi¼gine dikkat etmeliyiz; bunun

yerine n < t < n + 1 aral¬¼g¬boyunca N = N(t) ile bir periyodik çözüme ulaş¬r. Ayn¬

zamanda bu i̧slevsel de¼gi̧siklikler, belirli alt popülasyonlar¬n¬n kemoterapik müdahaledeki
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tepkisinin daha az oldu¼gu anlam¬na gelebilir. Asl¬nda ilaç dozu yeteri kadar büyükse,

tümörün yok olmas¬gerçekleşir. Aç¬kça, periyodik infüzyonla, yok etmek için gerekli olan

dozaj sürekli infüzyon için gerekli olandan daha fazlad¬r. Çünkü periyodik infüzyonla,

tümör hücreleri daha az zaman için ilaca maruz kal¬r.

Şekil 3.5: a1 de¼gi̧sirken Şekil 3.4�te gösterilen denge çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬.

Sürekli ilaca maruz kalan tümörün tepkisini inceledi¼gimizde, tümörün sonunda zamandan

ba¼g¬ms¬z bir denge çözümüne ulaşt¬¼g¬n¬hat¬rlamal¬y¬z. Aksine, Şekil 3.6�daki sonuçlar¬n

gösterdi¼gi gibi N(t) = N(1+ t) ve dolay¬s¬yla Nn = Nn+1 � N1 > 0 : : : için sistem ayr¬ca

aşikar olmayan periyodik çözümler geli̧stirebilir. Denklem (3.11)�yi kullanarak:

N1 =
�� [1� exp (�k (1� �)) exp (�k��)]

� + (1� �) exp (�k (1� �))� exp(�k (1� �)) exp(�k��) ;

oluyorsa aşikar olmayan periyodik çözümlerin ortaya ç¬kaca¼g¬n¬göstermek mümkündür.

Şekil 3.7�de, a1 ilaç dozaj¬artarken, N1�un nas¬l azald¬¼g¬n¬gösterece¼giz.

3.3.4 Heterojen Kat¬Tümörlerin Büyümesi

Şimdiye kadar inceledi¼gimiz modellemelerde tümör hücrelerinin özdeş oldu¼gu varsay¬ld¬.

Pratikte kat¬tümörler bir çok çeşit hücreden oluşur. Örne¼gin canl¬dokularda büyüyen
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damarl¬tümör hücreleri, tümöre, hücre d¬̧s¬maddeye ve makrofaj gibi ba¼g¬̧s¬kl¬k hücrele-

rine besin sa¼glayan kan damarlar içerebilir. Makrofajlar (büyük fagosit hücreleri) genel-

likle yaran¬n iyileşmesini sa¼glayan beyaz kan hücreleridir. Bu hücrelerin ayr¬ca kat¬tümör-

lerin büyümesinde de önemli bir rol oynad¬¼g¬bilinmektedir (Kelly et al. 2002).

Ayr¬ca, tümör hücre popülasyonu, i̧slevsel olarak farkl¬alt popülasyonlar¬içerebilir. Genel-

likle genetik mutasyonlar¬n sebep oldu¼gu bu alt popülasyonlar, farkl¬ do¼gum ve ölüm

oranlar¬ve çevre şartlar¬na farkl¬ tepkiler vermeleri ile s¬n¬�and¬r¬labilir. Örne¼gin p53

mutant (de¼gi̧sikli¼ge u¼gram¬̧s) hücrelerin oksijen yoksunlu¼gunda normal p53 hücrelerine

göre daha uzun süre hayatta kald¬klar¬na inan¬lmaktad¬r (Roose et al. 2007, Gammack

et al. 2001).

Şekil 3.6: Farkl¬başlang¬ç koşullar¬için tümörün farkl¬ilaç dozajlar¬ndaki periyodik in-
füzyona gösterdikleri tepki.

Şekil 3.6�da farkl¬başlang¬ç koşullar¬ndaki tümörün � = � = k = 1; ve � = 0:5 parametre

de¼gerleri ile farkl¬ilaç dozajlar¬na kaŗs¬oluşturdu¼gu yan¬t¬gösterilmi̧stir.

Kan damar¬ndan uzaklaşan mesafedeki tümör hücrelerinin ço¼galma oran¬n¬ göz önüne

alarak, yerel çevre koşullar¬na dayand¬r¬lan kat¬tümörlerin içindeki heterojenli¼gin farkl¬
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tiplerini de¼gerlendirebiliriz. Kan damarlar¬na komşu olan hücreler besince bol bir kayna¼ga

sahiptir ve bu yüzden serbestçe ço¼gal¬rlar. Damarlardan uzaklaşt¬kça, besinlerin kan

damarlar¬ndan uza¼ga yay¬larak aşamal¬olarak tüketildi¼gi için yerel besin konsantrasyonu

azal¬r. Sonunda besin konsantrasyonunun çok düşük oldu¼gu bir noktaya ulaş¬l¬r ki, ha-

yatta kalmak için yeterli olan besin olmas¬na ra¼gmen, tümör hücreleri art¬k ço¼galamazlar.

Bunlara durgun hücreler denir. Damarlardan daha büyük uzakl¬klarda besin konsantras-

yonu o kadar düşük olur ki art¬k hücreler canl¬kalamazlar: Bir nekrotik (çürüyen) hücresel

enkaz bölgesi oluşturarak, besin yoksunlu¼gundan dolay¬ölürler. Böylece tümör hücreleri;

(a) ço¼galan,

(b) durgun,

(c) çürüyen (nekrotik) yada ölü hücreler

olarak s¬n¬�and¬r¬labilir. Genellikle bu üç hücre çeşidi damarl¬tümörde ve iyi geli̧smi̧s

damars¬z tümörde bulunur (Folkman and Hochberg 1973, Shutherland and Duran 1984).

Şekil 3.7: Periyodik çözüm oluştu¼gunda N1�un a1 ile de¼gi̧simi.
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Şekil 3.7�nin çiziminde � = � = k = 1 ve � = 0:5 parametre de¼gerleri kullan¬lm¬̧stur.

Daha geni̧s kapsaml¬olarak, yerel besin konsantrasyonunun temelindeki farkl¬hücre tip-

lerini sa¼glayan uzaysal yap¬l¬modeller incelenebilir. Bir tümördeki herbir hücre çeşidi

oran¬hakk¬nda bilgi sahibi olmak için (örne¼gin, hücrenin geli̧serek zamanla nas¬l de¼gi̧sti¼gini

anlamak için) bu üç hücre çeşidini ayr¬ayr¬göz önüne alan aşa¼g¬daki model oluşturula-

bilir.

t zaman aral¬¼g¬nda, P (t) ço¼galan hücre say¬s¬n¬, Q(t) durgun hücre say¬s¬n¬, D(t) nekrotik

ya da ölü hücre say¬s¬n ve N(t) = P (t) + Q(t) + D(t)�yide toplam tümör hücre say¬s¬n¬

göstersin. Şekil 3.8�de gösterilen şematik gra�k, hücrelerin bir durumdan di¼ger bir du-

ruma nas¬l de¼gi̧sebilece¼gini, yeni hücrelerin nas¬l ço¼gald¬¼g¬n¬ ve ölü hücrelerin de nas¬l

ayr¬̧st¬r¬ld¬¼g¬n¬göstermektedir.

Şekil 3.8: Heterojen tümörlerin büyüme model şemas¬(Preziosi 2003).

Şekil 3.8�in ¬̧s¬¼g¬nda yazabilece¼gimiz matematiksel model

P (0) = P0; Q(0) = Q0 ve D(0) = D0 (3.12)
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ilgili başlang¬ç koşullar¬olmak üzere

dP

dt
= (kPP � kPQ � kPD)P + kQPQ; (3.13)

dQ

dt
= kPQP � (kQP + kQDQ; (3.14)

dD

dt
= kPDP + kQDQ� �D; (3.15)

ADD sistemini vermektedir.

(3.13)�den (3.15)�e kadar olan denklemlerde, kPP ve kPQ fonksiyonlar¬s¬ras¬yla ço¼galma

hücrelerinin yeni hücreler üretti¼gi yerlerdeki oranlar¬n¬(yani yavru hücrelerinin ço¼galma

durumuna girdikleri kabul edilir) ve hücrelerin ço¼galmay¬durdurup durgun hale geçtikleri

yerdeki oranlar¬n¬gösterir. Di¼ger i̧slevlerin aç¬klamalar¬da ayn¬şekilde gerçekleşir.

Modeli tamamlamak için, kIJ(I; J = P;Q;N) fonksiyonlar¬n¬belirlemek gerekmektedir.

Uygulamada, kIJ oranlar¬ tümör içindeki yerel besin seviyesine ba¼gl¬d¬r. Besini, mo-

dellemede yeni bir de¼gi̧sken olarak tan¬tmaktansa, basitçe mant¬ksal büyüme kanununda

görünen rekabet terimlerine benzer olarak (denklem (3.2)�ye bak¬n¬z), ço¼galan, durgun

ve ölü durumlar¬aras¬ndaki geçi̧s oranlar¬n¬n tümör kütlelerindeki toplam hücre say¬s¬na

ve her durumdaki hücre say¬s¬na ba¼gl¬oldu¼gunu varsayar¬z. Geçi̧s oranlar¬n¬n olas¬bir

seçimi aşa¼g¬daki gibidir:

kPP =
bkPPbN +N ; kPQ =

bkPQPbN +N ; kPD = bkPD;
kQP =

bkQPQbN +N ; kQD =
bkQD(P +Q)bN +N ; (3.16)

Nekrotik hücresel materyallerinin çürüme oran¬n¬gösteren ��n¬n sabit oldu¼gu varsay¬l¬r.

Bu kinetik terimler (3.13)�den (3.15)�e kadar olan denklemlerde yerine konuldu¼gunda,

matematiksel modelimizin çiftli diferansiyel denklemlerin bir sistemini kapsad¬¼g¬n¬görürüz.

Bu sistem, Bölüm 3.2 ve Bölüm 3.3�ün modellerinin araşt¬r¬ld¬¼g¬gibi ayn¬analitik teknileri

kullanarak incelenebilir. Örne¼gin, e¼ger kPD = 0 (yani do¼gal hücre ölümleri ihmal edilirse)

oldu¼gunda (3.13)�ten (3.15)�e kadar olan denklemlerin aşa¼g¬daki denge çözümlerini kabul
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etti¼gini göstermek mümkündür.

Q2 =

�bkPQP � bkPP�PbkQP ;

ve

0 = D2 +
� bN + P +Q�D � bkQD

�
(P +Q)Q

olmak üzere,

P = Q = D = 0

ya da

0 =

 bkPQbkQP � 1
!
P 2 +

 bk2QDbkPPbkQP
! 

1�
bkPQbkQP �

bkPQbkQD
!
P +

 
1 +

bkQDbkQP
!2

dir.

En fazla iki aşikar olmayan denge çözümünün oldu¼gunu vurgulamak istiyoruz. Uygula-

mada, asl¬nda çözümlerin �ziksel olarak gerçekçi olup olmad¬¼g¬n¬belirlemek gerekir. Yani

P;Q ve D negatif olamaz. Örne¼gin Q�nun P�ye ili̧skisinin aç¬klanmas¬, �ziksel olarak

denge çözümlerinin P > bkPP=bkPQ�yu sa¼glamad¬¼g¬n¬gösterir.
3.3.5 Görüşler

Bu bölümde, kat¬tümörlerin genel büyüme dinamikleri hakk¬nda �kir sahibi olmam¬z¬

sa¼glayan giderek zorlaşan matematiksel modellerin çeşitlerini sunduk. Modeller, tümör

içinde gösterilebilen herhangi uzaysal etkileri ihmal ederken, bu modeller tedavideki yan¬t¬

hesaplamak veya tahmin etmek için ve deneysel verilerden ç¬kan kinetik parametreleri

de¼gerlendirmek için kullan¬l¬r.

·Inceledi¼gimiz modellerin geli̧stirilebilece¼gi bir çok modeller vard¬r. Örne¼gin daha komp-
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leks modellerde, test tüplerindeki damars¬z tümorler ve çok hücreli küresel büyümeyi

s¬n¬fand¬ran katmanl¬ uzaysal yap¬lar¬n yeniden oluşturdu¼gu iyi incelenmi̧s uzaysal ve

zamansal modeller araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Doksribusin gibi hücre faaliyetlerinin gerçekleşmesini sa¼glayan ilaçlar ikinci bir ba¼g¬ms¬z

de¼gi̧sken 0 < a < T olarak tan¬taca¼g¬m¬z yeni muhtemel bir geni̧slemeyi gösterir. O

zaman n(t; a) döngüleri a durumundaki zaman aral¬¼g¬nda hücre say¬s¬n¬gösterirken, N(t)

(t zaman¬ndaki toplam hücre say¬s¬), n(t; a) ile aşa¼g¬daki gibi ili̧skilendirilir:

N(t) =

Z T

0

n(t; a)da

burada, tedavinin olmad¬¼g¬durumda n(t; a) aşa¼g¬daki parçal¬diferansiyel denklemi sa¼glaya-

bilir:

n(0; a) = n0a

olmak üzere

@n

@t
+
@n

@a
= ��0n� �1nN

n(t; 0) =

Z T

0

�(a)n(t; a)da:

Yukar¬daki denklemlerde �0 ve �1 sabitleri s¬ras¬yla do¼gal hücre ölüm oranlar¬n¬ve aş¬r¬

kalabal¬k nedeniyle ölen hücreleri gösterir. �(a), hücre döngülerinin a konumundayken

hücrelerin ço¼galma oran¬n¬gösterir. �(a), hücre döngülerinin a konumundayken hücrelerin

ço¼galma oran¬n¬gösterir. Bu formdaki modellemeler yaş-yap¬l¬modeller olarak adland¬r¬l¬r

ve analizleri de oldukça içerikli olabilir (Hoppensteadt 1975).
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BÖLÜM 4

SONUÇ

Bu tezde, matematiksel modelleme üzerine yapt¬¼g¬m¬z çal¬̧smam¬z¬Giri̧s, Tek Tür ·Için

Sürekli Popülasyon Modelleri, Damars¬z Tümör Büyümesi ·Için Matematiksel Model ve

Sonuç bölümü olarak oluşturup, burada matematiksel modellerin oldukça geni̧s uygula-

malar¬ndan sadece biyoloji ve t¬ptaki damars¬z tümör büyüme modelinden bahsettik.

Giri̧s bölümünde modellemenin tan¬m¬yap¬larak, modellemeler ile neyin amaçland¬¼g¬ndan

ve basit modelleme aşamalar¬ndan bahsedilmi̧stir. Baz¬modelleme örnekleri verilerek

matemati¼gin di¼ger disiplinlerle aras¬ndaki etkileşiminin görülmesi sa¼glanm¬̧st¬r. Biyoloji

ve t¬p gibi alanlarda matemati¼gin ne kadar çözümleyici bir rol oynad¬¼g¬görülmüştür.

·Ikinci bölümde modelleme yöntemlerine girilerek, faz-düzlem analizi, üstel büyüme ve

mant¬ksal büyüme modelleri ve uygulamalar¬anlat¬lmaya çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Diferansiyel denk-

lemlerle, sürekli popülasyon modelleri gibi biyolojik süreçlerin nas¬l modellendi¼gi, faz-

düzlemiyle karmaş¬k sistemlerin nas¬l daha kolay ve yorumlanabilir hale geldi¼gi görülmüş-

tür. Yap¬lan matematiksel i̧slemlerle canl¬olan bir biyolojik problemin, soyut olan mate-

matiksel ifadelerle çözümüne yaklaş¬lm¬̧st¬r. Örne¼gin, herhangi bir popülasyon büyümesi-

nin en basit halinden modellemeye (üstel büyüme gibi) başlan¬l¬p popülasyonun daha

ileri safhalar¬ndaki de¼gi̧simi bu basit modelle tahmin edilerek, farkl¬ve karmaş¬k yap¬lar-

daki durumu için yeni bir (mant¬ksal büyüme gibi) model oluşturulabilece¼gi görülmüştür.

Mant¬ksal büyüme, üstel büyüme ile kaŗs¬laşt¬r¬larak ayn¬tür bireylerin ayn¬kaynaklar

için rekabet içinde olduklar¬ göz önüne al¬n¬p, bu durum rekabet terimi olarak eklen-

mi̧stir. Bu terim bize, modelin şartlar¬n de¼gi̧smesiyle nas¬l davrand¬¼g¬n¬gösterir. Yani

do¼gal ortamda bulunan kaynaklar¬n zamanla tükenmesiyle taş¬ma kapasitesinde de¼gi̧sim

görülmüştür. Ayr¬ca modeldeki parametreler say¬sal olarak de¼gi̧stirilerek, farkl¬şartlar-

daki davran¬̧slar¬kolayca yorumlanabilir. Bu ise problemin çözümüne yaklaşt¬r¬r ya da
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ulaşt¬r¬r. Bununla birlikte üstel büyüme ve mant¬ksal büyüme ile modellemenin, prob-

lem hakk¬nda ne kadar fazla bilgi verece¼gi, faz-düzlem analizi ile problemi çözmeden de

problemin çözümünün davran¬̧slar¬ile ilgili sonuçlar ç¬kar¬labilece¼gi vurgulanm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde biyoloji ve t¬ptaki modellemelerden damars¬z tümör büyümesi için

matematiksel modeller, Preziosi (2003) referans¬esas al¬narak anlat¬lm¬̧st¬r. Giri̧s bölümün-

de anlat¬lan modelleme aşamalar¬ndan problem hakk¬nda gerekli analizleri yapmak için

önce tümörün evrimi üç ölçüde incelenip, bu ölçüler mikroskopik, mezoskopik ve makrosko-

pik olarak grupland¬r¬larak anlatt¬lm¬̧st¬r. Böylece model, tümörün geli̧simini etkileyen

bu gibi biyolojik ve kimyasal olaylar ve evrelerle daha karmaş¬k hale gelmi̧stir. Model, bu

etkileri içerecek şekilde geni̧sletilmi̧stir. Bu sefer tümörü etkileyen her faktör için farkl¬

bir terim eklenip modelleme sonuçlar¬n¬n problemin çözümünün niteliksel özellikleri ile

uyum içerisinde olmas¬ dikkate al¬nm¬̧st¬r. Bu yüzden eklenen terimlerin bu gerçe¼gin

d¬̧s¬na ç¬kmamas¬gereklidir. Önce ikinci bölümde gösterilen ve en basit model olan üstel

büyüme modeli ile hiçbir k¬s¬tlama yap¬lmayarak homojen kat¬tümörlerin geli̧simi gös-

terilmi̧stir. Sonra tümörün geli̧simini etkileyen besin ve di¼ger hayati faktörlerle (tümörün

boyutu, yer, rekabet. . . ) tümör popülasyonunun limitsiz bir şekilde artmayaca¼g¬ve her

popülasyonun bir taş¬ma kapasitesi oldu¼gu düşünülmüştür. Bu da modelin asl¬nda man-

t¬ksal büyüme sergiledi¼gini göstermi̧stir. Ve sonra büyüme kanunlar¬daha genel olarak

parametrik şekilde genel büyüme kanunu olarak düzenlenmi̧stir.

Bu modellemede ayn¬tip tümörlerin büyümesini etkileyen başka bir faktör de kemoterapik

ilaçlard¬r. Tümör hücrelerini öldüren bu kimyasal ilaçlar, sürekli ya da belirli periyot-

larla uygulanmas¬na ba¼gl¬olarak ölen hücre say¬s¬nda de¼gi̧smelere neden olur. Modeli

daha da genelleştirebilmek için ilac¬n tesiri, yar¬lanma süresi, hücrelere ne kadar ilac¬n

ulaşt¬¼g¬ve gerçekleşen hücre ölümleri sonucu etkisiz kalan ilaç oranlar¬dikkate al¬narak

model yeniden oluşturulmuştur. Burada verilen parametre de¼gerleriyle tümör popülas-

yonunun zamanla taş¬ma kapasitesine ulaşt¬¼g¬ve hiç ilaç uygulanmad¬¼g¬nda popülasyonun

mant¬ksal büyüdü¼gü görülmüştür.

Tümörler sürekli ilaca maruz kald¬¼g¬nda, tümör popülasyonu ve ilaç konsantrasyonu denge

de¼gerine ulaşmaya çal¬̧saca¼g¬ndan modelin denge de¼gerlerindeki de¼gi̧simi, denge çözüm-

leri bulunarak anlaş¬lmaya çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Tümördeki ilaç dozaj¬n¬n maksimum de¼gerinden

fazla oldu¼gunda denklemin reel kökünün olmad¬¼g¬yani �ziksel gerçekçi bir çözümün ol-
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mad¬¼g¬görülmüştür. Modelde, ilaç yar¬lanma ömrünün, hücre ölümleri sonucu etkisiz

kalan ilaç oran¬ile taş¬ma kapasitesine olan oran¬n ve ilaçlar¬n tümör hücrelerini öldürme

kat say¬s¬n¬n, hücre art¬̧s miktar¬na ve ilaç yar¬lanma ömrüne olan oran¬da göz önüne

al¬nm¬̧st¬r. Bu oranlarla tümördeki ilaç yo¼gunlu¼gu ile aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir.

Denge çözümlerinin bu oranlarla nas¬l de¼gi̧sti¼gi görülmüştür. Elde edilen say¬sal verilere ve

çözümlere bakarak tümöre uygulanan ilaç konsantrasyonunun, ilaçlar¬n tümör hücrelerini

öldürme katsay¬s¬n¬n, hücre art¬̧s miktar¬na ve ilaç yar¬lanma ömrüne olan oran¬ndaki eşik

de¼gerini aşt¬¼g¬nda tümörü tamamen yok edebilece¼gi görülmüştür. Sistemde birden fazla

denge çözümlerinin oldu¼gunda ise küçük parametreler üretilerek, tümörsüz aşikar çözüm-

lerin do¼grusal kararl¬l¬¼g¬de¼gerlendirilmi̧stir. Ayn¬şekilde tümör hücre say¬s¬n¬n ve tümör

içindeki ortalama ilaç konsantrasyonunun aşikar olmayan çözümlerin sonuçlar¬na göre

kararl¬l¬¼g¬da de¼gerlendirilmi̧stir. Sürekli ilaca maruz kalan modellerde ilaç dozu yeterince

büyükse tümörün ortadan kald¬r¬labilece¼gi sonucuna var¬lm¬̧st¬r. Fakat uygulanan ilaç

miktar¬yan etkilere sebep olaca¼g¬ndan bu model t¬bbî problemin kesin çözümünü kaŗs¬la-

mayacakt¬r. Bunun için hastan¬n maruz kald¬¼g¬yan etkileri azaltmak amac¬yla tedavide

kullan¬lan ilaçlar¬n belirli aral¬klarda, düzenli bir şekilde verilmesini sa¼glayan model oluş-

turulmal¬d¬r. Bu durum modele zamana ba¼gl¬ olarak yeni yaklaş¬mlar¬n getirilmesini

gerektirir. Bu nedenle tümör sürekli ya da belirli aral¬klarla ilaca maruz kalmal¬d¬r.

Sürekli infüzyonda popülasyon büyüklü¼gü ve ilaç yo¼gunlu¼gunda zaman k¬s¬tlamas¬na ba¼gl¬

bir de¼gi̧sim yoktur. Yani ilaç dozu yeteri kadar büyük oldu¼gunda tümör yok olabilir de-

mektir. Periyodik infüzyonda ise ilac¬n yan etkilerini engellemek için tümör hücreleri

daha az zamanda ilaca maruz kalaca¼g¬ndan daha fazla ilaç miktar¬na gerek duyulacak-

t¬r. Ayr¬ca sürekli ilaç tedavisi uyguland¬¼g¬nda sistem zamandan ba¼g¬ms¬z kararl¬duruma

gelirken, periyodik infüzyonda belirlenen bir zaman aral¬¼g¬boyunca kararl¬duruma ulaşa-

bilir.

Bütün bu modelleme örneklerinde tümörlerin ayn¬tip hücrelerden oluştu¼gu varsay¬lm¬̧st¬r.

Tümörlerin birçok çevresel faktörleri de ihmal edilmi̧stir. Ancak kat¬tümörler farkl¬çeşit

hücrelerden oluşabilece¼gi gibi çevre şartlar¬na da farkl¬tepkiler verecektir. Besince zen-

gin bir ortamda daha kolay ço¼galan tümörlerin, fakir olan ortamlarda rekabet halinde

olduklar¬n¬da göz önüne alan modeller oluşturulmal¬d¬r. Rekabetle besin konsantrasyonu

çok düşük seviyeye gelece¼ginden, tümör hücreleri ço¼galamayacak, hatta canl¬kalamaya-

cakt¬r. Tümör hücreleri bu sebeple ço¼galan, durgun ve ölü (çürüyen) hücreler olarak üçe
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ayr¬lm¬̧st¬r. Model, bu üç hücre tipi için ayr¬ayr¬oluşturularak toplam tümör hücre say¬s¬,

bunlar¬n birleşimi şeklinde düşünülmüştür. Ayr¬ca bu üç hücre çeşidi aras¬nda geçi̧slerin

de olabilece¼gi göz önüne al¬nm¬̧s, ve bu geçi̧sleri belirten heterojen tümörlerin büyüme

modeli oluşturulmuştur.

Genel olarak bak¬ld¬¼g¬nda, modelleme yapmadan, tümör hücrelerinin özelliklerine ba¼gl¬

olarak, çevre şartlar¬na göre gösterdikleri de¼gi̧siklikleri ve davran¬̧slar¬ bu kadar kesin

ve say¬sal olarak deneylerle görmek oldukça zor olabilir. Matematiksel modellemelerle

kaŗs¬laş¬lan problemlerin çözümlerine daha kolay ve net olarak ulaş¬labilir. Modellemeler

bize bu f¬rsat¬sunar.
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GRAFİKLERİN MATLAB KODLARI 

 

ŞEKİL 2.1 

clear all, 
close all, 
x=0:0.01:4.0; 
for i=1:1:401 
y(i)=(x(i)-1)*(x(i)-2)*(3-x(i)) 
end 
hold on 
axis([0 4 -1 2]) 
plot(x,y) 
hold off 

 

ŞEKİL 2.4 

clear all; 
close all; 
x=0:0.01:4.0; 
r=3; 
r1=-3; 
n0=3; 
t=0:0.1:10; 
for i=1:1:401; 
y(i)=(x(i)*r); 
end 
Nt=n0*exp(r1*t); 
hold on 
subplot(1,2,1) 
axis([0 2 0 2]); 
plot(x,y) 
axis([0 5 0 2]); 
subplot(1,2,2) 
plot(t,Nt) 
hold off 
 

ŞEKİL 2.6 

clear all; 
close all; 
r=3; 
K=4; 
n=0:0.01:4.0; 
for i=1:1:401; 
N(i)=r*(n(i))*(1-(n(i))*(1./K)); 
end 
hold on 
axis([0 4 0 4]) 
plot(n,N) 
hold off 
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ŞEKİL 2.8 

clear all 
close all 
for i=1:251; 
k1(i)=5; 
end 
k=5; 
r=3; 
n0=3; 
t=0:0.04:10.0; 
n1=n0*k*exp(r*t); 
n2=n0*(exp(r*t)-1); 
n3=k+n2; 
n4=n1./n3; 
%--------------------------------------------------- 
n00=0.5; 
n11=n00*k*exp(r*t); 
n22=n00*(exp(r*t)-1); 
n33=k+n22; 
n44=n11./n33; 
%---------------------------------------------------- 
n000=9; 
n111=n000*k*exp(r*t); 
n222=n000*(exp(r*t)-1); 
n333=k+n222; 
n444=n111./n333; 
%--------------------------------------------------- 
hold on 
axis([0 3 0 10]) 
plot(t,k1,'--') 
plot(t,n4,'k.-') 
plot(t,n44,'r.-') 
plot(t,n444,'g.-') 
%------------------------------------------------- 
xlabel('Zaman, t') 
ylabel('Popülasyon sayısı, N(t)') 
hold off 

 

ŞEKİL 3.3 

% parametreler 
% n0= baĢlangıçta tümör içinde var olan hücre sayısı 
% k= hücrelerin çoğalmasındaki net oran 
% teta= popülasyonun taĢıma kapasitesi 
% t= zamanı ifade etmaktedir 
% n1= üstel büyüme kanunu 
% n2= mantıksal büyüme kanunu 
% n3= (o) genel büyüme kanunu alpha=0.5 
% n4= (+) genel büyüme kanunu alpha=2.0 

 
clear all; 
close all; 
n0=0.1; 
k=0.1; 
teta=1.0; 
% t=time 
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t=0:2.0:100.0; 
% ----------------------------------------- 
% (n1 üstel büyüme kanunu) 
n1=n0*exp(k*t); 
%------------------------------------- 
%(n2 mantıksal büyüme kanunu) 
n2=(teta*n0)./(n0+((teta-n0)*exp(-k*t))); 
%-------------------------------------------- 
%( n3 genel büyüme kanunu alfa=0.5 için ) 
alfa=0.5; 
alfa1=1/alfa; 
new=n0.^alfa; 
new1=teta.^alfa; 
%-------------------------------------- 
% ( n4 genel büyüme kanunu alfa2=2.0 için ) 
alfa2=2.0; 
alfa3=1/alfa2; 
new2=n0.^alfa2; 
new3=teta.^alfa2; 
%-------------------------------------- 
% alfa=0.5 için kullanılan denklem 
n3=teta*(new./(new+(new1-new)*exp(-k*t))).^alfa1; 
% ----------------------------------------- 
% alfa2=2.0 için kullanılan denklem 
n4=teta*(new2./(new2+(new3-new2)*exp(-k*t))).^alfa3; 
% -------------------------------------------- 
hold on 
axis([0 100 0 1.5]) 
plot(t,n1,'k.-') 
plot(t,n2,'b-') 
plot(t,n3,'ro') 
plot(t,n4,'r+-') 
% title('GRAFIK 4.1') 
xlabel('Zaman, t') 
ylabel('Hücre Sayısı, N(t)') 
hold off 

 

ŞEKİL 3.4 

clear all 
close all 
%teta=lamda=mü=k=1 ve gama=0.5 için, 
a=0:0.001:1.125; 
for i=1:1:1126; 
n(i)=(sqrt(9-8*a(i)))/2-1/2; 
%n1(i)=(-sqrt(9-8*a(i)))/2-1/2;  
%(bu denklemin çözümü negatif değerler alacaktır popülasyon negatif olamaz.Grafiği .) 
end 
%teta=lamda=mü=k=1 ve gama=2.0 için, 
a1=0:0.001:1.126; 
for i=1:1:1127; 
m(i)=(-sqrt(9-8*a1(i)))/4+1/4; 
m1(i)=(sqrt(9-8*a1(i)))/4+1/4; 
end 
subplot(2,1,1) 
plot(a,n) 
xlabel('(a)                    ') 
%ylabel('tümör boyutu') 
%plot(a,n1) 
axis([0 1.4 0 1]) 
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subplot(2,1,2) 
hold on 
plot(a1,m,'-') 
plot(a1,m1) 
xlabel('(b)                    ') 
%ylabel('tümör boyutu') 
hold off 
axis([0 1.4 0 1]) 

 

ŞEKİL 3.5 

% burada matlab grafik ayarlarıyla ikinci Ģeklin uç kısmı kesik çizgilerle % gösterildi. 
clear all 
close all 
%teta=lamda=mü=k=1 ve gama=0.5 için, 
a=0:0.001:1.125; 
for i=1:1:1126; 
n(i)=(sqrt(9-8*a(i)))/2-1/2; 
%n1(i)=(-sqrt(9-8*a(i)))/2-1/2;  
%(bu denklemin çözümü negatif değerler alacaktır popülasyon negatif olamaz.Grafiği .) 
end 
%teta=lamda=mü=k=1 ve gama=2.0 için, 
a1=0:0.001:1.126; 
for i=1:1:1127; 
m(i)=(-sqrt(9-8*a1(i)))/4+1/4; 
m1(i)=(sqrt(9-8*a1(i)))/4+1/4; 
end 
subplot(2,1,1) 
plot(a,n) 
xlabel('(a)') 
%ylabel('tümör boyutu') 
%plot(a,n1) 
axis([0 1.4 0 1]) 
subplot(2,1,2) 
hold on 
plot(a1,m,'-') 
plot(a1,m1) 
xlabel('(b) ') 
%ylabel('tümör boyutu') 
hold off 
axis([0 1.4 0 1]) 
 

ŞEKİL 3.6 

% alfa=0.5 (ilk denklem) 
alfa1=0.5; 
teta=1; 
mu=1; 
k=1; 
tau=0.5; 
Blamda1=1-(mu*(alfa1/k)); 
N1(1)=1.5; 
N2(1)=0.5; 
for i=1:19; 
N1(i+1)=(teta*Blamda1*N1(i))/(Blamda1*N1(i)+((1-Blamda1)*N1(i)+(teta*Blamda1-N1(i))*exp(-

k*Blamda1*tau))*exp(-k*(1-tau))); 
N2(i+1)=(teta*Blamda1*N2(i))/(Blamda1*N2(i)+((1-Blamda1)*N2(i)+(teta*Blamda1-N2(i))*exp(-

k*Blamda1*tau))*exp(-k*(1-tau))); 
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end 
for i=1:20 
x(i)=i; 
end 
subplot(3,1,1); 
hold on 
axis([0 20 0 1.5]) 
plot(x,N1,'o') 
plot(x,N2,'rx') 
% title('GRAFIK 4.4') 
ylabel('N_n') 
xlabel('ilacın artıĢ miktarı, n') 
hold off 
%------------------------------------------------------------------------- 
% alfa2=1.5 (ikinci denklem) 
alfa2=1.5; 
teta=1; 
mu=1; 
k=1; 
tau=0.5; 
Blamda2=1-(mu*(alfa2/k)); 
N3(1)=1.5; 
N4(1)=0.5; 
for i=1:19; 
N3(i+1)=(teta*Blamda2*N3(i))/(Blamda2*N3(i)+((1-Blamda2)*N3(i)+(teta*Blamda2-N3(i))*exp(-

k*Blamda2*tau))*exp(-k*(1-tau))); 
N4(i+1)=(teta*Blamda2*N4(i))/(Blamda2*N4(i)+((1-Blamda2)*N4(i)+(teta*Blamda2-N4(i))*exp(-

k*Blamda2*tau))*exp(-k*(1-tau))); 
end 
for i=1:20 
x(i)=i; 
end 
subplot(3,1,2); 
hold on 
plot(x,N3,'o') 
plot(x,N4,'rx') 
ylabel('N_n') 
xlabel('ilacın artıĢ miktarı, n') 
hold off 
%------------------------------------------------------------------------- 
% alfa3=2.5 (üçüncü denklem) 
alfa3=2.5; 
teta=1; 
mu=1; 
k=1; 
tau=0.5; 
Blamda3=1-(mu*(alfa3/k)); 
N5(1)=1.5; 
N6(1)=0.5; 
for i=1:19; 
N5(i+1)=(teta*Blamda3*N5(i))/(Blamda3*N5(i)+((1-Blamda3)*N5(i)+(teta*Blamda3-N5(i))*exp(-

k*Blamda3*tau))*exp(-k*(1-tau))); 
N6(i+1)=(teta*Blamda3*N6(i))/(Blamda3*N6(i)+((1-Blamda3)*N6(i)+(teta*Blamda3-N6(i))*exp(-

k*Blamda3*tau))*exp(-k*(1-tau))); 
end 
for i=1:20 
x(i)=i; 
end 
subplot(3,1,3); 
hold on 



 54 

plot(x,N5,'o') 
plot(x,N6,'rx') 
ylabel('N_n') 
xlabel('ilacın artıĢ miktarı, n') 
hold off 

 

ŞEKİL 3.7 

teta=1; 
mu=1; 
k=1; 
tau=0.5; 
alfa=0:0.03125:2.5; 
b1=1-(mu*(alfa./k)); 
a1=-k*(1-tau); 
a2=-k*b1*tau; 
a3=exp(a1); 
a4=exp(a2); 
a5=a3*a4; 
a6=1-a5; 
for i=1:81 
a7(i)=teta*b1(i)*a6(i); 
a8(i)=b1(i)+(1-b1(i))*a3-a5(i); 
a9(i)=a7(i)./a8(i); 
  
end 
hold on 
axis([0 2.5 0 1]) 
plot(alfa,a9) 
% title('GRAFIK 4.5') 
xlabel('Ilaç dozaji, a_x') 
ylabel('Hücre Sayisi, N_x') 
hold off 
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