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Bu tezde, matematiksel modellemenin tanimi1 yapilarak en genel biliylime modellerinden tistel
ve mantiksal biiylime modeli tanitilmis ve damarsiz tiimoér modelleri ve c¢oziimleri
incelenmistir. Ayrica matematiksel modellemenin diger disiplinlerle olan iliskisinden
bahsedilmistir. Tek tiir i¢in siirekli popiilasyon modelleri incelenerek bu modellerde ¢oziimii
bulmadan faz-diizlem analizi ile ¢6ziimiin nitel davraniglarinin nasil elde edildigi
gosterilmistir. Ustel ve mantiksal biiyiimenin ilgili analizleri yapilmistir. Daha sonra tek tiir
popiilasyon modellerinden damarsiz tiimér bilyiime modelleri iizerinde durulmustur. Ilk
olarak homojen tiimorleri inceleyen modeller verilmis ve sonrasinda bu model kemoterapik
tedavi stratejilerini igerecek sekilde genisletilmistir. Ayrica hiicre c¢esitlerinin farklilig
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In this thesis; definition of mathematical modelling has been made, exponential and logistic
growth has been introduced and avascular tumour growth models with their solutions have
been investigated. Moreover the importance of mathematical modelling and its relationship
with the other disciplines have been mentioned. Continuous population models for single
species have been investegated. In these models, obtaining the qualitative behaviour of the
solution without finding the solution itself has been shown by phase-plane analysis. The
corresponding analysis for the exponential and logistic growth has been made. Later a single
species population model, namely the avascular tumour growth model for the homogeneous
tumours has been given and then this model has been extended to include chemoterapic
treatment strategies. Moreover, the model for the case of different cell types, namely

heterogeneous case, has also been investigated.
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BOLUM 1

GIRIS

Insanoglu yasadig1 cevreyi siirekli kesfetme, dogadaki olaylar1 analiz etme, aciklama ve
karsilastig1 sorunlara daha kesin ve anlamli ¢oziimler bulma ¢abasinda olmustur. Bunun
i¢in, bilim adamlar1 diinyay1 ve hatta diinyayla sinirli kalmayip diisiinebildigi her seyi
daha iyi anlamaya ve anlamlandirmaya calisarak siirekli bir seyler iiretmeyi ve siirekli
yeni ¢oziimler bulmayi hedeflemistir. Bu ¢oziimlere ulagmak igin kullandiklar1 sayisal
ve deneysel sonuglari biitiin bilimler kendilerine has terimlerle ifade etmiglerdir. Gergek
olaylar1, matematiksel terimlerle ifade ederek, ¢oziime yardim eden islem ve diisiince sek-
line ‘'matematiksel modelleme’ denir (URL-1 2012). Matematik, toplumlarin kiiltiir-
lerinin bir pargas1 ve bir ihtiyaci olarak diger disiplinlerde de gesitli yontem ve uygula-
malariyla yer alir. Fakat, genellikle matematik gercek hayattan ayri, soyut, izole edilmis
bir bilim olarak diigiiniilmiistiir. Kullanilan kavram ve terimler soyut olabilir, ancak bu
kavramlarin temsil ettigi anlamlar ¢evremizdeki gergek olaylardir. Ayrica biitiin mate-
matiksel kavramlarin kokleri gercek diinyanin i¢inde vardir. O halde matematigin, gergek
diinya olaylarina, problemlerine modelleme gibi yontemlerle ¢oziim iireten sistematik bir

diisiinme yolu oldugu soylenilebilir (URL-4 2012).

Hayatin her alaninda ve biitiin disiplinlerde prolemlerle karsilagilabilir. Bu nedenle biitiin
bilimlerde, matematiksel modellemeye ihtiyag vardir. Matematik, 6zellikle matematiksel
modelleme yontemiyle fizik, kimya, biyoloji, tip, miithendislik ve diger fiziksel bilimlerin
anlagilmasinda ¢ok biiyiik bir 6neme sahiptir. Giiniimiizde matematiksel modellemelerle
bulagic1 hastaliklar, kalp krizleri, hiicre i¢i olaylar, ekolojik olaylar (Murray 2003), cevre-
sel degisimler, mekanik sorunlar, bir sehrin trafik sorunlari, bir yerin giivenligi, hava alam
dizaynlari, kurulan bir barajin hasar tespiti (URL-4 2012) gibi bir ¢ok olaya ¢oziim bul-
mak miimkiindiir. Boylece matematik bilimleriyle diger bilimler arasindaki koprii giderek

belirginlegir (Murray 2003).



Coziilmek istenen herhangi bir problemin modelini olusturmak icin modelin sistematik
bir sekilde kurulup belirli asamalardan gecmesi gerekir. Oncelikle problemin ne oldugu
belirlenip, problem hakkinda gerekli olan tiim analizler yapilarak ¢oziim icin bir siireg
baglatilmalidir. Modellemede bu siirecteki her adim, bir énceki adimin mantiksal olarak
bir devami seklindedir. Matematiksel modelleme siireci en genel olarak algilama ve iglem
olarak karsimiza cikar. Bu iki asamanin giivenilirligi ve kesinligi modelleyiciyi gercek
¢oziime ulagtirir. Tiim bunlar modeli matematiksel bir forma doniigtiirmek igindir. Boyle-
likle genel denklemler olugturularak problemi etkileyen faktorler ortaya ¢ikarilir (URL-4
2012).

Bir problemi ¢ozmede modellemenin kullanilmasinin bir ¢cok sebebi vardir: Gergek hayat
problemlerinin matematiksel modelleri kavramsallagtirildigi zaman, problemlerin karma-
sikliginin daha basit hale doniistiigii ve bir sonu¢ ¢ikarmanin daha kolaylastigi goriiliir.
Gergek diinyanin deneysel olarak ele alinmasinda, zorluklarin oldugu her durumda sis-
temlerin nasil davranacagim tahmin edebilecek matematiksel modeller yapilir. Ornegin
bir akarsu, gol ya da denizdeki balik sayisinin belirlenmesi gibi problemlerde deneysel
yontemlere bagvurmak oldukca maliyetli ve zor oldugundan matematiksel modellemelere
ihtiyac¢ vardir. Matematiksel modellemelerle, bir olayin veya bir problemin fiziksel gercegi
anlagilip, matematiksel olarak tanimlanarak diger olaylardan ayirt edilir. Matematiksel
sembollerle ve denklemlerle ifade edilmis bir model, olayin sisteminin farkli kosullar-
daki davraniglarim1 rahatca degerlendirebilmemizi saglar. Matematiksel modellemenin
bu yoniine klinik¢iler oldukga ihtiya¢ duyar. Bu ihtiya¢ matematiksel biyolojinin ortaya
gikmasimi saglamigtir (Murray 2002).

Yakin zamana kadar matematiksel biyoloji iizerine ¢alismalar yok denecek kadar azdi.
Fakat matematigin sundugu modelleme teknigi sayesinde matematiksel biyolojinin 6nemi
giderek artmigtir ve modelleme artik alt disiplinleri ile beraber (6rnegin matematiksel
onkoloji) ayr1 bir disiplin olarak goriilmeye baglanmigtir (Murray 2003, URL-2 2012).
Giintimiizde ozellikle biyoloji ve tip alanlarindaki matematiksel modellemeler oldukca
popiiler olup bu alanlarda bircok yeni disiplinler aras: calismalar bulunmaktadir. Ornegin,
prostat kanseri teshisi (URL-3 2012), kanser prognaz yontemleri, anjiyogenez, yara iyi-
lesmesi, hiicre-ilag, hiicre-hiicre etkilegimleri, radyo terapi, kemoterapi, 6liimciil gliyoblas-

tomlar (beyin tiimorii), kan bankasi lokasyonu (Bresch et al. 2009, URL-2 2012), epido-



molojide popiilasyonlarim etkilegim dinamikleri, néronal baglant1 ve bilgi iglem (Murray
2003), tiimorlerin geligimleri iizerine yapilan modellemeler bu alanlarda son zamanlarda

yapilan calismalardandir.

1.1 BiYOLOJi VE TIPTA MATEMATIKSEL MODELLEMELER

Matematik her zaman gelismekte olan bilim dallarindan yararlanmigtir. Matematiksel
biyoloji, hizh biiyiiyen, iyi tanimlanmis matematigin en heyecan verici modern uygula-
malarindandir. Matematigin biyolojideki giderek artan uygulamalariyla biyoloji daha
nicel hale gelmistir. Biyologlar icin, matematiksel modelleme uygun ve giiclii, yeni
labo-ratuvar teknikleriyle orantili olarak kullanildiginda yeni arastirma alanlari sunarken,
matematikciler i¢in de biyoloji yeni, heyecan verici dallar ortaya koyar. En iyi model-
ler bir siirecin nasil ¢alistigini ve neyi takip ettigini daha gercekci bir sekilde gosterir.
Boylelikle hangi mekanizmanin diizenlenecegine dair t¢neriler daha ¢oziimsel olarak or-
taya c¢ikar ve biyolojik siirecte yer alan ve gizli kalan mekanizmalar aydinlatilmig, gelisti-
rilmig olur. Ayrica modeller, biyolojik sezgiyi kuvvetlendirerek gercek verilerin ¢zetlen-
mesinde, yorumlanmasinda ve degerlendirilmesinde biiyiik bir éneme sahiptir. Ornegin,
yaralarin iyilesmesinde ve yara olusumunda, kanserin gelisiminde ve kanser tedavisinde,
cilt kanserinde ve beyin tiimorlerinin (glioblastomlar) gesitli etkilerinde matematiksel yak-
lasim, onarim ve tedavi siirecinin mantiginin anlagilmasina yardim eder. Ve bu 6nem,
alanlarin siirekli gelisme gostermesiyle daha da belirginlegsecektir. Saglam bir anlayisla
biyolojik problemlerin degerlendirilmesi, énemli biyolojik olaylarin gercek¢i bir mate-
matiksel gosterimi, kantitatif (nicel), kullamigh ¢oziimlerin bulunmasi ve matematiksel
sonuglarin biyolojik yorumlanmasiyla biyolojik modelleme sanati olugsmustur. Tiim bu
uygulamalarin amaci, sonuglarin tam olarak anlagilmasini saglayan gesitli etkilesimlerin
ozuni kavrayan modeller geligtirmektir. Fakat biyolojik sistemlerden yeni gelismeler or-
taya ciktikca model daha karmasgik hale gelerek giincellenmeye gereksinim duyar. Bu ise
matematiksel model formlarindaki sonuclar1 incelememizi, tahminler yapmamizi, modeli
dogrulayan ya da gecersizlestiren deneyleri ve gozlemleri gormemizi saglar. Boylece tize-
rinde diistiniilen yapilandirma gergevesine katkida bulunulabilir. Bu model denklemleri,
matematiksel analizler ve sayisal simiilasyonlar kantitatif oldugu kadar kaliteli mantiksal

yapilarin sonuglarinin gikmasina da hizmet eder (Murray 2003).



1.2 TEZ PLANI

Matematiksel modelleme iizerine yaptigimiz bu calismamiz, agsagidaki plan gercevesinde
takip edilecektir: Modellemenin temel bilgileri ve matematiksel modellemenin, biyoloji ve
tiptaki 6nemi verildikten sonra, genel modellere gecis yapilacaktir. Bu genel modellerde
kullanilan basit adi di feransiyel denklemler verilerek iistel ve mantiksal biiyiime model-
leri anlatilacaktir. Sonra tek tiir i¢in incelenen bu siirekli popiilasyon modellerinin ¢oziimii
yapilmadan, faz-diizlem analizi ile ¢dziimiin nitel davraniglarinin elde edilisi gosterilecek-
tir. Biyoloji ve tiptaki matematiksel modellere girilerek tek tiir icin siirekli popiilasyon
modellerinden, damarsiz tiimor biiyiime modelleri incelenecektir. Bu damarsiz tiimor
biiyiime modellerinde ilk olarak homojen tiimoér biiyiime modelleri verilerek daha sonra
bu modeller kemoterapik tedavilerde kullanilan ilaglarin uygulanmasina gore genisletile-
cektir. Yani bu ilaglarin dozajindan ve uygulanma siiresinden kaynaklanan tiimordeki
degisikliklerle yeni modeller olusturulacaktir. Son olarak farkli cesit hiicrelerden olusan

heterojen tiimorlere ait modeller incelenecektir.



BOLUM 2

TEK TUR ICIN SUREKLI POPULASYON MODELLERI

Genel olarak modellemeler, ayrik modellemeler ve siirekli modellemeler olmak iizere iki
sekilde yapilir. Ayrik modellemeler sonucunda fark denklemleri, siirekli modellemeler
sonucunda diferansiyel denklemler elde edilir. Hangi tip modellemenin yapilacagi; mo-
delin amaci, elde edilebilir veriler ve mevcut problemlere baghdir. Bu iki model tipi
de rastgele olmayan model olarak adlandirilir. Bu modellemelerde, eger belirli bir ¢ za-
maninda sistemin durumunu biliyorsak diger biitiin gelecek zamanlardaki durumunu da
kargilik gelen modeli ¢ozerek belirleyebiliriz. Bu boliimde genel olarak Hillen et al. (2006)

ile Murray (2002) kaynaklarindan yararlamlarak siirekli biiyiime modelleri agiklanmigtar.

2.1 ADIi DIFERANSIYEL DENKLEM MODELLERI

Diferansiyel denklemler karmasik biyolojik sistemler icin bile oldukca acik yorumlama
firsat1 sunar. Bu nedenle modellemede c¢ok onemli bir yere sahiptirler. Bir biyolojik
siire¢ modellendikten sonra, artik matematiksel bir varliktir. Bu asamadan sonra acik
¢oziimler, sayisal ¢oziimler, nitel davraniglar ve dinamik sistemler gibi giiclii bir teorik
yapist olan matematik devreye girer. Genel teoremleri ve analitik yontemleriyle kullanigh
¢oziimler ve sonuclar iireterek modellemenin geligmesine katkida bulunur. Daha sonra bu

sonuglar biyolojik terimlerle yorumlanabilir.

Matematiksel modellemeler diferansiyel denklemlerle bize soyutlama imkani verir. Ornegin,
x (t) = 2z(t)

denkleminin ¢oziimiiniin davramglarini anlamak i¢in x(¢)’nin biiyiiyen balik popiilas-

yonunu, biiyiiyen bir tiimorii veya hastalikli bireylerdeki artigi tanimlayip tanimlamadig:



onemli degildir. Matematiksel olarak bu, mevcut yorumlanmasina bakilmaksizin, ¢oziile-
bilen ve ele alinabilen siradan bir iistel biiyiime denklemidir. Sonuclar olusturuldugunda

biyolojik agidan, anlagilmaya ihtiyaci vardir.

Bir adi diferansiyel denklem (ADD), fonksiyonlar1 ve baz tiirevleri igeren, z(¢) denilen,

tek degiskenli bilinmeyen fonksiyonlarm bir denklemidir. Ornegin,
/ / / ]‘
2(t)=2, yt)=3t 2{t)=3520) (2.1)

ii¢ diferansiyel denklemdir. Co6ziim, diferansiyel denklemi saglayan bir fonksiyondur.

Yukarida (2.1) denklem o6rnekleri igin, sirasiyla c1, ¢z ve c3 integrasyon sabitleri ile,

3
x(t)=2t+c, y(t)= 5252 +oco, ve z(t)= cse?’ (2.2)

oldugunu goérebilmek oldukga kolaydir. (2.2)’de verilen ¢oziimlere genel ¢oziimler denir.
Eger x,y veya 2’ nin baglangi¢c degerlerini bilirsek ¢y, ¢y ve c3’iin degeri sabitlenir ve tek

bir ¢oziim elde ederiz. Bir cok durumda baslangic kosullar: belirlenebilir. Ornegin,
z(0)=1, y(0)=2 ve z(0)=1

olsun. Bu baslangi¢ kogullarinin ve yukaridaki genel ¢oziimlerin kullanimiyla ¢; = 1,

cg =2 ve c¢3 =1 olarak bulunur.

Bu durumda

x(t) =2t +1,
2/ (t) =2t
z(0) =1
baglangi¢ deger problemini (BDP) ¢ozer.

Benzer bir gekilde,

s =7 +2



ve

{z’(t) = 22(t)
2(0) =1

BD P’leri ¢ozer.

Genel olarak, z(t) bilinmeyen fonksiyon olmak tizere 2'(t) = f(x(t),t) adi diferansiyel
denkleminde, sol taraf z'(t), x(¢)'nin (niceliginin) zaman igindeki miktarinin degisme
oranim belirlerken, sag taraftaki f(x(t),t), kaynak terimi x(¢)’deki tiim degisim kay-

naklarini belirler.

Bir diferansiyel denklemi ¢6zmek, uzun siireli davramglar (gelecekte ne olacak?) anla-
mak igin yerel bilgileri (hemen sonra ne olacak?) kullanmak demektir. Bu yorumlama,
AD D’leri, biyolojik siireclerin modellenmesinde kullanigh yapar. Eger eldeki siireclerin
tiim etkenleri ve kullanilan bu faktorlerin degisim oranlar: bilinirse, bir diferansiyel denk-
lem yazilabilir. Daha sonra bu denklemler analiz edilebilir, ¢6ziilebilir ve biyolojik prob-

leme tahminlerde bulunularak, agiklamalar getirilebilir (Hillen et al. 2006).

2.2 FAZ-DUZLEM ANALIiZi

Diferansiyel denklemlerin analitik ya da sayisal ¢oziimlerini bulmaksizin, ¢oziimiin nitel
bilgilerinin énemli bir kismi elde edilebilir. Diferansiyel denklemi ¢dzmek yerine, denge
noktalarina, bagka bir deyisle f kaynak terimini sifir yapan noktalara bakarak, fonksi-
yonun bu noktalara yaklagtigini veya bu noktalardan uzaklastigini belirleyerek fonksi-

yonun asimtotik davraniglar: goriilebilir (Starmer 2005).

Oncelikle asagidaki gibi verilen birinci dereceden skaler denklemleri géz 6niine alalim;

a'(t) = f(a(t),t) (2.3)

Burada x(t), skaler bir fonksiyondur ve denklem birinci dereceden tiirev igerir. Eger

f(x,t) fonksiyonu t’ye bagh degilse, bu denkleme ”otonom denklem” deriz. Dolayisiyla



birinci dereceden bagimsiz skaler AD D’ler

¥ = f(x) (2.4)

formundadir. Yapilan faz-dogrusu analizleri denklemi ¢ézmeden bile ¢oziimiin niteliksel
davraniglarini agiklama firsati sunarlar. Faz-dogrusu analizini agiklamak i¢in grafigi Sekil

2.1’de gosterilen

f(@) = (z=1)(z -2)3 -2

kaynak terimini igeren (2.4) denklemini diigiinelim. f(z) fonksiyonunun 1,2 ve 3 nokta-

larinda sifirlan vardir. Buradan

z(t) =1, z(t) =2 ve z(t) = 3’iin

= (x-1)(z—-2)(3—x) (2.5)

diferansiyel denklemi igin ii¢ sabit ¢6ziim oldugu sonucuna ulagilir.

Sekil 2.1: f(x) = (x — 1)(z — 2)(3 — ) fonksiyonun faz-dogrusu analizi.

Bu 6zel ¢oziimlere (2.5)’in "denge” ¢oziimleri denir. (2.5) denklemininden anlagildigi gibi



x(t) ¢oziimii, f(x) < 0 oldugunda azalirken, f(x) > 0 oldugu durumda ise artar. Yani
x(t), (—o0,1) ya da (2,3) araliklarinda artarken, (1,2) ya da (3,00) araliklarinda aza-
lacaktir. Sekil 2.1’de de goriildiigii gibi #(0) i baslangi¢ kosullar1 (—oo, 1) veya (2, 3)
araliginda ise o zaman ¢oziim biiyiiyecek ve t — o0 i¢in sirasiyla © = 1 ya da x = 3’e
yakinsayacak. Aymni gekilde baglangig kosullar (1,2) ya da (3,00) araliginda oldugunda
¢ozlim azalarak ¢ — o0 icin yine sirasiyla x = 1 veya x = 3’e yakinsayacaktir. Fakat
her iki durumda ¢oziim ¢ — oo i¢in x = 2’den uzaklagsacaktir. Bu durumda, x = 1 ve

x = 3’e kararly denge noktasi, x = 2’ye ise kararsiz denge noktas: denir.
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Sekil 2.2: (2.5) denklemin vektor alan1 (URL-5 2012).

Sekil 2.2’de ¢oziimiin ¢ € [—2,10] igin birgok noktada egimini (f (z)) hesaplayip egimi
gosteren kisa oklar cizerek ¢oziimiin niteliksel davraniglarin1 daha iyi anlamamizi sagla-
yacak bir¢ok noktada vektor alanlarini ¢izdik. Simdi, x(¢)’nin ¢oziimleri 2’(¢) egimine
sahip olmali, o zaman ¢oziim egrileri bu kisa oklara tegettir. Sekil 2.3’te dort tipik ¢oziim
goriiyoruz. Bu ¢oziimde egrilerin vektor alanlarini ne kadar giizel takip ettigini gorebiliriz.
Daha once bahsettigimiz 1,3 ve 2 kararli ve kararsiz denge durumlari, egimi sifir olan,

('(t) = 0), yatay oklarla gizgiler olarak goriiliir.
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Sekil 2.3: (2.5) denkleminin vektor alaninda iki tipik ¢oziimii (URL-5 2012).

Yukarida agikladigimiz faz-diizlem analizi ve vektor alani analizleri ile (2.5) denklemini
¢ozmeden de ¢oziimiin niteliksel 6zelliklerini iyi bir sekilde anlayabilecegimizi gostermek-
tedir. (2.5) denklemi kesirlere ayirma ve bolme yontemi kullanilarak agikca ¢oziilebilir

(Boyce and DiPrima 2001).

2.3 USTEL BUYUME

Ustel biiyiime, tek tiirlerin popiilasyonunun zamana gore degisimi ve popiilasyonun gidisat
hakkinda basit fikirler ve tahminler verir. Fakat zaman igerisinde popiilasyondaki birey
sayisini dogum, 6liim ve ige veya diga olan gocler gibi faktorler etkiler. N(t), t zamaninda,
tiirlerin popiilasyonu olmak {izere popiilasyondaki birey sayisi, zaman igerisinde dogum
ve i¢ gog ile artarken, oliimler ve dig goc sonucu azalmaktadir. Bu durum matematiksel

olarak,

N
C;—t = dogum — oltim + dgo¢ (2.6)

10



diferansiyel denklemi ile belirlenir. Burada § gé¢ parametresi olup, 0 > 0 durumu i¢ gogiin

dis gocten fazla oldugunu, 6 < 0 ise dis gogiin i¢ gocten fazla oldugunu gostermektedir.

Cizelge 2.1: Yillara gore diinya niifusundaki degigim (Murray 2002).

Tarih 7.3y P9y 19181927 | 1960 | 1974 | 1987 | 2000 | 2050 | 2100
ortalari baglari

Milyar olarak 05 1 2 3 4 5 6.3 10 112

Diinya niifusu

En basit model, go¢ terimi icermez ve dogum ve oliim terimleri NV ile orantilidir. Bu

durumda go¢iin ihmal edildigi model,

d—N:bN—dN
dt

denklemi ile ifade edilir. Buradaki b ve d, sirasiyla dogum ve o6liim oranlarinin artis

miktarim veren katsayilardir. Ve ¢oziimii,
N(t) = Nyelt=dt

olarak bulunur. N(0) = Ny popiilasyonun baglangi¢ degeridir. Eger b > d ise dogumun
oliimden fazla oldugu anlamina gelmektedir ki popiilasyon katlanarak biiyiir, b < d ise
olitm oram1 dogum oranimdan fazla oldugundan popiilasyon azalir. Ornegin Cizelge 2.1’de
gosterildigi gibi diinya niifusunun 17. yiizyil ikinci yarisindan 21. yiizyila kadar olan
degisiminde dogum oraninin 6liimden daha fazla oldugu goriiliip niifusun iistel olarak

biiyudiigi anlagilmaktadir.

Ustel biiyiime gibi basit modellerle bile popiilasyon hakkinda gercekci yorumlamalar

yapilabilir ve model geligtirilerek daha genel ¢oziimler iiretilebilir.
Genel olarak iistel biiyiime denklemlerinin ¢oziimleri,

N' =rN (2.7)

11
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—3 icin tipik ¢oziim.

r = 3 i¢in (2.7) denkleminin faz-diizlem analizi, (b) r =

)

Sekil 2.4: (a
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Sekil 2.5: (2.7) denkleminin r = 3 igin tipik ¢oziim ve vektor alam (URL-5 2012).
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Ny = N(0) baglangi¢ kosulu olmak iizere, r = b — d popiilasyon degisim oramni ile
N(t) = Nge”

formundadar.

Sekil 2.4a) ve Sekil 2.4b)’de verilen grafiklerle (2.7) denkleminin sirasiyla r = 3 > 0 ve
r = —3 < 0 i¢in faz diizlemleri verilmistir. Ilk grafik (Sekil 2.4a) Cizelge 2.1’de diinya
niifusundaki degisimi gibi bir iistel biiyiimeyi, ikinci grafik (Sekil 2.4b) ise radyoaktif
bozulmaya (¢iiriimeye) ugrayan ya da kan dolagimi igindeki ilaglarin bozulmasina uygu-
lanabilen bir iistel biiytimeyi anlatir. (2.7)’nin r = 3 igin vektor alam ve tipik ¢oziimii

Sekil 2.5’te gosterilmistir.

2.4 MANTIKSAL BUYUME

Bir ¢cok durumda, iistel biiyiime uygun bir model olmayabilir. Artan bir popiilasyon, yiik-
sek popiilasyon diizeyini siirdiirebilmek i¢in eldeki tiim kaynaklar1 kullanacak ve bir zaman
sonra sinira ulagacaktir. Boylece dogal ortam artik daha fazla bireyi tasiyamayacaktir.
Bu durumda uzun vadede iistel biiyiimeye bazi diizenlemeler getirmek gerekecektir. Ilgili
model popiilasyonun tagima kapasitesini de goz oniine alan ve Verhults Denklemi ya da
mantiksal biiytime denklemi olarak bilinen,

N N
—==N'=rN (I_E) (2.8)

ile verilir (Hillen et al. 2006).

Burada r > 0 igsel biiyiime orani ve K c¢evrenin tagima kapasitesini belirten pozi-
tif sabitlerdir. (2.7) {istel biiyiime modeli ile karsilagtirildiginda, mantiksal denklem,
— (r/K) N? olan ek bir terim igerir. Bu terim, aym kaynaklar i¢in rekabet eden aymi
tiir bireylerin rekabet terimi olarak anlagilabilir. Ve r(1 — N/K) kigi bagmma diigen
dogum oranini gosterir. Bu terim N’ye baglidir ve K sabitini, ¢evredeki mevcut kullanila-
bilen kaynaklar belirler. Sekil 2.6’daki faz-diizlem analizini, N () ¢dziimiiniin niteliksel
davramglarim elde etmek igin kullanilir. Sekil 2.6’daki (2.8)’in ¢6ziimiin davramglarindan

goriildiigii gibi popiilasyon artarak ¢ — oo i¢cin N = K denge ¢oziimiine yakinsayacaktir.

13



Sekil 2.7°de (2.8)’in K = 4, r = 3 igin vektor alam ve tipik ¢oziimii verilmigtir.

f(N)

3

25

15

0.5

25 3 35 4 4.5

oY
Y

o ; Ly
1 15

Sekil 2.6: (2.8) denkleminin r = 3 igin faz-diizlem analizi.

(2.8) denklemi igin kararli ve denge durumu olmak iizere iki durum vardir. Yani, N =0
ve N = K, burada dN/dt = 0. N = 0 kararsizdir, ¢iinkii dogrusallagtirma dN/dt =~
rN verir (N%, N’ye kiyasla ihmal edilir). Ve boylece N herhangi kiigiik bir baglangig
degerinden iistel olarak biiyiir. Diger N = K dengesi kararhdir: Dogrusallagtirma (yani
(N — K)?, |N — K| ya kiyasla ihmal edilir), d (N — K) /dt ~ —r(N — K)’y1 verir.

Buradan,

d(N — K)

N-x "

denkleminde her iki tarafin integrali alinarak;
In|N - K|=—rt=|N—-K|=e¢"

bulunur.
Bu ise t — oo iken e degerleri 0’a gidecegi i¢in [N — K| — 0 yani ¢ — oo iken

14



N — K demektir. r ulagtigi oranin bir olgiisiiyken, K tagima kapasitesi istikrarl
kararli durumunu belirtir. Yani dinamiklerin bir 6l¢iisii olup, zaman iginde, ¢ ’den rt’ye
doniigiimle birlestirebilirdik. Boylece, 1/r popiilasyon iginde herhangi bir degisim mo-

delinin yanitinin zaman cizelgesini gosterir.
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Sekil 2.7: (2.8) denkleminin K = 4 ve r = 3 degerleri igin vektor alani ve tipik ¢oziim
(URL-5 2012).

Degiskenlerine ayirma yontemi kullanilarak N (¢ = 0) = Ny baglangig kosulu igin

dN
N
N(1—-—
(1-%)

= rdt

denkleminin ¢oziimii

N()K@Tt
[K + N() (€Tt — 1)]

N(t) = (2.9)

olarak bulunur.
Boylece,

y NoKe™ y NoKre™
1m = 1Im -—,:- =
t—oo K + N (em — 1)  t—oo Nyre™
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olarak bulunur.

N(t) Popiilasyon Sayis

Sekil 2.8: Mantiksal popiilasyon biiyiimesi. (Iki durumun niteliksel farklarma dikkat
edilmeli; Ny > K/2 ve Ny < K/2.)

Bu ise biiyiiyen her ¢ icin popiilasyonun tagima kapasitesi K'’ye yaklagacagim teorik
olarak gostermektedir. Sekil 2.8’de goriildiigii gibi (2.8) denkleminin ¢oziimii N (t) igin
Ny > K, K’ya dogru monoton azalirken, Ny < K igin N(t), K’ya dogru monoton artar.
Ik durumda, Ny > K/2 ya da, Ny < K/2’ye bagh olan nitel bir fark var; Ny < K/2 ile
bu formun sik¢a gozlemlenen tipik bir sigmoid (C' veya S harfi gekli) karakteri vardir.

Mantiksal biiyiime modelinde, Ny > K kisi bagina diisen dogum oraninin negatif oldugu
anlamina gelir. Tabii ki biitiin bunlarin hepsi (2.6) denkleminde, igeriye goclerle be-
raber dogumlarin, digariya goglerle beraber 6liimlerden daha az oldugunu soyler. (2.8)
denklemi, daha ¢ok popiilasyon modellerinin bir sinifi i¢in yogunluga bagh diizenleyici
mekanizmalarla (bir gesit agir1 kalabaligin etkilerini diizenleyici) bir metafor gibidir ve

kelimenin tam anlamiyla niifus dinamiklerini yéneten bir denklem anlamina gelmez.

(2.8) mantiksal biiytime denklemi, problemin ¢oziimiinde daha genel yaklagimlar sundugu

i¢in biyomedikal bilimlerdeki modellerde mantiksal formun neden kabul edildigini agiklar.
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Ornegin (2.9)’ daki mantiksal formun ¢oziimiinde degistirilebilen Ny, K ve r ii¢ degiskenin

olmasi bize gercgek verilerle kiyaslama imkani sunar.

Genel olarak, bir popiilasyonun zaman i¢indeki degisimi f, N’nin dogrusal olmayan bir

fonksiyonu olmak iizere,

dN

— = f(N 2.10
= F() (210)
denklemi ile ifade edilir. O zaman denge ¢oziimleri f(N) = 0'in bir ¢oziimiidiir. Dife-
ransiyel denklem ¢oziimleri kesismedigi icin sonlu bir zaman i¢inde K’ya ulagsamayacagina

dikkat etmeliyiz. Yani sonlu bir ¢ zamaninda siirekli bir fonksiyon tek bir ¢dziime sahip

olacaktir. Bu durum Teorem 2.4.2 ile ifade edilmistir (Hillen et al. 2006).

2.4.1 Picard Lindel6f Teoremi

Simdi diferansiyel denklem teorisine geri donelim. Makul varsayimlar altinda diferan-
siyel denklemlerin kesismedigi durumunun genel bir sonucu vardir. Ve uygun bir teorem
formiiliize etmek igin, Lipschitz siirekliligine ihtiyacimiz vardir. Bu f(z) fonksiyonunun

siirekli oldugu ve ayrica biiyiime esitsizligini saglayan bir fonksiyon oldugu anlamina gelir.

Tanim 2.4.1 D C R tamwm kiimesiyle bir f : D — R fonksiyonu, eger sabit bir L > 0 ve
Va,y € D igin |f(x) — f(y)| < Lz — y| esitsizligini saghyorsa Lipschitz-siireklidir denir.

Teorem 2.4.2 (Picard-Lindel6f) Bir f : D — R Lipschitz-strekli fonksiyonunu
diigiinelim. xqo, D’de bulunan bir baslangi¢ kosulu olsun. O zaman, bir € > 0 vardar.

Oyle ki:

baglangi¢ deger problemi 0 <t < € igin tek bir x(t) ¢ozimine sahiptir.
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BOLUM 3

DAMARSIZ TUMOR BUYUMESI ICIN MATEMATIKSEL
MODELLER

Burada ikinci boliimde detayli bir gekilde bahsettigimiz {istel ve mantiksal biiytime mo-
dellerinin kullanildigr bir modelleme 6rnegi olan damarsiz tiimoér modellerini Cancer
Modelling and Simulation kitabinda Helen M. Bryne tarafindan yazilan 4.boliimde an-
latilanlar 11ginda agiklayacagiz (Preziosi 2003).

3.1 TUMORUN BUYUME EVRELERI

Tiimoriin evrimi, farkh 6lciilerde meydana gelen bir ¢ok degisik olaylar: iceren karmagik
bir siirectir. Daha deneysel ve nicel agiklamalar biyologlar ya da modelleyiciler tarafindan
kullanilan gercek veya ideal mikroskoplarin sundugu bilgilere baghdir. Biyolog , biyo-
kimyac1 ya da bir tip doktorunun, tiimoriin evrimi sirasinda meydana gelen fenomelojik
olaylar1 aciklamada, alt hiicresel diizey, hiicresel diizey ve doku diizeyi olmak iizere iic
bakig acis1 vardir. Modelleme bakisi ile yukaridaki aciklama diizeyleriyle mikroskopik,

mezoskopik ve makroskopik olgiiler arasindaki baglantilar gosterilebilir.

Mikroskopik olgiiler, hiicre veya hiicre zarinda gerceklesen DNA sentezi ve yikimi, gen
dizilimi, hiicre dongiisiiniin degigsim mekanizmasi, hayati besinlerin emilimi, reseptor-
lerin aktivasyonu ya da inaktivasyonu, hiicresel faaliyetleri diizenleyen hiicreler arasin-
daki kimyasal faaliyetlerin uyumu (gogalma, birlesme, ayrilma ya da hareketlilik) gibi alt

hiicresel diizeylerde meydana gelen olaylar: icerir.

Mezoskopik olgiiler, hiicre popiilasyonunun temel hareketliligi gibi hiicresel diizeyi gos-

terir. Ornegin, olaylarin hareketliligini ve siirecini gosteren istatistiksel aciklamalar, vii-
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cuttaki endotel, makrofaj (biiyiik fagosit hiicreleri), lenfosit hiicreleri ile tiimor hiicreleri
arasindaki etkilesim, ¢cogalma ve yikilma etkilesimleri, birlesme ve parcalanma ¢zelikleri,
intravasyon (komsu dokularda olugan yabanci maddelerin damardaki bozukluk nedeniyle

kan damarma gegisi) ve ekstravasyon (damardaki kanin digar1 gikmasi) siiregleri.

Makroskopik 6lciiler ise doku diizeyini ifade eder. Bunlar siradan siirekli sistemler olan
olaydir. Makroskopik olciilere ornek olarak, hiicre gocleri, besinlerin yayilimi ve difiiz-
yonu, kimyasal faktorler, mekanik yamtlar, dig dokularla etkilegsimler, kapsiil olusumu ve
yikimi, metastas difiizyonu, faz gegislerini (serbest hiicrelerden sinirh hiicrelere ya da tam

tersi) verebiliriz.

Belirli bir olgekte ne oldugu, diger 6lgeklerde olanlarla giiclii bir baglanti icindedir. Dolay1-
siyla daha biiyiik ya da daha kiigiik lgekte olanlari dikkate almadan bir olay1 tamamiyla
aciklamak miimkiin degildir. Bu ise farkh o6lceklerdeki modellerin birlegtirilmesi gerek-
tigi demektir. Ornegin, damarsiz faz tiimoér hiicreleri kan dolagimina bagl kalmayan
cok hiicreli kiiresellerdir. Doku diizeylerinden bu asamaya bakilirsa, degisim, oksijen,
glikoz ve diger besin dagilimina ve ayrica alt hiicresel diizeyi iceren olaylara, kimyasal
maddelerin alimina ve {iretimine de baghdir. Bu evre, sadece siirekli mekanigin temel
ilkeleri ile elde edilen degil ayrica hiicre tabanli modellemelerin temellerini de iceren reak-
siyon difiizyon denklemleri ve kiitle denge denklemleri tarafindan tanimlanabilir. Hiicresel
temelli modellerde hiicresel ve alt hiicresel mekanizmalarin tanitimi daha kolayken, ilk du-
rumda dig dokularla iletisim gibi makroskopik mekanizmalarla ugragsmak daha kolaydir.
Bu degisim siireciyle devam edersek, olgunlagma siirecinin belli bir noktasinda tiimor-
ler anjiyogenez siirecini degistiren 6zel kimyasal maddeler salgilar. Bu siirecte yeni kan
damarlar1 gevreleyen ana damarlardan bir dokunun igine dogru biiyiir. Bu cok 6nemli
tetikleme mekanizmasi, damarh gelisme evresine yol agarak, boylece hiicresel ve alt hiicre-
sel diizeylerde meydana gelen olaylarla diizenlenir. En sonunda bu metastaslarin ayrilmasi

hiicrelerin baglanma ozellikleri tarafindan diizenlenir.

Farkli gozlem ve modelleme diizeyleri arasindaki baglantilardan bahseden baska bir konu
da, tam olarak, her tek diizeydeki arastirma farkli bilim dallar1 arasindaki etkilesim-
den yararlanir. Aslinda ideal modelleme dongiisii su sekilde gelismelidir: Biyotiptaki
bilim adamlar1 gercek hastalarda belirli olaylarin gozlemlerinden uygun ve nispeten daha

zararsiz biyolojik modelleri anlamaya calismalidir. Ornegin, canli dokularda ya da test
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tiiplerinde yagayan fare, tavuk embriyosu gibi. O zaman onlar bu modelin deney dizisini
gosterebilir. Matematikciler ya dogrudan olaylarin gozlemlerde ya da biyolojik model
tizerinden ilgili olaylar1 aciklamay1 amaclayan matematiksel modeller tiretebilirler. Uy-
gun matematiksel yontemlerle olusturulan ¢oziimiin analizi, problemin derinlerine inerek
dinamik sonuclarin daha nitelikli bir aciklamasini verecektir. Ayrica model, olaylarin
soyut, bilgisayarli modellemesini (in silico) olugturmak i¢in sayisal olarak uygulanabilir.
Modelleme siirecinin kalitesi, deneylerle simiilasyon sonuglarinin gecerliligine gore test
edilebilir. Karsilagtirma tatmin edici oldugu takdirde, modelleme dongiisii basariyla ka-
panir. Eger degilse, modelleme siirecinin bir veya bir ka¢ adimi ¢ikarilir ve déngii devam
eder. Aym sekilde simiilasyon sonuclarinin ¢oziimiin niteliksel 6zellikleri ile de uyumlu
olmasi gerekir. Aksi halde sayisal kodlar yeterince dogru degildir. Teorik tahminlerin de
deneylerle dogrulanmasi gerekir. Yoksa, matematiksel model gecerli degildir. Biitiin bu

modelleme basamaklar1 Sekil 3.1’de 6zetlenmigtir.

Sekil 3.1: Modelleme basamaklar1 (Preziosi 2003).
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3.2 MODELLEMEYE GIiRiS

Yeni bir model diizenlenirken, baglangicta basit, iyi tanimlanmis sistemlere odaklanil-
mas1 dogaldir. Ornegin, karisik akiskan sivilar incelemek icin Navier-Stokes denklemini
kullanmadan 6nce, baslangicta kararli, katmanl akigkanlar diistiniilebilir. Kat1 tiimor-
lerin geligimi iizerine matematiksel caligmalar incelenirse benzer ornekler ortaya cikar.
Ik modellemeler damarsiz tiimorlerin gelisimi tizerine yogunlasmig, daha sonra anjiyo-
genez modeller gelistirilmis ve giintimiizde damarlh tiimor modelleri giin 151g1na ¢ikmigtir.
Otuz yildan fazla bir zamanda meydana gelmis gen dizilimi ve tasarimi gibi biyomedikal
tekniklerdeki gelismeler, bu modellemelerdeki ilerlemeler i¢in alternatif bir aciklama sun-
maktadir. Sekil 3.2 normal hiicreler arasindaki kanser hiicreleri hakkinda basit fikirler
verir. Deneysel islemler daha bilgi verici hale geldiginden ve kati tiimor gelisimi hakkin-
daki bilgiler arttigindan dolayi, ilk yapilan matematiksel modellemelerdeki eksiklikler
anlagilir hale gelmis ve yeni modelleme yaklagimlarina 1s1ik tutmustur. Kati1 tiimorlerin
geligimi iizerine farkl bakig acilarini inceleyen matematikgilerin sayisi siirekli arttigr igin,

burada tam bir matematiksel modelleme literatiiriinii gbzden gegirmek olanaksizdir.

Sekil 3.2: Normal hiicreler (yesil) arasindaki kanser hiicreleri (mor) (URL-6 2012).

Biz bu boliimde damarsiz tiimorlerin gelisimi iizerine yapilan matematiksel modellemeler
tizerinde duracak, bu alanin yeni biyolojik ilerlemelerle paralel olarak nasil gelistigini
ve gelismeye devam ettigini aciklamaya calisacagiz. Tiimorlerin dikkat ceken ve uzaysal

yapilari iizerine detaylari ihmal eden, 6rnegin tiimoriin biitiin hacmi veya tiimor iizerinde
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o anda bulunan toplam hiicre sayisi iizerine odaklanan, modelleri inceleyecegiz. Sonucta
olusan modeller diferansiyel denklem sistemleriyle formiiliize edilebilir. Canli dokularda
yagayan ve test tiiplerindeki tiimorlerin gelisimi ile baglantili olan kinetik parametreleri
tahmin etmede ve farkl terapik yani tedavi edici stratejilerin yararlarin1 degerlendirmede,
bu modeller klinik¢iler tarafindan genis 6lgiide kullanilmaktadir (Preziosi 2003, Araujo et
al. 2004).

3.3 UZAYSAL, DUZGUN DAGILIMLI DAMARSIZ TUMORLERIN
GELiSIM MODELLEMELERI

3.3.1 Girig

Bu boliimde, uzaysal etkilerin ihmal edildigi durumda kat1 tiimor gelisiminin dinamiklerini
anlatan, bazi matematiksel modelleri izah edecegiz. Bu modeller diferansiyel denklem
sistemleri olarak formiiliize edilen ve kat1 tiimorlerin gelisimini agiklamak icin kullanilmig
ilk modeller arasindadir. Bu tip modeller bir tiimériin icine yerlegen 6lii, pasif ve aktif
hiicrelerin sayisinin zamana gore nasil degistigini agiklamakta kullanilir. Aymi sekilde
diferansiyel denklem modelleri, farkli kemoterapi protokolleri (siirekli ya da periyodik a-
raliklarla ilag verilmesi gibi) uygulanan tiimorlerin kiyaslanmasinda kullamlir. Bu boliim,
takip edilen sekilde organize edilmistir: Boliim 3.2’de, sadece tek cgesit hiicreden olusan
homojen tiimorleri inceleyen modelleri verilmistir. Boliim 3.3’te ayni cesit tiimorlere
karsilik uygulanan kemoterapik stratejiler incelenmigtir. Boliim 3.4’te ise farkl hiicre
gesitlerini igeren heterojen tiimorleri inceleyen eski modeller genellegtirilmeye ¢aligilmigtir.

Bolim uzaysal, diizgiin dagilimli modelleri tartigarak sonuclandirilmigtir.

3.3.2 Homojen Kati1 Tiimorlerin Gelisimi

Kat1 tiimorlerdeki hiicre sayist N (¢)'nin zamana gore degisimini anlatmada kullanilabile-

cek en basit modellerden biri iistel gelisim kanunudur ve 2. boliimden bildigimiz gibi

ANy
dt (3.1)
N(t=0)=N,
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ile ifade edilir. (3.1) denkleminin ¢oziimii

= N(t) = Noexp(kt) idi.

Denklem (3.1)’de (k > 0) hiicrelerin artigindaki net oram ve N; tiimorde baglangicta
bulunan hiicre sayisim1 gostermektedir. Bu modellemede hiicrenin gelisiminde herhangi
bir kisitlama yoktur. Yani biitiin besinler ve diger hayati biiytime faktorlerinin bolca
mevcut oldugu varsayilmaktadir. Sonugta bu modelleme popiilasyonun limitsiz bir sekilde

artacagini ongoérmektedir.

Bu durumda iistel biiytime kanununun tiimoériin gelisiminin erken safhalarimin dogru
tanimlanmasini sagladigi halde, canli dokularda damarl tiimorlerin gelismesinde ve test
tiiplerinde damarsiz tiimorlerin biiyiitiilmesinde gozlemlenen biiyiime ve nihai doygun-
lugun azalma periyotlarini net olarak ifade edemeyecegi aciktir. Boyut olarak tiimor
biiytidiikge, besin ve diger hayati kaynaklar (6rnegin yer gibi) i¢in yapilan savag artik
kaginilamaz hale geldiginden modelde boyle bir uyusmazlik olusmusgtur. (3.1) denklemi-
nin bu kaynaklar i¢in (bu kaynaklarin ne oldugu belirtilmeksizin) var olan savagi igeren

basit bir uygulamasi da mantiksal gelisim kanunudur:

AN N

S ENa - =

dt ( 0) (3.2)
N(t=0)= Ny >0

Burada 6 > 0 popiilasyonun tagima kapasitesini ifade etmektedir.

Bu denklemin ¢oziimii de;

B 6Ny
Ny + (0 — Ny) exp(—kt)

= N(t)

— 0, t — o0.

Mantiksal biiyiime kanunu kiiciik tiimorler i¢in yaklagik olarak iistel biiyiime ve tiimor

tagima kapasitesine (N = #) ulagtiginda biiyiimede doyum noktasina geldigini tahmin e-
2

0
derken, N(¢)’ nin déniim noktasi (burada e 0ve N = 3 etrafindaki simetrisi 6zel
olarak deneysel verilere uygun kullanildiginda, N (¢)’ nin esnek olmadigini belirtmektedir.

a’nin se¢imine bagh olan daha genel egri aileleri hemen hemen (3.2) denkleminden daha
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hizli doyum noktasina ulasgtiran denklem

dd_];[ - SN [1 - (%Y} (3.3)

N(t=0) = Ny

Coziimii ise

Q=

Ng
= N(t) =10 (Né" + (0% — N&) exp (—kt))

ile verilir.

Belirtmeliyiz ki mantiksal biiyiime kanunu (3.3) denkleminin 6zel bir halidir. (o = 1)

alindigr durumunda Gompertizian biiytime kanunu o« — 07 limit durumu olarak kapsanir.

11—y . B ———
. . . . . —t— [Iste] Binyiime Kanumnu
Mantiksal Biyiime Kanunu

0 =05 Genel Bityiime Kanunuy
s = 2.0 Gienel Biryiime Kanunu

N(t) Tiimor Hiicre Sayisi

50
t Zaman

Sekil 3.3: Tiimoriin biiytime kanunu se¢imine gore degigimi.

Yukarida verdigimiz bu 3 modeli kiyaslamak icin Sekil 3.3’te tagima kapasitesi 6 ve
¢ogalma orani da k olan sabit degerler icin her bir modelin biiyiime egrisini ¢izdik. Sekil
3.3te k=01, 6=10, Ny=01 «a=05 veya « = 2.0 parametre degerleri

ile iistel biiyiime kanunu noktali kesik cizgilerle, mantiksal biiyiime kanunu diiz ¢izgilerle,
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genel biiytime kanunu ise her iki « = 0.5 ve a = 0.2 i¢in art1 igsaretiyle gosterilmistir.

Kat1 tiimorlerin geligimini anlatan bir ¢ok alternatif biiytime kanunlari énerilmistir (Maru-
sic et al. 1994a,b). Deneysel verilere farkli modeller uygulandiginda degisen derecelerde
bagarili modeller elde edilmigtir. Bu tip modellemelerin genel eksikligi (yani besin elde
edilebilirligi veya tiimor hiicrelerinin farkligi gibi herhangi bir dig faktoriin etkisinin ihmal
edildigi tiimor geligimlerini tek diferansiyel denklemle anlatan modeller) bireysel hiicre
davramglarindaki model parametrelerinin (6rnegin mantiksal kanun i¢in k& ve 6 gibi) i-
ligkilendirilmesidir. Bundan ¢nce (3.1)’den (3.2)’ye kadar olan denklemlerde yapila-
bilecek iki degisiklikle kat1 tiimorler iizerinde, kemoterapi ve hiicresel farkliliklarin etki-
lerini kavramamz saglayan modellemeleri diisiinecegiz. Ilk durumda, hiicre zehirlenme-
sine sebep olan, damarlara siirekli yada belirli araliklarla (periyotlarla) verilen kimyasal
maddelerin etkisinde kalan bir tiimorii diistinecegiz. Ikinci durumda tiimorlerin farklh
hiicre cesitlerini icerdigini diisiinerek herbir hiicre ¢esidinin oraninin zamana gore nasil

degistigini arastiracagiz.

3.3.3 Aymni Tip Kat1 Tiimorlerin Tedavisi

Biz simdi tedavi edici yaklagimlarin olmadigi durumlardaki canl dokularda biiyiiyen man-
tiksal biiyiimeye ugrayan tiimorleri diisiinecegiz. Onlarla baglanti i¢ine girdiginde tiimor
hiicrelerini ¢ldiiren kimyasal ilaclar hastalara enjekte edilir . Boliim 4.2’deki notasyonla,
N(t)’yi t zamanindaki tiimor hiicrelerinin sayis1 olarak ve A(t)’yi de tiimorlerin igindeki

ortalama ilag konsantrasyonu olarak gosterecegiz. Varsayalim ki;

ﬂ:kN 1—5 — AN = f(N, A),
dt 6
JA (3.4)
= a(t) = AMA —~vAN = g(N, A)
(3.4) denklem sistemini
N(t=0)= N,
{A(t —0) = 4y (3:5)

baglangi¢ kosullar ile gbzoniine alalim.
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(3.4)’deki denklemde g ilaglarin tiimér hiicrelerini 6ldiirmedeki oranini, « hiicre 6liim-
lerinin bir sonucu olarak etkisiz kalan ilaglarin oranini, A ilaglarin yarilanma omriinii
(¢liriime oranimi) gostermektedir. Sistemde ki a(t)’de tiimorlere ulagan ilaglarin oranim

gosterir. Biz iki alternetif dagilim protokoliinii diisiinecegiz:
Siirekli Infiizyon : a(t) = aq, Vt>0.

. o <t<
Periyodik Infiizyon : “ " ntT
0, n+7<t<n+1.

Siirekli Infiizyon

(oo = 0 (yani hig ilag uygulanmadigi durumunda) (3.4) denklemi (3.2) denklemine in-
dirgenir, dolayisiyla ¢ — 1 giderken N(t) — 6 olur. Tiimor siirekli olarak hiicre ¢ogal-
malarini 6énleyen ya da hiicreleri yok eden stotoksik ilaclara maruz kaldiginda, tiimoriin ve
ila¢c konsantrasyonunun her ikisinin denge degerine ulasacagin1 beklemek mantikhi olur.
Siirekli ila¢ infiizyon etkilerini incelemek igin denge ¢oziimlerinin a.,’a (dolayisiyla ne
kadar ilag verildigine) nasil bagh olduklarina 6zel bir dikkat gostererek (3.4) denkleminin
denge ¢oziimleri tanimlanip simflandirilirsa,

dN

pr 0 oldugu durumda, (3.4) denklemi,

N
Osz(l—?—%A) ve 0= am— A —yNA.

Oyleki,

N=0 ve A:a%,

ya da

0—N2+$<1—¥)N+§<%—1) ve A—S(l—%) (3.6)

denklemlerini verecek sekilde indirgenir.
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Simdi belirli bir tiimor ve 6zel bir ilag igin k, 0, u, A ve  parametreleri sabitlenecek; iize-

rinde bazi kontrol derecesi olan tek parametre, bizim ayirma parametresi olarak aldigimiz

Qoo dur.

Eger

a >amaX=)\k 1+ A 1 gl 2
T Ty 4~0 A ’

oluyorsa elementer analizler (3.6) denkleminin hi¢ bir reel kokiiniin olmadigini styler.

Boylece, eger belirlenen doz a., > ao®* seklindeyse, o zaman tek fiziksel gergekci durgun

¢oziim N = 0 oldugu tiimorsiiz agikar ¢oztimdiir.

-

o
®
I

o
»
I

N Tiimbr Boyutu
o
e
I

o
o]
I

a 0z 04 a6 0s 1 1.2 1.4
(a) a_llag Miktar

2 o 9
LN R <]

N Tiimir Boyutu
o
M

(=]

06 o8 1 1.2 1.4
(b) a_Ilag Miktar:

[?
]
o
I~

Sekil 3.4: Tiimoriin uygulanan ila¢ miktarma gére boyutu. a) 0 = A =pu=k=1, ve
7v=05 b)yd=A=pu=k=1, ve y=2.

(3.6) denkleminin daha ileri bir analizi, 4o (0 < @ < a2?*) ’ nun ara degerleri icin v6/\
gruplama parametresine bagl olan siradan olmayan siirekli hal ¢cozumlerini gosterir. Sekil
3.4’den v0/X > 1 oldugunda, iki fiziksel gergek¢i ¢oziime sahip olan (3.6) denklemi igin
Uoo (AE/1L < G0 < a2 )nun bir sonlu aralig olduguna dikkat etmeliyiz: aoo(0 < a0o <

Ak /p)’un daha kiigiik degerleri igin asikar olmayan tek bir ¢oziim vardir. Ayrica v0/\ < 1
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oldugu durumda a,(0 < as < Ak/p)’ nun orta degerleri igin agikar olmayan tek bir
¢oziimii olduguna dikkat etmeliyiz: ao, (Ak/p < Goo < a2¥)’nun daha biiyiik degerleri

i¢in fiziksel, gercekci, agikar olmayan denge c¢oziimleri yoktur.

Sekil 3.4a’da 0/ < 1 ve Sekil 3.4b’de v0/A > 1 durumlan igin ¢izilen iki grafik, ilag
dozunun tiimoriin denge boyutunu nasil degistirdigini gosteriyor. Sekil 3.4’te goriilen
analiz ve sonuclar, denge ¢oziimlerinin sistem parametrelerine nasil bagl oldugunu gos-
terirken birden fazla dengenin meydana geldigi parametre uzayimin bolgelerinde hangi
¢oziimlerin farkedilebilecegini belirleyemeyiz. Boyle sorunlar1 belirlemede kullanilabilen
bir metot, zamana bagl diizensizliklerdeki denge ¢oziimlerinin yerel istikrarini belirlemek
icin kullanilan dogrusal kararlilik analizlerini icerir. Biitiin parametre degerleri i¢in var
olan (N, A) = (0, ax/A) tiimérsiiz agikar ¢oziimlerin kararlilhigini degerlendirmek igin kul-

lanilan bu metot agagida anlatilmaktadir.

e < 1 gibi kiigiik parametreler iireterek ve

N(t) = eN(t) ve A(t):%“ﬂZ(t). (3.7)

yazarak (N, A) = (0,a0/)) esitligi yaklagik olarak lineerize edilecektir: (3.4) denklemi

(3.7) denkleminde yerine yazilirsa,

B o=ty

denklemini elde etmek i¢in O(€)’nin katsayilar1 esitlenir.

dA — YO
— =AM — —N.
dt A
Boylece
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A(t) = (ﬁ(o) + 2 1@20)\]\1((1; ) exp(—At) — ()\2 j—al?)\N—((za ) exp(k — pase /Nt

bulunur.

Eger ao, > Mk/u ise t — oo iken N(t), A(t) — 0’a gider. Bundan tiimoriin asikar
tiimorsiiz ¢oziimii geligtirdigi sonucu g¢ikarilabilir. Dolayisiyla a., > Ak/p ise, agikar
¢oziim, ((V,A) = (0,aw0)), oo < Ak/p'niin dogrusal kararsiz oldugu soylenirken, a., >
Mk /1 iken dogrusal kararh oldugu stylenir. Yukaridaki analizler, a., tiimore uygulanan

ilag konsantrasyonunu Ak/p esik degerini agarsa, tiimériin tamamen yok oldugunu anlatir.

Daha fazla cebir igerilmesine ragmen, aym teknik, (3.4) denkleminin agikar olmayan denge

¢oziimlerinin dogrusal kararhihigini degerlendirmede de kullanilir.

Ny ve A, (3.6) denklemini ¢ozmek iizere (N, A) = (Nw, As) asikar olmayan ¢oziimiiniin

kararliligini belirlemek i¢in € < 1 olmak tizere,

N(t) = Ny +eN(t) ve A(t) = Ay + €At)

formunda ¢oziimler ariyoruz.

Bu deneme ¢oziimlerini (3.4) denkleminde yerlestirip O(e)’'nin sifir katsayilarina egitle-

yerek,
of _ of
oN = i Noer A)

olmak tizere,

AN  0f — Of—
o oV taad=E

A Y95, 99

= o N 5 A= AN — (A Noo) A,

ve bu gekilde benzeri denklemler ¢ikarabiliriz. Bu lineer diferansiyel denklem sistemleri,
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agikar olmayan ((]v , /T) #+ 0> i¢in o,

af g df g Of = 0Og
_ -2 _ | 2 —J A I
V=0 (6N+8A)U+(6N8A 8A+E)N>’

dagilma bagintisim saglamak {izere (N, Z) = (Kf , g) exp (ot) ¢oziimiine sahiptir. Eger

R (o) < 0 ise dogrusal kararlihk vardir. Ve

af  0Og of dg  Of dg
oaN oA V< aNaA  9AaN

ise bu egitsizlik dagilma bagintis1 kullanarak gosterilebilir (Byrne 1999).

Ornek 3.3.1 Yukaridaki teknikler 6 = X =p =k =1, v =1/2 wve axe(0,1)
durumlarinda, strekli ilag¢ infiizyonu modeline uygulanirsa asikar olmayan denge

coziimleri (Neo, Aso)

0= N2+ Ny —2(as — 1) yada 2Ny = —1 £ /9 — 8a,

A =1— Ny

denklemini sagladige goriliir ve ax € (0,1) i¢inde tekil fiziksel gercekci (pozitif)

coziimler vardar.

Elementer analiz bilgilerini kullanarak,

of Of
ON OA  (1-2Ny—-Ax —Ng
207 R G
ON 0A/ (Neo,Aoo)
af dg B 3N

ve

of dg  Oof 99 .,  Na
aNoA oA Tan Nt 5 20
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oldugunu gostermek miimkiindiir. Dolayisiyla, fiziksel gercekci denge coziimlerinin var

oldugu yerlerde zaman otelemelerine karsi kararhdir.

Ilac konsantrasyonu a., degisirken Sekil 3.4te gosterilen kararh hal ¢oziimlerinin yerel
kararhliklarin gostermek igin yukaridaki yaklagimi Sekil 3.5'te kullandik. Yukarida tah-
min edildigi gibi 70/A < 1 oldugundan, var oldugu durumlarda asikar olmayan ¢oziim
kararlidir ve agikar ¢oziim ise kararsizdir. Asikar olmayan durgun hallerin var oldugu
oo degerleri i¢in tiimorsiiz durgun hal ¢oziimleri kararhdir. v0/\ > 1 i¢in durum biraz
farkhidir. v0/X > 1 oldugu durumda asikar olmayan ¢oklu kararli hal ¢oziimlerinin oldugu
yerde, daha biiyiik ve agikar tiimorsiiz ¢oziimiin her ikisi de kararliyken daha kiigiik dur-
gun hal kararsizdir. Aslinda, daha kiigiik durgun hal iki kararl ¢oziimii ayiran bir siir

gibi davranir.

Periyodik Infiizyon

Yukarida sunulan siirekli infiizyon model incelemeleri, ilag dozu yeterince biiyiik (a4 >
k/u) oldugunda tiimériin ortadan kaldiralabilecegini gosterir. Gergek durumlarda yan
etkiler, siirekli infiizyonun genellikle uygun ilag tasima protokolu olmadig1 anlamina gelir:
Eger diizenli olarak iletilirse, ila¢ hiicre devir oraninin hizli oldugu karaciger gibi hayati
organlarda genellikle yan etkilere sahip olabilir. Sonug olarak, kemoterapatik ilaclar,
gogunlukla siirekli infiizyon serileri olarak tagimir. Boylece hastanin saglikli organlar (ve

ne yazik ki tiimor de) ardigik tedaviler sonrasinda iyilegebilir.

Stirekli infiizyon yerine kat1 tiimoriin biiytime modellerinde periyodik infiizyon etkilerini

aragtirmak icin asagidaki basit modeli inceleyelim:

dN N
ve

A(t):{aoo’ n<t<n-+rt

3.9
0, n+7<t<n+1 (3.9)

Bu model aoy = Moo Ve G ~ O(1) < A oldugu varsayilarak (3.4) denkleminden
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cikarilabilir.

A(t) parcal sabit oldugundan (3.8) denklemi A(t), as ve 0 arasinda t = n,n + 7(n =
0,1,2,3,...) zamanlarinda degisirken tagima kapasitesi (1—pia, /k) ile 8 arasinda degigen
basit bir lojistik denklemdir. Bu degisme zamanlarinda N () nin siirekliligini varsayarak,
N(t)’'nin agagidaki analitik ¢oziimii olugturulabilir:

OAN,,

Ny~ | Nt A= N Jesp kA= n)] n<b<ntr 510

ONwsr +r<t<n+1
, n+T n
Nn—}—T + (0 - Nn-‘,—T) eXp [_k (t —n- 7—)]

burada

U
A=1-Hi=
k Y

N(0) = Ny verilmigtir. N,, = N(t =n)(n > 1),

AN,
Nosr = N =047) = G r = T o ]

ve t = n + 1’de N(t)’nin siirekliligiyle N, katsayilar1 agagidaki rekiirens iligkisini saglar:

AN,

Nt = AN I = A N, + (0A = N,) oxp [ehr]] exp [k (1 = 7

(3.11)

Sekil 3.5’te verilen grafikler sirasiyla v0/\ < 1 ve 70/A > 1 durumlan igin, a,, para-
metrelerinin nasil degistigini gostermektedir. Parametre degerleri Sekil 3.5a’daki grafik
icnfd=A=pu=~k=1ile v=0.5 ve Sekil 3.5b’deki grafik icin § = A =p =%k =1 ile

v = 2.0 alinmigtir.

Sekil 3.6, {N,},-, dizisinin nasil degistigini ve limit davramslarinin uygulanan ilag
dozuna nasil bagh oldugunu gostermektedir. Her durumda a., artarken dizi sonunda
bityiikliikge azalan bir dengeye ulagir. Burada {N,} ~, dizisi dengeye ulagmasina rag-
men, sistemin zamandan bagimsiz kararl bir duruma gelmedigine dikkat etmeliyiz; bunun
yerine n < t < n + 1 aralign boyunca N = N(t) ile bir periyodik ¢tziime ulagir. Aym

zamanda bu iglevsel degisiklikler, belirli alt popiilasyonlarinin kemoterapik miidahaledeki
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tepkisinin daha az oldugu anlamina gelebilir. Ashinda ilag dozu yeteri kadar biiyiikse,
tiimoriin yok olmasi gergeklesir. Agikca, periyodik infiizyonla, yok etmek igin gerekli olan
dozaj siirekli infiizyon icin gerekli olandan daha fazladir. Ciinkii periyodik infiizyonla,

tiimor hiicreleri daha az zaman icin ilaca maruz kalir.

e
o J—
T

e
=2}
T

N Tiimér Boyutu

o 2
SR
T

[=}

0 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

N Tiimdr Boyutu

o o o 9

[T S ) R« - Y
r——— "

(=]

. . . . . . . . . . . . | . . . . | . . . . . . . . . . .
0 02 04 06 08 1 1.2 14
(b) a ila¢ Miktar:

Sekil 3.5: a., degisirken Sekil 3.4’te gosterilen denge ¢oziimlerinin kararlihig.

Stirekli ilaca maruz kalan tiimoriin tepkisini inceledigimizde, tiimoriin sonunda zamandan
bagimsiz bir denge ¢oziimiine ulagtigini hatirlamaliy1z. Aksine, Sekil 3.6’daki sonuclarin
gosterdigi gibi N(t) = N(1+1t) ve dolayisiyla NV, = N1 = Ny > 0. .. i¢in sistem ayrica
agikar olmayan periyodik ¢oziimler geligtirebilir. Denklem (3.11)’yi kullanarak:

OA[1 —exp (—k (1 — 7)) exp (—kAT)]

Neo = A+ (1 —=Aexp(—k(1—7)) —exp(—k (1 — 7)) exp(—kAT)’

oluyorsa agikar olmayan periyodik coziimlerin ortaya cikacagini gostermek miimkiindyir.

Sekil 3.7°de, a, ilag dozaj1 artarken, N, 'un nasil azaldigini gosterecegiz.

3.3.4 Heterojen Kat1 Tiimorlerin Biiyilimesi

Simdiye kadar inceledigimiz modellemelerde tiimor hiicrelerinin 6zdes oldugu varsayildr .

Pratikte kat1 tiimorler bir cok cesit hiicreden olusur. Ornegin canli dokularda biiyiiyen
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damarli tiimor hiicreleri, tiimore, hiicre dist maddeye ve makrofaj gibi bagisiklik hiicrele-
rine besin saglayan kan damarlar igerebilir. Makrofajlar (biiyiik fagosit hiicreleri) genel-
likle yaranin iyilegmesini saglayan beyaz kan hiicreleridir. Bu hiicrelerin ayrica kati tiimor-

lerin biiytimesinde de 6nemli bir rol oynadig1 bilinmektedir (Kelly et al. 2002).

Ayrica, tiimor hiicre popiilasyonu, iglevsel olarak farkl alt popiilasyonlari icerebilir. Genel-
likle genetik mutasyonlarin sebep oldugu bu alt popiilasyonlar, farkli dogum ve 6liim
oranlar1 ve cevre sartlarma farkli tepkiler vermeleri ile smiflandirilabilir. Ornegin p53
mutant (degisiklige ugramig) hiicrelerin oksijen yoksunlugunda normal p53 hiicrelerine
gore daha uzun siire hayatta kaldiklarina inanmilmaktadir (Roose et al. 2007, Gammack

et al. 2001).

w71 — 1 T T 71 —

1 O et : ; @05 o NO=LS }
e S92 eceesee e e s el x MUu
Ds_x__.____._____

0 S O E Y R
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(a) n ila¢ Artis Miktan
15 s I T T T T I T I T T T T T
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1 e e e e S LTl [T =) §
=" (o] o : : : : : : x  NO=05
XX 2QC 0000000 o060 ée
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(b) n ilag Artis Miktart
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(c) n ilag Artis Miktar

Sekil 3.6: Farkli basglangic kosullar: igin tiimoriin farkh ilag dozajlarindaki periyodik in-
fiizyona gosterdikleri tepki.

Sekil 3.6’da farkli baglangic kosullarindaki tiimériin 6 = yu = k =1, ve 7 = 0.5 parametre

degerleri ile farkl ilag dozajlaria karsi olusturdugu yaniti gosterilmistir.

Kan damarindan uzaklagsan mesafedeki tiimor hiicrelerinin ¢ogalma oranimi géz Oniine

alarak, yerel cevre kosullarina dayandirilan kat1 tiimorlerin igindeki heterojenligin farkl
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tiplerini degerlendirebiliriz. Kan damarlarina komsu olan hiicreler besince bol bir kaynaga
sahiptir ve bu yiizden serbestce cogalirlar. Damarlardan uzaklastikca, besinlerin kan
damarlarindan uzaga yayilarak agsamali olarak tiiketildigi icin yerel besin konsantrasyonu
azalir. Sonunda besin konsantrasyonunun ¢ok diigiik oldugu bir noktaya ulagilir ki, ha-
yatta kalmak icin yeterli olan besin olmasina ragmen, tiimor hiicreleri artik cogalamazlar.
Bunlara durgun hiicreler denir. Damarlardan daha biiyiik uzakliklarda besin konsantras-
yonu o kadar diisiik olur ki artik hiicreler canh kalamazlar: Bir nekrotik (giiriiyen) hiicresel

enkaz bolgesi olusturarak, besin yoksunlugundan dolay1 oliirler. Boylece tiimor hiicreleri;
(a) gogalan,

(b) durgun,

(c) ciiriiyen (nekrotik) yada 6lii hiicreler

olarak siniflandirilabilir. Genellikle bu ii¢ hiicre gegidi damarli tiimorde ve iyi gelismis

damarsiz tiimérde bulunur (Folkman and Hochberg 1973, Shutherland and Duran 1984).

Says

N Hiicre

a, ilm; Dozaji

Sekil 3.7: Periyodik ¢6ziim olustugunda N, 'un a, ile degigimi.
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Sekil 3.7’nin ¢iziminde § = = k = 1 ve 7 = 0.5 parametre degerleri kullanilmigtur.

Daha genis kapsamli olarak, yerel besin konsantrasyonunun temelindeki farkli hiicre tip-
lerini saglayan uzaysal yapili modeller incelenebilir. Bir tiimordeki herbir hiicre cesidi
orani hakkinda bilgi sahibi olmak i¢in (6rnegin, hiicrenin geligerek zamanla nasil degistigini
anlamak i¢in) bu ii¢ hiicre gegidini ayr1 ayr1 goz oniine alan asagidaki model olusturula-

bilir.

t zaman araliginda, P(t) gogalan hiicre sayisini, Q(¢) durgun hiicre sayisini, D(t) nekrotik
ya da olii hiicre sayisin ve N(t) = P(t) + Q(t) + D(t)’yide toplam tiimor hiicre sayisim
gostersin. Sekil 3.8’de gosterilen sematik grafik, hiicrelerin bir durumdan diger bir du-
ruma nasil degisebilecegini, yeni hiicrelerin nasil ¢ogaldigini ve 6lii hiicrelerin de nasil

ayristirildigini gostermektedir.

kpp
kpg
P(t) QM
Cogalan (aktif) Durgun (haraketsiz)
Hiicreler . Hiicreler
K QP
Kpp kop
D(t)

Olii Hiicreler

lamda

Sekil 3.8: Heterojen tiimérlerin biiyiime model semas1 (Preziosi 2003).

Sekil 3.8in 151g81nda yazabilecegimiz matematiksel model

P0)=F, QO0)=Qo ve D(0)= Do (3.12)
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ilgili baglangi¢ kogullar: olmak {izere

dP

o (kpp — kpq — kpp) P + kqpQ, (3.13)
d

d_Cf = kpoP — (kop + kqp@, (3.14)
dD

5 = FppP 4 kopQ — AD, (3.15)

ADD sistemini vermektedir.

(3.13)’den (3.15)’e kadar olan denklemlerde, kpp ve kpg fonksiyonlar: sirasiyla ¢ogalma
hiicrelerinin yeni hiicreler iirettigi yerlerdeki oranlarini (yani yavru hiicrelerinin ¢ogalma
durumuna girdikleri kabul edilir) ve hiicrelerin ¢ogalmay1 durdurup durgun hale gegtikleri

yerdeki oranlarini gosterir. Diger islevlerin aciklamalar1 da ayni sekilde gerceklesir.

Modeli tamamlamak icin, k7;(I,J = P,Q, N) fonksiyonlarin1 belirlemek gerekmektedir.
Uygulamada, k;; oranlari tiimor icindeki yerel besin seviyesine baglidir. Besini, mo-
dellemede yeni bir degisken olarak tanmitmaktansa, basit¢ce mantiksal biiyiime kanununda
goriinen rekabet terimlerine benzer olarak (denklem (3.2)’ye bakimz), ¢ogalan, durgun
ve Olii durumlar1 arasindaki gecis oranlarinin tiimor kiitlelerindeki toplam hiicre sayisina
ve her durumdaki hiicre sayisina bagl oldugunu varsayariz. Gegig oranlarinin olasi bir

secimi agagidaki gibidir:

k kpo P —~
kpp = ——t—, kpg = o kpp = kpp,
N+ N N+ N
% kon(P
kop = AQPQ7 kQD:M, (3.16)
N+ N N+ N

Nekrotik hiicresel materyallerinin ¢iiriime oranini goésteren A’'nin sabit oldugu varsayilir.
Bu kinetik terimler (3.13)’den (3.15)’e kadar olan denklemlerde yerine konuldugunda,
matematiksel modelimizin ¢iftli diferansiyel denklemlerin bir sistemini kapsadigini goriiriiz.
Bu sistem, Boliim 3.2 ve Boliim 3.3’ {in modellerinin aragtirildigi gibi ayni analitik teknileri
kullanarak incelenebilir. Ornegin, eger kpp = 0 (yani dogal hiicre oliimleri ihmal edilirse)

oldugunda (3.13)’ten (3.15)’e kadar olan denklemlerin agagidaki denge ¢oziimlerini kabul
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ettigini gostermek miimkiindiir.

(%pQP - Epp) P

Q=
kop

?

ve

~

0=D2+(N+P+Q)D—kQTD(P+Q)Q

olmak {izere,

ya da

~ ~ N ~ ~ 2
k k2 k k k

0= (222 1| P2+ |2 122 PR py 14292
kop kppkgp kop  kgp kqop

dir.

En fazla iki agikar olmayan denge ¢oziimiiniin oldugunu vurgulamak istiyoruz. Uygula-
mada, aslinda ¢oziimlerin fiziksel olarak gercekci olup olmadigini belirlemek gerekir. Yani
P @Q ve D negatif olamaz. Ornegin )’ nun P’ye iligkisinin aciklanmasi, fiziksel olarak

denge coziimlerinin P > /kf\pp /%pQ’yu saglamadigini gosterir.

3.3.5 Goriisler

Bu boliimde, kati tiimorlerin genel biiyiime dinamikleri hakkinda fikir sahibi olmamizi
saglayan giderek zorlagan matematiksel modellerin cesitlerini sunduk. Modeller, timor
iginde gosterilebilen herhangi uzaysal etkileri ihmal ederken, bu modeller tedavideki yanit
hesaplamak veya tahmin etmek icin ve deneysel verilerden ¢ikan kinetik parametreleri

degerlendirmek icin kullanilir.

Inceledigimiz modellerin gelistirilebilecegi bir cok modeller vardir. Ornegin daha komp-
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leks modellerde, test tiiplerindeki damarsiz tiimorler ve ¢ok hiicreli kiiresel biiyiimeyi
sinifandiran katmanli uzaysal yapilarin yeniden olusturdugu iyi incelenmis uzaysal ve

zamansal modeller aragtirilmigtir.

Doksribusin gibi hiicre faaliyetlerinin gerceklesmesini saglayan ilaglar ikinci bir bagimsiz
degisken 0 < a < T olarak tanitacagimiz yeni muhtemel bir genislemeyi gosterir. O
zaman n(t, a) doéngiileri ¢ durumundaki zaman araliginda hiicre sayisim gosterirken, N (t)

(t zamanindaki toplam hiicre sayisi), n(t, a) ile asagidaki gibi iligkilendirilir:

N(t) = /OT n(t,a)da

burada, tedavinin olmadigi durumda n (¢, a) asagidaki parcal diferansiyel denklemi saglaya-

bilir:

n(0,a) = noa

olmak {izere

(9n8_n

En + bg . Hom — pynN

n(t,O):/O B(a)n(t,a)da.

Yukaridaki denklemlerde pi, ve p; sabitleri sirasiyla dogal hiicre 6liim oranlarini ve asiri
kalabalik nedeniyle 6len hiicreleri gosterir. ((a), hiicre dongiilerinin ¢ konumundayken
hiicrelerin ¢gogalma oranin gosterir. ((a), hiicre dongiilerinin @ konumundayken hiicrelerin
cogalma oranini gosterir. Bu formdaki modellemeler yag-yapili modeller olarak adlandirilir

ve analizleri de oldukga igerikli olabilir (Hoppensteadt 1975).
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BOLUM 4

SONUC

Bu tezde, matematiksel modelleme iizerine yaptigimz calismamizi Giris, Tek Tiir icin
Siirekli Popiilasyon Modelleri, Damarsiz Tiimor Biiyiimesi Icin Matematiksel Model ve
Sonug boliimii olarak olusturup, burada matematiksel modellerin oldukg¢a genis uygula-

malarindan sadece biyoloji ve tiptaki damarsiz tiimor biiyiime modelinden bahsettik.

Girig boliimiinde modellemenin tanimi yapilarak, modellemeler ile neyin amaglandigindan
ve basit modelleme asamalarindan bahsedilmistir. Bazi modelleme 6rnekleri verilerek
matematigin diger disiplinlerle arasindaki etkilesiminin goriilmesi saglanmigtir. Biyoloji

ve tip gibi alanlarda matematigin ne kadar ¢oziimleyici bir rol oynadigi goriillmiistiir.

Ikinci boliimde modelleme yontemlerine girilerek, faz-diizlem analizi, iistel biiyiime ve
mantiksal biiytime modelleri ve uygulamalar: anlatilmaya caligilmigtir. Diferansiyel denk-
lemlerle, siirekli popiilasyon modelleri gibi biyolojik siireclerin nasil modellendigi, faz-
diizlemiyle karmasik sistemlerin nasil daha kolay ve yorumlanabilir hale geldigi goriilmiis-
tiir. Yapilan matematiksel iglemlerle canli olan bir biyolojik problemin, soyut olan mate-
matiksel ifadelerle ¢oziimiine yaklagilmistir. Ornegin, herhangi bir popiilasyon biiyiimesi-
nin en basit halinden modellemeye (iistel biiyiime gibi) baglanihip popiilasyonun daha
ileri safhalarindaki degisimi bu basit modelle tahmin edilerek, farkli ve karmasik yapilar-
daki durumu i¢in yeni bir (mantiksal biiyiime gibi) model olugturulabilecegi goriilmiigtiir.
Mantiksal biiyiime, iistel biiyiime ile kargilagtirilarak aym tiir bireylerin ayni kaynaklar
icin rekabet icinde olduklar1 goz oniine alimip, bu durum rekabet terimi olarak eklen-
migtir. Bu terim bize, modelin sartlarin degismesiyle nasil davrandigini gosterir. Yani
dogal ortamda bulunan kaynaklarin zamanla tiikenmesiyle tagima kapasitesinde degisim
goriilmiistiir. Ayrica modeldeki parametreler sayisal olarak degistirilerek, farkl sartlar-

daki davraniglar1 kolayca yorumlanabilir. Bu ise problemin ¢oziimiine yaklagtirir ya da
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ulagtirir. Bununla birlikte tistel biiytime ve mantiksal biiyiime ile modellemenin, prob-
lem hakkinda ne kadar fazla bilgi verecegi, faz-diizlem analizi ile problemi ¢dzmeden de

problemin ¢oziimiiniin davraniglar ile ilgili sonuclar ¢ikarilabilecegi vurgulanmigtir.

Uctincii boliimde biyoloji ve tiptaki modellemelerden damarsiz tiimér biiytimesi icin
matematiksel modeller, Preziosi (2003) referansi esas almarak anlatilmigtir. Girig boliimiin-
de anlatilan modelleme asamalarindan problem hakkinda gerekli analizleri yapmak icin
once tiimoriin evrimi iig 6l¢iide incelenip, bu ¢lgiiler mikroskopik, mezoskopik ve makrosko-
pik olarak gruplandirilarak anlattilmigtir. Boylece model, tiimoriin gelisimini etkileyen
bu gibi biyolojik ve kimyasal olaylar ve evrelerle daha karmasgik hale gelmistir. Model, bu
etkileri icerecek gekilde genigletilmigtir. Bu sefer tiimorii etkileyen her faktor icin farkh
bir terim eklenip modelleme sonuclarinin problemin ¢oziimiiniin niteliksel 6zellikleri ile
uyum igerisinde olmasi dikkate alinmigtir. Bu yiizden eklenen terimlerin bu gergegin
disina citkmamasi gereklidir. Once ikinci boliimde gosterilen ve en basit model olan {istel
biiyiime modeli ile hicbir kisitlama yapilmayarak homojen kati tiimorlerin gelisimi gos-
terilmigtir. Sonra tiimoriin gelisimini etkileyen besin ve diger hayati faktorlerle (tiimoriin
boyutu, yer, rekabet...) tiimér popiilasyonunun limitsiz bir sekilde artmayacagi ve her
popiilasyonun bir tagima kapasitesi oldugu diigiiniilmiistiir. Bu da modelin aslinda man-
tiksal biiytime sergiledigini gostermigtir. Ve sonra biiytime kanunlar1 daha genel olarak

parametrik gekilde genel biiyiime kanunu olarak diizenlenmistir.

Bu modellemede ayni tip tiimorlerin biiyiimesini etkileyen bagka bir faktor de kemoterapik
ilaclardir. Tiimor hiicrelerini oldiiren bu kimyasal ilaclar, siirekli ya da belirli periyot-
larla uygulanmasina bagh olarak 6len hiicre sayisinda degismelere neden olur. Modeli
daha da genellegtirebilmek icin ilacin tesiri, yarilanma siiresi, hiicrelere ne kadar ilacin
ulagtigl ve gerceklesen hiicre oliimleri sonucu etkisiz kalan ila¢ oranlari dikkate alinarak
model yeniden olusturulmustur. Burada verilen parametre degerleriyle tiimor popiilas-
yonunun zamanla tagima kapasitesine ulastig1 ve hic ilag uygulanmadiginda popiilasyonun

mantiksal biiylidiigii goriilmiistiir.

Tiimorler siirekli ilaca maruz kaldiginda, tiimoér popiilasyonu ve ilag konsantrasyonu denge
degerine ulagmaya calisacagindan modelin denge degerlerindeki degisimi, denge ¢oziim-
leri bulunarak anlagilmaya calisilmigtir. Tiimordeki ilag dozajinin maksimum degerinden

fazla oldugunda denklemin reel kokiiniin olmadig1 yani fiziksel gercekci bir ¢oziimiin ol-
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madig1 goriilmiistiir. Modelde, ila¢ yarilanma omriiniin, hiicre 6liimleri sonucu etkisiz
kalan ilag orani ile tagima kapasitesine olan oranin ve ilaglarin tiimor hiicrelerini 6ldiirme
kat sayisiin, hiicre artig miktarina ve ilag yarilanma omriine olan orani da goz oniine
alinmigtir. Bu oranlarla tiimordeki ila¢ yogunlugu ile arasindaki iligkiler incelenmigtir.
Denge ¢oziimlerinin bu oranlarla nasil degistigi goriilmiistiir. Elde edilen sayisal verilere ve
¢oziimlere bakarak tiimore uygulanan ila¢ konsantrasyonunun, ilaglarin tiimor hiicrelerini
oldiirme katsayisinin, hiicre artig miktarina ve ilag yarilanma 6mriine olan oranindaki esik
degerini agtiginda tiimorii tamamen yok edebilecegi goriilmiigtiir. Sistemde birden fazla
denge ¢oziimlerinin oldugunda ise kiiciik parametreler iiretilerek, tiimorsiiz asikar ¢oziim-
lerin dogrusal kararlilig1 degerlendirilmigtir. Ayni sekilde tiimor hiicre sayisinin ve tiimor
icindeki ortalama ila¢ konsantrasyonunun agikar olmayan c¢oziimlerin sonuglarina gore
kararliligr da degerlendirilmistir. Siirekli ilaca maruz kalan modellerde ilag dozu yeterince
biiyiikse tiimoriin ortadan kaldirilabilecegi sonucuna varilmigtir. Fakat uygulanan ilag
miktar1 yan etkilere sebep olacagindan bu model tibbi problemin kesin ¢oziimiinii karsgila-
mayacaktir. Bunun i¢in hastanin maruz kaldigi yan etkileri azaltmak amaciyla tedavide
kullanilan ilaglarin belirli araliklarda, diizenli bir sekilde verilmesini saglayan model olus-
turulmalidir. Bu durum modele zamana bagli olarak yeni yaklagimlarin getirilmesini
gerektirir. Bu nedenle tiimor siirekli ya da belirli araliklarla ilaca maruz kalmalidir.
Siirekli infiizyonda popiilasyon biiyiikliigii ve ilag yogunlugunda zaman kisitlamasina bagh
bir degisim yoktur. Yani ilag dozu yeteri kadar biiyiik oldugunda tiimér yok olabilir de-
mektir. Periyodik infiizyonda ise ilacin yan etkilerini engellemek igin tiimor hiicreleri
daha az zamanda ilaca maruz kalacagindan daha fazla ila¢ miktarina gerek duyulacak-
tir. Ayrica siirekli ilag tedavisi uygulandiginda sistem zamandan bagimsiz kararli duruma
gelirken, periyodik infiizyonda belirlenen bir zaman araligi boyunca kararli duruma ulasa-

bilir.

Biitiin bu modelleme 6rneklerinde tiimorlerin ayni tip hiicrelerden olustugu varsayilmigtir.
Tiimorlerin bircok gevresel faktorleri de ihmal edilmistir. Ancak kati tiimorler farkh gesit
hiicrelerden olusabilecegi gibi cevre sartlarina da farkh tepkiler verecektir. Besince zen-
gin bir ortamda daha kolay c¢ogalan tiimoérlerin, fakir olan ortamlarda rekabet halinde
olduklarini da gtz oniine alan modeller olusturulmalidir. Rekabetle besin konsantrasyonu
cok diigiik seviyeye geleceginden, tiimor hiicreleri cogalamayacak, hatta canl kalamaya-

caktir. Tiimor hiicreleri bu sebeple ¢ogalan, durgun ve 6lii (giiriiyen) hiicreler olarak tige
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ayrilmigtir. Model, bu ii¢ hiicre tipi i¢in ayr1 ayr1 olusturularak toplam tiimor hiicre sayisi,
bunlarin birlesimi geklinde diisiiniilmiigtiir. Ayrica bu ii¢ hiicre ¢egidi arasinda gegiglerin
de olabilecegi goz oniine alinmig, ve bu gecisleri belirten heterojen tiimorlerin biiyiime

modeli olugturulmustur.

Genel olarak bakildiginda, modelleme yapmadan, tiimor hiicrelerinin 6zelliklerine bagh
olarak, cevre sartlarina gore gosterdikleri degisiklikleri ve davraniglar1 bu kadar kesin
ve sayisal olarak deneylerle gormek oldukca zor olabilir. Matematiksel modellemelerle
kargilagilan problemlerin ¢oziimlerine daha kolay ve net olarak ulagilabilir. Modellemeler

bize bu firsat1 sunar.
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EK ACIKLAMALAR A

GRAFIKLERIN MATLAB KODLARI

47



48



SEKIL 2.1

clear all,

close all,

x=0:0.01:4.0;

for i=1:1:401
y()=(x(i)-1)*(x(1)-2)*(3-x(i))
end

hold on

axis([04-12])

plot(x,y)

hold off

SEKIL 2.4

clear all;

close all;
x=0:0.01:4.0;
r=3;

ri=-3;

n0=3;
t=0:0.1:10;

for i=1:1:401;
y(i)=(x(1)*1);
end
Nt=n0*exp(r1*t);
hold on
subplot(1,2,1)
axis([0 2 0 2]);
plot(x,y)
axis([0 50 2]);
subplot(1,2,2)
plot(t,Nt)

hold off

SEKIL 2.6

clear all;
close all;

r=3;

K=4,
n=0:0.01:4.0;
for i=1:1:401;

N(B)=r*=(n(0))*(1-(n(i))*(1./K));

end

hold on
axis([0 4 0 4])
plot(n,N)

hold off

GRAFIKLERIN MATLAB KODLARI
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SEKIL 2.8

clear all

close all

for i=1:251;
k1(i)=5;

end

k=5;

r=3;

n0=3;
t=0:0.04:10.0;
n1=n0*k*exp(r*t);
n2=n0*(exp(r*t)-1);
n3=k+n2;
n4=nl1./n3;

%
n00=0.5;
n11=n00*k*exp(r*t);
n22=n00*(exp(r*t)-1);
n33=k+n22;
n44=n11./n33;

%
n000=9;
n111=n000*k*exp(r*t);
n222=n000*(exp(r*t)-1);
n333=k+n222;
n444=n111./n333;

%
hold on

axis([0 3 010])
plot(t,k1,--"
plot(t,n4,'k.-")
plot(t,n44,'r.-"
plot(t,n444,'qg.-"
%
xlabel('Zaman, t')
ylabel('Popiilasyon sayisi, N(t)")
hold off

SEKIL 3.3

% parametreler

% n0= baslangigta tiimdr i¢inde var olan hiicre sayisi

% k= hiicrelerin ¢ogalmasindaki net oran
% teta= poptlilasyonun tagima kapasitesi

% t= zamani ifade etmaktedir

% nl1= tstel biiyiime kanunu

% n2= mantiksal bliylime kanunu

% n3= (o) genel biiyiime kanunu alpha=0.5
% n4= (+) genel biiylime kanunu alpha=2.0

clear all;
close all;
n0=0.1;
k=0.1;
teta=1.0;
% t=time
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t=0:2.0:100.0;
%
% (n1 tstel biiyiime kanunu)
n1=n0*exp(k*t);

%
%(n2 mantiksal bilyiime kanunu)
n2=(teta*n0)./(n0+((teta-n0)*exp(-k*t)));
%
%( n3 genel biiyiime kanunu alfa=0.5 igin )
alfa=0.5;

alfal=1/alfa;

new=n0."alfa;

newl=teta."alfa;

%
% ( n4 genel biiylime kanunu alfa2=2.0 igin )
alfa2=2.0;

alfa3=1/alfa2;

new2=n0."alfa2;

new3=teta."alfa2;

%
% alfa=0.5 i¢in kullanilan denklem
n3=teta*(new./(new+(newl-new)*exp(-k*t))). alfal;
%
% alfa2=2.0 i¢in kullanilan denklem
n4=teta*(new2./(new2+(new3-new2)*exp(-k*t))). alfa3;
%
hold on

axis([0 100 0 1.5])
plot(t,nl,'k.-"
plot(t,n2,'b-")

plot(t,n3,'ro")
plot(t,n4,'r+-"

% title(GRAFIK 4.1')
xlabel('Zaman, t")
ylabel('Hiicre Sayisi, N(t)")
hold off

SEKIL 3.4

clear all

close all

%teta=lamda=mii=k=1 ve gama=0.5 i¢in,
a=0:0.001:1.125;

for i=1:1:1126;
n(i)=(sqrt(9-8*a(i)))/2-1/2;
%n1(i)=(-sqrt(9-8*a(i)))/2-1/2;

%(bu denklemin ¢ozlimii negatif degerler alacaktir popiilasyon negatif olamaz.Grafigi .)
end

%teta=lamda=mii=k=1 ve gama=2.0 i¢in,
a1=0:0.001:1.126;

for i=1:1:1127,
m(i)=(-sqrt(9-8*al(i)))/4+1/4;
m21(i)=(sqrt(9-8*al(i)))/4+1/4;

end

subplot(2,1,1)

plot(a,n)

xlabel('(a) )

%ylabel('timor boyutu')

%plot(a,nl)

axis([01.401))
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subplot(2,1,2)

hold on

plot(al,m,-")
plot(al,ml)

xlabel('(b) )
%ylabel('tiimdr boyutu')
hold off
axis([01.401])

SEKIL 3.5

% burada matlab grafik ayarlartyla ikinci seklin ug kismi kesik ¢izgilerle % gosterildi.
clear all

close all

%teta=lamda=mii=k=1 ve gama=0.5 i¢in,
a=0:0.001:1.125;

for i=1:1:1126;
n(i)=(sqrt(9-8*a(i)))/2-1/2;
%n1(i)=(-sqrt(9-8*a(i)))/2-1/2;

%(bu denklemin ¢ozlimii negatif degerler alacaktir popiilasyon negatif olamaz.Grafigi .)
end

%teta=lamda=mii=k=1 ve gama=2.0 igin,
a1=0:0.001:1.126;

for i=1:1:1127,
m(i)=(-sqrt(9-8*al(i)))/4+1/4;
m2(i)=(sqrt(9-8*al(i)))/4+1/4;

end

subplot(2,1,1)

plot(a,n)

xlabel('(2)")

%ylabel('timdr boyutu')

%plot(a,nl)

axis([01.401])

subplot(2,1,2)

hold on

plot(al,m,-"

plot(al,ml)

xlabel('(b) ")

%ylabel('tiimor boyutu')

hold off

axis([01.401))

SEKIL 3.6

% alfa=0.5 (ilk denklem)

alfal=0.5;

teta=1;

mu=1,

k=1;

tau=0.5;

Blamdal=1-(mu*(alfal/k));

N1(1)=1.5;

N2(1)=0.5;

for i=1:19;
N1(i+1)=(teta*Blamdal*N1(i))/(Blamdal*N1(i)+((1-Blamdal)*N1(i)+(teta*Blamdal-N1(i))*exp(-
k*Blamdal*tau))*exp(-k*(1-tau)));
N2(i+1)=(teta*Blamdal*N2(i))/(Blamdal*N2(i)+((1-Blamdal)*N2(i)+(teta*Blamdal-N2(i))*exp(-
k*Blamdal*tau))*exp(-k*(1-tau)));
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end

for i=1:20

x()=i;

end

subplot(3,1,1);

hold on

axis([0 20 0 1.5])
plot(x,N1,'0")

plot(x,N2,'rx")

% title(GRAFIK 4.4
ylabel('N_n")

xlabel('ilacin artis miktari, n')
hold off

00-- -
% alfa2=1.5 (ikinci denklem)

alfa2=1.5;

teta=1;

mu=1,;

k=1;

tau=0.5;

Blamda2=1-(mu*(alfa2/k));

N3(1)=1.5;

N4(1)=0.5;

for i=1:19;
N3(i+1)=(teta*Blamda2*N3(i))/(Blamda2*N3(i)+((1-Blamda2)*N3(i)+(teta*Blamda2-N3(i)) *exp(-
k*Blamda2*tau))*exp(-k*(1-tau)));
N4(i+1)=(teta*Blamda2*N4(i))/(Blamda2*N4(i)+((1-Blamda2)*N4(i)+(teta*Blamda2-N4(i) ) *exp(-
k*Blamda2*tau))*exp(-k*(1-tau)));

end

for i=1:20

x()=i;

end

subplot(3,1,2);

hold on

plot(x,N3,'0")

plot(x,N4,'rx")

ylabel('N_n")

xlabel('ilacin artis miktari, n")

hold off

00-- -
% alfa3=2.5 (ligiincii denklem)

alfa3=2.5;

teta=1,

mu=1,

k=1,

tau=0.5;

Blamda3=1-(mu*(alfa3/Kk));

N5(1)=1.5;

N6(1)=0.5;

for i=1:19;
N5(i+1)=(teta*Blamda3*N5(i))/(Blamda3*N5(i)+((1-Blamda3)*N5(i)+(teta*Blamda3-N5(i)) *exp(-
k*Blamda3*tau))*exp(-k*(1-tau)));
N6(i+1)=(teta*Blamda3*N6(i))/(Blamda3*N6(i)+((1-Blamda3)*N6(i)+(teta*Blamda3-N6(i)) *exp(-
k*Blamda3*tau))*exp(-k*(1-tau)));

end

for i=1:20

x()=i;

end

subplot(3,1,3);

hold on
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plot(x,N5,'0")

plot(x,N6,'rx")

ylabel('N_n")

xlabel('ilacin artis miktari, n')
hold off

SEKIL 3.7

teta=1,

mu=1;

k=1;

tau=0.5;
alfa=0:0.03125:2.5;
b1=1-(mu*(alfa./k));
al=-k*(1-tau);
a2=-k*b1*tau;
a3=exp(al);
ad=exp(a2);
ab=a3*a4;

a6=1-a5;

fori=1:81
a7(i)=teta*b1(i)*a6(i);
a8(i)=b1(i)+(1-b1(i))*a3-a5(i);
a9(i)=a7(i)./a8(i);

end

hold on

axis([02.501])
plot(alfa,a9)

% title((GRAFIK 4.5")
xlabel('Tla¢ dozaji, a_x")
ylabel('Hiicre Sayisi, N x')
hold off
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