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I kapali bir aralik olmak iizere Lz(l ) izerinde k c¢ekirdekli 7, integral operatorii
Tf(s)= [k(s)f (e (L (I),s€D
1

seklinde tanimlidir.

Bu tezde bazi 6zel c¢ekirdekli integral operatorlerin pozitif ve negatif Ozdeger sayilar
bulunmus ve bu 6zdegerler yaklasik olarak hesaplanmistir. Bolim 1 ve Boliim 2 iginde
gerekli hazirlik bilgileri verilmistir. Bolim 3 icinde rasyonel ve analitik cekirdekli bazi
integral operatorlerin pozitif ve negatif 6zdeger sayilar teorik olarak bulunmustur. Boliim 4’

de belirli niimerik yontemler kullanilarak rasyonel ve analitik cekirdekli bazi integral

operatorlerin 6zdegerleri yaklasik olarak hesaplanmistir.
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For a closed interval I, let 7, be the integral operator on I? (I ) with kernel k ;
Tfs)= [Kk(s.t)f ()t (FeL(I)s€D.
1

In this thesis, the numbers of positive and negative eigenvalues of integral operators with

some special kernels are found and these eigenvalues are calculated approximately.

In Chapter 1 and Chapter 2, we give the necessary preliminary results for the thesis. In
Chapter 3, the numbers of positive and negative eigenvalues of some integral operators with
rational and analytic kernels are found theoretically. In Chapter 4, the eigenvalues of some
integral operators with rational and analytic kernels are calculated approximately by using

certain numerical methods.
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BOLUM 1

GIRIS

Bu boliimde tez boyunca gerekli olan bazi temel tanim ve teoremler verilecektir. Bu
kisimda Young (1990), Reddy (1998), Robert (1998), Soykan (2012) kaynaklarindan yarar-

lanilmigtar.

1.1 NOTASYON VE HAZIRLIK BiLGILERI

Tanim 1.1.1 V' bir vektor uzayr, ve M C V' bos olmayan bir kiime olsun.

(1) M kimesinin biitin sonlu alt kiimelerinin, lineer birlesimlerinin tamamunin kiimesine
M nin gereni (spani) denir ve SpM ile gosterilir.

(ii) Eger M lineer bagimsiz ve SpM =V ise M ye V uzayiman bir tabani denir.

(iii) V sonlu bir tabana sahip ise, V uzayina sonlu boyutludur denir ve eger bu tabanin
eleman sayisy k ise dimV = k olarak yazilir. Eger V' boyle sonlu bir tabana sahip degil

1se, V' uzayina sonsuz boyutludur denir.

Tanim 1.1.2 V ve W ayna F' skaler cismi tizerinde vektor uzaylary olsun. Bir T :V — W

dondigimii her o, B € F ve x,y € V i¢in
T (ax + By) = oT (x) + BT (y)
ozelligini saglarsa veya buna denk olarak VYoo € F ve x,y € V i¢in

T(x+y) = T(x)+T(y)

T(ax) = ol (x)
ozelligini saglarsa T’ ye bir lineer dontisiim denir.
Tanim 1.1.3 V' bir vektor uzayr ve T € L (V) olsun. Bir a € I skaleri i¢in

T(x) = A\x



denkleminin sifirdan farklh x € V' ¢oziimiine sahip ise X ya T nin bir ozdegeri denir ve

sifirdan farkl boyle bir x ¢ozimiine 6zvektor ady verilir.
Ker (T —MN)={zeV :Te=Mx}CV
altuzayina ozuzay denir.

Tamim 1.1.4 V,W wvektor uzaylar ve T € L(V, W) olsun.

(1) T nin gorinti kimesi ImT = T(V') dir ve T nin ranks r(T) = dim(Im T sayssidor.
(i) T nin kerneli (¢ekirdegi)

KerT ={z €V :T(z) =0} =T '({0})

dir ve T nin sifirbilige n(t) = dim(Ker T') saysider. r(T) ranks ve n(T) sifirlilige oo
degerine sahip olabilir.
(iii) Eger r(T') sonlu ise T' sonlu ranka sahiptir denir; yani sonlu ranka sahip lineer bir

operator gorinti kiimesi sonlu boyutlu olan bir lineer operatordiir.

Tanmim 1.1.5 H ve K kompleks Hilbert uzaylars ve T € B(H, K) olsun. Her x € H wve
hery € K i¢cin

(Tz,y) = (z,T"y)
olacak sekilde bir tek T* € B(K, H) operatori vardur.

Tamim 1.1.6 H ve K kompleks Hilbert uzaylarr ve T € B(H,K) ise o zaman Tanim

1.1.5 i¢inde elde edilen T* operatorine T nin adjointi denir.
Tanim 1.1.7 1 <p < oo ve (X, X, u) bir dlgim uzayr olmak tzere LP(X) uzay
1
LP(X) = {f . f élgiilebilirdir ve (/ IfI? d,u) < oo}
X
ile tanimlanmaktadar.
Tanim 1.1.8 H bir kompleks Hilbert uzayr ve T € B(H) olsun. Eger
T =TT=1

1se T' operatoriine uniter operator denir.



Tanmim 1.1.9 X ve Y normlu uzaylar ve T € L(X,Y) bir lineer doniigim olsun. Eger
X i¢indeki her simrl (x,) dizisi i¢in'Y i¢indeki (Tx,) dizisi yakinsak bir alt diziye sahip

1se T ye kompakttir denir.

Teorem 1.1.10 H bir Hilbert uzayr ve T € B(H) ise o zaman T kompakttur ancak ve
ancak T kompakttur.

1.2 FREDHOLM iNTEGRAL DENKLEMLERIi

Aup =1{(s,t) :a < s,t <b} = [a,b] x [a,b] C R?

kiimesi, R? diizlemi icinde bir karedir.

k: A, — C olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Herhangi bir u € L?[a, b] i¢in

b
f(s):/ k(s,t)u(t)dt (1.1)

ile bir f : [a,b] — C fonksiyonu tanimlanmaktadir. f fonksiyonu bilinen ve u da bilin-
meyen olarak kabul edilir ise o zaman (1.1) formundaki denkleme birinci tipten Fredholm
integral denklemi adi verilir.

Benzer sekilde 0 # p1 € C olmak {izere

F(s) = u(s) — M/ k(s, £)u(t)dt s € [a,b] (1.2)

formundaki integral denklemine ikinci tipten Fredholm integral denklemi adi verilir. Bu-
rada k ya denklemin cekirdegi denir. Bu, lineer bir operatoriin sifir uzayimi gostermek

i¢in kullanilan ¢ekirdek teriminin farkli bir kullanimidir.

b
Tu(s):/ k(s,t)u(t)dt (1.3)

ile tammmh 7' : L?[a,b] — L?[a,b] operatoriine bir (k g¢ekirdekli ya da k gekirdeginin
iirettigi) Fredholm integral operatorii veya kisaca bir integral operator adi verilir. Aym

zamanda, (1.1) denklemi operatér formunda

Tu=f (1.4)
veya
(I - uT)u=f (15)

olarak yazilabilir.



Tamim 1.2.1 V' bir vektor uzayr olsun ve T € L (V) olsun. Bir u € F skaleri igin
v — pTv = 0 denklemini sifirdan farkl bir v € V ¢éziimiine sahip ise bu p ye T nin
bir karakteristik degeri denir ve bu denklemin sifirdan farklh her v € 'V ¢oziimiine p

karakteristik degerine kargilik gelen karakteristik vektor ady verilir.

Bu tanimdan herhangi bir 7T icin
(i) # = 0 noktasi 7" nin bir karakteristik degeri olamaz

(ii) p # 0, T nin bir karakteristik degeridir ancak ve ancak A = !, T nin bir 6zdegeridir.

Teorem 1.2.2 T, k (s,t) ¢ekirdekli bir kompakt integral operatorii olsun. Sabitledigimiz
herhangi bir p € C igin ikinci tipten (1.2) Fredholm integral denklemi Fredholm alternat-

ifini saglar. Yani;

(i) p, T nin bir karakteristik degeri degildir ve denklem verilen her bir f € L?[a,b] igin
bir tek u € L? [a, b] ¢bziimiine sahiptir.

(ii) g, T nin bir karakteristik degeridir ve (1.5) ifadesine kargilik gelen homojen denklem
sifirdan farkl ¢oziimlere sahiptir ve bununla birlikte homojen olmayan denklem ¢oziimlere
sahiptir ancak ve ancak Ker (I — uT™) altuzayna ortogonaldir.

Ustteki teoremdeki (i) ve (ii) yi daha detayh olarak yazarsak;

(i) v — uTv = 0 denklemi sifirdan farkh bir v € L? [a, b] ¢bziimiine sahip degildir ve her
bir f € L?[a,b] igin

f(s)=u(s) — u/ k(s t)u(t)dt s € [a,b] (1.6)

integral denklemi bir tek u € L? [a, ] ¢6ziimiine sahiptir.
(ii) v — pTv = 0 denklemi sifirdan farkh bir v € L?[a, ] ¢oziimiine sahiptir ve ayrica

homojen

b
0=u(s)— u/ E(s,t)u(t)dt s € [a,b]

denklemi sifirdan farkli v € L? [a, b] ¢bziimlerine sahiptir ve bu durumda homojen olmayan

olmayan (1.6) denklemi ¢oziimlere sahiptir ancak ve ancak

0= (s)— n/ R(E, s)o(t)dt s € ol

yi saglayan her v € L? [a, b] i¢in

/bf@)Wdt:o

olur.



Sonug 1.2.3 k(s,t) bir L? cekirdegi ise k mn direttigi integral operatori T ise o zaman
herhangi bir p € C i¢in tkince tipten bir Fredholm integral denklemi Fredholm alternatifini

saglar.

Tanim 1.2.4 Agik bir E C C? kiimesi i¢in (z,w) € E oldugunda (w, z) € E oluyor ise E
ye simetrik kiime denir. E tizerinde tanimly kompleks degerli bir k fonksiyonu asagidaki

ozellikleri saglar ise, E tizerinde bir simetrik analitik ¢cekirdek olarak istmlendirilir;

(i) k, E iizerinde siireklidir.
(ii) Her (z,w) € E ig¢in k (z,w) = k (w, z) dir.

(iii) %k, E nin tiim noktalarinda birinci degiskene gore analitiktir.

Tanim 1.2.5 [a,b] X [a,b] dzerinde tanvml kompleks degerli ol¢ilebilir bir k fonksiyonu

eger
b b
/ / (s, £)|? dsdt < oo
ozelliging saglar ise, o zaman k ya bir L* cekirdegi ady verilir.
Tanim 1.2.6 £ : [a,b] X [a,b] — C bir L? ¢ekirdegi olsun. Yani

b b
//\k(s,t)]2dsdt<oo

saglansin. O zaman

Tu(s):/ k(s,t)u(t)dt

ile tanaml T : L?[a, b] — L?[a, b] operatori bir Hilbert-Schmidt operatiriidiir ve bu nedenle

kompakttar.
Teorem 1.2.7

Tu(s) = / (s, u(t)dt

ile verilen L* ¢ekirdekli T : L*[a,b] — L?[a,b] operatérinin T* : L*[a,b] — L*[a,b]

adjointi her v € L*[a,b] icin

T*o(s) = / R s)o(t)dt

formiilii ile verilir.



Teorem 1.2.7 den T*, cekirdegi k(t, s) olan bir integral operatordiir. Ayrica, T* nin L2

gekirdekli bir operator oldugu goriiliir.

Tanim 1.2.8 [ = [a,b], —00 < a < b < +00 olmak dizere k : I x I — C odlgiilebilir

fonksiyonu

//|l<:(s,t)|2dsdt< 00
1)1

kosulunu saglasin. Béylece k ¢ekirdekli Ty : L*(I) — L*(I) integral operatorii

Tif(s) = / k(s £)£(1)dt

I

olarak tanwmlanwr. Ty kompakttir ve 17 nan T} adjointi

k*(t,s) = k(s,t)
olmak tizere k* ¢ekirdekli bir integral operatéridiir.

Eger

k(t,s) = k(s,t

~—

ise k ya hermisyendir denir. Ozel olarak k reel-degerli ve hermisyen, yani k(s,t) = k(t, s)
ise k ya simetriktir denir. Bu durumda 77 bir self-adjoint operatordiir. Hangi I araliginda

caligtigimiz acik ise T yerine kisaca T yazariz.

Tanim 1.2.9 T kompleks bir (H,(.,.)) Hilbert uzay: tzerinde sinarl bir simetrik lineer
operator olsun. Buna gore her f € H igin eger (T'f, f) > 0 ise T pozitiftir denir ve T > 0
olarak yazlir. Genel olarak, T" ve S, 'H tizerinde tki sinirly simetrik lineer operator olmak
tzere eger T'— S > 0 ise T' > S denir. Eger =T > 0 ise T' operatoriine negatiftir denir

ve T' < 0 olarak yazilir.

Tanim 1.2.10 Bir H Hilbert uzay tizerinde tanwmly simetrik bir T' operatori eger pozitif

ve birebir ise kesinlikle pozitif olarak adlandirilir ve T > 0 olarak yazilir.

Tanim 1.2.11 Eger T ve S bir H Hilbert uzay tizerinde kompakt pozitif operatérler ve
T > S ise S kesin pozitif oldugunda T kesin pozitiftir.

Tanim 1.2.12 Eger I, I x I C E olacak sekilde (sinarl) kapaly bir reel aralik ise I, k igin
kabul edilebilir olarak adlandvrlir. Bu durumda k cekirdekli T integral operatéri, L?(I)

tizerinde kompakt ve simetriktir.



BOLUM 2
ON BILGILER
2.1 TEMEL ESASLAR

T, bir H Hilbert uzay1 tizerinde simetrik k ¢ekirdekli herhangi bir integral operatorii olsun.
k i¢in kabul edilebilir tiim araliklarin kiimesini gostermek igin Ad(k), 7" nin (kesinlikle)
pozitif 6zdegerlerinin sayisi igin Nt (k, I), T nin negatif 6zdegerlerinin sayisi i¢cin N~ (k, I)

notasyonlarini kullanacagiz. I araliginin belli oldugu durumda kisaca
Nt (k,I)=N*T(T) ve N (k,I) = N~ (T)
yazariz. Kompakt simetrik T" operatoriiniin pozitif 6zdegerleri

M (T) 2 X (T) 2 A (T) > -+

azalan siralamasi iginde kathiliklari tekrar etmek tizere (X! (7)) ile gosterilir ve kompakt

simetrik 7' operatoriiniin negatif tzdegerleri

artan siralama icinde kathiliklar: tekrar etmek {izere ()\; (T)) ile gosterilir.

Onerme 2.1.1 H ve H, Hilbert uzaylart ve T : H — Hy kompakt bir lineer operatir

olsun. Bu durumda f € H i¢in

Tf=> su(T){f )0,

formunda T igin bir genisleme vardwr (Little 1987). Burada (v,,), H i¢inde ortonormal
bir dizidir ve (¢,,), Hi i¢inde bir ortonormal dizidir ve (s,(T")) sifira azalarak yaklasan
negatif olmayan bir reel saylar dizisidir ve T' nin yaklagim (approximation) sayilar: olarak

adlandvrilir. ' H = Hy ve T nin pozitif oldugu durumda s, ler T nin o6zdegerleridir.



Uyar 2.1.2

(1) Eger T bir H Hilbert uzay: iizerinde kesinlikle pozitif kompakt lineer bir operator ise,
o zaman ranT = H ve boylece N*(T) = dim H olur. Ozellikle bir I araligi icin eger
H = L*(I) ise N*(T) = oo dir.

(ii) Eger T ve S bir H Hilbert uzay: iizerinde kompakt pozitif operatorler ve T' > S ise
S kesinlikle pozitif oldugunda T kesinlikle pozitiftir.

Bir ‘H Hilbert uzay: tizerinde tanimh herhangi bir kompakt simetrik 7' operatoriiniin
ozdegerleri Courant-Weyl formiilleri kullanilarak belirlenebilir (Riesz and Sz-Nagy 1955).

A(T) = sup inf (TFf,f),

|E|=n fEE I f]=1

M(T) = inf sup (Tf, f).

| B4 |=n—1 feE,| flI=1

Her bir formiilde F, H nin bir alt uzaym gosterir ve £ nin boyutu |E| dir. Eger T" sonlu
N sayida pozitif czdegerlere sahip ise o zaman n > N icin her bir formiiliin sag tarafi
sifir olur ve formiiller her n > 1 i¢in gegerli olacak sekilde n > N i¢in A\ (T) = 0 seklinde
tanimlanabilir. A (7") nin belirlenmesi i¢in formiillerde 7" yi —7T" ile degistirebiliriz. Bu,
her iki durumda da sup ve inf in kendi aralarinda yer degistirmelerini verir. Pozitif
ozdegerlerinin sayisi sonlu M > 0 ve negatif 6zdegerlerinin sayisi sonlu N > 0 olan bir

kompakt simetrik operator A ise sirasiyla

Noar(T 4+ A) < AL(T) ve Ay (T + A) > A (T) (2.1)
ve bu nedenle

NH(T+A) <N(T)+ NT(A)ve N (T+A) < N (T)+ N~ (A) (2.2)

yazabiliriz (Riesz 1955). Eger T' > 0 ise ve A nin N tane negatif 6zdegeri var ise o zaman

n > N igin
Ain(T) S AT+ A) < AT y(T) (2.3)

olur. Ozellikle, eger T > 0 ve bu nedenle N~ (T') = 0 ise N~ (T + A) < Nolur.

Eger M : 'H — H; stirekli bir lineer operator ise

Ar (MTM*) < || M|* X3(T) (2.4)



olur ve M terslenebilir ise

1 *
R () S AT < IMIP AT (2.5)

olur. Bu durumda N*(MTM*) = N*(T) bulunur (Little 1992). Uniter bir U : H — H;

operatorii i¢in (2.5) uygulanir ise
ANH(T) = N(UTU) (2.6)
elde edilir.

Onerme 2.1.3 T, bir H Hilbert uzay tizerinde kompakt, simetrik bir operatér ve N bir
pozitif tamsayr olsun.

(i) T en az N pozitif 6zdegere sahiptir ancak ve ancak her f € E i¢in

(Tf, ) >d|f|?

olacak sekilde N boyutlu bir E C 'H alt uzayr ve 6 > 0 vardar.

(ii) T en az N pozitif 6zdegere sahiptir ancak ve ancak sifirdan farkly her f € E igin

(T'f, f)>0

olacak sekilde N boyutlu bir E C 'H alt uzay: varder.
(iit) Eger Hy bir Hilbert uzay, ve M : Hy — H sirekli bir lineer operator ise Hy fiz-
erindeki kompakt simetrik M* T M operatori icin

NY(M*TM) < N*(T)

esitsizligr saglanar.

(iv) Eger M nin gorinti kiimesi H i¢inde yogun ise
N*(M*TM) = N*(T)
egitligi saglanwr (Little 1992).

Teorem 2.1.4 (Mercer Teoremsi) I (simirl) kapal bir aralhk olmak iizere k(s,t), L*(I)
tizerinde tanwmly bir pozitif integral operatoriniin ¢ekirdegi olsun ve k(s,t) nin I x I

tizerinde stirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda, ézvektorlerin bir ortonormal dizisi



(9;), bu dzvektorlere karsilik gelen ozdegerlerin dizisi (N\;) ve yakinsaklik mutlak ve diizgiin

anlamda olmak tizere, s,t € I i¢in

B(s,1) = D Nidi(5)9,(0)
dir (Riesz 1955).

Sonug 2.1.5 T, L*(I) idizerinde (I kapal ve sinarly), siirekli bir k(s,t) cekirdekli, pozitif

bir integral operatori olsun. Bu durumda s € I igin k(s,s) > 0 dur.

Simdi 7" operatoriiniin negatif ve pozitif vzdeger sayisi ile ilgili agagidaki teoremi verelim.
Teorem 2.1.6 p > 0 olmak tizere I = [—p, p| olsun ve k man, I x I tizerinde s,t € I igin
k(s,t) = k(—s,—t)

esitligini saglayacak sekilde stirekli bir simetrik cekirdek oldugunu varsayalim. Eger T,

L3(I) dizerinde k ya karsilik gelen integral operatorii ise o zaman

(i) L2(I) ve LX(I), T nin degismeyen alt uzaylandir (7' (L3(I)) C L(I) ve T (L3(I)) C
12(1).

(ii) Eger T. : L2(I) — LA*(I), T nin L%(I) ya kisitlamgi ise, T., L*(0,p) iizerinde
g € L*(0,p), 0<s<pigin

Tyg(s) = / ((s.1) + k(s —1))g ()t

ile verilen 7', integral operatoriine uniter olarak denktir.
(iii) Eger T, : L2(I) — L2(I), T nin L3(I) ya kisitlams1 ise, T,, L*(0,p) iizerinde
g€ L*(0,p), 0<s < pigin

7-9(5) = [ (k(s.0) — his. ~)g(t)
0
ile verilen 7" integral operatoriine uniter olarak denktir.
Uyar1 2.1.7 Eger T, > 0 ve T, <0 ise
N*(T) = N*(T.) ve N~(T) = N~(T,)
olur.
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2.2 G.LITTLE TEOREMLERI

Teorem 2.2.1 (Degismezlik Teoremi) k, simetrik bir E C C? bélgesi iizerinde,
simetrik analitik bir cekirdek olsun. FEger I ve J, k i¢in kabul edilebilir kapali aralik-

lar ve INJ # @ ise
NT(k,I) = N*(k,J) ve N~ (k,I) = N~ (k,J)

olur. Diger bir deyisle I ve J boyle iki aralik ise T; ve Ty aymi sayrda pozitif ve negatif
ozdegerlere sahiptir (Little 1992).

G.Little, belirli ayrik I, J araliklarinin durumunuda dahil etmek i¢in bu teoremi genislet-

mistir. Ik olarak, asagida verildigi gibi bir diyagonal noktay: tammlamistir.

Tamim 2.2.2 k ban E C C? bélgesinde simetrik analitik bir cekirdek olsun. Bir a € R

noktas i¢in eger (a,a) € E ise bu a noktasina k nan bir diyagonal noktasy denir.

G. Little, a diyagonal noktasim kapsayan k i¢in herhangi kabul edilebilir kapali bir aralik

I olmak tizere bdyle bir a noktasi igin
Nt (k,a) = N*(k,I)

tanimini yapmugtir ve benzer gekilde N~ (k, a) y1 tamimlamigtir. Teorem 2.2.1 den N (k, a)

ve N~ (k,a) iyi-tammhdir.

Teorem 2.2.3 a < b olmak tizere a ve b simetrik analitik bir k cekirdeginin diyagonal
noktalary olsunlar. Eger [a,b] kapal araligindaki her nokta k nin bir diyagonal noktas

N*(k,a) = N*(k,b) ve N~ (k,a) = N~ (k,b)

dir (Little 1992).

Simdi A, C igindeki agik birim disk olmak iizere, k, F = A x A {izerinde simetrik
analitik bir ¢ekirdek olsun. [—1,1] iginde herhangi bir nokta k& nmin diyagonal bir noktasi

oldugundan asagidaki sonuca ulasilir.
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Sonug 2.2.4 k ¢ekirdegi, A x A dzerinde bir simetrik analitik cekirdek olsun. Eger k

wein I ve J kabul edilebilir kapaly araliklar ise
N*(k,I) = N*(k,J) ve N~ (k,I) = N~ (k,J)
olur (Little 1992).

Tanim 2.2.5 T ve L, [ X1 iizerinde siraswyla k vel ¢ekirdekleri ile tanwmly L? (I) dizerinde
ki integral operatéori olsun. T > 0 oldugunda T nin pozitif taniml oldugunu séyleyecegiz
ve k(s,t) >0 notasyonunu kullanacagiz ve daima s,t € I oldugunu anlayacagiz. Genel

olarak T > L olduju zaman k (s,t) > (s, t) yazacajiz (Little 1992).
2.3 DENKLIKLER

¥, I = [a,b] kapali aralig1 iizerinde reel degerli siirekli bir fonksiyon olsun ve ¢ = ¢(a) ve
d = 1(b) olmak iizere J = [¢, d] olsun. ¥ nin kesin pozitif oldugunu ve I nin 7° i¢ bolgesi

tizerinde siirekli tiireve sahip oldugunu varsayalim. O zaman g € L*(J), s € I igin

Ug(s) = g (¥ (s)) (&'(s))"/?

ile tammli U : L?(J) — L?*(I) operatorii L?(J) yi L*(I) iizerine (érten) doniigtiiren bir
uniter operatordiir ve tersi olan U~' = U* benzer gekilde (¢~ yardimu ile) h € L*(I),
t € Jigin

1/2

Uth(t) =k (7 1) (7))

ile tamimhdir. T, L?(J) tizerinde k(s, t) ¢ekirdekli bir integral operatorii ise bu durumda

her f € L*(I) igin UT;U*f (s) yi bulmaya galigalim.

Tf(s)= /k(s,t)f(t)dt
oldugundan

. Y 1/2
1,0 (5) = [bls.007 (67 0) ((071) )
olur. Buradan

UT,U*f (s) = / ()2 (), ) L ()Y (02
_ / W)Y (6 (s), 06 (1) o (8)2 f ()t
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elde edilir. Boylece UT;U* := )Ty operatorii L? (I) {izerinde

k(s t) =0 () Pk (W (s), 0 () ¢ (1)

¢ekirdekli bir integral operatoriidiir ve bu nedenle T; ve ¢/T; tamamen ayni 6zdegerlere

sahiptir.

Tamim 2.3.1 T, L*(J) tizerinde k cekirdekli integral operatérii ve T, L* (I) tizerinde

k' cekirdekli integral operatori olsun.
(i) Stirekli ve terslenebilir lineer bir M : L? (J) — L? (I) operatérii igin
T = MTM* (2.7)

ise T' integral operatoriin 7" integral operatoériine simetrik olarak denktir (ya da kisaca
simetrik denktir) deriz.

(ii) Eger (2.7) icindeki M uniter bir operatdr ise T operatoriiniin 7" integral operatoriine
uniter olarak denk (ya da kisaca uniter denk) oldugunu soyleriz.

(iii)

T =T (2.8)

olacak sekilde 1 (I) = J ve [ iizerinde 1" > 0 olmak iizere yukaridaki gibi reel degerli bir
1 : I — J fonksiyonu mevcut ise 7" integral operatorii 1" integral operatoriine uzamsal

olarak denktir (ya da kisaca uzamsal denktir) deriz ve "= T" ile gosteririz. Yani
K =k (2.9)
olur.

Onerme 2.3.2

(i) Eger T operatorii T' operatoriine uniter denk ise A= (7)) = X (T7) olur.
(ii) Eger T operatorii 7" operatoriine simetrik denk ise A* (T) ~ AF (T") olur ve 6zel

olarak
N*(T) = N*(T")
dir.
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Onerme 2.3.3 S, T swaswla L? (1) iizerinde

1 1
q(s,t) q(s,t) —r(s,t)

cekirdeklt simetrik integral operatorler ve

(i) ¢ ve r gekirdekleri I x I iizerinde stirekli,

(ii) I x I tizerinde q (s,t) = q(t,s), r (s,t) =r(t,s),
(iii) I x [ tizerinde |r (s,t)| < q(s,t) olsun.
Eger I iizerinde S pozitif operator ve r pozitif tanimhi ¢ekirdek ise o zaman T' pozitif

operatordiir ve S < T dir. Ayrica
rankT > rankS

dir ve her n > 0 i¢in

0 <A (5) <A (T)

dir (Abbas 1997).

Onerme 2.3.4 T operatorii L*(I) dizerinde

1

ko(s, 1) = T’

s,tel
cekirdekli integral operator olsun. —1 < a < b < 1 olmak tizere I = [a,b] ise bu durumda
N*(ko,I) = 00 ve N (ko,I) =0

olur. I € Ad(ko) verildiginde L*(I) dizerinde tanwml ko cekirdekli integral operatdrii Tor

ile gosterilmektedir. Benzer gekilde

1

ki(s,t) = Tsr

s,t el

olarak tammlansin. I € Ad(ky) verildiginde L*(I) dizerinde ky cekirdekli integral oper-

atortd Ty ile gosterilmektedir. Ayrica
Nt (ky,I) =00 ve N~ (ky,I) = o0
olur (Abbas 1997).
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Onerme 2.3.5

1

k(s,t) = ————
(0= =7
olsun ve A > max {a2, ﬁQ} olmak dizere I = [a, 8] olsun. T, L*(I) iizerinde k ya karsihk
gelen integral operatéori olsun. Bu durumda T > 0 vey > 0 i¢in NT(T) = oo olur (Abbas

1997).

Onerme 2.3.6 I € Ad (k) olmak iizere T integral operatorii L*(I) dizerinde

1

k(s,t) =
(5,2) a+b(s+t)+cst

cekirdekly bir integral operatorii olsun.

p(s,t)=a+0b(s+t)+ecst

olsun. Bu durumda

(i) v* = ac ise 0 zaman 7,6 € R ve A = ad — 7 =0 olur. Bu durumda
a+b(s+t)+cst=ce(ys+96)(yt+9)

yazilabilir. Dolayisiyla

1

ks t) = c(v5 + 0)(7t + 9)

olur. Bu 1 rankli pozitif bir ¢ekirdektir. Bu nedenle
Nt (T)=1ve N~ (T)=0

olur.

(ii) b > ac ise 0 zaman v,6,a, 3 € R ve A = ad — 37 > 0 olur. Bu durumda
a+b(s+1t)+cst=(ys+9)(vt+9)— (as+ ) (ot + )

olur. Dolayisiyla

k(s t) = L !
(s, ) (s ) (vt +6) — (as + ) (ot + )

olur. Bu durumda

Nt (T)=ccve N (T)=0
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olur.

(iii) v* < ac ise 0 zaman 7,6, a, 3 € R ve A = ad — 3y < 0 olur. Bu durumda
a+b(s+1t)+est=c[(ys+0)(yt+06) + (as+ B) (at + B)]

olur. Dolayisiyla

k(s ) = —— — :
" qlsit)  el(ys+0) (vt +6) + (s + B) (at + B)]

olur. Bu durumda
Nt (T)=o0ccve N~ (T) = o0
olur (Abbas 1997).

Onerme 2.3.7 ~ pozitif bir tam say, ¢ sabit olmayan polinom olmak izere

1
(p(s)+e(t)

k(s t) =
olsun.

infp(s) =0 >0

sel

olacak sekilde I kapaly bir aralik olmak iizere L*(I) dizerinde k ya karsihk gelen integral
operatori T olsun. Bu durumda N*(T) = oo olmak tizere I € Ad(k) ve T > 0 olur
(Abbas 1997).
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BOLUM 3
ANALITIK CEKIRDEKLI INTEGRAL OPERATORLER

Bu boliimde rasyonel ¢ekirdekli bazi integral operatorlerin 6zdeger sayilarinin bulunmasi

ile ilgili onermeler verilecektir.

3.1 RASYONEL CEKIiRDEKLI INTEGRAL OPERATORLERIN OZDEGER
SAYILARI

Onerme 3.1.1 a,b,¢c,d,e, f € R

1
k(s,t) =
) = T G D T oot T A2+ ) T et (s 7 1) 1 F (5209)
olsun ve p > 0, I € Ad (k) v saglayacak kadar kii¢iik olmak tizere I = [—p, p| simetrik

aralgim g6z oniine alalvm. T, L? (I) tizerinde k ya karsihk gelen integral operatorii olsun.

Bu durumda baz ézel durumlarda NT (T) = oo olur.

Ispat. ¢ (s,t) polinomu

a+b(s+t)+est+d(s*+1°) +est(s+t)+ f(s*)

formunda bir polinom olsun. A\ herhangi bir reel say1 olsun. ¢, polinomunu
0 (s,t) =q(s = At =A)

seklinde ¢ polinomunun A kadar 6telenmesi olarak tanimlayalim. Boylece bazi A, B,C, D € R

ve

A = a—2bA+ A (42d +e) — 2f\°
B = b—ch—2d\+3eX? —2)*f
C = c—4de+4f)\?

D = d—el+ f)\
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olmak {izere
o (s,t) = gq(s—At—2A)
= A+ B(s+1t)+Cst+D (s +t°) +st(s+1t)(e—2f\) + [ (s°t?)
olur. Ozel olarak e = 2f\ secelim. Bu durumda yeni cekirdegimiz
A+ B(s+1t)+ Cst+ D (s* +t°) + f (s**)

olur. Simdi 7', L? (I) {izerinde
1
q(s:1)
gekirdekli bir integral operatorii olsun ve I araligi k (s,t) cekirdegi igin kabul edilebilir

k(s,t) =

bir aralik olsun. Iy = I 4+ X olmak iizere 0 € I, olacak sekilde A reel sayisi segelim. Simdi

¥ (s) = s — Aile tanimli ¢ : [, — I fonksiyonu segelim. Bu durumda

Uk (s,t) = ¥ ()T k(1 (s),0 ()Y (1)

N

1
EICIORIO)
1
- qg(s—=MNt—N\)

olur. Boylece uzamsal denklikten

NE(UT) = M (T)

olur. I, x I, iizerinde paydamiz sifirdan farklidir. Ciinkii

I € Ad(k) <= (I + \) € Ad (Vk)

olur. Bundan dolay:1 genellik kaybolmaksizin g, (s,¢) > 0 oldugunu varsayabiliriz. Bu
A > 0 olmasim gerektirir. Ayrica gekirdegimizi A kadar otelememize ragmen f reel
sayist sabit kalmigtir. Bu durumda f = +1 gibi diisiiniilebilir. Simdi elde ettigimiz

bu cekirdegimizin 6zdeger sayisin incelemeye calisalim. Ozel olarak ¢ < 0 ve f = —1

durumunu inceleyelim. Bu durumda

cp(u):%+bu+du2

olmak tizere

|
k(s,t) =
(50 = G Tl £ d(2 1 B — 5
1
- 7a a
(5 + bs + d82) + (5 + bt + dt2) + cst — s%t?

1
@ (s) + ¢ (s) + cst — s%t2
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olur. s%t? pozitif taniml oldugundan Onerme 2.3.3 kullanilarak

B(st) = 1
Y= @ (s) + ¢ (s) + cst — s2t2
. 1
> =1[(s,t
~ o(s)+@(s)+cest S
olur. Simdi

p(s;t) = ¢(s)+e(s)

r(s,t) = |c|st

olarak alinirsa

1

Hs:) :p(s,t)—r(s,t)

olur. Simdi 0 € J C I sartim saglayan herhangi bir J araligi i¢in L operatorii L (J)

iizerinde [ (s,t) gekirdekli bir integral operatérii olmak iizere
N* (k1) = N* (1, J)

olur. 0 = r(0,0) < a = p(0,0) oldugundan dolay1 J x J iizerinde |r (s,t)| < p(s,t)
olacak gekilde J araliginin yeterince kiigiik oldugunu siireklilikten dolay1 varsayabiliriz.

Bu nedenle Onerme 2.3.3 kullanilarak

1

p(s,t) —r(s,t)
1

p(s,1)

bulunur. Baylece Onerme 2.3.7 den N* (T) = oo olur. m

[(s,t) =

Onerme 3.1.2 a,b,c € R ve a > 0 olmak izere

1
k(s t) =
(5,2) a+ bst + c(s* + t4)
olsun ve p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kiigiik olmak tizere I = [—p, p| simetrik

araligina goz ondine alalvm. T, L* (I) dizerinde k ya karsihk gelen integral operatiri olsun.

Bu durumda
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Ispat. ¢ = 0 icin Abbas (1992) calismalarmdan
Nt (T)=N"(T) =

oldugunu biliyoruz.

¢ # 0 i¢in

1
a+ bst 4 ¢ (s* 4+ t*)

k(—s,—t)= =k (s,t)

oldugu agiktir. Bu nedenle Teorem 2.1.6 dan dolay1 L? (I) ve L2 (I), T nin degigmez alt

uzaylaridir ve

ke (s, t) = = [k (s,t) + k(s,—t)]

N —

cekirdekli T, : L2 (I) — L2 (I) ve

ko (s,t) = = [k (s,t) — k (s, —1)]

1
2
gekirdekli T, : L2(I) — L2 (I) operatorlerini ele alarak T' = T, + T, yazlabilir. Simdi

Onerme 2.3.3 kullanilarak

ke (s,t) = [k (s,t) + k (s, —t)]

1 1
[a+bst+c(s4+t4)+a—bst+c(s4+t4)}
[ 2(a+c(s*+ 1)) ]

(a+ c(st+ 1)) — b2s2t2
1

NI~ NI~ N~

b2 st?
a+c(st+t4)
=1(s,t)

(a+c(s*+1t4)) —

1
a+c(st+t4)

Ve

olur. L, L*(I) iizerinde [ ye karsilik gelen integral operatorii olsun. v =1 ve

¢ (u) = S
2
olmak tizere Onerme 2.3.7 den N* (L) = oo olmak {izere L > 0 olur. Bu nedenle

N*(T.) = 0o olmak iizere T, > 0 olur.
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Simdi 7" = —T, ve k' = —k, olsun. Boylece

1
K (87t) = 5 [k (Sa _t) —k (5>t)]
1 1 1
2 atc(stHtt) —bst  a+c(st+th)+bst
1 [ 20st }
2 | (a+c(st414))? — b2s2¢2
B bst
(a4 (st +14)° — b2s22
olur.

p(s,t) = (a+c(s*+ t4))2 — b?s%t?
olmak tizere

[(s,t) =

p(s,1)

olsun. L, L?(I) tizerinde [ ye karsilhk gelen integral operatorii olsun. Onerme 2.3.3

kullanilarak

1
(a+ c(s* +14))* — b2s22
1
(a+ c(s* +t4))?

[(s,t) =

>

olur. Boylece v = 2 ve

gp(u):g+cu4

olmak tizere Onerme 2.3.7 den N* (L) = oo olmak iizere L > 0 olur. Simdi
Mf(s) = Vbsf (s)

ile tanimli carpim operatorii M olsun. Boylece M LM = T olur. Onerme 2.3.2 den dolay1
T'>0ve Nt (T") = N* (L) = oo bulunur. 77 = —T, oldugu i¢in T, < 0 ve N~ (T,) = o

olur. m

Onerme 3.1.3 a,b € R ve hepsi aym anda 0 olmamak sartiyla

1

(s:1) = (a 4 bst)?

21



olsun. p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kii¢ik olmak tizere I = [—p,p| simetrik
aralgina goz ondine alalvm. T, L* (I) dizerinde k ya karsihk gelen integral operatiri olsun.

Bu durumda
Nt (T)=N"(T) =00
olur.

Ispat. k(s,t) = k (—s, —t) oldugu agiktir. Bu nedenle Teorem 2.1.6 den dolay1 L? (I) ve

L2(I), T nin degismez alt uzaylanidir ve
1
ke (s,t) = 5 [k (s,t) + Kk (s,—t)]
cekirdekli T, : L2 (I) — L2 (I) ve
1
ko (87 t) = 5 [k <S7t) —k (Sa _t)]

gekirdekli T, : L2 (I) — L2 (I) operatorlerini ele alarak T' = T, + T, yazlabilir. Onerme
2.3.3 kullanilarak

ke(s,t) = =[k(s,t)+k(s,—t)]

1 1
[aQ + b25%t2 + 2abst * a? + b2s%t2 — 2abst]
[ 2 (a® + b*s*t?) }
(a2 4 025%12)° — 402025212
1

NI~ NI~ DN~

4a’b?s%t?
(a® + 6232t2)2
=1(s,t)

(a2 + b2s2£2) —

__

(a? + b2s%t?)
olsun. L, L? (I) iizerinde [ (s, ) cekirdekli integral operatarii olsun. [ (s,t) >0 oldugundan
buna kargilik gelen L operatorii pozitiftir. Dolayisiyla T, > 0 ve Nt (T,) = oo olur.
Simdi 7" = —T, ve k' = —k, olsun.

K (s,t) — %[—k(s,t)Jrk(s,—t)]
1

1 1
T2 [_ a? + b2s%t? + 2abst * a? + b2s%2? — Zabst]
1 4abst
[(a2 + 025212)% — 4a2bgs2t2}
2agst
(a2 4 b25%12)° — 44202512
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olur. Simdi L, L? (I) {izerinde

1
(a® + 6232252)2 — 4a2b?s%t2?

[(s,t) =

cekirdekli integral operatorii olsun. Boylece

1 o
2 222220
(a2 + b%s2t?)

[(s,t) >
olur. Boylece
M (s) = V2absf (s)

ile tanimh M carpim operatoriinii ele alalim. Boylece M LM = T’ olur. Dolayisiyla
Onerme 2.3.2 den 7" > 0 olur ve 7" = —T, oldugundan T, < 0 ve N~ (T,) = oo olur.

Sonug olarak
Nt (T)=N"(T) =0
olur. m

Onerme 3.1.4 a,b,¢,d € R ve a > 0 olmak iizere

k5.1 1

S =

’ a+ bst + c(s? + 12) + d(s* + t4)

olsun ve p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kii¢iik olmak tizere I = [—p, p| simetrik

aralgina goz ondine alalvm. T, L* (I) dizerinde k ya karsihk gelen integral operatiri olsun.

Bu durumda

Nt (T)=N"(T) =

olur.

Ispat. ¢ = 0 icin Onerme 3.1.2 den
Nt (T)=N"(T) =

oldugunu biliyoruz.
¢ # 0 icin

1

k(—s,—t) =
(=) a+bst +c(s? +t2) + d(s* + 1)

=k (s,t)
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oldugu agiktir. Bu nedenle Teorem 2.1.6 dan dolay1 L? (I) ve L2 (I), T nin degigmez alt
uzaylaridir ve

[k (s,t) + k (s, —1)]

1
ke (S,t) = 5

gekirdekli T, : L2 (1) — L*(I) ve

e

ko (s,t) = = [k (s,t) — k (s, —t)]

N | —

gekirdekli T, : L2(I) — L% (I) operatorlerini ele alarak T' = T, + T, yazlabilir. Simdi

Onerme 2.3.3 kullanilarak

1
ke (S7t) = 5 [k (87 t) + kK (Sa _t)]
R 1 ) 1
2 |a+bst (s +12)+d(st+14)  a— bst+c(s2+12) + d(st + 1)
1 [ 2 (a+ c(s? +t2) + d(s* + 1))
2 [(a+ c(s2+12) + d(s* + t4))* — 2522
1
- b2 s2t?
2 4 42) 1 (st 4 14)) —
(@t els® +8) 4 s+ 1) = o) T (st + )
1
> =1(s,t)

a+ c(s?+t2) + d(s* + t4)

olur. L, L? (I) iizerinde [ ye karsilik gelen integral operatorii olsun. v = 1 ve

go(u):g+cu2+du4

olmak iizere Onerme 2.3.7 den N* (L) = oo olmak iizere L > 0 olur. Bu nedenle
NT(T,) = oo olmak iizere T, > 0 olur.

Simdi 7" = —T, ve k' = —k, olsun. Boylece

K (s,t) =

B
~~
o
I
~

) =k (s,1)]
1 1
[a (s +12) +d(s* +t4) —bst  a+ c(s® + 2) + d(s* + 1) + bst
2bst
[(a + (52 4 12) + d(s* + 14))? — b2s2¢2
bst
(a+ c(s® +12) 4 d(s* 4 t1))* — b2s2t2

N~ N~ DN~

olur.
p(s,t) = (a+c(s? + %) + d(s* +4)* — p2s*
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olmak tizere

l(s’t):p(s t)

olsun. L, L?(I) tizerinde [ ye karsihk gelen integral operatorii olsun. Onerme 2.3.3

kullanilarak

1

(a + c(s2 +2) 4+ d(s* + t4))* — b2s22
1

(a4 c(s? +12) + d(s* + 14))?

[(s,t) =

>

olur. Boylece v = 2 ve

go(u):g+cu2+du4

olmak tizere Onerme 2.3.7 den N* (L) = oo olmak tizere L > 0 olur. Simdi
Mf(s) = Vbsf (s)

ile tanimhi carpim operatorii M olsun. Boylece M LM = T olur. Onerme 2.3.2 den dolay1
T">0ve Nt (T") = N* (L) = oo bulunur. 77 = —T, oldugu i¢in T, < 0 ve N~ (T,) = o0
olur. Dolayisiyla

N*(T)=N—(T) =

olur. m
Asagidaki 6nermede daha énce Soykan (2008 a,b) de incelen ¢ekirdekler daha genel hale

getirilmigtir.

Onerme 3.1.5 a,b € R ve hepsi ayne anda 0 olmamak tizere

1

O

olsun. p > 0, I € Ad(k) y saglayacak kadar kii¢ik olmak tizere I = [—p,p| simetrik
arahgim g6z ondine alalim. T, L* (I) dizerinde k ya karsilik gelen integral operatdrii olsun.

Bu durumda
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ispat .

1 1
FD = T T ey e

oldugundan Teorem 2.1.6 kullamlarak L? (I) ve L2 (I) uzaylan T operatériiniin degismez

alt uzaylandir. Ayrica T, : L?(I) — L?(I) operatoriiniin gekirdegi

ke (s, t) = = [k(s,t) + k(s, —t)]

N | —

ve T, : L2(I) — L3(I) operatoriiniin gekirdegi

ko(s,t) = = [k(s,t) — k(s,—1)]

1
2
olmak tizere
T=T,+T1T,
yazilabilir. Oncelikle T, > 0 ve dolayisiyla
Nt (T,) =

oldugu gosterilecektir. Daha sonra da bu operatoriin negatif 6zdeger sayisina bakilacaktir.

( ), n nin r li kombinasyonu olmak tizere ve
r

2 2 2 2
(s+1)*" = ((;I) s2" + ( 1”) g2l 4 < 2”) SRR 4 (2n)t2”
n

oldugundan

oyl
o
—~

V2]

~

)= =[k(s,t) + k(s,—t)]

La+;n%+ka—;w%1

N | = N~ N~

1
[(251) a2n + (21n) a2r—1lpst + ...+ (gz) b2n52nt2n] +

1
2

1
(20”) a?n — (21") a?r—1pst + ...+ (32) b2”52”t2"]
1

>
- (261) a?n + (22”) a?n—2p252¢2 4 .+ (SZ) h2n g2n¢2n

= I(s,t) > 0

elde edilir. I(s,t)>0 cekirdegine karsihk gelen L operatoriiniin pozitif olmasmdan dolay
T. >0 ve NT (T,) = oo oldugu elde edilir. =
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Simdi T, < 0 ve bundan dolay1 N~ (T,) = oo oldugu gosterilecektir. Bunun igin 7" = —T,

ve k' = —k, alahm. 7" > 0 oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir.

ko(s,t) = <[k (s,t) — k (s, —t)]

N | —

olmak {izere k' (s,t) gekirdegi

K (s,t) = %[k (s, —t) — k(s,1)]
v
2 [(a=bst)™  (a+bst)™
_ 1 1 1
=3 _(2g)a2n _ (21n) a2n—lpst + ...+ (;Z)anszntZ"_
il ] =
- - (251) a2n 4+ (2171) a?—lpst + ... + (gz) b2n82nt2n-

—~~ DN

1

2 )a2"*1bst + (2;) a3 4+ L+ (

2n

1) ab2n7182n71t2n71

(21”) a?"1hst

(a + bst)*™ (a — bst)™"

(2;1) CL2n—3 b383t3

B (a2 _ 6282152)2"

Lh+l+...+1,

(a2 _ b232t2)2”

2 — _ _
n ) abZn 1 SQn 1t2n 1
2n—1

(a2 _ b232t2)2"

sekilde parcalanmistir. Oncelikle [; cekirdegi ele alinacaktur.

(1)

Mif (s) =a" -

2
( n) a?1bst
1

(a2 _ b232t2)2"

olmak {izere

ll(S,t)

bsf (s)

()
" 1 bs

1

B

2n
1

)

a

a

a

(&2 _ b232t2)2”
elde edilir.

1

(a2 _ b232t2)2"

7"1(8, t) =
alimirsa ve 71 (s, t) gekirdegine kargilik gelen integral operator R ise
Ly = M R, M;
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elde edilir. (s, t)>0 oldugundan N*(R;) = oo olur ve uniter denklikden
L1 Z 0 ve N+(L1) = o

elde edilir. Ayni iglemler [ (s,t) cekirdegi i¢in de yapilir.

2n
My f(s) = a"? Qb?’s?’f (s)

a

olmak iizere
02733 §343

(a2 _ 6232152)2"

<2n) (Qn)
CLn_l 3 b383 1 an—l ibggti’)

a (a2 — b3s2t2)>" a

lg (S, t) =

elde edilir.

1

((12 _ b232t2)2"

ro(s,t) =
alinirsa ve ro(s,t) ¢ekirdegine kargilik gelen integral operator Ro ise

Lo = MyRyM;

elde edilir. r5(s,)>0 oldugundan N*(R,) = oo olur ve uniter denklikden
Ly >0ve NT(Ly) = o0

bulunur. Ayni durum I, (s,t) igin incelenecektir.

2n

M — 1)A ST (s)

M7 = (

olmak iizere

( 2n )aan—ISQn—thn—l

. 2n—1
ln <S7 t) - <a2 - b252t2)2n
— 2n ab2”—132"*1 1 2n ab2n—1 t2”*1
2n —1 (a2 — b2s22)*" | \2n — 1
olur.
1
ra(s,t) =

(a2 _ b252t2)2”
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alimirsa ve r,(s,t) ¢ekirdegine kargilik gelen integral operatér R, ise

Ly, = M, R, M?

elde edilir. r,(s,t)>0 oldugundan N*(R,) = oo olur ve uniter denklikden
L,>0ve N*(L,) =

bulunur. Boylece [y, [, ..., [,, ¢ekirdeklerine karsilik gelen operatorler pozitif oldugundan £’
gekirdegine karsilik gelen 7" integral operatorii pozitiftir. Bu yiizden 77 > 0 ve dolayisiyla

T, < 0 olur. Buradan

N (T)=N"(T,) =
oldugu goriiliir. Sonug olarak
Nt (T)=N"(T) =

elde edilir.

Onerme 3.1.6 ¢,d, e € R ve hepsi aynt anda 0 olmamak tizere

K(s,1) = :
DU T st ¥ ds22 +e (s 4 14)
olsun. p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kii¢ik olmak tizere I = [—p,p| simetrik

aralgina goz ondine alalvm. T, L* (I) dizerinde k ya karsihk gelen integral operatiri olsun.

Bu durumda

ispat.
k(s,t) =k(—s,—t)

oldugundan dolay1r Teorem 2.1.6 kullamilarak L2 (I) ve L? (I) uzaylarn T operatoriiniin

degismez alt uzaylarnidir. Ayrica T, : L?(I) — L?(I) operatoriiniin gekirdegi

ke (s, t) = = [k(s,t) + k(s, —t)]

N —
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ve T, : L2(I) — L2(I) operatoriiniin ¢ekirdegi

ko(s,t) = = [k(s,t) — k(s,—1)]

1
2
olmak {izere
T=T.+T,
yazilabilir. Onerme 2.3.3 kullamlarak
ke (S7t) = [k (57t)+k(8a_t)]
1 n 1
cst+ds?t? +e (st +t4)  —cst+ds?t? 4+ e (st + 1)
e (s* +t*) + ds?t?
(e (s1 4 t4) + ds2t2)® — 25212
1 1

>
As?t? T oe(st +th) + ds?t?
e (s* + t*) + ds?t?

1
2
1
2

e (st +t4) + ds?t? —

olur. L, L*(I) iizerinde

1

[(s,t) =
(5,1) e (st +t4) + ds?t?

cekirdekli bir integral operatorii olsun. [ (s,t) >0 oldugundan dolay1 k. (s,t) > 0 olur.
Dolayisiyla T, > 0 ve N*(T') = oo olur.
Simdi

ko (s,t) = —k/(s,t)

olsun.
, 1
k (S7t) = 5 [k (Sa _t) —k (S,t)]
1 1 1
2 | —cstte(sttt) Fds22 cst+e(st 1) + dst2
cst

(e (s1 4 t4) + ds2t2)® — 25212
olur. Buradan L,

1

[(s,t) =
(5:9) (e (s1 4 1) + ds2t2)® — 25212
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cekirdekli integral operatorii olsun. Onerme 2.3.3 kullamilarak

I(s,1) 1
s,t) =
(e (st + 1) + ds2t2)? — 25212
> ! 5
(e (s* 4+ t*) + ds%t?)
> 0

olur.

M (s) = vesf (s)

ile tanimhi M carpim operatoriinii goz oniine alalm. Boylece M LM* = T" olur. Boylece

Onerme 2.3.2 den L > 0 oldugundan 7, < 0 olur. Dolayisiyla N~ (T') = oo olur. m

Onerme 3.1.7 a,c,d € R a > 0 olmak iizere

1

k(s t) =
(5:%) a + cst + ds?t?

olsun. p > 0, I € Ad(k) y saglayacak kadar kii¢ik olmak tizere I = [—p,p| simetrik
aralgina goz ondine alalvm. T, L* (I) dizerinde k ya karsihik gelen integral operatiri olsun.

Bu durumda
NT(T)=N"(T) =0
olur.

Ispat. d = 0 icin daha 6énceden Abbas (1992) nin ¢alismalarindan
Nt (T)=N"(T) =

oldugunu biliyoruz.

d # 0 igin

1

k(—s,—t) = =k(s. t
(=5, 1) a + cst + ds?t? (5.1)

oldugu agiktir. Bu nedenle Teorem 2.1.6 dan dolayr L? (I) ve L2 (I), T nin degigmez alt

uzaylaridir ve

ke (s, t) = = [k (s,t) + k (s, —t)]

N —
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gekirdekli T, : L2 (1) — L*(I) ve

ko (s,1) = % e (5,8) — ki (5, —1)]

gekirdekli T, : L2 (I) — L2 (I) operatorleri ele anarak 7' = T, + T, yazilabilir. Simdi

ke (s,t) = [k (s,t) + k (s, —t)]

1 1
{a + cst + ds?t? * a—cst+ d52t2}
[ 2 (a + ds*t?) ]
(a + ds?t2)® — 2522
1

N~ N~ DN

2s%t?

ds2t2) — ———
(a+ds*t?) (a + ds?t?)

1
a+ ds*t? —
olur. Bu nedenle T, > 0 dolayisiyla N* (7,) = oo olur.
Simdi 7" = =T, ve k' = —k, olsun. Boylece

K (s,1) — % e (5, —t) — & (s, 4)]
1 1 1
T2 {a +ds?t? —cst a+ ds*t? + cst]
1 2cst
) [(a + ds2t2)2 — 0232152}
- cst
(e ds?2)? — 2522
olur.

p(s,t) = (a+ d82t2)2 — 2%t

olmak tizere L, L? (I) iizerinde [ ye karsilik gelen integral operatorii ve

1

[(s,t) =

(5:9) p(s,t)
olsun. Onerme 2.3.3 kullanilarak
1

Z(Svt) = 2

(a4 ds?t?)” — 25212
> 1

_— >
(a + ds?t2)® ~

elde edilir. Boylece N* (L) = oo olmak iizere L > 0 olur. Simdi
Mf (s) =esf (s)
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ile tanimli carpim operatorii M olsun. Boylece M LM = T olur. Onerme 2.3.2 den dolay1
T">0ve Nt (T") = N* (L) = oo bulunur. 7" = —T, oldugu i¢in T, < 0 ve N~ (T,) = 00

olur. m

Onerme 3.1.8

1
k(s,t) = 5
s22 4+ (s — t)
olsun. p > 0, I € Ad(k) y saglayacak kadar kii¢ik olmak tizere I = [—p,p| simetrik

aralgim g6z ondine alalvm. T, L? (I) tizerinde k ya karsihk gelen integral operatorii olsun.

Bu durumda
Nt (T)=occve N~ (T)=0

olur.

1
$22 + (s —t)°
oldugu agiktir. Bu nedenle Teorem 2.1.6 dan L? (I) ve L2 (I), T nin degismez alt uzay-

k(—s,—t)=

=k(s,t)

laridir ve

ko (5,1) = % [k (s,8) + & (5, —1)]
gekirdekli T, : L2 (1) — L*(I) ve
ky (s,1) = % e (5,8) — k (5, —1)]

gekirdekli T, : L2(I) — L2%(I) operatorleri ele alinarak T' = T, + T, yazlabilir. Simdi
Onerme 2.3.3 kullanilarak

1
ke (s, t) = 5 [k (s,t) + k (s, —t)]

17 1 N 1 }

2 8224 (s —t)?  s%H2 4 (s+ 1)
R 1 N 1
2 [ S22 8242 — 25t 22 4 52 4 2 4 2st
1] 2(sP+ s+ 1) ]

2 [ (822 4 52 + 12)% — 4522
- 1
- 4522

2t2 2 t2 _
(SPE+ S+~ o
1

> -
TS24 52412
> 0
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olur. Bu nedenle N* (T,) = oo olmak iizere T, > 0 olur.

Simdi negatif 6zdeger sayilarini inceleyelim.

ko (s,t) = =[k(s,t)—k(s,—1)]

1 1
(522 4 (s —t)> S22+ (s + t)Q}

1 1
|22 4+ 2+ 12 — 25t S22+ 82 + 12 + 231&]
I 4st
| (s%t2 4+ s2 + t2)2 — 432152}
2st
(5262 4 52 4 12) — 4522

elde edilir. L, L? (I) iizerinde

N~ N~ N~ DN~
1 1

1
(5262 4 52 4 12)* — 45212

[(s,t) =

cekirdegine karsilik gelen integral operatorii olsun. Onerme 2.3.3 kullanilarak

1
[(s,t) = 5
(s2t2 + 52 + 12)" — 45212
> ! 5>0
(22 + s + t2)
olur. Simdi

Mf(s) = V2sf (s)

ile taniml carpim operatorii M olsun. Boylece MLM = T, olur. Onerme 2.3.2 kul-
lanilarak T, > 0 ve N~ (7,) = 0 olur. =

Onerme 3.1.9 0<p <1 vel=][—p,p| olmak iizere T, L* (I) dizerinde

st

kot = Ty o

cekirdekli integral operatori olsun. Bu durumda k (s,t) ¢ekirdekli T integral operatérinin

NHT) =00 ve N (T)=0

olur.
ispat.
st
k(— t) = =k(s,t
( S5, ) 1—8t+82t2 (87 )
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oldugu agiktir. Bu nedenle L? (I) ve L2 (I), L*(I) nmin degismez alt uzaylaridir ve

ke (s, t) = = [k (s,t) + k (s, —t)]

1
2
gekirdekli T, : L (I) — L?(I) ve

ko (s,t) = = [k (s,t) — k (s, —t)]

N =

gekirdekli T, : L2 (I) — L2 (I) operatorleri ele alarak T' = T, + T, yazlabilir. Simdi

ko (s,t) = = [k(s,t) —k (s, —t)]

st st
1 —st+s%2t2 14+ st + s2t2

N~ N~ N

[ 252t2 }
(1+ s22) — 5212
522

(1+ 32t2)2 — 522

olur. L, L*(I) iizerinde

1

[(s,t) =
(5:1) (1+ s22)? — 522

cekirdegine karsilik gelen integral operatorii olsun. Simdi Onerme 2.3.3 kullanilarak

1
[(s,t) = 5
(14 s2t2)" — s2¢2
1
Z T ol
(1+ s2t2)
> 0
olur. Simdi

Mf(s) = s ()

ile tamimli ¢carpim operatorii M olsun. Boylece M LM = T, olur. Bundan dolay1 L > 0
ve N~ (L) = N~ (T,) = N~ (T) = 0 bulunur.
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Simdi pozitif 6zdeger sayisini incelersek;

ke (s,t) = [k (s,t) + k (s, —t)]

— N =

B st st
) ll—st—i—th? * 1+st+s2t2}
1 2st(145%t7)
2 l(l + s2t2)? — s2t2]
st (1 + s%t?)
(1+ s22)? — 522

B st
N 52t?
1 242y
(1+5) 1+ s2¢t2
olur. L, L?(I) iizerinde
1
! (37 t) = b 5242
1 t4) —
(1+5%%) 1+ s2t?

cekirdekli integral operatorii olsun. Simdi Onerme 2.3.3 kullanilarak

1
I(s,t) = b 5242
1 t2) —
(14 5°7) 1+ 5242
1
> -
14 522
> 0
olur. Simdi

ile tanimli carpim operatorii M olsun. Boylece M LM = T, olur. Bundan dolay1 L > 0
oldugundan N* (L) = N*(T.) = N* (T) = co bulunur. m
Simdi bu ¢ekirdegimizi kullanabilecegimiz daha genel bir ¢ekirdek tanimlayarak o ¢ekird-

egin negatif ve tzdeger sayilarini incelemeye caligalim.

Onerme 3.1.10 Hepsi aym anda sifir olmayacak sekilde a, ¢ € R olmak tizere 0 < p < 1,
I = [—p, p| olmak dizere T, L*(I) tizerinde

a + cst + as*t?

ks t) = o

cekirdekli integral operatiri olsun. Bu kissmda N (T) ve N (T) yi belirleyecegiz.
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ispat .

a + cst + as*t?
1 — st + s2t2
(a+c)st
1 — st + s%t2

k(s,t) =

olur. Burada

st

(s ) = —
(5,1) 1 — st + s2t2

olmak tizere
k(s,t) =a+ (a+c)k'(s,t)

olur.

a+c¢=0 (a>0)ise
k(s,t)=a+ (a+c)k'(s,t) =a
olur. Dolayisiyla
NHT)=1ve N (T)=0

oldugu kolayca goriiliir.

a+c # 0igin 7", L?(I) tizerinde k' gekirdegine karsilik gelen integral operatorii olsun.
Onerme 3.1.9 den N*(T") = oo ve N~ (T") = 0 oldugunu biliyoruz.

Dolayisiyla a + ¢ > 0 i¢in

NHT) =00 ve N (T) =0

elde edilir.
a+c<0igin yaa=0yadaa>0dr.

a =0 ise

k(s,t) =a+ (a+c)k'(s,t) = (a+c)k'(s,t)
olur. a + ¢ < 0 oldugundan dolay1
NT(T)=0ve N (T) = o0

olur.
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a > 0 ise a 4+ ¢ < 0 oldugundan ¢ < 0 olur. Bu durumda
NT(T)<1ve N (T) = o0

olur. T nin tam olarak bir pozitif 6zdegeri oldugunu yani N*(7') = 1 oldugunu iddia
ediyoruz ve gimdi bu iddiamiz1 ispatlayacagiz. Eger T' < 0 ise her s € [ i¢in k(s,s) <0
dir. Fakat £(0,0) = a > 0 dir ve bu nedenle T negatif degildir ve dolayisiyla T integral

operatoriiniin bir tane pozitif 6zdegeri vardir. Yani
NHT)=1ve N (T) =

olur. m

3.2 TRIGONOMETRIK VE HIPERBOLIK CEKIRDEKLI INTEGRAL OP-
ERATORLERIN OZDEGER SAYILARI

Bu kisimda trigonometrik ve hiperbolik cekirdeklere sahip bazi integral operatorlerin

ozdeger sayilari incelenmigtir.

Onerme 3.2.1

1
s2t2 — cosh(s — t)

k(s,t) =

olsun ve p > 0, I € Ad (k) olacak sekilde I = [—p, p|] simetrik arahgini diginelim. T,

L2 (I) tizerinde k ¢ekirdegine karsihk gelen integral operator olsun. Bu durumda
NT(T) =00 ve N~ (T) = o0
olur.

ispat .

1
(5,2) s2t? — cosh(s — t) (=s,-1)

oldugundan Teorem 2.1.6 kullamlarak L2 (I) ve L? (I) uzaylari T operatoriiniin degismez

alt uzaylardir. Ayrica T, : L?(I) — L%(I) operatoriiniin gekirdegi

ke (s, t) = = [k(s,t) + k(s, —t)]

N —
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ve T, : L2(I) — L2(I) operatoriiniin ¢ekirdegi

ko(s,t) = = [k(s,t) — k(s,—1)]

N | =

olmak iizere
T=T.+T,

yazilabilir.

Oncelikle T, > 0 ve dolayisiyla
N™(T.) = o0

oldugu gosterilecektir. Daha sonra da bu operatoriin negatif 6zdeger sayisina bakilacaktir.

ko (s,1) — % ke (s,0) + k (5, —1)]
1] 1 1
T2 | s2t2 — cosh(s — t) * s2t2 — cosh(s + t)}
o 1 1
~ 2|22 — cosh s cosh ¢ 4 sinh ssinh ¢ * s?t? — cosh s cosht — sinh ssinh ¢
1 2 (5%t — cosh s cosh t)
2 [(s%2 — cosh scosh ¢)? — (sinh s sinh t)Q]
B 1
B (sinh ssinh )

s%t? — cosh s cosht) —
( ) (s%t%2 — cosh s cosh t)

elde edilir. Onerme 2.3.3 kullanilarak

1

ke (s, t) =
(5:1) (sinh s sinh ¢)°

242 _ h ht) —
(s cosh s cosh t) (s2t2 — cosh s cosh t)

1
52t2 — cosh s cosh t

olur. L, L?(I) iizerinde

1
5212 — cosh s cosht

[(s,t) =

cekirdegine kargilik gelen integral operatorii olsun. Bu nedenle T, > L olur. Dolayisiyla

L > 0 oldugunu gostermemiz yeterlidir.
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Simdi 0 < & < p segelim ve J = [4, p] olsun. O zaman N* (I,1) = N*(l,J) elde edilir.

1 /
1 (s) = cosh™' s olsun. Buradan 1’ (s) = ve J = [coshd, cosh p] olur. Simdi

Vvs2—1
Pl(s,t) = & ()21 (s), 0 (6) ¥ (1)
1 1 1

(52 — 1)i (cosh™ 8)2 (cosh™ t)2 — cosh ¢ (s) cosh) (t) (2 — 1)
1 1 1

(s2 — 1)% (coshf1 scosh™t t)2 — st (12 — 1)i

=

olur. Bu da J' = [cosh§, cosh p] olmak {izere, L? (J) iizerinde [ gekirdekli L; integral
operatoriiniin, L? (J') tizerinde

1
(cosh_1 scosh™? t) 2 st

m(s,t) =
cekirdekli bir integral operatoriine simetrik olarak denk oldugunu gosterir. Boylece
N=(,1) = N*(¢1,J") = N* (m, J')

olur. Onerme 2.3.5 den m>0 ve N* (m, J') = oo oldugundan L > 0 ve N* (L) = oo elde

edilir. Boylece T, > 0 ve Nt (T,) = N* (T) = oo olur. Dolayisiyla T, > 0 ve dolayisiyla

NT(T,) =0
olur.
Simdi 7, operatoriiniin 6zdeger sayisim inceleyelim. 7" = —T, ve k' (s,t) = —k, (s,1)

olsun. Onerme 2.3.3 kullanilarak

K (s,t) = % [k (s,—t) — Kk (s,1)]
1 1 1
T2 |:82t2 —cosh(s+1t)  s2t%2 — cosh(s — t)}
1 2sinh ssinh ¢
2 {(32152 — cosh s cosht)® — (sinh s sinh t)2}
B sinh ssinh ¢
~ (s22 — cosh s cosh t)® — (sinh s sinh )
S sinh ssinh ¢

(s2t2 — cosh s cosh t)?
olur. Simdi L, L? (I) {izerinde

sinh ssinh ¢

! (57 t) = 2
(s%t2 — cosh s cosh t)
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¢ekirdegine karsilik gelen integral operatorii olsun. Bu nedenle 7" > L olur ve dolayisiyla
L > 0ve N" (L) = oo oldugunu gostermemiz gerekir. Simdi 0 < 6§ < p segelim ve
J = [0,p] olsun. O zaman N* (I,1) = N*(l,.J) elde edilir. % (s) = cosh™'s olsun.
Buradan ¢’ (s) =

ve J' = [cosh §, cosh p] olur. Simdi
Ul(s,t) = W ()7L (). 0 (1) ¥ ()2
1 sinh ¢ (s) sinh ) () 1
(s> = 1)1 ((cosh_1 5)2 (cosh™ t)2 — cosh 1) (s) cosh ) (t))2 (t* —1)

1 y/fleoshds () — 1y/(cosh (1) — 1
(2=0% ((coshscosh™te)? —st) (B 1)
1 Vs — 12 -1 1
(s*=1) ((cosh—1 scosh™11)” — st)2 (#* 1)
(s~ 1)* (2~ 1)
((cos,h*1 scosh™11)” — st)2

IS

=

e
IS

olur. Yine bu L? (J) tizerinde [ (s, t) gekirdekli integral operatoriiniin L? (J') iizerinde
1

m(s, t) = 2 2
((cos.h*1 scosh™? t) — st)

cekirdekli bir integral operatoriine simetrik olarak denk oldugunu gosterir. Boylece
N=(,I) = N*(,J) (degigmezlik teoreminden)

= N*(m,J) (simetrik denklikten)

olur. Boylece Onerme 2.3.5 de v = 2 almirsa m(s,t) > 0 ve N* (m,J) = 0 olur ve
buradan L > 0 ve N* (L) = oo olur. Boylece 7" > 0 ve N*(T") = oo olur. 7" = —1T,
oldugundan 7, <0 ve N~ (T) = oo olur. =

Onerme 3.2.2 n > 0 olmak dizere

1
k(s,t) =
S s2mt2n — cosh(s — t)
olsun ve p > 0, I € Ad (k) olacak sekilde I = [—p, p|] simetrik aralgini diginelim. T,

L2 (I) iizerinde k ¢ekirdegine karsilik gelen integral operator olsun. Bu durumda
NT(T)=0cc ve N~ (T) = o0
olur.
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ispat .

1
k(s,1) = — ke (—s,—t
(5,2) s?n¢2n — cosh(s — t) (=)

oldugundan Teorem 2.1.6 kullamlarak L? (I) ve L2 (I) uzaylar T operatériiniin degismez

alt uzaylandir. Ayrica T, : L?(I) — L*(I) operatoriiniin gekirdegi

ke (s,t) = = [k(s,t) + k(s, —1)]

DN —

ve T, : L2(I) — L3(I) operatoriiniin gekirdegi

ko (s,t) = = [k(s,t) — k(s,—1)]

1
2
olmak tizere
T=T.+1T,
yazilabilir. Oncelikle 7., > 0 ve dolayisiyla

Nt (T,) =

oldugu gosterilecektir. Daha sonra da bu operatoriin negatif 6zdeger sayisina bakilacaktir.

ke (s,t) [k (s,t) + k (s, —1)]

1 1
{52’%2" — cosh(s —t) T g cosh(s + t)}
{ 2 (52" — cosh s cosh t) }

(527427 — cosh s cosh t)® — (sinh s sinh ¢)°
1

NI~ N~ DN~

(sinh s sinh )

2ng2n h ht) —
(s cosh s cosh t) (s2n2n — cosh s cosh t)

elde edilir. Onerme 2.3.3 kullanilarak

1
ke (57 t) =

(sinh ssinh t)?

s2n¢2n — cosh s cosh t) —
( ) (s2nt?n — cosh s cosh t)

1
s2n¢2n — cosh s cosh ¢

olur. L, L*(I) iizerinde

1
s2nt2n — cosh s cosh t

(s, t) =
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cekirdegine kargilik gelen integral operatorii olsun. Bu nedenle T, > L olur. Dolayisiyla
L > 0 oldugunu gostermemiz yeterlidir. Simdi §, 0 < § < p segelim ve J = [, p| olsun. O

1
zaman N* (1,I) = N* (I, J) elde edilir. 1 (s) = cosh™' s olsun. Buradan ¢ (s) = —
S —

ve J = [cosh§, cosh p] olur. Simdi

GlL(s,t) = ¥ ()7L (s) v ()¢ (1)?
1 1 1

(s? — 1)% (cosh™' 3)2n (cosh™' t)2n — cosh ) (s) cosh ) () (12 — 1)
1 1 1

(s2 — 1)i (cosh_1 scosh™? t)Zn — st (12 — 1)%

N

olur. Bu da J' = [coshd,cosh p| olmak iizere, L?(J) iizerinde [ gekirdekli L; integral
operatoriiniin, L? (J') {izerinde

1
2n

m(s,t) =
(cosh_1 scosh™? t) — st

¢ekirdekli bir integral operatoriine simetrik olarak denk oldugunu gosterir. Boylece
N*(, 1) = N*(¢1,J') = N* (m, J)

olur. Onerme 2.3.5 den m>0 ve N= (m, J') = oo oldugundan L > 0 ve N* (L) = oo elde

edilir. Boylece T, > 0 ve Nt (T,) = N* (T) = oo olur. Dolayisiyla T, > 0 ve dolayisiyla
N™(T.) =0

olur. Simdi 7, operatoriiniin 6zdeger sayisini inceleyelim. 7" = =T, ve k' (s,t) = —k, (s, 1)

olsun. Onerme 2.3.3 kullanilarak

K (s,1) — % e (5, —1) — & (s, 4)]
1 1 1
T2 [sQntQ" —cosh(s+1t)  s22" — cosh(s — t)}
1 2sinh ssinh ¢
2 [(52”152” — cosh s cosht)? — (sinh s sinh t)z}
B sinh ssinh ¢
(22" — cosh s cosh t)? — (sinh ssinh ¢)?
S sinh ssinh ¢

(s2n¢2n — cosh s cosh t)”
olur. Simdi L, L? (I) iizerinde

sinh s sinh ¢

[(s,t) =
( ) (SQnt2n — cosh s cosh t>2
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¢ekirdegine karsilik gelen integral operatorii olsun. Bu nedenle 7" > L olur ve dolayisiyla
L > 0ve N" (L) = oo oldugunu gostermemiz gerekir. Simdi 0 < 6§ < p segelim ve
J = [0,p] olsun. O zaman N* (I,1) = N*(l,.J) elde edilir. % (s) = cosh™'s olsun.
Buradan ¢’ (s) =

ve J' = [cosh §, cosh p] olur. Simdi

Ul(s.t) = U ()P LW (s). 4 (1) (1%
1 sinh ) (s) sinh 4 (t) 1

(s —1)1 ((coshf1 s) 2 (cosh™' t)2n — cosh ) (s) cosh (t)>2 (t*—1)

1 y/f(coshds () = 1y/(coshr (1) — 1 1
(2=1D%  ((cosh ™ scosh ™ 1) —st) (B =1)
1 Vs —1v2 -1 1
(2= D)F ((cosh™" scosh™ 1) — st) " (22 = 1)
(s2—1)7 (12— 1)7
((cosh_1 scosh™ t) m_ st) ’

N

S

N

olur. Yine bu L? (J) iizerinde [ (s,t) gekirdekli integral operatériiniin L? (J') iizerinde
1

m(sa t) - 2
((cosh_1 scosh™! t) m_ st)

cekirdekli bir integral operatoriine simetrik olarak denk oldugunu gosterir. Boylece

N=(,1) = N*(,J) (degismezlik teoreminden)

= N*=(m,J) (simetrik denklikten)

olur. Boylece Onerme 2.3.5 de v = 2 alimirsa m(s,t) > 0 ve N*(m,J) = 0 olur ve
buradan L > 0 ve N* (L) = oo olur. Boylece 7" > 0 ve N (T") = oo olur. T = -7,

oldugundan 7, <0 ve N~ (T) = oo olur. m

Onerme 3.2.3

1

kls,t) = cosh(s — t) + cos(s + t)

=k(—s,—t)

olsun ve p > 0, I € Ad (k) olacak sekilde I = [—%, ﬂ simetrik araliginy diiginelim. T,

L2 (I) dizerinde k ¢ekirdegine karsihik gelen integral operator olsun. Bu durumda
Nt (T)=occve N~ (T)=0
olur.
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ispat .

1
cosh(s —t) 4 cos(s +t)

k(s t) = =k (—s,—t)

oldugundan Teorem 2.1.6 kullamlarak L? (I) ve L2 (I) uzaylar T operatériiniin degismez

alt uzaylandir. Ayrica T, : L?(I) — L?(I) operatoriiniin gekirdegi

ke (s,t) = = [k(s,t) + k(s, —1)]

DN | —

ve T, : L2(I) — L3(I) operatoriiniin gekirdegi

ko (s,t) = = [k(s,t) — k(s,—1)]

N =

olmak iizere
T=T,+1T,

yazilabilir.

Oncelikle T, > 0 ve dolayisiyla
Nt (T,) = >

oldugu gosterilecektir. Daha sonra da bu operatoriin negatif 6zdeger sayisina bakilacaktir.

b (s.1) — % k (s,8) + k (s, —t)]
1 1 1
T2 lCOSh(S —t) + cos(s + t) * cosh(s + t) + cos(s — t)}
1 2 (cosh s cosht 4 cos s cost)
) [(cosh scosht + cos s cost)” — (sinh ssinh ¢ + sin s sin t)2}
1

sinh ssinh ¢ + sin s sin t)?
(cosh s cosht 4 cos s cost) — ( il )

(cosh s cosht 4 cos s cost)

elde edilir. Onerme 2.3.3 kullanilarak

1
ke (s, t) =

(sinh ssinh 4 sin s sin t)?

cosh scosht + cos scost) —
( ) (cosh s cosht + cos s cost)

1
cosh scosht + cos scost

elde edilir. L, L? (I) iizerinde

1

[(s,t) =
(5:%) cosh scosht + cos scost
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cekirdegine kargilik gelen integral operatorii olsun. Bu nedenle T, > L olur. Dolayisiyla
L > 0 oldugunu gostermemiz yeterlidir. Simdi §, 0 < § < p segelim ve J = [, p| olsun. O

1
zaman N* (1,I) = N* (I, J) elde edilir. 1 (s) = cosh™' s olsun. Buradan ¢ (s) = —
S —

ve J = [cosh§, cosh p] olur. Simdi

[SIE
[N

Pl(s,t) = ()2 LW (s), ¢ (1) ¥ (1)
1 1 1
(s2 — 1)% cosh t) (s) cosh ¢ (t) + cos (cosh™ s) cos (cosh ™ ¢) (t2 — 1)%
1 1 1
(52 — 1)% oS (cosh_1 s) oS (cosh_1 t) + st (42 — 1)%

olur. Bu da J' = [cosh §, cosh p] olmak {izere, L? (J) iizerinde [ gekirdekli L; integral
operatoriiniin, L? (J') {izerinde

1

t) =
m (s,?) cos (cos.hf1 s) Cos (cosh*1 t) + st

cekirdekli bir integral operatoriine simetrik olarak denk oldugunu gosterir. Boylece
N*(,1) = N*(¢1,J') = N* (m, J)

olur. Onerme 2.3.6 dan m>0 ve N* (m, J') = 0o oldugundan L > 0 ve N* (L) = oo elde
edilir. Boylece T, > 0 ve Nt (T,) = N (T') = oo olur. Dolayisiyla T, > 0 ve dolayisiyla

N7 (T,) = oo olur. Simdi 7T, operatoriiniin dzdeger sayisini inceleyelim.

ko (s,t) = =[k(s,t)—k(s,—1)]

1 1
[cosh(s —t)+cos(s+1t) cosh(s+t)+ cos(s — t)}
[ 2 (sinh s sinh ¢ 4 sin ssin t) ]
(

cosh s cosh t + cos s cos t)® — (sinh s sinh ¢ + sin s sin ¢)*

NI~ N~ N~

(sinh ssinh ¢ + sin ssin t)

(cosh s cosht + cos s cost)” — (sinh s sinh ¢ + sin s sin t)”
olur. Simdi

sinh ssinh ¢

l (Sa t) = 2 - . . - 2
(cosh s cosht 4 cos scost)” — (sinh ssinh ¢ 4 sin ssin t)
ve
sin ssint
l2 (37 t) =

(cosh s cosh t + cos s cost)” — (sinh s sinh ¢ + sin s sin t)”

olmak tizere
ko (Sa t) = ll (37 t) + 12 (37 t)
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olur. Ilk olarak I, (s,t) cekirdegine sahip bir L; integral operatoriiniin 6zdeger sayilarim

inceleyelim. Simdi §, 0 < § < p segelim ve J = [0, p] olsun. Bu durumda
N* (1, 1) = N* (11, J) (degismezlik teoreminden)

olur. Simdi

1

ny (s,t) = 2 . . . 2
(cosh s cosht 4 cos scost)” — (sinh ssinh ¢ + sin ssint)

cekirdegine sahip bir integral operatoriimiiz N; olsun. Onerme 2.3.3 kullanilarak

1
n1 (57 t) = 2 . . . - N2
(cosh s cosht + cos scost)” — (sinh ssinh ¢ + sin ssint)
1
= 2
(cosh s cosht + cos s cost)
>0
olur.

M (s,t) = Vsinh sf(s)

seklinde bir carpim operatorii tammlayalim. Bu durumda M N, M* = L; olur. Onerme
2.3.2 kullanilarak L; > 0 elde edilir.
Ikinci olarak I (s,t) cekirdegine sahip L, integral operatoriiniin 6zdeger sayilarmi in-

celeyelim. Simdi d, 0 < & < p secelim ve J = [§, p| olsun. Bu durumda
N=(ly, I) = N* (I, J) (degismezlik teoreminden)

olur.

1

N2 (3> t) = 2 - - . Y
(cosh s cosht + cos scost)” — (sinh ssinh ¢ + sin ssint)

cekirdegine sahip bir integral operatoriimiiz N, olsun. Onerme 2.3.3 kullanilarak

1
ny(s,t) = 2 . . . 2
(cosh s cosht 4 cos scost)” — (sinh ssinh ¢ 4 sin ssint)
> ! 5
(cosh s cosht 4 cos scost)
>0
olur. Simdi

M, (s,t) = Vsinsf(s)
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seklinde bir carpim operatorii tammlayalim. Bu durumda M NoM* = Ly olur. Onerme

2.3.2 kullanilarak Lo > 0 elde edilir. Boylece
Li>0ve Ly >0

oldugundan dolay1
T,>0ve N~ (T,) =N (T)=0

elde edilir. m

Onerme 3.2.4 n > 0 olmak fizere

1
k(s,t) =
(5,2) s2n2n + cos(s + t)
olsun ve p > 0, I € Ad (k) olacak sekilde I = [—p, p| simetrik arahgini diginelim. T,

L2 (I) dizerinde k ¢ekirdegine karsihk gelen integral operator olsun. Bu durumda
Nt (T)=occve N~ (T)=0
olur.

ispat .

1
k(s,1) = — ke (—s, —t
(5,2) §2n2n 4 cos(s + t) (=s,=1)

oldugundan Teorem 2.1.6 kullamilarak L? (I) ve L2 (I) uzaylar T operatériiniin degismez

alt uzaylandir. Ayrica T, : L?(I) — L?*(I) operatoriiniin gekirdegi

ke (s,t) = = [k(s,t) + k(s, —t)]

N —

ve T, : L2(I) — L3(I) operatoriiniin gekirdegi

ko (s,t) = = [k(s,t) — k(s,—1)]

DN | —

olmak iizere

T=T.+1T,

yazilabilir.
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Oncelikle T, > 0 ve dolayisiyla
Nt (T.,) = >

oldugu gosterilecektir. Daha sonrada bu operatoriin negatif 6zdeger sayisina bakilacaktir.

ko (s,1) — % [k (s,8) + K (5, 1)
1] 1 1
T2 | s2nt27 4 cos(s + t) * s22n + cos(s — t)}
RS 1 1
T 2| $2M2 4 cosscost —sinssint - §2nt2" 4 cos scost + sin ssint
1 2 (s*"t?" + cos s cos t)
2 [(s2%2" 4 cos s cost)? — (sin s sin t)21
1

(sin ssint)?
(527127 4 cos s cost)

(527127 4 cos s cost) —

olur. Onerme 2.3.3 kullanilarak

1

ke (s, t) =

(sinssint)?
(527127 4 cos s cost)

(527127 4 cos s cost) —

1
s2nt2n 4 cos scost

elde edilir. L, L? (I) iizerinde

1
§2n¢2n 4 cos scost

[(s,t) =

cekirdegine kargilik gelen integral operatorii olsun. Bu nedenle T, > L olur. Dolayisiyla
L > 0 oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Simdi —p < —d < 0 olacak gekilde § sayisi segelim ve J = [—p, =] olsun. Degismezlik
teoreminden N*(I,1) = N*(l, J) oldugunu biliyoruz. (s) = —arccoss olsun. Boylece

V' (s) = ———— olur. ¢'(s), J' = [cos p, cos 0] iizerinde simirhdir.
(1=}
Ul(sit) = U ()P L (s). % (1) (1%
1 1 1
(1- 52)% (— arccos s)°" (— arccos s)*" + cos ) (s) cos 1) (t) (1- t2)i
1 1 1

(1-— 32)% (arccos s. arccos t)2” + st (1 — tQ)%

olur. Burada L? () iizerinde [ gekirdekli integral operatorii L2(.J') tizerindeki

1

2
(arccos s. arccost)™" + st

m(s,t) =
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cekirdekli bir integral operatoriine simetrik olarak denk oldugunu gosterir. Boylece
N*(I,I) = N*(¢l, J') = N* (m, J)

olur. Onerme 2.3.6 dan m>0 ve N* (m, J') = oo oldugundan L > 0 ve N* (L) = oo elde

edilir. Boylece T, > 0 ve Nt (T,) = N* (T) = oo olur. Dolayisiyla T, > 0 ve dolayisiyla

N™(T,) = o0
olur.
Simdi
1
ko (87 t) = 5 [k (S7t> —k (57 _t)]
T 1 1
2 s fcos(s+t) 822 + cos(s — t)
o 1 1
282127 4 cosscost —sinssint  s2t2"  cosscost + sinssint
17 2 (sin ssint) ]
2 [ (527127 + cos s cost)® — (sin ssint)?
B sin ssint
(527127 4 cos s cost)® — (sin ssint)?
S sinssint

(527127 + cos s cost)®
olur. L, L*(I) tizerinde
1

(527121 + cos s cost)?

I(s,t) =

¢ekirdegine kargilik gelen integral operatorii olsun. Simdi
M (s,t) = Vsinsf(s)

seklinde bir carpim operatorii tanmmlayalim. Bu durumda M LM = T, olur. Onerme

2.3.2 kullanilarak L > 0 elde edilir. Boylece
T,>0ve N~ (T,) =N (T)=0
elde edilir. m

Onerme 3.2.5 B > 1 olmak fizere

1
k(s,t) =
(5,1) B + s?"¢?" — cosh(s — t)
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olsun ve p, p > 0 ve I € Ad(k) y saglayacak sekilde yeterince kiigiik olmak tizere
I = [—p,p] simetrik arabgm disiinelim. T, L*(I) dizerinde k ¢ekirdegine karsilik ge-

len integral operatori olsun. Bu durumda
Nt (T) =00 ve N~ (T) = o0
olur.

ispat .

1
k(s,t) = =k(—s. —t
(5,1) B + 522" — cosh(s — t) (=, —=1)

oldugundan L? (I) ve L? (I) uzaylar1 L? (I) mn degismez alt uzaylaridir. Ayrica T, : L*(I) — L%(I)

operatoriiniin cekirdegi

ke (s, t) = = [k(s,t) + k(s, —t)]

N | —

ve T, : L2(I) — L3(I) operatoriiniin gekirdegi

ko (s,t) = = [k(s,t) — k(s,—1)]

1
2
olmak tizere
T=T,+1T,
yazilabilir. Oncelikle T, > 0 ve dolayisiyla

N™(T,) = o0

oldugu gosterilecektir. Daha sonra da bu operatoriin negatif 6zdeger sayisina bakilacaktir.

ke (s,t) = [k (s,t) + k (s, —t)]

1 1
[B + s27t2n — cosh(s — t) * B + s?t2" — cosh(s + t)}
[ 2 (B + s*t?" — cosh s cosh t) }
(

B + 5227 — cosh s cosh t)? — (sinh s sinh ¢)?
1

NI~ NI~ N

(sinh s sinh t)?
(B + s?7t2" — cosh s cosh t)

(B + s?"t2" — cosh s cosh t) —

1
B + s2n¢2n — cosh scosh t

v
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elde edilir. L, L?(I) iizerinde

L(s,1) !
S =
’ B + s27¢2n — cosh s cosh t

cekirdegine karsilik gelen integral operator olsun. Bu nedenle 7, > L olur. Dolayisiyla
L > 0 oldugunu gostermemiz yeterlidir. Simdi 6, 0 < § < p segelim ve J = [J, p] olsun.

O zaman

NE(1,1) = N*(1,J)

elde edilir. ¢ (s) = cosh™' s olsun. Buradan ¢’ (s) = 21 o Ve J' = [coshd, cosh p]
2 —
olur. Simdi
Ul(s,t) = ¢ ()7L () ¥ (1) ¥ ()2
_ 1 1 1
(s — 1)i B+ (cosh™'s) o (cosh™ t)271 — cosh ) (s) cosh ) (t) (12 — 1)i

1 1 1
(52 — 1)% B+ (cosh_1 scosh™! t)2n — st (12 — 1)i

N=(I,I) = N*(l,J) olur. Bu da J' = [coshd,cosh p| olmak iizere, L?(J) iizerinde [
gekirdekli L; integral operatériiniin, L? (.J') iizerinde

1
B+ (cosh_1 scosh™! t) m_ st

m(s,t) =

cekirdekli bir integral operatériine uzamsal olarak denk oldugunu gosterir. Onerme 2.3.5
A= B+ (cosh_1 scosh_lt)% ve v = 1 alimirsa N* (m, J') = oo oldugunu biliyoruz.

Dolayisiyla

N*(,1) = N*(¢l,J) = N*(m,J') = 00

olur.
Simdi 7, operatoriiniin 6zdeger sayisini inceleyelim. k,(s,t) = —k’(s,t) olmak tizere
K (87 t) = [k (87 _t) —k (87 t)]

1
2
R 1 1
2 [B + 522" —cosh(s +t) B + s2"t?" — cosh(s — t)}

1 [ 2sinh ssinh ¢ ]
2 | (B + s2nt?2" — cosh s cosht)® — (sinh s sinh t)*
sinh ssinh ¢ sinh ssinh ¢

(B + 5227 — cosh s cosh t)® — (sinh ssinh ) — (B + s272" — cosh s cosh t)?
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olur. L, L?(I) iizerinde

sinh ssinh ¢

l(sat) = om12 2
(B + s*t?" — cosh s cosh t)

cekirdegine karsilik gelen integral operatorii olsun. Bu nedenle L c¢ekirdekli integral op-

eratoriiniin durumunu incelememiz yeterli olacaktir. J = [§,p], 0 < § < p ve (s) =
1
cosh™' s almirsa ¢'(s) = ——— olur. Simdi
(2~ 1)
Pl(s,t) = ¢ ()21 (s), ¢ (1) ¥ ()2
1 sinh () sinh ¢(t) 1

(52— 1)} (B + (0 (5)(5 (1)2" — cosh(t (3)) cosh v (1)° (2 — 1)}
| 1 y/(coshis(s))? — 14/ (cosw(t))® — 1
(s2—1)1 (2 —1)1 (B + (cosh™" scosh™" ¢)2n — st)2
1 1 V2 -1V -1
(s2— 1)1 (2 — 1)1 (B + (cosh™" s cosh™" ¢)2n — 515)2
(2 = D@ - )
(B + (cosh™" s cosh™" ¢)2n — st)2

olur. Bu L?(J) iizerinde [ gekirdekli L ; integral operatoriiniin, J’ = [cosh §, cosh p] olmak

lizere

1
(B + (cosh™" s cosh™" ¢)2n — st)2

m(s,t) =

cekirdekli bir L' integral operatoriine uzamsal olarak denk oldugunu gosterir. Onerme
2.3.5 den A = B + (cosh ! scosh™' #)?" ve v = 2 alimirsa m(s, t) cekirdekli bir integral
operatorii icin L', > 0 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla L; > 0 elde edilir. Buradan L > 0

elde edildiginden dolay1 T, < 0 oldugu sdylenebilir. Dolayisiyla N~ (T") = oo olur. m

Onerme 3.2.6 A > 1 olmak iizere

1

kls,t) = A —cos(s+1t)

olsun ve p, p > 0 ve I € Ad (k) yu saglayacak sekilde sifir civarinda olmak tizere I = [—p, p]
simetrik aralgim diginelim. T, L?(I) fdizerinde k cekirdegine karsilik gelen integral

operatori olsun. Bu durumda

olur.
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ispat .

1 1
kls,t) = A—cos(s+1) A—cos(—s—1) = k(=s,—1)

olur. Bu nedenle L?(I) ve L?(I), L?(I) nin degismez alt uzaylaridir ve

o (5,1) = % [k (s,8) + k (s, —t)]

gekirdekli T, : L2 (I) — L2 (I) ve

ko s,1) = 5 I (5,1) = K (5, 1)

cekirdekli T, : L2 (I) — L2 (I) operatorleri ele almarak T' = T, + T,, yazlabilir. Tlk olarak

T.>0, Nt (T.) = 0o oldugunu gosterecegiz.

b (s.1) = %[k:(s,t)Jrk(s,—t)]
1] 1 1
- §_A—cos(s+t)+A—cos(s—t)}
o 1 1
) _A—cosscost+sinssint+A—cosscost—sinssint
1 2 (A — cosscost)
T2 _(A—cosscost)2—sin2$sin2t1
B 1
(A —cosscost) — (sin® ssin®¢) / (A — cos s cost)
> ! =1(s,t)

A — cosscost
olur. L, L*(I) iizerinde [ ye karsilik gelen integral operatorii olsun. Bu nedenle T, > L
olur. Boylece L > 0 oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.

Simdi —p < —d < 0 olacak gekilde § sayisi segelim ve J = [—p, =] olsun. Degismezlik
teoreminden N*(I,I) = N*(l,J) oldugunu biliyoruz. (s) = — arccoss olsun. Bdylece
P (s) = T olur. ¢'(s), J' = [cos p, cos §] iizerinde simrhdir. Simdi uzamsal denklik

(-9
kullanilarak

GlLs,t) = ¥ ()7L (s) v ()¢ (1)?

(1—s2)1 A —costp(s)cosih(t) (1 — s2)1
1 1 1

(1—s2)F (A=st) (1 - 52)}

olur. Burada L? (J) iizerinde [ gekirdekli integral operatorii L?(J') {izerindeki

m(s, t) = m

o4



cekirdekli integral operatoriine uzamsal olarak denktir. Onerme 2.3.5 de v = 1 almirsa

bu sekilde olan bir ¢ekirdegin N*(m, J') = oo oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla uzamsal

denklikten

N*(m,J') = N*(@l,J') = N*(1,J) = N*(,]) = o0

olur.
Simdi 7, operatoriiniin 6zdeger sayisini inceleyelim. 7, = —7" olmak tizere
1
K (S7t) = 5 [k (57 _t) —k (S7t)]
RN 1 1
 2|A—cos(s—t) A—cos(s+1)
17 1 1
~ 2 |A—cosscost —sinssint A — cosscost + sinssint
17 2sin ssint }
2 [ (A —cosscost)’ —sin® ssin®t
sin ssint

2 . .
(A — cosscost)” — sin? ssint

sin ssin ¢
2
(A — cosscost)

olur. L, L*(I) iizerinde

v

sin ssint
2
(A — cos scost)

cekirdegine kargilik gelen integral operator olsun. Bu nedenle L cekirdekli integral oper-

I(s,t) =

atoriiniin durumunu incelememiz yeterli olacaktir.
J =[—p,—8], -p <-6 < 0 ve Y(s) = —arccos s alimirsa 1’ (s) = ﬁ olur. Simdi
_§2)3
lis,t) = U ()7L ()0 (D)W ()2
1 sin(s) sin () 1
(1— ) (A —cos(1p(s)) cos(¥(1))? (1 — 2)1
| 1 /1 (eosti(s))*/1 — (cos (1))
(1—s2)1 (1 —t2)1 (A —st)?
1 1 V1 —s2y/1—1¢2
(1—s2)i(1—¢2)3 (A—st)?
V1—5s2y/1 -2
(A — st)?

olur. Bu L?(/J) tizerinde [ gekirdekli L; integral operatoriiniin, J' = [cos p, cos d] olmak

lizere

m(s,t) = At
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cekirdekli bir L' integral operatoriine uzamsal olarak denk oldugunu gosterir. Onerme
2.3.5 den v = 2 almursa m(s,t) ¢ekirdekli bir integral operatorii i¢in L', > 0 oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla L; > 0 elde edilir. Buradan L > 0 elde edildiginden dolay1 7;, < 0
oldugu soylenebilir. Dolayisiyla N~ (7') = oo olur. =
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BOLUM 4
NUMERIK CALISMALAR

Bu boliimde daha 6nceki boliimde incelenmis olan analitik ¢ekirdeklere érnekler verilerek
inceledigimiz bu gekirdege sahip integral operatorlerinin en kiigiik pozitif ve en biiyiik
negatif 6zdeger sayilar1 bulunmaya caligilacaktir. Gocen ve Soykan (2012) baz ortogonal
polinomlar segerek ritz yontemiyle niimerik c¢alismalar yapmisti. Simdi bunlara ilave
olarak daha farkl polinomlar secerek ritz yontemiyle niimerik calismalar yapilmigtir. Ilk
olarak bu boliimde kullamlacak Ritz yontemi ve bazi1 ortogonal polinomlar hakkinda 6n

bilgi verilecektir.

4.1 RIiTZ YONTEMI

Cekirdegi simetrik olan, yani k(s,t) = k(t,s) bagintisim gergekleyen agagidaki integral
denklemini ele alalim:

o(s) = ,u/k(s,t)go(t)dt, a<s<b

(¢,,(s)), ilk n elemam [a,b] aralig: iizerinde lineer bagimsiz ve L?(a,b) de tam olan bir
fonksiyonlar dizisi olsun.

n

uls) = Y aiby(s) (4.1)

j=1

seklindedir ve burada a; katsayilari ||, || = 1 olacak sekilde belirlenecektir. Bu kosul
altinda (T'¢,,, p,) kuadratik formunun degerleri aranacaktir. Islemler sonucunda a; ler
cinsinden yazilmig homojen lineer bir denklem sistemine ulagilmaktadir (burada g bir

Lagrange ¢arpanidir).
Z{<T¢za¢]>_u<¢w¢g>}a]:()7@:17an (42)
j=1
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(4.2) nin sifirdan farkh bir ¢oziimiiniin olmasi igin sistemin determinant1 sifir olmahdir.

<T71Z)1777[}1> —H <w17¢1> <T¢1a¢2>'ﬂ<¢17¢2> te <T77[}17wn> —H <w17wn>
<T¢27¢1> —H <¢27¢1> <T¢2a¢2> —H <¢2:¢2> e <T¢27¢n> —H <w27¢n>

<Twn’ Tr[}l> —H <wn7 1/}1> <T71Z)n7 QIZ)2> —H <1r[}n7 qu)2> e <T1/}n7 wn> —H <1/}n? Tr[}n>

=0 (43)

(4.3) denkleminin kokleri k(s, t) gekirdeginin 6zdegerlerini yaklagik olarak verir. (4.1) den-

kleminin en biiyiik kokii, 6zdegerlerinin en biiytigiiniin degerini oldugundan daha kiiciik

olarak verir. (4.3) den p’ yii bulup ve (4.2) de yerine koyarak (4.2) sisteminin sifirdan

farkli a; (j = 1,2, ...,n) ¢oztimleri aragtirilmaktadir. Boylece, bulunan bu a; degerlerinin

(4.1) de yerine yazilmas: ile elde edilen 6zdegerlere kargilik gelen 6zfonksiyonlar yaklagik

olarak bulunmaktadir (Kythe and Puri 2002).

4.2 BAZI ORTOGONAL POLINOMLAR

Tanim 4.2.1

1 "
Puls) = g g (8= 1)

yardimayla tanimlanan polinoma Legendre polinomu denir. Bir ka¢ Legendre polinomu

»

Py(s) =1 Pi(s) =
Py(s) =3 (35> —1) Ps(s) = 3 (5s® — 3s)

seklinde yazilabilir (Yasar 1988).

Ritz yonteminde, P,, n. Legendre polinomunu gostermek iizere

wn(s) :Pnfl(s), n=1,...,N

olsun. Bu polinomlar (—1, 1) araliginda ortogonal olduklarindan i # j i¢in (F;, P;) = 0

ve diger durumda (P, P;) =2/ (2i + 1) elde edilir.

V)

Ui(s) = Po(s) =1 y(s) = Pa(s) =
U3(s) = Pa(s) = 5 (352 = 1) ty(s) = Ps(s) = 5 (5s® — 3s)
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olmak {izere basit hesaplamalarla

<w1,w1>=/1ds=2 wl,%):/ sds =0

1 1
1 1
<¢17¢3> :/ %(352_1)d520 <¢17¢4> :/ %(553_35)615:0
. 4
<%w»:/§w=§ <%w9=/§&tﬁm$w

<%Wﬁéf%®§—wwzo <%w9=[
<1/13>?/)4>=/1§(3s2—1)(5s3—35)ds:0 <¢4,¢4>:/1

1

esitliklerin saglandigy gortiliir.

Tanim 4.2.2

(_]_)n 1 dn 2 1+n
2nn! (1 — s?)ds (1-+)

P (s) =

yardimayla tamamlanan polinoma Jacobi polinomu denir. Jacobi polinomlarindan ilk

birkag tanest

Py(s) =1 Pi(s) =2s
Py(s) == Z (552 — 1) Py(s) = s (7s% — 3)
olur.

olsun. Bu polinomlar (—1,1) araliginda ortogonal olduklarindan, i # j icin (P, P;) = 0
ve diger durumda

8 (I'(n+2)°

P, P) =
< ) 2n+ 3 n!l' (n + 3)

esitligi elde edilir.

—_

P1(s)
Y3(s)

oldugundan agagidaki esitlikler elde edilir.

Po(s) = Vy(s) = Pi(s) = 2s
Py(s) =3 (5% —1) thy(s) = Ps(s) = s (7s*> — 3)

S=1-—3s2
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olmak tizere

1 1
= Sds = 4 = 25sds =
(1, 91) /11 5=3 (1, 14) /11 sds
(i) = [ 4565 = Dds =0 (o) = [ S0 =35)ds =0
4 =
(g, 19) = / 4Ss%ds = 12 (1hg,1h3) = / 8 (552 —1) Sds =0
- -+ .
(n) = [ 25(75* =35 ds =0 (o) = [ (552 =17 Sds = 2
. 155% — 3 ! 32
(13, g) = /15 (732 - 3) %ds =0 (Vy,104) = /132 (75* — 3)2 Sds = 15
olur.

Tanim 4.2.3
P.(s) =cos(n.cos™'s), n=012..

yardimayla tamamlanan polinoma 1.tip Chebyshev polinomu denir. 1.tip Chebyshev poli-

nomlarinin bazilar:

1 Pi(s) =s
Py(s) =2s* —1 Ps(s) = 45> —3s

olur (Yasar 1988).

Ritz yonteminde P,, 1.tip Chebshyev polinomunu gostermek iizere

olsun. Bu polinomlar da (—1, 1) araliginda ortogonal olduklarindan

<Pivpj> = Wai:jzoa

(P, P) = g i=j=12 N

elde edilir.
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olmak {izere basit hesaplamalarla

1 1
= Sds = = Ss (483 — ds =
(1) /11 s=m (s ib) /11 § (45— 3s)ds = 0
(110 = / Sads =0 (anibs) = / $5(25> — 1)ds = 0

_ 1
1 1
(V1,¢y) = S (4s% = 3s)ds =0 (Y, 1hy) = /15 (45° — 35)2 ds = %W
1 1
(o) = [ Seas=dr  (wyu) = [ S@8 -1 =35 ds =0
esitliklerinin saglandig) goriiliir.

Tanmim 4.2.4 s = cos 8 olmak izere

sin[(n + 1) 6]
sin

P,(s)=

yardvmuyla tanemlanan P, (s) polinomuna 2. tip Chebshyev polinomu denir. 2. tip Cheb-

shyev polinomlarindan bazilar:

1 Pi(s) =2s
Py(s) =45 —1 Ps(s) =85> —4s

olur.

Ritz yonteminde, P, (s), 2.tip Chebshyev polinomu olmak iizere

olsun. Bu polinomlar (—1,1) araliginda ortogonal olduklarindan, i # j i¢in (P, P;) =0

ve diger durumda
™ . .
(P, Pj) =5 1= =0,1,2,...,N

elde edilir.

P1(s) = P(s) =1 Vy (s) = Pi(s) = 2s
Yy (s) = Pas) = 45> —1 o, = P3(s) = 85> — 4s

S=v1-352
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olmak tizere

1 1
(Y1, ¢) = | Sds =3 (hy,19) = | 2sSds =
[ [
(1,1b5) = /1<4s2 1) Sds =0 (1, 16) = /15<8s3 —4s)ds =0
1 1
(g, 1q) = /14S2Sd8 = %7? (1hg, 1) = /125 (482 —1)Sds =
1 1
(1hy, 1) = /1 (16s* — 85%) Sds = 0 (1hg, 1hg) = /1 (45 —1)* Sds = Lx
1

(3, 14) = / (45* — 1) (85® —4s) Sds =0 (g, Yy) = / (8% — 48)2 Sds = %7‘(’

1 1

esitliklerin saglandigy gortiliir.

4.3 RASYONEL CEKIiRDEKLi INTEGRAL OPERATORLERIN OZDEGER-
LERI

Bu kisimda daha 6nceki boliimde incelenmis olan bazi rasyonel cekirdekli integral oper-

atorlerin 6zdegerleri niimerik hesaplamalarla yaklagik olarak hesaplanacaktir.

Ornek 4.3.1 Daha énce yapilan calismalarda hepsi ayni anda 0 olmamak sartwla a,b € R

olmak tizere

1

k(s,t):m

formundaki ¢ekirdek incelenmisti. p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kiigiik olmak
tizere I = [—p, p| simetrik aralgu g6z oniine alinarak L? (I) iizerinde k ya karsilik gelen

T integral operatoriniin pozitif ve negatif ézdeger sayisinin
Nt (T)=N"(T) =
oldugu bulunmustu.

Simdi Ritz yéntemiyle Legendre polinomu ve Jacobi polinomu kullanilarak bu formdaki

1

k(s,t) = m

cekirdegine karsilik gelen integral operatoriiniin en kiigiik pozitif dzdegeri ve en biiyiik

negatif 6zdegeri bulunmaya calisilacaktir.
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Coziim 1 Ritz yonteminde 1, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi se¢ilmektedir.
¢n(8) = Pn—l(s), n=1,...,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman

s) = Z%%(S)
j=1
olmak {izere
Pq(s) = a1 Po(s) + azPi(s)
elde edilir.
dsdt = 0.16219

(T, 9) =

(Tpy, 1) dsdt —7.3224 x 107°

[
(Tp1,1hy) = / / Gt = —7.8886 x 1073
- [ L

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

0.16219 — 24 —7.8886 x 1073
2
—7.8886 x 1073 —7.3224 x 107 — 3H

= 1.33331% — 9.3482 x 102 — 1.1876 x 1072 = 0
haline gelir ve bu sistem coziildiigiinde
py = 8.1097 x 1072, 1y = —1.0983 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1

AN o= ——— =12331
! 8.1097 x 102 33

1
Y = Toosaxaoz . 00

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

AT =12.331

63



ve aranan en biiyiik negatif czdeger

AT = —-91.050

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

Ty, 4py) = / / dsdt = 0.16219

(Thy,09) = » W

—~

5+ st)?

(T, i) = 237 1)

dsdt = —7.8886 x 103!

dsdt = 8.836 x 1074

[/,
(Ti)y,1y) = /1 /1 —tdsdt —7.3224 x 107?
[/

(Topn, ) = /1/ wdsdt_ 1.9722 x 10~

1
Lot 138 —1)(3t* — 1)
T, = 4 dsdt = 3.5873 x 1074
< ¢3 w3> . /_1 (5+8t>2 s

elde edilir. Aym gekilde (4.3) sistemi

= —0.53333u% + 3.7871 x 107 24% + 4.4203 x 107 %y — 4.2032 x 107" =

haline gelir ve

0.16219 — 24 —7.8886 x 1073 8.836 x 10~*
2
~7.8886 x 1077 —7.3224 % 1070 — oy 19722 x 107
2
8.836 x 10~* 19722 x 107 35873 x 107" — 2y

py = 8.1107 x 1072, j1, = 8.8467 x 107*, 3 = —1.0984 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

N = 1 — 12.329
L' 781107 x 102 7

1

Ny = ——— —1130.4

2 8.8467 x 104
1

_ — _01.042
A3 —1.0984 x 102 91.0

olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =12.329
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ve aranan en biiyiik negatif czdeger
AT = —91.042

olur.
Coziim 2 Ritz yonteminde 1, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi se¢ilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman

s) = Z aj¢j(5)
j=1
olmak tizere
©y(8) = a1 Py(s) + as Py (s)
elde edilir.

(T, 9y) dsdt —0.10753

4st ( 1—8
5+st

d
5+8t
d

(Thhy, py) = dt = —1.1618 x 1072

- [ ]
(T1,1hy) = // 1_8 dt = —1.5777 x 10~
[/

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

4
0.10753 — - —1.5777 x 107
—15777 x 107% —1.1618 x 1072 — 12

= 1.4222;* —9.9208 x 107 % — 1.2493 x 1072 =0
haline gelir ve bu sistem coziildiigiinde
= 8.0649 x 1072, 1, = —1.0892 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

N = 1 — 12.399
L7 80649 x 10-2 7
1
Ny = — _91.811
2 —1.0892 x 102 1.8
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olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =12.399

ve aranan en biiyiik negatif 6zdeger

AT = -91.811

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 alimacaktir. Buradan

1_
(T, 9,) = // s dsdt—010753
-1
2t ( 1—
(T, y) = // ol ddt —1.5777 x 10730
—1J-1

4 t 1—
(Tiby, 1) = // (=5 ) g — 11618 x 102

1— (5t — 1) (1 — s?)

-2
(T, v3) = / / e dsdt = 5.4642 x 10
® (52— 1) (1 — ) .
(Thy, thg) = / / L dsdt = 7.8886 x 10
1 — (5s? —1)(5t2 — 1) (1 — s?)
(Tg,13) = / / DL dsdt = 1.1359 x 1073

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

0.10753 — 3p —1.5777 x 107 5.4642 x 1072
—1.5777 x 10730 —1.1618 x 1072 — 181, 7.8886 x 103
5.4642 x 1072 7.8886 x 107! 1.1359 x 1072 — 4

= —1.2194% +8.6651 x 1072u* +4.1429 x 1031 +3.3269 x 107° = 0

ve
py = —2.3710 x 1072,y = —1.0892 x 1072, 5 = 0.10569

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
_ — 421

M —92.3710 x 102 7
Ny = 1 — _91.811

2T C10892x 1072

1

Ny = —9.461

3 010560 _ D-4010
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olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =0.4616

olur.

Ornek 4.3.2 Ritz yontemi kullanilarak

1
94 3(s +t) + 522

k(s,t) =

simetrik cekirdegine karsilik gelen integral operatoriniin en kiiciik pozitif dzdegeri yaklasik

olarak bulunacaktir.

Coziim 1 Ritz yonteminde 1), (s) fonksiyonlarinin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi secilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman

s) = Zaj¢j(5)
j=1
olmak tizere
©o(8) = a1 Py(s) + as Py (s)

elde edilir.

1
T = dsdt = 0.47644
< ¢17¢1> / / 9—|—38—|—t>+$2t2 s
t

T = dsdt = —5.7189 x 1072
(T41,92) / / 9+ 3(s+1t) + s2t2 s %
(Thq, 1hs) / / st dsdt = 1.2932 x 1072

22 9+3(s+t)+ s%t?
olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

0.47644 — 2y —5.7189 x 1072

2
—5.7189 x 1072 1.2932 x 1072 — §M

= 1.33332 — 0.343491 + 2.8907 x 1072 = 0
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haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py = 0.24891, 1, = 8.7102 x 1073

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
N = —4.01
! 0.24891 0175
1
- 11481
A2 8.7102 x 10-3 8

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =4.0175

olur.

Simdi ayni 6rnek icin (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

1,1
1
(T, y) /1/19+3(s+t)+52t2 dsdt = 0.476

1 1
t
T = dsdt = —5.7189 x 1072
(T41,¥2) /1/ 9+ 3(s+1t) + s2t2 s %
(Tipy, ) = /1 /1 st dsdt = 1.2932 x 1072
2 ) 94 3(s + 1) + s2¢2 -
(Tby, 1) /1 /1 3682 —1) dsdt = 5.7825 x 107
= = 5. X
b 119+ 3(s 1) + 22 ’
Lot 3s(3t2—1)
T = 2 dsdt = —1.6704 x 1073
(Ty,1)3) /1/19 PR 6704 x 10
Dot i(3s2 = 1) (32— 1)
T = 4 dsdt = —6.7472 x 10™*
(T4, ) /1/1 9+ 3(s+1t) + s2t2 s %

elde edilir. Ayni gekilde (4.3) sistemi

0.47644 — 2 —5.7189 x 1072 5.7825 x 1073
2
—5.7189 x 1072 1.2932 x 1072 — 3 —1.6704 x 1073
2
5.7825 x 1073 —1.6704 x 1072 —6.7472 x 107* — S

—0.533331> 4+ 0.136 501* — 8.9666 x 1074y — 2.6074 x 107¢ =0
haline gelir ve

py = 0.24911, gy =9.0067 x 1072, pz = —2.1790 x 1072
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

M= 40143
bTo024911 0 T
1
Ny = =111.
® 7 9.0067 x 10-3 0
1
As —2.1790 x 10-3 o8- 93

olur. Yine aranan pozitif 6zdeger yaklagik
AT =4.0143

olarak bulunmaktadir.
Coziim 2 Ritz yonteminde 1, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi se¢ilmektedir.
¥, (s)=P,1(s), n=1,...,N
(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alimacaktir. O zaman
s) = Z a;ji;(s)
j=1
olmak {izere

Pa(8) = a1 Po(s) + ax Pi(s)

elde edilir.

1—s
T dsdt = 0.31377
(T41, ) /19—|—3s+t—|—82t2 s

/
(T, ) = //19 20025 ot — 74025 x 10-2

+3(s + t) + st2

4st (1 — s?)
T = dsdt = 2.0565 x 1072
(T4, 1) //_19+38+t+82t25 .

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

4
031377 —cp 74025 x 1072
—7.4025 x 1072 2.0565 x 102 — 124

= 1.42224% — 0.36211p 4+ 9.7298 x 107% = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde

py = 0.25190, 1y = 2.7159 x 1073
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
N = -3
! 0.25190 3.9698
Ny = 1 — 368.2
27 97159 x 103 T

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =3.9698

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 alimacaktir. Buradan

1 — g2
T - dsdt = 0.31377
(T1, 1) / /_19—|—33—|—t 22"

2t (1 — s%)
T = dsdt = —7.4025 x 1072
(T41,92) / /_19+3 s+ 1) + s2¢2 s %

4st (1 — s?)
T = dsdt = 2.0565 x 1072
< %,W / /_19—1—35—1—25 +52t28 X

! —(5t2— 1) (1 - s?)
(Th1,1h5) = / / 3+3(s+t)+52t2 dsdt = 0.16765

3s

1 5 (5t — 1) (1 — s?) ,
T = dsdt = —2.6585 x 10~
(T4, ¥s) /_1/_1 9+ 3(s +1t) + s2t2 s %

Lol 9 (562 1) (562 — 1) (1 — s2)
T = 16 dsdt = 1.1412 x 1073
(T3, s) /1/1 9+ 3(s +1t) + s2t2 y %

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

0.31377 — 4 —7.4025 x 1072 0.16765
—7.4025 x 1072 2.0565 x 1072 — 2y —2.6585 x 1072
0.16765 —2.6585 x 1072 1.1412x 10% — S

= 2.9675 x 1072 + 0.312u% — 1.2194* — 1.3881 x 107* = 0
haline gelir ve
= —7.7432 x 1072, py = 4.4712 x 1072, s = 0.32891

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
M 77432 x 102 915
Ny = 1 — 223.65
27 44m12x 103 77
1
Ny = —3.04
3 032801 0403
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olur. Yine aranan en kiiciik pozitif 6zdeger
AT =3.0403

olur.
Coziim 3 Ritz yonteminde 1, (s) fonksiyonlarmin olusturdugu koordinat sistemi igin

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi secilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman

s) = Z aj¢j(5)
j=1
olmak tizere
©y(8) = a1 Py(s) + as Py (s)

elde edilir.

1,1 )
Ty, ¢) = //9+3(8+t;+82t2dsdt—0.37135
L=

1 _ 2
(Tepy,hy) = S dsdt = —8.8196 x 1072

9+3 s+t) + s2t?
/ / 4sty/1 — s2
-1

TP szdsdt =3.0363 x 107
S S

<T¢27 ¢2> =

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

0.37135 — imp —8.8196 x 1072
—8.8196 x 1072 3.0363 x 1072 — mu

= 2.46744% — 0.63101p + 3.4968 x 1072 =0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py = 0.25007, py = 5.6672 x 107°

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

N = L _ 39989
L' 025007
1
2 56672 x 108 L1040
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olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

At =3.9989

olur.

Simdi aym ornek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan

<T¢1777/}1> / /19+3 S+t —|—82t2

(TYy,1y) =

<Tw27 ¢2> =

[/

/.
(T i) = //

/.

2s 4t2—1
T =
< ¢271/}3> /1 9_|_3 S+t +82t2

(T, iba) = / /

elde edilir.

0.37135 — 3mp —8.8196 x 1072 0.136 79
—8.8196 x 1072 3.0363 x 1072 — Jmp —2.8112 x 1072
0.136 79 —2.8112x 1072 3.074x 107* — 3

V1-—s2

dsdt = 0.37135

V1—s2

9+3 (s+t) + s2t2

4sty/1 — s2

/_19+3 s+t + s2%¢2

(4¢% — V1—s2

dsdt = 0.136 79

9+ 3( s~|—t + 5242

V1-—s2

) (4t2

DV

= —3.8758u° + 0.991954% +2.4947 x 1072 — 1.8223 x 107* =

haline gelir ve

py = 027844, py =5.9361 x 1072, ps

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

A
A2

A3

9+3 (s +1t) + s2t2

Ayni sekilde (4.3) sistemi

027Ras ~ oo4
1
— 168. 46
5.9361 x 10-3
1
— _35.154
TosG X102 o

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

At =3.5914

olur.

72

= —2.8446 x 1072

dsdt = —8.8196 x 1072

dsdt = 3.0363 x 102

dsdt = —2.8112 x 1072

dsdt = 3.074 x 1074

it
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Ornek 4.3.3 Daha énce yapilan calismalarda hepsi ayna anda 0 olmamak sartwla a, b, ¢ €
R olmak tizere

1

b (s.) =
(:8) = et T ootz

formundaki ¢ekirdek incelenmigti. p > 0, I € Ad (k) v saglayacak kadar kii¢ik olmak
tizere I = [—p, p| simetrik aralge géz oniine almarak L? (I) tizerinde k ya karsilik gelen

T integral operatoriniin pozitif ve negatif ozdeger sayisinin
Nt (T)=N"(T) = o0
oldugu bulunmustu.

Simdi Ritz yontemiyle Legendre polinomi ve Jacobi polinomu kullanilarak bu formdaki

1

ko) = T e

cekirdegine karsilik gelen integral operatoriiniin en kiigiik pozitif ozdegeri ve en biiyiik
negatif 6zdegeri bulunmaya caligilacaktir.
Coziim 1 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlarimin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi se¢ilmektedir.
wn(5> = Pnfl(s), n=1,...,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alimacaktir. O zaman

s) = Z a;;(s)

olmak iizere

©y(8) = a1 Py(s) + as P (s)
elde edilir.

7+4 i st = 0.58275
S

/ T 4 T der o grpdsdt = —3.1554 107
S S

<Tw17 ¢1> =

— = dsdt = —3.6684 x 1072

T —
(T4a, o) 17+4st+s2t2

[
T = [
[/

1
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olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

0.58275 — 2p —3.1554 x 10739
2
—3.1554 x 1073%  —3.6684 x 1072 — g,u

= 1.3333u% — 0.31513p — 2.1378 x 1072 = 0
haline gelir. Buradan
py = 0.29138, 1, = —5.5027 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
A= = 3.431
't T oo oMY
1
Y = 55027 x 102 5173

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

AT =3.4319

ve aranan en biiyiik negatif tzdeger

AT = —18.173

olur.

Simdi ayni 6rnek icin (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

1 1
1

T =  dsdt = 0.582
Ty, 1) / / e g edt = 0.58275
T = — —3.1554 1 -30
Ty, 1hy) / / 7+48t+82t2d5dt 3.1554 x 10
T = — — dsdt = —3.6684 x 1072
(T'thg, ) / / 7+4st+52t2 s 3.6684 x 10
T = / / 2 (38 — 2 L _dsdt = 4.4636 x 1073
< ¢17¢3> - 7+48t—|— 2t2 = 4. X
(Tthy,p3) = // (B 1) 2 _dsdt = 9.8608 x 1073!

SRS —I—4st—|—s2t2 St =
(T ) / / i ) (3" — 1)d dt =1.7480 x 107°

= = 1. X
¢37¢3 . . 7+48t+82t2 S
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elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

0.58275 — 21 —3.1554 x 10739 4.4636 x 1073
2
—3.1554 x 1073 —3.6684 x 1072 — g,u 9.8608 x 10731

2
4.4636 x 1073 9.8608 x 1073! 1.7480 x 1073 — o

= —0.533331% + 0.1283812 4 8.0135 x 1031 — 3.6637 x 107° =0
haline gelir ve
g = 0.29146, 11, = 4.2832 x 1073, 3 = —5.5027 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
= = 3.431
M 020126 %
1
= - =12334
Y = g
1
Ny = = —18.1
P 55027 x 102 3173

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =3.431

ve aranan en biiyiik negatif 6zdeger
AT =—18.173

olur.
Coziim 2 Ritz yonteminde 1, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi se¢ilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman

©n(s) = Z aj¢j(3)

j=1

olmak iizere

©a(8) = a1 Py(s) + aaPi(s)
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elde edilir.

1— s
(Tihy,thy) = / / 7+ 48t+82t2d5dt_0.38552
(1—s%)
T = ————————dsdt = —3.1554 x 107
o1 02) / / 7+4st+52t2 3155410

4st 1—3
T = " "7 dsdt = —5.8544 x 1072
0. 02) // 7+4st+s2t2 5854410

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

4
0.38552 — gu —3.1554 x 10730
—3.1554 x 1073%  —5.8544 x 1072 — %,u

= 1.4222p* — 0.33316p — 2.2570 x 1072 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py = 0.28914, 11, = —5.4886 x 102

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
— — 34

M= Gasora

ho = ! = —18.220

P 54886x 102

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT = 3.4585

ve en biiyiik negatif 6zdeger

AT = —18.220

olur. Simdi ayni 6rnek igin (4.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan
1-—s

(Ty,1y) //H%HS%2 sdt = 0.3855

2t 1— 52
T = = "7 dsdt = —3.1554 x 10730
(T41,92) / / 7+4st+s2t2 8

4st 1— 352
T = — " dsdt = —5.8544 x 1072
(T, 1) / / & os) .

1= (1—s%) (5t — 1)
T = dsdt = 0.19729
< rLp17¢3> / / 7 + Ast + 82t2 s

(1—s) (562 — 1) .
T = dsdt = 2.761 x 10~
(T4, 05) / / s »

(s ) = / / i )65 D 2)dsdzt — 5.7422 x 1073
’ 7 —|— 4st + s2t2
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elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

0.38552 — g4 —3.1554 x 10~% 0.19729
—3.1554 x 1073 —5.8544 x 1072 — 25 2.761 x 10730
0.19729 2.761 x 1073 5.7422 x 1072 — Sy

5.8951 x 107 2p + 0.293 73u% — 1.2194> +2.1491 x 1072 = 0
haline gelir ve
= —8.4468 x 1072,y = —5.4881 x 1072, s = 0.38031

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
M —8.4468 x 102 839
Ny = 1 — _18.22
2T hassax 102
1
Ny = — 92.6294
3 0.38031 629

olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =2.6294
olur.

Ornek 4.3.4 Daha énceki calismalarda a,b,c € R ve a > 0 olmak iizere

1
a+ bst+ c(s* +t*)

k(s,t) =

formundaki ¢ekirdek incelenmigti. p > 0, I € Ad (k) v saglayacak kadar kiigik olmak
tizere I = [—p, p| simetrik aralge géz oniine almarak L? (I) tizerinde k ya karsilik gelen

T integral operatoriniin pozitif ve negatif ozdeger sayisinin
N*(T) =N~ (T) = x

oldugu bulunmugtu. Jimdi Ritz yontemi kullanilarak

1

k(s,t) =
(5,%) 34 2st + 3 (s* +t4)

simetrik cekirdegine karsilik gelen integral operatorinin en kiiciik pozitif ozdegeri ve en

biiyiik negatif ozdegeri yaklasik olarak bulunacaktur.
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Coziim 1 Ritz yonteminde 1, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi se¢ilmektedir.
¥, (s)=P,_1(s), n=1,...,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman

n

uls) = azi(s)

J=1

olmak fizere

©a(8) = a1 Py(s) + aa Py (s)

elde edilir.

1
1
3+2st+ 3 (st +t*)

L./,
Ty, 9) = /1 /1 ' dsdt = —6.3109 x 10~
I/

(Ty, ) = dsdt = 1.0293

13+ 2st+ 3 (st + 1)
! st

1 3+ 2st + 3 (st 4 t4)

(Tahy, y) = dsdt = —3.5093 x 1072

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

1.0293 — 2u —6.3109 x 10730
—30 —2 2
~6.3109 x 107 —3.5093 x 107> — Zp

=1.3333u% — 061601 — 3.6121 x 1072 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py = 0.51466, p, = —5.2640 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
— —1.94
M 0.514 66 943
1
Ny = — _18.
2 —5.2640 x 10-2 8.997

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

AT =1.943
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ve aranan en biiyiik negatif czdeger
AT = —18.997

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

1 1
1
T = dsdt =1.0293
< ¢17¢1> / /_1 +28t+3(84—|—t4> S

1
t
T p—
(T, ¥) 3+ 2st + 3 (st +t4)

I.],

Ty, g) = /1 /1 3+28t+8;(84+t4>dsdt:—3.5093><102
/]
/

dsdt = —6.3109 x 1073°

1
_ LG )
(Tohy,93) = 3+23t+3(54 + 1)

1

! Ts(3t* = 1)

1 3+23t+3(s4+t4)
1) (3t* — 1)

T = dsdt = 9.5534 x 1073
(T3, ¥s) / / 3+25t—|—3 (st + 0" 8

elde edilir. Aymni gekilde (4.3) sistemi

dsdt = —6.9751 x 1072

dsdt = 8.8747 x 10731

Tt = [

1.0293 — 2u —6.3109 x 1073 —6.9751 x 1072
2
—6.3109 x 1073 —3.5093 x 1072 — rl 8.8747 x 1073

2
—6.9751 x 1072 8.8747 x 1073 9.5534 x 1073 — Ha

= —0.53333u> +0.259 1442 +1.1807 x 10 2 — 1.7435 x 1074 = 0
haline gelir ve
g = 0.52674, o = 1.1790 x 1072, pz = —0.05264

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
— —1.
M 0.526 74 8985
1

M= oo xi0e  oL818
1

Ny = —— — 18,

3 —0.05264 8.997

olur. Yine aranan en kiiciik pozitif 6zdeger yaklagik
AT =1.8985
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ve en biiyiik negatif 6zdeger ise
AT = —18.997

olarak bulunmaktadir.
Coziim 2 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi secilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman

n

uls) =D azi(s)

J=1

olmak iizere
0y(8) = a1 Py(s) + as Py (s)
elde edilir.

dsdt =0.73273

T —
(T, 91) 3+25t+3 s4+t4)

[/
(T, 1) = // 2005 o —o
[/

3+ 2st + 3 (s* +t4)
4st (1 — s?)

1
dsdt = —6.8212 x 1072
13425t +3 (st +t4) °

<T¢27 ¢2>

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

4
0.73273 — op 0
0 —6.8212 x 1072 — 19,

= 1.42224* — 0.69063u — 4.9981 x 1072 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py = 0.54956, py = —6.3949 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

N = L _ 5196
L7 054956
1
Ny = — _15.
2 —6.3949 x 10-2 5637
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olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.8196

ve en biiyiik negatif 6zdeger

AT = —15.637

olur.
Simdi ayni 6rnek icin (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

1—s?

T - dsdt = 0.73273
(T, // 34 25t +3(steh)

(Toy, 1) = // 220-5) jar—o

3+ 2st +3 (st +14)

4st (1 — s?)
T = dsdt = —6.8212 x 1072
(Ta, ) / / 3+23t—|—3 (st 9" 0.8212>10

1 — (52— 1) (1 —s%)
T _ dsdt = 0.23419
(T41, ) / /_13+23t+3 (st

3+28t+3 (s*+t4

(s, bs) / / JBE 1) = %) ) b — 57087 x 10°°
303 3+2st+3(s4+t4) ’

L2282 - 1) (1 - 82)
(Tahoy,1h5) = / / i )dsdt:2.3666>< 107

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

0.73273 — 3p 0 0.23419
0 —6.8212x 1072 x 1072 — 2p 2.3666 x 107
0.23419 2.3666 x 10~ —5.7087 x 1073 — &

= —1.21913 4+ 0.661 0342 4 6.3386 x 10 2 +4.0264 x 1075 =0
haline gelir ve
g = 0.62549, py = —6.3949 x 1074, py = —8.2577 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
p— pr— 1.
M 0.625 49 H98 T
1
Ny = — —1563.
2 —6.3949 x 104 263.7
1
3 —8.2577 x 102 0
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olur. Yine aranan en kiiciik pozitif 6zdeger
AT =1.5987

ve aranan en biiyiik negatif 6zdeger

AT =—-12.110

olur.
Coziim 3 Ritz yonteminde 1, (s) fonksiyonlarmin olugturdugu koordinat sistemi igin

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi se¢ilmektedir.
wn(‘S) = Pnfl(s), n=1...,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman

s) = Z aj¢j(5)
j=1
olmak tizere
Pq(s) = a1 Po(s) + azPi(s)
elde edilir.

(Ty,1,) = dsdt = 0.843 64

3+25t+3( L+t

! V1—s2
dsdt =0
/ 3+25t+3 (s* +t4) °

4s5ty/1 — §2

13425t + 3 (st + 14)

N
(T i) = /
[/

(Tehy, py) = dsdt = —9.3069 x 1072

1

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

0.84364 — 37y 0
0 —9.3069 x 1072 — mp

= 2.4674p* — 1.1790p — 7.8517 x 1072 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde

= 0.53708, py = —5.9250 x 1072
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
= — 1.861
Al 0.53708 8619
1
Ao = = —16.
2T 59250 x 102 0878

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.8619

ve en biiyiik negatif 6zdeger

AT = —16.878

olur.

Simdi ayni 6rnek igin (4.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan

V1 —s2
T - dsdt = 0.843 64
< ¢17¢1> /1/ 3+28t+3 S4+t4) S 0836
(Toy, ) = // VIZs® =0
e 3+23t+3 (s +t4) -

(Taho,1hy) = dsdt = —9.3069 x 1072

/ 4sty/1 — s2
-1

3+23t—i—3 (s*+t4)

2s 4t2 —1)v1-— V1—s2
T = dsdt = 1.5777 x 10730
(T4, a) 3+ 2st + 3 (st +t4) .

/ T

(452 — 1) (42 — 1) VI — 2

/ i ) > dsdt = 5.4376 x 1073
3+25t+3($4+t4)

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

<Tw37 ¢3> =

(Tay,1bs) / / U =D VI= 8 o 012250
= S = U.
b ,13+25t+3 (s +14)

0.84364 — Smu 0 0.12259
0 —9.3069 x 1072 — Iy 15777 x 107%
0.12259 1.5777 x 107% 5.4376 x 1073 — 1mp

= —3.8758u% + 1.8654p* + 0.14053u 4+ 9. 7173 x 10°* = 0
haline gelir ve

py = 0.54826, py = —7.7182 x 1073, py = —5.9249 x 1072
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1

N = —1.824
! 0.548 26 8240
1
A2 —7.7182 x 10-3 9.56
1
M= TS a9 X102 0878

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.8240

ve en biiyiik negatif 6zdeger

A~ = —16.878

olur.

Ornek 4.3.5 Daha énce yapilan calismalarda hepsi ayn anda sifir olmayacak sekilde

a,b € R olmak tizere

a + bst + as*t?
1 — st + s2¢2

k(s,t) =

formundaki ¢ekirdekler incelenmisti. p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kii¢ik olmak
tizere [ = [—p, p| simetrik aralgr goz oniine almarak L* (I) tizerinde k ya karsihk gelen T
integral operatoriniin pozitif ve negatif ozdeger saylar: incelenmisti. Sonug olarak a > 0,

b<0vea+b<0 oldugunda
NH(T)=1ve N (T) = o0

oldugu bulunmustu. imdi Ritz yontemiyle bu formdaki

2 — 4st + 25%t2
ks D) = 35w

cekirdegine karsilik gelen integral operatoriiniin en kiicik pozitif 6zdegeri ve en biiyiik

negatif ozdegeri bulunmaya ¢alisilacaktur.

Coziim 1 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlarmin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi se¢ilmektedir.
wn(s) = Pﬂ—l(‘s)v n = 1a27 T 7N
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(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman

n

©n(s) = Z aj¢j(3)

j=1

olmak iizere
©o(8) = a1 Py(s) + as Py (s)

elde edilir.

12— 4st 4 2572
1 st 522

L (2 — 4st + 25%12)
1 — st + 522
" (
1

dsdt = 7.3834

<T¢17 77/}1>

tdsdt = —2.5244 x 1072

2 — 4st + 25°t%) s

t
o (sdt = —0.80362
— S S

/
/
/

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

-/,
(Tipy ) = /
(T thy) = /

7.3834 —2p —2.5244 x 1072
2
—2.5244 x 1072 —0.80362 — FH

= 1.3333u* — 3.315u — 5.9334 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
= 3.6917, p, = —1.2054

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
N = ——— —0.27088
! 3.6917

Ny = L 08206
27 12054

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

At =0.27088

ve en biiyiik negatif 6zdeger

AT = —0.8296

olur.
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Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

2 — 4st + 2532
(T, ) = // SUE 25T cdt — 7.3834

1 — st + s2t?
(T1,49) = / 1 / 1 e 1_115;12;5;2) dsdt = —2.5244 x 1072
(Tpy,1hy) = / 1 / 11 e - fsijfiz? dsdt = —0.80362
Ty, 43) = /_ 11 /_ 11 2 (3 _111(211‘?: 20 Jsdt — —0.20586
(Tpy,1h3) = /_11 /_11 z* (3 _11_) g J_r jff;r 270) gsdt - 2,839 x 102
(Tpg, v3) = / 11 / 11 i3 (?f_; tl—)k(jzz; At 2570 ot — —6.0678 x 10°°

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

7.3834— 21 —2.5244 x 1072 —0.20586
2
~2.5244 % 1077 —0.80362— Sy 2.8399 x 107

2
—0.20586 2.8399 x 1072  —6.0678 x 1072 — =

= —0.53333p° + 1.245 1% + 2.6028 + 0.39409 = 0
haline gelir ve
= 3.7054, py = —0.16543, 3 = —1.2054

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

N o= L 0.26088
L' 37054

1
Ny = —— — _6.0449
2 —0.16543

1

- = _082

A3 —1.2054 0.8296

olur. Yine aranan en kiiciik pozitif zdeger
AT =0.26988

ve en biiyiik negatif 6zdeger

A~ = —0.8296

olur.
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Coziim 2 Ritz yonteminde 1, (s) fonksiyonlarmin olugturdugu koordinat sistemi igin

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi secilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman
ou(s) =D aji(s)

j=1
olmak tizere

©a(8) = a1 Py(s) + aaPi(s)

elde edilir.

Lorb /9 Ast + 25242
T = V1 —s2 ) dsdt = 5.897
< ¢17¢1> /;1/_1< 1—St—|—82t2 S) s
Lot 2t (2 — 4st 4 25%t?)
T = V1 — s2dsdt = —5.0487 x 10~%
< rLp17¢2> /_1 /_1 1 — st + 82t2 s7as x

Lot st (2 — 4st + 2522
(Tpy,1hy) = // st ( st 2s )\/1—52dsdt:—1.9378

11 1 — st + s2t2

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

5.897 — smp —5.0487 x 107
—5.0487 x 107%  —1.9378 — L7p

= 24674 — 6.219 1y — 11.427 = 0
haline gelir ve bu sistem coziildiigiinde

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

No— 026638
L7 37541

1
Ny = —— — —0.81064
2 ~1.2336 0.8106

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

AT =0.26638
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ve en biiyiik negatif 6zdeger
A~ = —0.81064

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 alimacaktir. Buradan

Lol /9 4t + 25212
(T, ) = //( st 2s \/1—32)dsdt:5.897
1

1 — st + s2t2

! 2t (2 — 4st + 25%t?
(Ty,1hy) = / / st 2 )\/1—s2dsdt —5.0487 x 1072
1 1

1 — st + s2t?
(Tg,1hy) = / 11 / 11 et 12_ isi;ifﬁ) V1 — s2dsdt = —1.9378
(Tp1,bs) = /1 /1 4 _i_it f‘j;; 25°0) T Pdsdt = 1.61
(Tpy, 3) = / / 2s (48 _11_ j :r ijf; 25°0) T Pdsdt - 88352 x 107
(Tipy,1hy) = / / s 1) 412—_5? f‘s;tf‘gt £ 27) T Sdsdt = ~0.3769

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

5.897 — irp  —5.0487 x 107 1.61
—5.0487 x 1072 —1.9378 — imp  8.8352 x 107%
1.61 8.8352 x 1072 —0.37695 — imp

= —3.8758% +8.8388u% + 24.366p 4+ 9.3305 = 0
haline gelir ve
g =4.0018, iy = —0.48763, g = —1.2337

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1

N = — =29

! —0.48763 0507
1

Ny = —— 1057

2 —1.2337 —0-8105
1

— —0.24
A3 4.0018 0.24989

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

AT =10.24989
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ve en biiyiik negatif 6zdeger
AT =—0.81057

olur.
Coziim 3 Ritz yonteminde 9, (s) fonksiyonlarimin olusturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi secilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman

uls) =D azi(s)

J=1

olmak iizere

Pa(8) = a1 Po(s) + ax Pi(s)

elde edilir.

Lot o dst + 2522
/1 1 — st + 22 (1=
L2t (2 — 4st + 25%t?)
11— st+ s?t?
U 4st (2 — 4st + 25%%)
1 — st + s?t2

(Tpy, 1) = s?) dsdt = 5.0595

(1 —s*) dsdt = —5.0487 x 107>

<T¢27 ¢2> =

(1 — ) dsdt = —1.3367

[,
(T i) = /
[/,

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

4
9.0595 — Pl —5.0487 x 1072°
—5.0487 x 1072 —1.3367 — %u

= 1.4222p* — 3.614 51 — 6.763 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

No— 096353
L' 37946
1
Ny = ——
) — gy = 079796
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olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =0.26353

ve en biiyiik negatif czdeger

A~ = —0.79796

olur.

Simdi ayn1 6rnek icin (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

2 — 4st + 2%
Ty, ¢y) = // L (1 — %) dsdt = 5.0595
1

(1 —s*) dsdt = —5.0487 x 107>

(1 — %) dsdt = 2.2878

(1 — 32) dsdt =

1 — st + s2t2
L2t (2 — 4st + 25%t?)
T =
< ¢17¢2> / /1 1—8t+32t2
U 4st (2 — 4st + 2512)
T = 1 — %) dsdt = —1.3367
(T, ) / e L
1 2 242
3(5t? — 1) (2 — 4st + 25°t%)
T = -
< ¢1,¢3> /_1/_14 1—St—|—52t2
11 2 242
3s (5t? — 1) (2 — 4st + 2s°t%)
T = —
< %ﬂﬂ?) /;1/_12 1—St+82t2
11 2 2 242
9 (5s* —1) (5t* — 1) (2 — 4st + 2s°t*)
<T¢37¢3> = / / 1a — 212
1J-116 1 —st+ st
elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi
5.0595 — 3u —5.0487 x 1072 2.2878
—5.0487 x 1072 —1.3367 — }—gu 75731 x 107
2.2878 75731 x 107%  —0.26014 — S

(1 — %) dsdt = 7.5731 x 10~

—0.26014

= 12.32 + 2.728 2% — 1.21943 + 8.7557 = 0

haline gelir ve
= —1.2527, py = —1.2178, ps = 4.7085

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1

- )
A\ — g = 079828
Ny = 1 ~0.82115
27 12178
Ny = L 21938
547085

90



olur. Yine aranan en kiiciik pozitif 6zdeger
AT =0.21238

ve en biiyiik negatif 6zdeger

AT = —0.79828

olur.

Ornek 4.3.6 Daha énce yapilan calismalarda hepsi aym anda sifir olmayacak sekilde

a,b € R olmak tizere

a + bst + as*t?
1 — st + s2¢2

k(s,t) =

formundaki ¢ekirdekler incelenmisti. p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kigik olmak
tizere I = [—p, p| simetrik arahg géz éniine alinarak L? (I) iizerinde k ya karsilik gelen T
integral operatoriniin pozitif ve negatif 6zdeger saylary incelenmisti. Sonu¢ olarak a = 0

ve b < 0 oldugunda
NHT)=0wve N (T) = o0

oldugu bulunmustu. imdi Ritz yontemiyle bu formdak:

—5st

h(s,t) = 1 — st + s2t2

cekirdegine karsilik gelen integral operatoriniin en biiyik negatif 6zdegeri bulunmaya ¢aligila-

caktur.

Coziim 1 Ritz yonteminde 1), (s) fonksiyonlarimin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi segilmektedir.
¢n(8) = Pn—1<3), n=1...,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alimacaktir. O zaman

n

©n(s) = Z aj¢j(3)

j=1

olmak tizere
©o(8) = a1 Py(s) + asPi(s)
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elde edilir.

T = = —1.541

(T, 41) / / 1_St+82t2d sdt 5416
—bst)t 99

(TY1,1y) = / / T s2t2d sdt = 7.5731 x 10
bst) st

T = dsdt = —2.009

(T, ) /1/11_5t+52t2

dir. Bu yiizden (4.3) sistemi

—1.5416 — 2u  7.5731 x 10720

2
T5T3Lx 1077 ~2.009 — S

= 1.33331% 4+ 5.0457 4 3.0971 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py = —0.77081, 1, = —3.0136

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
N = —— =_129
! —0.77081 73
1
- 1
Ao —op3 = 0-33183

olarak elde edilir. Aranan en biiyiik negatif 6zdeger
AT =—0.33183

olur.

Simdi aym ornek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 alimacaktir. Buradan

(T, 1) = /1/_1 %dsdt = —1.5416

(T1,1hy) = /_11/_1 %dsdt = 75731 x 1072
(Ttg,99) = /_11 /_11 %dsdt = —2.009

(Tp1,1b5) = /_ 11 /_ 11 %(fti;tll(;;%) dsdt = —0.51464
(Tpy,1h3) = /11 /11 2 (1315_2 ‘S_ti)i;t?sﬂ dsdt = 6.9420 x 107
(Tts, ) = /_11 /_11 ‘l*<332_11_)§i;22 555 fat = —0.15160
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elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

—1.5416 — 2p 7.5731 x 107%° —0.51464
2
7.5731 x 1072 —2.009 — g/ﬁ 6.9420 x 10~

—0.51464  6.9420 x 1072 —0.15169 — %ﬂ
= —0.533331° — 2.2205,% — 1.82764 + 6.2297 x 1072 = 0

haline gelir ve

= 3.2772 % 1072, iy, = —1.1828, py = —3.0134

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
N = - 30514
! 32772 x 102 00

1
Ao = —— 454
2 11828 —0-84545
1
- 1
A3 — g = 033185

olur. Aranan en biiyiik negatif 6zdeger
A~ = —0.33185

olur.
Coziim 2 Ritz yonteminde 9, (s) fonksiyonlarimin olugturdugu koordinat sistemi igin

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi segilmektedir.
¥, (s)=P,1(s), n=1,...,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman

n

Puls) =D azi(s)

J=1

olmak tizere

©a(8) = a1 Py(s) + aa Py (s)

elde edilir.

(TYy,9) = / / et ot 82t2 ————— V1 — sdsdt = —0.96539
—9st.2t a0
(Tthy,9p9) = /1/ 1_8t+82t2\/1—52d3dt: 1.5777 x 10
(Tiy, 1y / 1 / _OSEASL T B sdt — —0.48445
= — s?dsdt = —0.
2y V2 . 11—St—|—82t2
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dir. Bu yiizden (4.3) sistemi

—0.96539 — fmp 15777 x 107%
15777 x 10730 —0.48445 — imp

= 2.4674p% + 2.2774p + 0.46768 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
i = —0.30841, py, = —0.61459

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
N = — = 39424
—0.30841
1
N = —— — 16271
2 —0.6145 627

olarak elde edilir. Aranan en biiyiik negatif 6zdeger
AT =-1.6271

olur.

Simdi ayn1 6rnek icin (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

1 1
—ost
T = —————V/1 — s2dsdt = —0.96539
< ¢17¢1> /_ /_11—St+82t2 s7as

1

Lot _5st.2t
(Ty,1hy) = / / m*ﬂ — 82dsdt = 1.5777 x 10730
-1J-11—
1 1
—bHst.dst
T - T /1 — s2dsdt = —0.48445
(Tg.105) /_1/_1 R T s
1 1 2
—bst (4t — 1)
T — A /1T = s2dsdt = —1.2109
Ty = [ [ VT
Lort og (442 — 1) (—5st
o) = / / S (1 — st +) iztas ) T=Sdsdt = 2.5244 x 10~
-1J-1
1 1 2 2
_5st (452 — 1) (42 — 1
(T3, 3) = / / ° (1 i " +)S(2t2 ) T Sdsdt = —0.94237
—-1J-1

elde edilir. Ayni sekilde (4.3) sistemi

—0.96539 — imp  1.5777 x 107% —1.2109
15777 x 10730 —0.48445 — Zmp 2.5244 x 107
—1.2109 2.5244 x 1072 —0.94237 — 1mp

= —3.8758; — 5.9025u% — 0.577571 4+ 0.26961 = 0
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haline gelir ve
py = 0.16366, p, = —0.30841, pg = —1.3782

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
— = 6.1102
M 0.16366 0-110
1
Ny = — = 32424
2 —0.30841 3
1
Ny = —— p)
3 “T37ay 072908

olur. Aranan en biiyiik negatif 6zdeger
A~ = —0.72558

olur.
Coziim 3 Ritz yonteminde 9, (s) fonksiyonlarimin olusturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi secilmektedir.
U, (s)=P,_1(s), n=1,...,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alimacaktir. O zaman

n

on(s) =D aih;(s)

J=1

olmak iizere

©y(8) = a1 Py(s) + as P (s)
elde edilir.

5t (1—
(T, ) = / i Ot = 5Y) g — 068465
-1

/ 1 — st + s%t2
1

—5st.2t (1 — s?)
T = dsdt = 1.2622 x 107%°
< 77D1777/}2> / /1 1—St+82t2 X

4st (1 (—5st)
T = dsdt = —3.3418
< ¢27¢2> / / 1 —8t+82t2 S

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

4
—0.68465 — 3 1.2622 x 1072
1.2622 x 1072 —3.3418 — 1%

= 5.1861 + 1.4222,% + 2.2880 = 0
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haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde

[, = —3.1330, p, = —0.51350

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

N = L 031018
'7 31330
1
Ny = — = —1.9474
2 —0.51350 4T

olarak elde edilir. Aranan en biiyiik negatif 6zdeger
AT =—0.31918

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

(T, 14) /1/_1 —5st (1= )d dt = —0.68465

1—st+s2t2
1 1
—5st.2t (1 — s?) -
T = =1.2622 x 1
Ty = [ | l_smm dsdt = 12622 x 107
Y 4st (1 (—5st)
T = = —3.341
(T'thq,1by) // 1—st—|—32t2 dsdt = —3.3418
(T, ) = // —st O D=5 00423
bt 1 — st + s2t2 sat =1
— 22 (512 — 1) (1 — 5?%) s
Ty, 43) = // Y dsdt = 1.5146 x 10
— st (55> — 1) (52 — 1) (1 — 5?)
T = — 0
(T'g, 03) // et dsdt = —0.65035

elde edilir. Aymni sekilde (4.3) sistemi

—0.68465 — 2p 1.2622 x 1072 —0.94723
1.2622 x 1072 —3.3418 — 18, 1.5146 x 10~
—0.94723 1.5146 x 1072®  —0.65035 — Sp

= 1.5104 — 5.3701% — 1.2194% — 4.3768 = 0
haline gelir ve

[y = —3.1331, py = —1.5306, 115 = 0.25838
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1

N = ——— = —-0.3191
! —3.1331 0.31917
1
2 —1.5306 0-6533
1
N = — 3.8703
5 0.25838

olur. Yine aranan en biiyiik negatif tzdeger
A~ =—-0.31917

olur.

4.4 TRIGONOMETRIK VE HIPERBOLIK CEKIRDEKLI INTEGRAL OP-
ERATORLERIN OZDEGERLERI

Bu kisimda trigonometrik ve hiperbolik cekirdeklere sahip bazi integral operatorlerin

ozdegerleri niimerik hesaplamalarla incelenmistir.

Ornek 4.4.1 Ritz yontemi kullanalarak

1

k(s,t) =
(5,2) 7 + cosh (s + t)

simetrik cekirdegine karsilik gelen integral operatorin en kiiciik pozitif 6zdegeri ve en biiyiik

negatif 6zdegeri yaklagik olarak bulunacaktur.

Coziim 1 Ritz yonteminde 1, (s) fonksiyonlarinin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi segilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alimacaktir. O zaman

©n(s) = Z aj¢j (s)

J=1

olmak tizere

©a(8) = a1 Py(s) + aaPi(s)
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elde edilir.

! 1
<T¢17 ¢1> =

7 + cosh (s + 1)

/],
(T1,1hy) = /11 /1 7+COS£ gt = —31554 x 10-%
- L.

dsdt = 0.47873

1
! st 3
(Tpg, 1) dsdt = —7.1360 x 10

7+ cosh (s +t)

1
olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

0.47873 — 24 —3.1554 x 10730
2
—~3.1554  107% —~7.1360 x 10 — 2

1.33334% — 0.30488y — 3.4162 x 107% = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py = 0.23937, 1y = —1.0704 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
N = —4.1
! 0.23937 776
1
Y = Toraxioe o A%

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =4.1776

ve en biiyiik negatif 6zdeger

AT = —-93.423

bulunur.

Simdi aym 6rnek igin (4.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan

1 1
1
T = dsdt = 0.47873
(Tr, ¥n) /_1/_1 7+ cosh (s + 1) °

t
(Tr 1) = _1J_1 T+ cosh(s+1t)

dsdt = —3.1554 x 1073°

S

t
dsdt = —7.1 1073
7+cosh(s+t) ° 7.1360 > 10
2

(Tg,1hy) =

2

I/
1./,
(Tohy,p3) = / / 7+Cosh S+t)dsdt=—4.2939><10*3
[ )
[

13t
s(3t2 — 1
(Ty,v3) = ) dsdt = 1.9722 x 1073

7+ cosh (s+1)
( ) (32 — 1)

dsdt = —1.8221 x 107
7—|—Cosh (s+1) ° 8221 < 10

<T¢37 ¢3> =
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elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

0.47873 — 2u —3.1554 x 10739 —4.2939 x 1073
2
—3.1554 x 1073 —7.1360 x 1073 — 5'“ 1.9722 x 1073¢

2
—4.2939 x 1073 L9722 x 107 ~18221 x 107° — Zpi

= —0.533331% +0.121 932 + 1.3843 x 10731 +1.9382 x 1077 =0
haline gelir ve
py = 0.23947, py = —1.4178 x 107*, gy = —1.0704 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
A = — 4.1759
! 0.23947 g
1
M= o - (0632
1
A = Jomoaxioz 034

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =4.1759

ve en biiyiik negatif 6zdeger

AT = —93.423

olur.
Coziim 2 Ritz yonteminde 9, (s) fonksiyonlarimin olusturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi se¢ilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman

n

©n(s) = Z aj¢j(3)

j=1

olmak iizere
©o(8) = a1Py(s) + asPi(s)
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elde edilir.

1— g2
T = dsdt = 0.32202
(T, 1) / / 7 + cosh ( s+t) S
275 1— g2
T = dsdt = —6.3109 x 10~3°
(T, %2 / / 7—|—cosh s—i—t) S %

4st (1 — s?)
T = = —1.1402 x 1072
(Ta, ) / / 7—|—cosh s+t)d8dt 02%10

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

4 —-30
0.32202 — o —6.3109 x 10
—6.3109 x 10730 —1.1402 x 1072 — 2

= 1.4222p% — 0.328291 — 3.6717 x 1072 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py = 0.24152, 11y = —1.0689 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
A= = 4.1404
b 0.24152 0
1
Y = Tioesoxaoz 0P

olarak elde edilir. Aranan en kiiciik pozitif 6zdeger

AT =4.1404

ve en biiyiik negatif 6zdeger

AT = —93.554

olur.
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Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

1—s?
T dsdt = 0.32202
(T, 91) / / 7 + cosh ( s+t) ° 05220

2t 1— 352
T dsdt = —6.3109 x 10~3°
(T, 1) // 7+Coshs+t) s y

4st (1 — s?)
T dsdt = —1.1402 x 1072
(Tg ) = / / 7—|—cosh (s+1) § x

1= 5t2—1 (1—s?)
(T, 13) = / / 7+ b (1 D) dsdt = 0.15388

1 — 5t2—1 (1-—s%)
T dsdt = 9.8608 x 103!
(T4, vs) / / 7+ cosh (s + 1) s s

(Ttpa, by) = // G =DOE-DA =5 )0 1 8013 % 1073
3 7+ cosh (s +t) =

elde edilir. Aym: sekilde (4.3) sistem

0.32202 — 4 —6.3109 x 1073 0.15388
—6.3109 x 1073 —1.1402 x 1072 — £ 9.8608 x 1073
0.15388 9.8608 x 1073 —1.8913 x 1072 — Sy

= 2.9026 x 1072y + 0.278704% — 1.2191% + 2.7693 x 107* = 0
haline gelir ve
py = —6.8945 x 1072,y = —1.0689 x 1072, 1y = 0.30826

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1

- — _14.504
! —6.8945 x 102
1
Y = Tloeoxio 0P
1
Ny = —3.944
3 030826 °

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT = 3.244

olur.
Coziim 3 Ritz yonteminde 9, (s) fonksiyonlarimin olusturdugu koordinat sistemi igin

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi segilmektedir.
¥, (s)=P,_1(s), n=1,...,N
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(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman

Puls) = Y asiby(s)

i=1

olmak tizere

©a(8) = a1 Po(s) + aaPi(s)

elde edilir.
1 1 /1_ p)

(T, 9,) = // dsdt = 0.3781
-1J-1

7+ cosh (s + 1)

1 V1—s2
/ dsdt = —6.3109 x 1073°

(192 = 1 7—|—cosh (s+1)

4sty/1 — s2

— _ -2
(T)g,1y) = //7+Coshs+t)dsdt_ 1.6801 x 10

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

0.3781 — Smu —6.3109 x 1070
—6.3109 x 1073 —1.6801 x 1072 — Zmp

= 24674 — 0.56753p — 6.3525 x 1072 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py = 0.24071, iy = —1.0696 x 102

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
— — 4.1544
M 0.24071 g
1
Ny = — 934
* = Tlgeoox 102 oS

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

AT = 4.1544

en biiyiik negatif tzdeger

AT = —-93.493

olur.
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Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

(T, 1) = /1/ V1-s" dsdt = 0.3781

7—|—Cosh (s+1)

1— 32
T = dsdt = —6.3109 x 1073°
(T, ) / / 7—|—cosh (s+1) s %
4st/1 — s2
T = dsdt = —1.6801 x 1072
(T4, ) / / 7—|—cosh (s+1) S %

(4t — 1)1 — 52
7+cosh (s+1)
25 (412 — 1) V1 — 2

[
(T3, 3) = // dsdt = 1.1833 x 1072
[

(T, 5) = dsdt = 0.11706

7+Cosh (s+1)

) (42 — 1) V1 — &2

dsdt = —2.1915 x 1073
7 —i— cosh (s +t) ° 8

<T@D37 ¢3> =

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

0.3781 — Smu —6.3109 x 1070 0.11706
—6.3109 x 107 —1.6801 x 1072 — tmp 1.1833 x 107
0.11706 1.1833 x 1073 —2.1915 x 1073 — mp

= —3.87583 + 0.88606° + 3.2747 x 10 2 +2.4415 x 1074 =0
haline gelir ve
py = 0.2618, gy = —1.0696 x 1072, g = —2.2496 x 102

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
p— pr— . 1
M 02618 o7
1
Ny = — 934
> T Tgeo6 <102 ot
1
3 —2.2496 x 102 g

olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT = 3.8197
olur.

Ornek 4.4.2 Daha énce yaplan ¢alismalarda

1

k(s,t) =
(s,2) s2t% + cosh (s — t)
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formundaki ¢ekirdek incelenmisti. p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kiigiik olmak
tizere I = [—p, p| simetrik aralgn g6z oniine almarak L? (I) iizerinde k ya karsilk gelen

T integral operatoriniin pozitif ve negatif ozdeger sayisinin
Nt (T)=occve N~ (T)=0

oldugu bulunmustu. Simdi Ritz yontemiyle bu formdaki

1

ks, t) = 5+ cosh (s — t)

cekirdegine karsilik gelen integral operatoriniin en kiigiik pozitif 6zdegeri bulunmaya ¢aligila-

caktur.

Coziim 1 Ritz yonteminde 1), (s) fonksiyonlarinin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi segilmektedir.
¢n(8> - Pn—l(s), n = 1, .. ,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alimacaktir. O zaman

n

©n(s) = Z aj¢j(3)

j=1

olmak iizere
Pq(s) = a1 Po(s) + az Pi(s)

elde edilir.

(Ty,1py) = // 5+COSh G )dsdt:0.63010

T = dsdt = —6.31 10730
(T, 0,) // 5+coshs—)8d 6.3109 x 10
T = =1.2 1072
(Tpy,hs) / / 5+Cosh (g ot = 12068 x 10

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

0.63010 — 2 —6.3109 x 10739
_ L, 2
—6.3109 x 1073 1.2068 x 1072 — g,u

=1.3333u% — 0.444 2 + 7.604 x 1072 = 0
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haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde

;= 0.31506, i, = 1.8102 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
A= = 3.174
! 031506 o740
1
- — 5524
G R Ea T

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

AT =3.1740

bulunur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

1 1
Ty, 4y) = /1/1 5+c08111 (5 g dedt = 0.63010
(T1,) = /11 /11 3 Cosfl = t)dsdt = —6.3109 x 10~
1 1 st
(Tt 1hy) = / / - + cosh (5 )dsdt = 1.2068 x 10
= (32 —1)
(T, 1) = / /_1 - + oo (5 et = —7-1032 107

—s (3t — 1)
(Thy,13) = / / dsdt = —3.4513 x 103!

5—|—COSh (s —1)

1~ (3s2—1)(3t2 — 1)
(Tahs,h5) = / / dsdt = 8.8521 x 1077

5+ cosh (s — t)

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

0.63010 — 2
—6.3109 x 10730

—7.1932 x 1073

haline gelir ve

—6.3109 x 10730 —7.1932 x 1073
2
1.2068 x 107 — S —=3.4513 x 10~

2
—3.4513 < 107" 88521 x 107° — Zp

—0.53333,% +0.17780u* — 3.0464 x 107211+ 4.8694 x 107° =

py = 0.31526, 1y = 1.5999 x 107°, s = 1.8102 x 1072
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
N = —3.1720
! 0.31526
1
N — - 69504
2 15099 x 105~ 027V
1
M = - _ 5594
3 1.8102 x 102 55.243

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =3.1720

olur.
Coziim 2 Ritz yonteminde 9, (s) fonksiyonlarimin olugturdugu koordinat sistemi igin

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi secilmektedir.
wn(5> = Pn—l(s); n=1,... ,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman

n

©n(s) = Z aj¢j(3)

J=1

olmak iizere

©a(8) = a1 Py(s) + aaPi(s)

elde edilir.

1 V1

T = dsdt = 0.498 41
< ¢1,¢1> / o 5 —|—COSh (S ) s
VAT / 1 VIZS 3.1554 x 107%

= S = —J9.

b2 1 ,15—|—cosh (s —1)
4sty/1 — s2

= dsdt = 2.8529 x 1072

(T4a, o) / / 5+ cosh (s — t) s 8529 % 10

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

0.49841 — tmp —3.1554 x 1073
—3.1554 x 1073 2.8529 x 1072 — Zmp

= 2.4674p% — 0.82771p +1.4219x 1072 =0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
= 0.31730, p, = 1.8162 x 1072
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1

N = —3.1516
! 0.31730

Ny = ! — 55.06
2 7 1.8162x10-2 7

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =3.1516

olur.

Simdi aym ornek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

V1—s2
T — dsdt = 0.498 41
L) / / 5+ cosh (s — t) °
(T, ) = // VIZ 8 31554 x 10-9
v _15—|—cosh (s —1) 7
4sty/1 — s2
T = dsdt = 2. 852 1072
(Ttpy, 1by) / /15—|—Coshs—t)s 8529 x 10
4t2 1—32
T — dsdt = 0.1509
< ¢17¢3> / / 5+COSh S—t) 5 5
25 (442 — 1) V1 — 52
T = dsdt = —5.9165 x 1073¢
(T4, ¥3) / /_1 5—|—cosh (s —1) X
1) (42 — 1)1 — s2
T = dsdt = —3.2093 x 1073
(T3 109) // 5+cosh(s—t) ° X

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

0.49841 — irp —3.1554 x 107% 0.150 95
—3.1554 x 107% 2.8529x 1072 — 3wp —5.9165 x 1073
0.15095 —5.9165 x 1073 —3.2093 x 10~% — Zmp

= —3.8758u> +1.29231% +1.6113 x 1072 — 6.9569 x 107* = 0

haline gelir ve
py = 0.34400, gy =1.8162 x 1072, py = —0.02873

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
— — 9.

M 0.344 00 070
Ny = ! — 55.06

2 7 1.8162x10-2 7

1

Ny = — = 34,

3 —0.02873 34.807
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olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =2.9070

olur.
Coziim 3 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlarimin olusturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi secilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman

uls) =D azi(s)

J=1

olmak iizere

Pa(8) = a1 Po(s) + ax Pi(s)

elde edilir.

1—s?
T dsdt = 0.424 86
(T, 91) /15—|—cosh s—t) °

2 (1 —
(Ty,1hy) = / / t i dsdt = —3.1554 x 1073°

15—|—c0sh s—t)

4st (1 — s%) 9
T = =1.941 1
(T2 ¥2) / /_15+cosh s—t)det 41810

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

4
0.424 86 — g,u —3.1554 x 1073
—3.1554 x 10730 1.9418 x 1072 — %u

= 1.42224* — 0479071 +8.2499 x 1072 =0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
= 0.31865, p, = 1.8204 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

N = L 51389
L' 031865
1
2 1 8204x102 k933
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olarak elde edilir. Aranan en kiiciik pozitif 6zdeger
AT =3.1382

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 alimacaktir. Buradan

1— 52

T = =0.424
(Tor, ) //5+Cosh s—t)det 042486

B 2t (1 — s7) B 30
(Ty,10y) = //5+Coshs_t)dsdt_ 3.1554 % 10

B 4st (1 — s?) B .
(Tpy, 0g) = //5+Coshs_t)dsdt—1.9418><10

1 - 5t2 —1)(1—s?)
(T1,¥) / / 5+cosh (s — 1) dsdt =0.20029

1— (5t — 1) (1 — s?)

T = dsdt = —1.9722 x 10~%
(T4n, ¥3) / / 5—|—cosh (s —t) 5 %
) (582 — 1) (1 — %)
T dsdt = —2.9232 x 1073
(T3 05) = / / 5+cosh(s—t) ° x
elde edilir. Aymni sekilde (4.3) sistem
0.42486 — 3 —3.1554 x 10 0.20029
—3.1554 x 10730 1.9418 x 1072 — ¥, —1.9722 x 107!
0.200 29 —1.9722 x 10731 —2.9232 x 1072 — &y

= —1.2194 4 0.406484% 4+ 3.7120 x 10721 — 8.0309 x 107* =0
haline gelir ve
g = 0.40468, 1, =1.8204 x 1072, py = —8.9429 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
A = —9.4711
! 0.404 68
1
A= T0axioz - o9
1
A3 = gomoxioe 182

olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =2.4711

olur.
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Ornek 4.4.3 Daha énce yaplan ¢alismalarda

1

k(s,t) =
(5,2) s2nt2n + cos (s + t)

formundaki ¢ekirdek incelenmisti. p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kiicik olmak
tizere I = [—p, p| simetrik aralge géz oniine almarak L? (I) tizerinde k ya karsilik gelen

T integral operatoriniin pozitif ve negatif ozdeger sayisinin
Nt (T)=occve N (T)=0

oldugu bulunmustu. imdi Ritz yontemiyle bu formdaki

1

k(s ) = —
) = o 5+ 0

cekirdegine karsilik gelen integral operatériniin en kiigtik pozitif 6zdegeri bulunmaya ¢aligila-

cakitur.

Coziim 1 Ritz yonteminde ), (s) fonksiyonlarmin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi segilmektedir.
U, (s)=P,_1(s), n=1,...,N
(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman
s) = Z a;ji;(s)
j=1
olmak tizere

©a(8) = a1 Po(s) + aaPi(s)

elde edilir.

T = dsdt = 1.3863
{T1, 9) /Z/Zl+cos Gro”
T e dsdt 6.3109 x 1073
< rLp17¢2> - /Z/Zl—}‘COS S+t> S = —0. X
T i
T = — 7 dsdt =3.4374 x 1072
< ¢27¢2> / />7r 1+COS S—i—t) S X

,;>

%
olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

1.3863 — 2u —6.3109 x 10739
2
—6.3109 x 1073 3.4374 x 1072 — il

= 1.3333u% — 0.99295 + 4.7653 x 1072 = 0
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haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py = 0.69317, 1y = 5.1561 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
— — 1.442
M 0.69317 0
1
Ny = ——_ —19.
2 5.1561 x 10—2 9395

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.4426

bulunur.

Simdi aym 6rnek icin (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan
I

T dsdt = 1.3863

(Ty,10,) /Z/ZHC(MH) .

T e - dsdt 6.3109 x 10730

< 7~/}171/}2> - /_2/4 1+COS S+t> sat = —0. X
oI

T = — 7 dsdt =3.4374 x 1072

(T2, ) /w/w 1+cos (s+1) s x

N
4;

32—1
T —=—— —dsdt = —0.24387
(T, 0a) = /”/ZI 1+cos (s+1t) °

4

(T i) = /

1+cos (s+1)

™

4

—s (3t —1)
/ 2 dsdt =1.5284 x 107
%

352 — 1 3t2 —1 ,
T = dsdt = 4.3766 x 10~
(T3 ¥a) /"/ZI 1+ cos(s+t) 5 x

4

elde edilir. Ayni gekilde (4.3) sistemi

1.3863 — 2u —6.3109 x 10730 —0.24387
2
—6.3109 x 1073 3.4374 x 1072 — g,u 1.5284 x 10730

2
—0.24387 1.5284 x 107%  4.3766 x 1077 — —p

= —0.53333> + 0.45553u% — 0.022871 +4.1257 x 107° = 0
haline gelir ve
= 0.80069, py =5.1561 x 1072, py = 1.8738 x 107°
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
N = —1.24
! 0.800 69 89
1
— = 19.

Y = S oseixi02 0P
1

As = 1.8738 x 103 533.67

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.2489

bulunur.
Coziim 2 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

1.tip Chebshyev polinomlar sistemi se¢ilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman

n

©n(s) = Z aj¢j(3)

j=1

olmak iizere

©a(8) = a1 Py(s) + aa Py (s)

elde edilir.

T (1 1
T v = /—Z /_1 V1 — 52 (1 + cos (s + t))det = 1.6070

ios t _29
(L) = /g /g V1 — 52 (1 4 cos (s + t))det =~ 1893310

T [ st »
(Tg,1hy) = /_er /_Z T (oo +t))dsdt = 4.4765 x 10

i¢ carpimlar1 hesaplanir. Bunlar (4.3) sisteminde yazildiginda sistem

1.6070 — i —1.8933 x 1072
~1.8933 x 10729 4.4765 x 102 — gﬂ

= 4.9348% — 2.6649u + 7.1937 x 1072 = 0
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haline gelir ve bu esitlik ¢oziildiigiinde
py = 0.51152, 11, = 2.8498 x 1072

bulunur. Cekirdege karsilik gelen 6zdegerlerin ikisinin yaklagik degeri

N = L 9550
L' 051152

1
A2 = 2.8498><10—2_35'09

olarak elde edilir. En kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.9550

olarak bulunur.
Yine (4.1) formiilinde n = 3 almacaktir. 1.tip Chebyshev polinomlar1 kullanilarak

sirastyla asagidaki i§1emler yapildiginda

1
Ty, = dsdt = 1.6070
L1 en) /z —x V1 —52(1+cos(s +1))
(Tahy,0e) = / e ! dsdt = —1.8933 x 107%°
b =)z V1 —52(14cos(s+1)) '
(Tt ) = / Ll ot dsdt = 4.4765 x 102
S 2oz /1T —52(1+cos(s+1t)) '
(Tapy,bs) = /Z : 20— 1 dsdt = —0.91192
bse —xJox V1 —5>(1+cos(s+1)) -
iorh s(2t — 1) ~29
T, — dsdt = 1.1044 x 10
(T ) /z —= /T —82(1 +cos (s +1))
Tt (282122 1)
Teps, = dsdt = 0.47202
(s, vs) /Z —z /1 —8%(1+cos(s+t))

elde edilir. (4.3) sistemi

1.6070 — p —1.8933 x 1072 —0.91192
—1.8933 x 1072 4.4765 x 1072 — gu 1.1044 x 1072

—0.91192 1.1044 x 1072 0.47202 — g/L

= 6.51531% — 6.4615 x 1072y — 7.75164° — 3.2706 x 1072 = 0
haline gelir ve bu denklem ¢oziildiigiinde
py = —1.7841 x 1072, 1y = 2.8498 x 1072, puy = 0.82985
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bulunur. Buradan

1
M= Tmmnxaoe s 00
Ny = 1 — 35.09
27 28498 x 102 7
Ny = L 905
T 0.82085

elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.205

olur.
Coziim 3 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi segilmektedir.
U, (s)=P,_1(s), n=1,...,N
(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman
s) = Z a;ji;(s)
j=1
olmak tizere

©a(8) = a1 Po(s) + aaPi(s)

elde edilir.

INE]

——————dsdt = 1.2177

(i) = / vies

1+ cos(s+t)

|
AR sy
INE] Mq

1 _ 2
/ ANV T Jsdt = —1.2622 x 1072
1+ cos(s+t)

2
/ AWV =S = 0.10733
= 1+ cos(s+1)

el M:\
S El M:\

<T¢27 ¢2> =

/
T = [
/

4

%
olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

12177 — srp —1.2622 x 1072
~1.2622 x 1072 0.10733 — L7y

= 2.4674p* — 2.08144 + 0.13070 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde

= 0.77523, 11, = 6.8329 x 1072
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
A = — 1.2899
! 0.775 23
1
- -4
A2 6.8329 x 10—2 63

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.2899

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan
I

V1 —s2
T dsdt = 1.21
(Ty, ) = /2/41+C088+t>s 77
(T, 1by) /Z/Z VI- s Y 7 dsdt 1.2622 x 1072
= sdt = —1.
b2 o %1+cos (s +1t)
i o[ 4sty/1 — s2
T = V% dsdt =0.1
(T4a, o) /—Z/Z 1+ cos(s+1) 5 0.10733
LT A1) V1= 2
T dsdt = —0.16624
(T, %3 /_1/1 1+ cos(s+t)
1T 2542 — 1) V1 — &2
T = dsdt = —2.761 x 1073°
(T, ) /Z/Z s .
T (42 —1) (42 —1) V1 —s2
(T3,105) = /4 /4 : ) ¥ dsdt = 4.3194 x 1072
1—i—cos(s+t)

jus
4

|
INE]

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi haline gelir ve

12177 — lop —1.2622 x 1072 —0.16624
~1.2622 x 1072 0.10733 — trp —2.761 x 1072
—0.16624 —2.761 x 107%  4.3194 x 1072 — Ly

= —3.87581> 4 3.3760u% — 0.251794 4+ 2.6791 x 1073 = 0
haline gelir ve bu sistem coziildiigiinde
py = 0.78991, 1y = 6.8328 x 1072, sy = 1.2807 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
— =12

M 0.78991 660
1

Ny = ——_ —14.

2 6.8328 x 10—2 03

1

As = 1.2807 x 10~2 78.082
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olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =1.2660

olur.

Coziim 4 Ritz yonteminde 9, (s) fonksiyonlarimin olugturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi se¢ilmektedir.
¥, (s)=P,1(s), n=1,...,N
(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman
s) = Z a;ji;(s)
j=1
olmak tizere

©a(8) = a1 Py(s) + aa Py (s)

elde edilir.

ENE]

(Ty,1,) = ——  C  dsdt=1.0868

i 1—s°
1+cos(s+t)

|
L CRFNE
INE] M:u

/ 2= o — 18933 x 10-2

1+ cos ( s—l—t)
1

|
A sy
Skl .t:-\:\

dst (
i At =Y o 85179 x 102

(T2 ¥a) = _= 14 cos s+t)

./
o) = |
/

3

N
,;>

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

4 —29
1.0868 — Pl —1.8933 x 10
—1.8933 x 1072 8.5179 x 1072 — }—g,u

= 1.4222p* — 1.2728 4+ 9.2573 x 1072 = 0
haline gelir ve bu sistem coziildiigiinde
= 0.81509, i, = 7.9858 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

A\, = L 9960
L7 081500
1
Ny = ——— —12522
2 7.9858 x 102 g
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olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.2269

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

T A dsdt = 1.0368
(T, 90) = /_ /_ 1+ cos(s+t) =

$I%

T[T 2t(1—s?) o9
T = 77 dsdt = —1.8933 x 10
(T41,92) /Z/Zl+cos(s+t) s

Tt 4st(1—s?) 5
T = = 77 dsdt = 8.5179 x 10
(T2 %) /—g/—11+C0S(5+t> ° 8

3
T A G- 1) - 82)d dt = 6.3997 x 102
(T2 95 = /—Z/—Z 1+ cos(s+t) = x
3s

T ) -1 - 82)d dt 3.9443 x 10730
(T, thy) = // et = 39443 x

T 2 (552 —1)(5t2—1) (1 - s?)
T = 16 dsdt = —3.4503 x 1073
(T3, ¥3) /1/1 1+ cos (s + 1) s X
elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

1.0868 — 2u —1.8933 x 10720 6.3997 x 1072
~1.8933 x 1072 85179 x 1072 — 18, —3.9443 x 10~
6.3997 x 102 ~3.9443 x 1073 —3.4503 x 1072 — &y

= 1.08614% — 7.0588 x 10721 — 1.219u — 6.6826 x 1071 =0
haline gelir ve
= —8.3771 x 1073, p, = 7.9854 x 1072, ps = 0.81950

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
N = — _119.
! —8.3771 x 10-3 931
1
A2 7.9854 x 102 023
N = L9003
5 0.81950

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.2203

olur.
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Ornek 4.4.4 Daha énce yaplan calismalarda

1
k(s,t) =
(5,2) s2t% + cosh (s — t)

formundaki ¢ekirdek incelenmisti. p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kiigik olmak
tizere I = [—p, p| simetrik aralgs g6z oniine alinarak L? (I) iizerinde k ya karsilik gelen

T integral operatoriniin pozitif ve negatif dzdeger sayisinin
Nt (T)=occve N~ (T)=0
oldugu bulunmustu. imdi Ritz yontemiyle bu formdaki

1
k(s,t) =
(5,1) s2t? 4 cosh (s — t)

cekirdegine karsilik gelen integral operatéoriniin en kiigiik pozitif 6zdegeri bulunmaya ¢aligila-

caktar.

Coziim 1 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi segilmektedir.
¥, (s) = Py1(s), n=1,...,N
(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alimacaktir. O zaman
uls) = Y aihy(s)
j=1
olmak tizere

©a(8) = a1 Po(s) + aaPi(s)

elde edilir.

1,1
1
(T, 91) /1 /1 s?t2 + cosh (s — t) dsdt )6

1 1
t
T = dsdt = —1.2622 x 1072°
(T, 9) /_1 /_1 s2t2 4 cosh (s — t) ° x

1 1 ot
T = dsdt = 0.15668
(T2 %) /_1/_1 s2t2 + cosh (s — t) °

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

2.9624 — 2p —1.2622 x 1072°
2
—1.2622 x 1072 0.15668 — 3’“

= 1.3333u% — 2.2883 + 0.46415 = 0
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haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
iy = 1.4812, p, = 0.23502

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
N = —0.6751
! 1.4812 0.67513
1
— =49
A2 0.23502 550

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =0.67513

olur.

Simdi ayni 6rnek icin (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

1,1
1
(T, 91) /1 /1 s2t2 + cosh (s — t) dsdt )6

<T¢17 7ﬁ2>

dsdt = —1.2622 x 10727

dsdt = 0.15668

t
1 §%t2 + cosh (s — )
st
(

<T¢27 ¢2> =

L $2t2 +cosh s —t)

32252 + cosh (s —t)
s (3t* — 1)
1 32t2 + cosh (s — t)
) (3t2 —1)
1 s2t2 + cosh (s —1t)

(Ty,hg) = dsdt = —1.9722 x 10730

dsdt = 3.7756 x 1073

/]
i
(Toy, 1) = / 1 / 2B 1) o — 018388
11,
15

<T¢37 ¢3> =

elde edilir. Ayni gekilde (4.3) sistemi

2.9624 — 2 —1.2622 x 1072 —0.18388
2
—1.2622 x 1072 0.15668 — 3H —1.9722 x 1070
2
—0.18388 —1.9722 x 1073 3.7756 x 1073 — o

= —0.53333% + 0.9203542 — 0.17176 — 3.5452 x 1073 =

haline gelir ve

[y = 1.5094, 11, = 0.23502, 15 = —1.8739 x 1072
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
A = — 0.66251

! 1.5094 0.6625

1
— — 429

A2 0.23502 550

Ay = 1 — —53.365
T C18T39x 102

olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =0.66251

olur.
Coziim 2 Ritz yonteminde 1, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi segilmektedir.
¥, (s)=P,1(s), n=1,...,N
(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman
@n(s) = Z aj¢j(s)
j=1
olmak tizere

Pa(8) = a1 Po(s) + ax Pi(s)

elde edilir.

Lo V1—3s?
. _ dsdt = 2.4156
< ¢17¢1> /_1 3 52t2 4 cosh (3 - t) ’
1,1 2ty/1 — 52
. _ dsdt = —2.5244 x 10~
(T, ) /1/1 s2t2 + cosh (s — t) ’ i
1 rl 4sty/1 — 52
. _ dsdt = 0.40604
(T4)g,19) /_1/_1 s2t2 + cosh (s — t) ’

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

2.4156 — g —2.5244 x 1072
—2.5244 x 1072 0.40604 — 37/

= 2.4674p% — 4.4322; 4+ 0.98083 = 0
haline gelir ve bu sistem coziildiigiinde
py = 1.5378, py = 0.25849

120



bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

A= 065028
L' 7 15378

1
A2 = 0.25849_3'8686

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT = 0.65028

olur.

Simdi ayni 6rnek icin (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

(Ty,1py) = / / V1-s dsdt = 2.4156

1 §%t2 + cosh (s — )

V1—s2
T = dsdt = —2.5244 x 10~%°
(T41, ) / / 522 +cosh (s —1) y X

(Tehy, tby) = / / 5 tffﬁ_ st = 040604

Ty, 1) = / / 1 Sftf ook 18__85)(1 dt = 0.41520

(Tihy, hg) = / / 2582 ;ﬁ’i;olsh (Sljt‘;zd dt = —1.2622 x 1072
(Tapg,1hs) = / / oy ff;; (Z)Fdsdt — —7.8226 x 1072

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

2.4156 — gy —2.5244 x 107 0.41520
—2.5244 x 107*  0.40604 — {7y —1.2622 x 10~
0.41520 —1.2622 x 107%  —7.8226 x 102 — mp

= —3.8758u> + 6.769 1% — 0.92318y — 0.14672 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
py = 1.5807, g1y = 0.25849, ;= —9.2649 x 102

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
N = —— —0.63263
! 1.5807
Ny = L _ 33686
27 025849 7
1
As = 90649 x 102 1073
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olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =0.63263

olur.
Coziim 3 Ritz yonteminde 1, (s) fonksiyonlarimin olugturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi segilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman

s) = Z aﬂﬁj@)

olmak iizere

Pa(8) = a1 Po(s) + ax Pi(s)

elde edilir.

(1—s?)

dsdt = 2.0975
st 4 cosh (s — t) °

<T¢17 ¢1> =

st 4 cosh (s — t)
4st (1 — s?)

dsdt = 0.2951
32t2+cosh(s—t) ° 029517

(Tg,1hy) =

[/
(Thy,1bg) = //1 260 =50 joar = 25944 x 102
[/

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

4
20075 — gp —2.5244 % 107
—2.5244 x 1072 0.29517 — 18,

= 1.4222/* — 2.63094 + 0.61912 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
iy = 1.5732, p, = 0.27672

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
M= ey = 063565
1
f— f— . 1
2 027670 o018
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olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

At =0.63565

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 alimacaktir. Buradan

<T¢17 ¢1> =

(TYy,1y) =

(Tg,1hy) =

<T¢17 ¢3> =

<T¢27 ¢3> =

<T¢37 7ﬁi’)

elde edilir.

/ / 1—s?
1 s2t2+cosh (s —1t)

dsdt = 2.0975

dsdt = —2.5244 x 107"

/ /1 s2t2 + coshi)— t)

dsdt = 0.29517

/ / 4st (1 — s?)
132t2+cosh(s—t)

dsdt = 0.73599

1— (5t — 1) (1 — s?)
/ /1 32t2+cosh(s—t)

1— (5t — 1) (1 — s?)
/ /1 32t2+cosh(s—t)

dsdt = —6.3109 x 1073°

1) (1— 82
VA=) et — 75967 x 102

/ / ) (52
82752 —|— cosh (s — t)

Aymni gekilde (4.3) sistemi

2.0975 — Sp —2.5244 x 107
—2.5244 x 107%  0.29517 — 21
0.73599 —6.3109 x 1073

haline gelir ve

0.73599
—6.3109 x 105
—7.5267 x 1072 — &y

= 0.24514 + 2.148y% — 1.2194% — 0.20649 = 0

[, = —0.33607, p, = 0.27672, py = 1.8214

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

A
A2

A3

olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger

AT =0.54903

olur.

1
————— = —2.9756
—0.33607
=3.61
0.27672 3.0138
13214 — 0.54903
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Ornek 4.4.5 Daha énce yaplan ¢alismalarda

1

k(s,t) =
(5,2) s2nt2n + cos (s + t)

formundaki ¢ekirdek incelenmisti. p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kiicik olmak
tizere I = [—p, p| simetrik aralge géz oniine almarak L? (I) tizerinde k ya karsilik gelen

T integral operatoriniin pozitif ve negatif ozdeger sayisinin
Nt (T)=occve N (T)=0
oldugu bulunmustu. imdi Ritz yontemiyle bu formdaki

1
k(s 1) =
(50 = S cos (s 1 1)

cekirdegine karsilik gelen integral operatéoriniin en kiigtik pozitif 6zdegeri bulunmaya ¢aligila-

cakitur.

Coziim 1 Ritz yonteminde 1), (s) fonksiyonlarinin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi segilmektedir.
Y, (s)=P,_1(s), n=1,...,N
(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman
s) = Z a;ji;(s)
j=1
olmak tizere

©a(8) = a1 Py(s) + aaPi(s)

elde edilir.

1
T = dsdt = 3.0949
(T, ) // T el
(T, ¢,) = /Z /: ! dsdt = —3.7865 x 1072
bR T s2t2 + cos (s + t) -
5

/ ’ st dsdt = 0.16667
s2t2 4 cos (s + 1)

T = [

%
olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

3.0949 — 2u —3.7865 x 1072
2
—3.7865 x 1072 0.16667 — Pl

= 1.3333% — 2.3966p + 0.51583 = 0
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haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
= 1.5475, pu, = 0.25001

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
N = — 0.6462
! Toa7s ~ 0040
1
Ny = oro0] = 39998

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =0.6462

bulunur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 almacaktir. Buradan

T 1 1
T = dsdt = 3.0949
< w17w1> /;Z /T S2t2+COS<S+t) s
(Tehy,5) /er ‘ t dsdt 3.7865 x 1072
o S = —JI.
b2 _x Jox 5% 4 cos (s + 1)
T e st dsdt = 0.16667
(Thg,1hy) = /—Z/T 5242 + cos (s + t) sat =1
(TYy,95) = /1/er 3 (B - 1) dsdt = —0.50943
R A T CE )
Torn Lls(32-1)
T = 2 dsdt = 2.9582 x 1073
< ¢27¢3> /_er /;47[ 82t2+COS(S+t) s X
111352 -1)(3t2-1)
T = 4 dsdt = 8.1164 x 1072
< ¢3777/}3> /er /;;r 82t2+COS(5+t) s X

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

3.0949 — 2p —3.7865 x 1072 —0.50943
2
—3.7865 x 1072 0.16667 — rl 2.9582 x 10730

2
—0.50943 2.9582 x 1073 8.1164 x 1072 — gu

= —0.533331% + 1.066 9> — 0.22784p — 1.3874 x 1072 = 0
haline gelir ve
= 1.756 4, i, = 0.25000, py = —5.9245 x 1073
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
M = — —0.5693
! 1.7564 56935

1

p— p— 4
& 0.25000 0
1

Az = “502d5 <108 108

olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =0.56935

bulunur.
Coziim 2 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

1.tip Chebshyev polinomlar sistemi secilmektedir.
¥, (s)=P,_1(s), n=1,...,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi alimacaktir. O zaman

Pn(s) = Z aj¢j(3)

J=1

olmak fizere
©y(8) = a1 Py(s) + as Py (s)

elde edilir.

dsdt = 3.6078

<T¢17 ¢2> =

(T, 1y) = /:lr /i \/1_732(527521+ cos (s +t))
/

1 t
dsdt = —2.5244 x 1072°
/—ﬂ V1 — 52 (s2t2 + cos (s + 1))

(Tthy,py) = / dsdt = 0.21651

1 st
/ﬂ V1 — 52 (s%2 4 cos (s + 1))

i¢ carpimlar1 hesaplanir. Bunlar (4.1) sisteminde yazildiginda sistem

3.6078 — 7 —2.5244 x 1072
~2.5244 x 1072 0.21651 — gﬂ

= 4.9348;* — 6.34731 + 0.78112 = 0
haline gelir ve bu esitlik ¢oziildiigiinde
py = 1.1484, p, = 0.13783
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bulunur. % (s,t) gekirdegine kargilik gelen integral operatoriiniin 6zdegerlerinin ikisinin

yaklasik degeri

1
N = 1'1484:0.87078
1
p— pr— .2
A2 0.1378 7.2553

olarak elde edilir. En kiigiik pozitif 6zdeger

At =0.87078

olarak bulunur.

Yine (4.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Chebyshev polinomlar1 kullanilarak sirasiyla

agsagidaki iglemler yapildiginda

T 1
T, ) = dsdt = 3.6078
L1 4n) /—Z =z V1 —5%(s%2 + cos (s +1))
(Ty1, 1) = /z /er ! dsdt = —2.5244 x 10~*°
b _rJ=n V1 — 52 (522 +cos (s + 1)) '
(T4, 1) /Z /: i dsdt = 0.21651
R = S — U.
Va2 —x J=r V1 — 5% (s%t2 +cos (s +11))
(Ttpy,1b5) /Z/Z 2 -1 dsdt = —1.9967
; = sat = —1.
b —z J=z V1 — 5% (s%2 +cos (s + 1))
i s(2t2 — 1) o
T, = dsdt = 2.5244 x 10
0. vs) /_g /4" V1 — s2(s2t2 + cos (s + 1))
T (282 -1)(22 - 1)
T, = dsdt = 0.99066
T3 4a) /—Z /_4'” V1 — s%(s?t2 4 cos (s + 1))

elde edilir. (4.3) sistemi

3.6078 — mu —2.5244 x 1072 —1.9967
—2.5244 x 1072 0.21651 — g/,t 2.5244 x 107

~1.9967 9.5244 x 10720 0.99066 — gu

= —7.7516p> + 14.859u% — 1.25251 — 8.9355 x 1072 =0
haline gelir ve bu denklemi ¢oziildiigiinde

py = 1.8249, p, = 0.13783, 3 = —4.5829 x 1072
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bulunur. Buradan

1

- = 0.54
A Tgrg = 054798

1
Ny = = 7.2553
2 0.13783 o
1

- = —21.82

As —4.5829 x 102 8

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =0.54798

olarak bulunur.

Coziim 3 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlarmin olugturdugu koordinat sistemi igin

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi se¢ilmektedir.
wn(s) = Pnfl(s), n=1,... ,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalnizca ikisi almacaktir. O zaman

uls) = azi(s)

j=1

olmak iizere

Pa(8) = a1 Po(s) + ax Pr(s)

elde edilir.

F V1—s?
T = dsdt = 2.7046
(T2 9 /Z = 2y cos(s 4 1)
Tt 21— 2
T = dsdt = —2.5244 x 10~
< rLp171p2> /_er /;47[ S2t2+COS (S+t) s X
Tori 4sty/1— 82
T — dsdt = 0.52175
(T2 ¥2) / . S22 fcos(s+1)

4

%
olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

2.7046 — s —2.5244 x 1072
—2.5244 x 1072 0.52175 — smpu

= 24674 — 5.0679u + 1.4111 = 0
haline gelir ve bu sistem coziildiigiinde

[, = 0.33215, 11, = 1.7218
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1

A = — 3.01

! 033215 0107
1

Ao = Toore = 0.58079

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =0.58079

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan
I

: Vi
T = dsdt = 2.7046
(T, ) /—Z == %2 + cos (s + t) °
g

dsdt = —2.5244 x 1072°

4
/Z 2ty/1 — s2

—= 5%t2 + cos (s + 1)
/:lr 4sty/1 — 52

—= §%t2 + cos (s + t)

/Z (42 — 1)1 = 52

x 52t2 4 cos (s + t)

<T¢17 77/}2> =

(Ty,1hy) = dsdt = 0.52175

dsdt = —0.28272

/
/
o) = [
/
/

i’

Tl 25 (42 — 1) V1 — §2
T = dsdt = —6.31 10739
(Ts,93) 2{/4" 2 Toos (s 1D 6.3109 x 10

Tl (452 — 1) (482 — 1) V1 — 82 )
T = dsdt = 4.2985 x 10~
< w37¢3> Z/;f S2t2+COS (S+t) s X

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi haline gelir ve

2.7046 — Imp —2.5244 x 1072 —0.28272
—2.5244 x 107%  0.52175 — i7p —6.3109 x 10~
—0.28272 —6.3109 x 1073 4.2985 x 1072 — i7p

= —3.8758u> 4 8.06681* — 2.3089; + 1.8953 x 1072 = 0
haline gelir ve bu sistem coziildiigiinde
g = 1.7407, py = 0.33216, pg = 8.4576 x 1073

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri
1

N = — 0.57448
! 1.7407 g
Ny = L 30106
27 033216
1
Ny = ———— —118.24
3 8.4576 x 10-3 8
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olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =0.57448

olur.
Coziim 4 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlarimin olusturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi secilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman

n

©n(s) = Z aj¢j(3)

J=1

olmak iizere

©a(8) = a1 Py(s) + aa Py (s)

elde edilir.

T L = 2402
(Tpy,1hy) = /er %32t2+cos(s+t) sat = 2.
T 21— ~29
T = dsdt = —5.0487 x 10
T, ) /—Z /TZ’ s2t2 + cos (s + t) ° .
1T 4st(1—s?)
T = dsdt = 0.41507
< ¢27¢2> /er r 82t2+COS (S—f-t) S

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

4
24020 — p —5.0487 x 107
—5.0487 x 1072 0.41507 — 16,

= 1.4222;* — 3.1165u + 0.99737 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
w1y = 1.8022, u, = 0.38913

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1

— — 0.554
Al g = 055488
Ny = L 95608
27038913
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olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT = 0.55488

olur.

Simdi ayni 6rnek igin (4.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan
1

1 o2
i dsdt = 2.4029

(T191) = s2t2 4+ cos (s + 1)

i 2t(1- s
s2t2 + cos (s + )

/.
/.
/4 4st (1 — s?)
I,

(T)y,10y) dsdt = —5.0487 x 1072

[
-/
Tonwy) = |
/

dsdt = 0.41507

s2t% 4 cos (s + 1)

S (52 — 1) (1 - s?)

1
dsdt = 0.2171

(Tt1,¥a) = s2t2 + cos (s + t)

3s

(562 — 1) (1 — &)
/ 2 dsdt = —1.2622 x 10~2°
= S +cos(s+1)

/5%@AJNW—DO—ﬂ

s2t% + cos (s + 1)

<T¢27 ¢3>

[
(T ) /

elde edilir. Aymi §ekllde (4.3) sistemi

dsdt = —2.7688 x 1072

24029 — 3 —5.0487 x 1072 0.2171
—5.0487 x 1072 0.41507 — 2p —1.2622 x 10
0.2171 —1.2622 x 1072 —2.7688 x 1072 — 2,

= 2.63194% — 0.718331 — 1.2194* — 4.7178 x 1072 = 0
haline gelir ve
g = —5.4514 x 1072, 1y = 0.38909, 1y = 1.8244

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
A = — _18.344
! —5.4514 x 102 8.3

1
Ny = — 25701
2 0.38909
1
N = oo = 054813

olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =0.54813

olur.
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Ornek 4.4.6 Daha énce yaplan calismalarda

1
cosh(s —t) 4 cos(s +t)

k(s,t) =

formundaki ¢ekirdek incelenmisti. p > 0, I € Ad (k) y saglayacak kadar kii¢iik olmak
tizere I = [—p, p| simetrik aralgn g6z oniine alinarak L? (I) iizerinde k ya karsilik gelen

T integral operatoriniin pozitif ve negatif dzdeger sayisinin
Nt (T)=occve N (T)=0
oldugu bulunmustu.

Simdi Ritz yontemiyle bu formdaki

1
cosh(s —t) + cos(s + t)

k(s,t) =

¢ekirdegine karsilik gelen integral operatoriiniin en kiigiik pozitif 6zdegeri bulunmaya

caligilacaktir .

Coziim 1 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlariin olugturdugu koordinat sistemi igin

Legendre polinomlar sistemi segilmektedir.
wn(s) = Pnfl(s), n=1,...,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman

n

©n(s) = Z aj¢j(3)

j=1

olmak iizere

Pa(s) = a1 Po(s) + ax Pr(s)

elde edilir.

I 1 1
T _ dsdt = 1.2663
(Tor, ) /: %rcosh(s—t)jtcos(s%—t) °
Ty, 1) = /Z /Z ! dsdt = —1.2622 x 10~
vzl |« Jox cosh(s —t) + cos(s + t) T
4 4
(T, thy) = /er /er i dsdt = 5.4780 x 10~
S _z J== cosh(s — ) + cos(s + ?) -
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olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

1.2663 — 2u —1.2622 x 102
2
~1.2622 x 1072° 5.4780 x 1072 — S

= 1.33331% — 0.95376 + 6.9368 x 1072 =0
haline gelir ve bu sistem coziildiigiinde
= 0.63317, p, = 8.2170 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
— = 1.5794
M 0.63317 579
1
Ny = —— =121
2 8.2170 x 102 70

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.5794

bulunur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan
%

i 1
T dsdt = 1.2663
(Ton, %) /—Z == cosh(s — t) + cos(s + t) °
(T, ;) = /Z /Z ! dsdt = —1.2622 x 10~
bl _z J== cosh(s — ) + cos(s + 1) o
(Tt ) = /1/2 il dsdt = 5.4780 x 1072
SR _=z J== cosh(s — ) + cos(s + 1) =
VETRRTANES /Z/Z 1381 dsdt = —0.23383
sl _z J== cosh(s — ) + cos(s + 1) =
To[% 1s(3t2 —1)
T = 2 dsdt = 1.0847 x 107
(Tg, 3) /er /[ (s ) Tom(s T D% 0847 x 10
i 1(3s2-1)(3t2-1)
T = 1 dsdt = 4.5689 x 1072
(L5, ) /_ /—w cosh(s —t) + cos(s + 1) ° g

elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi

1.2663 — 24 —1.2622 x 1072 —0.23383
2
—1.2622 x 1072 5.4780 x 1072 — 3H 1.0847 x 10730
2
—0.23383 1.0847 x 10730 4.5689 x 1072 — o

= —0.53333p% +0.442 424> — 3.4873 x 1072 4 1.7417 x 107* = 0
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haline gelir ve
py = 0.74201, py = 8.2172 x 1072, s = 5.3560 x 102

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
M= gampor — AT
1
Az = stz 102 12170
1
- - 18671
M= Easc0x 100 0T

olur. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT =1.3477

bulunur.

Coziim 2 Ritz yonteminde 9, (s) fonksiyonlarimin olugturdugu koordinat sistemi igin

1.tip Chebshyev polinomlar sistemi secilmektedir.
wn(s) = Pnfl(s), n=1...,N

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman

n

©n(s) = Z aj¢j(3)

j=1

olmak iizere

Pa(8) = a1 Po(s) + ax Pi(s)

elde edilir.

i [% 1
L) = /Z / V1 — 52 (cosh(s — t) + cos(s + t))det = 14614

ios t —29
L) = /Z / V1 — 52 (cosh(s — t) + cos(s + t))det =~ 1262210

I [1 st »
(T a) = —z /— M(cosh(s —t) + cos(s + t))det = 10969 > 10

i¢ carpimlar1 hesaplanir. Bunlar (4.3) sisteminde yazildiginda sistem

1.4614 — mp —1.2622 x 1072
~1.2622 x 1029 7.0969 x 102 — %u

= 4.9348 — 2.5185 + 0.10371 = 0
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haline gelir ve bu esitlik ¢oziildiigiinde
py = 0.46518, 1y = 4.5179 x 1072

bulunur. Cekirdege karsilik gelen 6zdegerlerin ikisinin yaklagik degeri

1
N = —92.14
! 0.46518 o7
1
- _—92134
Az 45179 x 10-2 3

olarak elde edilir. En kiigiik pozitif 6zdeger
At =2.1497

olarak bulunur.

Yine (4.1) formiilinde n = 3 almacaktir. 1.tip Chebyshev polinomlar1 kullanilarak

sirasiyla agagidaki iglemler yapildiginda

Tonin = /g / VI — 52 (cosh(s 1— t) + cos(s + t))det = 1A6l
(Ty,1y) = /i /4 VT (coh(s t_ pS—— t))dsdt = —1.2622 x 10~
(Ttg,0y) = /i /4 \/W(cosh(:_t S t))dsdt — 7.0969 x 102
L1 vs) = /i /4 m@osh?(f__t; +cos(s+t))d8dt = 054503
(Tpg,1hs) = / i /: m(co;it:;l " t))dsdt —=9.0719 x 1073°
Tota) = / / % m((ii}?(sl)—(iit c?s(sﬁ))det = 040191

elde edilir. Bu nedenle (4.3) sistemi

14614 — 7y —1.2622 x 102 0.84503
S1.2622 x 10720 7.0969 x 102 — gﬂ 9.0719 x 10730

—0.84503 9.0719 x 1073 0.45194 — gﬂ

= —7.75164% + 6.18631% — 0.179471 — 3.8047 x 1072 =0
haline gelir ve bu denklemi coziildiigiinde
= 0.76705, 1y = 4.5180 x 1072, 3 = —1.4163 x 1072
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bulunur. Buradan

1
N = —1.
! 0.76705 V37
1
- _—92134

A2 45180 x 102 3
1

R T T T A

olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger
AT =1.3037

olarak bulunur.
Co6ziim 3 Ritz yonteminde 9, (s) fonksiyonlarimin olusturdugu koordinat sistemi igin

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi segilmektedir.
¥, (s) = Py1(s), n=1,...,N
(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman
s) = Z a;;(s)
j=1
olmak tizere

Pa(8) = a1 Po(s) + a2 Pi(s)

elde edilir.

INE]

<T¢17 77/}1> =

o2
/ VI1—s dsdt = 1.1167
4

cosh(s —t) + cos(s + 1)
2ty/1 — 52
/ ° dsdt

cosh(s — t) + cos(s + 1)

4st\/1 — s?
—= cosh(s —t) + cos(s + 1)

4

B Mﬁ
Gl

= —1.2622 x 107

] M:\
INE] ’““

(Ty,1hy) = dsdt = 0.17195

/
o) = |
/

i
olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

11167 — 7p —1.2622 x 1072
—1.2622 x 1072 0.17195 — Lmp

= 24674 — 2.024 24 + 0.19202 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde

[y = 0.71091, 11, = 0.10947
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bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

N = —14
! 0.71091 066
1
Ny = — 0.1349
2 0.109 47

olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger
AT = 1.4066

olur.

Simdi aym 6rnek i¢in (4.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan
I

I V1 —s?
- dsdt = 1.1167
(T, 91) /_7r —= cosh(s — t) + cos(s + t) i
4 4
T o[ 2tv/1 — s2
- _ dsdt = —1.2622 x 1072
(Ty1,0,) /er /4” cosh(s —t) + cos(s +t) ’ "
I 1 4st/1 — s2
T _ dsdt = 0.17195
(T, %) /_er /j‘:r cosh(s — t) + cos(s + t) g
s (462 — 1)1 — s2
. _ dsdt = —0.18031
(T, 1b3) /_er /4,r cosh(s —t) + cos(s + 1) ’
LT 25 (42 — 1)1 — 82
T _ dsdt = —3.9443 x 1073°
< 7\/J271/}3> /—Z /47r COSh(S_t)+COS(S+t) o X
LT (42— 1) (A 1) V1= $2 2
T _ dsdt = 5.9529 x 10~
(T3, 3) /_,r /_,r cosh(s —t) + cos(s + 1) ’ :
4 4
elde edilir. Aym sekilde (4.3) sistemi
11167 — Loy —1.2622 x 10729 —0.18031
212622 x 10-2°  0.17195 — %W,u —3.9443 x 10730
—0.18031  —3.9443 x 107%° 5.9529 x 1072 — L7y

= —3.8758u3 4 3.32651% — 0.37105u + 5.8402 x 1073 = 0
haline gelir ve
g = 0.72995, 11, = 0.10947, 115 = 1.8858 x 1072

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

1
N = — 1.3700

! 0.72995

1
— —9.134
A2 010047~ O1349
1

e = — - 5302

P lsssxi02 U
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olur. Yine aranan en kiiciik pozitif 6zdeger
AT =1.3700

olur.

Coéziim 4 Ritz yonteminde v, (s) fonksiyonlarimin olusturdugu koordinat sistemi igin

Jacobi polinomlar sistemi secilmektedir.

(4.1) formiiliindeki terimlerden yalmzca ikisi alinacaktir. O zaman

n

©n(s) = Z aj¢j(3)

J=1

olmak iizere

©a(8) = a1 Py(s) + aa Py (s)

elde edilir.

i [1 1—s?
T — dsdt = 1.0001
(T, 1) /er —= cosh(s — ) + cos(s + ) s 000
e 2t (1 — s%) —29
T _ dsdt = —1.2622 x 10
< w17w2> /;ﬂ_ /‘_ﬂ_ COSh(S — t) -+ COS(S + t) s .
4 4
T (1 4st (1 — s?)
T — dsdt = 0.1371
(T)s, 1) / —= cosh(s — t) + cos(s + t) 5 0.13718

ENE]

olur. Bu yiizden (4.3) sistemi

L 29
1.0001 — 2 1.2622 x 10
—1.2622 x 107*  0.13718 — 12

= 1.4222p* — 1.2497; + 0.13719 = 0
haline gelir ve bu sistem ¢oziildiigiinde
iy = 0.75011, py = 0.12860

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin dzdegerlerinin ikisinin yaklagik degeri

1
— —1.3331
M 0.75011 333
1
Ny = =7
2 0.12860 7776
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olarak elde edilir. Aranan en kiigiik pozitif 6zdeger

AT =1.3331

olur.

Simdi ayni ornek ici

<T¢17 w1>

<T¢17 77/}2>

<T¢17 ¢3> =

<T¢27 ¢3> =

<T¢37 77D3>

elde edilir.

/,
-/
o) = [ f
[/
[.].
- [

1.0001 — 41
—1.2622 x 1072
3.4163 x 102

haline gelir ve

ISE} a1 M:a a1 M:\ 1R M:i

ESE M:!

\%‘\

=

(4.1) formiiliinde n = 3 alinacaktir. Buradan
%

1—s2

dsdt = 1.0001
/ cosh(s —t) + cos(s + 1) ’
1 2
/4 2t (1 s%) dsdt = —1.2622 x 1072
cosh(s —t) + cos(s + 1)
us 2
cosh(s —t) + cos(s + 1)

7

3 (52— 1) (1 - s?)

dsdt = 3.4163 x 1072

-

= cosh(s
3s
2

—t) 4 cos(s + t)

(512 — 1) (1 — s?)

dsdt = —3.1554 x 10739

= cosh(s

IS

= (5s5”

—t) 4 cos(s + t)

—1)(5t2 = 1) (1 — 52
) ) (L= 57) it — 5.6769 x 10-3

cosh(s —t) 4 cos(s +t)
Aym §ekllde (4.3) sistemi

—1.2622 x 107%  3.4163 x 1072
013718 — 2 —3.1554 x 10
—3.1554 x 1073 5.6769 x 1073 — 54

= 1.0792p% — 0.12344p — 1.2194° + 6.1873 x 107* =

py = 52521 x 1072, py = 0.1286, ps = 0.75146

bulunur. k(s,t) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin yaklagik degerleri

A
A2

A3

1
0.1286

0.75146

5.2521 x 103
=T7.776

=190.4

1.3307

olur. Aranan en kiiciik pozitif tzdeger

AT =1.3307

olur.
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4.4 TABLO iLE INCELEME

Bir onceki kisimda yapilan niimerik ¢alismalarin sonuglarinin daha net goriilmesi agisindan

elde ettigimiz sonuglar asagidaki cizelgede gOsterilmistir.

Cizelge 4.1 Ozdeger sonuglari.

k(s,t) Legendre Jacobi 1.Tip Chebyshev | 2.Tip Chebyshev
n=2 n=3 n=2 n=3 n=2 n=3 n=2 n=3
1
(5+ t)2 12.331 12.329 | 12.399 | 9.4616
s
1
9+3(s+1)+ e 4.0175 | 4.0143 | 3.9698 | 3.0403 3.9989 3.5914

1

7 +4st + 5712
1

3.4319 | 3431 3.4585 | 2.6294

m 1.943 1.8985 1.8196 1.5987 1.8619 1.8240
1
P 4.1776 | 4.1759 | 4.1404 3.244 4.1544 3.8197
7 +cosh(s+1)
1
3.1740 | 3.1720 | 3.1382 | 2.4711 3.1516 2.9070

5+cosh(s—1)
1

1+ cos(s+1)

1
s’t* +cosh (s —t)

1
s’ +cos(s+1)

1

cosh (s —1)+cos(s +1)
2—dst+2s°

1.4426 | 1.2489 | 1.2269 | 1.2203 | 1.9550 | 1.205 | 1.2899 1.2660

0.6751 | 0.6625 | 0.6356 | 0.5490 0.6502 0.6326

0.6462 | 0.5693 | 0.5548 | 0.5481 | 0.8707 | 0.5479 | 0.5807 | 0.5744

1.5794 | 1.3477 | 1.3331 | 1.3307 | 2.1497 | 1.3037 | 1.4066 1.37

n — 0.2708 | 0.2698 | 0.2635 | 0.2123 0.2663 0.2498

—St+s5t

P —tS-:t 72 -0.331 | -0.331 | -0.319 | -0.319 -1.6271 | -0.7255
—st+s
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