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I  kapalı bir aralık olmak üzere ( )2L I  üzerinde k  çekirdekli IT  integral operatörü 

( ) ( ) ( )2( ) ,      (f ,s I)I

I

T f s k s t f t dt L I= ∈ ∈∫   

şeklinde tanımlıdır.  

 

Bu tezde bazı özel çekirdekli integral operatörlerin pozitif ve negatif özdeğer sayıları 

bulunmuş ve bu özdeğerler yaklaşık olarak hesaplanmıştır. Bölüm 1 ve Bölüm 2 içinde 

gerekli hazırlık bilgileri verilmiştir. Bölüm 3 içinde rasyonel ve analitik çekirdekli bazı 

integral operatörlerin pozitif ve negatif özdeğer sayıları teorik olarak bulunmuştur. Bölüm 4’ 

de belirli nümerik yöntemler kullanılarak rasyonel ve analitik çekirdekli bazı integral 

operatörlerin özdeğerleri yaklaşık olarak hesaplanmıştır.   
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For a closed interval ,I  let IT  be the integral operator on ( )2L I  with kernel k ; 

( ) ( ) ( )2( ) ,      (f ,s I).I

I

T f s k s t f t dt L I= ∈ ∈∫  

In this thesis, the numbers of positive and negative eigenvalues of integral operators with 

some special kernels are found and these eigenvalues are calculated approximately. 

 

In Chapter 1 and Chapter 2, we give the necessary preliminary results for the thesis. In 

Chapter 3, the numbers of positive and negative eigenvalues of some integral operators with 

rational and analytic kernels are found theoretically. In Chapter 4, the eigenvalues of some 

integral operators with rational and analytic kernels are calculated approximately by using 

certain numerical methods. 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Bu bölümde tez boyunca gerekli olan baz¬ temel tan¬m ve teoremler verilecektir. Bu

k¬s¬mda Young (1990), Reddy (1998), Robert (1998), Soykan (2012) kaynaklar¬ndan yarar-

lan¬lm¬̧st¬r.

1.1 NOTASYON VE HAZIRLIK B·ILG·ILER·I

Tan¬m 1.1.1 V bir vektör uzay¬ve M � V boş olmayan bir küme olsun.

(i)M kümesinin bütün sonlu alt kümelerinin, lineer birleşimlerinin tamam¬n¬n kümesine

M nin gereni (span¬) denir ve SpM ile gösterilir.

(ii) E¼ger M lineer ba¼g¬ms¬z ve SpM = V ise M ye V uzay¬n¬n bir taban¬denir.

(iii) V sonlu bir tabana sahip ise, V uzay¬na sonlu boyutludur denir ve e¼ger bu taban¬n

eleman say¬s¬ k ise dimV = k olarak yaz¬l¬r. E¼ger V böyle sonlu bir tabana sahip de¼gil

ise, V uzay¬na sonsuz boyutludur denir.

Tan¬m 1.1.2 V veW ayn¬F skaler cismi üzerinde vektör uzaylar¬olsun. Bir T : V ! W

dönüşümü her �; � 2 F ve x; y 2 V için

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y)

özelli¼gini sa¼glarsa veya buna denk olarak 8� 2 F ve x; y 2 V için

T (x+ y) = T (x) + T (y)

T (�x) = �T (x)

özelli¼gini sa¼glarsa T�ye bir lineer dönüşüm denir.

Tan¬m 1.1.3 V bir vektör uzay¬ve T 2 L (V ) olsun. Bir � 2 F skaleri için

T (x) = �x
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denkleminin s¬f¬rdan farkl¬x 2 V çözümüne sahip ise � ya T nin bir özde¼geri denir ve

s¬f¬rdan farkl¬böyle bir x çözümüne özvektör ad¬verilir.

Ker (T � �I) = fx 2 V : Tx = �xg � V

altuzay¬na özuzay denir.

Tan¬m 1.1.4 V;W vektör uzaylar¬ve T 2 L(V;W ) olsun.

(i) T nin görüntü kümesi ImT = T (V ) dir ve T nin rank¬ r(T ) = dim(ImT ) say¬s¬d¬r.

(ii) T nin kerneli (çekirde¼gi)

KerT = fx 2 V : T (x) = 0g = T�1(f0g)

dir ve T nin s¬f¬rl¬l¬¼g¬ n(t) = dim(KerT ) say¬s¬d¬r. r(T ) rank¬ ve n(T ) s¬f¬rl¬l¬¼g¬1

de¼gerine sahip olabilir.

(iii) E¼ger r(T ) sonlu ise T sonlu ranka sahiptir denir; yani sonlu ranka sahip lineer bir

operatör görüntü kümesi sonlu boyutlu olan bir lineer operatördür.

Tan¬m 1.1.5 H ve K kompleks Hilbert uzaylar¬ve T 2 B(H;K) olsun. Her x 2 H ve

her y 2 K için

hTx; yi = hx; T �yi

olacak şekilde bir tek T � 2 B(K;H) operatörü vard¬r.

Tan¬m 1.1.6 H ve K kompleks Hilbert uzaylar¬ ve T 2 B(H;K) ise o zaman Tan¬m

1.1.5 içinde elde edilen T � operatörüne T nin adjointi denir.

Tan¬m 1.1.7 1 � p <1 ve (X;�; �) bir ölçüm uzay¬olmak üzere Lp(X) uzay¬

Lp(X) =

(
f : f ölçülebilirdir ve

�Z
X

jf jp d�
� 1

p

<1
)

ile tan¬mlanmaktad¬r.

Tan¬m 1.1.8 H bir kompleks Hilbert uzay¬ve T 2 B(H) olsun. E¼ger

TT � = T �T = I

ise T operatörüne uniter operatör denir.
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Tan¬m 1.1.9 X ve Y normlu uzaylar ve T 2 L(X; Y ) bir lineer dönüşüm olsun. E¼ger

X içindeki her s¬n¬rl¬(xn) dizisi için Y içindeki (Txn) dizisi yak¬nsak bir alt diziye sahip

ise T ye kompaktt¬r denir.

Teorem 1.1.10 H bir Hilbert uzay¬ ve T 2 B(H) ise o zaman T kompaktt¬r ancak ve

ancak T � kompaktt¬r.

1.2 FREDHOLM ·INTEGRAL DENKLEMLER·I

�a;b = f(s; t) : a � s; t � bg = [a; b]� [a; b] � R2

kümesi, R2 düzlemi içinde bir karedir.

k : �a;b ! C ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Herhangi bir u 2 L2[a; b] için

f(s) =

Z b

a

k(s; t)u(t)dt (1.1)

ile bir f : [a; b] ! C fonksiyonu tan¬mlanmaktad¬r. f fonksiyonu bilinen ve u da bilin-

meyen olarak kabul edilir ise o zaman (1.1) formundaki denkleme birinci tipten Fredholm

integral denklemi ad¬verilir.

Benzer şekilde 0 6= � 2 C olmak üzere

f(s) = u (s)� �

Z b

a

k(s; t)u(t)dt s 2 [a; b] (1.2)

formundaki integral denklemine ikinci tipten Fredholm integral denklemi ad¬verilir. Bu-

rada k ya denklemin çekirde¼gi denir. Bu, lineer bir operatörün s¬f¬r uzay¬n¬göstermek

için kullan¬lan çekirdek teriminin farkl¬bir kullan¬m¬d¬r.

Tu(s) =

Z b

a

k(s; t)u(t)dt (1.3)

ile tan¬ml¬ T : L2[a; b] ! L2[a; b] operatörüne bir (k çekirdekli ya da k çekirde¼ginin

üretti¼gi) Fredholm integral operatörü veya k¬saca bir integral operatör ad¬verilir. Ayn¬

zamanda, (1.1) denklemi operatör formunda

Tu = f (1.4)

veya

(I � �T )u = f (1.5)

olarak yaz¬labilir.
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Tan¬m 1.2.1 V bir vektör uzay¬ olsun ve T 2 L (V ) olsun. Bir � 2 F skaleri için

v � �Tv = 0 denklemini s¬f¬rdan farkl¬ bir v 2 V çözümüne sahip ise bu � ye T nin

bir karakteristik de¼geri denir ve bu denklemin s¬f¬rdan farkl¬ her v 2 V çözümüne �

karakteristik de¼gerine karş¬l¬k gelen karakteristik vektör ad¬verilir.

Bu tan¬mdan herhangi bir T için

(i) � = 0 noktas¬T nin bir karakteristik de¼geri olamaz

(ii) � 6= 0, T nin bir karakteristik de¼geridir ancak ve ancak � = ��1, T nin bir özde¼geridir.

Teorem 1.2.2 T , k (s; t) çekirdekli bir kompakt integral operatörü olsun. Sabitledi¼gimiz

herhangi bir � 2 C için ikinci tipten (1.2) Fredholm integral denklemi Fredholm alternat-

i�ni sa¼glar. Yani;

(i) �; T nin bir karakteristik de¼geri de¼gildir ve denklem verilen her bir f 2 L2 [a; b] için

bir tek u 2 L2 [a; b] çözümüne sahiptir.

(ii) �; T nin bir karakteristik de¼geridir ve (1.5) ifadesine kaŗs¬l¬k gelen homojen denklem

s¬f¬rdan farkl¬çözümlere sahiptir ve bununla birlikte homojen olmayan denklem çözümlere

sahiptir ancak ve ancak Ker (I � �T �) altuzay¬na ortogonaldir.

Üstteki teoremdeki (i) ve (ii) yi daha detayl¬olarak yazarsak;

(i) v � �Tv = 0 denklemi s¬f¬rdan farkl¬bir v 2 L2 [a; b] çözümüne sahip de¼gildir ve her

bir f 2 L2 [a; b] için

f(s) = u (s)� �

Z b

a

k(s; t)u(t)dt s 2 [a; b] (1.6)

integral denklemi bir tek u 2 L2 [a; b] çözümüne sahiptir.

(ii) v � �Tv = 0 denklemi s¬f¬rdan farkl¬bir v 2 L2 [a; b] çözümüne sahiptir ve ayr¬ca

homojen

0 = u (s)� �

Z b

a

k(s; t)u(t)dt s 2 [a; b]

denklemi s¬f¬rdan farkl¬u 2 L2 [a; b] çözümlerine sahiptir ve bu durumda homojen olmayan

olmayan (1.6) denklemi çözümlere sahiptir ancak ve ancak

0 = v (s)� �

Z b

a

k(t; s)v(t)dt s 2 [a; b]

yi sa¼glayan her v 2 L2 [a; b] içinZ b

a

f (t) v (t)dt = 0

olur.
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Sonuç 1.2.3 k (s; t) bir L2 çekirde¼gi ise k n¬n üretti¼gi integral operatörü T ise o zaman

herhangi bir � 2 C için ikinci tipten bir Fredholm integral denklemi Fredholm alternati�ni

sa¼glar.

Tan¬m 1.2.4 Aç¬k bir E � C2 kümesi için (z; w) 2 E oldu¼gunda (w; z) 2 E oluyor ise E

ye simetrik küme denir. E üzerinde tan¬ml¬kompleks de¼gerli bir k fonksiyonu aşa¼g¬daki

özellikleri sa¼glar ise, E üzerinde bir simetrik analitik çekirdek olarak isimlendirilir;

(i) k; E üzerinde süreklidir.

(ii) Her (z; w) 2 E için k (z; w) = k (w; z) dir.

(iii) k; E nin tüm noktalar¬nda birinci de¼gi̧skene göre analitiktir.

Tan¬m 1.2.5 [a; b]� [a; b] üzerinde tan¬ml¬kompleks de¼gerli ölçülebilir bir k fonksiyonu

e¼gerZ b

a

Z b

a

jk(s; t)j2 dsdt <1

özelli¼gini sa¼glar ise, o zaman k ya bir L2 çekirde¼gi ad¬verilir.

Tan¬m 1.2.6 k : [a; b]� [a; b]! C bir L2 çekirde¼gi olsun. YaniZ b

a

Z b

a

jk(s; t)j2 dsdt <1

sa¼glans¬n. O zaman

Tu(s) =

Z b

a

k(s; t)u(t)dt

ile tan¬ml¬T : L2[a; b]! L2[a; b] operatörü bir Hilbert-Schmidt operatörüdür ve bu nedenle

kompaktt¬r.

Teorem 1.2.7

Tu(s) =

Z b

a

k(s; t)u(t)dt

ile verilen L2 çekirdekli T : L2[a; b] ! L2[a; b] operatörünün T � : L2[a; b] ! L2[a; b]

adjointi her v 2 L2[a; b] için

T �v(s) =

Z b

a

k(t; s)v(t)dt

formülü ile verilir.
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Teorem 1.2.7 den T �; çekirde¼gi k(t; s) olan bir integral operatördür. Ayr¬ca, T � nin L2

çekirdekli bir operatör oldu¼gu görülür.

Tan¬m 1.2.8 I = [a; b] ; �1 < a < b < +1 olmak üzere k : I � I ! C ölçülebilir

fonksiyonuZ
I

Z
I

jk(s; t)j2 dsdt <1

koşulunu sa¼glas¬n. Böylece k çekirdekli TI : L2(I)! L2(I) integral operatörü

TIf(s) =

Z
I

k(s; t)f(t)dt

olarak tan¬mlan¬r. TI kompaktt¬r ve TI n¬n T �I adjointi

k�(t; s) = k(s; t)

olmak üzere k� çekirdekli bir integral operatörüdür.

E¼ger

k(t; s) = k(s; t)

ise k ya hermisyendir denir. Özel olarak k reel-de¼gerli ve hermisyen, yani k(s; t) = k(t; s)

ise k ya simetriktir denir. Bu durumda TI bir self-adjoint operatördür. Hangi I aral¬¼g¬nda

çal¬̧st¬¼g¬m¬z aç¬k ise TI yerine k¬saca T yazar¬z.

Tan¬m 1.2.9 T kompleks bir (H; h:; :i) Hilbert uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬bir simetrik lineer

operatör olsun. Buna göre her f 2 H için e¼ger hTf; fi � 0 ise T pozitiftir denir ve T � 0

olarak yaz¬l¬r. Genel olarak, T ve S; H üzerinde iki s¬n¬rl¬simetrik lineer operatör olmak

üzere e¼ger T � S � 0 ise T � S denir. E¼ger �T � 0 ise T operatörüne negatiftir denir

ve T � 0 olarak yaz¬l¬r.

Tan¬m 1.2.10 Bir H Hilbert uzay¬üzerinde tan¬ml¬simetrik bir T operatörü e¼ger pozitif

ve birebir ise kesinlikle pozitif olarak adland¬r¬l¬r ve T > 0 olarak yaz¬l¬r.

Tan¬m 1.2.11 E¼ger T ve S bir H Hilbert uzay¬üzerinde kompakt pozitif operatörler ve

T � S ise S kesin pozitif oldu¼gunda T kesin pozitiftir.

Tan¬m 1.2.12 E¼ger I; I�I � E olacak şekilde (s¬n¬rl¬) kapal¬bir reel aral¬k ise I; k için

kabul edilebilir olarak adland¬r¬l¬r. Bu durumda k çekirdekli T integral operatörü, L2(I)

üzerinde kompakt ve simetriktir.
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BÖLÜM 2

ÖN B·ILG·ILER

2.1 TEMEL ESASLAR

T , birH Hilbert uzay¬üzerinde simetrik k çekirdekli herhangi bir integral operatörü olsun.

k için kabul edilebilir tüm aral¬klar¬n kümesini göstermek için Ad(k), T nin (kesinlikle)

pozitif özde¼gerlerinin say¬s¬için N+(k; I), T nin negatif özde¼gerlerinin say¬s¬için N�(k; I)

notasyonlar¬n¬kullanaca¼g¬z. I aral¬¼g¬n¬n belli oldu¼gu durumda k¬saca

N+(k; I) = N+(T ) ve N�(k; I) = N�(T )

yazar¬z. Kompakt simetrik T operatörünün pozitif özde¼gerleri

�+1 (T ) � �+2 (T ) � �+3 (T ) � � � �

azalan s¬ralamas¬içinde katl¬l¬klar¬tekrar etmek üzere (�+n (T )) ile gösterilir ve kompakt

simetrik T operatörünün negatif özde¼gerleri

��1 (T ) � ��2 (T ) � ��3 (T ) � � � �

artan s¬ralama içinde katl¬l¬klar¬tekrar etmek üzere
�
��n (T )

�
ile gösterilir.

Önerme 2.1.1 H ve H1 Hilbert uzaylar¬ ve T : H ! H1 kompakt bir lineer operatör

olsun. Bu durumda f 2 H için

Tf =

1X
n=1

sn(T )hf;  ni�n

formunda T için bir genişleme vard¬r (Little 1987). Burada ( n), H içinde ortonormal

bir dizidir ve (�n), H1 içinde bir ortonormal dizidir ve (sn(T )) s¬f¬ra azalarak yaklaşan

negatif olmayan bir reel say¬lar dizisidir ve T nin yaklaş¬m (approximation) say¬lar¬olarak

adland¬r¬l¬r. H = H1 ve T nin pozitif oldu¼gu durumda sn ler T nin özde¼gerleridir.
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Uyar¬2.1.2

(i) E¼ger T bir H Hilbert uzay¬üzerinde kesinlikle pozitif kompakt lineer bir operatör ise,

o zaman ranT = H ve böylece N+(T ) = dimH olur. Özellikle bir I aral¬¼g¬ için e¼ger

H = L2(I) ise N+(T ) =1 d¬r.

(ii) E¼ger T ve S bir H Hilbert uzay¬üzerinde kompakt pozitif operatörler ve T � S ise

S kesinlikle pozitif oldu¼gunda T kesinlikle pozitiftir.

Bir H Hilbert uzay¬ üzerinde tan¬ml¬ herhangi bir kompakt simetrik T operatörünün

özde¼gerleriCourant-Weyl formülleri kullan¬larak belirlenebilir (Riesz and Sz-Nagy 1955).

�+n (T ) = sup
jEj=n

inf
f2E;kfk=1

hTf; fi;

�+n (T ) = inf
jE?j=n�1

sup
f2E;kfk=1

hTf; fi:

Her bir formülde E; H nin bir alt uzay¬n¬gösterir ve E nin boyutu jEj dir. E¼ger T sonlu

N say¬da pozitif özde¼gerlere sahip ise o zaman n > N için her bir formülün sa¼g taraf¬

s¬f¬r olur ve formüller her n � 1 için geçerli olacak şekilde n > N için �+n (T ) = 0 şeklinde

tan¬mlanabilir. ��n (T ) nin belirlenmesi için formüllerde T yi �T ile de¼gi̧stirebiliriz. Bu,

her iki durumda da sup ve inf in kendi aralar¬nda yer de¼gi̧stirmelerini verir. Pozitif

özde¼gerlerinin say¬s¬sonlu M � 0 ve negatif özde¼gerlerinin say¬s¬sonlu N � 0 olan bir

kompakt simetrik operatör A ise s¬ras¬yla

�+n+M(T + A) � �+n (T ) ve �
�
n+N(T + A) � ��n (T ) (2.1)

ve bu nedenle

N+(T + A) � N+(T ) +N+(A) ve N�(T + A) � N�(T ) +N�(A) (2.2)

yazabiliriz (Riesz 1955). E¼ger T � 0 ise ve A n¬n N tane negatif özde¼geri var ise o zaman

n � N için

�+n+N(T ) � �+n (T + A) � �+n�N(T ) (2.3)

olur. Özellikle, e¼ger T � 0 ve bu nedenle N�(T ) = 0 ise N�(T + A) � N olur.

E¼ger M : H ! H1 sürekli bir lineer operatör ise

�+n (MTM�) � kMk2 �+n (T ) (2.4)
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olur ve M terslenebilir ise

1

kM�1k2
�+n (T ) � �+n (MTM�) � kMk2 �+n (T ) (2.5)

olur. Bu durumda N+(MTM�) = N+(T ) bulunur (Little 1992). Uniter bir U : H ! H1

operatörü için (2.5) uygulan¬r ise

�+n (T ) = �+n (UTU
�) (2.6)

elde edilir.

Önerme 2.1.3 T; bir H Hilbert uzay¬üzerinde kompakt, simetrik bir operatör ve N bir

pozitif tamsay¬olsun.

(i) T en az N pozitif özde¼gere sahiptir ancak ve ancak her f 2 E için

hTf; fi � � kfk2

olacak şekilde N boyutlu bir E � H alt uzay¬ve � > 0 vard¬r.

(ii) T en az N pozitif özde¼gere sahiptir ancak ve ancak s¬f¬rdan farkl¬her f 2 E için

hTf; fi > 0

olacak şekilde N boyutlu bir E � H alt uzay¬vard¬r.

(iii) E¼ger H1 bir Hilbert uzay¬ ve M : H1 ! H sürekli bir lineer operatör ise H1 üz-

erindeki kompakt simetrik M�TM operatörü için

N+(M�TM) � N+(T )

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

(iv) E¼ger M nin görüntü kümesi H içinde yo¼gun ise

N+(M�TM) = N+(T )

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Little 1992).

Teorem 2.1.4 (Mercer Teoremi) I (s¬n¬rl¬) kapal¬bir aral¬k olmak üzere k(s; t); L2(I)

üzerinde tan¬ml¬ bir pozitif integral operatörünün çekirde¼gi olsun ve k(s; t) nin I � I

üzerinde sürekli oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda, özvektörlerin bir ortonormal dizisi
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(�i), bu özvektörlere karş¬l¬k gelen özde¼gerlerin dizisi (�i) ve yak¬nsakl¬k mutlak ve düzgün

anlamda olmak üzere, s; t 2 I için

k(s; t) =
1X
i=1

�i�i(s)�i(t)

dir (Riesz 1955).

Sonuç 2.1.5 T; L2(I) üzerinde (I kapal¬ve s¬n¬rl¬), sürekli bir k(s; t) çekirdekli, pozitif

bir integral operatörü olsun. Bu durumda s 2 I için k(s; s) � 0 d¬r.

Şimdi T operatörünün negatif ve pozitif özde¼ger say¬s¬ile ilgili aşa¼g¬daki teoremi verelim.

Teorem 2.1.6 � > 0 olmak üzere I = [��; �] olsun ve k n¬n; I� I üzerinde s; t 2 I için

k(s; t) = k(�s;�t)

eşitli¼gini sa¼glayacak şekilde sürekli bir simetrik çekirdek oldu¼gunu varsayal¬m. E¼ger T;

L2(I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen integral operatörü ise o zaman

(i) L2e(I) ve L
2
o(I); T nin de¼gi̧smeyen alt uzaylar¬d¬r (T (L

2
e(I)) � L2e(I) ve T (L

2
o(I)) �

L2o(I)).

(ii) E¼ger Te : L2e(I) ! L2e(I); T nin L2e(I) ya k¬s¬tlan¬̧s¬ ise, Te; L
2(0; �) üzerinde

g 2 L2(0; �); 0 � s � � için

T+g(s) =

Z �

0

(k(s; t) + k(s;�t))g(t)dt

ile verilen T+ integral operatörüne uniter olarak denktir.

(iii) E¼ger To : L2o(I) ! L2o(I); T nin L2o(I) ya k¬s¬tlan¬̧s¬ ise, To; L
2(0; �) üzerinde

g 2 L2(0; �); 0 � s � � için

T�g(s) =

Z �

0

(k(s; t)� k(s;�t))g(t)dt

ile verilen T� integral operatörüne uniter olarak denktir.

Uyar¬2.1.7 E¼ger Te � 0 ve To � 0 ise

N+(T ) = N+(Te) ve N�(T ) = N�(To)

olur.
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2.2 G.L·ITTLE TEOREMLER·I

Teorem 2.2.1 (De¼gişmezlik Teoremi) k; simetrik bir E � C2 bölgesi üzerinde,

simetrik analitik bir çekirdek olsun. E¼ger I ve J , k için kabul edilebilir kapal¬ aral¬k-

lar ve I \ J 6= ? ise

N+(k; I) = N+(k; J) ve N�(k; I) = N�(k; J)

olur. Di¼ger bir deyişle I ve J böyle iki aral¬k ise TI ve TJ ayn¬say¬da pozitif ve negatif

özde¼gerlere sahiptir (Little 1992).

G.Little, belirli ayr¬k I; J aral¬klar¬n¬n durumunuda dahil etmek için bu teoremi geni̧slet-

mi̧stir. ·Ilk olarak, aşa¼g¬da verildi¼gi gibi bir diyagonal noktay¬ tan¬mlam¬̧st¬r.

Tan¬m 2.2.2 k baz¬E � C2 bölgesinde simetrik analitik bir çekirdek olsun. Bir a 2 R

noktas¬için e¼ger (a; a) 2 E ise bu a noktas¬na k n¬n bir diyagonal noktas¬denir.

G. Little, a diyagonal noktas¬n¬kapsayan k için herhangi kabul edilebilir kapal¬bir aral¬k

I olmak üzere böyle bir a noktas¬için

N+(k; a) := N+(k; I)

tan¬m¬n¬yapm¬̧st¬r ve benzer şekildeN�(k; a) y¬tan¬mlam¬̧st¬r. Teorem 2.2.1 denN+(k; a)

ve N�(k; a) iyi-tan¬ml¬d¬r.

Teorem 2.2.3 a < b olmak üzere a ve b simetrik analitik bir k çekirde¼ginin diyagonal

noktalar¬ olsunlar. E¼ger [a; b] kapal¬ aral¬¼g¬ndaki her nokta k n¬n bir diyagonal noktas¬

ise

N+(k; a) = N+(k; b) ve N�(k; a) = N�(k; b)

dir (Little 1992).

Şimdi �, C içindeki aç¬k birim disk olmak üzere, k; E = � � � üzerinde simetrik

analitik bir çekirdek olsun. [�1; 1] içinde herhangi bir nokta k n¬n diyagonal bir noktas¬

oldu¼gundan aşa¼g¬daki sonuca ulaş¬l¬r.

11



Sonuç 2.2.4 k çekirde¼gi; � � � üzerinde bir simetrik analitik çekirdek olsun. E¼ger k

için I ve J kabul edilebilir kapal¬aral¬klar ise

N+(k; I) = N+(k; J) ve N�(k; I) = N�(k; J)

olur (Little 1992).

Tan¬m 2.2.5 T ve L, I�I üzerinde s¬ras¬yla k ve l çekirdekleri ile tan¬ml¬L2 (I) üzerinde

iki integral operatörü olsun. T � 0 oldu¼gunda T nin pozitif tan¬ml¬oldu¼gunu söyleyece¼giz

ve k (s; t) ��0 notasyonunu kullanaca¼g¬z ve daima s; t 2 I oldu¼gunu anlayaca¼g¬z. Genel

olarak T � L oldu¼gu zaman k (s; t) ��l (s; t) yazaca¼g¬z (Little 1992).

2.3 DENKL·IKLER

 ; I = [a; b] kapal¬aral¬¼g¬üzerinde reel de¼gerli sürekli bir fonksiyon olsun ve c =  (a) ve

d =  (b) olmak üzere J = [c; d] olsun.  nin kesin pozitif oldu¼gunu ve I n¬n Io iç bölgesi

üzerinde sürekli türeve sahip oldu¼gunu varsayal¬m. O zaman g 2 L2(J); s 2 I için

Ug(s) = g ( (s)) ( 0(s))
1=2

ile tan¬ml¬U : L2(J) ! L2(I) operatörü L2(J) yi L2(I) üzerine (örten) dönüştüren bir

uniter operatördür ve tersi olan U�1 = U� benzer şekilde ( �1 yard¬m¬ile) h 2 L2(I);

t 2 J için

U�1h(t) = h
�
 �1 (t)

� ��
 �1

�0
(t)
�1=2

ile tan¬ml¬d¬r. TJ , L2(J) üzerinde k(s; t) çekirdekli bir integral operatörü ise bu durumda

her f 2 L2(I) için UTJU�f (s) yi bulmaya çal¬̧sal¬m.

Tf(s) =

Z
k(s; t)f(t)dt

oldu¼gundan

TJU
�f (s) =

Z
k(s; t)f

�
 �1 (t)

� ��
 �1

�0
(t)
�1=2

dt

olur. Buradan

UTJU
�f (s) =

Z
J

 0(s)1=2k ( (s); t) f( �1(t)) �1
0
(t)1=2dt

=

Z
I

 0(s)1=2k ( (s) ;  (t)) 0 (t)1=2 f(t)dt
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elde edilir. Böylece UTJU� :=  TI operatörü L2 (I) üzerinde

 k(s; t) :=  0 (s)1=2 k ( (s) ;  (t)) 0 (t)1=2

çekirdekli bir integral operatörüdür ve bu nedenle TJ ve  TI tamamen ayn¬özde¼gerlere

sahiptir.

Tan¬m 2.3.1 T; L2 (J) üzerinde k çekirdekli integral operatörü ve T 0; L2 (I) üzerinde

k0 çekirdekli integral operatörü olsun.

(i) Sürekli ve terslenebilir lineer bir M : L2 (J)! L2 (I) operatörü için

T 0 =MTM� (2.7)

ise T integral operatörün T 0 integral operatörüne simetrik olarak denktir (ya da k¬saca

simetrik denktir) deriz.

(ii) E¼ger (2.7) içindekiM uniter bir operatör ise T operatörünün T
0
integral operatörüne

uniter olarak denk (ya da k¬saca uniter denk) oldu¼gunu söyleriz.

(iii)

T 0 =  T (2.8)

olacak şekilde  (I) = J ve I üzerinde  0 > 0 olmak üzere yukar¬daki gibi reel de¼gerli bir

 : I ! J fonksiyonu mevcut ise T integral operatörü T 0 integral operatörüne uzamsal

olarak denktir (ya da k¬saca uzamsal denktir) deriz ve T � T 0 ile gösteririz. Yani

k0 =  k (2.9)

olur.

Önerme 2.3.2

(i) E¼ger T operatörü T 0 operatörüne uniter denk ise ��n (T ) = ��n (T
0) olur.

(ii) E¼ger T operatörü T 0 operatörüne simetrik denk ise ��n (T ) � ��n (T
0) olur ve özel

olarak

N� (T ) = N� (T 0)

dir.
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Önerme 2.3.3 S; T s¬ras¬yla L2 (I) üzerinde

1

q (s; t)
;

1

q (s; t)� r (s; t)

çekirdekli simetrik integral operatörler ve

(i) q ve r çekirdekleri I � I üzerinde sürekli,

(ii) I � I üzerinde q (s; t) = q (t; s); r (s; t) = r (t; s);

(iii) I � I üzerinde jr (s; t)j < q (s; t) olsun.

E¼ger I üzerinde S pozitif operatör ve r pozitif tan¬ml¬çekirdek ise o zaman T pozitif

operatördür ve S � T dir. Ayr¬ca

rankT � rankS

dir ve her n � 0 için

0 � �n (S) � �n (T )

dir (Abbas 1997).

Önerme 2.3.4 T operatörü L2(I) üzerinde

k0(s; t) =
1

1� st
; s; t 2 I

çekirdekli integral operatör olsun. �1 < a < b < 1 olmak üzere I = [a; b] ise bu durumda

N+(k0; I) =1 ve N�(k0; I) = 0

olur. I 2 Ad(k0) verildi¼ginde L2(I) üzerinde tan¬ml¬k0 çekirdekli integral operatörü T0I

ile gösterilmektedir. Benzer şekilde

k1(s; t) =
1

1 + st
; s; t 2 I

olarak tan¬mlans¬n. I 2 Ad(k1) verildi¼ginde L2(I) üzerinde k1 çekirdekli integral oper-

atörü T1I ile gösterilmektedir. Ayr¬ca

N+(k1; I) =1 ve N�(k1; I) =1

olur (Abbas 1997).
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Önerme 2.3.5

k(s; t) =
1

(A� st)


olsun ve A > max
�
�2; �2

	
olmak üzere I = [�; �] olsun. T; L2(I) üzerinde k ya karş¬l¬k

gelen integral operatörü olsun. Bu durumda T � 0 ve 
 > 0 için N+(T ) =1 olur (Abbas

1997).

Önerme 2.3.6 I 2 Ad (k) olmak üzere T integral operatörü L2(I) üzerinde

k (s; t) =
1

a+ b (s+ t) + cst

çekirdekli bir integral operatörü olsun.

p (s; t) = a+ b (s+ t) + cst

olsun. Bu durumda

(i) b2 = ac ise o zaman 
; � 2 R ve � = �� � �
 = 0 olur. Bu durumda

a+ b (s+ t) + cst = "(
s+ �)(
t+ �)

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

k (s; t) =
1

"(
s+ �)(
t+ �)

olur. Bu 1 rankl¬pozitif bir çekirdektir. Bu nedenle

N+ (T ) = 1 ve N� (T ) = 0

olur.

(ii) b2 > ac ise o zaman 
; �; �; � 2 R ve � = �� � �
 > 0 olur. Bu durumda

a+ b (s+ t) + cst = (
s+ �)(
t+ �)� (�s+ �) (�t+ �)

olur. Dolay¬s¬yla

k(s; t) =
1

q(s; t)
=

1

(
s+ �)(
t+ �)� (�s+ �) (�t+ �)

olur. Bu durumda

N+ (T ) =1 ve N� (T ) = 0
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olur.

(iii) b2 < ac ise o zaman 
; �; �; � 2 R ve � = �� � �
 < 0 olur. Bu durumda

a+ b (s+ t) + cst = " [(
s+ �)(
t+ �) + (�s+ �) (�t+ �)]

olur. Dolay¬s¬yla

k(s; t) =
1

q(s; t)
=

1

" [(
s+ �)(
t+ �) + (�s+ �) (�t+ �)]

olur. Bu durumda

N+ (T ) =1 ve N� (T ) =1

olur (Abbas 1997).

Önerme 2.3.7 
 pozitif bir tam say¬, ' sabit olmayan polinom olmak üzere

k (s; t) =
1

(' (s) + ' (t))


olsun.

inf
s2I
' (s) = � > 0

olacak şekilde I kapal¬bir aral¬k olmak üzere L2(I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen integral

operatörü T olsun. Bu durumda N+(T ) = 1 olmak üzere I 2 Ad (k) ve T � 0 olur

(Abbas 1997).
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BÖLÜM 3

ANAL·IT·IK ÇEK·IRDEKL·I ·INTEGRAL OPERATÖRLER

Bu bölümde rasyonel çekirdekli baz¬integral operatörlerin özde¼ger say¬lar¬n¬n bulunmas¬

ile ilgili önermeler verilecektir.

3.1 RASYONELÇEK·IRDEKL·I ·INTEGRALOPERATÖRLER·INÖZDE¼GER

SAYILARI

Önerme 3.1.1 a; b; c; d; e; f 2 R

k (s; t) =
1

a+ b (s+ t) + cst+ d (s2 + t2) + est (s+ t) + f (s2t2)

olsun ve � > 0, I 2 Ad (k) y¬sa¼glayacak kadar küçük olmak üzere I = [��; �] simetrik

aral¬¼g¬n¬göz önüne alal¬m. T , L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen integral operatörü olsun.

Bu durumda baz¬özel durumlarda N+ (T ) =1 olur.

·Ispat. q (s; t) polinomu

a+ b (s+ t) + cst+ d
�
s2 + t2

�
+ est (s+ t) + f

�
s2t2

�
formunda bir polinom olsun. � herhangi bir reel say¬olsun. q� polinomunu

q� (s; t) = q (s� �; t� �)

şeklinde q polinomunun � kadar ötelenmesi olarak tan¬mlayal¬m. Böylece baz¬A;B;C;D 2 R

ve

A = a� 2b�+ c�2 (+2d+ e)� 2f�3

B = b� c�� 2d�+ 3e�2 � 2�3f

C = c� 4e�+ 4f�2

D = d� e�+ f�2
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olmak üzere

q� (s; t) = q (s� �; t� �)

= A+B (s+ t) + Cst+D
�
s2 + t2

�
+ st (s+ t) (e� 2f�) + f

�
s2t2

�
olur. Özel olarak e = 2f� seçelim. Bu durumda yeni çekirde¼gimiz

A+B (s+ t) + Cst+D
�
s2 + t2

�
+ f

�
s2t2

�
olur. Şimdi T; L2 (I) üzerinde

k (s; t) =
1

q (s; t)

çekirdekli bir integral operatörü olsun ve I aral¬¼g¬k (s; t) çekirde¼gi için kabul edilebilir

bir aral¬k olsun. I� = I +� olmak üzere 0 2 I� olacak şekilde � reel say¬s¬seçelim. Şimdi

 (s) = s� � ile tan¬ml¬ : I� ! I fonksiyonu seçelim. Bu durumda

 k (s; t) =  0 (s)
1
2 k ( (s) ;  (t)) 0 (t)

1
2

=
1

q ( (s) ;  (t))

=
1

q (s� �; t� �)

olur. Böylece uzamsal denklikten

�� ( T ) = �� (T )

olur. I� � I� üzerinde paydam¬z s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Çünkü

I 2 Ad (k)() (I + �) 2 Ad ( k)

olur. Bundan dolay¬genellik kaybolmaks¬z¬n q� (s; t) > 0 oldu¼gunu varsayabiliriz. Bu

A > 0 olmas¬n¬ gerektirir. Ayr¬ca çekirde¼gimizi � kadar ötelememize ra¼gmen f reel

say¬s¬ sabit kalm¬̧st¬r. Bu durumda f = �1 gibi düşünülebilir. Şimdi elde etti¼gimiz

bu çekirde¼gimizin özde¼ger say¬s¬n¬incelemeye çal¬̧sal¬m. Özel olarak c � 0 ve f = �1

durumunu inceleyelim. Bu durumda

' (u) =
a

2
+ bu+ du2

olmak üzere

k (s; t) =
1

a+ b (s+ t) + cst+ d (s2 + t2)� s2t2

=
1�a

2
+ bs+ ds2

�
+
�a
2
+ bt+ dt2

�
+ cst� s2t2

=
1

' (s) + ' (s) + cst� s2t2
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olur. s2t2 pozitif tan¬ml¬oldu¼gundan Önerme 2.3.3 kullan¬larak

k (s; t) =
1

' (s) + ' (s) + cst� s2t2

�� 1

' (s) + ' (s) + cst
= l (s; t)

olur. Şimdi

p (s; t) = ' (s) + ' (s)

r (s; t) = jcj st

olarak al¬n¬rsa

l (s; t) =
1

p (s; t)� r (s; t)

olur. Şimdi 0 2 J � I şart¬n¬sa¼glayan herhangi bir J aral¬¼g¬ için L operatörü L2 (J)

üzerinde l (s; t) çekirdekli bir integral operatörü olmak üzere

N+ (k; I) = N+ (l; J)

olur. 0 = r (0; 0) < a = p (0; 0) oldu¼gundan dolay¬J � J üzerinde jr (s; t)j < p (s; t)

olacak şekilde J aral¬¼g¬n¬n yeterince küçük oldu¼gunu süreklilikten dolay¬varsayabiliriz.

Bu nedenle Önerme 2.3.3 kullan¬larak

l (s; t) =
1

p (s; t)� r (s; t)

� 1

p (s; t)

bulunur. Böylece Önerme 2.3.7 den N+ (T ) =1 olur.

Önerme 3.1.2 a; b; c 2 R ve a > 0 olmak üzere

k (s; t) =
1

a+ bst+ c(s4 + t4)

olsun ve � > 0, I 2 Ad (k) y¬sa¼glayacak kadar küçük olmak üzere I = [��; �] simetrik

aral¬¼g¬n¬göz önüne alal¬m. T , L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen integral operatörü olsun.

Bu durumda

N+ (T ) = N� (T ) =1

olur.
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·Ispat. c = 0 için Abbas (1992) çal¬̧smalar¬ndan

N+ (T ) = N� (T ) =1

oldu¼gunu biliyoruz.

c 6= 0 için

k (�s;�t) = 1

a+ bst+ c (s4 + t4)
= k (s; t)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle Teorem 2.1.6 dan dolay¬L2e (I) ve L
2
o (I), T nin de¼gi̧smez alt

uzaylar¬d¬r ve

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

çekirdekli Te : L2e (I)! L2e (I) ve

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

çekirdekli To : L2o (I) ! L2o (I) operatörlerini ele alarak T = Te + To yaz¬labilir. Şimdi

Önerme 2.3.3 kullan¬larak

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

a+ bst+ c (s4 + t4)
+

1

a� bst+ c (s4 + t4)

�
=

1

2

�
2 (a+ c (s4 + t4))

(a+ c (s4 + t4))2 � b2s2t2

�
=

1

(a+ c (s4 + t4))� b2s2t2

a+ c (s4 + t4)

�� 1

a+ c (s4 + t4)
= l (s; t)

olur. L, L2 (I) üzerinde l ye kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. 
 = 1 ve

' (u) =
a

2
+ cu4

olmak üzere Önerme 2.3.7 den N+ (L) = 1 olmak üzere L � 0 olur. Bu nedenle

N+ (Te) =1 olmak üzere Te � 0 olur.
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Şimdi T 0 = �To ve k0 = �ko olsun. Böylece

k0 (s; t) =
1

2
[k (s;�t)� k (s; t)]

=
1

2

�
1

a+ c (s4 + t4)� bst
� 1

a+ c (s4 + t4) + bst

�
=

1

2

�
2bst

(a+ c (s4 + t4))2 � b2s2t2

�
=

bst

(a+ c (s4 + t4))2 � b2s2t2

olur.

p (s; t) =
�
a+ c

�
s4 + t4

��2 � b2s2t2

olmak üzere

l (s; t) =
1

p (s; t)

olsun. L; L2 (I) üzerinde l ye kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Önerme 2.3.3

kullan¬larak

l (s; t) =
1

(a+ c (s4 + t4))2 � b2s2t2

�� 1

(a+ c (s4 + t4))2

olur. Böylece 
 = 2 ve

' (u) =
a

2
+ cu4

olmak üzere Önerme 2.3.7 den N+ (L) =1 olmak üzere L � 0 olur. Şimdi

Mf (s) =
p
bsf (s)

ile tan¬ml¬çarp¬m operatörüM olsun. BöyleceMLM = T 0 olur. Önerme 2.3.2 den dolay¬

T 0 � 0 ve N+ (T 0) = N+ (L) =1 bulunur. T 0 = �To oldu¼gu için To � 0 ve N� (To) =1

olur.

Önerme 3.1.3 a; b 2 R ve hepsi ayn¬anda 0 olmamak şart¬yla

k (s; t) =
1

(a+ bst)2
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olsun. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak üzere I = [��; �] simetrik

aral¬¼g¬n¬göz önüne alal¬m. T , L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen integral operatörü olsun.

Bu durumda

N+ (T ) = N� (T ) =1

olur.

·Ispat. k (s; t) = k (�s;�t) oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle Teorem 2.1.6 den dolay¬L2e (I) ve

L2o (I), T nin de¼gi̧smez alt uzaylar¬d¬r ve

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

çekirdekli Te : L2e (I)! L2e (I) ve

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

çekirdekli To : L2o (I) ! L2o (I) operatörlerini ele alarak T = Te + To yaz¬labilir. Önerme

2.3.3 kullan¬larak

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

a2 + b2s2t2 + 2abst
+

1

a2 + b2s2t2 � 2abst

�
=

1

2

�
2 (a2 + b2s2t2)

(a2 + b2s2t2)2 � 4a2b2s2t2

�
=

1

(a2 + b2s2t2)� 4a2b2s2t2

(a2 + b2s2t2)2

�� 1

(a2 + b2s2t2)
= l (s; t)

olsun. L, L2 (I) üzerinde l (s; t) çekirdekli integral operatörü olsun. l (s; t) ��0 oldu¼gundan

buna kaŗs¬l¬k gelen L operatörü pozitiftir. Dolay¬s¬yla Te � 0 ve N+ (Te) =1 olur.

Şimdi T 0 = �To ve k0 = �ko olsun.

k0 (s; t) =
1

2
[�k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
� 1

a2 + b2s2t2 + 2abst
+

1

a2 + b2s2t2 � 2abst

�
=

1

2

�
4abst

(a2 + b2s2t2)2 � 4a2b2s2t2

�
=

2agst

(a2 + b2s2t2)2 � 4a2b2s2t2
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olur. Şimdi L, L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
1

(a2 + b2s2t2)2 � 4a2b2s2t2

çekirdekli integral operatörü olsun. Böylece

l (s; t) � 1

(a2 + b2s2t2)2
��0

olur. Böylece

Mf (s) =
p
2absf (s)

ile tan¬ml¬M çarp¬m operatörünü ele alal¬m. Böylece MLM = T 0 olur. Dolay¬s¬yla

Önerme 2.3.2 den T 0 � 0 olur ve T 0 = �To oldu¼gundan To � 0 ve N� (To) = 1 olur.

Sonuç olarak

N+ (T ) = N� (T ) =1

olur.

Önerme 3.1.4 a; b; c; d 2 R ve a > 0 olmak üzere

k (s; t) =
1

a+ bst+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4)

olsun ve � > 0, I 2 Ad (k) y¬sa¼glayacak kadar küçük olmak üzere I = [��; �] simetrik

aral¬¼g¬n¬göz önüne alal¬m. T , L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen integral operatörü olsun.

Bu durumda

N+ (T ) = N� (T ) =1

olur.

·Ispat. c = 0 için Önerme 3.1.2 den

N+ (T ) = N� (T ) =1

oldu¼gunu biliyoruz.

c 6= 0 için

k (�s;�t) = 1

a+ bst+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4)
= k (s; t)
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oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle Teorem 2.1.6 dan dolay¬L2e (I) ve L
2
o (I), T nin de¼gi̧smez alt

uzaylar¬d¬r ve

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

çekirdekli Te : L2e (I)! L2e (I) ve

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

çekirdekli To : L2o (I) ! L2o (I) operatörlerini ele alarak T = Te + To yaz¬labilir. Şimdi

Önerme 2.3.3 kullan¬larak

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

a+ bst+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4)
+

1

a� bst+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4)

�
=

1

2

�
2 (a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4))

(a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4))2 � b2s2t2

�
=

1

(a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4))� b2s2t2

a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4)

� 1

a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4)
= l (s; t)

olur. L, L2 (I) üzerinde l ye kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. 
 = 1 ve

' (u) =
a

2
+ cu2 + du4

olmak üzere Önerme 2.3.7 den N+ (L) = 1 olmak üzere L � 0 olur. Bu nedenle

N+ (Te) =1 olmak üzere Te � 0 olur.

Şimdi T 0 = �To ve k0 = �ko olsun. Böylece

k0 (s; t) =
1

2
[k (s;�t)� k (s; t)]

=
1

2

�
1

a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4)� bst
� 1

a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4) + bst

�
=

1

2

�
2bst

(a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4))2 � b2s2t2

�
=

bst

(a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4))2 � b2s2t2

olur.

p (s; t) =
�
a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4)

�2 � b2s2t2
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olmak üzere

l (s; t) =
1

p (s; t)

olsun. L; L2 (I) üzerinde l ye kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Önerme 2.3.3

kullan¬larak

l (s; t) =
1

(a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4))2 � b2s2t2

� 1

(a+ c(s2 + t2) + d(s4 + t4))2

olur. Böylece 
 = 2 ve

' (u) =
a

2
+ cu2 + du4

olmak üzere Önerme 2.3.7 den N+ (L) =1 olmak üzere L � 0 olur. Şimdi

Mf (s) =
p
bsf (s)

ile tan¬ml¬çarp¬m operatörüM olsun. BöyleceMLM = T 0 olur. Önerme 2.3.2 den dolay¬

T 0 � 0 ve N+ (T 0) = N+ (L) =1 bulunur. T 0 = �To oldu¼gu için To � 0 ve N� (To) =1

olur. Dolay¬s¬yla

N+ (T ) = N� (T ) =1

olur.

Aşa¼g¬daki önermede daha önce Soykan (2008 a,b) de incelen çekirdekler daha genel hale

getirilmi̧stir.

Önerme 3.1.5 a; b 2 R ve hepsi ayn¬anda 0 olmamak üzere

k (s; t) =
1

(a+ bst)2n

olsun. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak üzere I = [��; �] simetrik

aral¬¼g¬n¬göz önüne alal¬m. T; L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen integral operatörü olsun.

Bu durumda

N+ (T ) = N� (T ) =1

olur.
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·Ispat.

k (s; t) =
1

(a+ bst)2n
=

1

(a+ b(�s)(�t))2n
= k (�s;�t)

oldu¼gundan Teorem 2.1.6 kullan¬larak L2e (I) ve L
2
o (I) uzaylar¬T operatörünün de¼gi̧smez

alt uzaylar¬d¬r. Ayr¬ca Te : L2e(I)! L2e(I) operatörünün çekirde¼gi

ke (s; t) =
1

2
[k(s; t) + k(s;�t)]

ve To : L2o(I)! L2o(I) operatörünün çekirde¼gi

ko (s; t) =
1

2
[k(s; t)� k(s;�t)]

olmak üzere

T = Te + To

yaz¬labilir. Öncelikle Te � 0 ve dolay¬s¬yla

N+ (Te) =1

oldu¼gu gösterilecektir. Daha sonra da bu operatörün negatif özde¼ger say¬s¬na bak¬lacakt¬r.�
n

r

�
; n nin r li kombinasyonu olmak üzere ve

(s+ t)2n =

�
2n

0

�
s2n +

�
2n

1

�
s2n�1t1 +

�
2n

2

�
s2n�2t2 + : : :+

�
2n

2n

�
t2n

oldu¼gundan

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

(a+ bst)2n
+

1

(a� bst)2n

�
=
1

2

"
1�

2n
0

�
a2n +

�
2n
1

�
a2n�1bst+ : : :+

�
2n
2n

�
b2ns2nt2n

#
+

1

2

"
1�

2n
0

�
a2n �

�
2n
1

�
a2n�1bst+ : : :+

�
2n
2n

�
b2ns2nt2n

#
� 1�

2n
0

�
a2n +

�
2n
2

�
a2n�2b2s2t2 + : : :+

�
2n
2n

�
b2ns2nt2n

= l(s; t) �� 0

elde edilir. l(s; t)��0 çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen L operatörünün pozitif olmas¬ndan dolay¬

Te � 0 ve N+ (Te) =1 oldu¼gu elde edilir.
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Şimdi To � 0 ve bundan dolay¬N� (To) =1 oldu¼gu gösterilecektir. Bunun için T 0 = �To
ve k0 = �ko alal¬m. T

0 � 0 oldu¼gunun gösterilmesi yeterli olacakt¬r.

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

olmak üzere k0 (s; t) çekirde¼gi

k0 (s; t) =
1

2
[k (s;�t)� k (s; t)]

=
1

2

�
1

(a� bst)2n
� 1

(a+ bst)2n

�
=

1

2

"
1�

2n
0

�
a2n �

�
2n
1

�
a2n�1bst+ : : :+

�
2n
2n

�
b2ns2nt2n

#
�

1

2

"
1�

2n
0

�
a2n +

�
2n
1

�
a2n�1bst+ : : :+

�
2n
2n

�
b2ns2nt2n

#

=

�
2n
1

�
a2n�1bst+

�
2n
3

�
a2n�3b3s3t3 + : : :+

�
2n
2n�1

�
ab2n�1s2n�1t2n�1

(a+ bst)2n (a� bst)2n

=

�
2n
1

�
a2n�1bst

(a2 � b2s2t2)2n
+

�
2n
3

�
a2n�3b3s3t3

(a2 � b2s2t2)2n
+ : : :+

�
2n
2n�1

�
ab2n�1s2n�1t2n�1

(a2 � b2s2t2)2n

= l1 + l2 + : : :+ ln

şekilde parçalanm¬̧st¬r. Öncelikle l1 çekirde¼gi ele al¬nacakt¬r.

M1f (s) = an

vuuut
�
2n

1

�
a

bsf (s)

olmak üzere

l1(s; t) =

�
2n

1

�
a2n�1bst

(a2 � b2s2t2)2n

= an

vuuut
�
2n

1

�
a

bs
1

(a2 � b2s2t2)2n
an

vuuut
�
2n

1

�
a

bt

elde edilir.

r1(s; t) =
1

(a2 � b2s2t2)2n

al¬n¬rsa ve r1(s; t) çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatör R1 ise

L1 =M1R1M
�
1
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elde edilir. r1(s; t)��0 oldu¼gundan N+(R1) =1 olur ve uniter denklikden

L1 � 0 ve N+(L1) =1

elde edilir. Ayn¬i̧slemler l2 (s; t) çekirde¼gi için de yap¬l¬r.

M2f(s) = an�1

vuuut
�
2n

3

�
a

b3s3f (s)

olmak üzere

l2 (s; t) =
a2n�3b3s3t3

(a2 � b2s2t2)2n

= an�1

vuuut
�
2n

3

�
a

b3s3
1

(a2 � b3s2t2)2n
an�1

vuuut
�
2n

3

�
a

b3t3

elde edilir.

r2(s; t) =
1

(a2 � b2s2t2)2n

al¬n¬rsa ve r2(s; t) çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatör R2 ise

L2 =M2R2M
�
2

elde edilir. r2(s; t)��0 oldu¼gundan N+(R2) =1 olur ve uniter denklikden

L2 � 0 ve N+(L2) =1

bulunur. Ayn¬durum ln (s; t) için incelenecektir.

Mnf(s) =

s�
2n

2n� 1

�
A s2n�1f (s)

olmak üzere

ln (s; t) =

�
2n
2n�1

�
ab2n�1s2n�1t2n�1

(a2 � b2s2t2)2n

=

s�
2n

2n� 1

�
ab2n�1s2n�1

1

(a2 � b2s2t2)2n

s�
2n

2n� 1

�
ab2n�1 t2n�1

olur.

rn(s; t) =
1

(a2 � b2s2t2)2n
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al¬n¬rsa ve rn(s; t) çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatör Rn ise

Ln =MnRnM
�
n

elde edilir. rn(s; t)��0 oldu¼gundan N+(Rn) =1 olur ve uniter denklikden

Ln � 0 ve N+(Ln) =1

bulunur. Böylece l1; l2; :::; ln çekirdeklerine kaŗs¬l¬k gelen operatörler pozitif oldu¼gundan k0

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen T 0 integral operatörü pozitiftir. Bu yüzden T 0 � 0 ve dolay¬s¬yla

To � 0 olur. Buradan

N�(T ) = N� (To) =1

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak

N+ (T ) = N� (T ) =1

elde edilir.

Önerme 3.1.6 c; d; e 2 R ve hepsi ayn¬anda 0 olmamak üzere

k(s; t) =
1

cst+ ds2t2 + e (s4 + t4)

olsun. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak üzere I = [��; �] simetrik

aral¬¼g¬n¬göz önüne alal¬m. T , L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen integral operatörü olsun.

Bu durumda

N+ (T ) = N� (T ) =1

olur.

·Ispat.

k (s; t) = k (�s;�t)

oldu¼gundan dolay¬Teorem 2.1.6 kullan¬larak L2e (I) ve L
2
o (I) uzaylar¬T operatörünün

de¼gi̧smez alt uzaylar¬d¬r. Ayr¬ca Te : L2e(I)! L2e(I) operatörünün çekirde¼gi

ke (s; t) =
1

2
[k(s; t) + k(s;�t)]
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ve To : L2o(I)! L2o(I) operatörünün çekirde¼gi

ko (s; t) =
1

2
[k(s; t)� k(s;�t)]

olmak üzere

T = Te + To

yaz¬labilir. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

cst+ ds2t2 + e (s4 + t4)
+

1

�cst+ ds2t2 + e (s4 + t4)

�
=

e (s4 + t4) + ds2t2

(e (s4 + t4) + ds2t2)2 � c2s2t2

=
1

e (s4 + t4) + ds2t2 � c2s2t2

e (s4 + t4) + ds2t2

� 1

e (s4 + t4) + ds2t2

olur. L, L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
1

e (s4 + t4) + ds2t2

çekirdekli bir integral operatörü olsun. l (s; t) ��0 oldu¼gundan dolay¬ke (s; t) � 0 olur.

Dolay¬s¬yla Te � 0 ve N+(T ) =1 olur.

Şimdi

ko (s; t) = �k0(s; t)

olsun.

k0 (s; t) =
1

2
[k (s;�t)� k (s; t)]

=
1

2

�
1

�cst+ e (s4 + t4) + ds2t2
� 1

cst+ e (s4 + t4) + ds2t2

�
=

cst

(e (s4 + t4) + ds2t2)2 � c2s2t2

olur. Buradan L,

l(s; t) =
1

(e (s4 + t4) + ds2t2)2 � c2s2t2
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çekirdekli integral operatörü olsun. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

l(s; t) =
1

(e (s4 + t4) + ds2t2)2 � c2s2t2

� 1

(e (s4 + t4) + ds2t2)2

�� 0

olur.

Mf (s) =
p
csf (s)

ile tan¬ml¬M çarp¬m operatörünü göz önüne alal¬m. Böylece MLM� = T 0 olur. Böylece

Önerme 2.3.2 den L � 0 oldu¼gundan To � 0 olur. Dolay¬s¬yla N�(T ) =1 olur.

Önerme 3.1.7 a; c; d 2 R a > 0 olmak üzere

k (s; t) =
1

a+ cst+ ds2t2

olsun. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak üzere I = [��; �] simetrik

aral¬¼g¬n¬göz önüne alal¬m. T , L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen integral operatörü olsun.

Bu durumda

N+ (T ) = N� (T ) =1

olur.

·Ispat. d = 0 için daha önceden Abbas (1992) nin çal¬̧smalar¬ndan

N+ (T ) = N� (T ) =1

oldu¼gunu biliyoruz.

d 6= 0 için

k (�s;�t) = 1

a+ cst+ ds2t2
= k (s; t)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle Teorem 2.1.6 dan dolay¬L2e (I) ve L
2
o (I), T nin de¼gi̧smez alt

uzaylar¬d¬r ve

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]
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çekirdekli Te : L2e (I)! L2e (I) ve

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

çekirdekli To : L2o (I)! L2o (I) operatörleri ele al¬narak T = Te + To yaz¬labilir. Şimdi

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

a+ cst+ ds2t2
+

1

a� cst+ ds2t2

�
=

1

2

�
2 (a+ ds2t2)

(a+ ds2t2)2 � c2s2t2

�
=

1

(a+ ds2t2)� c2s2t2

(a+ ds2t2)

� 1

a+ ds2t2
�� 0

olur. Bu nedenle Te � 0 dolay¬s¬yla N+ (Te) =1 olur.

Şimdi T 0 = �To ve k0 = �ko olsun. Böylece

k0 (s; t) =
1

2
[k (s;�t)� k (s; t)]

=
1

2

�
1

a+ ds2t2 � cst
� 1

a+ ds2t2 + cst

�
=

1

2

�
2cst

(a+ ds2t2)2 � c2s2t2

�
=

cst

(a+ ds2t2)2 � c2s2t2

olur.

p (s; t) =
�
a+ ds2t2

�2 � c2s2t2

olmak üzere L; L2 (I) üzerinde l ye kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü ve

l (s; t) =
1

p (s; t)

olsun. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

l (s; t) =
1

(a+ ds2t2)2 � c2s2t2

� 1

(a+ ds2t2)2
�� 0

elde edilir. Böylece N+ (L) =1 olmak üzere L � 0 olur. Şimdi

Mf (s) =
p
csf (s)
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ile tan¬ml¬çarp¬m operatörüM olsun. BöyleceMLM = T 0 olur. Önerme 2.3.2 den dolay¬

T 0 � 0 ve N+ (T 0) = N+ (L) =1 bulunur. T 0 = �To oldu¼gu için To � 0 ve N� (To) =1

olur.

Önerme 3.1.8

k(s; t) =
1

s2t2 + (s� t)2

olsun. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak üzere I = [��; �] simetrik

aral¬¼g¬n¬göz önüne alal¬m. T , L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen integral operatörü olsun.

Bu durumda

N+ (T ) =1 ve N� (T ) = 0

olur.

·Ispat.

k (�s;�t) = 1

s2t2 + (s� t)2
= k (s; t)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle Teorem 2.1.6 dan L2e (I) ve L
2
o (I), T nin de¼gi̧smez alt uzay-

lar¬d¬r ve

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

çekirdekli Te : L2e (I)! L2e (I) ve

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

çekirdekli To : L2o (I) ! L2o (I) operatörleri ele al¬narak T = Te + To yaz¬labilir. Şimdi

Önerme 2.3.3 kullan¬larak

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

s2t2 + (s� t)2
+

1

s2t2 + (s+ t)2

�
=

1

2

�
1

s2t2 + s2 + t2 � 2st +
1

s2t2 + s2 + t2 + 2st

�
=

1

2

�
2 (s2t2 + s2 + t2)

(s2t2 + s2 + t2)2 � 4s2t2

�
� 1

(s2t2 + s2 + t2)� 4s2t2

(s2t2 + s2 + t2)

� 1

s2t2 + s2 + t2

�� 0
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olur. Bu nedenle N+ (Te) =1 olmak üzere Te � 0 olur.

Şimdi negatif özde¼ger say¬lar¬n¬inceleyelim.

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

=
1

2

�
1

s2t2 + (s� t)2
� 1

s2t2 + (s+ t)2

�
=

1

2

�
1

s2t2 + s2 + t2 � 2st �
1

s2t2 + s2 + t2 + 2st

�
=

1

2

�
4st

(s2t2 + s2 + t2)2 � 4s2t2

�
=

2st

(s2t2 + s2 + t2)2 � 4s2t2

elde edilir. L, L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
1

(s2t2 + s2 + t2)2 � 4s2t2

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

l (s; t) =
1

(s2t2 + s2 + t2)2 � 4s2t2

� 1

(s2t2 + s2 + t2)2
��0

olur. Şimdi

Mf (s) =
p
2sf (s)

ile tan¬ml¬ çarp¬m operatörü M olsun. Böylece MLM = To olur. Önerme 2.3.2 kul-

lan¬larak To � 0 ve N� (To) = 0 olur.

Önerme 3.1.9 0 < � < 1 ve I = [��; �] olmak üzere T; L2 (I) üzerinde

k(s; t) =
st

1� st+ s2t2

çekirdekli integral operatörü olsun. Bu durumda k (s; t) çekirdekli T integral operatörünün

N+(T ) =1 ve N�(T ) = 0

olur.

·Ispat.

k (�s;�t) = st

1� st+ s2t2
= k (s; t)
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oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle L2e (I) ve L
2
o (I), L

2(I) n¬n de¼gi̧smez alt uzaylar¬d¬r ve

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

çekirdekli Te : L2e (I)! L2e (I) ve

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

çekirdekli To : L2o (I)! L2o (I) operatörleri ele alarak T = Te + To yaz¬labilir. Şimdi

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

=
1

2

�
st

1� st+ s2t2
� st

1 + st+ s2t2

�
=

1

2

�
2s2t2

(1 + s2t2)2 � s2t2

�
=

s2t2

(1 + s2t2)2 � s2t2

olur. L; L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
1

(1 + s2t2)2 � s2t2

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Şimdi Önerme 2.3.3 kullan¬larak

l (s; t) =
1

(1 + s2t2)2 � s2t2

� 1

(1 + s2t2)2

�� 0

olur. Şimdi

Mf (s) = s2f (s)

ile tan¬ml¬çarp¬m operatörü M olsun. Böylece MLM = To olur. Bundan dolay¬L � 0

ve N� (L) = N� (To) = N�(T ) = 0 bulunur.
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Şimdi pozitif özde¼ger say¬s¬n¬incelersek;

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
st

1� st+ s2t2
+

st

1 + st+ s2t2

�
=

1

2

�
2st (1 + s2t2)

(1 + s2t2)2 � s2t2

�
=

st (1 + s2t2)

(1 + s2t2)2 � s2t2

=
st

(1 + s2t2)� s2t2

1 + s2t2

olur. L; L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
1

(1 + s2t2)� s2t2

1 + s2t2

çekirdekli integral operatörü olsun. Şimdi Önerme 2.3.3 kullan¬larak

l (s; t) =
1

(1 + s2t2)� s2t2

1 + s2t2

� 1

1 + s2t2

�� 0

olur. Şimdi

Mf (s) = sf (s)

ile tan¬ml¬çarp¬m operatörü M olsun. Böylece MLM = Te olur. Bundan dolay¬L � 0

oldu¼gundan N+ (L) = N+ (Te) = N+ (T ) =1 bulunur.

Şimdi bu çekirde¼gimizi kullanabilece¼gimiz daha genel bir çekirdek tan¬mlayarak o çekird-

e¼gin negatif ve özde¼ger say¬lar¬n¬incelemeye çal¬̧sal¬m.

Önerme 3.1.10 Hepsi ayn¬anda s¬f¬r olmayacak şekilde a; c 2 R olmak üzere 0 < � < 1;

I = [��; �] olmak üzere T; L2 (I) üzerinde

k(s; t) =
a+ cst+ as2t2

1� st+ s2t2

çekirdekli integral operatörü olsun. Bu k¬s¬mda N+(T ) ve N�(T ) yi belirleyece¼giz.
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·Ispat.

k(s; t) =
a+ cst+ as2t2

1� st+ s2t2

= a+
(a+ c) st

1� st+ s2t2

olur. Burada

k0(s; t) =
st

1� st+ s2t2

olmak üzere

k (s; t) = a+ (a+ c)k0(s; t)

olur.

a+ c = 0 (a > 0) ise

k (s; t) = a+ (a+ c)k0(s; t) = a

olur. Dolay¬s¬yla

N+(T ) = 1 ve N�(T ) = 0

oldu¼gu kolayca görülür.

a + c 6= 0 için T 0, L2 (I) üzerinde k0 çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun.

Önerme 3.1.9 den N+(T 0) =1 ve N�(T 0) = 0 oldu¼gunu biliyoruz.

Dolay¬s¬yla a+ c > 0 için

N+(T ) =1 ve N�(T ) = 0

elde edilir.

a+ c < 0 için ya a = 0 ya da a > 0 d¬r.

a = 0 ise

k (s; t) = a+ (a+ c)k0(s; t) = (a+ c)k0(s; t)

olur. a+ c < 0 oldu¼gundan dolay¬

N+(T ) = 0 ve N�(T ) =1

olur.
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a > 0 ise a+ c < 0 oldu¼gundan c < 0 olur. Bu durumda

N+(T ) � 1 ve N�(T ) =1

olur. T nin tam olarak bir pozitif özde¼geri oldu¼gunu yani N+(T ) = 1 oldu¼gunu iddia

ediyoruz ve şimdi bu iddiam¬z¬ispatlayaca¼g¬z. E¼ger T � 0 ise her s 2 I için k(s; s) � 0

d¬r. Fakat k(0; 0) = a > 0 d¬r ve bu nedenle T negatif de¼gildir ve dolay¬s¬yla T integral

operatörünün bir tane pozitif özde¼geri vard¬r. Yani

N+(T ) = 1 ve N�(T ) =1

olur.

3.2 TR·IGONOMETR·IKVEH·IPERBOL·IKÇEK·IRDEKL·I ·INTEGRALOP-

ERATÖRLER·IN ÖZDE¼GER SAYILARI

Bu k¬s¬mda trigonometrik ve hiperbolik çekirdeklere sahip baz¬ integral operatörlerin

özde¼ger say¬lar¬incelenmi̧stir.

Önerme 3.2.1

k(s; t) =
1

s2t2 � cosh(s� t)

olsun ve � > 0; I 2 Ad (k) olacak şekilde I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬n¬düşünelim. T;

L2 (I) üzerinde k çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatör olsun. Bu durumda

N+ (T ) =1 ve N� (T ) =1

olur.

·Ispat.

k (s; t) =
1

s2t2 � cosh(s� t)
= k (�s;�t)

oldu¼gundan Teorem 2.1.6 kullan¬larak L2e (I) ve L
2
o (I) uzaylar¬T operatörünün de¼gi̧smez

alt uzaylar¬d¬r. Ayr¬ca Te : L2e(I)! L2e(I) operatörünün çekirde¼gi

ke (s; t) =
1

2
[k(s; t) + k(s;�t)]
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ve To : L2o(I)! L2o(I) operatörünün çekirde¼gi

ko (s; t) =
1

2
[k(s; t)� k(s;�t)]

olmak üzere

T = Te + To

yaz¬labilir.

Öncelikle Te � 0 ve dolay¬s¬yla

N+ (Te) =1

oldu¼gu gösterilecektir. Daha sonra da bu operatörün negatif özde¼ger say¬s¬na bak¬lacakt¬r.

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

s2t2 � cosh(s� t)
+

1

s2t2 � cosh(s+ t)

�
=

1

2

�
1

s2t2 � cosh s cosh t+ sinh s sinh t +
1

s2t2 � cosh s cosh t� sinh s sinh t

�
=

1

2

�
2 (s2t2 � cosh s cosh t)

(s2t2 � cosh s cosh t)2 � (sinh s sinh t)2
�

=
1

(s2t2 � cosh s cosh t)� (sinh s sinh t)2

(s2t2 � cosh s cosh t)

elde edilir. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

ke (s; t) =
1

(s2t2 � cosh s cosh t)� (sinh s sinh t)2

(s2t2 � cosh s cosh t)

� 1

s2t2 � cosh s cosh t

olur. L; L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
1

s2t2 � cosh s cosh t

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Bu nedenle Te � L olur. Dolay¬s¬yla

L � 0 oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir.
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Şimdi 0 < � < � seçelim ve J = [�; �] olsun. O zaman N� (l; I) = N� (l; J) elde edilir.

 (s) = cosh�1 s olsun. Buradan  0 (s) =
1p
s2 � 1

ve J
0
= [cosh �; cosh �] olur. Şimdi

 l (s; t) =  0 (s)
1
2 l ( (s) ;  (t)) 0 (t)

1
2

=
1

(s2 � 1)
1
4

1�
cosh�1 s

�2 �
cosh�1 t

�2 � cosh (s) cosh (t) 1

(t2 � 1)
1
4

=
1

(s2 � 1)
1
4

1�
cosh�1 s cosh�1 t

�2 � st

1

(t2 � 1)
1
4

olur. Bu da J 0 = [cosh �, cosh �] olmak üzere, L2 (J) üzerinde l çekirdekli LJ integral

operatörünün, L2 (J 0) üzerinde

m (s; t) =
1�

cosh�1 s cosh�1 t
�2 � st

çekirdekli bir integral operatörüne simetrik olarak denk oldu¼gunu gösterir. Böylece

N� (l; I) = N�( l; J 0) = N� (m; J 0)

olur. Önerme 2.3.5 den m��0 ve N� (m; J 0) =1 oldu¼gundan L � 0 ve N+ (L) =1 elde

edilir. Böylece Te � 0 ve N+ (Te) = N+ (T ) =1 olur. Dolay¬s¬yla Te � 0 ve dolay¬s¬yla

N+ (Te) =1

olur.

Şimdi To operatörünün özde¼ger say¬s¬n¬ inceleyelim. T 0 = �To ve k0 (s; t) = �ko (s; t)

olsun. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

k0 (s; t) =
1

2
[k (s;�t)� k (s; t)]

=
1

2

�
1

s2t2 � cosh(s+ t)
� 1

s2t2 � cosh(s� t)

�
=

1

2

�
2 sinh s sinh t

(s2t2 � cosh s cosh t)2 � (sinh s sinh t)2
�

=
sinh s sinh t

(s2t2 � cosh s cosh t)2 � (sinh s sinh t)2

� sinh s sinh t

(s2t2 � cosh s cosh t)2

olur. Şimdi L; L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
sinh s sinh t

(s2t2 � cosh s cosh t)2
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çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Bu nedenle T 0 � L olur ve dolay¬s¬yla

L � 0 ve N+ (L) = 1 oldu¼gunu göstermemiz gerekir. Şimdi 0 < � < � seçelim ve

J = [�; �] olsun. O zaman N� (l; I) = N� (l; J) elde edilir.  (s) = cosh�1 s olsun.

Buradan  0 (s) =
1p
s2 � 1

ve J
0
= [cosh �; cosh �] olur. Şimdi

 l (s; t) =  0 (s)
1
2 l ( (s) ;  (t)) 0 (t)

1
2

=
1

(s2 � 1)
1
4

sinh (s) sinh (t)��
cosh�1 s

�2 �
cosh�1 t

�2 � cosh (s) cosh (t)�2
1

(t2 � 1)
1
4

=
1

(s2 � 1)
1
4

q
(cosh (s))2 � 1

q
(cosh (t))2 � 1��

cosh�1 s cosh�1 t
�2 � st

�2 1

(t2 � 1)
1
4

=
1

(s2 � 1)
1
4

p
s2 � 1

p
t2 � 1��

cosh�1 s cosh�1 t
�2 � st

�2 1

(t2 � 1)
1
4

=
(s2 � 1)

1
4 (t2 � 1)

1
4��

cosh�1 s cosh�1 t
�2 � st

�2
olur. Yine bu L2 (J) üzerinde l (s; t) çekirdekli integral operatörünün L2 (J 0) üzerinde

m(s; t) =
1��

cosh�1 s cosh�1 t
�2 � st

�2
çekirdekli bir integral operatörüne simetrik olarak denk oldu¼gunu gösterir. Böylece

N� (l; I) = N� (l; J) (de¼gi̧smezlik teoreminden)

= N� (m; J) (simetrik denklikten)

olur. Böylece Önerme 2.3.5 de 
 = 2 al¬n¬rsa m(s; t) � 0 ve N� (m; J) = 0 olur ve

buradan L � 0 ve N+ (L) = 1 olur. Böylece T 0 � 0 ve N+ (T 0) = 1 olur. T 0 = �To
oldu¼gundan To � 0 ve N� (T ) =1 olur.

Önerme 3.2.2 n � 0 olmak üzere

k(s; t) =
1

s2nt2n � cosh(s� t)

olsun ve � > 0; I 2 Ad (k) olacak şekilde I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬n¬düşünelim. T;

L2 (I) üzerinde k çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatör olsun. Bu durumda

N+ (T ) =1 ve N� (T ) =1

olur.
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·Ispat.

k (s; t) =
1

s2nt2n � cosh(s� t)
= k (�s;�t)

oldu¼gundan Teorem 2.1.6 kullan¬larak L2e (I) ve L
2
o (I) uzaylar¬T operatörünün de¼gi̧smez

alt uzaylar¬d¬r. Ayr¬ca Te : L2e(I)! L2e(I) operatörünün çekirde¼gi

ke (s; t) =
1

2
[k(s; t) + k(s;�t)]

ve To : L2o(I)! L2o(I) operatörünün çekirde¼gi

ko (s; t) =
1

2
[k(s; t)� k(s;�t)]

olmak üzere

T = Te + To

yaz¬labilir. Öncelikle Te � 0 ve dolay¬s¬yla

N+ (Te) =1

oldu¼gu gösterilecektir. Daha sonra da bu operatörün negatif özde¼ger say¬s¬na bak¬lacakt¬r.

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

s2nt2n � cosh(s� t)
+

1

s2nt2n � cosh(s+ t)

�
=

1

2

�
2 (s2nt2n � cosh s cosh t)

(s2nt2n � cosh s cosh t)2 � (sinh s sinh t)2
�

=
1

(s2nt2n � cosh s cosh t)� (sinh s sinh t)2

(s2nt2n � cosh s cosh t)

elde edilir. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

ke (s; t) =
1

(s2nt2n � cosh s cosh t)� (sinh s sinh t)2

(s2nt2n � cosh s cosh t)

� 1

s2nt2n � cosh s cosh t

olur. L; L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
1

s2nt2n � cosh s cosh t
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çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Bu nedenle Te � L olur. Dolay¬s¬yla

L � 0 oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir. Şimdi �; 0 < � < � seçelim ve J = [�; �] olsun. O

zamanN� (l; I) = N� (l; J) elde edilir.  (s) = cosh�1 s olsun. Buradan  0 (s) =
1p
s2 � 1

ve J
0
= [cosh �; cosh �] olur. Şimdi

 l (s; t) =  0 (s)
1
2 l ( (s) ;  (t)) 0 (t)

1
2

=
1

(s2 � 1)
1
4

1�
cosh�1 s

�2n �
cosh�1 t

�2n � cosh (s) cosh (t) 1

(t2 � 1)
1
4

=
1

(s2 � 1)
1
4

1�
cosh�1 s cosh�1 t

�2n � st

1

(t2 � 1)
1
4

olur. Bu da J 0 = [cosh �, cosh �] olmak üzere, L2 (J) üzerinde l çekirdekli LJ integral

operatörünün, L2 (J 0) üzerinde

m (s; t) =
1�

cosh�1 s cosh�1 t
�2n � st

çekirdekli bir integral operatörüne simetrik olarak denk oldu¼gunu gösterir. Böylece

N� (l; I) = N�( l; J 0) = N� (m; J 0)

olur. Önerme 2.3.5 den m��0 ve N� (m; J 0) =1 oldu¼gundan L � 0 ve N+ (L) =1 elde

edilir. Böylece Te � 0 ve N+ (Te) = N+ (T ) =1 olur. Dolay¬s¬yla Te � 0 ve dolay¬s¬yla

N+ (Te) =1

olur. Şimdi To operatörünün özde¼ger say¬s¬n¬inceleyelim. T 0 = �To ve k0 (s; t) = �ko (s; t)

olsun. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

k0 (s; t) =
1

2
[k (s;�t)� k (s; t)]

=
1

2

�
1

s2nt2n � cosh(s+ t)
� 1

s2nt2n � cosh(s� t)

�
=

1

2

�
2 sinh s sinh t

(s2nt2n � cosh s cosh t)2 � (sinh s sinh t)2
�

=
sinh s sinh t

(s2nt2n � cosh s cosh t)2 � (sinh s sinh t)2

� sinh s sinh t

(s2nt2n � cosh s cosh t)2

olur. Şimdi L; L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
sinh s sinh t

(s2nt2n � cosh s cosh t)2
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çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Bu nedenle T 0 � L olur ve dolay¬s¬yla

L � 0 ve N+ (L) = 1 oldu¼gunu göstermemiz gerekir. Şimdi 0 < � < � seçelim ve

J = [�; �] olsun. O zaman N� (l; I) = N� (l; J) elde edilir.  (s) = cosh�1 s olsun.

Buradan  0 (s) =
1p
s2 � 1

ve J
0
= [cosh �; cosh �] olur. Şimdi

 l (s; t) =  0 (s)
1
2 l ( (s) ;  (t)) 0 (t)

1
2

=
1

(s2 � 1)
1
4

sinh (s) sinh (t)��
cosh�1 s

�2n �
cosh�1 t

�2n � cosh (s) cosh (t)�2
1

(t2 � 1)
1
4

=
1

(s2 � 1)
1
4

q
(cosh (s))2 � 1

q
(cosh (t))2 � 1��

cosh�1 s cosh�1 t
�2n � st

�2 1

(t2 � 1)
1
4

=
1

(s2 � 1)
1
4

p
s2 � 1

p
t2 � 1��

cosh�1 s cosh�1 t
�2n � st

�2 1

(t2 � 1)
1
4

=
(s2 � 1)

1
4 (t2 � 1)

1
4��

cosh�1 s cosh�1 t
�2n � st

�2
olur. Yine bu L2 (J) üzerinde l (s; t) çekirdekli integral operatörünün L2 (J 0) üzerinde

m(s; t) =
1��

cosh�1 s cosh�1 t
�2n � st

�2
çekirdekli bir integral operatörüne simetrik olarak denk oldu¼gunu gösterir. Böylece

N� (l; I) = N� (l; J) (de¼gi̧smezlik teoreminden)

= N� (m; J) (simetrik denklikten)

olur. Böylece Önerme 2.3.5 de 
 = 2 al¬n¬rsa m(s; t) � 0 ve N� (m; J) = 0 olur ve

buradan L � 0 ve N+ (L) = 1 olur. Böylece T 0 � 0 ve N+ (T 0) = 1 olur. T 0 = �To
oldu¼gundan To � 0 ve N� (T ) =1 olur.

Önerme 3.2.3

k (s; t) =
1

cosh(s� t) + cos(s+ t)
= k (�s;�t)

olsun ve � > 0; I 2 Ad (k) olacak şekilde I =
h
��
4
;
�

4

i
simetrik aral¬¼g¬n¬düşünelim. T;

L2 (I) üzerinde k çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatör olsun. Bu durumda

N+ (T ) =1 ve N� (T ) = 0

olur.
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·Ispat.

k (s; t) =
1

cosh(s� t) + cos(s+ t)
= k (�s;�t)

oldu¼gundan Teorem 2.1.6 kullan¬larak L2e (I) ve L
2
o (I) uzaylar¬T operatörünün de¼gi̧smez

alt uzaylar¬d¬r. Ayr¬ca Te : L2e(I)! L2e(I) operatörünün çekirde¼gi

ke (s; t) =
1

2
[k(s; t) + k(s;�t)]

ve To : L2o(I)! L2o(I) operatörünün çekirde¼gi

ko (s; t) =
1

2
[k(s; t)� k(s;�t)]

olmak üzere

T = Te + To

yaz¬labilir.

Öncelikle Te � 0 ve dolay¬s¬yla

N+ (Te) =1

oldu¼gu gösterilecektir. Daha sonra da bu operatörün negatif özde¼ger say¬s¬na bak¬lacakt¬r.

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

cosh(s� t) + cos(s+ t)
+

1

cosh(s+ t) + cos(s� t)

�
=

1

2

�
2 (cosh s cosh t+ cos s cos t)

(cosh s cosh t+ cos s cos t)2 � (sinh s sinh t+ sin s sin t)2
�

=
1

(cosh s cosh t+ cos s cos t)� (sinh s sinh t+ sin s sin t)
2

(cosh s cosh t+ cos s cos t)

elde edilir. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

ke (s; t) =
1

(cosh s cosh t+ cos s cos t)� (sinh s sinh t+ sin s sin t)
2

(cosh s cosh t+ cos s cos t)

� 1

cosh s cosh t+ cos s cos t

elde edilir. L; L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
1

cosh s cosh t+ cos s cos t
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çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Bu nedenle Te � L olur. Dolay¬s¬yla

L � 0 oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir. Şimdi �; 0 < � < � seçelim ve J = [�; �] olsun. O

zamanN� (l; I) = N� (l; J) elde edilir.  (s) = cosh�1 s olsun. Buradan  0 (s) =
1p
s2 � 1

ve J
0
= [cosh �; cosh �] olur. Şimdi

 l (s; t) =  0 (s)
1
2 l ( (s) ;  (t)) 0 (t)

1
2

=
1

(s2 � 1)
1
4

1

cosh (s) cosh (t) + cos
�
cosh�1 s

�
cos
�
cosh�1 t

� 1

(t2 � 1)
1
4

=
1

(s2 � 1)
1
4

1

cos
�
cosh�1 s

�
cos
�
cosh�1 t

�
+ st

1

(t2 � 1)
1
4

olur. Bu da J 0 = [cosh �, cosh �] olmak üzere, L2 (J) üzerinde l çekirdekli LJ integral

operatörünün, L2 (J 0) üzerinde

m (s; t) =
1

cos
�
cosh�1 s

�
cos
�
cosh�1 t

�
+ st

çekirdekli bir integral operatörüne simetrik olarak denk oldu¼gunu gösterir. Böylece

N� (l; I) = N�( l; J 0) = N� (m; J 0)

olur. Önerme 2.3.6 dan m��0 ve N� (m; J 0) =1 oldu¼gundan L � 0 ve N+ (L) =1 elde

edilir. Böylece Te � 0 ve N+ (Te) = N+ (T ) =1 olur. Dolay¬s¬yla Te � 0 ve dolay¬s¬yla

N+ (Te) =1 olur. Şimdi To operatörünün özde¼ger say¬s¬n¬inceleyelim.

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

=
1

2

�
1

cosh(s� t) + cos(s+ t)
� 1

cosh(s+ t) + cos(s� t)

�
=

1

2

�
2 (sinh s sinh t+ sin s sin t)

(cosh s cosh t+ cos s cos t)2 � (sinh s sinh t+ sin s sin t)2
�

=
(sinh s sinh t+ sin s sin t)

(cosh s cosh t+ cos s cos t)2 � (sinh s sinh t+ sin s sin t)2

olur. Şimdi

l1 (s; t) =
sinh s sinh t

(cosh s cosh t+ cos s cos t)2 � (sinh s sinh t+ sin s sin t)2

ve

l2 (s; t) =
sin s sin t

(cosh s cosh t+ cos s cos t)2 � (sinh s sinh t+ sin s sin t)2

olmak üzere

ko (s; t) = l1 (s; t) + l2 (s; t)
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olur. ·Ilk olarak l1 (s; t) çekirde¼gine sahip bir L1 integral operatörünün özde¼ger say¬lar¬n¬

inceleyelim. Şimdi �; 0 < � < � seçelim ve J = [�; �] olsun. Bu durumda

N� (l1; I) = N� (l1; J) (de¼gi̧smezlik teoreminden)

olur. Şimdi

n1 (s; t) =
1

(cosh s cosh t+ cos s cos t)2 � (sinh s sinh t+ sin s sin t)2

çekirde¼gine sahip bir integral operatörümüz N1 olsun. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

n1 (s; t) =
1

(cosh s cosh t+ cos s cos t)2 � (sinh s sinh t+ sin s sin t)2

� 1

(cosh s cosh t+ cos s cos t)2

�� 0

olur.

M1 (s; t) =
p
sinh sf(s)

şeklinde bir çarp¬m operatörü tan¬mlayal¬m. Bu durumda MN1M
� = L1 olur. Önerme

2.3.2 kullan¬larak L1 � 0 elde edilir.
·Ikinci olarak l2 (s; t) çekirde¼gine sahip L2 integral operatörünün özde¼ger say¬lar¬n¬ in-

celeyelim. Şimdi �; 0 < � < � seçelim ve J = [�; �] olsun. Bu durumda

N� (l2; I) = N� (l2; J) (de¼gi̧smezlik teoreminden)

olur.

n2 (s; t) =
1

(cosh s cosh t+ cos s cos t)2 � (sinh s sinh t+ sin s sin t)2

çekirde¼gine sahip bir integral operatörümüz N2 olsun. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

n2 (s; t) =
1

(cosh s cosh t+ cos s cos t)2 � (sinh s sinh t+ sin s sin t)2

� 1

(cosh s cosh t+ cos s cos t)2

�� 0

olur. Şimdi

M2 (s; t) =
p
sin sf(s)
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şeklinde bir çarp¬m operatörü tan¬mlayal¬m. Bu durumda MN2M
� = L2 olur. Önerme

2.3.2 kullan¬larak L2 � 0 elde edilir. Böylece

L1 � 0 ve L2 � 0

oldu¼gundan dolay¬

To � 0 ve N� (To) = N� (T ) = 0

elde edilir.

Önerme 3.2.4 n � 0 olmak üzere

k(s; t) =
1

s2nt2n + cos(s+ t)

olsun ve � > 0; I 2 Ad (k) olacak şekilde I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬n¬düşünelim. T;

L2 (I) üzerinde k çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatör olsun. Bu durumda

N+ (T ) =1 ve N� (T ) = 0

olur.

·Ispat.

k (s; t) =
1

s2nt2n + cos(s+ t)
= k (�s;�t)

oldu¼gundan Teorem 2.1.6 kullan¬larak L2e (I) ve L
2
o (I) uzaylar¬T operatörünün de¼gi̧smez

alt uzaylar¬d¬r. Ayr¬ca Te : L2e(I)! L2e(I) operatörünün çekirde¼gi

ke (s; t) =
1

2
[k(s; t) + k(s;�t)]

ve To : L2o(I)! L2o(I) operatörünün çekirde¼gi

ko (s; t) =
1

2
[k(s; t)� k(s;�t)]

olmak üzere

T = Te + To

yaz¬labilir.
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Öncelikle Te � 0 ve dolay¬s¬yla

N+ (Te) =1

oldu¼gu gösterilecektir. Daha sonrada bu operatörün negatif özde¼ger say¬s¬na bak¬lacakt¬r.

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

s2nt2n + cos(s+ t)
+

1

s2nt2n + cos(s� t)

�
=

1

2

�
1

s2nt2n + cos s cos t� sin s sin t +
1

s2nt2n + cos s cos t+ sin s sin t

�
=

1

2

�
2 (s2nt2n + cos s cos t)

(s2nt2n + cos s cos t)2 � (sin s sin t)2
�

=
1

(s2nt2n + cos s cos t)� (sin s sin t)2

(s2nt2n + cos s cos t)

olur. Önerme 2.3.3 kullan¬larak

ke (s; t) =
1

(s2nt2n + cos s cos t)� (sin s sin t)2

(s2nt2n + cos s cos t)

� 1

s2nt2n + cos s cos t

elde edilir. L; L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
1

s2nt2n + cos s cos t

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Bu nedenle Te � L olur. Dolay¬s¬yla

L � 0 oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir.

Şimdi �� < �� < 0 olacak şekilde � say¬s¬seçelim ve J = [��;��] olsun. De¼gi̧smezlik

teoreminden N�(l; I) = N�(l; J) oldu¼gunu biliyoruz.  (s) = � arccos s olsun. Böylece

 0(s) =
1

(1� s2)
1
2

olur.  0(s); J 0 = [cos �; cos �] üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.

 l (s; t) =  0 (s)
1
2 l ( (s) ;  (t)) 0 (t)

1
2

=
1

(1� s2)
1
4

1

(� arccos s)2n (� arccos s)2n + cos (s) cos (t)
1

(1� t2)
1
4

=
1

(1� s2)
1
4

1

(arccos s: arccos t)2n + st

1

(1� t2)
1
4

olur. Burada L2 (J) üzerinde l çekirdekli integral operatörü L2(J 0) üzerindeki

m (s; t) =
1

(arccos s: arccos t)2n + st
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çekirdekli bir integral operatörüne simetrik olarak denk oldu¼gunu gösterir. Böylece

N� (l; I) = N�( l; J 0) = N� (m; J 0)

olur. Önerme 2.3.6 dan m��0 ve N+ (m; J 0) =1 oldu¼gundan L � 0 ve N+ (L) =1 elde

edilir. Böylece Te � 0 ve N+ (Te) = N+ (T ) =1 olur. Dolay¬s¬yla Te � 0 ve dolay¬s¬yla

N+ (Te) =1

olur.

Şimdi

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

=
1

2

�
1

s2nt2n + cos(s+ t)
� 1

s2nt2n + cos(s� t)

�
=

1

2

�
1

s2nt2n + cos s cos t� sin s sin t �
1

s2nt2n + cos s cos t+ sin s sin t

�
=

1

2

�
2 (sin s sin t)

(s2nt2n + cos s cos t)2 � (sin s sin t)2
�

=
sin s sin t

(s2nt2n + cos s cos t)2 � (sin s sin t)2

� sin s sin t

(s2nt2n + cos s cos t)2

olur. L, L2(I) üzerinde

l(s; t) =
1

(s2nt2n + cos s cos t)2

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Şimdi

M (s; t) =
p
sin sf(s)

şeklinde bir çarp¬m operatörü tan¬mlayal¬m. Bu durumda MLM = To olur. Önerme

2.3.2 kullan¬larak L � 0 elde edilir. Böylece

To � 0 ve N� (To) = N� (T ) = 0

elde edilir.

Önerme 3.2.5 B > 1 olmak üzere

k(s; t) =
1

B + s2nt2n � cosh(s� t)
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olsun ve �; � > 0 ve I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak şekilde yeterince küçük olmak üzere

I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬n¬ düşünelim. T; L2 (I) üzerinde k çekirde¼gine karş¬l¬k ge-

len integral operatörü olsun. Bu durumda

N+ (T ) =1 ve N� (T ) =1

olur.

·Ispat.

k (s; t) =
1

B + s2nt2n � cosh(s� t)
= k (�s;�t)

oldu¼gundan L2e (I) ve L
2
o (I) uzaylar¬L

2 (I) n¬n de¼gi̧smez alt uzaylar¬d¬r. Ayr¬ca Te : L2e(I)! L2e(I)

operatörünün çekirde¼gi

ke (s; t) =
1

2
[k(s; t) + k(s;�t)]

ve To : L2o(I)! L2o(I) operatörünün çekirde¼gi

ko (s; t) =
1

2
[k(s; t)� k(s;�t)]

olmak üzere

T = Te + To

yaz¬labilir. Öncelikle Te � 0 ve dolay¬s¬yla

N+ (Te) =1

oldu¼gu gösterilecektir. Daha sonra da bu operatörün negatif özde¼ger say¬s¬na bak¬lacakt¬r.

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

B + s2nt2n � cosh(s� t)
+

1

B + s2nt2n � cosh(s+ t)

�
=

1

2

�
2 (B + s2nt2n � cosh s cosh t)

(B + s2nt2n � cosh s cosh t)2 � (sinh s sinh t)2
�

=
1

(B + s2nt2n � cosh s cosh t)� (sinh s sinh t)2

(B + s2nt2n � cosh s cosh t)

� 1

B + s2nt2n � cosh s cosh t
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elde edilir. L; L2 (I) üzerinde

l (s; t) =
1

B + s2nt2n � cosh s cosh t

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatör olsun. Bu nedenle Te � L olur. Dolay¬s¬yla

L � 0 oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir. Şimdi �; 0 < � < � seçelim ve J = [�; �] olsun.

O zaman

N� (l; I) = N� (l; J)

elde edilir.  (s) = cosh�1 s olsun. Buradan  0 (s) =
1p
s2 � 1

ve J
0
= [cosh �; cosh �]

olur. Şimdi

 l (s; t) =  0 (s)
1
2 l ( (s) ;  (t)) 0 (t)

1
2

=
1

(s2 � 1)
1
4

1

B +
�
cosh�1 s

�2n �
cosh�1 t

�2n � cosh (s) cosh (t) 1

(t2 � 1)
1
4

=
1

(s2 � 1)
1
4

1

B +
�
cosh�1 s cosh�1 t

�2n � st

1

(t2 � 1)
1
4

N� (l; I) = N� (l; J) olur. Bu da J 0 = [cosh �, cosh �] olmak üzere, L2 (J) üzerinde l

çekirdekli LJ integral operatörünün, L2 (J 0) üzerinde

m (s; t) =
1

B +
�
cosh�1 s cosh�1 t

�2n � st

çekirdekli bir integral operatörüne uzamsal olarak denk oldu¼gunu gösterir. Önerme 2.3.5

A = B +
�
cosh�1 s cosh�1 t

�2n
ve 
 = 1 al¬n¬rsa N+ (m; J 0) = 1 oldu¼gunu biliyoruz.

Dolay¬s¬yla

N� (l; I) = N�( l; J 0) = N� (m; J 0) =1

olur.

Şimdi To operatörünün özde¼ger say¬s¬n¬inceleyelim. ko(s; t) = �k0(s; t) olmak üzere

k0 (s; t) =
1

2
[k (s;�t)� k (s; t)]

=
1

2

�
1

B + s2nt2n � cosh(s+ t)
� 1

B + s2nt2n � cosh(s� t)

�
=

1

2

�
2 sinh s sinh t

(B + s2nt2n � cosh s cosh t)2 � (sinh s sinh t)2
�

=
sinh s sinh t

(B + s2nt2n � cosh s cosh t)2 � (sinh s sinh t)2
� sinh s sinh t

(B + s2nt2n � cosh s cosh t)2
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olur. L, L2(I) üzerinde

l(s; t) =
sinh s sinh t

(B + s2nt2n � cosh s cosh t)2

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Bu nedenle L çekirdekli integral op-

eratörünün durumunu incelememiz yeterli olacakt¬r. J = [�; �] ; 0 < � < � ve  (s) =

cosh�1 s al¬n¬rsa  0(s) =
1

(s2 � 1) 12
olur. Şimdi

 l (s; t) =  0 (s)
1
2 l ( (s) ;  (t)) 0 (t)

1
2

=
1

(s2 � 1) 14
sinh (s) sinh (t)

(B + ( (s))2n( (t))2n � cosh( (s)) cosh (t))2
1

(t2 � 1) 14

=
1

(s2 � 1) 14
1

(t2 � 1) 14

q
(cosh (s))2 � 1

q
(cos (t))2 � 1�

B + (cosh�1 s cosh�1 t)2n � st
�2

=
1

(s2 � 1) 14
1

(t2 � 1) 14

p
s2 � 1

p
t2 � 1�

B + (cosh�1 s cosh�1 t)2n � st
�2

=
(s2 � 1) 14 (t2 � 1) 14�

B + (cosh�1 s cosh�1 t)2n � st
�2

olur. Bu L2(J) üzerinde l çekirdekli LJ integral operatörünün, J 0 = [cosh �; cosh �] olmak

üzere

m(s; t) =
1�

B + (cosh�1 s cosh�1 t)2n � st
�2

çekirdekli bir L0 integral operatörüne uzamsal olarak denk oldu¼gunu gösterir. Önerme

2.3.5 den A = B + (cosh�1 s cosh�1 t)2n ve 
 = 2 al¬n¬rsa m(s; t) çekirdekli bir integral

operatörü için L0J � 0 oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla LJ � 0 elde edilir. Buradan L � 0

elde edildi¼ginden dolay¬To � 0 oldu¼gu söylenebilir. Dolay¬s¬yla N�(T ) =1 olur.

Önerme 3.2.6 A > 1 olmak üzere

k (s; t) =
1

A� cos (s+ t)

olsun ve �; � > 0 ve I 2 Ad (k) y¬sa¼glayacak şekilde s¬f¬r civar¬nda olmak üzere I = [��; �]

simetrik aral¬¼g¬n¬ düşünelim. T; L2 (I) üzerinde k çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral

operatörü olsun. Bu durumda

N+ (T ) = N� (T ) =1

olur.
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·Ispat.

k (s; t) =
1

A� cos (s+ t)
=

1

A� cos (�s� t)
= k(�s;�t)

olur. Bu nedenle L2e (I) ve L
2
o (I), L

2(I) nin de¼gi̧smez alt uzaylar¬d¬r ve

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

çekirdekli Te : L2e (I)! L2e (I) ve

ko (s; t) =
1

2
[k (s; t)� k (s;�t)]

çekirdekli To : L2o (I)! L2o (I) operatörleri ele al¬narak T = Te+To yaz¬labilir. ·Ilk olarak

Te � 0; N+ (Te) =1 oldu¼gunu gösterece¼giz.

ke (s; t) =
1

2
[k (s; t) + k (s;�t)]

=
1

2

�
1

A� cos (s+ t)
+

1

A� cos (s� t)

�
=

1

2

�
1

A� cos s cos t+ sin s sin t +
1

A� cos s cos t� sin s sin t

�
=

1

2

�
2 (A� cos s cos t)

(A� cos s cos t)2 � sin2 s sin2 t

�
=

1

(A� cos s cos t)�
�
sin2 s sin2 t

�
= (A� cos s cos t)

�� 1

A� cos s cos t = l (s; t)

olur. L;L2 (I) üzerinde l ye kaŗs¬l¬k gelen integral operatörü olsun. Bu nedenle Te � L

olur. Böylece L � 0 oldu¼gunu göstermemiz yeterli olacakt¬r.

Şimdi �� < �� < 0 olacak şekilde � say¬s¬seçelim ve J = [��;��] olsun. De¼gi̧smezlik

teoreminden N�(l; I) = N�(l; J) oldu¼gunu biliyoruz.  (s) = � arccos s olsun. Böylece

 0(s) =
1

(1� s2)
1
2

olur.  0(s); J 0 = [cos �; cos �] üzerinde s¬n¬rl¬d¬r. Şimdi uzamsal denklik

kullan¬larak

 l (s; t) =  0 (s)
1
2 l ( (s) ;  (t)) 0 (t)

1
2

=
1

(1� s2)
1
4

1

A� cos (s) cos (t)
1

(1� s2)
1
4

=
1

(1� s2)
1
4

1

(A� st)

1

(1� s2)
1
4

olur. Burada L2 (J) üzerinde l çekirdekli integral operatörü L2(J 0) üzerindeki

m(s; t) =
1

(A� st)
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çekirdekli integral operatörüne uzamsal olarak denktir. Önerme 2.3.5 de 
 = 1 al¬n¬rsa

bu şekilde olan bir çekirde¼gin N+(m; J 0) = 1 oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla uzamsal

denklikten

N+(m; J 0) = N+( l; J 0) = N+(l; J) = N+(l; I) =1

olur.

Şimdi To operatörünün özde¼ger say¬s¬n¬inceleyelim. To = �T 0 olmak üzere

k0 (s; t) =
1

2
[k (s;�t)� k (s; t)]

=
1

2

�
1

A� cos (s� t)
� 1

A� cos (s+ t)

�
=

1

2

�
1

A� cos s cos t� sin s sin t �
1

A� cos s cos t+ sin s sin t

�
=

1

2

�
2 sin s sin t

(A� cos s cos t)2 � sin2 s sin2 t

�
=

sin s sin t

(A� cos s cos t)2 � sin2 s sin2 t

� sin s sin t

(A� cos s cos t)2

olur. L, L2(I) üzerinde

l(s; t) =
sin s sin t

(A� cos s cos t)2

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatör olsun. Bu nedenle L çekirdekli integral oper-

atörünün durumunu incelememiz yeterli olacakt¬r.

J = [��;��] ; -� <-� < 0 ve  (s) = � arccos s al¬n¬rsa  0(s) = 1

(1� s2)
1
2

olur. Şimdi

 l (s; t) =  0 (s)
1
2 l ( (s) ;  (t)) 0 (t)

1
2

=
1

(1� s2)
1
4

sin (s) sin (t)

(A� cos( (s)) cos( (t)))2
1

(1� t2)
1
4

=
1

(1� s2)
1
4

1

(1� t2)
1
4

q
1� (cos (s))2

q
1� (cos (t))2

(A� st)2

=
1

(1� s2)
1
4

1

(1� t2)
1
4

p
1� s2

p
1� t2

(A� st)2

=

p
1� s2

p
1� t2

(A� st)2

olur. Bu L2(J) üzerinde l çekirdekli Lj integral operatörünün, J 0 = [cos �; cos �] olmak

üzere

m(s; t) =
1

(A� st)2
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çekirdekli bir L0 integral operatörüne uzamsal olarak denk oldu¼gunu gösterir. Önerme

2.3.5 den 
 = 2 al¬n¬rsa m(s; t) çekirdekli bir integral operatörü için L0J � 0 oldu¼gunu

biliyoruz. Dolay¬s¬yla LJ � 0 elde edilir. Buradan L � 0 elde edildi¼ginden dolay¬To � 0

oldu¼gu söylenebilir. Dolay¬s¬yla N�(T ) =1 olur.

56



BÖLÜM 4

NÜMER·IK ÇALIŞMALAR

Bu bölümde daha önceki bölümde incelenmi̧s olan analitik çekirdeklere örnekler verilerek

inceledi¼gimiz bu çekirde¼ge sahip integral operatörlerinin en küçük pozitif ve en büyük

negatif özde¼ger say¬lar¬bulunmaya çal¬̧s¬lacakt¬r. Göcen ve Soykan (2012) baz¬ortogonal

polinomlar seçerek ritz yöntemiyle nümerik çal¬̧smalar yapm¬̧st¬. Şimdi bunlara ilave

olarak daha farkl¬polinomlar seçerek ritz yöntemiyle nümerik çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r. ·Ilk

olarak bu bölümde kullan¬lacak Ritz yöntemi ve baz¬ortogonal polinomlar hakk¬nda ön

bilgi verilecektir.

4.1 R·ITZ YÖNTEM·I

Çekirde¼gi simetrik olan, yani k(s; t) = k(t; s) ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekleyen aşa¼g¬daki integral

denklemini ele alal¬m:

'(s) = �

bZ
a

k(s; t)'(t)dt; a � s � b

( n(s)) ; ilk n eleman¬ [a; b] aral¬¼g¬üzerinde lineer ba¼g¬ms¬z ve L
2(a; b) de tam olan bir

fonksiyonlar dizisi olsun.

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s) (4.1)

şeklindedir ve burada aj katsay¬lar¬k'nk = 1 olacak şekilde belirlenecektir. Bu koşul

alt¬nda hT'n; 'ni kuadratik formunun de¼gerleri aranacakt¬r. ·I̧slemler sonucunda aj ler

cinsinden yaz¬lm¬̧s homojen lineer bir denklem sistemine ulaş¬lmaktad¬r (burada � bir

Lagrange çarpan¬d¬r).

nX
j=1

�

T i;  j

�
� �



 i;  j

�	
aj = 0, i = 1; : : : ; n (4.2)
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(4.2) nin s¬f¬rdan farkl¬bir çözümünün olmas¬için sistemin determinant¬s¬f¬r olmal¬d¬r.������������

hT 1;  1i�� h 1;  1i hT 1;  2i-�h 1;  2i : : : hT 1;  ni�� h 1;  ni

hT 2;  1i�� h 2;  1i hT 2;  2i�� h 2;  2i � � � hT 2;  ni�� h 2;  ni
...

... � � � ...

hT n;  1i�� h n;  1i hT n;  2i�� h n;  2i � � � hT n;  ni�� h n;  ni

������������
= 0 (4.3)

(4.3) denkleminin kökleri k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerini yaklaş¬k olarak verir. (4.1) den-

kleminin en büyük kökü, özde¼gerlerinin en büyü¼günün de¼gerini oldu¼gundan daha küçük

olarak verir. (4.3) den ��yü bulup ve (4.2) de yerine koyarak (4.2) sisteminin s¬f¬rdan

farkl¬aj (j = 1; 2; :::; n) çözümleri araşt¬r¬lmaktad¬r. Böylece, bulunan bu aj de¼gerlerinin

(4.1) de yerine yaz¬lmas¬ile elde edilen özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar yaklaş¬k

olarak bulunmaktad¬r (Kythe and Puri 2002).

4.2 BAZI ORTOGONAL POL·INOMLAR

Tan¬m 4.2.1

Pn(s) =
1

2nn!

dn

dsn
�
s2 � 1

�n
yard¬m¬yla tan¬mlanan polinoma Legendre polinomu denir. Bir kaç Legendre polinomu

P0(s) = 1 P1(s) = s

P2(s) =
1
2
(3s2 � 1) P3(s) =

1
2
(5s3 � 3s)

şeklinde yaz¬labilir (Yaşar 1988).

Ritz yönteminde, Pn; n: Legendre polinomunu göstermek üzere

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

olsun. Bu polinomlar (�1; 1) aral¬¼g¬nda ortogonal olduklar¬ndan i 6= j için hPi; Pji = 0

ve di¼ger durumda hPi; Pii = 2= (2i+ 1) elde edilir.

 1(s) = P0(s) = 1  2(s) = P1(s) = s

 3(s) = P2(s) =
1
2
(3s2 � 1)  4(s) = P3(s) =

1
2
(5s3 � 3s)
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olmak üzere basit hesaplamalarla

h 1;  1i =
Z 1

�1
ds = 2 h 1;  2i =

Z 1

�1
sds = 0

h 1;  3i =
Z 1

�1

1
2
(3s2 � 1) ds = 0 h 1;  4i =

Z 1

�1

1
2
(5s3 � 3s) ds = 0

h 2;  2i =
Z 1

�1
s2ds = 2

3
h 2;  3i =

Z 1

�1

s
2
(3s2 � 1) ds = 0

h 2;  4i =
Z 1

�1

1
2
s (5s3 � 3s) ds = 0 h 3;  3i =

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1)2 ds = 2

5

h 3;  4i =
Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (5s3 � 3s) ds = 0 h 4;  4i =

Z 1

�1

1
4
(5s3 � 3s)2 ds = 2

7

eşitliklerin sa¼gland¬¼g¬görülür.

Tan¬m 4.2.2

Pn (s) =
(�1)n

2nn!

1

(1� s2)

dn

dsn
�
1� s2

�1+n
yard¬m¬yla tan¬mlanan polinoma Jacobi polinomu denir. Jacobi polinomlar¬ndan ilk

birkaç tanesi

P0(s) = 1 P1(s) = 2s

P2(s) ==
3

4
(5s2 � 1) P3(s) = s (7s2 � 3)

olur.

Ritz yönteminde, Pn; n:Jacobi polinomunu göstermek üzere

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

olsun. Bu polinomlar (�1; 1) aral¬¼g¬nda ortogonal olduklar¬ndan, i 6= j için hPi; Pji = 0

ve di¼ger durumda

hPi; Pii =
8

2n+ 3

(� (n+ 2))2

n!� (n+ 3)

eşitli¼gi elde edilir.

 1(s) = P0(s) = 1  2(s) = P1(s) = 2s

 3(s) = P2(s) =
3
4
(5s2 � 1)  4(s) = P3(s) = s (7s2 � 3)

oldu¼gundan aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir.

S = 1� s2
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olmak üzere

h 1;  1i =
Z 1

�1
Sds = 4

3
h 1;  2i =

Z 1

�1
2Ssds = 0

h 1;  3i =
Z 1

�1

3
4
S (5s2 � 1) ds = 0 h 1;  4i =

Z 1

�1
S (7s3 � 3s) ds = 0

h 2;  2i =
Z 1

�1
4Ss2ds = 16

15
h 2;  3i =

Z 1

�1

6s
4
(5s2 � 1)Sds = 0

h 2;  4i =
Z 1

�1
2S (7s4 � 3s2) ds = 0 h 3;  3i =

Z 1

�1

9
16
(5s2 � 1)2 Sds = 6

7

h 3;  4i =
Z 1

�1
S
�
7s2 � 3

� 15s3 � 3s
4

ds = 0 h 4;  4i =
Z 1

�1
s2 (7s2 � 3)2 Sds = 32

45

olur.

Tan¬m 4.2.3

Pn(s) = cos(n: cos
�1 s); n = 0; 1; 2; :::

yard¬m¬yla tan¬mlanan polinoma 1.tip Chebyshev polinomu denir. 1.tip Chebyshev poli-

nomlar¬n¬n baz¬lar¬

P0(s) = 1 P1(s) = s

P2(s) = 2s
2 � 1 P3(s) = 4s

3 � 3s

olur (Yaşar 1988).

Ritz yönteminde Pn; 1.tip Chebshyev polinomunu göstermek üzere

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

olsun. Bu polinomlar da (�1; 1) aral¬¼g¬nda ortogonal olduklar¬ndan

hPi; Pji = 0; i 6= j;

hPi; Pji = �; i = j = 0;

hPi; Pji =
�

2
; i = j = 1; 2; : : : ; N

elde edilir.

 1(s) = P0(s) = 1  2(s) = P1(s) = s

 3(s) = P2(s) = 2s
2 � 1  4(s) = P3(s) = 4s

3 � 3s

ve

S =
�
1� s2

�� 1
2
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olmak üzere basit hesaplamalarla

h 1;  1i =
Z 1

�1
Sds = � h 2;  4i =

Z 1

�1
Ss (4s3 � 3s) ds = 0

h 1;  2i =
Z 1

�1
Ssds = 0 h 2;  3i =

Z 1

�1
Ss(2s2 � 1)ds = 0

h 1;  3i =
Z 1

�1
S(2s2 � 1)ds = 0 h 3;  3i =

Z 1

�1
S(2s2 � 1)2ds = 1

2
�

h 1;  4i =
Z 1

�1
S (4s3 � 3s) ds = 0 h 4;  4i =

Z 1

�1
S (4s3 � 3s)2 ds = 1

2
�

h 2;  2i =
Z 1

�1
Ss2ds = 1

2
� h 3;  4i =

Z 1

�1
S(2s2 � 1) (4s3 � 3s) ds = 0

eşitliklerinin sa¼gland¬¼g¬görülür.

Tan¬m 4.2.4 s = cos � olmak üzere

Pn (s) =
sin [(n+ 1) �]

sin �

yard¬m¬yla tan¬mlanan Pn(s) polinomuna 2: tip Chebshyev polinomu denir. 2. tip Cheb-

shyev polinomlar¬ndan baz¬lar¬

P0(s) = 1 P1(s) = 2s

P2(s) = 4s
2 � 1 P3(s) = 8s

3 � 4s

olur.

Ritz yönteminde, Pn(s); 2.tip Chebshyev polinomu olmak üzere

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

olsun. Bu polinomlar (�1; 1) aral¬¼g¬nda ortogonal olduklar¬ndan, i 6= j için hPi; Pji = 0

ve di¼ger durumda

hPi; Pji =
�

2
; i = j = 0; 1; 2; : : : ; N

elde edilir.

 1 (s) = P0(s) = 1  2 (s) = P1(s) = 2s

 3 (s) = P2(s) = 4s
2 � 1  4 = P3(s) = 8s

3 � 4s

ve

S =
p
1� s2
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olmak üzere

h 1;  1i =
Z 1

�1
Sds = 1

2
� h 1;  2i =

Z 1

�1
2sSds = 0

h 1;  3i =
Z 1

�1
(4s2 � 1)Sds = 0 h 1;  4i =

Z 1

�1
S (8s3 � 4s) ds = 0

h 2;  2i =
Z 1

�1
4s2Sds = 1

2
� h 2;  3i =

Z 1

�1
2s (4s2 � 1)Sds = 0

h 2;  4i =
Z 1

�1
(16s4 � 8s2)Sds = 0 h 3;  3i =

Z 1

�1
(4s2 � 1)2 Sds = 1

2
�

h 3;  4i =
Z 1

�1
(4s2 � 1) (8s3 � 4s)Sds = 0 h 4;  4i =

Z 1

�1
(8s3 � 4s)2 Sds = 1

2
�

eşitliklerin sa¼gland¬¼g¬görülür.

4.3 RASYONELÇEK·IRDEKL·I ·INTEGRALOPERATÖRLER·INÖZDE¼GER-

LER·I

Bu k¬s¬mda daha önceki bölümde incelenmi̧s olan baz¬rasyonel çekirdekli integral oper-

atörlerin özde¼gerleri nümerik hesaplamalarla yaklaş¬k olarak hesaplanacakt¬r.

Örnek 4.3.1 Daha önce yap¬lan çal¬̧smalarda hepsi ayn¬anda 0 olmamak şart¬yla a; b 2 R

olmak üzere

k (s; t) =
1

(a+ bst)2

formundaki çekirdek incelenmişti. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak

üzere I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬göz önüne al¬narak L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen

T integral operatörünün pozitif ve negatif özde¼ger say¬s¬n¬n

N+ (T ) = N� (T ) =1

oldu¼gu bulunmuştu.

Şimdi Ritz yöntemiyle Legendre polinomu ve Jacobi polinomu kullan¬larak bu formdaki

k(s; t) =
1

(5 + st)2

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörünün en küçük pozitif özde¼geri ve en büyük

negatif özde¼geri bulunmaya çal¬̧s¬lacakt¬r.
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Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

(5 + st)2
dsdt = 0:16219

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

(5 + st)2
dsdt = �7:8886� 10�31

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

(5 + st)2
dsdt = �7:3224� 10�3

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:16219� 2� �7:8886� 10�31

�7:8886� 10�31 �7:3224� 10�3 � 2
3
�

������
= 1:3333�2 � 9:3482 � 10�2� � 1:1876 � 10�3 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 8:1097� 10�2; �2 = �1:0983� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

8:1097� 10�2 = 12:331

�2 =
1

�1:0983� 10�2 = �91:050

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 12:331
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ve aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �91:050

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

(5 + st)2
dsdt = 0:16219

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

(5 + st)2
dsdt = �7:8886� 10�31

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

(5 + st)2
dsdt = �7:3224� 10�3

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
(3t2 � 1)
(5 + st)2

dsdt = 8:836� 10�4

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
s (3t2 � 1)
(5 + st)2

dsdt = 1:9722� 10�31

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)

(5 + st)2
dsdt = 3:5873� 10�4

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
0:16219� 2� �7:8886� 10�31 8:836� 10�4

�7:8886� 10�31 �7:3224� 10�3 � 2
3
� 1:9722� 10�31

8:836� 10�4 1:9722� 10�31 3:5873� 10�4 � 2
5
�

����������
= �0:53333�3 + 3:7871� 10�2�2 + 4:4203� 10�4�� 4:2032� 10�7 = 0

haline gelir ve

�1 = 8:1107� 10�2; �2 = 8:8467� 10�4; �3 = �1:0984� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

8:1107� 10�2 = 12:329

�2 =
1

8:8467� 10�4 = 1130:4

�3 =
1

�1:0984� 10�2 = �91:042

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 12:329
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ve aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �91:042

olur.

Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

(5 + st)2
dsdt = 0:10753

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

(5 + st)2
dsdt = �1:5777� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

(5 + st)2
dsdt = �1:1618� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:10753� 4
3
� �1:5777� 10�30

�1:5777� 10�30 �1:1618� 10�2 � 16
15
�

������
= 1:4222�2 � 9:9208 � 10�2� � 1:2493 � 10�3 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 8:0649� 10�2; �2 = �1:0892� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

8:0649� 10�2 = 12:399

�2 =
1

�1:0892� 10�2 = �91:811
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olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 12:399

ve aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �91:811

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

(5 + st)2
dsdt = 0:10753

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

(5 + st)2
dsdt = �1:5777� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

(5 + st)2
dsdt = �1:1618� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3

4
(5t2 � 1) (1� s2)

(5 + st)2
dsdt = 5:4642� 10�2

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3s

2
(5t2 � 1) (1� s2)

(5 + st)2
dsdt = 7:8886� 10�31

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

9

16
(5s2 � 1) (5t2 � 1) (1� s2)

(5 + st)2
dsdt = 1:1359� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
0:10753� 4

3
� �1:5777� 10�30 5:4642� 10�2

�1:5777� 10�30 �1:1618� 10�2 � 16
15
� 7:8886� 10�31

5:4642� 10�2 7:8886� 10�31 1:1359� 10�3 � 6
7
�

���������
= �1: 219�3 + 8: 665 1� 10�2�2 + 4: 142 9� 10�3� + 3: 326 9� 10�5 = 0

ve

�1 = �2:3710� 10�2; �2 = �1:0892� 10�2; �3 = 0:10569

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�2:3710� 10�2 = �42:176

�2 =
1

�1:0892� 10�2 = �91:811

�3 =
1

0:10569
= 9:4616
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olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 9:4616

olur.

Örnek 4.3.2 Ritz yöntemi kullan¬larak

k(s; t) =
1

9 + 3(s+ t) + s2t2

simetrik çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörünün en küçük pozitif özde¼geri yaklaş¬k

olarak bulunacakt¬r.

Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = 0:47644

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = �5:7189� 10�2

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = 1:2932� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:47644� 2� �5:7189� 10�2

�5:7189� 10�2 1:2932� 10�2 � 2
3
�

������
= 1:3333�2 � 0:34349� + 2:8907 � 10�3 = 0
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haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:24891; �2 = 8:7102� 10�3

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:24891
= 4:017 5

�2 =
1

8:7102� 10�3 = 114:81

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 4:0175

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = 0:47644

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = �5:7189� 10�2

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = 1:2932� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
(3t2 � 1)

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = 5:7825� 10�3

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
s (3t2 � 1)

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = �1:6704� 10�3

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)
9 + 3(s+ t) + s2t2

dsdt = �6:7472� 10�4

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
0:47644� 2� �5:7189� 10�2 5:7825� 10�3

�5:7189� 10�2 1:2932� 10�2 � 2
3
� �1:6704� 10�3

5:7825� 10�3 �1:6704� 10�3 �6:7472� 10�4 � 2
5
�

����������
� 0:533 33�3 + 0:136 50�2 � 8: 966 6 � 10�4� � 2: 607 4 � 10�6 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:249 11; �2 = 9: 006 7� 10�3; �3 = �2: 179 0� 10�3
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:249 11
= 4: 014 3

�2 =
1

9: 006 7� 10�3 = 111: 03

�3 =
1

�2: 179 0� 10�3 = �458: 93

olur. Yine aranan pozitif özde¼ger yaklaş¬k

�+ = 4: 014 3

olarak bulunmaktad¬r.

Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = 0:31377

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = �7:4025� 10�2

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = 2:0565� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:31377� 4
3
� �7:4025� 10�2

�7:4025� 10�2 2:0565� 10�2 � 16
15
�

������
= 1:4222�2 � 0:36211� + 9:7298 � 10�4 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:25190; �2 = 2:7159� 10�3
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:25190
= 3:9698

�2 =
1

2:7159� 10�3 = 368:2

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3:9698

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = 0:31377

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = �7:4025� 10�2

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = 2:0565� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3

4
(5t2 � 1) (1� s2)

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = 0:16765

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3s

2
(5t2 � 1) (1� s2)

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = �2:6585� 10�2

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

9
16
(5s2 � 1) (5t2 � 1) (1� s2)

9 + 3(s+ t) + s2t2
dsdt = 1:1412� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
0:31377� 4

3
� �7:4025� 10�2 0:16765

�7:4025� 10�2 2:0565� 10�2 � 16
15
� �2:6585� 10�2

0:16765 �2:6585� 10�2 1:1412� 10�3 � 6
7
�

���������
= 2:9675 � 10�2� + 0:312�2 � 1:219�3 � 1:3881 � 10�4 = 0

haline gelir ve

�1 = �7:7432� 10�2; �2 = 4:4712� 10�3; �3 = 0:32891

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�7:7432� 10�2 = �12:915

�2 =
1

4:4712� 10�3 = 223:65

�3 =
1

0:328 91
= 3:0403
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olur. Yine aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3:0403

olur.

Çözüm 3 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

p
1� s2

9 + 3 (s+ t) + s2t2
dsdt = 0:371 35

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t
p
1� s2

9 + 3 (s+ t) + s2t2
dsdt = �8: 819 6� 10�2

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st
p
1� s2

9 + 3 (s+ t) + s2t2
dsdt = 3: 036 3� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:371 35 �
1
2
�� �8: 819 6� 10�2

�8: 819 6� 10�2 3: 036 3� 10�2 � 1
2
��

������
= 2: 467 4�2 � 0:631 01� + 3: 496 8 � 10�3 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:250 07; �2 = 5: 667 2� 10�3

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:250 07
= 3: 998 9

�2 =
1

5: 667 2� 10�3 = 176: 45
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olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3: 998 9

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

p
1� s2

9 + 3 (s+ t) + s2t2
dsdt = 0:371 35

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t
p
1� s2

9 + 3 (s+ t) + s2t2
dsdt = �8: 819 6� 10�2

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st
p
1� s2

9 + 3 (s+ t) + s2t2
dsdt = 3: 036 3� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4t2 � 1)
p
1� s2

9 + 3 (s+ t) + s2t2
dsdt = 0:136 79

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2s (4t2 � 1)
p
1� s2

9 + 3 (s+ t) + s2t2
dsdt = �2: 811 2� 10�2

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4s2 � 1) (4t2 � 1)
p
1� s2

9 + 3 (s+ t) + s2t2
dsdt = 3: 074� 10�4

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
0:371 35� 1

2
�� �8: 819 6� 10�2 0:136 79

�8: 819 6� 10�2 3: 036 3� 10�2 � 1
2
�� �2: 811 2� 10�2

0:136 79 �2: 811 2� 10�2 3: 074� 10�4 � 1
2
��

���������
= �3: 875 8�3 + 0:991 95�2 + 2: 494 7� 10�2�� 1: 822 3� 10�4 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:278 44; �2 = 5: 936 1� 10�3; �3 = �2: 844 6� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:278 44
= 3: 591 4

�2 =
1

5: 936 1� 10�3 = 168: 46

�3 =
1

�2: 844 6� 10�2 = �35: 154

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3: 591 4

olur.
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Örnek 4.3.3 Daha önce yap¬lan çal¬̧smalarda hepsi ayn¬anda 0 olmamak şart¬yla a; b; c 2

R olmak üzere

k (s; t) =
1

a+ bst+ cs2t2

formundaki çekirdek incelenmişti. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak

üzere I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬göz önüne al¬narak L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen

T integral operatörünün pozitif ve negatif özde¼ger say¬s¬n¬n

N+ (T ) = N� (T ) =1

oldu¼gu bulunmuştu.

Şimdi Ritz yöntemiyle Legendre polinomi ve Jacobi polinomu kullan¬larak bu formdaki

k(s; t) =
1

7 + 4st+ s2t2

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörünün en küçük pozitif özde¼geri ve en büyük

negatif özde¼geri bulunmaya çal¬̧s¬lacakt¬r.

Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

7 + 4st+ s2t2
dsdt = 0:58275

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

7 + 4st+ s2t2
dsdt = �3:1554� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

7 + 4st+ s2t2
dsdt = �3:6684� 10�2
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olur. Bu yüzden (4.3) sistemi

������ 0:58275� 2� �3:1554� 10�30

�3:1554� 10�30 �3:6684� 10�2 � 2
3
�

������
= 1:3333�2 � 0:31513� � 2:1378 � 10�2 = 0

haline gelir. Buradan

�1 = 0:29138; �2 = �5:5027� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:29138
= 3:4319

�2 =
1

�5:5027� 10�2 = �18:173

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3:4319

ve aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �18:173

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

7 + 4st+ s2t2
dsdt = 0:58275

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

7 + 4st+ s2t2
dsdt = �3:1554� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

7 + 4st+ s2t2
dsdt = �3:6684� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
(3t2 � 1)

7 + 4st+ s2t2
dsdt = 4:4636� 10�3

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
s (3t2 � 1)

7 + 4st+ s2t2
dsdt = 9:8608� 10�31

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)
7 + 4st+ s2t2

dsdt = 1:7480� 10�3
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elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
0:58275� 2� �3:1554� 10�30 4:4636� 10�3

�3:1554� 10�30 �3:6684� 10�2 � 2
3
� 9:8608� 10�31

4:4636� 10�3 9:8608� 10�31 1:7480� 10�3 � 2
5
�

����������
= �0:53333�3 + 0:12838�2 + 8:0135� 10�3� � 3:6637� 10�5 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:29146; �2 = 4:2832� 10�3; �3 = �5:5027� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:29146
= 3:431

�2 =
1

4:2832� 10�3 = 233:47

�3 =
1

�5:502 7� 10�2 = �18:173

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3:431

ve aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �18:173

olur:

Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)
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elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

7 + 4st+ s2t2
dsdt = 0:38552

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

7 + 4st+ s2t2
dsdt = �3:1554� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

7 + 4st+ s2t2
dsdt = �5:8544� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:38552� 4
3
� �3:1554� 10�30

�3:1554� 10�30 �5:8544� 10�2 � 16
15
�

������
= 1:4222�2 � 0:33316� � 2:2570 � 10�2 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:28914; �2 = �5:4886� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:28914
= 3:4585

�2 =
1

�5:4886� 10�2 = �18:220

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3:4585

ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �18:220

olur. Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

7 + 4st+ s2t2
dsdt = 0:38552

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

7 + 4st+ s2t2
dsdt = �3:1554� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

7 + 4st+ s2t2
dsdt = �5:8544� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3

4
(1� s2) (5t2 � 1)
7 + 4st+ s2t2

dsdt = 0:19729

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

6s

4
(1� s2) (5t2 � 1)
7 + 4st+ s2t2

dsdt = 2:761� 10�30

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

9
16
(5s2 � 1) (5t2 � 1) (1� s2)

7 + 4st+ s2t2
dsdt = 5:7422� 10�3
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elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
0:38552� 4

3
� �3:1554� 10�30 0:19729

�3:1554� 10�30 �5:8544� 10�2 � 16
15
� 2:761� 10�30

0:19729 2:761� 10�30 5:7422� 10�3 � 6
7
�

���������
5:895 1 � 10�2� + 0:293 73�2 � 1:219�3 + 2:149 1 � 10�3 = 0

haline gelir ve

�1 = �8:4468� 10�2; �2 = �5:488 1� 10�2; �3 = 0:38031

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�8:4468� 10�2 = �11:839

�2 =
1

�5:4884� 10�2 = �18: 22

�3 =
1

0:38031
= 2: 6294

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 2: 6294

olur.

Örnek 4.3.4 Daha önceki çal¬̧smalarda a; b; c 2 R ve a > 0 olmak üzere

k(s; t) =
1

a+ bst+ c (s4 + t4)

formundaki çekirdek incelenmişti. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak

üzere I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬göz önüne al¬narak L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen

T integral operatörünün pozitif ve negatif özde¼ger say¬s¬n¬n

N+ (T ) = N� (T ) =1

oldu¼gu bulunmuştu. Şimdi Ritz yöntemi kullan¬larak

k(s; t) =
1

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)

simetrik çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörünün en küçük pozitif özde¼geri ve en

büyük negatif özde¼geri yaklaş¬k olarak bulunacakt¬r.
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Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 1: 029 3

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = �6: 310 9� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = �3: 509 3� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 1: 029 3� 2� �6: 310 9� 10�30

�6: 310 9� 10�30 �3: 509 3� 10�2 � 2
3
�

������
= 1: 333 3�2 � 0:616 01� � 3: 612 1 � 10�2 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:514 66; �2 = �5: 264 0� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:514 66
= 1: 943

�2 =
1

�5: 264 0� 10�2 = �18: 997

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1: 943
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ve aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �18: 997

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 1: 029 3

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = �6: 310 9� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = �3: 509 3� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
(3t2 � 1)

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = �6: 975 1� 10�2

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
s (3t2 � 1)

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 8: 874 7� 10�31

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)
3 + 2st+ 3 (s4 + t4)

dsdt = 9: 553 4� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
1: 029 3� 2� �6: 310 9� 10�30 �6: 975 1� 10�2

�6: 310 9� 10�30 �3: 509 3� 10�2 � 2
3
� 8: 874 7� 10�31

�6: 975 1� 10�2 8: 874 7� 10�31 9: 553 4� 10�3 � 2
5
�

����������
= �0:533 33�3 + 0:259 14�2 + 1: 180 7� 10�2�� 1: 743 5� 10�4 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:526 74; �2 = 1: 179 0� 10�2; �3 = �0:052 64

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:526 74
= 1: 898 5

�2 =
1

1: 179 0� 10�2 = 84: 818

�3 =
1

�0:052 64 = �18: 997

olur. Yine aranan en küçük pozitif özde¼ger yaklaş¬k

�+ = 1: 898 5
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ve en büyük negatif özde¼ger ise

�� = �18: 997

olarak bulunmaktad¬r.

Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 0:732 73

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 0

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = �6: 821 2� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:732 73�
4

3
� 0

0 �6: 821 2� 10�2 � 16
15
�

������
= 1: 422 2�2 � 0:690 63� � 4: 998 1 � 10�2 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:549 56; �2 = �6: 394 9� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:549 56
= 1: 819 6

�2 =
1

�6: 394 9� 10�2 = �15: 637
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olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1: 819 6

ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �15: 637

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 0:732 73

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 0

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = �6: 821 2� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3

4
(5t2 � 1) (1� s2)

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 0:234 19

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3s

2
(5t2 � 1) (1� s2)

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 2: 366 6� 10�30

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

9
16
(5s2 � 1) (5t2 � 1) (1� s2)

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = �5: 708 7� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
0:732 73� 4

3
� 0 0:234 19

0 �6: 821 2� 10�2 � 10�2 � 16
15
� 2: 366 6� 10�30

0:234 19 2: 366 6� 10�30 �5: 708 7� 10�3 � 6
7
�

���������
= �1: 219�3 + 0:661 03�2 + 6: 338 6 � 10�2� + 4: 026 4 � 10�5 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:625 49; �2 = �6: 394 9� 10�4; �3 = �8: 257 7� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:625 49
= 1: 598 7

�2 =
1

�6: 394 9� 10�4 = �1563: 7

�3 =
1

�8: 257 7� 10�2 = �12: 110
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olur. Yine aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1: 598 7

ve aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �12: 110

olur.

Çözüm 3 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

p
1� s2

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 0:843 64

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t
p
1� s2

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 0

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st
p
1� s2

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = �9: 306 9� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:843 64 �
1
2
�� 0

0 �9: 306 9� 10�2 � 1
2
��

������
= 2: 467 4�2 � 1: 179 0� � 7: 851 7 � 10�2 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:537 08; �2 = �5: 925 0� 10�2
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:537 08
= 1: 861 9

�2 =
1

�5: 925 0� 10�2 = �16: 878

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1: 861 9

ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �16: 878

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

p
1� s2

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 0:843 64

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t
p
1� s2

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 0

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st
p
1� s2

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = �9: 306 9� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4t2 � 1)
p
1� s2

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 0:122 59

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2s (4t2 � 1)
p
1� s2

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 1: 577 7� 10�30

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4s2 � 1) (4t2 � 1)
p
1� s2

3 + 2st+ 3 (s4 + t4)
dsdt = 5: 437 6� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
0:843 64� 1

2
�� 0 0:122 59

0 �9: 306 9� 10�2 � 1
2
�� 1: 577 7� 10�30

0:122 59 1: 577 7� 10�30 5: 437 6� 10�3 � 1
2
��

���������
= �3: 875 8�3 + 1: 865 4�2 + 0:140 53� + 9: 717 3 � 10�4 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:548 26; �2 = �7: 718 2� 10�3; �3 = �5: 924 9� 10�2
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:548 26
= 1: 824 0

�2 =
1

�7: 718 2� 10�3 = �129: 56

�3 =
1

�5: 924 9� 10�2 = �16: 878

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1: 824 0

ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �16: 878

olur.

Örnek 4.3.5 Daha önce yap¬lan çal¬̧smalarda hepsi ayn¬ anda s¬f¬r olmayacak şekilde

a; b 2 R olmak üzere

k(s; t) =
a+ bst+ as2t2

1� st+ s2t2

formundaki çekirdekler incelenmişti. � > 0, I 2 Ad (k) y¬sa¼glayacak kadar küçük olmak

üzere I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬göz önüne al¬narak L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen T

integral operatörünün pozitif ve negatif özde¼ger say¬lar¬incelenmişti. Sonuç olarak a > 0,

b < 0 ve a+ b < 0 oldu¼gunda

N+(T ) = 1 ve N�(T ) =1

oldu¼gu bulunmuştu. Şimdi Ritz yöntemiyle bu formdaki

k(s; t) =
2� 4st+ 2s2t2
1� st+ s2t2

çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörünün en küçük pozitif özde¼geri ve en büyük

negatif özde¼geri bulunmaya çal¬̧s¬lacakt¬r.

Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; 2; � � � ; N

84



(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2� 4st+ 2s2t2
1� st+ s2t2

dsdt = 7:3834

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(2� 4st+ 2s2t2) t
1� st+ s2t2

dsdt = �2:5244� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(2� 4st+ 2s2t2) st
1� st+ s2t2

dsdt = �0:80362

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 7:3834� 2� �2:5244� 10�29

�2:5244� 10�29 �0:80362� 2
3
�

������
= 1: 3333�2 � 3:315� � 5:9334 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 3:6917; �2 = �1:2054

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

3:6917
= 0:27088

�2 =
1

�1:2054 = �0:8296

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:27088

ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �0:8296

olur.
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Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2� 4st+ 2s2t2
1� st+ s2t2

dsdt = 7:3834

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(2� 4st+ 2s2t2) t
1� st+ s2t2

dsdt = �2:5244� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(2� 4st+ 2s2t2) st
1� st+ s2t2

dsdt = �0:80362

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
(3t2 � 1) (2� 4st+ 2s2t2)

1� st+ s2t2
dsdt = �0:20586

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
s (3t2 � 1) (2� 4st+ 2s2t2)

1� st+ s2t2
dsdt = 2:8399� 10�29

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1) (2� 4st+ 2s2t2)

1� st+ s2t2
dsdt = �6: 0678� 10�2

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
7:3834� 2� �2:5244� 10�29 �0:20586

�2:5244� 10�29 �0:803 62� 2
3
� 2:839 9� 10�29

�0:20586 2:8399� 10�29 �6:0678� 10�2 � 2
5
�

����������
= �0:53333�3 + 1:245 1�2 + 2:6028� + 0:39409 = 0

haline gelir ve

�1 = 3:7054; �2 = �0:16543; �3 = �1:2054

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

3:7054
= 0:26988

�2 =
1

�0:16543 = �6:0449

�3 =
1

�1:2054 = �0:8296

olur. Yine aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:26988

ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �0:8296

olur.
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Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�
2� 4st+ 2s2t2
1� st+ s2t2

p
1� s2

�
dsdt = 5:897

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = �5:0487� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = �1:9378

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 5:897� 1
2
�� �5:0487� 10�29

�5:0487� 10�29 �1:9378� 1
2
��

������
= 2:4674�2 � 6:219 1� � 11:427 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 3:7541; �2 = �1:2336

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

3:7541
= 0:26638

�2 =
1

�1:233 6 = �0:81064

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:26638
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ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �0:81064

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�
2� 4st+ 2s2t2
1� st+ s2t2

p
1� s2

�
dsdt = 5:897

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = �5:0487� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = �1:9378

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4t2 � 1) (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = 1: 61

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2s (4t2 � 1) (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = 8:8352� 10�29

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4s2 � 1) (4t2 � 1) (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = �0:37695

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
5:897� 1

2
�� �5:0487� 10�29 1: 61

�5:0487� 10�29 �1:9378� 1
2
�� 8:835 2� 10�29

1: 61 8:8352� 10�29 �0:37695� 1
2
��

���������
= �3: 875 8�3 + 8: 838 8�2 + 24: 366� + 9: 330 5 = 0

haline gelir ve

�1 = 4: 001 8; �2 = �0:487 63; �3 = �1: 233 7

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�0:487 63 = �2: 050 7

�2 =
1

�1: 233 7 = �0:810 57

�3 =
1

4: 001 8
= 0:249 89

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:249 89
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ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �0:810 57

olur.

Çözüm 3 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2� 4st+ 2s2t2
1� st+ s2t2

�
1� s2

�
dsdt = 5:0595

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

�
1� s2

�
dsdt = �5:0487� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

�
1� s2

�
dsdt = �1:3367

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 5:0595� 4
3
� �5:0487� 10�29

�5:0487� 10�29 �1:3367� 16
15
�

������
= 1:4222�2 � 3:614 5� � 6:763 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 3:7946; �2 = �1:2532

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

3:7946
= 0:26353

�2 =
1

�1:2532 = �0:79796
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olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:26353

ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �0:79796

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2� 4st+ 2s2t2
1� st+ s2t2

�
1� s2

�
dsdt = 5:0595

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

�
1� s2

�
dsdt = �5:0487� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

�
1� s2

�
dsdt = �1:3367

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3

4

(5t2 � 1) (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

�
1� s2

�
dsdt = 2:2878

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3s

2

(5t2 � 1) (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

�
1� s2

�
dsdt = 7:5731� 10�29

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

9

16

(5s2 � 1) (5t2 � 1) (2� 4st+ 2s2t2)
1� st+ s2t2

�
1� s2

�
dsdt = �0:260 14

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
5:0595� 4

3
� �5:0487� 10�29 2:2878

�5:0487� 10�29 �1:3367� 16
15
� 7:573 1� 10�29

2:2878 7:5731� 10�29 �0:260 14� 6
7
�

���������
= 12:32� + 2:728 2�2 � 1:219�3 + 8:7557 = 0

haline gelir ve

�1 = �1:2527; �2 = �1:2178; �3 = 4:7085

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�1:2527 = �0:79828

�2 =
1

�1:2178 = �0:82115

�3 =
1

4:708 5
= 0:21238
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olur. Yine aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:212 38

ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �0:79828

olur.

Örnek 4.3.6 Daha önce yap¬lan çal¬̧smalarda hepsi ayn¬ anda s¬f¬r olmayacak şekilde

a; b 2 R olmak üzere

k(s; t) =
a+ bst+ as2t2

1� st+ s2t2

formundaki çekirdekler incelenmişti. � > 0, I 2 Ad (k) y¬sa¼glayacak kadar küçük olmak

üzere I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬göz önüne al¬narak L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen T

integral operatörünün pozitif ve negatif özde¼ger say¬lar¬incelenmişti. Sonuç olarak a = 0

ve b < 0 oldu¼gunda

N+(T ) = 0 ve N�(T ) =1

oldu¼gu bulunmuştu. Şimdi Ritz yöntemiyle bu formdaki

k(s; t) =
�5st

1� st+ s2t2

çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörünün en büyük negatif özde¼geri bulunmaya çal¬̧s¬la-

cakt¬r.

Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)
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elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st
1� st+ s2t2

dsdt = �1:5416

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(�5st) t
1� st+ s2t2

dsdt = 7:5731� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(�5st) st
1� st+ s2t2

dsdt = �2:009

dir. Bu yüzden (4.3) sistemi������ �1:5416� 2� 7:5731� 10�29

7:5731� 10�29 �2:009� 2
3
�

������
= 1:3333�2 + 5:0457� + 3:0971 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = �0:77081; �2 = �3:0136

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

�0:77081 = �1:2973

�2 =
1

�3:0136 = �0:33183

olarak elde edilir. Aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �0:33183

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st
1� st+ s2t2

dsdt = �1:5416

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(�5st) t
1� st+ s2t2

dsdt = 7:5731� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(�5st) st
1� st+ s2t2

dsdt = �2:009

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
(3t2 � 1) (�5st)
1� st+ s2t2

dsdt = �0:51464

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
s (3t2 � 1) (�5st)
1� st+ s2t2

dsdt = 6:9420� 10�29

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1) (�5st)

1� st+ s2t2
dsdt = �0:15169
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elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
�1:5416� 2� 7:5731� 10�29 �0:51464

7:5731� 10�29 �2:009� 2
3
� 6:9420� 10�29

�0:51464 6:9420� 10�29 �0:15169� 2
5
�

����������
= �0:53333�3 � 2:2205�2 � 1:8276� + 6:2297 � 10�2 = 0

haline gelir ve

�1 = 3:277 2� 10�2; �2 = �1:1828; �3 = �3:0134

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

3:2772� 10�2 = 30:514

�2 =
1

�1:1828 = �0:84545

�3 =
1

�3:0134 = �0:33185

olur. Aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �0:33185

olur.

Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = �0:96539

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st:2t
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = 1:5777� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st:4st
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = �0:48445
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dir. Bu yüzden (4.3) sistemi������ �0:96539 �
1
2
�� 1:5777� 10�30

1:5777� 10�30 �0:48445� 1
2
��

������
= 2:4674�2 + 2:2774� + 0:46768 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = �0:30841; �2 = �0:61459

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

�0:30841 = �3:2424

�2 =
1

�0:6145 = �1:6271

olarak elde edilir. Aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �1:6271

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = �0:96539

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st:2t
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = 1:5777� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st:4st
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = �0:48445

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st (4t2 � 1)
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = �1: 2109

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2s (4t2 � 1) (�5st)
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = 2: 5244� 10�28

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st (4s2 � 1) (4t2 � 1)
1� st+ s2t2

p
1� s2dsdt = �0:94237

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
�0:96539� 1

2
�� 1:5777� 10�30 �1:2109

1:5777� 10�30 �0:48445� 1
2
�� 2:5244� 10�28

�1:2109 2:524 4� 10�28 �0:94237� 1
2
��

���������
= �3:875 8�3 � 5:902 5�2 � 0:57757� + 0:269 61 = 0
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haline gelir ve

�1 = 0:16366; �2 = �0:30841; �3 = �1:3782

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:16366
= 6:1102

�2 =
1

�0:30841 = �3:2424

�3 =
1

�1:3782 = �0:72558

olur. Aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �0:72558

olur.

Çözüm 3 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st (1� s2)

1� st+ s2t2
dsdt = �0:68465

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st:2t (1� s2)

1� st+ s2t2
dsdt = 1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2) (�5st)
1� st+ s2t2

dsdt = �3:3418

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ �0:68465�
4

3
� 1:2622� 10�29

1:2622� 10�29 �3:3418� 16
15
�

������
= 5:186� + 1:4222�2 + 2:2880 = 0

95



haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = �3:1330; �2 = �0:51350

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

�3:1330 = �0:31918

�2 =
1

�0:51350 = �1:9474

olarak elde edilir. Aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �0:31918

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st (1� s2)

1� st+ s2t2
dsdt = �0:68465

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�5st:2t (1� s2)

1� st+ s2t2
dsdt = 1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2) (�5st)
1� st+ s2t2

dsdt = �3:3418

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�15
4
st (5t2 � 1) (1� s2)

1� st+ s2t2
dsdt = �0:94723

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�15
2
s2t (5t2 � 1) (1� s2)

1� st+ s2t2
dsdt = 1:5146� 10�28

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

�45
16
st (5s2 � 1) (5t2 � 1) (1� s2)

1� st+ s2t2
dsdt = �0:65035

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
�0:68465� 4

3
� 1:2622� 10�29 �0:94723

1:2622� 10�29 �3:3418� 16
15
� 1:5146� 10�28

�0:94723 1:5146� 10�28 �0:65035� 6
7
�

���������
= 1:5104 � 5:3701�2 � 1:219�3 � 4:3768� = 0

haline gelir ve

�1 = �3:1331; �2 = �1:5306; �3 = 0:25838
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�3:1331 = �0:31917

�2 =
1

�1:5306 = �0:65334

�3 =
1

0:25838
= 3:8703

olur. Yine aranan en büyük negatif özde¼ger

�� = �0:31917

olur.

4.4 TR·IGONOMETR·IKVEH·IPERBOL·IKÇEK·IRDEKL·I ·INTEGRALOP-

ERATÖRLER·IN ÖZDE¼GERLER·I

Bu k¬s¬mda trigonometrik ve hiperbolik çekirdeklere sahip baz¬ integral operatörlerin

özde¼gerleri nümerik hesaplamalarla incelenmi̧stir.

Örnek 4.4.1 Ritz yöntemi kullan¬larak

k(s; t) =
1

7 + cosh (s+ t)

simetrik çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörün en küçük pozitif özde¼geri ve en büyük

negatif özde¼geri yaklaş¬k olarak bulunacakt¬r.

Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)
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elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

7 + cosh (s+ t)
dsdt = 0:47873

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �3:1554� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �7:1360� 10�3

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:47873� 2� �3:1554� 10�30

�3:1554� 10�30 �7:1360� 10�3 � 2
3
�

������
1:3333�2 � 0:30488� � 3:4162 � 10�3 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:23937; �2 = �1:0704� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:23937
= 4:1776

�2 =
1

�1:0704� 10�2 = �93:423

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 4:1776

ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �93:423

bulunur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

7 + cosh (s+ t)
dsdt = 0:47873

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �3:1554� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �7:1360� 10�3

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
(3t2 � 1)

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �4:2939� 10�3

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
s (3t2 � 1)

7 + cosh (s+ t)
dsdt = 1:9722� 10�31

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)
7 + cosh (s+ t)

dsdt = �1:8221� 10�5
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elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
0:47873� 2� �3:1554� 10�30 �4:2939� 10�3

�3:1554� 10�30 �7:1360� 10�3 � 2
3
� 1:9722� 10�31

�4:2939� 10�3 1:9722� 10�31 �1:8221� 10�5 � 2
5
�

����������
= �0:53333�3 + 0:121 93�2 + 1:3843� 10�3� + 1:9382� 10�7 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:23947; �2 = �1:4178� 10�4; �3 = �1:0704� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:239 47
= 4:1759

�2 =
1

�1:4178� 10�4 = �7053:2

�3 =
1

�1:0704� 10�2 = �93:423

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 4:1759

ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �93:423

olur.

Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)
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elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

7 + cosh (s+ t)
dsdt = 0:32202

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �6:3109� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �1:1402� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi

������ 0:32202� 4
3
� �6:3109� 10�30

�6:3109� 10�30 �1:1402� 10�2 � 16
15
�

������
= 1:4222�2 � 0:32829� � 3:6717 � 10�3 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:24152; �2 = �1:0689� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:24152
= 4:1404

�2 =
1

�1:0689� 10�2 = �93:554

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 4:1404

ve en büyük negatif özde¼ger

�� = �93:554

olur.
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Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

7 + cosh (s+ t)
dsdt = 0:32202

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �6:3109� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �1:1402� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3

4
(5t2 � 1) (1� s2)

7 + cosh (s+ t)
dsdt = 0:15388

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3s

2
(5t2 � 1) (1� s2)

7 + cosh (s+ t)
dsdt = 9:8608� 10�31

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

9
16
(5s2 � 1) (5t2 � 1) (1� s2)

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �1:8913� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistem���������
0:32202� 4

3
� �6:3109� 10�30 0:15388

�6:3109� 10�30 �1:1402� 10�2 � 16
15
� 9:8608� 10�31

0:15388 9:8608� 10�31 �1:8913� 10�3 � 6
7
�

���������
= 2:9026 � 10�2� + 0:27870�2 � 1:219�3 + 2:7693 � 10�4 = 0

haline gelir ve

�1 = �6:8945� 10�2; �2 = �1:0689� 10�2; �3 = 0:30826

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�6:8945� 10�2 = �14:504

�2 =
1

�1:0689� 10�2 = �93:554

�3 =
1

0:30826
= 3:244

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3:244

olur.

Çözüm 3 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N
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(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

p
1� s2

7 + cosh (s+ t)
dsdt = 0:3781

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t
p
1� s2

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �6:3109� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st
p
1� s2

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �1:6801� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:3781� 1
2
�� �6:3109� 10�30

�6:3109� 10�30 �1:6801� 10�2 � 1
2
��

������
= 2:4674�2 � 0:56753� � 6:3525 � 10�3 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:24071; �2 = �1:0696� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:24071
= 4:1544

�2 =
1

�1:069 6� 10�2 = �93:493

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 4:1544

en büyük negatif özde¼ger

�� = �93:493

olur.
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Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

p
1� s2

7 + cosh (s+ t)
dsdt = 0:3781

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t
p
1� s2

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �6:3109� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st
p
1� s2

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �1:6801� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4t2 � 1)
p
1� s2

7 + cosh (s+ t)
dsdt = 0:11706

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2s (4t2 � 1)
p
1� s2

7 + cosh (s+ t)
dsdt = 1:1833� 10�30

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4s2 � 1) (4t2 � 1)
p
1� s2

7 + cosh (s+ t)
dsdt = �2:1915� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
0:3781� 1

2
�� �6:3109� 10�30 0:11706

�6:3109� 10�30 �1:6801� 10�2 � 1
2
�� 1:1833� 10�30

0:11706 1:1833� 10�30 �2:1915� 10�3 � 1
2
��

���������
= �3:8758�3 + 0:88606�2 + 3:2747 � 10�2� + 2:4415 � 10�4 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:2618; �2 = �1:0696� 10�2; �3 = �2:2496� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:2618
= 3:8197

�2 =
1

�1:0696� 10�2 = �93:493

�3 =
1

�2:2496� 10�2 = �44:452

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3:8197

olur.

Örnek 4.4.2 Daha önce yap¬lan çal¬̧smalarda

k (s; t) =
1

s2t2 + cosh (s� t)
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formundaki çekirdek incelenmişti. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak

üzere I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬göz önüne al¬narak L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen

T integral operatörünün pozitif ve negatif özde¼ger say¬s¬n¬n

N+ (T ) =1 ve N� (T ) = 0

oldu¼gu bulunmuştu. Şimdi Ritz yöntemiyle bu formdaki

k(s; t) =
1

5 + cosh (s� t)

çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörünün en küçük pozitif özde¼geri bulunmaya çal¬̧s¬la-

cakt¬r.

Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

5 + cosh (s� t)
dsdt = 0:63010

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

5 + cosh (s� t)
dsdt = �6:3109� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

5 + cosh (s� t)
dsdt = 1:2068� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:63010� 2� �6:3109� 10�30

�6:3109� 10�30 1:2068� 10�2 � 2
3
�

������
= 1: 333 3�2 � 0:444 2� + 7: 604 � 10�3 = 0
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haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:31506; �2 = 1:8102� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:31506
= 3:1740

�2 =
1

1:8102� 10�2 = 55:243

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3:1740

bulunur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

5 + cosh (s� t)
dsdt = 0:63010

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

5 + cosh (s� t)
dsdt = �6:3109� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

5 + cosh (s� t)
dsdt = 1:2068� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

2
(3t2 � 1)

5 + cosh (s� t)
dsdt = �7:1932� 10�3

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

2
s (3t2 � 1)

5 + cosh (s� t)
dsdt = �3:4513� 10�31

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)
5 + cosh (s� t)

dsdt = 8:8521� 10�5

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
0:63010� 2� �6:3109� 10�30 �7:1932� 10�3

�6:3109� 10�30 1:2068� 10�2 � 2
3
� �3:4513� 10�31

�7:1932� 10�3 �3:4513� 10�31 8:8521� 10�5 � 2
5
�

����������
= �0:533 33�3 + 0:177 80�2 � 3: 046 4� 10�3� + 4: 869 4� 10�8 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:31526; �2 = 1:5999� 10�5; �3 = 1:8102� 10�2
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:31526
= 3:1720

�2 =
1

1:5999� 10�5 = 62504

�3 =
1

1:8102� 10�2 = 55:243

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3:1720

olur.

Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

p
1� s2

5 + cosh (s� t)
dsdt = 0:498 41

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t
p
1� s2

5 + cosh (s� t)
dsdt = �3: 155 4� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st
p
1� s2

5 + cosh (s� t)
dsdt = 2: 852 9� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:498 41 � 1
2
�� �3: 155 4� 10�30

�3: 155 4� 10�30 2: 852 9� 10�2 � 1
2
��

������
= 2: 467 4�2 � 0:827 71� + 1: 421 9 � 10�2 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:317 30; �2 = 1: 816 2� 10�2
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:317 30
= 3: 151 6

�2 =
1

1: 816 2� 10�2 = 55: 06

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3: 151 6

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

p
1� s2

5 + cosh (s� t)
dsdt = 0:498 41

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t
p
1� s2

5 + cosh (s� t)
dsdt = �3: 155 4� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st
p
1� s2

5 + cosh (s� t)
dsdt = 2: 852 9� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4t2 � 1)
p
1� s2

5 + cosh (s� t)
dsdt = 0:150 95

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2s (4t2 � 1)
p
1� s2

5 + cosh (s� t)
dsdt = �5: 916 5� 10�31

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4s2 � 1) (4t2 � 1)
p
1� s2

5 + cosh (s� t)
dsdt = �3: 209 3� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
0:498 41� 1

2
�� �3: 155 4� 10�30 0:150 95

�3: 155 4� 10�30 2: 852 9� 10�2 � 1
2
�� �5: 916 5� 10�31

0:150 95 �5: 916 5� 10�31 �3: 209 3� 10�3 � 1
2
��

���������
= �3: 875 8�3 + 1: 292 3�2 + 1: 611 3� 10�2�� 6: 956 9� 10�4 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:344 00; �2 = 1: 816 2� 10�2; �3 = �0:028 73

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:344 00
= 2: 907 0

�2 =
1

1: 816 2� 10�2 = 55: 06

�3 =
1

�0:028 73 = �34: 807
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olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 2: 907 0

olur.

Çözüm 3 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

5 + cosh (s� t)
dsdt = 0:424 86

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

5 + cosh (s� t)
dsdt = �3: 155 4� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

5 + cosh (s� t)
dsdt = 1: 941 8� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 0:424 86� 4
3
� �3: 155 4� 10�30

�3: 155 4� 10�30 1: 941 8� 10�2 � 16
15
�

������
= 1: 422 2�2 � 0:479 07� + 8: 249 9 � 10�3 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:318 65; �2 = 1: 820 4� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:318 65
= 3: 138 2

�2 =
1

1: 820 4� 10�2 = 54: 933
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olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 3: 138 2

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

5 + cosh (s� t)
dsdt = 0:424 86

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

5 + cosh (s� t)
dsdt = �3: 155 4� 10�30

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

5 + cosh (s� t)
dsdt = 1: 941 8� 10�2

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3

4
(5t2 � 1) (1� s2)

5 + cosh (s� t)
dsdt = 0:200 29

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3s

2
(5t2 � 1) (1� s2)

5 + cosh (s� t)
dsdt = �1: 972 2� 10�31

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

9
16
(5s2 � 1) (5t2 � 1) (1� s2)

5 + cosh (s� t)
dsdt = �2: 923 2� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistem���������
0:424 86� 4

3
� �3: 155 4� 10�30 0:200 29

�3: 155 4� 10�30 1: 941 8� 10�2 � 16
15
� �1: 972 2� 10�31

0:200 29 �1: 972 2� 10�31 �2: 923 2� 10�3 � 6
7
�

���������
= �1: 219�3 + 0:406 48�2 + 3: 712 0 � 10�2� � 8: 030 9 � 10�4 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:404 68; �2 = 1: 820 4� 10�2; �3 = �8: 942 9� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:404 68
= 2: 471 1

�2 =
1

1: 820 4� 10�2 = 54: 933

�3 =
1

�8: 942 9� 10�2 = �11: 182

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 2: 471 1

olur.
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Örnek 4.4.3 Daha önce yap¬lan çal¬̧smalarda

k (s; t) =
1

s2nt2n + cos (s+ t)

formundaki çekirdek incelenmişti. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak

üzere I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬göz önüne al¬narak L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen

T integral operatörünün pozitif ve negatif özde¼ger say¬s¬n¬n

N+ (T ) =1 ve N� (T ) = 0

oldu¼gu bulunmuştu. Şimdi Ritz yöntemiyle bu formdaki

k(s; t) =
1

1 + cos (s+ t)

çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörünün en küçük pozitif özde¼geri bulunmaya çal¬̧s¬la-

cakt¬r.

Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1

1 + cos (s+ t)
dsdt = 1:3863

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

t

1 + cos (s+ t)
dsdt = �6:3109� 10�30

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

st

1 + cos (s+ t)
dsdt = 3:4374� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 1:3863� 2� �6:3109� 10�30

�6:3109� 10�30 3:4374� 10�2 � 2
3
�

������
= 1:3333�2 � 0:99295� + 4:7653 � 10�2 = 0
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haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:69317; �2 = 5:1561� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:69317
= 1:4426

�2 =
1

5:1561� 10�2 = 19:395

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:4426

bulunur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1

1 + cos (s+ t)
dsdt = 1:3863

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

t

1 + cos (s+ t)
dsdt = �6:3109� 10�30

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

st

1 + cos (s+ t)
dsdt = 3:4374� 10�2

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1

2
(3t2 � 1)

1 + cos (s+ t)
dsdt = �0:24387

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1

2
s (3t2 � 1)

1 + cos (s+ t)
dsdt = 1:5284� 10�30

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1

4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)
1 + cos (s+ t)

dsdt = 4:3766� 10�2

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
1:3863� 2� �6:3109� 10�30 �0:24387

�6:3109� 10�30 3:4374� 10�2 � 2
3
� 1:5284� 10�30

�0:24387 1:5284� 10�30 4:3766� 10�2 � 2
5
�

����������
= �0:533 33�3 + 0:455 53�2 � 0:022 87� + 4: 125 7 � 10�5 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:800 69; �2 = 5: 156 1� 10�2; �3 = 1: 873 8� 10�3
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:800 69
= 1: 2489

�2 =
1

5: 156 1� 10�2 = 19:395

�3 =
1

1: 873 8� 10�3 = 533: 67

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:2489

bulunur.

Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

1.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1p
1� s2 (1 + cos (s+ t))

dsdt = 1:6070

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

tp
1� s2 (1 + cos (s+ t))

dsdt = �1:8933� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

stp
1� s2 (1 + cos (s+ t))

dsdt = 4:4765� 10�2

iç çarp¬mlar¬hesaplan¬r. Bunlar (4.3) sisteminde yaz¬ld¬¼g¬nda sistem������ 1:6070� �� �1:8933� 10�29

�1:8933� 10�29 4:4765� 10�2 � �

2
�

������
= 4:9348�2 � 2:664 9� + 7:1937 � 10�2 = 0
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haline gelir ve bu eşitlik çözüldü¼günde

�1 = 0:51152; �2 = 2:8498� 10�2

bulunur. Çekirde¼ge kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerlerin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:51152
= 1:9550

�2 =
1

2:8498� 10�2 = 35:09

olarak elde edilir. En küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:9550

olarak bulunur.

Yine (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. 1.tip Chebyshev polinomlar¬ kullan¬larak

s¬ras¬yla aşa¼g¬daki i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1p
1� s2 (1 + cos (s+ t))

dsdt = 1:6070

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

tp
1� s2 (1 + cos (s+ t))

dsdt = �1:8933� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

stp
1� s2 (1 + cos (s+ t))

dsdt = 4:4765� 10�2

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t2 � 1p
1� s2 (1 + cos (s+ t))

dsdt = �0:91192

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

s(2t2 � 1)p
1� s2(1 + cos (s+ t))

dsdt = 1:1044� 10�29

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

(2s2 � 1)(2t2 � 1)p
1� s2(1 + cos (s+ t))

dsdt = 0:47202

elde edilir. (4.3) sistemi���������
1:6070� �� �1:8933� 10�29 �0:91192

�1:8933� 10�29 4:4765� 10�2 � �

2
� 1:1044� 10�29

�0:91192 1:1044� 10�29 0:47202� �

2
�

���������
= 6:5153�2 � 6:4615 � 10�2� � 7:7516�3 � 3:2706 � 10�3 = 0

haline gelir ve bu denklem çözüldü¼günde

�1 = �1:7841� 10�2; �2 = 2:8498� 10�2; �3 = 0:82985
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bulunur. Buradan

�1 =
1

�1:7841� 10�2 = �56:051

�2 =
1

2:8498� 10�2 = 35:09

�3 =
1

0:82985
= 1:205

elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:205

olur.

Çözüm 3 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

p
1� s2

1 + cos (s+ t)
dsdt = 1:2177

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t
p
1� s2

1 + cos (s+ t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st
p
1� s2

1 + cos (s+ t)
dsdt = 0:10733

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 1:2177� 1
2
�� �1:2622� 10�29

�1:2622� 10�29 0:10733� 1
2
��

������
= 2:4674�2 � 2:0814� + 0:13070 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:77523; �2 = 6:8329� 10�2
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:775 23
= 1:2899

�2 =
1

6:8329� 10�2 = 14:635

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:2899

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

p
1� s2

1 + cos (s+ t)
dsdt = 1:2177

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t
p
1� s2

1 + cos (s+ t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st
p
1� s2

1 + cos (s+ t)
dsdt = 0:10733

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

(4t2 � 1)
p
1� s2

1 + cos (s+ t)
dsdt = �0:16624

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2s (4t2 � 1)
p
1� s2

1 + cos (s+ t)
dsdt = �2:761� 10�30

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

(4s2 � 1) (4t2 � 1)
p
1� s2

1 + cos (s+ t)
dsdt = 4:3194� 10�2

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi haline gelir ve���������
1:217 7� 1

2
�� �1:2622� 10�29 �0:16624

�1:2622� 10�29 0:10733� 1
2
�� �2:761� 10�30

�0:16624 �2:761� 10�30 4:3194� 10�2 � 1
2
��

���������
= �3:8758�3 + 3:3760�2 � 0:25179� + 2:6791 � 10�3 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:78991; �2 = 6:8328� 10�2; �3 = 1:2807� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:78991
= 1:2660

�2 =
1

6:8328� 10�2 = 14:635

�3 =
1

1:2807� 10�2 = 78:082
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olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:2660

olur.

Çözüm 4 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1� s2

1 + cos (s+ t)
dsdt = 1:0868

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t (1� s2)

1 + cos (s+ t)
dsdt = �1:8933� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st (1� s2)

1 + cos (s+ t)
dsdt = 8:5179� 10�2

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 1:0868� 4
3
� �1:8933� 10�29

�1:8933� 10�29 8:5179� 10�2 � 16
15
�

������
= 1:4222�2 � 1:272 8� + 9:2573 � 10�2 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:81509; �2 = 7:9858� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:81509
= 1:2269

�2 =
1

7:9858� 10�2 = 12:522
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olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:2269

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1� s2

1 + cos (s+ t)
dsdt = 1:0868

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t (1� s2)

1 + cos (s+ t)
dsdt = �1:8933� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st (1� s2)

1 + cos (s+ t)
dsdt = 8:5179� 10�2

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

3

4
(5t2 � 1) (1� s2)

1 + cos (s+ t)
dsdt = 6:3997� 10�2

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

3s

2
(5t2 � 1) (1� s2)

1 + cos (s+ t)
dsdt = �3:9443� 10�30

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

9
16
(5s2 � 1) (5t2 � 1) (1� s2)

1 + cos (s+ t)
dsdt = �3:4503� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
1:0868� 4

3
� �1:8933� 10�29 6:3997� 10�2

�1:8933� 10�29 8:5179� 10�2 � 16
15
� �3:9443� 10�30

6:3997� 10�2 �3:9443� 10�30 �3:4503� 10�3 � 6
7
�

���������
= 1:0861�2 � 7:0588 � 10�2� � 1:219�3 � 6:6826 � 10�4 = 0

haline gelir ve

�1 = �8:3771� 10�3; �2 = 7:9854� 10�2; �3 = 0:81950

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�8:3771� 10�3 = �119:37

�2 =
1

7:985 4� 10�2 = 12:523

�3 =
1

0:81950
= 1:2203

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:2203

olur.

117



Örnek 4.4.4 Daha önce yap¬lan çal¬̧smalarda

k (s; t) =
1

s2t2 + cosh (s� t)

formundaki çekirdek incelenmişti. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak

üzere I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬göz önüne al¬narak L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen

T integral operatörünün pozitif ve negatif özde¼ger say¬s¬n¬n

N+ (T ) =1 ve N� (T ) = 0

oldu¼gu bulunmuştu. Şimdi Ritz yöntemiyle bu formdaki

k(s; t) =
1

s2t2 + cosh (s� t)

çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörünün en küçük pozitif özde¼geri bulunmaya çal¬̧s¬la-

cakt¬r.

Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 2:9624

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 0:15668

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 2:9624� 2� �1:2622� 10�29

�1:2622� 10�29 0:15668� 2
3
�

������
= 1:3333�2 � 2:2883� + 0:46415 = 0
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haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 1:4812; �2 = 0:23502

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

1:4812
= 0:67513

�2 =
1

0:23502
= 4:2550

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:67513

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 2:9624

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

t

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

st

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 0:15668

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
(3t2 � 1)

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �0:18388

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
2
s (3t2 � 1)

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �1:9722� 10�30

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)
s2t2 + cosh (s� t)

dsdt = 3:7756� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
2:9624� 2� �1:2622� 10�29 �0:18388

�1:2622� 10�29 0:15668� 2
3
� �1:9722� 10�30

�0:18388 �1:9722� 10�30 3:7756� 10�3 � 2
5
�

����������
= �0:53333�3 + 0:92035�2 � 0:17176� � 3:5452 � 10�3 = 0

haline gelir ve

�1 = 1:5094; �2 = 0:23502; �3 = �1:8739� 10�2
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

1:5094
= 0:66251

�2 =
1

0:23502
= 4:2550

�3 =
1

�1:8739� 10�2 = �53: 365

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:66251

olur.

Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

p
1� s2

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 2:4156

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t
p
1� s2

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �2:5244� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st
p
1� s2

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 0:40604

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 2:4156� 1
2
�� �2:5244� 10�29

�2:5244� 10�29 0:40604� 1
2
��

������
= 2:4674�2 � 4:4322� + 0:98083 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 1:5378; �2 = 0:25849
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

1:5378
= 0:65028

�2 =
1

0:25849
= 3:8686

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:65028

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

p
1� s2

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 2:4156

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t
p
1� s2

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �2:5244� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st
p
1� s2

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 0:40604

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4t2 � 1)
p
1� s2

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 0:41520

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2s (4t2 � 1)
p
1� s2

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(4s2 � 1) (4t2 � 1)
p
1� s2

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �7:8226� 10�2

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
2:4156� 1

2
�� �2:5244� 10�29 0:41520

�2:5244� 10�29 0:40604� 1
2
�� �1:2622� 10�29

0:41520 �1:2622� 10�29 �7:8226� 10�2 � 1
2
��

���������
= �3:8758�3 + 6:769 1�2 � 0:92318� � 0:14672 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 1:5807; �2 = 0:25849; �3 = �9:2649� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

1:5807
= 0:63263

�2 =
1

0:25849
= 3:8686

�3 =
1

�9:2649� 10�2 = �10:793
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olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:63263

olur.

Çözüm 3 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

(1� s2)

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 2:0975

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �2:5244� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 0:29517

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 2:0975� 4
3
� �2:5244� 10�29

�2:5244� 10�29 0:29517� 16
15
�

������
= 1:4222�2 � 2:6309� + 0:61912 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 1:5732; �2 = 0:27672

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

1:5732
= 0:63565

�2 =
1

0:27672
= 3:6138
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olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:63565

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z 1

�1

Z 1

�1

1� s2

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 2:0975

hT 1;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

2t (1� s2)

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �2:5244� 10�29

hT 2;  2i =

Z 1

�1

Z 1

�1

4st (1� s2)

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 0:29517

hT 1;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3

4
(5t2 � 1) (1� s2)

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = 0:73599

hT 2;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

3s

2
(5t2 � 1) (1� s2)

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �6:3109� 10�30

hT 3;  3i =

Z 1

�1

Z 1

�1

9
16
(5s2 � 1) (5t2 � 1) (1� s2)

s2t2 + cosh (s� t)
dsdt = �7:5267� 10�2

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
2:0975� 4

3
� �2:5244� 10�29 0:73599

�2:5244� 10�29 0:29517� 16
15
� �6:3109� 10�30

0:73599 �6:3109� 10�30 �7:5267� 10�2 � 6
7
�

���������
= 0:24514� + 2:148�2 � 1:219�3 � 0:20649 = 0

haline gelir ve

�1 = �0:33607; �2 = 0:27672; �3 = 1:8214

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�0:33607 = �2:9756

�2 =
1

0:27672
= 3:6138

�3 =
1

1:8214
= 0:54903

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:54903

olur.
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Örnek 4.4.5 Daha önce yap¬lan çal¬̧smalarda

k (s; t) =
1

s2nt2n + cos (s+ t)

formundaki çekirdek incelenmişti. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak

üzere I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬göz önüne al¬narak L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen

T integral operatörünün pozitif ve negatif özde¼ger say¬s¬n¬n

N+ (T ) =1 ve N� (T ) = 0

oldu¼gu bulunmuştu. Şimdi Ritz yöntemiyle bu formdaki

k(s; t) =
1

s2t2 + cos (s+ t)

çekirde¼gine karş¬l¬k gelen integral operatörünün en küçük pozitif özde¼geri bulunmaya çal¬̧s¬la-

cakt¬r.

Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 3:0949

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

t

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = �3: 786 5� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

st

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 0:16667

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 3:0949� 2� �3: 786 5� 10�29

�3: 786 5� 10�29 0:16667� 2
3
�

������
= 1:3333�2 � 2:3966� + 0:51583 = 0
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haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 1:5475; �2 = 0:25001

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

1:5475
= 0:6462

�2 =
1

0:25001
= 3:9998

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:6462

bulunur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 3:0949

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

t

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = �3: 786 5� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

st

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 0:16667

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1
2
(3t2 � 1)

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = �0:50943

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1
2
s (3t2 � 1)

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 2:9582� 10�30

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)
s2t2 + cos (s+ t)

dsdt = 8:1164� 10�2

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
3:0949� 2� �3:7865� 10�29 �0:50943

�3:7865� 10�29 0:16667� 2
3
� 2:9582� 10�30

�0:50943 2:9582� 10�30 8:1164� 10�2 � 2
5
�

����������
= �0:53333�3 + 1:066 9�2 � 0:22784� � 1:3874 � 10�3 = 0

haline gelir ve

�1 = 1:756 4; �2 = 0:25000; �3 = �5:9245� 10�3
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

1:7564
= 0:56935

�2 =
1

0:25000
= 4:0

�3 =
1

�5:924 5� 10�3 = �168:79

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:56935

bulunur.

Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

1.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1p
1� s2 (s2t2 + cos (s+ t))

dsdt = 3:6078

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

tp
1� s2 (s2t2 + cos (s+ t))

dsdt = �2:5244� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

stp
1� s2 (s2t2 + cos (s+ t))

dsdt = 0:21651

iç çarp¬mlar¬hesaplan¬r. Bunlar (4.1) sisteminde yaz¬ld¬¼g¬nda sistem������ 3:6078� �� �2:5244� 10�29

�2:5244� 10�29 0:21651� �

2
�

������
= 4:9348�2 � 6:3473� + 0:78112 = 0

haline gelir ve bu eşitlik çözüldü¼günde

�1 = 1:1484; �2 = 0:13783
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bulunur. k (s; t) çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörünün özde¼gerlerinin ikisinin

yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

1:1484
= 0:87078

�2 =
1

0:1378
= 7:2553

olarak elde edilir. En küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:87078

olarak bulunur.

Yine (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Chebyshev polinomlar¬kullan¬larak s¬ras¬yla

aşa¼g¬daki i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1p
1� s2 (s2t2 + cos (s+ t))

dsdt = 3:6078

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

tp
1� s2 (s2t2 + cos (s+ t))

dsdt = �2:5244� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

stp
1� s2 (s2t2 + cos (s+ t))

dsdt = 0:21651

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t2 � 1p
1� s2 (s2t2 + cos (s+ t))

dsdt = �1: 996 7

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

s(2t2 � 1)p
1� s2(s2t2 + cos (s+ t))

dsdt = 2:5244� 10�29

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

(2s2 � 1)(2t2 � 1)p
1� s2(s2t2 + cos (s+ t))

dsdt = 0:99066

elde edilir. (4.3) sistemi

���������
3:6078� �� �2:5244� 10�29 �1: 996 7

�2:5244� 10�29 0:21651� �

2
� 2:524 4� 10�29

�1: 996 7 2:5244� 10�29 0:99066� �

2
�

���������
= �7: 751 6�3 + 14: 859�2 � 1: 252 5� � 8: 935 5 � 10�2 = 0

haline gelir ve bu denklemi çözüldü¼günde

�1 = 1: 824 9; �2 = 0:137 83; �3 = �4: 582 9� 10�2
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bulunur. Buradan

�1 =
1

1: 824 9
= 0:547 98

�2 =
1

0:137 83
= 7: 255 3

�3 =
1

�4: 582 9� 10�2 = �21: 82

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:547 98

olarak bulunur.

Çözüm 3 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

p
1� s2

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 2:7046

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t
p
1� s2

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = �2:5244� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st
p
1� s2

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 0:52175

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 2:7046� 1
2
�� �2:5244� 10�29

�2:5244� 10�29 0:52175� 1
2
��

������
= 2:4674�2 � 5:0679� + 1:4111 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:33215; �2 = 1:7218
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:332 15
= 3:0107

�2 =
1

1:7218
= 0:58079

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:58079

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

p
1� s2

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 2:7046

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t
p
1� s2

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = �2:5244� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st
p
1� s2

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 0:52175

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

(4t2 � 1)
p
1� s2

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = �0:28272

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2s (4t2 � 1)
p
1� s2

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = �6:3109� 10�30

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

(4s2 � 1) (4t2 � 1)
p
1� s2

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 4:2985� 10�2

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi haline gelir ve���������
2:7046� 1

2
�� �2:5244� 10�29 �0:28272

�2:5244� 10�29 0:52175� 1
2
�� �6:3109� 10�30

�0:28272 �6:3109� 10�30 4:2985� 10�2 � 1
2
��

���������
= �3:8758�3 + 8:0668�2 � 2:3089� + 1:8953 � 10�2 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 1:7407; �2 = 0:33216; �3 = 8:4576� 10�3

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

1:740 7
= 0:57448

�2 =
1

0:33216
= 3:0106

�3 =
1

8:4576� 10�3 = 118:24
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olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:57448

olur.

Çözüm 4 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1� s2

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 2:4029

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t (1� s2)

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = �5:0487� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st (1� s2)

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 0:41507

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 2:4029� 4
3
� �5:0487� 10�29

�5:0487� 10�29 0:41507� 16
15
�

������
= 1:4222�2 � 3:1165� + 0:99737 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 1:8022; �2 = 0:38913

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

1:8022
= 0:55488

�2 =
1

0:38913
= 2:5698
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olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:55488

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1� s2

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 2:4029

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t (1� s2)

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = �5:0487� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st (1� s2)

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 0:41507

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

3

4
(5t2 � 1) (1� s2)

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = 0:2171

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

3s

2
(5t2 � 1) (1� s2)

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

9
16
(5s2 � 1) (5t2 � 1) (1� s2)

s2t2 + cos (s+ t)
dsdt = �2:7688� 10�2

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
2:4029� 4

3
� �5:0487� 10�29 0:2171

�5:0487� 10�29 0:41507� 16
15
� �1:2622� 10�29

0:2171 �1:2622� 10�29 �2:7688� 10�2 � 6
7
�

���������
= 2:6319�2 � 0:71833� � 1:219�3 � 4:7178 � 10�2 = 0

haline gelir ve

�1 = �5:4514� 10�2; �2 = 0:38909; �3 = 1:8244

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

�5:4514� 10�2 = �18:344

�2 =
1

0:38909
= 2:5701

�3 =
1

1:8244
= 0:54813

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 0:54813

olur.
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Örnek 4.4.6 Daha önce yap¬lan çal¬̧smalarda

k (s; t) =
1

cosh(s� t) + cos(s+ t)

formundaki çekirdek incelenmişti. � > 0, I 2 Ad (k) y¬ sa¼glayacak kadar küçük olmak

üzere I = [��; �] simetrik aral¬¼g¬göz önüne al¬narak L2 (I) üzerinde k ya karş¬l¬k gelen

T integral operatörünün pozitif ve negatif özde¼ger say¬s¬n¬n

N+ (T ) =1 ve N� (T ) = 0

oldu¼gu bulunmuştu.

Şimdi Ritz yöntemiyle bu formdaki

k(s; t) =
1

cosh(s� t) + cos(s+ t)

çekirde¼gine kaŗs¬l¬k gelen integral operatörünün en küçük pozitif özde¼geri bulunmaya

çal¬̧s¬lacakt¬r .

Çözüm 1 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Legendre polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 1:2663

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

t

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

st

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 5:4780� 10�2
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olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 1: 2663� 2� �1:2622� 10�29

�1: 2622� 10�29 5:4780� 10�2 � 2
3
�

������
= 1:3333�2 � 0:95376� + 6:9368 � 10�2 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:63317; �2 = 8:2170� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:63317
= 1:5794

�2 =
1

8:2170� 10�2 = 12:170

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:5794

bulunur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 1:2663

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

t

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

st

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 5:4780� 10�2

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1
2
(3t2 � 1)

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = �0:23383

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1
2
s (3t2 � 1)

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 1:0847� 10�30

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1
4
(3s2 � 1) (3t2 � 1)

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 4:5689� 10�2

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi����������
1:266 3� 2� �1:262 2� 10�29 �0:23383

�1:262 2� 10�29 5:4780� 10�2 � 2
3
� 1:0847� 10�30

�0:23383 1:0847� 10�30 4:5689� 10�2 � 2
5
�

����������
= �0:53333�3 + 0:442 42�2 � 3:4873� 10�2� + 1:7417� 10�4 = 0
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haline gelir ve

�1 = 0:74201; �2 = 8:2172� 10�2; �3 = 5:3560� 10�3

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:74201
= 1:3477

�2 =
1

8: 2172� 10�2 = 12:170

�3 =
1

5:3560� 10�3 = 186:71

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:3477

bulunur.

Çözüm 2 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

1.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1p
1� s2 (cosh(s� t) + cos(s+ t))

dsdt = 1:4614

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

tp
1� s2 (cosh(s� t) + cos(s+ t))

dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

stp
1� s2 (cosh(s� t) + cos(s+ t))

dsdt = 7:0969� 10�2

iç çarp¬mlar¬hesaplan¬r. Bunlar (4.3) sisteminde yaz¬ld¬¼g¬nda sistem������ 1:4614� �� �1:2622� 10�29

�1:2622� 10�29 7:0969� 10�2 � �

2
�

������
= 4:9348�2 � 2:5185� + 0:10371 = 0
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haline gelir ve bu eşitlik çözüldü¼günde

�1 = 0:46518; �2 = 4:5179� 10�2

bulunur. Çekirde¼ge kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerlerin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:46518
= 2:1497

�2 =
1

4:5179� 10�2 = 22:134

olarak elde edilir. En küçük pozitif özde¼ger

�+ = 2:1497

olarak bulunur.

Yine (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. 1.tip Chebyshev polinomlar¬ kullan¬larak

s¬ras¬yla aşa¼g¬daki i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1p
1� s2 (cosh(s� t) + cos(s+ t))

dsdt = 1:4614

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

tp
1� s2 (cosh(s� t) + cos(s+ t))

dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

stp
1� s2 (cosh(s� t) + cos(s+ t))

dsdt = 7:0969� 10�2

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t2 � 1p
1� s2 (cosh(s� t) + cos(s+ t))

dsdt = �0:84503

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

s(2t2 � 1)p
1� s2(cosh(s� t) + cos(s+ t))

dsdt = 9:0719� 10�30

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

(2s2 � 1)(2t2 � 1)p
1� s2(cosh(s� t) + cos(s+ t))

dsdt = 0:45194

elde edilir. Bu nedenle (4.3) sistemi���������
1:4614� �� �1:262 2� 10�29 �0:84503

�1:2622� 10�29 7:096 9� 10�2 � �

2
� 9:0719� 10�30

�0:84503 9:0719� 10�30 0:45194� �

2
�

���������
= �7:751 6�3 + 6:1863�2 � 0:17947� � 3:8047 � 10�3 = 0

haline gelir ve bu denklemi çözüldü¼günde

�1 = 0:76705; �2 = 4:5180� 10�2; �3 = �1:4163� 10�2
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bulunur. Buradan

�1 =
1

0:76705
= 1:3037

�2 =
1

4:5180� 10�2 = 22:134

�3 =
1

�1:4163� 10�2 = �70:607

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:3037

olarak bulunur.

Çözüm 3 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

2.tip Chebshyev polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =
nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

p
1� s2

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 1:1167

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t
p
1� s2

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st
p
1� s2

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 0:17195

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 1:1167� 1
2
�� �1: 2622� 10�29

�1:2622� 10�29 0:17195� 1
2
��

������
= 2:4674�2 � 2:024 2� + 0:19202 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:71091; �2 = 0:10947
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bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:710 91
= 1:4066

�2 =
1

0:109 47
= 9:1349

olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:4066

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

p
1� s2

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 1:1167

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t
p
1� s2

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st
p
1� s2

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 0:17195

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

(4t2 � 1)
p
1� s2

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = �0:18031

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2s (4t2 � 1)
p
1� s2

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = �3:9443� 10�30

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

(4s2 � 1) (4t2 � 1)
p
1� s2

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 5:9529� 10�2

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
1:1167� 1

2
�� �1:2622� 10�29 �0:18031

�1:2622� 10�29 0:17195� 1
2
�� �3:9443� 10�30

�0:18031 �3:9443� 10�30 5:9529� 10�2 � 1
2
��

���������
= �3:8758�3 + 3:3265�2 � 0:37105� + 5:8402 � 10�3 = 0

haline gelir ve

�1 = 0:72995; �2 = 0:10947; �3 = 1:8858� 10�2

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

0:72995
= 1:3700

�2 =
1

0:10947
= 9:1349

�3 =
1

1:8858� 10�2 = 53:028
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olur. Yine aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:3700

olur.

Çözüm 4 Ritz yönteminde  n(s) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu koordinat sistemi için

Jacobi polinomlar sistemi seçilmektedir.

 n(s) = Pn�1(s); n = 1; : : : ; N

(4.1) formülündeki terimlerden yaln¬zca ikisi al¬nacakt¬r. O zaman

'n(s) =

nX
j=1

aj j(s)

olmak üzere

'2(s) = a1P0(s) + a2P1(s)

elde edilir.

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1� s2

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 1:0001

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t (1� s2)

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st (1� s2)

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 0:13718

olur. Bu yüzden (4.3) sistemi������ 1:0001� 4
3
� �1:2622� 10�29

�1:2622� 10�29 0:13718� 16
15
�

������
= 1:4222�2 � 1:2497� + 0:13719 = 0

haline gelir ve bu sistem çözüldü¼günde

�1 = 0:75011; �2 = 0:12860

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin ikisinin yaklaş¬k de¼geri

�1 =
1

0:75011
= 1:3331

�2 =
1

0:12860
= 7:776
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olarak elde edilir. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:3331

olur.

Şimdi ayn¬örnek için (4.1) formülünde n = 3 al¬nacakt¬r. Buradan

hT 1;  1i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

1� s2

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 1:0001

hT 1;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

2t (1� s2)

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = �1:2622� 10�29

hT 2;  2i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

4st (1� s2)

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 0:13718

hT 1;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

3

4
(5t2 � 1) (1� s2)

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 3:4163� 10�2

hT 2;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

3s

2
(5t2 � 1) (1� s2)

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = �3:1554� 10�30

hT 3;  3i =

Z �
4

��
4

Z �
4

��
4

9
16
(5s2 � 1) (5t2 � 1) (1� s2)

cosh(s� t) + cos(s+ t)
dsdt = 5:6769� 10�3

elde edilir. Ayn¬şekilde (4.3) sistemi���������
1:0001� 4

3
� �1:2622� 10�29 3:4163� 10�2

�1: 2622� 10�29 0:13718� 16
15
� �3:1554� 10�30

3:4163� 10�2 �3:1554� 10�30 5:6769� 10�3 � 6
7
�

���������
= 1:0792�2 � 0:12344� � 1:219�3 + 6:1873 � 10�4 = 0

haline gelir ve

�1 = 5:2521� 10�3; �2 = 0:1286; �3 = 0:75146

bulunur. k(s; t) çekirde¼ginin özde¼gerlerinin yaklaş¬k de¼gerleri

�1 =
1

5:2521� 10�3 = 190:4

�2 =
1

0:1286
= 7:776

�3 =
1

0:75146
= 1:3307

olur. Aranan en küçük pozitif özde¼ger

�+ = 1:3307

olur.
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4.4 TABLO ĐLE ĐNCELEME 

 

Bir önceki kısımda yapılan nümerik çalışmaların sonuçlarının daha net görülmesi açısından 

elde ettiğimiz sonuçlar aşağıdaki çizelgede gösterilmiştir. 

 

Çizelge 4.1 Özdeğer sonuçları. 

( , )k s t  Legendre Jacobi 1.Tip Chebyshev 2.Tip Chebyshev 

 n=2 n=3 n=2 n=3 n=2 n=3 n=2 n=3 

( )
2

1

5 st+

 
12.331 12.329 12.399 9.4616     

2 2

1

9 3( )s t s t+ + +
  4.0175 4.0143 3.9698 3.0403   3.9989 3.5914 

2 2

1

7 4st s t+ +
  3.4319 3.431 3.4585 2.6294     

( )4 4

1

3 2 3st s t+ + +

 
1.943 1.8985 1.8196 1.5987   1.8619 1.8240 

( )
1

7 cosh s t+ +
 4.1776 4.1759 4.1404 3.244   4.1544 3.8197 

( )
1

5 cosh s t+ −
 3.1740 3.1720 3.1382 2.4711   3.1516 2.9070 

1

1 cos( )s t+ +
 1.4426 1.2489 1.2269 1.2203 1.9550 1.205 1.2899 1.2660 

( )2 2

1

coshs t s t+ −
 0.6751 0.6625 0.6356 0.5490   0.6502 0.6326 

( )2 2

1

coss t s t+ +
 0.6462 0.5693 0.5548 0.5481 0.8707 0.5479 0.5807 0.5744 

( )
1

cosh cos( )s t s t− + +
 1.5794 1.3477 1.3331 1.3307 2.1497 1.3037 1.4066 1.37 

2 2

2 2

2 4 2

1

st s t

st s t

− +

− +
 0.2708 0.2698 0.2635 0.2123   0.2663 0.2498 

2 2

5

1

st

st s t

−

− +
 -0.331 -0.331 -0.319 -0.319   -1.6271 -0.7255 
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