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BOLUM 1
NOTASYON VE HAZIRLIK BiLGIiLERi

Bu boliimde tez boyunca gerekli olan bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.
R ve C sirasiyla reel ve kompleks sayilar cismidir ve bu tezde ikisi i¢in F gosterimi kul-

lanilacaktur.

Tanim 1.0.1 Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tirevleri izerinde
degiskenin ayni degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢éziimlerinin problemine baglangig

deger problema denir. Verilen sartlara da basglangi¢ sartlar: denir.

Tanim 1.0.2 Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tirevler: tizerinde
bagimsiz degiskenin farkly degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢éziimlerinin problemine

swnar deger problemai denir. Verilen sartlara da swmar sartlar:y denir.

Tanim 1.0.3 Bir X vektori tzerinde bir x € X noktasindaki degeri ||x|| ile gosterilen,
her x, y € X ve a bir skaler olmak tizere asagidaki ozellikleri gercekleyen reel-degerli bir

fonksiyona norm denir:

(@) llzl = 0

(i) ||z|| =0 <= =0

(iid) ||ex]] = for| [

(i) [l +yll < [lz] + llyll (tiggen esitsizligi)

Uzerinde bir norm tammlanmis X vektor uzayma bir normlu uzay adi verilir. Normlu

uzaylar (X, [|.]|) ya da X ile gosterilir.
Tanim 1.0.4 Bir V vektor uzay: tizerinde 1¢ ¢carpwvm, her x,y,z € V ve her A € F i¢in

(i) (z,z) =0,
(17) (x,2) =0 <= =0
(iii) (Az,y) = A(z,y)



(iv) (z,y) = (y,7)
(v) (& +y,2) = (2,2) + (y,2)
ozelliklerini saglayan bir (.,.) : V x V — F doniigiimiidiir. Mesela [0, 1] aralig: tizerinde

taniml siirekli fonksiyonlarin uzayi olan C'[0, 1] karmagik vektor uzayi iizerinde

1
()= [F®g0d

0
formiilii bir i¢ carpim tamimlar.
Teorem 1.0.5 V dizerinde tanvmlanan bir i¢ ¢carpim, V' dzerinde
]| =/ (z, z)
ile indirgenen bir norm tanimlar.

Tamm 1.0.6 Uzerindeki i¢ carpumin indirgedigi normdan tretilen metrige gore tam olan

bir i¢ carpim uzayina Hilbert uzaysr denir. Hilbert uzayr genelde H harfi ile gosterilir.

Uyar: 1.0.7 Genel olarak, bir i¢ ¢carpim uzayinan Hilbert uzay: olmasy gerekmez fakat
fonksiyonel analizde bir temel teorem her X i¢ carpim uzaymin bir Hilbert uzayn haline

getirilebilmesint garanti eder. Béyle bir H Hilbert uzayina X in tamlanigt denir.

Teorem 1.0.8 H ve K kompleks Hilbert uzaylar: olsun. T € B (H,K) olsun. Her x € H

ve hery € K i¢in
(T'z,y) = (z, Ty) (1.1)
olacak sekilde bir tek T* € B (H,K) operatori vardur.

Tanmim 1.0.9 H ve K kompleks Hilbert uzaylar: ise ve T € B(H,K) ise o zaman (1.1)

i¢inde elde edilen T™ operatorine T nin adjointt denir.

Tanmim 1.0.10 (Self-adjoint) A: H — H, Vg € H i¢in (A, f,g) = (f, A*, g) kosulunu

saglayacak sekilde bir A* operatori varsa; A* operatérine A operatoriniin eslenigi denir.

Tanmm 1.0.11 (X, |.||x), (Y, [|.lly) normiu vektor wzaylar ve T : X — Y lineer bir

dontisiim olsun. Her v € X i¢in

1T (@)lly = llllx

ise T' ye izometri (norm koruyan déniigim) denir.



X normlu lineer uzay: iizerinde I birim lineer operatorii bir izometridir.

Tanim 1.0.12 f,, (z) ve f,(x) bir (a,b) araliginda reel degerli ve integrallenebilir iki

fonksiyon olsun. Eger
0; n # m i¢in
(@) fn / fu (2) fn () d = o
1: n=m i¢in
esitligi saglanwyor ise f, (x) ve f, (x) fonksiyonuna (a,b) aralge izerinde ortonormaldir

denir. (—a,a) aralginda \/17, fsm— fonksiyonlary ortonormal fonksiyonlardr.

Tanim 1.0.13 X bir i¢ carpum uzays olsun. {e,} X i¢inde bir dizi olsun. Her m,n € N
¢m
1, m=n

0, m#n

(em,en) =

saglanarsa {e,} dizisine ortonormal dizi denir.

Tanim 1.0.14 [a,b] araliyinda tanimlanan herhangi saydaki siirekli fonksiyonlar ailesi
{6, (z),¢5 (x),...} olsun. Bu ailenin herhangi iki elemans olan ¢,, (x) ve ¢, (x) fonksi-

yonlary m # n olmak tizere

(b 61) /¢ () dz =0

esitligini saghyor ise bu fonksiyonlar ortogonaldir. {¢,, (x)} fonksiyon ailesine den [a, b]

araliginda v (x) fonksiyonuna ortogonal sistem denir.

Tanim 1.0.15 V diferansiyel vektér operatori,

0 0 0
_ 9., 90, 9,
v 8x2+8yj+8x

kismi tirevleri olarak tanwmlanar. Skaler fonksiyon olan f(x,y,z), her noktada taniml
ve tirevlenebilir ise, V vektor operatori skaler alanlar igin uygulanan ve sonucu V f olan

bir vektor alam olabilir. Bu da f in gradyants olarak adlandirilir.

Tanmim 1.0.16 F (z,y) bir vektér alans ise div F (z,y) = V.F (r) olarak yazlabilir. Iki

boyutlu olarakta;

VE(r.y) (EHQ ) (R 9)i+ B (a,0) ),

Jdr Oy
0RO,
Oz + dy



dir. Bu F (x,y) vektori alanina uygulanacak NV vektor operatori skaler irin olarak elde

edilir. Bir vektor alanwman div skaler bir vektor alanidar.



BOLUM 2
STOKES PROBLEMIi

Bu boliimde Olshanskii ve Chizhonkov (2000), Chizhonkov ve Ol'shanskii (2000) den
yararlanacagiz ve diger boliimlerde ele alinacak problemleri tanitacak ve gerekli 6n bilgi-
leri verecegiz.

n = 2,3 olmak tizere sinirh bir Q C R" bolgesinde Stokes problemi adi verilen hiz-basing

degigkenli bir sinir-deger problemini gézoniine alalim:

—Au+Vp = f () icinde
divu = 0 (2 iginde (2.1)

u = 0 0N iginde.
Ustteki denklemin n = 2 icin acik yaziligi

02uy 02uy Op __

- < 8$% + 81’% + or1 .fl (.Tl,ZUQ)
6211,2 (9211,2 Op __

- < 0z7 0x3 + Oxa f2 (xl’ x2)

Our | Oup _
8x1+8x270

dir. V = grad olmak iizere (2.1) denklemleri f(x) dig kuvveti ile yonlendirilen sikigtirila-
maz, (incompressible) yapigkan (viscous), homojen (homogeneous), ve izotropik bir sivinin

(kiigiik hizlarda) yavag hareketini tanimlar. Bilinmeyenler,

u = (ur(x),uz(x), ..., us(z))

ile verilen v = u () akigkan hiz1 (fluid velocity) vektor fonksiyonudur ve

/Qp(a:)dx =0

integral kogulunu saglayan skaler p = p(z) basing (pressure) fonksiyonudur.
Sinirda sifir durumlari, kural geregi sunu soyler: Bu hareket, tamamen akigkanla dolmus

kat1 duvarlarla oriilii hareketsiz bir hacim iginde yer alir. Yukaridaki bu model (6rnek)



problem, hesaplanabilir hidrodinamikler (computational hydrodynamics) i¢indeki uygu-
lamalarda biiyiik bir cesitlilige sahiptir.
(2.1) probleminin iyi konulmuglugunun ve onun yaklagik ¢oziimiiniin gosterilmesinde énemli

bir rolii

p=p()

sayist oynar. Bu say1 sadece 2 C R", n = 2, 3 bolgesine baghdir ve

|(p, div u)|

= p(§2) = inf sup (2.2)

rePyeu ||ully llpll
olarak tammbhdir.

Burada

wwzéwm

dir ve U,
lull, = IV ull p2gyn = (Vu, V)72

ile birlikte

ol

U= Hy(Q)" = (W,(Q)"

olarak tamimh hiz uzayidir ve P,

Ipll = ||p||L2(Q) = (1071))1/2

ile birlikte

P={pipe @, () = [ pin=0)

olarak tanimlh basing uzayidir.
Parcali Lipschitz simirina sahip simirli baglantili bolgeler i¢in (D’yakonov 1989, Girault
and Raviart 1986), i > 0 dir ve (2.1) probleminin genellestirilmis (u,p) € U x P ¢dziimii

agagidaki yaklagimlar: saglar:

11, = sup W2l

wev lull;

olmak tizere,

Iplly < 207 1£1, (2.3)



ve

lelly < (1701 (2.4)

dir. Tamimdan

di
IVp|_, = SUPM
veU ||V||1

dir.
1(€2), Necas egitsizligi olarak bilinen

@ el < IVpll_y, Vpe P (2.5)

esitsizligindeki optimal sabittir.
v, nin nereden elde edildigini gorelim. U}, ve P, swrasiyla U ve P nin bazi F'E yaklagimlar
oldugunu kabul edelim. U, C U ve P, C P alahm. (2.1) in ayrik kismimn su gekilde ifade

edebiliriz: {Uy, P, } den herhangi herhangi bir {vy, ¢,} i¢in

(VUh,VUh)—(ph,diVVh> = (f,Vh), (26)
(divup,qn) = 0. (2.7)

olacak gekilde {Uy, P,} den {uy, py} bulunuz. (2.7) nin iyi-konulmuslugu icin ve {uy, pp}
nin kararhlig: (stability) igin,

g
inf sup = (gn, divv, )] =7, >7(Q) >0 (2.8)

whrv,ev,  vally llanllo

esitsizligin gegerli oldugu iyi bilinmektedir (Babuska 1973, Brezzi 1974). Burada v(Q2), h
ag (mesh) parametresinden bagimsiz pozitif bir sabittir.

Tezimiz boyunca eger kesrin paydasinda ||x|| varsa x# 0 ise sup, ve infy alinacaktir.
(2.8) kogulu ¢ogunlukla LLBB ya da inf — sup kogulu olarak adlandirihir ve keyfi U, ve P,
F'E uzay ikilisi tarafindan saglanmaz.

(2.8) in saglanmadigina dair bir 6rnek veremek istersek, ayni iiggenleme hem basing hem
de hiz sistemi i¢in kullamilirsa pargali lineer siirekli elemanlar (P* x P; ¢ifti) (2.8) yi
saglamaz. Bu konudaki detayh bilgi igin (Gunsburger 1989) kaynagina bakinz. (2.8)
kogulu ayrik (discrete) ¢oziimler igin yakinsaklik ve hesaplar1 kanitlamada gok énemlidir.
(2.3) ve (2.4) ye benzer olarak

(£, v)]
I£]]_; = sup
bower ol




olmak tizere

lpnllo < 27, " 1], (2.9)
ve
[[anlly < NIE]I-y (2.10)

dir ve ayrica

w, —ull; + [lpn — pllp <31+, ") inf [[u—wvull, + inf Ip— ally)
vreUp qeEPy

esitsizligi saglanir (Brezzi and Fortin 1991). Boffi et al. (1997) den goriildiigii gibi, (2.8)
kosulu gekirdekteki eliptiklik ile beraber (2.9) ve (2.10) igin gerekli bir koguldur. Ayrica
(2.7) yi ¢ozmek i¢in kullamlan bir ¢ok tekrarlamali (iterative) yontemin yakinsaklik oram
v, ve baghdir (Bramble and Pasciak 1988, Chizhonkov 1994, Langer and Queck 1986,
Schafer and Turek 1996). Ornegin (2.7) igin, en etkili yontemlerden birisi olarak kabul
edilen, Uzawa- CG algoritmasi

_1—%

K= 2.11
1 +’7h ( )

asimptotik yakinsaklik oranina sahiptir. Bu nedenle kiigiik bir 7y, i¢in (2.7) nin daha zayif
cebirsel 6zelliklerinin elde edilebilecegi beklenebilir.

Ayrica, giiniimiiz eglenik gradientlerin Uzawa metodu, Stokes probleminin niimerik ¢tziimiinde
en etkili yontemlerden birisi olarak kabul edilmektedir ve

1 —p
H(M):m

asimtotik yakinsaklik oran ¢arpanina sahiptir (Langer and Queck 1986).

u tizerinde benzer bir baghlik (dependence) Poisson denkleminin temel eleman tekrarli
¢oziimiinii igeren (2.1) denkleminin diger metotlarin kullammmindaki yakinsaklik orani igin
verilmigtir (Chizhonkov 1994, 1996).

 sabiti onun v, ayrik benzeri (analogu) ile yakindan iligkilidir (Girault and Raviart 1986).
w sabitinin, LBB (Ladyzhenskaya, Babouska ve Brezzi ) ya da inf — sup kogulu olarak
bilinen, v, ayrik benzeri (2.1) denklemi igin sonlu eleman metodunun tasar1 analizinde

cok onemlidir.



2.1 LBB KOSULU VE NECAS ESIiTSiZLiGi

Hiz icin uyumlu ve uyumsuz sinirli elementleri (finite elements) dikkate aliyoruz. lk
olarak h > 0 i¢in U, C U ve P, C P olacak sekilde Uy, ve P, FE alt uzaylarim1 goz
oniine alalim.

Bu durumda ihtiyacimiz olan tek varsayim P, i¢in agagidaki standart yaklagim hipotezidir:

e Al. Her bir ¢ € PN HY(Q) i¢in, q ve h bagimsiz C ile,

la = anllo < Chllall e (2.12)

olacak sekilde bir ¢, € P}, fonksiyonu vardir.

Uyumsuz (U, £U) durumunda, wj, nin  nin 7" alt boliimlerinin her bir 7 elaman {izerinde

bir polinom olarak aliyoruz. Boylece,

(Vuh, VVh) = Z(Vuh, Vvh)T

T€T

olarak tammmlamak gelenekseldir. Dogal olarak,
lwslly = (V. Vva)2

orgii bagimh bir normdur, (pp, divuy,) i¢ ¢arpimi benzer sekilde tanimlanir. Uyumsuz
durumunda, iki varsayima daha gereksinim duyariz. Bunlar Poisson probleminin ¢oziimii
icin ve Poisson probleminin bir ayrik coziimiiniin yakinsaklik kabulii icin tam eliptik

regiilerliklerdir.

e A2. Herbir f e Ly(Q)™ i¢in ve

Ap=1f |, Qicinde
p=0 , 0N iizerinde

(2.13)

nin ¢ ¢oziimii icin ¢ € UN H2(Q)" dir ve

||€b||H2(Q)n < C||f||L2(Q)”

elde edilir.



e A3. f = —Vq olmak iizere ¢ € U N H?(), (2.13) nin bir ¢oziimii ise ve
(vth, Vvh) = (q,divvh), VVh - Uh

nin bir ¢dziimii ¢, € Uy, ise bu durumda h — 0 i¢in w(h) — 0 olmak iizere

¢ = dnlly < w(h) [|0] 2o (2.14)
dir.

Onceki varsayim bazi kisitlamalar getirir, (Grisvard 1985). Bir 6érnek olarak, kosesiz bir
parcali diizgiin smira sahip sinirh bolgeler icin gecerlidir. Ikinci varsayim genellikle yak-
lagim sonuglari igin ve Stang Lemmasina (Strang and Fix 1973) gore tutarhlik 6zellikleri
icindir.

Eger U, daki fonksiyonlarin elemanlarin kenarlarinda siirekli akiskanliklar: varsa standart
argiimanlardan, (Braess 1997), tutarhlik elde edilir ¢iinkii bu durumda herbir v, € U,
ve ¢ € H'(Q) igin

Z Z /(Vh.n)qu =0

TET ecOT v €

dir ve boylece
(Q7 div Vh) = _(VQ7 Vh)

bulunur. Bunlar igin 6rnekler Crouzeix-Raviart elemanlaridir (Crouzeix-Raviart Brezzi
and Fortin (1991)) ya da (Q;)"x Q° dort kenarh elemanlardir (Rannacher and Turek
(1992)).

Onerme 2.1.1
di
M i s @iV
qeEPNH(Q) veU ||VH1 HCIHO

dar.
Kamt. PN HY(Q) C P den

PPN [ 12%)

< NPV 2.15
gEPNHY(Q) veU ||V||1 ”qno ( )

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan P N H' (), P iginde yogun oldugundan (Kobelkov

1977),
4
WS i Supl(q, ivv)| (2.16)
aePnH* (@) veu | V][ [lgllg

bulunur.[]
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Teorem 2.1.2 Yukarida Uj ve P, i¢in verilen varsayimlar altinda

Y(Q) < u(®) (2.17)

Kamt. Onerme 2.1.1 den

vQ) < inf  sup M (2.18)
gePnHY(Q) veu V] [|gll

oldugunu gostermek yeterlidir. Keyfi ¢ € PN H'(Q) ve ¢ € (0,1) ele alahm. Yeterince
kiiciik h icin

max(Ch, w(h)) gl g1 ) < € llallo (2.19)

dir. Burada C, (2.12) deki sabittir ve w(h), (2.14) daki sabittir. Boylece Al yaklagim
hipotezinden dolay1

lg = anllo < €llally

olacak sekilde g, € P, secebiliriz. O halde

di di —q,di
,Y(Q) < sup |(Qh, leh)‘ < sup ’(Qh, 1VVh)‘ + sup |(Qh q, IVVh)| (220)
vieU, [IVally llanlly ™ view, IVallillanlly — view,  l1vally lanllo
1 |(q,divvh)| €

= sup
(I =€) vievn lIvally llally ~ 1—¢

elde ederiz.
Uyumlu FE durumunda Uj, C U oldugundan, ¢ € (0,1) se¢giminden ve (2.20) den
di
) < p LV
veu [Vl llallo
ve buradan da (2.18) elde edilir.

Uyumsuz hiz elamanlar1 durumunda, (2.20) dan

1 di
sup g, th)|+ c (2.21)

() <
(1—¢) vieu, Ivally llglly,  1—¢

bulunur.
(Asagidaki (2.24)-(2.25) den) verilen bir ¢ igin (2.21) i¢indeki supremumun ¥, igin mak-

simuma ulagtigr goriiliir ve bu
(V\'\/h, VVh> = (q, diVVh) , Vv, € Uy
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problemini ¢ézer. U dan 1 ile 1, birlikte
(V¥,Vv) = (¢,divv), ¥YveU

yi gozer. A2 kabuliinden v € U N H? ()" bulunur. Bu nedenle (2.14), (2.19), (2.5) ve
(2.25) den

[V =%ully < w(h) 9]l 20
< aw(h) [Vl g,
< cellglly
< (@) e | Vall_,
= sV,
elde edilir.
Ayrica
1 (g, divvy,)| £
7)) < —— sup + (2.22)
(1 =¢)vieu, [vallyllally, ~ 1—¢
_ 1 |(q7 le\A/h)| €
(L—e) [[onlly llally  1—e
1 (g, div?)] L g div@en=9)| ¢
A—e) (A —ce) ¥l llally,  (1—2) A —ce) [Vl llally 1-¢
1 (g, divv)] ce €
sup
(1—e)(A—cg)veu IVl llally  1—ce 1-¢
bulunur.

q € PN HY(Q) ve e mn keyfi se¢iminden (2.18) kamtlanmis olur. [J

2.2 SCHUR TAMAMLAYICILARI (SCHUR COMPLEMENTS)

Bu kisimda Schur tamamlayicilar: adi verilen operatorlerini tanitacagiz.

(2.1) problemini agagidaki denk formda tekrar yazabiliriz
u = (A)g'(gradp — f)

Agp = div(A);'gradp = div(A)y'f

dir. Burada g € U~! icin (A),'g ifadesi Av = g olacak sekilde v € U vektor fonksiyonu
gosterir, yani Ay!, U tizerinde bir g fonksiyoneli verildiginde Av = g olacak sekilde

v € U bulma problemi olan vektor Poisson problemi igin ¢oziim operatoriidiir.

12



Ap : P — P operatoriine (2.1) problemindeki operatér igin Schur tamamlayicisi denir. Bu

operator analizde siklikla kullanilan ve Stokes probleminin (Mikhlin 1967, 1973, Crouzeix

1974) ¢oziimiiniin aragtirilmasinda ¢ok onemli ozelliklere sahiptir. Ornegin, bu 6peratériin

ozeslenikligi, pozitif tamimliligi, spektrumunun ayrikligi ve P i¢inde 6zdeger fonksiyon-

larmin ortonormal sayilabilir bir sisteminin tamlhiginin varligi (yani ortonormal tabanin

varligi) bu ozelliklerden bazilaridir.

App = ¢ sisteminin ¢oziimiine dayali metodlar bir anlamda en iyisi olarak diigiiniilmekte-

dir (D’yakonov 1989). Ozellikle, Uzawa algoritmasinin cesitli degisiklikleri (veya smirlama

metodu) (Langer and Queck 1986), Agp = ¢ nin ¢oziim metodlarima srneklemelerdir.

Ay operatoriiniin minimum 6zdegeri ile (2.2) deki p sabiti arasindaki iligki bizim amacimiz

i¢in 6nemlidir. Burada W} (Q) = H*(Q) dir.

Onerme 2.2.1 g€ P vev = (A); ' gradq € U igin

(Aog, @) = [[vll; = sup

dir.

(g, divu)®

2
uet Jully

Kamt. ¢ € W3(2) N P igin

(Ao, q)

bulunur.

nedenle

(Aog, q) = [[oll; = sup

(div(A)g ' grad g, q) = — ((A) " grad ¢, grad q)
— ((A)g ' grad ¢, A(A)y ' grad q)

<_AU7 U) |v:(A)al grad q

—Av.u
Joll? = sup =A% W
e ulf}
(grad ¢, u)’ (g, divu)®
SUp ————5—— =Sup ————5—
wet |ully wel ||ul|]

(q, divu)2

2
uel ||U||1

(2.23)

(2.24)

Wy () fonksiyonlar kiimesi P iginde her yerde yogundur (Dafermos 1968), bu

(2.25)

denklemlerinin kapaniginin iyi tanimlandigr elde edilir (yani tistteki esitsizlikte limit alir-

sak yine egitsizlikler saglanir).

Boylece, keyfi bir ¢ € P ve v = (A); ' grad q € U igin (2.25) esitlikleri saglanir.[]

13



Ozellikle (2.2) ve (2.25) den, Ay operatdriiniin minimal dzdegeri Ay, olmak {izere,

Aain(Ag) = ing AP
veP |lpllg

dive)?
= inf sup%
PEP U ||U||1 HpHO

—_= ILLQ

dir. Ay operatoriiniin minimum 6zdegeri ile p sabiti arasindaki iliskiyi bu iligkiyi bir

onerme olarak verebiliriz.

Onerme 2.2.2 A, operatorinin minimal 6zdegeri Apin olmak tizere

Amin(Ao) = 4 (2.26)
dir.

Ayrica, A, ve A, operatorlerini tanimlamaya ihtiyacimiz olacak. Ay operatoriine benzer
olan bu operatorler Stokes denkleminin Schur tamamlayicilaridir. Fakat bu operatorler
hiz i¢in bagka (farkl) sinir kogullarim: igerir.

Bu kisim da simdi €2 bolgesinin
Q= {(1’1,$2) < < Li, 1= 1,2} (227)

dikdortgen bolgesi oldugunu kabul edecegiz. 0f) iizerindeki teget ve normal vektorii sirasi

ile n ve T ile gosterecegiz.
U,={ue (I/VQI(Q))2 : 0 iizerinde u.n = 0 dir}

ve

2

Up = {u = (u1,u2) € (W5(Q))" : uy =0 ve 09 iizerinde (0,uz).n =0 dir}

kiimelerini tamimlayalim.

A, = div(A); ' grad

ile tammh A, : P — P operatoériinti goz 6niine alahm. Burada g € U, L icin (A), lg

ifadesi Vu € U, i¢in
= (Vv, Vu) = (g, u) (2.28)

14



olacak gekilde v € U, vektor fonksiyonunu gosterir. (2.28) esitligi

O(u.T)
on

un =0, =0 (09 iizerinde)

formundaki sinir kogullar: ile vektoér Poisson denkleminin genellestirilmis bir ¢oziimiiniin

tanimdir. Bir bagka ifade ile A,

Au=g ,  § iizerinde
O(u.T)
on

problemindeki operatoriin ¢oziimiidiir.

=0 , 09 iizerinde

u.n =0,

Onerme 2.2.3 P iizerinde A, birtim operatérdir yani E birim operatér olmak tizere
A, =FE
dir.

Kamt. (Olshanskii 1997). O
Benzer bir yolla, bu sinir kogullar: ile Stokes problemini gz ¢niine aliyoruz.

(2.23) de oldugu gibi keyfi bir ¢ € P ve v = (A), " grad ¢ i¢in

,divu 2
(Apgrq) = o2 = sup L) (2.29)
weUp  |lully
bulunur.
(2.29) den
(q,divu)2

2
ucUp HUHU

ifadesi i¢indeki supremum, v = A7 L grad ¢ fonksiyonunda maximuma ulasir.
Ay, = div(A) T grad

ile tanimh A,, : P — P operatoriinii goz 6niine alahm. Burada g € U ! igin (A,,) g

ifadesi Yu € U,, icin

—(Vov,Vu) = (g,u) (2.30)
olacak sekilde v € U, vektor fonksiyonunu gosterir ve

Un = {u = (u1,us) : u € (W5(Q)?), 09 iizerinde u; = 0, (0,ug).n =0}

15



dir. (2.30) esitligi

0 (u.T)
on

formundaki karigik tipli sinir kogullar: ile vektor Poisson denklemini icin genellegtirilmis

=0 (2.31)

o =0, Lyicinu=0, veun=0, vexr; =0, L; igin

bir ¢oziimiiniin tanimina karsilik gelir. Bu durumda da, keyfi bir ¢ € P igin

esitligi dogrudur. Ustte verdigimiz (2.31) smir kosulu ile A,, operatériinii Boliim 3 de
kullanacagiz.

(2.31) yerine, (farkl bir smir kogulu ile)

u =0, 22 =0 | 2, =0, L; i¢in

0x1 (232)
uy =0, up=0 , x3=0, Ly igin
sinir kosulu ile A,, operatoriinii Boliim 3 de kullanacagiz.
2.3 TEZDE KANITLANACAK SONUCLAR
Eger
Q= {({271,1‘2) < < Li: 1= 1,2}
ve ¢ = max(Ly /Ly, La/Lq) ise pu(f2) igin
w() =0, £ —o0 (2.33)

ile verilen asimtotik sonucun gegerli oldugu Bolim 3 de kanitlanacaktir ve agsagidaki

1 U
— <) < —
2v/15 < ) < 23
esitsizliklerin saglandigl Boliim 4 de kanitlanacaktir.

Eger 2,

¢t (2.34)

Q:{$:($1,$2)10<R1<|$’<R2}, RQ/R1:1+5,5>0

halkasal bolgesi ise o zaman § € (0, 1] igin

uey <12 (2.35)

wQ) ~ -2 50 (2.36)

oldugu Boliim 4 de kanitlanacaktir.
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BOLUM 3

UZATILMIS DiIKDORTGENSEL BOLGELERDE INF-SUP KOSULU
CINSINDEN EN iYi SABIT

Bu béliimde Olshanskii ve Chizhonkov (2000) den yararlanacagiz ve eger

Q={(z1,22) : 0 < x; < Ly, i =1,2}

ve ¢ = max(Ly /Lo, Lo/ Ly) ise pu(2) igin

w(Q) =0, {— (3.1)

ile verilen asimtotik sonucun gegerli oldugunu kanitlayacagiz.
¢ i¢in ¢ = Ly /Ly oldugunu kabul edebiliriz.
(3.1) asimptotik sonucunu, A; (i = 0,p, m) operatorlerinin minimal 6zdegerleri ile ilgili

olan asagidaki 6nermeden elde edecegiz.

Onerme 3.0.1 ¢ > 1 icin asafjidaki esitsizlik saglanacak sekilde ¢ den bajvmsiz 0; > 0,

(1 = 1,2) sabitleri vardur:

1

1
Ql_Amin(Ap) S AInin(flo) S )\min(Am) S 02 gQ-

= (3.2)

Agagidaki iki kisimda (3.2) bagintisini kanitlayacagz.
/\(Ap) =1 ve ,u2 = Amin<A0)

esitliklerini kullanacagiz.
3.1 UST SINIR

(2.27) ile verilen Q dikdortgensel bolgesinde
Amp = /\p

17



spektral problemini gz oniine alalim, yani
—Au+gradp =0, divu = \p (3.3)

denklem sistemlerini saglayan ve u = (uy,us) € U, igin

Uy = 0, Uy = 0 (372 = 0, LQ 1g1n) (34)
up =0, 2= (x1 =0, L, icin) (3.5)

sinir kosullarinin model kiimesini saglayan A 6zdegerlerini ve bunlara karsilik gelen p € P
0z fonksiyonlarini bulalim.
(3.3)-(3.4) problemi, degiskenlerinin ayrilmasi metodu ile bulunabilen analitik bir ¢dziime

sahiptir (Fourier Metodu) (Aristov and Chizhonkov 1995a).

Onerme 3.1.1 (3.3)-(3.4) problemindeki A,, operatirii, t = Fé—i olmak tizere,

Aldm) = % (1 B sintht) (3:6)

ozdegerlerine sahiptir.

Kanait.
L

b= 2
2

icin Q = (0, Ly) x (—b,b) bolgesinde A,,p = A\p spektral problemini gtz tnene alalim.
(2.27) baglangic bolgesinin bu 6telemesi 6zdegerleri degistirmez fakat hesabi etkili bir
sekilde kolaylagtirir. » = 7/L; alalim.

1 . sinh b .
u; = —sinrx; |b cosh rxe — x9 sinh ra,
2 cosh r
coshrb .
Uy = ——cCosrry |b— sinh ray — x5 cosh ra,
2 sinh rb
p = cosrxycoshrrs

fonksiyonlar (3.3)-(3.4) bagintilarini saglar ve (3.6) ile verilen 6zdegerlere sahiptir.[J
Onerme 3.1.2 Herhangi bir Q dikdortgensel bolgesi icin

Amin(40) < Amin(Am)

esitsizligr saglanar.

18



Kamt. Ay ve A, operatorlerinin spektralarinin alt sinirlarinin fonksiyonel tanimimin

. (p, divu)?
Amin(Ao) = inf sup —5—>5
PEP yeU ||U||U ”p“P

d. 2
>\min<Am) = lnf Sup M
PEP yeU,, ||U||U HpHP

oldugunu biliyoruz. Simdi istenilen U C U,, den elde edilir.[]

(3.2) esitsizligindeki tist sinir agagidaki énermeden elde edilir.

Onerme 3.1.3

Q= {(.%’1,(132) |O <z <L ,i = 1,2}

bélgesinde, O = 72 /12 olmak dizere, { = Ly1/Ly > 1 cinsinden
1

Amin(4o) < 926_2

egitsizligt saglanar.

Kanmit. Onerme 3.1.1 ve Onerme 3.1.2 den,

olmak {izere,

1 t
Amin(AO) < )\min(Am) < )\(Am) = 5 (1 - smht)

elde edilir.

oldugunu gosterelim.

A
smht:t—i-g—l—a—i- .....

seri agilimina sahip oldugunu biliyoruz. Bu durumda

(1_ t ) < (i t R s
. —= . 2 4
sinh ¢ t+L+L 4 23\ 1+ 84+ 4

12 w2 1

< ==
- 12 1272

bulunur.[]

19



3.2 ALT SINIR

Acgiklamalarda karigikliktan kagimmak i¢in bu kisimda tartigmamizi Q = (0, 7€) x (0, )

dikdortgensel bolgesini ele alacagiz.

Onerme 3.2.1 Yukarida tanvmlanan Q bolgesinde, 01 = % olmak tizere, { > 1 cinsinden,

1
915_2 < Amin (4o) (3.7)

saglanar.

Kanit. Istenilen (3.7) esitsizligi keyfi bir p € P fonksiyonu icin

1 (p, diva)? < s (p, diva)?

(3.8)
e ullf v ully

ile verilen egitsizlikten elde edilir.

Gergektende, her p € P iizerinden kesin alt sinir1 alinarak (3.8) egitsizliginin sag tarafinda
ki Amin (Ap) degeri elde edilir ve Apin (4,) = 1 (A, = E) oldugundan esitsizligin sol
tarafinda verileni elde ederiz.

O halde (3.8) esitsizligini ispat etmek yeterlidir.

P deki fonksiyonlarin

= = {1Z)m:1/)m:dmcosm

171
7 COS MaTs }

V(1 +signmy) (1 + signmo)

vy

ile verilen ortonormal tabanlarini goz 6niine alalim. Burada m; (i = 1,2) ler, max{m;, ms} >

dyn =

0 olacak sekilde 0, 1,2... degerlerini alir ve m = (my,ms) bir multiindex (iki degiskenli
indeks) dir. Ik olarak P icinde derecesi M olan keyfi trigonometrik polinomlar icin, M
den bagimsiz bir 0 sabiti ile, (3.8) yi kanitlayacagiz.

P=YmoPmtm: Po=0, ¥, €Z
formunda bir p fonksiyonu diisiinelim.

(q, divu)”
Sup — o
ueUp HU”U

20



ifadesindeki tist smir, 4 = A 1Vp fonksiyonunda maximuma ulasir. Ayrica
diva =p

dir, ¢tinkii A, birim operatoriine denktir. Bu durumda yukarida segilen p ye karsilik gelen

@ = (1, Uy) vektor fonksiyonu agagidaki formda yazilabilir:

=M b pmet k=12

Burada
b, = o
m 2)—2 2
4 (mlg + m2)
- e
m 2/)—2 2
C(m3l=2 +m3)
1 . M1y
®,, = dpsin 7 COS MLy
2 miTy .
¢y, = dpcos 7 Sin mexo

dir. Boylelikle (3.8) esitsizligini ispatlamak igin, M, ¢, 4 dan bagimsiz kesin pozitif ¢;, co <

oo sabitleri igin,
(p,div )’ < e (prdiva)?, [lul < o ]l (3.9)

esitsizligi dogru olacak sekilde bir w € U olusturmak yeterlidir.

Indislerin
My = {m:my > my}
My = {m:m; <my}

kiimelerini diigiinelim. M; N My = @ dir ve herhangi bir m indeksi i¢cin m € M; olacak
sekilde bir ¢ € {1,2} vardur.

p fonksiyonunu iki ortogonal parcanin toplami olarak yeniden gosterelim:
P =3 ens, Pty 1 =12
Burada ve daha sonra max (ms,ms) > M i¢in p,, = 0 oldugunu kabul edecegiz.
diva = p=p® + p?
oldugundan
0 1 L (diva
|(p",p)| > 5 |(pp)l = 5 I(diva, p)| (3.10)
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olacak sekilde bir ¢ € {1,2} vardur.
(3.10) esitsizligi ¢ = 1 i¢in saglansin. Bu durumda u = (ug,us) € U vektor fonksiyonu
asagidaki gibi tamimlayabiliriz:

14 14
Uy = Z %pm¢in - Z Eﬂ%)@lm u =0

me My m

diger durumlarda,
Uz = Z me¢2 - Z iﬂ(2)¢2 up = 0.
m2 m - m2 m m?

) ve pg) katsayilar1 daha sonra tanimlanacaktir.

Burada p,(%
Keyfi bir m; igin, bundan daha biiyiik en kiigiik ¢ift dogal sayiy1 C(m;) (i = 1,2) ile
gosterelim. Eger (3.10) esitsizligi ¢ = 1 igin saglanir ise, keyfi bir m = (m4, my) indeksine,
my = my, My = my (mod C(my)) olmak iizere m = (77, mz) indeksini karsilik getiriyoruz,

ve p,(%) katsayilarini

(1) %Pm eger m € My, my < 3C(my) ise
m =

0, aksi taktirde

formiilleri ile tanmimhiyoruz. Eger (3.10) esitsizligi ¢ = 2 igin saglanir ise, m = (mq, mo)
keyfi indeksine 1y = mq, m; = my (mod C' (my)) olmak tizere m = (M, msy) indeksini kargilik

getiriyoruz, ve pg) katsayilarim

o ) ipa eter € My,my < 3C(my) ise
Pm =

0, aksi taktirde

formiilleri ile tanimliyoruz.

Yukarida olugturulan wu, derecesi 3(M +2) yi gegmeyen ve u|gn = 0 olan bir trigonometrik
polinomdur.

|ull,; ve |(p,divu)| yi hesaplayahim. Bunu yaparken {¢,,} ve {¢? } fonksiyon sistem-
lerinin Lo deki i¢ carpima gore ortonormal olmalarindan ve u, 4 ve p fonksiyonlarinin
normlarinin bunlara karsilik gelen Fourier katsayilarinin terimleri iginde kesin olarak ifade
ediliglerinden yararlanacagiz.

i =1,2 icin

50 = 306,

diyelim ve iki durumu ayr1 ayri ele alalim.
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ilk durumda, m € M; ve 5my > ms olmak {izere
ouy || 2 2 1 2 2
o, = NPl =20060) el = gl + 10,
2 2 2 . 2.
5 [Pl < 3 lplip = 5 ldivals < 3 lal; (3.11)

w

bulunur. Burada

= > Pl Z P = Hp(”lli

meMy mEMl
ve

1 1
[0 =32 10T =3 3 5ot =5 Il

m meMy

bagitilarini kullandik. Ayrica;

2
0 ? (1) . mo 2
o (S )| - e 2 () G

< 525 Y (1+3+5) p2

P

meM;
= B

oldugundan

ou 2 2 35 2

2l < e 0l -2 60 + 20 (312

38 38 5.
= Dol < e jal

bulunur.

1 N
|(p.p™M)| > 5 | (P, div )]

oldugundan ve ¢ = \/E icin

1 — e 1 Y €
T B PR D N PIL AT I
= m=0 m= meM meMy
= 16! p.p")]
oldugundan
v = |(n gi)\ - }(p,pm _ ),
(7

Vv

vV
/\\/—\

—_

|
g|| g
ob -
N———

5

%f\

=

v
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elde ederiz.

Ikinci durumda m € M, ve 4ms > my olmak iizere benzer sekilde

Ay ||” 381,
22| < Bina,
Lip

Ouy 2 2 2 2

- 2) 2) < — |7 2 313
92 < o+ 1o < 2 nal 313

6—2

tival = Y2 |pdivi)

N
elde ederiz.

(3.11)-(3.13 ) egitsizliklerinden, ¢ > 1 kogulu altinda (3.9) hesaplamalari, ¢; = 12 ve
co = b sabitleri ile, saglanir. ¢; ve ¢y, M polinomunun derecesine bagli olmadig: i¢in,
(3.8) esitsizligi, 0 = (c1,c2) " sabiti ile, her sonlu trigonometrik polinom i¢in dogrudur.
Ve boyle polinomlarin P iginde her yerde yogun oldugu igin teoremin kamti (3.8) de

kapanig alinarak tamamlanir.[]

3.3 TEMEL SONUC
Onceki kisimlarda elde edilen hesaplamalardan asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.3.1 Bir

Q={(r1,22) |0 < x; < Ly, 1 =1,2}
dikdortgen bélgesi igin,

¢ =max (Ly/La, La/Ly)

olsun. Buna gore

. |(p, divu)|
= inf sup ————
PEP yecU ||U||1 ||p||0

tle tanamly p sabit sayst
E:O(fl), { — o0

asitmptotik bagintisine saglar.
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Kanit. ¢ = L;/Ly > 1 igin Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.2.1 den, ¢ cinsinden

1 1

016_2 < Amin (Ao) < 926_2

esitsizligini elde edilir ve buradan

>\min (AO> ,LL2

bulunur.

Ayrica sabitlenmig bir dikdortgen igin, bir o # 0 ¢arpani ile kenarlarin es zamanl daral-

masi (geniglemesi) Ag operatoriiniin 6zdegerini degigtirmez. Bu, (2.23),

N2
q,divu

(Aog; q) = sup #
wet [|ully

icindeki bagimsiz degiskenlerin degistirirlmesinden ve o2 ile boliimiin sadelestirilmesin-
den elde edilir. Ayrica, R? diizlemindeki keyfi bir ¢ acis1 ile dikdértgenin rotasyonuda

(dondiiriilmeside) benzer sonuglar verir.

Boylece (0,£) x (0,1) ve (0,1) x (0,¢7!) bolgeleri i¢in Ay operatoriiniin dzdegerlerinin
kiimesi herhangi bir ¢ i¢in ¢aligir (aymdir). Buna gore ¢ = L;/Ly > 1 igin istenilen

kamtlanmig olur. ¢ = Ly/L; > 1 igin kamt benzer gekilde yapilir.[]
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BOLUM 4
LBB KOSULUNU BOLGE GEOMETRISINE BAGIMLILIGI
Bu boliimde Chizhonkov ve Ol’shanskii (2000) den yararlanacagz.
Eger
Q= {(Qfl,.fL'Q) 0<z < LZ', 1= 1,2}
ve ¢ = max(Ly /Ly, Lo/ L) ise
1 m
— < () £ —=¢t
Vi e < o 7
esitsizliklerin saglandigim kanitlayacagiz ve €2,
Q:{$:($1,$2)20<R1<‘$’<R2}, RQ/R1:1+5,5>0
halkasal bolgesi ise o zaman § € (0, 1] igin

n(Q2) < \/gg

ve

oldugunu kanitlayacagiz.

4.1 SERIT BOLGESI iCIN HESAPLAMALAR

(4.1)

(4.2)

Bu kisimda (4.1) yi hesaplayacagiz. (4.1) hesaplamasi A;(i = 0, p, m) operatorlerinin min-

imal 6zdeger hesaplamalarindan elde edilir. A, nin tiim 6zedegerlerinin 1 yani A(4,) =1

oldugunu ve 1(2)? = Apin(Ap) oldugunu biliyoruz. (4.1) yi £ cinsinden agagidaki teoremde

oldugu gibi ifade edebiliriz.

Teorem 4.1.1
11 21
__/\min A S Amin A S Amin Am S Ta 79
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Kanit.
Amin(A0) < Anin (A7) esitsizligi U C U,,, gobmmesinden ve

. 2 ' ;
Auin(Ao) = inf sup LIV (A, = inf sup LIV

2 2
0cP yveu v |lqll? P veu,, ||v][} 14l

ile verilen Rayleigh kuralindan elde edilir. 610 el2 Amin(4p) < Amin(Ap) esitsizliginin kanity

oldukea tekniktir ve (Olshanskii and Chizonkov (2000)) de bulunabilir.
Simdi

Amin (Arm) < (4.5)

21
2

[\3|>1

nin kanitim1 verelim.
2 nin (2.27) deki gibi tammlandigim varsayarak A,,,p = A, 6zdeger problemini gtz éniine

alalim. Yardimci fonksiyon olarak
u=A.'V,

alirsak problemi yeniden formiile edebiliriz:

(2.32) deki smur kogullarina gére bazi u € U, fonksiyonu igin
-Au+V, =0,
divu = A,

denklemini saglayan A\ dzdegerlerini ve p € P 6z fonksiyonlarii bulunuz.
(4.6), (2.32) nin tiim ¢oziimleri degiskenlerin béliinmesi metoduyla bulunabilir (Aristov

and Chizhonkov 1995b). Burada A,, operatoriiniin 6zdegerinin, ¢t = 722 olmak tizere

< 1 t
AAn) = 2 <1 a sinht)

oldugunu belirtmek yeterlidir. Gergekten, b = L;/2 olmak iizere Q = (0, L;) x (—b,b)

Ly

bolgesini goz oniine alalim.
Orjinal dikdortgenin bu degisimi 6zdegerleri degistirmez ancak hesaplamalar: sadelestirir.

Dahasi, r = 7/L; dersek, dogrudan yerine koyarak

1 . sinh rb .
uy = —sinrxy |b coshrxy — xosinhras |,
2 coshr
1 coshrb .
Uy = ——=cosrxy |b— sinhrzy — x9 coshras |,
2 sinh r
p = cosrxycoshrrsy

28



fonksiyonlarin, A (4,,) 6zdegeriyle birlikte,(4.6), (2.32) yi sagladig1 goriiliir.
Amin (A0) < Amin (4;,) oldugundan,

t:ﬂ'Lg/Ll :71'/6

olmak {izere,

o (40) A () <34 = 3 (1= 250 )

elde edilir.

Tt N _ 1Bt
2 sinh ¢ 23 1+8 484
21
<
- 120

oldugundan (4.5) elde edilir.(]
4.2 HALKA BOLGESI ICIN HESAPLAMALAR

Bu kisimda Q yi Ry/R; =1+ 6, § > 0 olmak tizere
Q= {X = ($1,$2) 0< R < |X‘ < RQ} (47)

halkast olarak kabul ediyoruz. (2.26) ile verilen 1(2)? = A\puin(Ag) baglantisi hala gegerli

oldugu icin Agp = Ap dzdeger problemini gz oniine aliyoruz.

Teorem 4.2.1 s = Ry/R; > 1 olsun ve (r,p) yi R* de kutupsal koordinatlar olarak

alalim. Bu durumda Agp = A\, probleminin tiim 6zdegerleri
{1} U Ly U Ly

ye aittir. Burada m = 2,3, ... i¢in

1 — 1 1 1 ml _ gm=1) /i
£, = 3 (14 1 (s s vm

2 32 +1lns 2 \/(32 mA1) 1) (s20m=1) 1)

1 —1 1 (smHt —sm ) /m2 — 1
Lo = s=-|1—

2 32 +1lns 52 (m+1) — 1) (s20m=1) — 1)

dir. A\ =1 ozdegeri sonsuz kathlhiktadir ve bunlara karsilik gelen 6z fonksiyonlar

k — 1 —
T coswkr i —sinﬂkr i

RQ_Rl RQ—Rl_’/’ RQ—Rl

pr (1, 0) = + C, k=12, ..
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dir. Herbir A # 1 o0zdegerinin kathhge ikidir ve bunlara karsilik gelen 6z fonksiyonlar,

am (p) = cos (mp) veya ay, (p) = sin (myp) olmak tzere

Vg = <1¢[i] SL;;) 1 (4).

m m Rl 2m m—1, [T~ 1 82(m+1) -1
p (71790) = T 1q: |:T:| S m—|—152(m—1)—1 O‘m(@)a m*2737“'

dir.

Kamt. Teoremin kamiti [ug, ug,p] = > [u]l (r),u, (r),p (r)] exp {ij¢} temsiline ve
App = A\, nin w) (r),ul (r) ve p? (r) icin miimkiin olan ayr1 diferensiyel problemler olarak
ayrigtirilmasina dayanir.

Agp = Ap 6zdeger problemini ele alahm. u = A, Vp yardimar fonksiyonunu uygulayarak

problemi su sekilde yeniden formiile ederiz: Bazi u € U, fonksiyonu i¢in

—Au+ Vp =0,
diva = A\p
yi saglayan A\ dzdegerini ve p € P dzfonksiyonunu bulalim.Kutupsal koordinat sisteminde

ozdeger problemini tekrar yazalim: v = uy, v = uy olmak tizere
10 [ Ou N 10%0 uw 20u Op
—_—— /r‘_ —_—— — —_——
ror \ Or r200%  r2  r2dp  Or

10 ( (‘31}) 102 u 20u 10p

- el - _ -2 ZZE 4.8
ror \ or +7’28902 7‘2+r28g0 ror ’ (48)

dir.

A =1 igin teorem, herhangi k tamsayist icin (4.8) de
Oou, 1

PE= 5= + U

ve

T—Rl

LM -0
R )

uy = sink

fonksiyonlar1 yerine koyularak kontrol edilir.
Ayrica baz1 A # 1 ye karsilik gelen bir p 6z fonksiyonunu ve u, v yardimei fonksiyonlarini

diistinelim. ¢ i¢in periyodik siir kogullar1 agagidaki temsili kullanmamiza olanak saglar:

—+00

w00l = S T (), 0 (1) oo ()] exp fimep}

m=—00
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exp {imep} exponent sistemi L? ([0, 27]) iginde ortogonal (dikey) oldugu igin, (4.8) dan,
U (R2) = v (R2) = U (R1) = v (R1) =0 (4.9)

sinir kogullar |

10 Ouyy, m? U, 20M ,
) - =, - 2 -y, — = 0, 4.10
"o (7" or > 2 Uu 2 2 v Pm ( )
10 OV, m? U 21 m
2O (%) M, U 2 IR, 4.11
T@T(TaT) TQU 7‘2+ r2u rp ( )
1[0
. [E (rum) +imuy, | = A\pm (4.12)

elde edilir. m = 0 harmonik durumu igin (vy = 0 alip (4.11) yi kullanarak) A icin tek
miimkiin degerin A = 1 oldugu goriiliir. Bu nedenle m # 0 durumunu goz 6niine alacagiz.

U, Ve Uy, yok ederek (4.10) ve (4.12) den
A=1)Apm =0

elde edilir.Boylece C',,C'_ nin keyfi sabitler olmak {izere

1

5 (Cor™+Cor™™) (4.13)

Pm (7)

bulunur. (4.10) ve (4.11) den

10 Ouyy, m? Uy, 20M 1 1 1
ror (TW> TEtim Ty T Tt T g [Corm ™ =
10 v, m? U 21m i i 1
ror (TW> TEim T e T e =g [Corm ™+ ]

elde edilir.w; = wu,, + iv,, diyelim. m parametreli bir
10 [ Owy (m+1)°
—_—— /r‘ J—

ror or r2

wi(Rl) = wi<R2):O

wy = +Cr™ Y (4.14)

sinir deger problemi elde ederiz.

Ik olarak m = 1 durumunu goz 6niine alalim.

C+ 2 2 C+ 2 2
A+:4ln%(R1_R2)’ B+:4ln%(R21nR1—RllnR2)
1 1
ve
4o O 1 O (RiRy)®
T 4 R+RYTTT 4 R+R

31



olmak tizere

C C_
wy =A.Inr+ B, + frz, w_=A_r*+B_r*+ e

elde ederiz. (4.12) de
U = (Wi +w_) /2, v, = (wy —w_) /2

yerine konularak

C, (R - R2 c. 1 A
?( 1n +2T2> — 4 R2 R2( TQ—R%—RS):§(C+T2+C_)

bulunur. 7°

(S:Rz/Rl > 1),

1 s2—11
A=—|14+4/—0— 4.1
2( \/32+11ns> (4.15)

dir. Ayrica,

oy (1 2] Vo)

buluruz. Aymi sonu¢ m = —1 durumu igin de gegerlidir. Boylece (4.8) daki A degerleri

ve r? fonksiyonlar: lineer bagimsiz oldugundan miimkiin olan degerler sadece,

1

pH(re) = Spu(r) (exp (i) +exp (—ip)),
P g) = o () (e (i) — exp(~ig)

oz fonksiyonlarina karsilik gelen 6zdegerlerdir. |m| > 1 igin problem (4.14) nin ¢6ziimii

WL O RRRM O (R R (RS
Am Rz(m—l) i R?(m—l)’ Am, RQ(m—l) B R?(m—l)
4 - O B-m p O (R - R (R1R,)”
- am R;(m-‘rl) _ R%(m-&-l)’ - = T am R 2(m+1) R?(m+1)

olmak iizere

C

Wy = A_‘_Tm*l + B+T7(m71) + _+Tm+1,
4m

W = A_’l“m+1 + B_T_(m+1) + &r—(m—l)
4m ’

dir. Benzer degerlendirmelerle olas1 degerlerin

1 (Sm+1 _ Smfl) m2 —1
A=- 1+
2 _\/(82(m+1) _ 1) (SQ(m—l) _ 1)
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ve

2k
- — 1 g2(k+1) _ 1
=

r kE+1s2k-1) — 1
oldugu sonucuna ulagilir.[]

Uyar1 4.2.2 Eger Ry sabit ve Ry — 0 (yani s — 00) ise her X # 1 i¢in A — & dir-

Boylece bir ¢ember igin Crouzeix (1974) iin sonucu yeniden elde edilir.
Sonug 4.2.3 (4.7) de verilen Q i¢in
76
n(Q) <455 0€(0.1] (4.16)
ve

1(Q) w ———, §—0 (4.17)

>

N | —

1 [s2—1 1
s24+1lns

ozdegerini goz oniine alahm. s = 1 + 0 olarak alirsak 6 € (0, 1] igin

s2—11  20+6° 1
24 1lns 2+2(5+(525—§+§,,,
2
;57221_152
246+ 16 12

elde ederiz. Buradan

1()? = Amin(do) <A<

N =

(1—,/1—152>
12
< Lo (- L)) = Lo

2 12 24

bulunur .Béylece 1(£2) igin hesaplama kanitlanmigtir.

Simdi, p(€2) igin (4.17) asimptotik yaklagimim kamtlayacagiz. Bunu kanitlamak igin,
0 — 0 oldugunda s = 1 + ¢ yazariz ve dzdegerlerin tanimindaki fonksiyonlar i¢in § ya
gore Taylor agilimini hesaplariz. Boylece

20 + 0 1 1,
5 =1—-=5+..
2426+ 6% In(1+9) 3
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ve m=2,3,...i¢in

((1+6)m“—(1+5)m*1)2(m2—1) _ 4+4(2m—1)5+ (8m? — 12m +5) 6% + ...
<(1+5)2<m+1>_1) ((1+5)2(m—1> _1) 444 (2m — 1) 0 + Bm=Smils g2 4
2
m
= 1——0+ ...
50+

bulunur. Bu ac¢ilimi kullanarak A, i¢in, 6 — 0 oldugunda

1 1 1 1 52
m(A) ~ = [1 =41 =28~ (1= (1=-28)) = —
elde ederiz.[]

Uyar1 4.2.4 \ ~ cd*asimptotik davramg: Teorem 4.2.1 icinde tanvmlanan Lo kiimesin-

deki tiim ozdegerlert i¢in gegerlidir.
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