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BÖLÜM 1

NOTASYON VE HAZIRLIK B·ILG·ILER·I

Bu bölümde tez boyunca gerekli olan baz¬temel tan¬m ve teoremler verilecektir.

R ve C s¬ras¬yla reel ve kompleks say¬lar cismidir ve bu tezde ikisi için F gösterimi kul-

lan¬lacakt¬r.

Tan¬m 1.0.1 Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri üzerinde

de¼gişkenin ayn¬de¼gerleri için verilen şartlar alt¬nda çözümlerinin problemine başlang¬ç

de¼ger problemi denir. Verilen şartlara da başlang¬ç şartlar¬denir.

Tan¬m 1.0.2 Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri üzerinde

ba¼g¬ms¬z de¼gişkenin farkl¬ de¼gerleri için verilen şartlar alt¬nda çözümlerinin problemine

s¬n¬r de¼ger problemi denir. Verilen şartlara da s¬n¬r şartlar¬denir.

Tan¬m 1.0.3 Bir X vektörü üzerinde bir x 2 X noktas¬ndaki de¼geri kxk ile gösterilen,

her x; y 2 X ve � bir skaler olmak üzere aşa¼g¬daki özellikleri gerçekleyen reel-de¼gerli bir

fonksiyona norm denir:

(i) kxk � 0

(ii) kxk = 0 () x = 0

(iii) k�xk = j�j kxk

(iv) kx+ yk � kxk+ kyk (üçgen eşitsizli¼gi)

Üzerinde bir norm tan¬mlanm¬̧s X vektör uzay¬na bir normlu uzay ad¬verilir. Normlu

uzaylar (X; k:k) ya da X ile gösterilir.

Tan¬m 1.0.4 Bir V vektör uzay¬üzerinde iç çarp¬m, her x; y; z 2 V ve her � 2 F için

(i) (x; x) � 0;

(ii) (x; x) = 0 () x = 0

(iii) (�x; y) = � (x; y)
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(iv) (x; y) = (y; x)

(v) (x+ y; z) = (x; z) + (y; z)

özelliklerini sa¼glayan bir (:; :) : V � V ! F dönüşümüdür. Mesela [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde

tan¬ml¬sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬olan C [0; 1] karmaş¬k vektör uzay¬üzerinde

(f; g) =

1Z
0

f (t) g (t) dt

formülü bir iç çarp¬m tan¬mlar.

Teorem 1.0.5 V üzerinde tan¬mlanan bir iç çarp¬m, V üzerinde

kxk =
p
(x; x)

ile indirgenen bir norm tan¬mlar.

Tan¬m 1.0.6 Üzerindeki iç çarp¬m¬n indirgedi¼gi normdan üretilen metri¼ge göre tam olan

bir iç çarp¬m uzay¬na Hilbert uzay¬denir. Hilbert uzay¬genelde H har� ile gösterilir.

Uyar¬1.0.7 Genel olarak, bir iç çarp¬m uzay¬n¬n Hilbert uzay¬ olmas¬ gerekmez fakat

fonksiyonel analizde bir temel teorem her X iç çarp¬m uzay¬n¬n bir Hilbert uzay¬haline

getirilebilmesini garanti eder. Böyle bir H Hilbert uzay¬na X in tamlan¬̧s¬denir.

Teorem 1.0.8 H ve K kompleks Hilbert uzaylar¬olsun. T 2 B (H,K) olsun. Her x 2 H

ve her y 2 K için

(Tx; y) = (x; T �y) (1.1)

olacak şekilde bir tek T � 2 B (H;K) operatörü vard¬r.

Tan¬m 1.0.9 H ve K kompleks Hilbert uzaylar¬ ise ve T 2 B(H,K) ise o zaman (1.1)

içinde elde edilen T � operatörüne T nin adjointi denir.

Tan¬m 1.0.10 (Self-adjoint) A : H �! H; 8g 2 H için hA; f; gi = hf; A�; gi koşulunu

sa¼glayacak şekilde bir A� operatörü varsa; A� operatörüne A operatörünün eşleni¼gi denir.

Tan¬m 1.0.11 (X; k:kX); (Y; k:kY ) normlu vektör uzaylar¬ ve T : X �! Y lineer bir

dönüşüm olsun. Her x 2 X için

kT (x)kY = kxkX

ise T ye izometri (norm koruyan dönüşüm) denir.
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X normlu lineer uzay¬üzerinde I birim lineer operatörü bir izometridir.

Tan¬m 1.0.12 fm (x) ve fn (x) bir (a; b) aral¬¼g¬nda reel de¼gerli ve integrallenebilir iki

fonksiyon olsun. E¼ger

hfn (x) ; fm (x)i =
bZ
a

fn (x) fm (x) dx =

8<: 0; n 6= m için

1; n = m için

eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise fm (x) ve fn (x) fonksiyonuna (a; b) aral¬¼g¬üzerinde ortonormaldir

denir. (�a; a) aral¬¼g¬nda 1p
2a
; 1p

a
sin �x

a
fonksiyonlar¬ortonormal fonksiyonlard¬r.

Tan¬m 1.0.13 X bir iç çarp¬m uzay¬olsun. feng X içinde bir dizi olsun. Her m;n 2 N

için

hem; eni =

8<: 1; m = n

0; m 6= n

sa¼glan¬rsa feng dizisine ortonormal dizi denir.

Tan¬m 1.0.14 [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬mlanan herhangi say¬daki sürekli fonksiyonlar ailesi

f�1 (x) ; �2 (x) ; :::g olsun. Bu ailenin herhangi iki eleman¬olan �m (x) ve �n (x) fonksi-

yonlar¬m 6= n olmak üzere

(�m; �n) =

bZ
a

�m (x) :�n (x) :r (x) dx = 0

eşitli¼gini sa¼gl¬yor ise bu fonksiyonlar ortogonaldir. f�m (x)g fonksiyon ailesine den [a; b]

aral¬¼g¬nda r (x) fonksiyonuna ortogonal sistem denir.

Tan¬m 1.0.15 r diferansiyel vektör operatörü,

r = @

@x
i+

@

@y
j +

@

@x
k

k¬smi türevleri olarak tan¬mlan¬r. Skaler fonksiyon olan f (x; y; z), her noktada tan¬ml¬

ve türevlenebilir ise, r vektör operatörü skaler alanlar için uygulanan ve sonucu rf olan

bir vektör alan¬olabilir. Bu da f in gradyant¬olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.0.16 F (x; y) bir vektör alan¬ise divF (x; y) = r:F (r) olarak yaz¬labilir. ·Iki

boyutlu olarakta;

rF (x; y) =

�
@

@x
i+

@

@y
j

�
: (F1 (x; y) i+ F2 (x; y) j) ;

=
@F1
@x

+
@F2
@y

3



dir. Bu F (x; y) vektörü alan¬na uygulanacak r vektör operatörü skaler ürün olarak elde

edilir. Bir vektör alan¬n¬n div skaler bir vektör alan¬d¬r.
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BÖLÜM 2

STOKES PROBLEM·I

Bu bölümde Olshanskii ve Chizhonkov (2000), Chizhonkov ve Ol�shanskii (2000) den

yararlanaca¼g¬z ve di¼ger bölümlerde ele al¬nacak problemleri tan¬tacak ve gerekli ön bilgi-

leri verece¼giz.

n = 2; 3 olmak üzere s¬n¬rl¬bir 
 � Rn bölgesinde Stokes problemi ad¬verilen h¬z-bas¬nç

de¼gi̧skenli bir s¬n¬r-de¼ger problemini gözönüne alal¬m:

��u+rp = f 
 içinde

div u = 0 
 içinde (2.1)

u = 0 @
 içinde.

Üstteki denklemin n = 2 için aç¬k yaz¬l¬̧s¬26664
�
�
@2u1
@x21

+ @2u1
@x22

�
+ @p

@x1
= f1 (x1; x2)

�
�
@2u2
@x21

+ @2u2
@x22

�
+ @p

@x2
= f2 (x1; x2)

@u1
@x1
+ @u2

@x2
= 0

37775
d¬r. r = grad olmak üzere (2.1) denklemleri f(x) d¬̧s kuvveti ile yönlendirilen s¬k¬̧st¬r¬la-

maz, (incompressible) yap¬̧skan (viscous), homojen (homogeneous), ve izotropik bir s¬v¬n¬n

(küçük h¬zlarda) yavaş hareketini tan¬mlar. Bilinmeyenler,

u = (u1(x); u2(x); :::; us(x))

ile verilen u = u (x) ak¬̧skan h¬z¬(�uid velocity) vektör fonksiyonudur veZ



p(x)dx = 0

integral koşulunu sa¼glayan skaler p = p(x) bas¬nç (pressure) fonksiyonudur.

S¬n¬rda s¬f¬r durumlar¬, kural gere¼gi şunu söyler: Bu hareket, tamamen ak¬̧skanla dolmuş

kat¬duvarlarla örülü hareketsiz bir hacim içinde yer al¬r. Yukar¬daki bu model (örnek)
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problem, hesaplanabilir hidrodinamikler (computational hydrodynamics) içindeki uygu-

lamalarda büyük bir çeşitlili¼ge sahiptir.

(2.1) probleminin iyi konulmuşlu¼gunun ve onun yaklaş¬k çözümünün gösterilmesinde önemli

bir rolü

� = �(
)

say¬s¬oynar. Bu say¬sadece 
 � Rn; n = 2; 3 bölgesine ba¼gl¬d¬r ve

� = �(
) = inf
p2P

sup
u2U

j(p; div u)j
kuk1 kpk0

(2.2)

olarak tan¬ml¬d¬r.

Burada

(�;  ) =

Z



� d


dir ve U;

kuk1 = krukL2(
)n = (ru;ru)1=2

ile birlikte

U = H1
0 (
)

n = (
�
W

1

2(
))
n

olarak tan¬ml¬h¬z uzay¬d¬r ve P;

kpk0 = kpkL2(
) = (p; p)1=2

ile birlikte

P = fp : p 2 L2(
); (p; 1) =
Z



pd
 = 0g

olarak tan¬ml¬bas¬nç uzay¬d¬r.

Parçal¬Lipschitz s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬ba¼glant¬l¬bölgeler için (D�yakonov 1989, Girault

and Raviart 1986), � > 0 d¬r ve (2.1) probleminin genelleştirilmi̧s (u; p) 2 U �P çözümü

aşa¼g¬daki yaklaş¬mlar¬sa¼glar:

kfk�1 = sup
u2U

j(f; u)j
kuk1

olmak üzere,

kpk0 � 2��1 kfk�1 (2.3)
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ve

kuk1 � kfk�1 (2.4)

dir. Tan¬mdan

krpk�1 = sup
v2U

j(p; divv)j
kvk1

dir.

�(
); Neµcas eşitsizli¼gi olarak bilinen

�(
) kpk0 � krpk�1 ; 8p 2 P (2.5)

eşitsizli¼gindeki optimal sabittir.

h nin nereden elde edildi¼gini görelim. Uh ve Ph s¬ras¬yla U ve P nin baz¬FE yaklaş¬mlar¬

oldu¼gunu kabul edelim. Uh � U ve Ph � P alal¬m. (2.1) in ayr¬k k¬sm¬n¬şu şekilde ifade

edebiliriz: fUh; Ph g den herhangi herhangi bir fvh; qhg için

(ruh;rvh)� (ph; divvh) = (f ;vh); (2.6)

(divuh; qh) = 0: (2.7)

olacak şekilde fUh; Phg den fuh; phg bulunuz. (2.7) nin iyi-konulmuşlu¼gu için ve fuh; phg

nin kararl¬l¬¼g¬(stability) için,

inf
qh2Ph

sup
vh2Uh

=
j(qh; divvh)j
kvhk1 kqhk0

= h � (
) > 0 (2.8)

eşitsizli¼gin geçerli oldu¼gu iyi bilinmektedir (Babu�ka 1973, Brezzi 1974). Burada (
); h

a¼g (mesh) parametresinden ba¼g¬ms¬z pozitif bir sabittir.

Tezimiz boyunca e¼ger kesrin paydas¬nda kxk varsa x 6= 0 ise supx ve infx al¬nacakt¬r.

(2.8) koşulu ço¼gunlukla LBB ya da inf � sup koşulu olarak adland¬r¬l¬r ve key�Uh ve Ph;

FE uzay ikilisi taraf¬ndan sa¼glanmaz.

(2.8) in sa¼glanmad¬¼g¬na dair bir örnek veremek istersek, ayn¬üçgenleme hem bas¬nç hem

de h¬z sistemi için kullan¬l¬rsa parçal¬ lineer sürekli elemanlar (P n1 � P1 çifti) (2.8) yi

sa¼glamaz. Bu konudaki detayl¬bilgi için (Gunsburger 1989) kayna¼g¬na bak¬n¬z. (2.8)

koşulu ayr¬k (discrete) çözümler için yak¬nsakl¬k ve hesaplar¬kan¬tlamada çok önemlidir.

(2.3) ve (2.4) ye benzer olarak

kfk�1 = sup
v2U

jhf ; vij
kvk1

7



olmak üzere

kphk0 � 2�1h kfk�1 (2.9)

ve

kuhk1 � kfk�1 (2.10)

dir ve ayr¬ca

kuh � uk1 + kph � pk0 � 3(1 + �1h )( inf
vh2Uh

ku� vhk1 + inf
q2Ph

kp� qhk0)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Brezzi and Fortin 1991). Bo¢ et al. (1997) den görüldü¼gü gibi, (2.8)

koşulu çekirdekteki eliptiklik ile beraber (2.9) ve (2.10) için gerekli bir koşuldur. Ayr¬ca

(2.7) yi çözmek için kullan¬lan bir çok tekrarlamal¬(iterative) yöntemin yak¬nsakl¬k oran¬

h ye ba¼gl¬d¬r (Bramble and Pasciak 1988, Chizhonkov 1994, Langer and Queck 1986,

Schafer and Turek 1996). Örne¼gin (2.7) için, en etkili yöntemlerden birisi olarak kabul

edilen, Uzawa- CG algoritmas¬

� =
1� h
1 + h

(2.11)

asimptotik yak¬nsakl¬k oran¬na sahiptir. Bu nedenle küçük bir h için (2.7) nin daha zay¬f

cebirsel özelliklerinin elde edilebilece¼gi beklenebilir.

Ayr¬ca, günümüz eşlenik gradientlerin Uzawametodu, Stokes probleminin nümerik çözümünde

en etkili yöntemlerden birisi olarak kabul edilmektedir ve

� (�) =
1� �

1 + �

asimtotik yak¬nsakl¬k oran çarpan¬na sahiptir (Langer and Queck 1986).

� üzerinde benzer bir ba¼gl¬l¬k (dependence) Poisson denkleminin temel eleman tekrarl¬

çözümünü içeren (2.1) denkleminin di¼ger metotlar¬n kullan¬m¬ndaki yak¬nsakl¬k oran¬için

verilmi̧stir (Chizhonkov 1994, 1996).

� sabiti onun h ayr¬k benzeri (analo¼gu) ile yak¬ndan ili̧skilidir (Girault and Raviart 1986).

� sabitinin, LBB (Ladyzhenskaya, Babouska ve Brezzi ) ya da inf � sup koşulu olarak

bilinen, h ayr¬k benzeri (2.1) denklemi için sonlu eleman metodunun tasar¬analizinde

çok önemlidir.
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2.1 LBB KOŞULU VE NEµCAS EŞ·ITS·IZL·I¼G·I

H¬z için uyumlu ve uyumsuz s¬n¬rl¬ elementleri (�nite elements) dikkate al¬yoruz. ·Ilk

olarak h > 0 için Uh � U ve Ph � P olacak şekilde Uh ve Ph; FE alt uzaylar¬n¬göz

önüne alal¬m.

Bu durumda ihtiyac¬m¬z olan tek varsay¬m Ph için aşa¼g¬daki standart yaklaş¬m hipotezidir:

� A1. Her bir q 2 P \H1(
) için, q ve h ba¼g¬ms¬z C ile,

kq � qhk0 � Ch kqkH1(
) (2.12)

olacak şekilde bir qh 2 Ph fonksiyonu vard¬r.

Uyumsuz (Uh "U) durumunda, uh nin
 n¬n T alt bölümlerinin her bir � elaman¬üzerinde

bir polinom olarak al¬yoruz. Böylece,

(ruh;rvh) =
X
�2T
(ruh;rvh)�

olarak tan¬mlamak gelenekseldir. Do¼gal olarak,

kuhk1 = (ruh;rvh)
1
2

örgü ba¼g¬ml¬bir normdur, (ph; divuh) iç çarp¬m¬benzer şekilde tan¬mlan¬r. Uyumsuz

durumunda, iki varsay¬ma daha gereksinim duyar¬z. Bunlar Poisson probleminin çözümü

için ve Poisson probleminin bir ayr¬k çözümünün yak¬nsakl¬k kabulü için tam eliptik

regülerliklerdir.

� A2. Herbir f 2 L2(
)n için ve

�� = f ; 
 içinde

� = 0 ; @
 üzerinde
(2.13)

nin � çözümü için � 2 U \H2(
)n dir ve

k�kH2(
)n � c kfkL2(
)n

elde edilir.
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� A3. f = �rq olmak üzere � 2 U \H2(
); (2.13) nin bir çözümü ise ve

(r�h;rvh) = (q; divvh); 8vh 2 Uh

nin bir çözümü �h 2 Uh ise bu durumda h! 0 için !(h)! 0 olmak üzere

k�� �hk1 � !(h) k�kH2(
) (2.14)

dir.

Önceki varsay¬m baz¬k¬s¬tlamalar getirir, (Grisvard 1985). Bir örnek olarak, köşesiz bir

parçal¬düzgün s¬n¬ra sahip s¬n¬rl¬bölgeler için geçerlidir. ·Ikinci varsay¬m genellikle yak-

laş¬m sonuçlar¬için ve Stang Lemmas¬na (Strang and Fix 1973) göre tutarl¬l¬k özellikleri

içindir.

E¼gerUh daki fonksiyonlar¬n elemanlar¬n kenarlar¬nda sürekli ak¬̧skanl¬klar¬varsa standart

argümanlardan, (Braess 1997), tutarl¬l¬k elde edilir çünkü bu durumda herbir vh 2 Uh

ve q 2 H1(
) içinX
�2T

X
e2@�

Z
e

(vh:n)qds = 0

dir ve böylece

(q; div vh) = �(rq;vh)

bulunur. Bunlar için örnekler Crouzeix-Raviart elemanlar¬d¬r (Crouzeix-Raviart Brezzi

and Fortin (1991)) ya da ( ~Q2)n� Q0 dört kenarl¬ elemanlard¬r (Rannacher and Turek

(1992)).

Önerme 2.1.1

�(
) = inf
q2P\H1(
)

sup
v2U

j(q; divv)j
kvk1 kqk0

dir.

Kan¬t. P \H1(
) � P den

�(
) � inf
q2P\H1(
)

sup
v2U

j(q; divv)j
kvk1 kqk0

(2.15)

eşitsizli¼gi elde edilir. Di¼ger taraftan P \H1 (
) ; P içinde yo¼gun oldu¼gundan (Kobelkov

1977),

�(
) � inf
q2P\H1(
)

sup
v2U

j(q; divv)j
kvk1 kqk0

(2.16)

bulunur.�
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Teorem 2.1.2 Yukar¬da Uh ve Ph için verilen varsay¬mlar alt¬nda

(
) � �(
) (2.17)

dir.

Kan¬t. Önerme 2.1.1 den

(
) � inf
q2P\H1(
)

sup
v2U

j(q; divv)j
kvk1 kqk0

(2.18)

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Key� q 2 P \ H1(
) ve " 2 (0; 1) ele alal¬m. Yeterince

küçük h için

max(Ch; !(h)) kqkH1(
) � " kqk0 (2.19)

dir. Burada C, (2.12) deki sabittir ve !(h); (2.14) daki sabittir. Böylece A1 yaklaş¬m

hipotezinden dolay¬

kq � qhk0 � " kqk0

olacak şekilde qh 2 Ph seçebiliriz. O halde

(
) � sup
vh2Uh

j(qh; divvh)j
kvhk1 kqhk0

� sup
vh2Uh

j(qh;divvh)j
kvhk1 kqhk0

+ sup
vh2Uh

j(qh � q; divvh)j
kvhk1 kqhk0

(2.20)

� 1

(1� ")
sup
vh2Uh

j(q; div vh)j
kvhk1 kqk0

+
"

1� "

elde ederiz.

Uyumlu FE durumunda Uh � U oldu¼gundan, " 2 (0; 1) seçiminden ve (2.20) den

(
) � sup
v2U

j(q; divv)j
kvk1 kqk0

ve buradan da (2.18) elde edilir.

Uyumsuz h¬z elamanlar¬durumunda, (2.20) dan

(
) � 1

(1� ")
sup
vh2Uh

j(q; divvh)j
kvhk1 kqk0

+
"

1� "
(2.21)

bulunur.

(Aşa¼g¬daki (2.24)-(2.25) den) verilen bir q için (2.21) içindeki supremumun v̂h için mak-

simuma ulaşt¬¼g¬görülür ve bu

(rv̂h;rvh) = (q; divvh) ; 8vh 2 Uh
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problemini çözer. U dan û ile ûh birlikte

(rv̂;rv) = (q; divv) ; 8v 2 U

yi çözer. A2 kabulünden v̂ 2 U \ H2 (
)n bulunur. Bu nedenle (2.14), (2.19), (2.5) ve

(2.25) den

kv̂ � v̂hk1 � !(h) kv̂kH2(
)n

� c!(h) krqkL2(
)n

� c" kqk0

� c�(
)�1" krqk�1

= c1" kv̂k1

elde edilir.

Ayr¬ca

(
) � 1

(1� ")
sup
vh2Uh

j(q; divvh)j
kvhk1 kqk0

+
"

1� "
(2.22)

=
1

(1� ")

j(q; divv̂h)j
kv̂hk1 kqk0

+
"

1� "

� 1

(1� ")

j(q; divv̂)j
(1� c1") kv̂k1 kqk0

+
1

(1� ")

j(q; div(v̂h � v̂)j
(1� c1") kv̂k1 kqk0

+
"

1� "

� 1

(1� ") (1� c1")
sup
v2U

j(q; divv)j
kvk1 kqk0

+
c1"

1� c1"
+

"

1� "

bulunur.

q 2 P \H1(
) ve " n¬n key� seçiminden (2.18) kan¬tlanm¬̧s olur. �

2.2 SCHUR TAMAMLAYICILARI (SCHUR COMPLEMENTS)

Bu k¬s¬mda Schur tamamlay¬c¬lar¬ad¬verilen operatörlerini tan¬taca¼g¬z.

(2.1) problemini aşa¼g¬daki denk formda tekrar yazabiliriz

u = (�)�10 (grad p� f)

A0p = div(�)�10 grad p = div(�)�10 f

dir. Burada g 2 U�1 için (�)�10 g ifadesi �v = g olacak şekilde v 2 U vektör fonksiyonu

gösterir, yani ��1
0 ; U üzerinde bir g fonksiyoneli verildi¼ginde �v = g olacak şekilde

v 2 U bulma problemi olan vektör Poisson problemi için çözüm operatörüdür.
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A0 : P ! P operatörüne (2.1) problemindeki operatör için Schur tamamlay¬c¬s¬denir. Bu

operatör analizde s¬kl¬kla kullan¬lan ve Stokes probleminin (Mikhlin 1967, 1973, Crouzeix

1974) çözümünün araşt¬r¬lmas¬nda çok önemli özelliklere sahiptir. Örne¼gin, bu öperatörün

özeşlenikli¼gi, pozitif tan¬ml¬l¬¼g¬, spektrumunun ayr¬kl¬¼g¬ve P içinde özde¼ger fonksiyon-

lar¬n¬n ortonormal say¬labilir bir sisteminin taml¬¼g¬n¬n varl¬¼g¬(yani ortonormal taban¬n

varl¬¼g¬) bu özelliklerden baz¬lar¬d¬r.

A0p = ' sisteminin çözümüne dayal¬metodlar bir anlamda en iyisi olarak düşünülmekte-

dir (D�yakonov 1989). Özellikle, Uzawa algoritmas¬n¬n çeşitli de¼gi̧siklikleri (veya s¬n¬rlama

metodu) (Langer and Queck 1986), A0p = ' nin çözüm metodlar¬na örneklemelerdir.

A0 operatörünün minimum özde¼geri ile (2.2) deki � sabiti aras¬ndaki ili̧ski bizim amac¬m¬z

için önemlidir. Burada W 1
2 (
) = H1(
) d¬r.

Önerme 2.2.1 q 2 P ve v = (�)�10 grad q 2 U için

(A0q; q) = kvk21 = sup
u2U

(q; divu)2

kuk21
(2.23)

dir.

Kan¬t. q 2 W 1
2 (
) \ P için

(A0q; q) =
�
div(�)�10 grad q; q

�
= �

�
(�)�10 grad q; grad q

�
(2.24)

= �
�
(�)�10 grad q;�(�)�10 grad q

�
= (��v; v)jv=(�)�10 grad q

= kvk21 = sup
u2U

(��v; u)
kuk21

= sup
u2U

(grad q; u)2

kuk21
= sup

u2U

(q; divu)2

kuk21
:

bulunur. W 1
2 (
) fonksiyonlar kümesi P içinde her yerde yo¼gundur (Dafermos 1968), bu

nedenle

(A0q; q) = kvk21 = sup
u2U

(q; divu)2

kuk21
(2.25)

denklemlerinin kapan¬̧s¬n¬n iyi tan¬mland¬¼g¬elde edilir (yani üstteki eşitsizlikte limit al¬r-

sak yine eşitsizlikler sa¼glan¬r).

Böylece, key� bir q 2 P ve v = (�)�10 grad q 2 U için (2.25) eşitlikleri sa¼glan¬r.�
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Özellikle (2.2) ve (2.25) den, A0 operatörünün minimal özde¼geri �min olmak üzere,

�min(A0) = inf
p2P

(A0p; p)

kpk20

= inf
p2P

sup
u2U

(p; divu)2

kuk21 kpk
2
0

= �2

dir. A0 operatörünün minimum özde¼geri ile � sabiti aras¬ndaki ili̧skiyi bu ili̧skiyi bir

önerme olarak verebiliriz.

Önerme 2.2.2 A0 operatörünün minimal özde¼geri �min olmak üzere

�min(A0) = �2 (2.26)

dir.

Ayr¬ca, Ap ve Am operatörlerini tan¬mlamaya ihtiyac¬m¬z olacak. A0 operatörüne benzer

olan bu operatörler Stokes denkleminin Schur tamamlay¬c¬lar¬d¬r. Fakat bu operatörler

h¬z için başka (farkl¬) s¬n¬r koşullar¬n¬içerir.

Bu k¬s¬m da şimdi 
 bölgesinin


 = f(x1; x2) : 0 < xi < Li; i = 1; 2g (2.27)

dikdörtgen bölgesi oldu¼gunu kabul edece¼giz. @
 üzerindeki te¼get ve normal vektörü s¬ras¬

ile n ve � ile gösterece¼giz.

Up = fu 2
�
W 1
2 (
)

�2
: @
 üzerinde u:n = 0 d¬rg

ve

Um = fu = (u1; u2) 2
�
W 1
2 (
)

�2
: u1 = 0 ve @
 üzerinde (0; u2) :n = 0 d¬rg

kümelerini tan¬mlayal¬m.

Ap = div(�)
�1
p grad

ile tan¬ml¬Ap : P ! P operatörünü göz önüne alal¬m. Burada g 2 U�1p için (�)�1p g

ifadesi 8u 2 Up için

� (rv;ru) = (g; u) (2.28)
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olacak şekilde v 2 Up vektör fonksiyonunu gösterir. (2.28) eşitli¼gi

u:n = 0;
@(u:�)

@n
= 0 (@
 üzerinde)

formundaki s¬n¬r koşullar¬ile vektör Poisson denkleminin genelleştirilmi̧s bir çözümünün

tan¬m¬d¬r. Bir başka ifade ile ��1
p ;

�u = g ; 
 üzerinde

u:n = 0;
@(u:�)

@n
= 0 ; @
 üzerinde

problemindeki operatörün çözümüdür.

Önerme 2.2.3 P üzerinde Ap birim operatördür yani E birim operatör olmak üzere

Ap � E

dir.

Kan¬t. (Ol�shanskii 1997). �
Benzer bir yolla, bu s¬n¬r koşullar¬ile Stokes problemini göz önüne al¬yoruz.

(2.23) de oldu¼gu gibi key� bir q 2 P ve v = (�)�1p grad q için

(Apq; q) = kvk21 = sup
u2UP

(q; divu)2

kuk21
(2.29)

bulunur.

(2.29) den

sup
u2UP

(q; divu)2

kuk2U

ifadesi içindeki supremum, v = ��1
p grad q fonksiyonunda maximuma ulaş¬r.

Am = div(�)
�1
m grad

ile tan¬ml¬Am : P ! P operatörünü göz önüne alal¬m. Burada g 2 U�1m için (�m)
�1g

ifadesi 8u 2 Um için

� (rv;ru) = (g; u) (2.30)

olacak şekilde v 2 Um vektör fonksiyonunu gösterir ve

Um = fu = (u1; u2) : u 2 (W 1
2 (
)

2); @
 üzerinde u1 = 0; (0; u2):n = 0 g
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dir. (2.30) eşitli¼gi

x2 = 0; L2 için u = 0; ve u:n = 0; ve x1 = 0; L1 için
@ (u:�)

@n
= 0 (2.31)

formundaki kar¬̧s¬k tipli s¬n¬r koşullar¬ile vektör Poisson denklemini için genelleştirilmi̧s

bir çözümünün tan¬m¬na kaŗs¬l¬k gelir. Bu durumda da, key� bir q 2 P için

(Amq; q) = sup
u2Um

(q; divu)2

kuk21
eşitli¼gi do¼grudur. Üstte verdi¼gimiz (2.31) s¬n¬r koşulu ile Am operatörünü Bölüm 3 de

kullanaca¼g¬z.

(2.31) yerine, (farkl¬bir s¬n¬r koşulu ile)

u1 = 0;
@u2
@x1

= 0 ; x1 = 0; L1 için

u1 = 0; u2 = 0 ; x2 = 0; L2 için
(2.32)

s¬n¬r koşulu ile Am operatörünü Bölüm 3 de kullanaca¼g¬z.

2.3 TEZDE KANITLANACAK SONUÇLAR

E¼ger


 = f(x1; x2) : 0 < xi < Li; i = 1; 2g

ve ` = max(L1=L2; L2=L1) ise �(
) için

�(
) = O(`�1); `!1 (2.33)

ile verilen asimtotik sonucun geçerli oldu¼gu Bölüm 3 de kan¬tlanacakt¬r ve aşa¼g¬daki

1

2
p
15
`�1 � �(
) � �

2
p
3
`�1 (2.34)

eşitsizliklerin sa¼gland¬¼g¬Bölüm 4 de kan¬tlanacakt¬r.

E¼ger 
;


 = fx = (x1; x2) : 0 < R1 < jxj < R2g; R2=R1 = 1 + �; � > 0

halkasal bölgesi ise o zaman � 2 (0; 1] için

�(
) �
r
7

6

�

2
(2.35)

ve

�(
) � �

2
p
3
; � ! 0 (2.36)

oldu¼gu Bölüm 4 de kan¬tlanacakt¬r.
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BÖLÜM 3

UZATILMIŞ D·IKDÖRTGENSEL BÖLGELERDE INF-SUP KOŞULU

C·INS·INDEN EN ·IY·I SAB·IT

Bu bölümde Olshanskii ve Chizhonkov (2000) den yararlanaca¼g¬z ve e¼ger


 = f(x1; x2) : 0 < xi < Li; i = 1; 2g

ve ` = max(L1=L2; L2=L1) ise �(
) için

�(
) = O(`�1); `!1 (3.1)

ile verilen asimtotik sonucun geçerli oldu¼gunu kan¬tlayaca¼g¬z.

` için ` = L1=L2 oldu¼gunu kabul edebiliriz.

(3.1) asimptotik sonucunu, Ai (i = 0; p;m) operatörlerinin minimal özde¼gerleri ile ilgili

olan aşa¼g¬daki önermeden elde edece¼giz.

Önerme 3.0.1 ` � 1 için aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glanacak şekilde ` den ba¼g¬ms¬z �i > 0;

(i = 1; 2) sabitleri vard¬r:

�1
1

`2
�min(Ap) � �min(A0) � �min(Am) � �2

1

`2
: (3.2)

Aşa¼g¬daki iki k¬s¬mda (3.2) ba¼g¬nt¬s¬n¬kan¬tlayaca¼g¬z.

�(Ap) = 1 ve �2 = �min(A0)

eşitliklerini kullanaca¼g¬z.

3.1 ÜST SINIR

(2.27) ile verilen 
 dikdörtgensel bölgesinde

Amp = �p
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spektral problemini göz önüne alal¬m, yani

�4u+ grad p = 0; div u = �p (3.3)

denklem sistemlerini sa¼glayan ve u = (u1; u2) 2 Um için

u1 = 0; u2 = 0 (x2 = 0; L2 için) (3.4)

u1 = 0;
@u2
@x1

= 0 (x1 = 0; L1 için) (3.5)

s¬n¬r koşullar¬n¬n model kümesini sa¼glayan � özde¼gerlerini ve bunlara kaŗs¬l¬k gelen p 2 P

öz fonksiyonlar¬n¬bulal¬m.

(3.3)-(3.4) problemi, de¼gi̧skenlerinin ayr¬lmas¬metodu ile bulunabilen analitik bir çözüme

sahiptir (Fourier Metodu) (Aristov and Chizhonkov 1995a).

Önerme 3.1.1 (3.3)-(3.4) problemindeki Am operatörü, t = �L2
L1
olmak üzere,

�(Am) =
1

2

�
1� t

sinh t

�
(3.6)

özde¼gerlerine sahiptir.

Kan¬t.

b =
L2
2

için 
 = (0; L1)� (�b; b) bölgesinde Amp = �p spektral problemini göz önene alal¬m.

(2.27) başlang¬ç bölgesinin bu ötelemesi özde¼gerleri de¼gi̧stirmez fakat hesab¬ etkili bir

şekilde kolaylaşt¬r¬r. r = �=L1 alal¬m.

u1 =
1

2
sin rx1

�
b
sinh rb

cosh rb
cosh rx2 � x2 sinh rx2

�
u2 = �1

2
cos rx1

�
b
cosh rb

sinh rb
sinh rx2 � x2 cosh rx2

�
p = cos rx1 cosh rx2

fonksiyonlar¬(3.3)-(3.4) ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glar ve (3.6) ile verilen özde¼gerlere sahiptir.�

Önerme 3.1.2 Herhangi bir 
 dikdörtgensel bölgesi için

�min(A0) � �min(Am)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

18



Kan¬t. A0 ve Am operatörlerinin spektralar¬n¬n alt s¬n¬rlar¬n¬n fonksiyonel tan¬m¬n¬n

�min(A0) = inf
p2P

sup
u2U

(p; divu)2

kuk2U kpk
2
P

�min(Am) = inf
p2P

sup
u2Um

(p; divu)2

kuk2U kpk
2
P

oldu¼gunu biliyoruz. Şimdi istenilen U � Um den elde edilir.�
(3.2) eşitsizli¼gindeki üst s¬n¬r aşa¼g¬daki önermeden elde edilir.

Önerme 3.1.3


 = f(x1; x2) j0 < xi < Li ; i = 1; 2g

bölgesinde, �2 = �2=12 olmak üzere, ` = L1=L2 � 1 cinsinden

�min(A0) � �2
1

`2

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Kan¬t. Önerme 3.1.1 ve Önerme 3.1.2 den,

t = �
L2
L1
=
�

`

olmak üzere,

�min(A0) � �min(Am) � �(Am) =
1

2

�
1� t

sinh t

�
elde edilir.�
1� t

sinh t

�
� �2

12

1

`2

oldu¼gunu gösterelim.

sinh t = t+
t3

3!
+
t5

5!
+ :::::

seri aç¬l¬m¬na sahip oldu¼gunu biliyoruz. Bu durumda�
1� t

sinh t

�
�

 
1� t

t+ t3

3!
+ t5

5!
+ :::

!
=

t2

2:3!
:

 
1 + t2:3!

5!
+ t43!

7!
+ :::

1 + t2

3!
+ t4

5!
+ :::

!

� t2

12
=
�2

12
:
1

`2

bulunur.�
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3.2 ALT SINIR

Aç¬klamalarda kar¬̧s¬kl¬ktan kaç¬nmak için bu k¬s¬mda tart¬̧smam¬z¬
 = (0; �`) � (0; �)

dikdörtgensel bölgesini ele alaca¼g¬z.

Önerme 3.2.1 Yukar¬da tan¬mlanan 
 bölgesinde, �1 = 1
60
olmak üzere, ` � 1 cinsinden,

�1
1

`2
� �min (A0) (3.7)

sa¼glan¬r.

Kan¬t. ·Istenilen (3.7) eşitsizli¼gi key� bir p 2 P fonksiyonu için

�1
1

`2
sup
UP

(p; divu)2

kuk2U
� sup

U

(p; divu)2

kuk2U
(3.8)

ile verilen eşitsizlikten elde edilir.

Gerçektende, her p 2 P üzerinden kesin alt s¬n¬r¬al¬narak (3.8) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬nda

ki �min (A0) de¼geri elde edilir ve �min (Ap) = 1 (Ap � E) oldu¼gundan eşitsizli¼gin sol

taraf¬nda verileni elde ederiz.

O halde (3.8) eşitsizli¼gini ispat etmek yeterlidir.

P deki fonksiyonlar¬n

� = f m :  m = dm cos
m1x1
`

cosm2x2g

dm =

p
(1 + signm1) (1 + signm2)

�:
p
`

ile verilen ortonormal tabanlar¬n¬göz önüne alal¬m. Buradami (i = 1; 2) ler,maxfm1;m2g >

0 olacak şekilde 0; 1; 2::: de¼gerlerini al¬r ve m = (m1;m2) bir multiindex (iki de¼gi̧skenli

indeks) dir. ·Ilk olarak P içinde derecesi M olan key� trigonometrik polinomlar için, M

den ba¼g¬ms¬z bir � sabiti ile, (3.8) yi kan¬tlayaca¼g¬z.

p =
PM

m=0 pm m; p0 = 0;  m 2 �

formunda bir p fonksiyonu düşünelim.

sup
u2UP

(q; divu)2

kuk2U
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ifadesindeki üst s¬n¬r, û = ��1
p rp fonksiyonunda maximuma ulaş¬r. Ayr¬ca

div û = p

dir, çünkü Ap birim operatörüne denktir. Bu durumda yukar¬da seçilen p ye kaŗs¬l¬k gelen

û = (û1; û2) vektör fonksiyonu aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir:

ûk =
PM

m=0 b
k
mpm�

k
m; k = 1; 2:

Burada

b1m =
m1

` (m2
1`
�2 +m2

2)

b2m =
m2

` (m2
1`
�2 +m2

2)

�1m = dm sin
m1x1
`

cosm2x2

�2m = dm cos
m1x1
`

sinm2x2

dir. Böylelikle (3.8) eşitsizli¼gini ispatlamak için,M; `; û dan ba¼g¬ms¬z kesin pozitif c1; c2 <

1 sabitleri için,

(p; div û)2 � c1 (p; div u)
2 ; kuk2U � c2`

2 kûk2U (3.9)

eşitsizli¼gi do¼gru olacak şekilde bir u 2 U oluşturmak yeterlidir.
·Indislerin

M1 = fm : m1 � m2g

M2 = fm : m1 < m2g

kümelerini düşünelim. M1 \M2 = ? dir ve herhangi bir m indeksi için m 2 Mi olacak

şekilde bir i 2 f1; 2g vard¬r.

p fonksiyonunu iki ortogonal parçan¬n toplam¬olarak yeniden gösterelim:

p(i) =
P

m2Mi
pm m; i = 1; 2:

Burada ve daha sonra max (m1;m2) > M için pm = 0 oldu¼gunu kabul edece¼giz.

div û = p = p(1) + p(2)

oldu¼gundan���p(i); p��� � 1

2
j(p; p)j = 1

2
j(divû; p)j (3.10)
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olacak şekilde bir i 2 f1; 2g vard¬r.

(3.10) eşitsizli¼gi i = 1 için sa¼glans¬n. Bu durumda u = (u1; u2) 2 U vektör fonksiyonu

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayabiliriz:

u1 =
X
m2M1

`

m1

pm�
1
m �

X
m

`

m1

�(1)m �1m, u2 � 0

di¼ger durumlarda,

u2 =
X
m2M2

1

m2

pm�
2
m �

X
m

1

m2

�(2)m �2m, u1 � 0:

Burada �(1)m ve �(2)m katsay¬lar¬daha sonra tan¬mlanacakt¬r.

Key� bir mi için, bundan daha büyük en küçük çift do¼gal say¬y¬C(mi) (i = 1; 2) ile

gösterelim. E¼ger (3.10) eşitsizli¼gi i = 1 için sa¼glan¬r ise, key�bir m = (m1;m2) indeksine,

m1 = m1; m2 = m2 (modC(m1)) olmak üzerem = (m1;m2) indeksini kaŗs¬l¬k getiriyoruz,

ve �(1)m katsay¬lar¬n¬

�(1)m =

8<: 1
3
�m e¼ger m 2M1;m2 < 3C(m1) ise

0; aksi taktirde

formülleri ile tan¬ml¬yoruz. E¼ger (3.10) eşitsizli¼gi i = 2 için sa¼glan¬r ise, m = (m1;m2)

key�indeksine ~m2 = m2; ~m1 = m1 (modC (m2)) olmak üzere ~m = ( ~m1; ~m2) indeksini kaŗs¬l¬k

getiriyoruz, ve �(2)m katsay¬lar¬n¬

�(2)m =

8<: 1
3
� ~m e¼ger ~m 2M2;m1 < 3C(m2) ise

0; aksi taktirde

formülleri ile tan¬ml¬yoruz.

Yukar¬da oluşturulan u; derecesi 3(M+2) yi geçmeyen ve uj@
 = 0 olan bir trigonometrik

polinomdur.

kukU ve j(p; div u)j yi hesaplayal¬m. Bunu yaparken
�
�1m
	
ve
�
�2m
	
fonksiyon sistem-

lerinin L2 deki iç çarp¬ma göre ortonormal olmalar¬ndan ve u; û ve p fonksiyonlar¬n¬n

normlar¬n¬n bunlara kaŗs¬l¬k gelen Fourier katsay¬lar¬n¬n terimleri içinde kesin olarak ifade

edili̧slerinden yararlanaca¼g¬z.

i = 1; 2 için

�(i) =
X
m

�(i)m �
1
m

diyelim ve iki durumu ayr¬ayr¬ele alal¬m.
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ilk durumda, m 2M1 ve 5m1 � m2 olmak üzere@u1@x1

2
P

=
p(1)2

P
� 2

�
p(1); �(1)

�
+
�(1)2

P
=
1

3

p(1)2
P
+
�(1)2

p

� 2

3

p(1)2
P
� 2

3
kpk2P =

2

3
kdiv ûk2P �

2

3
kûk2U (3.11)

bulunur. Burada�
p(1); �(1)

�
=
X
m2M1

pm�
(1)
m =

1

3

X
m2M1

p2m =
1

3

p(1)2
P

ve�(1)2
P
=
X
m

�
�(1)
�2
= 3

X
m2M1

1

9
p2m =

1

3

p(1)2
P

ba¼g¬nt¬lar¬n¬kulland¬k. Ayr¬ca; @

@x2

 X
m

`

m1

�(1)m �(1)m

!
2

P

= `2
X
m

�
m2

m1

�2�
1

3
�m

�2
� `2

1

9

X
m2M1

�
1 + 32 + 52

�
p2m

=
35

9

p(1)2
P

oldu¼gundan@u1@x2

2
P

� `2
�p(1)2

P
� 2

�
p(1); �(1)

�
+
35

9

p(1)2
P

�
(3.12)

=
38

9
`2
p(1)2

P
� 38

9
`2 kûk2U

bulunur.���p; p(1)��� � 1

2
j(p; div û)j

oldu¼gundan ve " =
q

3
2
için

���p; �(1)��� =
1

3

MX
m=0

pmp �m �
"

6

MX
m=0

p2m +
1

6"

MX
m=0

p2�m �
"

3

X
m2M1

p2m +
1

2"

X
m2M1

p2m

=
2p
6

���p; p(1)���
oldu¼gundan

j(p; div u)j =
�����p; @u1@x1

����� = ���p; p(1) � �(1)
���

�
���p; p(1)���� ���p; �(1)���

�
�
1� 2p

6

� ���p; p(1)���
�

p
6� 2
2
p
6
j(p; div û)j

23



elde ederiz.

·Ikinci durumda ~m 2M2 ve 4m2 � m1 olmak üzere benzer şekilde@u2@x1

2
P

� 38

9

1

`
kûk2U ;@u2@x2

2
P

�
p(2)2

P
+
�(2)2

P
� 2

3
kûk2U ; (3.13)

j(p; div u)j �
p
6� 2
2
p
6
j(p; div û)j

elde ederiz.

(3.11)-(3.13 ) eşitsizliklerinden, ` � 1 koşulu alt¬nda (3.9) hesaplamalar¬, c1 = 12 ve

c2 = 5 sabitleri ile, sa¼glan¬r. c1 ve c2; M polinomunun derecesine ba¼gl¬olmad¬¼g¬ için,

(3.8) eşitsizli¼gi, � = (c1; c2)
�1 sabiti ile, her sonlu trigonometrik polinom için do¼grudur.

Ve böyle polinomlar¬n P içinde her yerde yo¼gun oldu¼gu için teoremin kan¬t¬ (3.8) de

kapan¬̧s al¬narak tamamlan¬r.�

3.3 TEMEL SONUÇ

Önceki k¬s¬mlarda elde edilen hesaplamalardan aşa¼g¬daki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.3.1 Bir


 = f(x1; x2) j 0 < xi < Li; i = 1; 2g

dikdörtgen bölgesi için,

` = max (L1=L2; L2=L1)

olsun. Buna göre

� = inf
p2P

sup
u2U

j(p; div u)j
kuk1 kpk0

ile tan¬ml¬� sabit say¬s¬

` = O
�
`�1
�
; ` �!1

asimptotik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.
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Kan¬t. ` = L1=L2 � 1 için Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.2.1 den, ` cinsinden

�1
1

`2
� �min (A0) � �2

1

`2

eşitsizli¼gini elde edilir ve buradan

�min (A0) = �2

bulunur.

Ayr¬ca sabitlenmi̧s bir dikdörtgen için, bir � 6= 0 çarpan¬ile kenarlar¬n eş zamanl¬daral-

mas¬(geni̧slemesi) A0 operatörünün özde¼gerini de¼gi̧stirmez. Bu, (2.23),

(A0q; q) = sup
u2U

(q; div u)2

kuk21

içindeki ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin de¼gi̧stirirlmesinden ve �2 ile bölümün sadeleştirilmesin-

den elde edilir. Ayr¬ca, R2 düzlemindeki key� bir ' aç¬s¬ile dikdörtgenin rotasyonuda

(döndürülmeside) benzer sonuçlar¬verir.

Böylece (0; `) � (0; 1) ve (0; 1) � (0; `�1) bölgeleri için A0 operatörünün özde¼gerlerinin

kümesi herhangi bir ` için çal¬̧s¬r (ayn¬d¬r). Buna göre ` = L1=L2 � 1 için istenilen

kan¬tlanm¬̧s olur. ` = L2=L1 � 1 için kan¬t benzer şekilde yap¬l¬r.�

25



26



BÖLÜM 4

LBB KOŞULUNU BÖLGE GEOMETR·IS·INE BA¼GIMLILI¼GI

Bu bölümde Chizhonkov ve Ol�shanskii (2000) den yararlanaca¼g¬z.

E¼ger


 = f(x1; x2) : 0 < xi < Li; i = 1; 2g

ve ` = max(L1=L2; L2=L1) ise

1

2
p
15
`�1 � �(
) � �

2
p
3
`�1 (4.1)

eşitsizliklerin sa¼gland¬¼g¬n¬kan¬tlayaca¼g¬z ve 
;


 = fx = (x1; x2) : 0 < R1 < jxj < R2g; R2=R1 = 1 + �; � > 0

halkasal bölgesi ise o zaman � 2 (0; 1] için

�(
) �
r
7

6

�

2
(4.2)

ve

�(
) � �

2
p
3
; � ! 0 (4.3)

oldu¼gunu kan¬tlayaca¼g¬z.

4.1 ŞER·IT BÖLGES·I ·IÇ·IN HESAPLAMALAR

Bu k¬s¬mda (4.1) yi hesaplayaca¼g¬z. (4.1) hesaplamas¬Ai(i = 0; p;m) operatörlerinin min-

imal özde¼ger hesaplamalar¬ndan elde edilir. Ap nin tüm özede¼gerlerinin 1 yani �(Ap) = 1

oldu¼gunu ve �(
)2 = �min(A0) oldu¼gunu biliyoruz. (4.1) yi ` cinsinden aşa¼g¬daki teoremde

oldu¼gu gibi ifade edebiliriz.

Teorem 4.1.1

1

60

1

`2
�min(Ap) � �min(A0) � �min(Am) �

�2

12

1

`2
(4.4)
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Kan¬t.

�min(A0) � �min(Am) eşitsizli¼gi U � Um gömmesinden ve

�min(A0) = inf
q2P

sup
v2U

(q; divv)2

kvk21 kqk
2
0

; �min(Am) = inf
q2P

sup
v2Um

(q; divv)2

kvk21 kqk
2
0

ile verilen Rayleigh kural¬ndan elde edilir. 1
60

1
`2
�min(Ap) � �min(A0) eşitsizli¼ginin kan¬t¬

oldukça tekniktir ve (Olshanskii and Chizonkov (2000)) de bulunabilir.

Şimdi

�min(Am) �
�2

12

1

`2
(4.5)

nin kan¬t¬n¬verelim.


 n¬n (2.27) deki gibi tan¬mland¬¼g¬n¬varsayarak Amp = �p özde¼ger problemini göz önüne

alal¬m. Yard¬mc¬fonksiyon olarak

u = 4�1
m rp

al¬rsak problemi yeniden formüle edebiliriz:

(2.32) deki s¬n¬r koşullar¬na göre baz¬ u 2 Um fonksiyonu için8<: �4u+rp = 0;

divu = �p
(4.6)

denklemini sa¼glayan � özde¼gerlerini ve p 2 P öz fonksiyonlar¬n¬bulunuz.

(4.6), (2.32) nin tüm çözümleri de¼gi̧skenlerin bölünmesi metoduyla bulunabilir (Aristov

and Chizhonkov 1995b). Burada Am operatörünün özde¼gerinin, t = �L2
L1
olmak üzere

�� (Am) =
1

2

�
1� t

sinh t

�
oldu¼gunu belirtmek yeterlidir. Gerçekten, b = L1=2 olmak üzere 
 = (0; L1) � (�b; b)

bölgesini göz önüne alal¬m.

Orjinal dikdörtgenin bu de¼gi̧simi özde¼gerleri de¼gi̧stirmez ancak hesaplamalar¬sadeleştirir.

Dahas¬, r = �=L1 dersek, do¼grudan yerine koyarak

u1 =
1

2
sin rx1

�
b
sinh rb

cosh rb
cosh rx2 � x2 sinh rx2

�
;

u2 = �1
2
cos rx1

�
b
cosh rb

sinh rb
sinh rx2 � x2 cosh rx2

�
;

p = cos rx1 cosh rx2
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fonksiyonlar¬n, �� (Am) özde¼geriyle birlikte,(4.6), (2.32) yi sa¼glad¬¼g¬görülür.

�min (A0) � �min (Am) oldu¼gundan,

t = �L2=L1 = �=`

olmak üzere,

�min (A0) � �min (Am) � �� (Am) =
1

2

�
1� t

sinh t

�
elde edilir.

1

2

�
1� t

sinh t

�
=

t2

2:3!

1 + t23!
5!
+ t43!

7!
+ :::

1 + t2

3!
+ t4

5!
+ :::

� �2

12

1

`2

oldu¼gundan (4.5) elde edilir.�

4.2 HALKA BÖLGES·I ·IÇ·IN HESAPLAMALAR

Bu k¬s¬mda 
 yi R2=R1 = 1 + �; � > 0 olmak üzere


 = fx = (x1; x2) : 0 < R1 < jxj < R2g (4.7)

halkas¬olarak kabul ediyoruz. (2.26) ile verilen �(
)2 = �min(A0) ba¼glant¬s¬hala geçerli

oldu¼gu için A0p = �p özde¼ger problemini göz önüne al¬yoruz.

Teorem 4.2.1 s = R2=R1 > 1 olsun ve (r; ') yi R2 de kutupsal koordinatlar olarak

alal¬m. Bu durumda A0p = �p probleminin tüm özde¼gerleri

f1g [ L1 [ L2

ye aittir. Burada m = 2; 3; ::: için

L1 =

(
1

2

 
1 +

r
s2 � 1
s2 + 1

1

ln s

!)[(
1

2

 
1 +

(sm+1 � sm�1)
p
m2 � 1p

(s2(m+1) � 1) (s2(m�1) � 1)

!)

L2 =

(
1

2

 
1�

r
s2 � 1
s2 + 1

1

ln s

!)[(
1

2

 
1 +

(sm+1 � sm�1)
p
m2 � 1p

(s2(m+1) � 1) (s2(m�1) � 1)

!)
dir. � = 1 özde¼geri sonsuz katl¬l¬ktad¬r ve bunlara karş¬l¬k gelen öz fonksiyonlar

pk (r; ') =
�kr

R2 �R1
cos �k

r �R1
R2 �R1

� 1
r
sin �k

r �R1
R2 �R1

+ Ck; k = 1; 2; ::
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dir. Herbir � 6= 1 özde¼gerinin katl¬l¬¼g¬ ikidir ve bunlara karş¬l¬k gelen öz fonksiyonlar,

�m (') = cos (m') veya �m (') = sin (m') olmak üzere

p1 (r; ') = r

 
1�

�
R1
r

�2r
s4 � 1
4 ln s

!
�1 (') ;

pm (r; ') = rm

0@1� �R1
r

�2m
sm�1

s
m� 1
m+ 1

s2(m+1) � 1
s2(m�1) � 1

1A�m (') ; m = 2; 3; :::

dir.

Kan¬t. Teoremin kan¬t¬ [u1; u2; p] =
P

j

�
uj1 (r) ; u

j
2 (r) ; p

j (r)
�
exp fij'g temsiline ve

A0p = �p n¬n u
j
1 (r) ; u

j
2 (r) ve p

j (r) için mümkün olan ayr¬diferensiyel problemler olarak

ayr¬̧st¬r¬lmas¬na dayan¬r.

A0p = �p özde¼ger problemini ele alal¬m. u = 4�1
0 rp yard¬mc¬fonksiyonunu uygulayarak

problemi şu şekilde yeniden formüle ederiz: Baz¬u 2 U0 fonksiyonu için8<: �4u+rp = 0;

divu = �p

yi sa¼glayan � özde¼gerini ve p 2 P özfonksiyonunu bulal¬m.Kutupsal koordinat sisteminde

özde¼ger problemini tekrar yazal¬m: u = u1; v = u2 olmak üzere

1

r

@

@r

�
r
@u

@r

�
+
1

r2
@2u

@'2
� u

r2
� 2

r2
@u

@'
� @p

@r
= 0;

1

r

@

@r

�
r
@v

@r

�
+
1

r2
@2v

@'2
� u

r2
+
2

r2
@u

@'
� 1
r

@p

@r
= 0; (4.8)

1

r

�
@

@r
(ru) +

@v

@'

�
= �p;

dir.

� = 1 için teorem, herhangi k tamsay¬s¬için (4.8) de

pk =
@uk
@r

+
1

r
uk

ve

uk = sin�k
r �R1
R2 �R1

; vk (r) = 0

fonksiyonlar¬yerine koyularak kontrol edilir.

Ayr¬ca baz¬� 6= 1 ye kaŗs¬l¬k gelen bir p öz fonksiyonunu ve u; v yard¬mc¬fonksiyonlar¬n¬

düşünelim. ' için periyodik s¬n¬r koşullar¬aşa¼g¬daki temsili kullanmam¬za olanak sa¼glar:

[u; v; p] =
+1X

m=�1
[um (r) ; vm (r) ; pm (r)] exp fim'g :

30



exp fim'g exponent sistemi L2 ([0; 2�]) içinde ortogonal (dikey) oldu¼gu için, (4.8) dan,

um (R2) = vm (R2) = um (R1) = vm (R1) = 0 (4.9)

s¬n¬r koşullar¬,

1

r

@

@r

�
r
@um
@r

�
� m2

r2
um �

um
r2
� 2im

r2
vm � p0m = 0; (4.10)

1

r

@

@r

�
r
@vm
@r

�
� m2

r2
vm �

vm
r2
+
2im

r2
um �

im

r
pm = 0; (4.11)

1

r

�
@

@r
(rum) + imvm

�
= �pm (4.12)

elde edilir. m = 0 harmonik durumu için (v0 = 0 al¬p (4.11) yi kullanarak) � için tek

mümkün de¼gerin � = 1 oldu¼gu görülür. Bu nedenle m 6= 0 durumunu göz önüne alaca¼g¬z.

um ve vm yok ederek (4.10) ve (4.12) den

(�� 1)4rpm = 0

elde edilir.Böylece C+; C� n¬n key� sabitler olmak üzere

pm (r) =
1

2m

�
C+r

m + C�r
�m� (4.13)

bulunur. (4.10) ve (4.11) den

1

r

@

@r

�
r
@um
@r

�
� m2

r2
um �

um
r2
� 2im

r2
vm =

1

2

�
C+r

m�1 � C�r
�m�1� ;

1

r

@

@r

�
r
@vm
@r

�
� m2

r2
vm �

vm
r2
+
2im

r2
um =

i

2

�
C+r

m�1 + C�r
�m�1�

elde edilir.!+ = um + ivm diyelim. m parametreli bir

1

r

@

@r

�
r
@!�
@r

�
� (m

�+1)2

r2
!� = +C�r

�m�1; (4.14)

!� (R1) = !� (R2) = 0

s¬n¬r de¼ger problemi elde ederiz.

·Ilk olarak m = 1 durumunu göz önüne alal¬m.

A+ =
C+

4 ln R2
R1

�
R21 �R22

�
; B+ =

C+

4 ln R2
R1

�
R22 lnR1 �R21 lnR2

�
ve

A� = �
C�
4

1

R21 +R22
; B� = �

C�
4

(R1R2)
2

R21 +R22
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olmak üzere

!+ = A+ ln r +B+ +
C+
4
r2; !� = A�r

2 +B�r
2 +

C�
4

elde ederiz. (4.12) de

um = (!+ + !�) =2; ivm = (!+ � !�) =2

yerine konularak

C+
8

 
R21 �R22
ln R2

R1

+ 2r2

!
� C�

4

1

R21 +R22

�
2r2 �R21 �R22

�
=
�

2

�
C+r

2 + C�
�

bulunur. r0 ve r2 fonksiyonlar¬lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan mümkün olan de¼gerler sadece,

(s = R2=R1 > 1) ;

� =
1

2

 
1�

r
s2 � 1
s2 + 1

1

ln s

!
(4.15)

dir. Ayr¬ca,

p1 (r) = Cr

 
1+

�
R1
r

�2r
s4 � 1
4 ln s

!

buluruz. Ayn¬sonuç m = �1 durumu için de geçerlidir. Böylece (4.8) daki � de¼gerleri

p1 (r; ') =
1

2
p1 (r) (exp (i') + exp (�i')) ;

p2 (r; ') =
1

2i
p1 (r) (exp (i')� exp (�i'))

öz fonksiyonlar¬na kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerlerdir. jmj > 1 için problem (4.14) nin çözümü

A+ = �C+
4m

R2m2 �R2m1

R
2(m�1)
2 �R

2(m�1)
1

; B+ = �
C+
4m

(R21 �R22) (R1R2)
2(m�1)

R
2(m�1)
2 �R

2(m�1)
1

A� = �C�
4m

R22 �R21

R
2(m+1)
2 �R

2(m+1)
1

; B� = �
C�
4m

(R2m1 �R2m2 ) (R1R2)
2

R
2(m+1)
2 �R

2(m+1)
1

olmak üzere

!+ = A+r
m�1 +B+r

�(m�1) +
C+
4m

rm+1;

!� = A�r
m+1 +B�r

�(m+1) +
C�
4m

r�(m�1);

d¬r. Benzer de¼gerlendirmelerle olas¬de¼gerlerin

� =
1

2

 
1+

(sm+1 � sm�1)
p
m2 � 1p

(s2(m+1) � 1) (s2(m�1) � 1)

!
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ve

pm (r) = Crk

0@1+ �R1
r

�2k
sk�1

s
k � 1
k + 1

s2(k+1) � 1
s2(k�1) � 1

1A ; k = jmj > 1

oldu¼gu sonucuna ulaş¬l¬r.�

Uyar¬4.2.2 E¼ger R2 sabit ve R1 ! 0 (yani s ! 1) ise her � 6= 1 için � ! 1
2
dir.

Böylece bir çember için Crouzeix (1974) ün sonucu yeniden elde edilir.

Sonuç 4.2.3 (4.7) de verilen 
 için

� (
) �
r
7

6

�

2
; � 2 (0; 1] (4.16)

ve

� (
) v �

2
p
3
; � ! 0 (4.17)

dir.

Kan¬t.

�� =
1

2

 
1�

r
s2 � 1
s2 + 1

1

ln s

!
özde¼gerini göz önüne alal¬m. s = 1 + � olarak al¬rsak � 2 (0; 1] içinr
s2 � 1
s2 + 1

1

ln s
=

2� + �2

2 + 2� + �2
1

� � �2

2
+ �3

3
:::

� 2 + �

2 + � + 7
6
�2
� 1� 7

12
�2

elde ederiz. Buradan

�(
)2 = �min(A0) � �� �
1

2

 
1�

r
1� 7

12
�2

!

� 1

2

�
1�

�
1� 7

12
�2
��

=
7

24
�2

bulunur .Böylece �(
) için hesaplama kan¬tlanm¬̧st¬r.

Şimdi, �(
) için (4.17) asimptotik yaklaş¬m¬n¬ kan¬tlayaca¼g¬z. Bunu kan¬tlamak için,

� ! 0 oldu¼gunda s = 1 + � yazar¬z ve özde¼gerlerin tan¬m¬ndaki fonksiyonlar için � ya

göre Taylor aç¬l¬m¬n¬hesaplar¬z. Böylece

2� + �2

2 + 2� + �2
1

ln(1 + �)
= 1� 1

3
�2 + :::
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ve m = 2; 3; : : : için�
(1 + �)m+1 � (1 + �)m�1

�2
(m2 � 1)�

(1 + �)2(m+1) � 1
��
(1 + �)2(m�1) � 1

� =
4 + 4 (2m� 1) � + (8m2 � 12m+ 5) �2 + :::

4 + 4 (2m� 1) � + 28m2�36m+15
3

�2 + :::

= 1� m2

3
�2 + :::

bulunur. Bu aç¬l¬m¬kullanarak �min için, � ! 0 oldu¼gunda

�min(A0) �
1

2

 
1�

r
1� 1

3
�2

!
� 1

2

�
1�

�
1� 1

6
�2
��

=
�2

12

elde ederiz.�

Uyar¬4.2.4 � � c�2asimptotik davran¬̧s¬Teorem 4.2.1 içinde tan¬mlanan L2 kümesin-

deki tüm özde¼gerleri için geçerlidir.
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