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OZET
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Matematik Anabilim Dal

Tez Damismam: Dog. Dr. Yiiksel SOYKAN
Haziran 2013, 99 sayfa

Bu tez alt1 béliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, konu ile ilgili baz1 hazirlayict sonuglar verilmistir.

Ikinci boliimde, Stokes problemi, Schur tamamlayici operatorii, Friedrichs operatorii, inf-sup

sabiti tanitilmistir ve problemler arasindaki baglant1 verilmistir.

Uciincii boliimde, konform doéniisiim aracihgiyla baz1 sonuglar verilmistir.

Dordiinci boliimde, bazi bolgelerin inf-sup sabitleri hesaplanmigtir ve kath baglantili bolgeler

icin Friedrichs operatorii ve Schur tamamlayici operatorii arasindaki bir iligki verilmistir.

Besinci bolimde, harmonik fonksiyonlar araciligiyla Stokes akigkanlart i¢in temsil formiilleri

incelenmistir.
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OZET (devam ediyor)

Altinct  boliimde, lineer esneklik icin Navier denkleminin c¢odziimii icin temsiller

genellestirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Stokes problemi, Schur tamamlayict operatorii, Friedrichs operatorii,

inf-sup sabiti (LBB)

Bilim Kodu: 403.03.01
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis

STOKES PROBLEM

Vedat IRGE

Biilent Ecevit University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Thesis Advisor: Assoc. Prof. Yiiksel SOYKAN
June 2013, 99 pages

This thesis consists of six chapters.

In the first chapter, we give the necessary preliminary results.

In the second chapter, we introduced the Stokes problem, Schur complement operator,

Friedrichs operator, inf-sup constant, and give connection between the problems.

In chapter 3, we give some results via conformal mapping.

In chapter 4, we estimate inf-sup constants of some domain and give a correspondence

between Friedrichs operator and Schur complement operator for multiply connected domains.

In chapter 5, we investigate the representation formula for Stokes flows via harmonic

functions.



ABSTRACT (continued)

In chapter 6, we generalize the representations for the solution of Navier’s equation for linear

elasticity.

Keywords: Stokes problem, Schur complement operator, Friedrichs operator, inf-sup constant

(LBB)

Science Code: 403.03.01
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BOLUM 1
GIRIS-NOTASYON VE HAZIRLIK BILGILERI

Bu bsliimde tez boyunca gerekli olan bazi temel tanim ve teoremler verilecektir. Bu
kisimda Spiegel (1959), Pommerenke (1991), Baskan (1996), Zsuppédn (2008a) ve Soykan
(2012) kaynaklarindan yararlanilmistir.

R ve C sirasiyla reel ve kompleks sayilar cismidir ve bu tezde ikisi i¢in F gosterimi kul-

lanilacaktir.
1.1 VEKTOR KALKULUS

V ile gosterilen vektor diferensiyel del operatorii

=009, 9239 1,9 2
oz "oy T e ar oy T Vs

seklinde tanimlanir. Bu vektor operatorii olagan vektorlerinkine benzer ézelliklere sahip-
tir. V operatorit nabla olarakta bilinir.

GRADYANT. ¢(x,y,z), uzaym kesin bir bolgesi igerisindeki her (z,y,z) noktasinda
tanimh ve diferansiyellenebilir olsun (yani ¢ bir diferansiyellenebilir skaler alan1 tanim-

lasin). V¢ ya da grad ¢ olarak yazilan ¢ nin gradyant:

a. 9. 0 dp .  0¢ ¢
pr— — — —k __ — —
Ve <8x2+8y‘7+8z >¢ o o) T at

ile tamimlanir. Dikkat edelim ki V¢ bir vektor alanidir. V¢ nin bir a birim vektori
yoniindeki bileseni V¢.a ile verilir ¢ nin a yoniindeki yonlii tiirevi denir. Fiziksel olarak
bu, a yoniindeki (z,y, z) noktasinda ¢ nin degigim oranidir.

DIVERJANS. v (z,y, 2) = v1i 4 vj + v3k uzayin kesin bir bolgesi icerisindeki her (z,y, 2)
noktasinda tanimli ve diferansiyellenebilir olsun (yani v bir diferansiyellenebilir vektér

alan1 tamimlar). V.v ya da div v olarak yazilan v nin diverjans

0 0 0
Vv = <—z’—|——j—|——/€>.(v1i—|—v2j—|—v3k)

dx  Jy 0z
. 87}1 87}2 87}3
Oz + dy + 0z



olarak tamimlanir. A.B = A B+ AyBy+ A3Bj3 ile benzer olduguna dikkat edelim. Ayrica
V. # 0.V dir.
ROTASYON. Eger v (z,y, #) diferansiyellenebilir bir vektor alani ise o zaman V x v, curl v

ya da rot v olarak yazilan v nin rotasyonu

%, %, %,
VXuv = — i+ —F+ —k | X (vt 4+ v + 3k
<8:1: 8y‘7 8z> (11 2 3k)
(A
= 9 90 9
or Oy Oz
V1 Uy U3
9 2 9 9 9 9
_ dy Oz i — or Oz ]‘l‘ or Oy k
Vg U3 VU1 U3 V1 U2

olarak tanimlanir.

LAPLASYAN

Bir u skaler fonksiyonunun Laplasyam Au =3t + £t 4 24 = V’u duw. Bir vektor
fonksiyonunun Laplasyan: bir bilesen olarak anlagihr (kartezyen koordinatlar kullamiliyor
ise).

V yi igeren formiiller. Eger (z,y,2) noktasimda A ve B, diferansiyellenebilir vektor
fonksiyonlar1 ve ¢ ve ¢, diferansiyellenebilir skaler fonksiyonlar ise o zaman

L.V (¢ + 1) = Vo + Ve ya da grad (¢ + ¢) = grad ¢ + grad ¢
2V.(A+B)=V.A4+V.Byadadiv(A+ B) =divA+divB
3VXx(A+B)=VxA+VxByadacuwl(A+ B)=cwlA+culB

AV.(pA) = (Vo) .A+ ¢ (V.A)

5.V x (¢A) = (Vo) x A+ ¢ (V x A)

6.V.(Ax B)=B.(VxA)—A(V x B)

TV x(AxB)=(BV)A-B(V.A) - (AV)B+A(V.B)
8V(AB)=(BV)A+(AV)B+Bx (VxA)+Ax(VxB)

0.V. (V) = V2 =24 + ¢ + 22

10.V x (V¢) = 0, ¢ nin gradyantimin rotasyonu sifirdur.

11.V.(V x A) =0, A nin rotasyonunun diverjansi sifirdir.
12.V x (V x A) =V (V.A) — V?A



1.2 FONKSIiYON UZAYLARI

1.2.1 [P UZAYLARI

1 < p < o i¢in dA = dzdy ahsilmig diizlemsel Lebesque dl¢iimiine gore ) iizerinde
p. kuvveti integrallenebilir fonksiyonlarin uzayim L? (Q) ile gosterecegiz. Bir f € L? (Q)
fonksiyonunun normu || f|| p = ( fQ |fP dA) VP dir. dA = dxdy alisilmis diizlemsel Lebesque
olciimiine gore () {izerinde karesi integrallenebilir olan tiim 6l¢iilebilir fonksiyonlarin uza-

yim L2 (Q) ile gosterecegiz. L? (Q) iizerinde i¢ carpim f, g € L2 (Q) igin

(f,9) = /Q fgiA

ile tanimhidir ve bu i¢ carpimin indirgedigi metrik ile L2 () bir tam Hilbert uzayidir. Bir
[ € L*(Q) fonksiyonunun normu | f||,, := (fQ ]f]Q dA) Y2 dir.

Ly () C L?(Q), Q tizerinde sifir integralli fonksiyonlarin alt uzayidir.

1.2.2 SOBOLEV UZAYLARI

Tamm 1.2.1 m € N vel < p < oo olsun. O zaman W™P(Q), |a| < m olan Yo igin
Def e LP(2)
olacak sekildeki biitin f € LP(Q) fonksiyonlarimin wzayin gosterir. Yani,

WmP(Q) ={f e LP(Q): D*f € L”(Q), Ya i¢in |a] < m}

dir. Burada
N
olel f
= i D*f = o
o ;a / Oz 0x5? ... 0z}

ve oy > 0 olmak dzere o = (g, g, ..., ay) standart ¢oklu-indeks notasyonunu kullaniriz.

Asagidaki normlar WP (Q) dzerinde tammlanabilir.

(i) p < oo ise 0 zaman Hmep

1/p

1l = | D 1071

0<|a|<m

seklinde tanimlanair.



(ii) p = oo ise o zaman Hme’oo
1/ 1,00 = max |[D* ]
e <m
seklinde tanimlanair.

(iii) Eger p = 2 ise o zaman (f, g), i¢ ¢arpim,
1/2

1z = | D 1071

laj<m

normu 1le

(fag)m = Z (DafaDag)

lal<m

seklinde tanimlanair.
(iv) p=2i¢in
H™(Q) = W™%(Q)

yazariz. Yani H™(Q), |a| < m olan Vo icin D*f € L?() olacak sekildeki biitiin

f € 12(Q) fonksiyonlarinin uzayin gosterir.

Ornek 1.2.2 Bu tammlarin baz 6zel durumlarma verelim.

(i) m =0,
1/p
wwwzump=<éuwa
dir.
(i) m=p=1,
HMM=QXW+;8%)@)
dir.

(iii) m =1,

rwmzuoﬁ+i

dir.

1/p

of |?
)




(iv) m =

11l = [ / (rfrp

dir.

1
82f /p
81}81‘]'

P
dA

(v) m =2 i¢in L2(Q) i¢indeki i¢ carpim

n a 2 n
111 = [/ (rf12+2 DS
i1 ij—1

2
) A
normu ile iligkili

- Of 09  ~~ O 0%
(f,g)g—/ (f +Za : 0T; szl 0x;0x; 01,075 “

N=

1/2

81:1-89@

dir.

1.2.3 HARDY UZAYLARI

Tamm 1.2.3 D= {z € C: |z| <1}, kompleks dizlem igindeki a¢ik birim disk ve 1 <

p < oo olsun.

1 2 ) 1/p
%=, (5 [ 11 ) )

olmak tzere H? (D) = {f : D — C | f analitik, N, (f) < oo} tanimni yapalvm. Benzer

sekilde p = oo igin H*® (D) uzay
H* (D) = {f : D — C | f analitik, sup |f(z)| < oo}
zeD

ile taramlanir. Toplama ve skalerle ¢arpma islemleri altinda H? (D) uzayr bir kompleks

vektor uzaydir ve bu uzaya Hardy uzay ady veriir.

Burada H? (D) uzaymim vektor uzay islemleri f, g € H? (D) ve a € C i¢in
(f + 9)(&) = () + g(a) ve (af)(x) = a.f ()

ile tanimhdir. Kolayca goriilecegi gibi 1 < s < p < o0 i¢in

H* (D) Cc H? (D) C H* (D)

dir.



Uyar: 1.2.4 Herhangi bir f : D — C i¢in ve herhangi bir 0 < r <1 i¢in

fr(0) = f (re”) (1.1)

ile tamamb f, - [0,27] — C fonksiyonunu géz éniine alalim ve ayrica m, [0,27] dze-
rindeki Lebesque dlgimi olmak tizere her £ C [0, 2] dgin p (E) = (1/(27)) m (E) Lebesque

olgtimai ile tanuvmly p Slgtimiing g6z oniine alalim. O halde

27 1/p 1 o . 1/p
Hfer = </0 ’fr’p d,U/> = <%/0 ‘f (7“6“9) ‘p d9>

dir. Buradan su sonuca ulasiriz:
[ € H? (D) ancak ve ancak Ny (f) = sup || f+]|, < oo
0<r<1
Onerme 1.2.5 1 < p < co igin (H? (D), N,) bir normlu uzaydsr.

Notasyon 1.2.6 Bazen Ny, (f) normu igin || f|| o) = Np (f) notasyonunu da kullanacagez.

Onerme 1.2.7 Eger f, D dizerinde analitik, f (z) = 320 anz", ise o zaman f € H? (D)

dir ancak ve ancak a = (a,),~o € £2(No) dir. Bu durumda

1 | a2y = H<a”)n20H£2(NO)

dir.
Teorem 1.2.8 (H? (D), Ny) bir Hilbert uzayidar.

h(f) = (an)yzo s (F(z) =) ans")
ile tamamly h : H*(D) — ¢2(Ng) fonksiyonu bir Hilbert uzay izometrik izomorfizmasidir.

Onerme 1.2.9 N, normunu indirgeyen i¢c carpim f,q € H? (D) igin
1 2w P —
(f, g)}p(]n)) = lim —— f(re®)g(rei®)do

r—1, r<127 J,

ile tanymbidir. Bu durumda Ny (f) = HfHHQ(]D)) = /([ f) olmak tizere

1 27 ) 9
2 . i
| Wy =, tim 5 [ |/ Cre)[ a0

olur.



Sonug 1.2.10 f € H*(D), ( f(z) = ianz”) igin
n=0

1 27 . 9
2 2
1 ey = 0251 A |f (re®)|" do

1 2 ) 9
‘f(?"elo)‘ do

m —
r—1, r<1 271 0
= > lanl’
n=0
1 2 ; 9
== |£(e™)|" do
dar.

Teorem 1.2.11 Her bir 2o € D igin f — f(20) fonksiyonu H? (D) dzerinde sinarh lineer

bir fonksiyoneldir.

Tanim 1.2.12 zy € D i¢in

(o]

1
k.o (z) = ZZ_O”Z” =

1—Zyz
n=—0 0

ile tammb k., fonksiyonuna H? (D) iginde zq igin doguran ¢ekirdek ady verilir.

Acikea, k., € H? (D) dir. Nokta degerlendirmeleri doguran cekirdeklerle i ¢arpim olarak

temsil edilirler.

Teorem 1.2.13 2o € D ve f € H*(D) igin f(z0) = ([, kz,) dir ve ||ky| = (1 — ]20]2)_1/2
dir.

Teorem 1.2.14 2% (D) uzay iginde {f,} — f ise o zaman D nin kompakt altkiimeleri
tizerinde dizgin (yakinsak) olarak {fn,} — f dir .

1.2.4 BERGMAN UZAYLARI

Tamm 1.2.15 Q C C bostan farkh bir agik kime ve 1 < p < oo olsun.

AL, () =< f:Q— C| f analitik ve // |f(z, )P dedy < o0
0

tamemane yapalvm. Toplama ve skalerle carpma islemleri altinda AL,(QY) uzaye bir komp-

leks vektor uzayrdir ve bu uzaya Bergman uzayr ady veriir.



Onerme 1.2.16

1/p

a0 = [ [ 11 dsy

ile tanaml A, : AL,(Q) — Ry =[0,00) fonksiyonu AL,(Q) tzerinde bir norm tanemlar.
Notasyon 1.2.17 Bazen A, (f) normu igin

HfHALp(Q) = A, (f)

notasyonunu da kullanacagz.

Teorem 1.2.18
(f,9) =[] fz,9)9(z, y)dzdy
I

ile tanwmly (.,.) : ALy(Q2) x ALy(Q) — C fonksiyonu ALy(Q) dzerinde bir i¢ ¢arpim
tanamlar ve (AL9(Q),(.,.)) bir Hilbert uzayidar.

Onerme 1.2.19 Q = D kompleks dizlem icindeki birim yuvar olsun.

(a) Fger f: D — C analitik, her z € D igin f(z) = Zanz”, ise 0 zaman
n=0

[e'e] 2
2 W’an’
dxdy =
/D!f(x,y)! wdy =) ]

n=0

dir.

n+1

2" n=0,1,2,..

dizisi ALy(D) igin bir ortonormal tabandir.
Uyar1 1.2.20 f € ALy(D), her z € D igin f(z) = Zanz”, nin
n=0

v/ 1
en(z) = 7?/_ 2", n=20,1,2,..
™

tabamina gore Fourier katsayilar:

\/7?
VeS|

Cp = (faen) =

Qn,



dir ve Fourier serisi

Mg

(f en)en

i
<

formundadir yani

N e,) € —OO ﬁan+1z”
A= heenls) =2 pEme 7

n=0 n

+
—

dir.
Onerme 1.2.21

= (o) (F) = ane")

ile tamamly h : ALy(D) — 2(Ny) fonksiyonu bir Hilbert uzay izometrik izomorfizmasidar.
ALy(Q) nin doguran ¢ekirdegini Kq(z,<) ile gosterecegiz yani her f € ALy(Q) i¢in

/ Ka (2,5) [ (c)dA(s) (1.2)
dir. Kq(z,s) doguran ¢ekirdegine Q bolgesinin Bergman ¢ekirdegi denir.

Bergman cekirdegi onun birinci degigkenine gére analitiktir, ikinci degiskene gore eglenik
analitiktir ve Kq (z,5) = Kq (s, z) 6zelligine sahiptir. D birim diskinin Bergman ¢ekirdegi

1

foles) = Ty

dir ve g : D — Q konform déniistimii altinda

Kp(2,6) =g (2) Ka(g(2),9(s)) g () (1.3)

doniigiim formiiliine sahibiz (daha detayl bilgi i¢in Bergman and Schiffer (1951) e bakiniz).

1.2.5 BAZI DiZi UZAYLARI

Gamma fonksiyonu, n > 0 i¢in

P(n):/ " e dx
0

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Bu fonksiyonun bazi 6nemli 6zelliklerini

soyle siralayabiliriz.



e I'(n+1)=nI(n),n>0 dr.

e I'(1) =1, T(2) =1, I'(3) = 2!, T'(4) = 3! ve genel olarak I'(n + 1) = n! (n =

1,2,3,...) dir. Bu nedenle bu fonksiyona faktériyel fonksiyon ismide verilir.
['(3) = /7 dir.

Gamma fonksiyonu yardimi ile baz1 dizi uzaylarini tanitacagiz. Bu uzaylar sonsuz mat-
risler ile ilgilendigimizde ele alinacaklar (bakimiz Kisim 3.2).
a > 0 i¢in, dizilerin

(o]

!l (14 «) 9
g(?,—a) = {p: <p07p17p27"' Z P(TL—I— 1 —I—Oé) ’pn’ < o0 }

uzayini ele alalim. p,q € {3 _q) i¢in
B io: T (1+a) _

n=|

aligilmis i¢ ¢arpimu ile ¢ _oy bir Hilbert uzayidir ve p nin normu ||p||_, == 4/(p,p)_,, ile

tanimlanir. Fger a > 0 ve p,q € £(5,_q) icin

:ipnz” ve q(z anz (z € D)
n=0

denirse £(2,_q) nin i¢ carpimi

(hq)_ = a / () () (1= 12" dA(2)

integrali ile ifade edilebilir. Bu nedenle, £ _a), bu integralin sonlu oldugu (ve agirhikh
Bergman uzaylar: olarak adlandirilan) birim disk D iizerinde taniml analitik fonksiyon-
larin Hilbert uzay1 ile izometriktir.
Simdi « :=1 i¢in
(po,p1,pa,-- )" € bo,—1) anz” € AL, (D)
n=0
ifadesini elde ederiz.
a > 0 i¢in

“T'(n+14a)
T 2
g(?,a) = {p = <p07p17p27 - ) ’ Zm ’pn’ < OO}
n=0 )
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olsun. 49,4y nin i¢ carpimi (€2 _q) nin i¢ carpimina benzer olarak)

(o]

Fn+l+a) _
(p, Q)a = z;mann

seklinde tamimlanir. £ _o) uzaylar1 agirhkh Bergman uzaylarina karsihk gelir ve bu
nedenle £ ) da D {izerindeki diger holomorfik fonksiyonlarin uzayina karsihk gelir.

a = 0 durumunda £(y ) uzay1 H 2(D) Hardy uzayma karsihk gelir. @ = 1 i¢in £(9,1) uzay1
Dirichlet uzayima karsilik gelir.

a > 0 olmak fizere p € {5 _q) Ve q € £(2,o) i¢in

(P, 9)ol” < (p.P)_s (0, 9),,

anlaminda £y o) uzay1 £(3,_n) nin dualidir.
1.3 KOMPLEKS ANALIZ

Bu tezde D ve 0D, sirasiyla kompleks diizlemin merkezi orijinde olan agik birim diski ve
birim ¢emberi gosterecektir. Yani D:={z € C:|z| <1} ve 0D =T ={z€ C: |z| =1}
dir.

Kompleks diizlemde baglantili agik kitmeye bolge denir. Eger bir bolgenin siniri1 n tane
baglantili ayrik alt kiimeden olusuyorsa, bélge n—baglantilidir denir. Ozel olarak basit
baglantili (1-baglantil) bolgenin siniri, bir tane baglantili kiimeden olusur.Yani, kabaca

sinir ya bir egri ya da bir noktadir.

Tamm 1.3.1 Bir f karmagik fonksiyonu bir zy noktasiman belli bir D (z9,0) komsulugun-
daki bitin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, zo da analitiktir (ya da holomorfiktir)
denir. Eger bir f karmasik fonksiyonu bir S kiimesinin biitin noktalarinda analitikse, f,

S tizerinde analitiktir, denir.

Tamm 1.3.2 Bir Q bélgesinde bire-bir ve analitik bir [ fonksiyonuna, bu bolgede tiniva-

lent, bazende schliht fonksiyon denir.

Teorem 1.3.3 w = f (z), z0 da andlitik ve f'(z0) # 0 ise, zo wn bir komsulugunda f

birebirdir.

Teorem 1.3.4 f : QO — C fonksiyonu analitik ve bire-bir ise, bitin z € ) noktalar:

icin f'(z) #0 dor.
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Tamm 1.3.5 Q, C de bir bilge olmak dizere f : Q — C strekli dontstimi verilsin.
Eger bir zyp € Q) noktasindan gegcen ve aralarinda o agist yapan herhangt ki dizgin
v, ve vy egrilerinin f (v,) ve f(v,) resim egrileri de wo da aralarmda yon ve biyiklik
bakimindan o agist yapryorlarsa (iki diferansiyellenebilir yay arasindaki agr korunuyorsa)
[ fonksiyonuna zy da bir konform dontsimdir denir. Eger her zg € Q noktasinda f

konform ise f, Q de konformdur denir.

Teorem 1.3.6 f, bir zy noktasinda analitik ve f'(z) # 0 ise f, zp da bir konform

déntistimdiir.

Teorem 1.3.7 (Riemann Dénigim Teoremi): Q0 en az iki suar noktast bulunan basit
baglantily bir bolge olsun. Q y1 D = D (0,1) dzerine bire-bir olarak resmeden bir f analitik

fonksiyonu varder.

Riemann Doniistim Teoremi agagidaki formda da verilebilir:

G ; C bir basit baglantili bdlge ve wy € G, 0 < a < 27 ise o zaman [ (0) = wy ve
arg f' (0) = a olacak sekilde I nin ( tizerine bir tek f konform déniistimii vardir.
Sadece, Riemann déniistimiiniin tersi olan ve D) i¢inde univalent olan g : D — €2 analitik
fonksiyonlarini géz éniine alacagiz. Bu durumda ©Q = ¢ (D) bir schlicht bolgedir.

Bunun yani sira, 2 nin gesitli geometrik 6zellikleri (sinir regiilerligi, sinirlihigi vb.) Q nin

g konform déniistimiiniin analitik zellikleri ile (9D iizerinde simir davranslari, smirhlik

vb.) yakindan iligkilidir.

Tamm 1.3.8 [a,b] C R olmak tzere siirekli bir

¢ :la,b] — C

fonksiyonuna C dizleminde bir egridir, denir. Yani C' egrisi, bir

C:o(t), a<t<b veyp, [a,b] uzerinde strekli (1.4)

parametrik temsili ile verilir. Burada ¢(a) ve ¢(b) noktalarna sirayla egrinin baslangig
ve bitim noktalary denir. Eger bitin t ler icin ¢ (t) € I ise C C I yazariz. Bir ¢ egrisi

verildiginde o(a) = ¢(b) ise ¢ ya kapaly egridir, denir. Bir kapaly egri, ayrica
C:9(C), CeT wvew, T dzerinde sirekli (1.5)
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olarak parametrelestirilebilir. Eger ¢ egrisinin @' tirevi var ve stirekli ise ¢ diferansiyel-
lenebilir egri (yay) diye adlandirilir. o diferansiyellenebilir bir egri olsun. Eger gol(t) #0
ise p ya dizgin egri (regiler egri) denir. [a,b] araligimin sonlu tane noktasy hari¢ ¢ egrisi
diferansiyellenebiliyorsa ve bu séz konusu noktalarda ¢ nan sagdan ve soldan tirevleri var
ve bunlar ¢ niin bu noktalardaki saj ve sol limitlerine esitse @ parcal diferansiyellenebilir
egridir, denir. ¢ parcali diferansiyellenebilir egri olsun. Eger hert € |a,b] i¢in gol(t) #0
ise @ par¢al dizgin egridir, denir. Bir ¢ egrisi sadece t1 = ty i¢in ¢(t1) = ¢(t3) olu-
yorsa basit egridir denir. Bazen basil egrilere Jordan egrisi de denir. ¢ basit bir egri ve

¢(a) = ¢(b) ise ¢ ya basit kapal egri (kapale Jordan egrisi) denir.

Eger (1.4), bire-bir bir ¢ fonksiyonu i¢in saglanirsa C' ye bir Jordan yay: denir ve eger
(1.5), bire-bir bir ¢ i¢in saglamyorsa C' ye bir Jordan egrisi denir. Boylece bir Jordan
egrisi kapalidir oysaki bir Jordan yay: farkli u¢ noktalara sahiptir. Bir acik Jordan yays,
bir

C:o(t),a<t<bveyp, (a,b) iizerinde bire-bir ve siirekli

parametrelenigine sahiptir.
Bir G bélgesinin sinir1 bir J Jordan egrisi ise G ye bir Jordan bolgesi denir.

C:e(t),a<t<b, Ciginde bir egri olsun. C' nin uzunlugu

A(C) =sup Y| (t) = ¢ (toa)]

ile tanimlanir, burada supremum, her n € N i¢in her a = {9 < t; < -+ < &, =0
par¢alams {izerinden almmaktadir. Eger A (C') < oo ise C' ye diizeltilebilirdir (rectifiable)

denir. Eger ¢ parcal siirekli diferensiyellenebilir ise

A(C) = / (1) dt

dir.

Caratheodory’nin teoremine gore, eger {2 , C diizleminin basit baglantili bir bolgesi ise ve
0Q s Jordan egrisi (bu durumda € bir Jordan bolgesidir) ise o zaman g—' Riemann
doniigiimii 2 dan D ye sinira stirekli genisler ve ayrica g, I yi bir  Jordan bolgesi
tizerine (6rten) konform olarak déniistiiriirse bu durumda 9 simir1 diizeltilebilirdir ancak

ve ancak ¢ doniisiimiiniin ¢ tirevi H* (D) Hardy uzayma aittir.
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Tamim 1.3.9 FEger bir Jordan egrisi, bazi sabit n = 1,2 ve 0 < a < 1 i¢in, n kez

stirekli tiirevlenebilir olan bir w (t), 0 <t < 27 parametrelenigine sahip ise ve w' () # 0

ve
| (81) — W ()| < C'lty — o] (1.6)
ozellikleri saglamrsa bu Jordan egrisi C™* siifindandir (ya da sinifina aittir) denir.

(1.6) kosulu aslinda « iistlii bir Hélder kosuludur.
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BOLUM 2

STOKES PROBLEMI VE BAZI OZEL OPERATORLER

Bu boliimde Zsuppédn (2008a) dan yararlanacagiz ve Stokes problemini, Schur tamam-
layici operatoriinii, Friedrichs operatoriinii ve bolgelerin inf-sup sabitini tamitacagiz ve

aralarindaki iligkiyi inceleyecegiz.

2.1 STOKES PROBLEMIi VE SCHUR TAMAMLAYICI OPERATORU

Q) diizlemsel bolgesi tizerinde birinci tiir Stokes problemi adi verilen hiz-basing degiskenli

bir sinir-deger problemini gézoniine alalim:

—AUW +gradp = 7, (2.1)
divia = 0, Q da (2.2)
W= 0, 0N tizerinde (2.3)

Burada V = grad dir, A, bir skaler fonksiyonun Laplasyanidir ve div, bir vektor fonksi-
yonunun alisilmig diverjansim tanimlar. Bir vektor fonksiyonunun Laplasyani bir bilesen
olarak anlasilir (kartezyen koordinatlar kullanmiliyor ise).

Ustteki formiilde amac € icinde siirekli olarak verilen f fonksiyonu icin, Q icinde iki kez

stirekli diferansiyellenebilen, 0€) tizerine stirekli geniglemeye sahip olan
T
U= (ug,up)

ile tamimh bir @ = u(z) hiz (velocity) vektor fonksiyonunu ve € iginde stirekli dife-
ransiyellenebilen bir p basing (pressure) fonksiyonunu bulmaktir. Dikkat edelim ki, bir
normallestirme olmaz ise p basinci ancak bir ilave sabite baglh olarak belirlenir.

Ayn1 problem varyasyonel formiilii i¢cinde de formiile edilebilir. Yani verilen bir 7 €

L? (9)2 (bu demektir ki f nin her bir bileseni L2 (Q) ya aittir) icin

(0, V), + (—divd,p) = (7, 7) Jher T € W (Q)? icin (2.4)

(—div,q) = 0,her q € Lyo(Q) igin (2.5)
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olacak sekilde @ = (uy, UQ)T € VVol’2 (9)2 (bu demektir ki  nun her bir bilegeni V[/Ol’2 Q)
ye aittir) ve p € Lyo(Q) aryoruz. Burada, L?(Q) min (.,.) i¢ carpimini gtz Sniine
alarak, vektor fonksiyonlar: sirasiyla L2 (9)2 ve Wol 2 (9)2 uzaylarindan alinmak {izere

(W, V) = (ug,v1) + (ug, v3) ic carpimini ve
7 7 / Z 8Uz 87%
’ < Oz 8:1:3

i¢ carpimini kullaniyoruz.

div ,p)
(w, ), (p,p)

fonksiyonelini tanimlayalim. inf-sup kogulu (ya da Ladyzhenskaya (1969), Babuska (1973),
Brezzi (1974) makalelerinden dolay1 LBB kosulu)

8% (W, p) =

. (div u,p)2 )
inf su D Q) > 0 »
0#p€La o(2) 07£U€W§2(Q)2 (u, “)1 <p’p) 50 ( ) ( >

olarak yazilir ve (2.4) iin kararh (stable) ¢oziimiinil garantiler.

Tamm 2.1.1 5,(Q) > 0 sabitine inf-sup sabiti denir ve bu sabit sadece Q nin sekline

baglidar.
Onerme 2.1.2 0 < 3, (Q) <1 dir.

Ustteki énermenin ispati Stoyan (1999) da bulunabilir.
Q iizerine konulan uygun kogullar altinda (2.6) nin saglandigini gdrmek i¢in Necas (1965)
makalesine bakilabilir. Girault (1986) ve Brezzi (1991) i¢inde bu kosulun detayl bir

calismas1 bulunmaktadir.

Tamm 2.1.3 Ay, homojen Dirichlet simir degerlerine karsiik gelen vektor Laplace ope-

ratéri olmak tzere, Schur tamamlayicist ya da Schur tamamlayicy operatéri
S =div Ay grad (2.7)
ile tanambidar.

Stokes probleminin ¢ziimil i¢in Schur tamamlayic1 operatérii yardimer olur. (2.7) ope-

ratériit Gaultier (1992), Crouzeix (1997) ve Stoyan (1999) da incelenmistir.

16



Au = gradp, divu = Ap (Q i¢ginde) ve u = 0 (09 iizerinde)

ile verilen Schur tamamlayic1 operatériiniin dzdegerleri [0, 1] araligindadir ve L2 (Q) uza-

yinin, {i¢ ortogonal alt uzayinin, bir
L2(Q)=Py® P @ Ps (2.8)

parcalanisi ile yakindan iligkilidir, bakiniz Stoyan (1999). Burada ki ortogonallik .2 (Q)
nin i¢ carpiminin belirledigi ortogonalliktir.
Py sabit fonksiyonlarm bir boyutlu uzay1 olmak iizere ve Pz, (.,.); i¢ carpimina gére

ortogonal bir

W2 Q) =V aVia Vs (2.9)
parcalanist ile iligkili harmonik fonksiyonlardan olugsmak iizere, bu alt uzaylar

Py :=kergrad, P, := divkerrot =divVj ve Pg = divVj

ile verilir. Burada

‘/b : :kerdiv:{7€W01’2<Q)23diV7:0},
‘/1 - = kerrot = {76W&’2 (Q)QiTOtWZO}
dir ve rot v, g—;i — g—;; i¢ carpimadir.

(2.9) parcalanist Crouzeix (1974) ve Velte (1990) da elde edilmistir ve buradaki ti¢iincii V3
ortogonal alt uzay1 karakterize edilmistir ve ikili harmonik fonksiyonlardan olusur (ayrica
Stoyan (1999) da Lemma 1 e bakmiz). Her ikisi de Crouzeix-Velte parcalanisi olarak

adlandirilir.

Onerme 2.1.4 Ay'grad operatérii P, ve Ps dan siraswyla Vi ve Vi tzerine (Orten) bir
izomorfizimdir ve ayrica div, Vi ve Vi dan Py ve Ps tzerine (Orten) bir izomorfizmdir ve

her ikist de ortogonalligi korur.

Ustteki 6nermenin ispat1 Girault (1986) ve Stoyan (1999) da bulunabilir. Ayrica Stoyan
(1999) da

P =divVi =rotVy L rotVz = div Vs = P3
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esitlikleri de verilmistir.

S Schur tamamlayici operatoriiniin 6zdegerlerine karsihik gelen tzuzaylart L2 (£2) nin
Crouzeix-Velte parcalaniginin altuzaylari ile ve ayrica inf-sup sabitine iligkilidir.

Sifir ve birim 6zdegeri sirasiyla Fy sabit basinglarina ve serbest-rotasyon hizlarinin diver-
janslar1 olan P; basimcina karsihik gelir, boylece S|p, kisitlanisi birim operatordiir.
Uciineit P3 altuzayi, (0,1) de degerler alan dzdegerlere karsilik gelen S nin ézfonksiyon-
lar1 tarafindan gerilir, bakiniz Stoyan (1999). 5, (Q), inf-sup sabitinin karesi zdegerler
arasinda en kiigligidiir; A ile birlikte 1 — A, §p, kisitlamsmin bir ézdegeridir, bakiniz

Velte (1996). Bu kisitlanis operatoriiniin dzdegerleri i¢in asagidaki énermeye sahibiz.

Onerme 2.1.5
B3(Q) < A(Sip,) <1 55(Q) (2.10)

Ustteki énermenin ispati1 Crouzeix (1997) ve Stoyan (1999) da bulunabilir.

Schur tamamlayic1 operatoriiniin ézdeger ve 8zuzay yapisi (6zellikle inf-sup sabiti) Stokes
probleminin niimerik ¢dziimiinde ¢ok onemlidir: 6rnegin, Stokes problemi ile ve ayrica
ayrik Stokes, Navier-Stokes problemleri ile iligkili kararlilik ve hata tahminleri (error es-
timates). Iteratif metodun hizlandirilmas: icin bu bilginin kullanimi Stoyan (2000a) da
incelenmistir. Ayrica bakiniz Dobrowolski and Stoyan (2001) ve Stoyan and Strauber
(2004).

Onemine ragmen, &ézel bolgeler icin inf-sup sabitinin kesin degerleri sadece birkac¢ durumda
bilinmektedir: elips i¢in Horgan (1983), ii¢ boyutlu uzay durumunda kiire i¢in Velte
(1990), (serit boyunca periyodikligi kabul ederek) sonsuz bir serit igin Maday (1993),
gember ve halka i¢in Chizhonkov (1995) e bakiniz. Birgok bolgenin inf-sup sabitleri i¢in
baz1 alt ve iist sinirlar Stoyan (1999) da elde edilmistir.

Kanal ve plaka bolgeler igin sonuglar Costabel and Dauge (2000), Dobrowolski (2003) ve
Dobrowolski (2005) de elde edilmistir ve Zimmer (1996) benzer ¢alismay igerir.

2.2 FRIEDRICHS OPERATORU

Bir bagka 6énemli operator Friedrichs (1937) i¢inde, diizlem esnekligine (elasticity) uygu-

lamalar i¢in, K. Friedrichs tarafindan tanitilan Friedrichs operatoriidiir.
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Tamm 2.2.1 Q bolgesinin Friedrichs operatori
ile tanamlanar.

Burada P, L2 () min ALy (Q) iizerine ortogonal projeksiyonudur ve Bergman projeksi-
yonu olarak adlandirilir ve C , Cf := f ile taniml konjiigansi (conjugacy) operatoriidiir.

F operatoril ayrica, Bergman ¢ekirdegi kullanilarak,
F e ALy (Q) — ALy (Q), F(f)(2) = / Ko (2) TQA () (2.12)
Q

ile verilen bir integral déniistimii olarak ifade edilebilir.

Onerme 2.2.2 (a) F Friedrichs operatiri eslenik lineerdir yani f, g € ALy (Q) ve A, u €
C i¢in

F (M + ng) = A\F (f) + BF (9)
dir.
(b)
T:=CoF (2.13)
ile tanvml T operatori C-simetriktir yani
T=CT"C

dir (bakwmz Garcia (2007)). Burada T*, (.,.) i¢ ¢arpimina gore ALy () tzerinde

tamaml T operatérinin adjointini (eglenigini) belirtir.

(c) @ = D birim disk ise F Friedrichs operatérinin ranky birdir (bakwmiz Friedrichs

(1937)) ve bu nedenle kompakttir.

Fakat daha genel €2 bolgeleri i¢in kompakt Friedrichs operatorii bile olmayabilir. ¢ : D —
Q) konform déniistimiiniin terimleri icinde F nin kompaktlig: asagidaki Onerme 2.2.4 de

oldugu gibi karakterize edilebilir.
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Tamum 2.2.3 Py, D e iliskili Bergman projeksiyonu olmak izere
2| — 1 iken (1 — ]2]2) f'(z) —0

ozelligint saglayan D dzerindeki analitik [ fonksiyonlarin tamarnin olusturdugu uzay:

By (D) ile gisterecegiz. Bu uzaya kigik Bloch uzayr denir.
Asagidaki énerme Lin and Rochberg (1995) ten alinmistir.

Onerme 2.2.4 (Lin-Rochberg) Q, C nin basit baglantile bir 6z alt bolgesi ve g, D birim
diskinden Q dzerine (orten) bir konform dénisimi olsun. Bu durumda F kompakttir

ancak ve ancak Pp (¢'/g') € Bo (D) dir.

F, asagidaki 6zdeger probleminin temelindeki operatordiir: Friedrichs (1937) ¢ahsilan,

her g € AL, (Q) i¢in

/QfgdA = M/Q?gdA (2.14)

ozelligini saglayan f € ALy(Q) ve buna karsilik gelen p € C yi bulmaktir ¢iinkil f, g €
ALy () i¢in

(. Fg) = (0, F) = /Q fgdA

dir, Friedrichs (1937) de Teorem 4 e bakiniz. Bu 6zdeger problemi, Friedrichs esitsizligi

ad1 verilen asagidaki énerme ile iligkilidir.

Onerme 2.2.5 (Friedrichs, bakimz Friedrichs (1937)) Q sunerh bolgesinin siary oy,
0 < ay <2m, 1<k <ni¢aglar ile sonlu ¢oklukta (n) koseli pargale diizgiin simra sahip

olsun. O zaman her f € ALy (Q) igin

/ deA‘ <1 [ 117d4 (2.15)
Q Q

olacak sekilde pozitif bir vq < 1 sabiti vardir

Bu yiizden f € ALy (Q) icin || F (f)|| < ||f]| dir ve simirh bélge durumunda, 1 6zdes
olarak birim 1 fonksiyonunu gostermek tizere, F (1) = 1 dir. C-lineer olan Friedrichs

operatoriiniin karesi i¢in

(f.F%9) = (Fg,Ff) = (Ff, Fg) = (9, F2f) = (Ff,9)
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bulunur ve ¢zellikle, Z birim operatériinii tanimlamak tizere 0 < F? < T y1 saglayan

ALy (Q) iizerinde F? self-adjoint olmasmdan

elde ederiz. Bu yiizden ayrica F? nin karekokii tanimlanabilir ve F nin modiilii olarak
adlandirilir ve |F| ile gosterilir.

Friedrichs (1937) ye gore, Q simirh bolgesinin F? operatorii kompakt ise o zaman o,
sayllabilir ¢oklukta 6zdegere sahiptir, onun ilk 6zdegeri 1 e esittir (sabit 1 fonksiyonu
ile gerilen ézuzay) ve diger tiim 6zdegerler 1 den kiigiiktiir, béylece bunlarmn i¢inde en
bitytigii, Onerme 2.2.5 den, ~ sabitinin karesine esittir.

F? nin kompakt olmamas: durumunda, ag = 7 boyunca Onerme 2.2.5 in notasyonlarini

kullanarak, 0 < k£ < n i¢in

sin oy
«

degerlerini iceren bir siirekli spektrum ortaya cikar.
Friedrichs operatoriiniin daha bagka 6zelliklerinin ayrintili bir ¢alismasi i¢in Lin and

Rochberg (1995), Putinar and Shapiro (2000), Putinar and Shapiro (2001), Garcia (2007)

ve orada verilen referanslara bakiniz.
2.3 PROBLEMLER ARASINDA BAGLANTI

Bu alt kisimda Friedrichs ve Schur tamamlayici operatorleri arasindaki baglantiy1 in-
celeyecegiz. Bunu yapmak icin bir énceki alt kisimda kullanilan notasyonlar: birlestirmeye
ihtiyacimiz var.

Reel vektor degiskenli 77 = (24, :I:Q)T yerine 2 = x; + 29t kompleks degiskenini kullaniriz.

T
Hiz icin vektor degerli @ (7)) = (uy (7)), us (7))" fonksiyonlart u (2) = uy (2) + us (2)
kompleks degerli fonksiyonlar1 ile yer degistirilir. Skaler degerli fonksiyonlar (6rnegin

basing i¢in) reel degerli olanlar ile yer degistirilir. Dahasi, Nehari (1952) de oldugu gibi

1/ 0 .0 0 e,
82« _§<8_x1_28_x2> Veag.— <8_x1+28_x2>

notasyonlarini kullanmiriz. Bu nedenle kompleks degerli bir u = uy + iuy fonksiyonu igin

diverjans ve rotasyon,

. 8U1 81&2
divi = — + — = 2Red,
1V U 92, + D2 ed.u
ve
8U2 8U1
tu=—"———=2Imao,
Trotl U 81‘1 81‘2 m U

21



seklinde verilir. Reel degerli bir p fonksiyonu i¢in (kompleks degerli) gradyant

dp  .Op
d = — — = 2 =
gradp py +1 8y 8—p

dir. Laplasyan A = 40,0; = 4050, olarak ifade edilir.

Q nm st W2 (Q) uzayimin izi L2 (092) da olacak kadar yeteri diizgiinlitkte oldugu
kabul edilsin. Bu durum, parcali C? diizgiin smira sahip bolgeler icin kesinlikle gercek-
lenir (Adams 1975). S ve F arasinda bir baglanti kurabilmek igin asagidaki nermeye

ihtiyacimiz var.

Onerme 2.3.1 (bakimz Putinar and Shapiro (2001) de sonug 2.5) Q diizlemsel bil-
gesinin siart W2 (Q) wzaywan izi L? (0Q) da olacak kadar yeteri diizginlikte olsun.
[ € H%(Q) olsun. Dirichlet problemi igin ¢izim: G € H?(Q), F (f) nin ilkel fonksiyonu

olmak izere ve h € H? (Q) fonksiyonu

CfQ)-G(S )
" omi / —z a

olarak tanimlanmak tizere

Au = 0, Q i¢cinde

u(@) = Cf(¢), Ced ign

nin ¢ozimi u (z) = G (z) + h(z) dir.

Bu gosterimi kullanarak daha ¢nce, simirin diizgiinliigii belirlenmeden, Costabel and

Dauge (2000) de bahsedilen agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.3.2 Q, Onerme 2.3.1 deki gibi bir sinwra sahip bir bolge olsun. O zaman

bélgenin Schur tamamlayicy operatiri S ve Friedrichs operatori F igin
28§=7—-CoF (2.16)

ozelligi saglanar.

Ispat. Kabul edelim ki f € H2(Q) ve uo(z) = 12f(z), pr(z) = 2Re f(z) olsun.
Buradan Q i¢inde Aug = Vpg (Zimmer 1996) ve

Spr(z) = divug (2) = 2Re d,up (2) = Re f (2) = =pr



elde edilir ama genellikle ug homojen siir sartini saglamaz.
AH = 0, Q) i¢inde
H(z) = Zf(2), z € 09 i¢in

Dirichlet probleminin ¢éztimiinii bulalim. Onerme 2.3.1 den,

!

G ()= F(f) () = / Ko (.0) TOA Q)

olmak tizere H = G+ h bulunur. Simdi v = ug — %ﬁ, homojen simir degerleri ile, €2 i¢inde

Au = Vppg yi saglar. Dahasi

!

divu (z) =divug (2) —Re 0. H (z) = %pR (z) —Re G (2)

diverjansini elde ederiz ve buradan

1

Spr(2) = 5pr(2) —Re F (f) (%) (2.17)

buluruz.

Benzer sekilde f yi —if ile yer degistirdigimizde p; = 2Im [ i¢in
1
Spi(2) = 5p1(2) + Im F (f) (2) (2.18)

bulunur. (2.17) ve (2.18) esitliklerini birlestirerek, f € H? () ve 2f = pr + ip; icin

25 (f)(2) = S (2) = F (/) (2) (2.19)

yvi elde ederiz. Teoremde yer alan bolgeler i¢in Bourdon (1987) den H? () uzay1 ALs (Q2)
nin yogun bir alt uzayidir ve béylece (2.19) f € AL, (Q) i¢in gegerlidir.

Uyan 2.3.3 (a) (2.18) ve (2.19) esitlikleri 3T den S operatérimiin elde edilisini suira

bagly oldugunu gosterir.

(b) (2.16) denklemi sadece f € ALy (Q) fonksiyonlar: uygulanirsa saglanir. Béylece
(2.17) ve (2.18) denklemleri (bir analitik fonksiyonun reel ve sanal kisumlar: olarak)
pr ve pr mn harmonik oldugu durumda gegerlidir. Bu yizden (2.16) asagidaki
anlamda gegerlidir: (2.7) ile tamamb S Schur tamamlayic operatorinin S|pap;
(bakimz (2.8)) kwsitlamasia alrz, (2.17) ve (2.18) denklemleri ile Sipap, nin
tanam bolgesini reel degerli (basing) fonksiyonlarindan ALy (Q) deki kompleks degerli
fonksiyonlara genigletiriz ve boyle elde edilen operatéri yine S ile gdsteririz. Schur
tamamlayicr operatérini Friedrichs operatorleri yardima ile (ve boylece konform

dontsim yardima ile) sadece Py & Ps tzerinde inceleyebiliriz.
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(c) Teorem 2.3.2 nin ustle verdigimiz ispatr Zsuppan (2005) de bulunabilir. D birim
diskinden Q dizerine olan g konform dontistimiini iceren baska bir ispal Zsuppdn
(2004) de icerilir. Bu ispat aynmi zamanda 3.2 kismanda gdsterecegimiz operatorlerin

matris temsillering icerir.
(d) 7 nin tamnundan, (2.13), ve Teorem 2.3.2 den
285=7-T

elde edilir.
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BOLUM 3
KONFORM DONUSUMU YARDIMI iLE ELDE EDILEN SONUCLAR

Bu béliimde Zsuppén (2008a) dan yararlanacagiz ve konform déniisiim yardimi ile baz

sonuclar elde edecegiz.
3.1 KONFORM DONUSUMUN KULLANIMI

Teorem 2.3.2 deki konform doniistimiin kullaniminin potansiyel faydasi, Friedrichs ope-
ratériiniin (2.12) tanimi iginde kapsanan, Bergman ¢ekirdeginin (1.3) déniisiim 6zelligin-
den gelir.

g, (z-diizleminin) birim yuvarindan (w-diizlemi) iizerine (6rten) olan konform déniisiim

olsun yani w = g (z) olsun. w degiskeni ile ifade edilen (2.12) den yani

F(f) (w) = / Ko (0,) F(@)dA ()

den degisken degisimi ile (vani w = g(2), w = g(¢) ve dA (W) = |¢' (O)]*dA(C) ile),

p(z) = f(g(2)) ¢ (2) olmak tizere

F) () = / (5, =T I ()2 dA Q)

g (2) 9 (©)
1 L 90—
- g,<z>/mf<m< Q5 QiA©

elde edilir. Buradan fQ |f ]2 dA = | bl p[Q dA bulunur ve bdylece f ve p nin sirasiyla 2 ve
D tizerindeki L? normlar: esittir.

Simdi asagidaki tanimi verebiliriz.

Tamm 3.1.1 Fy operalori

j Egmcm © (3.1)

Fop)(2) = ¢ (2) F () (9.(2)) = / Ky (.0)
ile tanamlanar.
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Boylece ALy () tizerinde tamumlanan F operatorit ALy (D) iizerinde tanimlanan Fy o-
peratériine birimsel olarak denktir (unitarily equivalent). Aslinda bu birimsel denklik
Onerme 2.2.4 {in ispatinda da bulunabilir, bakiniz Lin and Rochberg (1995).

7 = 0 olmak iizere Stokes probleminin (2.1) homojen momentum denkleminin ¢6ziimleri
konform déniisiim yardimi ile de ¢alisilabilir. Asil arag, Kratz ve Peyerimhofl (Kratz and

Peyerimhoff 1990) i¢inde verdigi agagidaki énermedir, (ayrica Zimmer (1996) ya bakiniz).

Onerme 3.1.2 Q basit baglantils bir dizlemsel bilge ve f, Q i¢inde holomorfik olsun. O

zaman Vq ve Vo holomorfik fonksiyonlar: ile

U (w) = 50T (@) + Vi (w) + T3 (@) ve P (w) = 2Re f (w),

Q dzerinde AU (w) = grad P (w) homojen momentum denklemini saglar. Dahast eger

f(w)=—=2V, (w) ise, 0 zaman divU (w) =0 dur.

Uyar: 3.1.3 V| ve Vy yi 02 dizerinde homojen sunar kosulunu saglayacak sekilde segilirse
(w € O igin U (w) =0 ise) bu durumda
SP(w) = divU (w) =2Red,U (w)
! 1 !
= Ref(w)+2ReV] (w) = §P(w) +2Re V] (w)

olur.

Simdi, w = ¢ (z) konform déniisiimiinii tekrar kullanarak w = U o g , yani

1

u(z) = =Ulg(2))=59() [ (9(z) +Vi(g(2) +Valg(2))

+o1(2) + 02 (2)

denirse, o zaman Onerme 3.1.2 ifadesini D birim diski {izerinde tanimli holomorfik fonksi-
yonlar ile formule edilen bir bagka ifadeye doniistiirebiliriz.
Zimmer (1996) da Lemma 3.7 olarak verilen bu ifadeyi bu bsliimdeki notasyonlarla asagi-

daki 6nermede verecegiz.

Onerme 3.1.4 g, D birim diskinin Q - zerine konform dénisimi ve p donisimi D

tizerinde holomorfik olsun. ) dzerinde
AU = grad P
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pog™!

g og-!
2Re [ basincim saglayan U = wo g™t déniistiirme fonksiyonu igin u : D — C fonksiyonu

homojen momentum denklemini ve [ = olmak tizere buna kargilik gelen P =

vy ve vy fonksiyonlar: D dizerinde holomorfik olmak tzere

ue) =50 (55 + 0 () + 5 (32)

9 (2)

formulii ile temsil edilebilir. Ustelik u,

div (uog_1>og:Re§—|—2Rev (3.3)

!/
s

!
g
diwerjansina sahiptir.

Uyart 3.1.5 (3.3) denklemi z € D igin

a2 ()
SP(g(2) =R g’(z)+2R 7 )

oldugunu gosterir.

Onerme 3.1.6 ¢, D nin Q dzerine konform dénisimi olsun ve p (2),

w0 () 1= 59 <z>W

9 (2)

fonksiyonu L% (OD) iginde smar degerlerine sahip olacak sekilde D dizerinde holomorfik
fonksiyon olsun. O zaman (3.2), 0D dzerinde sifir stnar degerlerine sahip olacak sekilde

v,v9 € H% (D) fonksiyonlary vardar.

Ispat. Ihtiyac duyulan v; holomorfik fonksiyonu ug mn smir degerlerinin (L2 (OD) nin
altuzay1 olarak) 12 (9D) {izerine (6rten) olan projeksiyonundan elde edilerek bulunabilir,

bakimz Duren (1970). vy benzer sekilde elde edilebilir. z € D igin

w) : =g [ — (-;g@&) dc| (3.4)

|¢ﬂ1—25 @)
=

elde ederiz. Bu ispati bitirir.

Teorem 2.3.2 nin bagka bir ispat1 agagida verilmistir.
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Simdi (3.3) denkleminde verilen vy in tiirevi

P W B S )
1( ) 47T|C|:1 (1—2’@29(() g,(o ’dd

_ b 1 p(©) ,
dmi (- zE)Qg © g ()

o e S

)
seklinde ifade edilir. Bu yiizden, (2.12) de tanimlanan Fp operatérii cinsinden,

% () = 5o (1) (2) (36)

elde edilir. ¢’ ile bélersek ve sonraki sonucu I birim diskinden € iizerine (6rten) déniistiiriirsek
bu durumda V; = —%f (f) elde ederiz ve buradan kolayca (2.17) elde edilir. f yerine
—if kullanilarak yapilan ayni hesaplamalar ile (2.18) bulunur. Béylece Onerme 2.3.1

kullanilmaksizin Teorem 2.3.2 ispatlanmig olur.
3.2 MATRIS GOSTERIMI

Teorem 2.3.2 nin yukaridaki alternatif ispatinin temel fikri Zimmer (1996) da orijinal
olarak verilmistir ve sadece polinom déniistimleri icin kullanilmistir. Bu, polinom déniistimii
olmayan durum i¢in, (3.4) ile (3.5) formiillerini kulllanmak yerine bunlarin kesin bir matris
formuliinde ki denkliklerini kullanarak Zsuppdn (2004) de genellestirilmistir. Operatér-
lerin (sonlu ya da sonsuz) matris temsilinin yapisinin aragtirilmasi, problem bolgesine
bagh olarak (8rnegin dzdegerlerin kendisi ve kathligl) operatorlerin gesitli 6zelliklerini
ortaya koyar.

Uzerinde sonsuz bir M matrisinin rol aldigi sonsuz dizilerin uygun bir nzayni géz dniine
almak zorundayiz. Bu uzay, altkisim 1.2.5 de tanmimlanan £y _y dizi uzayidir.

{(5,—a) ile ilgili bilgiler temel alinrsa, (3.4) ve (3.5) integrallerinin yerine v; ve vy Taylor
serilerini kullanarak amacimiza uygun olacak sekilde bir matris formunu tamtabiliriz.

D i¢inde ¢’ # 0 olmak iizere I den € {izerine olan konform déniistimiin

g(z) = Z am 2" (3.7)

serisi ile verildigini kabul edecegiz. Bu durumda

1 - 4
g/ (Z) - ;; bé’z (38)
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olarak diizenlenebilir.

Onerme 3.2.1 Q, basit baglantil dizlemsel bir bilge olsun. D nin bir ack komsu-
lugunda yakinsak olan (3.7) formundaki I — Q bijektif (bire bir ve drten) konform
dondsimint goz onine alalim. Ayrica, onun tirevinin tersinin (3.8) ile verildigini kabul

edelim. p(z) = 3.7y pnz™ € H? (D) olsun. Eger

- A5 (e () .
vy (2) = % Z {Z am (Z ko éPg) } (3.10)

ise (3.2) temsili ile verilen u fonksiyonu 0D tzerinde sifir sunar degerlerine sahiptir.

Ispat. (3.7), (3.8) seri genislemelerini ve (3.2) deki p fonksiyonunu u fonksiyonunda

yerine yazalim. Serilerin yeniden diizenlenmesiyle

w) = 300 <M> fu () + 50

g (%)
- %Z{Z (me+k em)z z" }+U1(2)+U2(2)
= % Z {Z am ( 3 5m—k—é@> Zm?m_k} + 1 (2) +v2(2)

ifadesini elde ederiz. 9D {izerinde 2z = 1 dir ve bu nedenle v; ve v9 yi (3.9) ve (3.10) daki
gibi tanimlarsak u sifir sinir degerlerine sahiptir.

Bu ispattaki kuvvet serilerinin yakinsakligi Nehari (1952) deki bir sonugtan elde edilir:
|z] < Rigin A(z) = > 00 ganz" ve B(z) = > .70 b,2" kuvvet serilerinin her ikisi de
yakinsak ise, o zaman ¢, = Y, g @;b,—; olmak tizere C'(z) = Y °°  ¢,2" serisi de |z| < R

i¢in yakmsaktir ve C'(z) = A (z) B (z) dir.

Uyar1 3.2.2 Onerme 3.2.1 de g doniistimi tzerindeki varsayvmdan, Q mn analitik bir
swara sahip oldugu gorilir. Bu durumda, ispatta w i¢in yukarida adv gecen seriler:
yeniden dizenleyebiliriz. Bununla birlikte, bu giicli varsayimdan kacinilabilirdi, gercek-
tende eger daha genel bélgelere karsilik gelen serinin ayrica yakinsak oldugunu ve uygun
stmr degerlerine sahip fonksiyonlary tanamladigine ispatlayabilirsek bu daha genel bolge-

lerde de Onerme 3.2.1 in saglandigy gorilir.
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Onerme 3.2.1 de verilen v, holomorfik fonksiyonunun tiirevi icin,

¥ 1 &
=73 Z k+1) ( ( (£+k+1)> @) 2 (3.11)
=0 m={+k+1

seri agilimi bulunur ve (3.6) kullanilarak

z) = Z (k+1) (Z ( Z amzm—(£+k+1)> @) z

k=0 (=0 \m=L+k+1
elde edilir. Bu, p veFp (p) i¢in seri agilimlarinin katsayilar1 arasinda bir iligki olugturur.

Fp (p) (#) nin serisindeki katsayilari, p (z) nin serisindeki katsayilarin

pi=(po,p1,p2s- )"
vektorii ile
M = (s54) -0 (3.12)

sonsuz matrisinin ¢carpimindan elde edilir.
[e0)
= anpriibn (3.13)
k=0

terimleri (3.7) ve (3.8) seri agilimlarindan elde edilmek iizere, M nin girisleri
Sk 1= (]C + 1) Skt

dir.

(3.13) ile verilen terim

o L / ELACIPyYS (3.14)

m 9 (2)

seklinde bir integral olarak da formule edilebilir.

Boylece

Fp: ALy (D) — ALy (D), p— Fp(p)
eslenik lineer doniistimii

MC: €y _1y — L1, p— MCp
(sonsuz) matris gdsterimine sahiptir.
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Uyar:1 3.2.3

(a) (3.13) terimleri sonlu olacak sekilde g nin konform déniigim oldugunu varsayalim.

Bu durumda (3.14) de kullanilarak

1 2w 1 2
<= "odpd) =
ISI_W/O/Oppp —g

2(k+1)
12

ve boylece k,€ > 0 igin |sg] < < 2 elde edilir. Boylece Fp nin M matris

temsili, mutlak degerce en ¢ok 1 olabilen wyi tanamly giriglere sahiptir.

(b) (3.13) ile tanamh seriler wraksak olacak sekilde bu seriye karsibk gelen g fonksiyonu

ile verilen bolgeler vardir. Boyle bir érnek D den yarik (slit) dizlem tzerine olan

Koebe fonksiyonudur.

Uyari 3.2.4 Sonug olarak, bu kisim i¢indeki matris gésterimint mimkin kilacak gekilde
g konform déniistimi i¢in bir kosulu formule edecegiz. g konform doéndisimiiniin tirevinin
kapale birim diskin bir ag¢ik komsulugu tzerinde sirekliligi (boylece bolgenin simr ana-
litiktir) kesinlikle bir yeterli kosuldur. Fakat bu durum kesinlikle gerekli degildir. Diger
durumlar: gergeklestirebilmek i¢in altkisim 1.2.5 de verilen sonsuz dizilerin uzaylarine goz
onine alacagiz, (bu uzaylar icin ayrica bakinz Jakobsson (2002)).

a:= (ag,ay,...)" vektori g nin katsayplarmdan (bakimz (3.7)) ve b (3.8) in katsayilarm-
dan olusturulmus olmak tzere ve S

S (ag,a1,...)" = (ay,a9,...)"

ile tanvmle sola leleme dondgimi olmak dzere (5.13) de verilen terimler s, :== (S™*ta,b),
dir.

Buna gére ya

lsnIQ = ‘(S”Ha,b) ‘2 < (a,a), (b,b)

0 —«
dir ya da
lsnIQ = ‘(S”Ha,b)o‘Q < (a,a)_, (bb),
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dir. Bdylece eger g dontisiim fonksiyonunun ve tirevinin tersinin katsayilary ya
a € lpa) veb € lpn _q

ya da

a € lp,_a) veb € L)

kosulunu saglar ise (3.13) terimleri sonludur.

Teorem 2.3.2 ile birlikte bu kisimda agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.5 Uygun olarak dizgiin bir g konform dontsimi ile Q = g (D) basit baglantily
bélgesinin F Friedrichs operatori ve S Schur tamamlayicr operatéri, M sonsuz matrisi

ile tanwvml olmak tizere, siraswyla
1
MC wve 3 (Z—-CcMC)

eslenik lineer ve kompleks lineer operatorlerine tiniter denktir.

3.3 OPERATORLER iCiN BOLGE BAGIMLILIGI

Bu kisimda, F ve Fp arasindaki initer denkligin kullanimindan yararlanarak problem
bolgesi tizerinde calisilan operatorlerin bagliligini inceleyecegiz.

Q ve Q basit baglantili bolgeleri ve sirasiyla bunlara karsilik gelen g ve g konform déniisiim-
leri verilsin.

g = no g olacak sekilde 7 fonksiyonu alalim. Aslinda 7, Q2 dan Q) tizerine bir dontistimd{ir.

Bolgeler ile iligkili Fp ve .7?@ operatérleri (3.1) ile tanimhdir. Boylece

Vo [ S (1) N
(Fom o)) = [ Kote:0 35 <n’<g<c>> 1>p<od ©

bulunur. Ustteki esitlik keyfi bir ¢ € ALy (D) nin eslenigi ile carpilir ve D tizerinde

integre edilir, z ve ¢ degiskenlerine gore integrasyonlar degistirilir ve Kp (z,() = Kp ((, 2)

boyunca Bergman ¢ekirdeginin (1.2) dzelligi kullanilir ise

5 ) an [ (1) R
/D(fm—fm)pqu_/Dp@g,(O (Z é(C)) 1) </DKD((, g (2)dA ( )> JA(Q)
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bulunur. Buradan

((Fo-Fs)pa) = / AGHGAY (e 0~ 1) dA(Q)

b Jo g9 (<)
ifadesine ulagihr ve burada sol taraftaki (.,.)y, L% (D) nin ahsilmis i¢ carpimidir ve D
indeksi bolgenin sadece birim disk oldugunu belirtir. Ayrica Cauchy-Schwarz esitsizligi
ile sag taraf tahmin edebiliriz ve

((Fo= 7o) poa) | < 2supsin(argn/ (9 (D) [l lallo

z€D

elde ederiz. g = (.7?@ — .7:@) p olsun, koordinatlar1 tekrar degistirelim ve basitlegtirelim:

~1
= p/ °og . pe ALy (D) nin AL, (Q) igindeki denk norm elemani olmak iizere
g og-
H (ﬁ— .7:) fH < 2sup [sin (argn’ (w))|. || f]lq
Q wER

dir. Bu yiizden, operatér normu olarak,

H]?—]:H < 2sup

we

sin (arg n (w)) ‘ (3.15)
bulunur. Bu yolla asagidakini elde ederiz.

Teorem 3.3.1 n, Q bélgesinin Q dizerine konform dénitisiimi olsun. Bu bélgelerin Friedrichs

operatorleri igin (3.15) saglanar.
Ayrica Teorem 2.3.2 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.2 n, Q bélgesinin Q dzerine konform doniistimi olsun. Burada her tki bolge

Teorem 2.3.2 nin sartlarine saglasin. O zaman

H‘SN'—SH < sup |sin (arg 7’ (w))] (3.16)
wEe

dir.

Uyar1 3.3.3 w = g (z) noktasinda C, = {z € D: |z| = p} ¢emberinin konform gérin-
tisindeki T (w) birim teget vektori ile reel eksen arasindaki agr arg (z’zg/ (z)) dir.

T —argg (2) = ar /<Z) = ar Z'Zg/ <Z)
arg g (z) gg (2) g "(2) gizg/ (2)

pST

= arg7 (w) — arg 7 (w).

Q

H]?— fH < 2sup |sin (arg 7 (w) — arg 7 (w))|
we
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ve denk olarak
H‘SN'— SH < sup [sin (arg 7 (w) — arg 7 (w))]
wEe
elde edilir. Eger ayrica n nin tirevi simra gore sirekli ise (yani eger 92 her noktada
strekli bir (tanjanta) tegete sahip ise) ve Q mn kapanigindaki dondigim igin ' # 0 ise o

zaman Teorem 3.3.1 deki supremum €2 mn sumrina kisitlanabilir ve

Hf—fH < 2&23}({2 sin(argn/(w))‘ (3.17)
H]?—]:H < QIﬁ%é]sin(arg?(w)—argT(w))] (3.18)

elde ederiz. Benzer bir sekilde uygun bolgeler icin

H‘SN'—SH < m%élsin (arg T (w) — arg 7 (w))| (3.19)
we

bulunur.

Boylece bolgeler arasinda Friedrichs operatoriiniin operatoér normu sinira stirekli tegeti
ile bolgenin gekline siirekli olarak baghdir. Bolgeler i¢in Teorem 2.3.2 nin bu bolgeler
tizerinde gecerli olan ek 6zellikleri ile bolge tizerinde Schur tamamlayici operatériiniin ayni
stirekli bagimhiligini elde ederiz. (Operatorlerin dzdegerlerinin bolge tizerinde bagimhligy
sonuglar i¢in sonraki 4.1 ve 4.2 kisimlarima bakiniz. )

Ayrica, bolge tizerinde M matris temsilinin girislerinin siirekli baghhgi da vardar.

Onerme 3.3.4 g ve § siraswyla D nin Q ve Q dzerine konform déniigimler: olsun. O

zaman k= 0,1,2,... i¢in

|5k — si| < sup |sin (arg 7 (z) — arg q (2)) ‘ (3.20)
k + zeD

dar.

Ispat. D, = {z: |z| < p} ve

)=+ [ #280a0) 50 -2 [ #L )

m g (2) 7 g (2)

olsun.

~

7 (2) =17 (9(2)).9 (2) ifadesini kullanarak

sy [ g G (1GE) Y
D -s)=7 [ = (wm>>1>d<>




elde edilir. Ustteki esitlikte mutlak deger alarak ve e*® — 1 = 2ie*sina ve 1/ (g (2)) =
arg §' (z) — arg ¢’ (z) esitliklerini kullanarak,

4 pk+2

S (p) = 5k ()] < 7 sup [sin (ared () — argg' ()

k+2 z€D,

bulunur. §imdi p — 1 i¢in limit alimarak (3.20) elde edilir.

Uyar1 3.3.5 Onerme 8.3.4, bélge iizerinde M matrisinin girislerinin sirekli baghhgina

gosterir. Dahast M matrisinin normunu

k42
4

HMH*:su = max
; k>0

Vs

[M] 3l

‘j+£+2
Sk

2(j+£) +2

seklinde tamimlarsak, o zaman Onerme 3.9.4 den

< sup
* zeD

HJTJ—M

sin (argﬁ/ (2) —argg (z)) ‘ (3.21)
bulunur.

Tabiki M ftizerine etki eden £(3 _1) uzayimin normunu alabiliriz ve Teorem 3.3.1 deki gibi
benzer hesaplama ile ||.||, yerine indirgenmis matris normunda M nin siirekli bagimhligim
elde edebiliriz.

Konform déntistimiin kullanimi operatérlerin M matris temsili ve bolge arasinda ek

baglantilar1 da ortaya koyar.

Onerme 3.3.6 p > 1 bir tamsayr olsun. (3.13) terimlerini géz ontine alalbm. k > p igin
s = 0 dir ancak ve ancak g, p. dereceden bir polinomdur. Bu durumda M € CP*? nin

ranky p dur ve s, 1 = 22 # 0 dur.

Ispat. (3.14) den k > p i¢in s, = 0 varsayimindan, ¢ = 0,1,2,... igin

/D zPHMdA () =0

g (%)

bulunur. Ustteki ifade ile S o ]hg]Q < o0 yi saglayan keyfi {EZ}ZO kompleks sayilar1 bir

araya getirilirse h (2) = Y57, hez* olmak {izere
A
/ 2 4 () = 0
D

g'(2)
elde edilir. Simdi £ =0,1,2,... icin h(z) = 2¢’ () denirse

/D 2Py (2)dA(2) =0
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bulunur.
(3.7) den bu, apiry1 = 0 a denktir. (3.7) nin katsayilar1 m > p i¢in sifirdir ve g, p.
dereceden bir polinomdur. Tanim 3.13 den ifadenin tersi elde edilir. ¢ (z) = ag + a1z +

a

-+ +a,z” olsun. (3.13) den ayrica s, = = # 0 elde edilir. (3.12) yapisindan dolay1 M,

a

p ranklidir.

Uyar1 3.3.7 g konform dénigimi p. dereceden bir polinom ise o zaman birim diskin
gorintisi p. dereceden bir kelebek egrisi (lemniscate) dir. Yani p dan verilen noktalara

(kelebek egrisinin odage) uzakhge bir sabit ¢arpim olusturan noktalarin egrisidir.
Bir 6nceki onermenin ifadesi genellegtirilebilir.

Onerme 3.3.8 g, (3.7) de verildigi gibi olsun. M matrisi sonlu ranklider ancak ve ancak

g kesirli rasyonel dontistimdiir.

Ispat. Ik olarak baz1 p > 0 tamsayisi icin rank (M) = p+1 olsun. M nin yapisindan
her £ =0,1,2,... igin, (3.13) terimleri

p
8p+£+1 - Zan8£+n (322>
n=0

formundaki yinelemeleri saglar. Burada {a,,}?_, sabitlenmis kompleks sabitlerdir. (3.14)
integrallerini (3.22) de yerine yazahm. Buradan o (2) = ag+ a2+ - - +,2” olmak tizere

her £ =0,1,2,... i¢in

/D e () () = /D = (Z)g: (2) 14 (2)

g (%)

elde edilir. Onerme 3.3.6 daki gibi bu sonuclar1 bir araya getirirsek, h (2) = ho+hiz +. ..

keyfi bir fonksiyon olmak {izere,

L aa) = [an e
[FELS ) = [aEREL ) 3.29

elde edilir. £ =0,1,2,... icin h (z) = 2*¢’ () denirse

- - ~ !/

/Dgpwﬂg’ (2)dA (z) = /zfa (2)g (2)dA(z)

D

ya da buna denk olarak
p
Apte+2 = ZananJréJrl (3'24>
n=0
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bulunur. Bu (3.22) dekine benzer bir yinelemedir. Simdi (3.24) ifadesini 2****? ile

carpalim ve £ = 0,1,2,... i¢in toplayalim. (3.7) kullamlarak

p+1 P

R N S (CE
n=0 n=0 m=0
elde edilir. ¢ (z) igin bu denklemin ¢6ziimii

p+1 n—1 —
En:l |:a’n - Em:O a’map+1—n+m:| Zn
p+1 —
L= Qpp1—nz"

formunda bir kesirli rasyonel fonksiyonu verir. Sadece zit yonde ayni hesaplamalar yapilarak

g () =ap+ (3.25)

ifadenin tersi ispatlanir.

Uyar1 3.3.9 Onerme 3.5.6 ve 3.8.8 de ifade edilen bolgelerin 6zel stmflary icin M matrisi
ve bu nedenle F, S operatorleri sonlu ranklidir. Boyle bélgelere klasik quadrature bolgeler:
denir ve bunlar tzerinde genis arastirmalar vardr, bakiniz Aharonov and Shapiro (1976),
Shapiro (1987), Putinar and Shapiro (2000), Putinar and Shapiro (2001). Kompleks
diizlem i¢inde bir sinirl Q bolgesi verildiginde, Q) icinde her integrallenebilir [ analitik

fonksiyonlar: i¢in

m nk—l

[1aa=3" 3 eur® ) (3.26)
Q k=1 j=0
olacak sekilde sonlu ¢oklukia z1, z9, . .., zm € §2 noktalart var ise ve [ den bagimsiz cy; € C

katsaylary var ise Q ya quadrature bélge denir. (3.26) ozdesligine quadrature ozdesligi ve
no= >, ng lamsaysing (cgn,—1 # 0 oldugunu kabul ederek) quadrature ozdesliginin
mertebest denir. Basit baglantily bir quadrature bolgesinin sumrt bir cebirsel egridir ve bu

boliimde kamitlanan sonuclarin kullanamina olanak saglar.

Uyar1 3.3.10 Onerme 3.3.8 in sonucu keyfi quadrature bélgeler icin zaten bilinmekte-
dir, bakwniz Putinar and Shapiro (2000), (yazarlar ispate konform déndsim kullanmadan
yapmaglardur). Ispattaki kullanam sadece basit baglantil bolgeler icin ¢ekirdegin boyutunda
degil onun yapisinda da gozikir. Yani (3.23) tin yeniden formile ediliginden, keyfi bir
h e ALy (D) igin

/D (zptl —a(2))h (z)g—@dA () =0

g (2)

bulunur. Buradan (3.1) yardvma ile, £ =0,1,2,... i¢in
2 (P — a(2)) € ker Fiy (3.27)
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bulunur yani Fp nin ¢ekirdeginin karsit boyutu (codimension) p + 1 dir. Buradan, F ve

Fu arasindaki birimsellik (initerlik) ve Teorem 2.3.2 kullamlarak
codim (ker F) = codim (ker (Z — 285)) = p + 1

elde edilir. g dondsimi (3.25) formundaki gibiyse o zaman w € 9Q igin S (w) = W ola-
cak sekilde O symriman bir komsulugunda holomorfik olan ve Schwarz fonksiyonu olarak
adlandiliran bir tek S fonksiyonu varder, bakvmz Shapiro (1987). Ozellikle w = g (2)
denirse

S00)()=0(3)

elde ederiz. (3.25) iginde z nin yerine L kullamlarak

p — p—k — k
0 (@1 = Yy Tncinim] =

2Pt — ()

(Sog)(z) =0+

bulunur. Polar koordinatlara déndstirilmis bélgenin Schwarz fonksiyonu yine bir ras-
yonel fonksiyondur ve onun paydase (3.27) anlaminda incelenen operatérlerin ¢ekirde-
gini gerer.  Béylece keyfi mertebeden basit baglantilh quadrature bolgeler icin ker F ve

ker (Z — 28) nin ifade ediliglerini elde etmig olduk.

Teorem 3.3.11 p > 0 olmak tizere 2, p+1 mertebeli basit baglantil bir quadrature bélge
olsun. O zaman F ve L — 28 operatorlerinin ¢ekirdegi p + 1 karsit boyutuna sahiptir ve

(3.27) anlaminda bolgenin Schwarz fonksiyonunun paydast ile gerilir.
Asagidaki dnerme bolgenin alani ve M matrisinin girisleri arasindaki baglantiy1 gosterir.

Onerme 3.3.12 g, birim diskten sonlu alank bir bolge tzerine bir dontsim olsun. O

zaman (3.13) terimlerinden en az bir tanesi k = 0,1,... i¢in sifirdan farkhdor.

Ispat. Tersine her k=0, 1,... icin

sk:l EkmAz:
W/D g’(Z)d F)=0

oldugunu varsayalim. Onerme 3.3.6 nin ispatina benzer bir sekilde keyfi bir h(z) €

ALy (D) fonksiyonu igin
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bulunur. ¢ (D) sonlu alanl oldugu i¢in ¢' € AL, (D) dir ve keyfi bir £ > 0 tamsayis: i¢in

h(z) = 2*¢' (2) ifadesini yerine koyabiliriz. Buna gore

/szg’ (2)dA(2) =0

elde edilir ve buradan asy; = 0 bulunur. Boylece ¢’ (z) = 0 elde edilir ki bu ise imkansizdir.

Uyar1 3.3.13 Ejer bélge sonlu alanh degilse o zaman Onerme 3.8.12 dogru degildir,
ornegin birim diskin yari-diizlem tizerine ya da bir paraboliin disi tizerine doniisimi icin
onerme dogru degildir, bakimz Zsuppan (2004). Burada bitin (3.13) terimleri sifurdar.
Daha genel olarak M matrisi ve ayrica Friedrichs operalori sifir quadrature bolgeler ada
verilen bolgeler igin (bu nedenle bir disk durumunda oldugu gibi daha basit durumlar
igin) sifirdir. Bu sumf yary dizlemlerden, elipslerin disgindan, parabollerin digindan ve
bazr dejenere durumlardan olusur, bakinaez Sakai (1981). Boyle bilgeler igin S = %I dir
(¢tinkii genel olarak Friedrichs operatori alany sonlu bélgeler uzerindeki sabit fonksiyonlar

korur fakat sonsuz bir Q igin sabit fonksiyonlar L*(Q) ye ait degildir).
3.4 OPERATORLERIN SPEKTRUMLARININ KARSILASTIRILMASI

Bu kisimda incelenen operatorlerin spektrumlar: tizerine calisacagiz. Bu operatorlerin
dzdegerlerinin nasil belirlenecegini ve hesaplanacagini arastiracagiz. Ozellikle 3, () inf-
sup sabiti Snemlidir. inf-sup sabiti , Schur tamamlayic1 operatérii (bakiniz (2.10)) un en
kiigiik pozitif dzdegeri (2.6) nin karesidir.

Onun degerinin tam belirlenmesi sadece bolge tizerinde birka¢ 6zel durumla miimkiin
oldugu i¢in onun degerinin tam belirlenmesinden ¢ok onun tahminleri tizerine odak-
lanacagiz. Ozellikle komplike késseli bolgeler durumunda, ciinkii boyle bélgeler icin o-
peratorler kompakt degildir ve ayrica bir nokta spektrumuna ayni zamanda bir siirekli
spektruma da sahiptir, bakimz Friedrichs (1937), Crouzeix (1974) ve Crouzeix (1997).
Birbirlerine karsilik gelen cesitli operatorlerin 6ézdegerlerinin ve ézfonksiyonlarinin nasil
bulunacagimi gosterecegiz. Ilk olarak (3.1) ile tanimh Fy {izerinde ¢alisacagiz. Fy nin bir

p € C dzdegerine karsilik gelen dzfonksiyonu p € ALy (D) olsun, yani

RS 9 Qa4 (¢) = up (2)
D g (€)

olsun. Hemen ¢ niin, 1 ézdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyon oldugunu goriiriiz.
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Aym 6zdeger problemi bir varyasyonel (degisim) formunda verilebilir: her ¢ € ALy (D)
icin

!

79—@ B -
/D PO = / () 7(©)dA ()

olacak sekilde p € ALy (D) ve u € C bulunur.
q := p yer degistirmesi ve mutlak deger ile integrali hesaplayarak kolayca |u| < 1 elde
edilir. (2.15) Friedrichs esitsizliginden dolay (sinirh bolgeler igin) daha fazlasina sahibiz:
1, ¢’ ozfonksiyonuna karsilik gelen bir basit 6zdegerdir, Fp nin diger her ézdegerinin mut-
lak degeri 1 den kiigiiktiir ve onlara karsilik gelen 6ézfonksiyonlar ALy (D) nin i¢ ¢carpimina
gore ¢ ne ortogonaldir. (Sinrsiz bélgeler i¢in q ¢ ALy (D) dir bdylece o bir ézfonksiyon
degildir.)
Birimsellik 6zelliginden, eger p, Fp nin bir 8zdegeri ise ve p € ALy (D) buna karsilik gelen
ozfonksiyon ise o zaman p, F nin de bir 6zdegeridir ve

~1

f= p,o‘q_l € AL, (D)
g og

buna karsilik gelen ézfonksiyondur. Buna gore F ve Fpy ayni spektruma sahiptir. Basit 1
ozdegerine karsilik F nin 6zfonksiyonu, siirli ) bolgesi i¢inde 1 6zdesglik fonksiyonudur.
Diger 6zdegerlerin ézfonksiyonlar: bu fonksiyona ortogonaldir, yani {2 bolgesi {izerinde
onlarin integralleri sifirdir.

Eger Fp nin bir M matris temsili varsa o zaman p € ALy (D) 6zfonksiyonunun Taylor

serisi acihiminin katsayilarindan olusan p € £(9 _1) vektort
MCp = pp

yi saglar, boylece o, u 6zdegerine karsgilik gelen bir ézvektordiir, bakiniz kisim 3.2.
Eger F,Fp ve MC operatorlerinin spektrumuna S nin spektrumunu iligkilendirebilirsek
o zaman 1lk olarak bunlarin eslenik lineer oldugunu ve S nin kompleks lineer oldugunu

goriiriiz. Eger f € ALy (), p € C zdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyon ise yani
FI=nf

ise 0 zaman (2.12) den,

F (ctssr) = et
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ve boylece (2.17) ve (2.18) kullamlarak, pr = 2Re (6%iarg“f) ve p; = 2Im (e%iarg“f)

denilirse,

Spr = —pr—Re (W €2 g“f) = MPR,

2 2
1 Liar 1 +
Spr = 5P + Im (’M’ €2 g“f) = %pf

elde edilir. Bunun anlami || < 1 kompleks ézdegeri ile F nin bir (u, f) 6z¢ifti S nin iki

ozciftini verir. Burada

1+
Ai‘:%

ozdegerleri % ye gore simetrik olarak yer alir ve bunlara karsilik gelen (reel degerli har-
monik basing) dzfonksiyonlar: reeldir ve epiarsp carpani ile carpilarak F nin 6zfonksi-
yonunun sanal kismidir. Fark, 1 basit 6zdeger durumundadir, ¢iinkii bu durumda €2 icinde
f =1dir ve ayrica F1 = 1 dir. Boylece pp = 2Re f = 2 (yani sabit basing), 0 6zdegerine
kargilik gelen bir ézfonksiyondur ama p; = 2Im f = 0 hi¢biri i¢in 6zfonksiyon degildir.
Aslinda bu Sonug 2.3.3 (b) ile birlikte (2.8) Crouzeix-Velte ayrisiminda gordiiklerimizle
aynidir.

Elde ettiklerimizi 6zetleyelim:

Teorem 3.4.1 F wve Fy operatorlerinin spektrumu ozdestir, initer denk olarak onlarin
ayni 6zdegere karsilik gelen ézfonksiyonlary aynidir.

Sonsuz M matrisi £y _yy tizerinde bir surh operator tanamlarsa MC eslenik-lineer ope-
ratorintn spektrumu F ve Fp nin speklrumu tle dzdestir.

[ ozfonksiyonuna karsibk gelen F operatorinin her pu # 1 6zdegeri i¢in S Schur tamam-
lagner operatori ikt Ay ozdegerine sahiptir. Bu ozdegerler Ay = %'“' € (0,1) dir wve
bunlara karsihk gelen Ozfonksiyonlar pr = 2 Re (e%ia‘rg“f) ve py = 2Im (e%iarg“f) dair.
F nmin pu = 1 basit ozdegeri, S nin A = 0 6bzdegerini verir ve her ki operatér icin bu

ozdegerlere karsilk gelen ézfonksiyonlar sabit fonksiyondar.

Teorem 3.4.1 den baz1 sonuc¢lara sahibiz.

Uyar1 3.4.2 (a) py :=max{|y|: p € o (F)\{1}} olarak tamemlansin. (2.15) Friedrichs
esitsizliginin bir sonucu olarak py = vq < 1 dir ve Teorem 3.4.1 den € bélgesinin
(2.6) inf-sup sabitini

11— 1-—
@) == =—

2 2
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olarak hesaplayabiliriz. Bu dnemli bir sonuctur, fakal bu zalen biliniyordu, bakiniz

Stoyan (1999) ve Stoyan (2000).

(b) Eger Q basit baglantily quadrature bélge ise (yani D birim diskinden Q ye olan kon-
form déndsim bir polinom ya da rasyonel fonksiyon ise) o zaman F, Fp ve MC
sonlu karsit boyutlu trivial olmayan bir ¢ekirdege sahiptir, Onerme 3.8.8 ve bundan
sonra verilen uyaridara bakiniz. Béyle quadrature bélgeler i¢in, bolge tizerine olan
konform déniigim biliniyorsa, Stokes probleminin Schur tamamlayict operatéri aym
zamanda, sonlu sayida ozdegerlere sahiptir ve bu ozdegerler MC i¢in 6zdeger prob-
lemi yardimu ile hesaplanabilirler. Swnarl basit baglantily bir quadrature bélgenin
en basit drnegi D birim diskidir ve (0,1) iginde S nin dzdegerinin sadece % oldugu
ve bu ozdegerin sonsuz kath oldugu bilinmektedir (Zsuppdn 2005) (bu durumda F
nin ¢ekirdegi 1 karsit boyutuna sahiptir). Basit baglantile quadrature bélgeler igin
A= % ozdegert sonsuz kath bir ézdegerdir fakat S, Teorem 3.4.1 de acgiklandigr gibi
(0,1) iginde baska sonlu sayrda ézdegerlere sahiptir. Bu ilave dzdegerler ve bunlara

karsihk gelen ozfonksiyonlar M matrisinin yardima ile hesaplanabilir.

c) Polinom déniigim fonksiyonu tarafindan birim diskin konform dinistimler: olara
Poli déniisii s ; dan birim diskin I domiisiimleri olaral
ortaya ¢ikan bolgeler igin Stoyan (1999) da incelenen Crouzeiz-Velte altuzayinn

sifira indirgenememest Teorem 3.4.1 in énemli bir ek sonucudur.

Bir 6nceki kisimdaki 6nermeler ve Uyari 3.3.13 den asagidaki sonuca ulagiriz.

1

Sonug 3.4.3 Schur tamamlayicr operatori S, {0, 3 1} spektrumuna sahiptir ancak ve

ancak bolge 2. mertebeden daha kiictik bir quadrature bélgedir.

Genel bolgelerde, incelenen operatorlerin spektrumunun bélgeyi karakterize edip etmedigi
sorusunun cevabi Putinar and Shapiro (2000) de verilmistir. Mertebesi bir (yani disk) ve
mertebesi iki olan quadrature bolgeler i¢cin bu dogru olmasina ragmen mertebesi {i¢ olan

bolgeler icin dogru degildir.

Onerme 3.4.4 (bakimz Putinar and Shapiro (2000) de Onerme 4.9 ) (Birimsel denk
olarak) Ayma Friedrichs operatérine sahip mertebest ¢ olan quadrature bélgelerin sirekli

bir ailest vardir ve C nin bir afin dénigimi ile iliskili olan aile i¢inde iki bolge yoktur.
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Ispat. Putinar and Shapiro (2000) de dénerme 4.9 da verilmistir.
“Afin doniistim” bazi a, b € C i¢in w — aw + b fonksiyonu anlamindadir. Byle déniisiim-
ler yansima, donme, dteleme ve benzerlikleri iceren doniigtimlerdir. Birinden digerine afin

doéniigiimii olan bolgelerin déniistimleri birimsel ({initer) denktir.

Uyar1 3.4.5 (a) Bu nedenle, dizlemin afin donisgimleri olmasa bile, inf-sup sabiti bol-

geyt karakterize edebilir.

(b) Eger g konform donisimi reel katsayilara sahipse o zaman Q bélgesi reel eksene gore

simetriktir ve M de reel giriglere sahipdir. Bu durumda, MC i¢in 6zdeger problems,

1

D~ MDiw = —2uw

ya denktir ve burada D=3 MD? reel simelrik matrisi ile D_%p =w dir. Boylece M
nin bitin ézdegerleri reeldir. (Eger bu ézdegerleri sayisal olarak hesaplarsak M yi

bu forma dontstirmek daha uygundur.)

Bir 6nceki uyar1 bolgenin simetrik ozellikleri ve calisilan operatorlerin spekturumu arasinda

bir uygunluk oldugunu 6ne siirer.

Teorem 3.4.6 a; # 0 ve M > 2 keyfi bir tamsayr olmak dizere, birim diskin birebir

konform déniistimii
g(z) = Z npr 12" M (3.28)
n=0

formunda olsun. Bu durumda Schur tamamlayict operatoriniin kathlhgr 1 den daha biiyik

olan ézdegerlert vardur.
Yukaridaki teoremin ispat1 Zsuppén (2004) te verilmistir.

Uyar1 3.4.7 (a) Eger doniigim fonksiyonu Teorem 3.4.6 daki gibi ise o zaman k =

0,1,--+ , M —1 olmak tizere

g (52 = g (2)

dir. Bu esitligin sol tarafi ilk olarak birim diski k% tle déndirip sonra da onu §2

bolgesi tizerine dondistiirecegimiz anlamana gelir. Esitligin sag tarafi ilk olarak birim
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diski €2 bélgesi tizerine dondistiirip sonra da k% aciswyla Q) yi dondirecegimiz an-
lamana gelir. Bu nedenle k% acist ile Q) herbir déndirme allinda degismezdir, sonug
olarak Q), M simetri eksenine sahiptir. Teorem 3.4.6 séyler ki simetrik bélgeler du-
rumunda Schur tamamlayicr operatéori simetrik ekseninin saysina baglh olarak kath
dzdegerlere sahiptir (bu nedenle inf-sup sabiti de kath bir dzdegere sahip olabilir).
Dahasy £ _1/9) nin her bir Ly altuzayr bir ya da iki simetrik ekseni ile baglantih

gorinmektedir.

(b) Simetrik bélgeler dizerinde ¢alisilan operatorlerin ozdegerlerinin kathlhgs matris tem-
sili kullanmaksizin da incelenebilir. g, g (0) = 0 6zelligini saglayan birim diskten Q
bélgesi tizerine olan konform dénisim olsun ve bir 0 < 6 < 21 agisine sabitleyelim

go () == e g (e”z) (3.29)

yi tammlayalim. g (z) fonksiyonu birim diskten, 0 agisy ile orijin etrafinda saat
yontinde dondirilen 0 nin gorintisi olan, Qg bolgest tizerine bir dontsimdir.
Kargiik gelen Friedrichs operatérieri igin (3.1) kullamlarak bir p € ALy (D) fonksi-

Yonu 1¢in
(F8po) (2) = €* (Fup) (¢2) (3.30)

bulunur. Eger Fp nin bir u ozdegerine karsilik gelen bir ézfonksiyonu p fonksiyonu

ise yani Fpp = pp ise bu durumda (3.30) dan
(f]g)]%?) (Z) — 6i0Mp <6i02> — 6%0#]?9 (Z)

elde edilir ki bu F§ mn ¥y 6zdegerine karsihk gelen bir zfonksiyonunun pg
fonksiyonu oldugu anlamana gelir. Simdi her z € D icin go (2) = g (z) ise Qp = Q
dur (Q bolgesi 0 agise ile bir rotasyonel (dénme) simetriklige sahiptir) ve (3.1) den
aynt zamanda F§ = Fy elde edilir. Béylece €2 ve pg, Fp nin bir ézciftidir ve
w ve p dz¢iftine karsilik gelir. Teorem 3.4.1 den Q) bélgesinin Schur tamamlayict
2i6

operatori kath ézdegerlere sahiptir ¢inki |p| = ‘e ,u‘ dir.
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BOLUM 4
inf-sup SABITLERININ YAKLASIMI, F VE S ARASINDA BIiR ILISKI

Bu boliimde Zsuppdn (2008a) dan yararlanacagiz ve bazi bolgelerin inf-sup sabitinin
yaklagimlarini inceleyecegiz ve coklu baglantihi bolgeler icin F ve S arasindaki bir iligkiyi

verecegiz (Teorem 4.5.2 ye bakiniz).
4.1 inf-sup SABITLERININ YAKLASIMI

Bir bélgenin inf-sup sabitinin tam degerinin bilgisi ¢ok yararlidir (Stoyan 2000). Ancak
onun belirlenmesi kolay is degildir. Genellikle inf-sup sabiti i¢in baz1 hesaplamalar yapil-
mak zorundadir. Ozellikle alttan hesaplama onemlidir. Bdyle bir hesaplama, Horgan
and Payne (1983) den bir sonu¢ kullanilarak, érnegin Stoyan (2000) i¢inde yildiz-sekilli
bolgeler icin yapilmistir.

Bu kisimda, boyle hesaplamalarin elde edilmesi icin konform déniisiimiin nasil yararh

olacagini gosterecegiz. (2.15) Friedrichs esitsizligi i¢in bir alternatif ile baslayacagiz:

/QudA =0 (4.1)

integralini saglayan L? () icindeki biitiin eslenik u ve v harmonik fonksiyonlari icin

/ uw?dA < Tq / v2dA (4.2)
Q

Q

olacak sekilde €2 bolgesinin sadece sekline bagh bir I'g > 1 sabiti vardir, bakiniz Friedrichs
(1937).
u harmonik fonksiyonunun normallestirilmesi icin bagka miimkiin durumlarda vardir ve

bu bir basgka esitsizlik verir: baz wy € §2 i¢in
u(wg) =0 (4.3)
esitligini saglayan L2 (Q) i¢indeki biitiin eslenik u ve v harmonik fonksiyonlari igin

/ u?dA < Tq / v2dA (4.4)
Q

Q
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dir ve ayrica I'g < fQ dir bakiniz, Horgan and Payne (1983). (ortalama-deger teore-
minden, disk ve wg = 0 i¢in (4.1) ve (4.3) normallestirmeleri aymdir. )

Bunu Uyar: 3.4.2 ile birlikte kullanilarak

I'o—1
_ 4,
1
2
Q) = 4.
B = (16)

elde edilir ve buradan ayrica

85 () <

[Nl

bulunur. Burada esitlik érnegin € = I igin saglanir.
Eger Q = g (D) ise ve u, v D de eslenik harmonik fonksiyonlar ise uw o (g7!) ve vo (g7!),
Q i¢inde eslenik harmonik fonksiyonlardir. Boylece Jakobsson (2002) deki gibi duruma

sahibiz:

Jyutlg'|” dA _ SiPp lg']” [u?dA supy g’

I'g < = 4.8
o= fDUQ ]g’]Q dA ~ infp ]g’]QfDUQdA infy) ]g’]Q (4.8)
dir ¢iinkii I'p = 1 dir (ve bdylece u (0) = fD udA =0 ise fD u?dA = fD v2dA dir.)
Ayrica maksimum ilkesi Nehari (1952) kullamlarak
supgy |9’
o < | ——=% 4.9
= (Sel) -

elde edilir.
Ancak bu hesaplama sadece eger 9 siirekli tegete sahipse ve boylece 2 hig kdseye (corner)
sahip degilse (koselerin varliginda supy, |¢’ ]2 = oo dur) ve eger Q hichbir i¢ uca (internal

cusp) sahip degilse (99 iizerinde internal cups olmasi durumunda infp |g’ ]2 = 0 dur)

kullanilabilir.

Sonug 4.1.1 Q = g (D) olsun ve konform dénigimin ¢' tirevi D nin kapamg tzerinde
strekli ve |¢'|, 0D dzerinde pozitif alt ve st sinira sahip olsun. O zaman Q bélgesinin

(2.6) inf-sup sabiti igin

1 infucanly <z>!’ < () < (4.10)

V2sup.cap |9 (2) V2

dir. Esitlikler g (z) = z i¢in yani Q = D igin saglanar.
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Ispat.(4.6) ve (4.7) den

1 9 1 1 infam)]g” 2
5 > B () = o 171\ > 3 <—sup 7] (4.11)
14 < Pap |9 > oD
infa]]j) ’g”

elde edilir.
Eger g (z) = z ise ¢’ (2) = 1 dir ve boylece bu durumda (4.11) de verilen esitsizlikler

esitlik halini alir.

Uyar1 4.1.2 (a) Birim diskin Q bélgesi dzerine olan g konform donisimi yerine bu
déniigiimiin tersi olan R (w) := ¢! (w) Riemann dénisimi de Sonug 4.1.1 iginde
kullanalabilir ve

1 infucon [R ()] 1
2 swpucag [ ()] = P08V = 7 (4.12)

elde edilir. Ustelik Q mn sinare C? diizgiin ise ve sabitlenmis bir a € Q i¢in R (a) =

0, R (a) > 0 ise bu durumda Riemann donisimi w € 9 igin

TR )+ [ N @) T R @) il = -t

ifadesini saglar, bakinez Razali et al. (1997). w = w (t), O mn bir parametrelenigi

ve T (w) = %, w € L) da siara birim teget olmak tizere N ¢ekirdegi

N %Im%, w,w € 0N, w # w
(w,0) = Ly @U@ co,w=uw
2 M wp ’

seklinde tanymlanar. Bu simar integral denklemi (4.12) yi niimerik olarak hesaplamak

i¢ginde kullanalabilir.

(b) Kellogg'un (Kellogg 1931) bir teoreminden eger Q bir dizgin kapale Jordan egrisi ile
sinarly bir bélge ise ve OS) mn s yay uzunlugunun bir fonksiyonu olarak reel eksene
olan tegetinin ¢ (s) egim agst, bazr k > 0 ve 0 < a < 1 (Lyapunov egrisi) igin

Holder kosulu ady verilen

|6 (51) = ¢ (s2)| < K |s1 — "

esitsizligini saglar ise o zaman D := DU 0D dizerinde ¢ # 0 dir ve ayrica log d
fonksiyonu da OD tizerinde ayni mertebeden bir Hélder kosulu saglar, yani baz

K>0wve0<6q,0, <27 igin
[log|g" ()| —log|g" (™)]| < K |61 = 65"
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dir. Simdi 0 — ‘ q (ew)‘ stirekli fonksiyonunu maksimum ve minimum yapan 0
degerlering siraswyla 0 pax ve O tle gdsterelim. Buna gore

g/ ( 6i0max>

log .
g/ <6lomin )

‘ S K lemax - emin’a S K (271-)a

= [log|g’ (¢™m)[ —log|g' (")

bulunur ve bu nedenle

g/ ( 6i0max>

W < exp (K (2m)%)

elde edilir. Buradan, béyle bolgelerin inf-sup sabitinin hesab i¢in Sonug 4.1.1 den,

K bélgenin sekline (k cinsinden) baglh olmak izere,

By (Q) > %exp (—K (27)") (4.13)

elde edilir. Eger g konform dénisiminin ikinci tirevi Q da stirekli ise bu durumda

‘ ‘ 01 0 1 (0
log ¢’ (6“91) —log g’ (6“92) = /0 i%d@
2

olur ve her iki tarafin reel kismu alinarak

0 i0 1 (0
log‘g’ (eiol)‘ - log‘g’ (61‘02)‘ = —/0 1 Im %d@
2

bulunur. Holder esitsizliginden

i i 09 eyl <6i0>
‘IOg‘g’<@91>‘—IOg‘g/<@92>H < /01 ImW do
0 0 o\ | T= e 0
2 20 1 7 l-a 5 [

< / Im% do </ 1éd9>

01 g/ <€Z ) 01

11—«

o ewg’ <6i0> T-a N

< [ [m | @] wi-o

bulunur. Bu, eger integral varsa, (4.13) deki K sabitinin,

2 (2) |7+ o
s (/D e ’dz’>

olarak hesaplanabilecegini gdsterir.
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(c) Eger Kellogg teoreminin bir baska sonucu kullanalirsa, K > 0 olmak tizere,
‘logg’ (ewl) —logg (ew?)‘ < [N(]@l — 6,]"

bulunur. Yine Onax ve Onin yi yerine koyarak dicgen esitsizliginden

/()] =l ()| < 1o () = 2
S [? lemax - emin’a S [?(271_)04
elde edilir. Buradan m = ‘g’ (ewmin) > 0 olmak tizere
g’ (€fmax) K (2m)"
g | TS T

bulunur. Béylece, inf-sup sabiti icin
1 m

By () > ——m

() V2m + K (27)°

elde edilir ve burada, yeterince dizgin konform dontgim i¢in, (b) de oldugu gibi

hesap yaplarak

e ([ e rmr)l_a

bulunur.
(d) Sonug 4.1.1 in bir baska kullamama igin, ¥ (0) := ¢ (0) — 0 — 5 ve ¢ = ¢ (0), g ()
da 0) ya teget ve reel eksen arasindaki a¢r olmak izere

/()= Qe (5 [ HOK

T Jop C—%

> (=6 2eD
temsilini kullanabiliriz. ¢', kapal birim disk tzerinde strekli ise
g <6¢0> — 4 (0) 617;(9)6@'1/;(0)

dir. Burada 12,

~ 1 (27 _

70 =2 [ (0)cot?

t
= dt
27 Jo

has olmayan integralinin Cauchy esas degeri anlaminda ¢ ye eslenik fonksiyondur.
Eger 1, 0 < o < 1 mertebeden Hélder kosulunu saglarsa bu durumda 1Z (0) her 0
1¢in vardwr ve bu kosulu da saglar. Béylece

Supap |¢'| _ SUPo<o<on e?(?)
infon |9/l infocpennr ¥
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bulunur. inf-sup sabitinin hesabini elde etmek i¢in, bu ifade Sonu¢ 4.1.1 de yerine
konulabilir. Bu hesaplamada 082 ya teget agisina belirten fonksiyon, onun eglenik

fonksiyonu araciligryla dolayl olarak icerilir.
(4.8) 1 genellestirebiliriz. Bu genellegtirmeyi (4.9) un hesaplanmasinda kullanacagz.

Teorem 4.1.3 Q ve Q diizgtin stnarlara sahip bélgeler olsunlar. Q dan Q dizerine bijek-
tif n konform déndigtimindn tirevi Q nin kapamge dzerinde sirekli ve 0Q tzerinde |1/ |
pozitif alt ve st simara sahip olsun. 0 € Q ve 1 (0) = 0 olacak sckilde konform donigim

normallegtirilmis olsun. (4.4) esitsizliginden fg ve f‘ﬁ sabitleri i¢in

inf N2 _ . nz__

infaq |7 ’2PQ <Ty< S‘UPaQ i ’2 Ty (4.14)
supaq |1/ infaq |17

bulunur.

Ispat. Ilk olarak 0 € Q oldugunu goriiriiz. , Q da, u(0) = 0 saglanacak sekilde, bir

harmonik fonksiyon olsun. O zaman u = o7, Q da harmoniktir ve u (0) = 0 saglanir. @

ve v

= _ JattdA
¢ [502dA

olacak sekilde olsun. Burada @, @ (0) = 0 seklinde normallestirilmistir. Béylece (4.8)

ifadesine benzer olan

 aaA_ ol furdA_ supon o
“ J50%dA T inf, W’Q Jo v?dA T infaq W’Q

yi elde ederiz ve bu (4.14) ifadesinin sag tarafidir. 7 déniistimiiniin tersini kullanilarak

hesaplarsak sol tarafin1 da benzer sekilde elde edebiliriz.
Uyar1 4.1.4 Eger f‘g i¢in bir M st yaklasimana sahip ise, o zaman
To<To<M

bulunur yant M, I'q i¢in de bir st yaklasimdir. Teorem 4.1.3 den

I. < Ty < W00 7 !2
infaq 7]
elde edilir. (4.6) dan 33 () > i ve
~ 1 infao /]2 1
5(2) (Q) = sup ]77’]2 = sup ’]7777”]2 14+ M
145 o0 M a0
infaq 7]

30



elde edilir. Bundan dolay:, Q bolgesinin inf-sup sabiti i¢in bir alt yaklasgima (sinira) sahip

isek bu durumda diger Q =1 (Q) bolgesi igin de bir alt yaklagima (sinara) sahibiz.
Teorem 4.1.3 il biraz degistirerek asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.1.5 O ve bolgelert diizgiin sinarlara sahip olsun oyle ki Q dan Q dizerine
n bijektif konform déndigiminin tirevi Q nin kapanisy dzerinde sireklidir ve |n|, 9

tzerinde pozitif alt ve tst simara sahiptir. O zaman

T~

su 2
5 < MPQ (4.15)

infaq |17|”

ifadesine sahip oluruz.

Ispat. @ = 7 (w) olsun. w, Q bolgesi izerinde bir harmonik fonksiyon olsun ve {2 {izerinde

u := u o 7 harmonik fonksiyonu i¢in

0= [utwidt) = [ 70|

ozelligi saglansin. Yani, Q bolgesi tizerinde |’ (n~! (@))]_2 pozitif agirhg ile, % harmonik

A (@) (4.16)

fonksiyonunun integrali sifirdir. Bundan dolay @ (@) = 0 olacak sekilde bir wy € Q var
olmak zorundadir. (4.3) e gore segilen bu Wy igin, @ ve ¥ eslenik harmonik fonksiyonlar:

ile,

~ fﬁ u?dA
¢ [502dA

bulunur. (4.16) ve (4.2), (4.1) den

T — ffz u*dA < S1Po ’77/’2 fQUQdA ~ 5UPag ’77/’2
O [5UdA T info ) [ov2dA T infaq ||

elde edilir ve ayrica I'g < fﬁ oldugundan ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.6 ) ve (NZ, Teorem 4.1.5 deki gibi olsun. O zaman

50 (8) = 2hoalil 5 ()

120
supag |7/

dar.
: supog |17
Ispat. (4.6) y1, Teorem 4.1.5 i ve ‘8#2 > 1 olugunu kullanacagiz.
infaq 7|
~ 1 1 info |7/|> 1
5(Q) = =2 > Ll
L+Tg ™ 1 pzwaellp ) ™ supyq [17]° 1+ Ta
infaq|n'|
infaq 1] \*
(im0
SUPao |17

ol



Ornek 4.1.7 0 < r < R olmak iizere Q = {weC:logr <Rew<logR, 0 <Imw < 0}
dikdortgenini Q = {w €e C:r < R, 0 <argw < 0} halka kesiti tizerine konform olarak
donigtiren w = n(w) = e¥ (Nehari 1952) fonksiyonunun dénisim ozelliklerini kulla-
narak Teorem 4.1.5 in bu drnekte bir agklamasim gorecegiz.n (w) = e dir ve buradan
1 (w)]* = |e?)” = e2Bev ve w € Q igin r2 < | (w)|° < R* bulunur. Teorem 4.1.5 den
ve Sonug¢ 4.1.6 dan

R? ~
I < To—y ve By (2) 2 8 () (4.17)

elde edilir. Simdi Stoyan (2000) de verilen Q dikdortgeninin inf-sup sabiti igin bir alt

yaklagima (siare) kullanacagez: L > 1 dikdortgenin kenarlary arasindaki oran olmak tizere
Fid

Bo () > %sing dir. Bu durumda, ya L = logT ya da L = 1og05 divr ve burada L degerir,

T

R ve 0 parametre degerlerine baghdir. Bu degerlerden birisini (4.17) de yerine koyarsak
sadece onun geometrik Ozelliklerine bagh bir halka kesitinin (3, ((NZ) inf-sup sabitinin bir

alt yaklasimina elde ederiz.

Asagidaki teorem 6nceki sonuclara benzerdir ve iki bolgenin inf-sup sabitlerini iligkilendir-

mek i¢in yararhdir.

Teorem 4.1.8 g, birim disk D nin Q bolgest tizerine bijektif konform dontisimi olsun
ve g(0) = ¢’ (0) — 1 = 0 oldugunu kabul edelim. g univalent fonksiyon olsun ve g (0) =

-1

g (0) —1 =0 oldugunu ve 0<e <1 olmak tizere her z € DU 9D igin

9" (2) =g (2)| < elg’ (2)] (4.18)

oldugunu kabul edelim. O zaman g, D den diger Q bélgesi tizerine konform olarak dénigimdiir
ve bolgelerin inf-sup sabitleri icin

1—¢
1+e¢

50(0) < 8y (9) < -

< =5 (@) (4.19)

elde edilir.

Ispat. Teoremin kosullarini ve {iggen esitsizligini kullanarak

19" () = 19" ) <19 (z) =g ()| < elg' (2)]

elde edilir. Buradan

0<(I-2)lg' (=) <19 ()] < (1 +e) g ()| (4.20)
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bulunur ve béylece g de konformdur. Boylece

1

—— I () <l ()] < 7 =) (1.21)

1—¢

dir. (4.20) esitsizligi kullamlarak Teorem 4.1.5 in ispatina benzer hesaplamalar: yapilirsa

(1+2)

I's <
Q — (1_6)2

Q

esitsizligini elde edelir. (4.5) ve (4.6) dan

Bo (ﬁ) > 1;?50 (€2)

bulunur. Déniisiimlerin rollerini degistirerek ve (4.21) esitsizligini kullanarak

50/(2) 2 750 (9)

elde edilir. Son iki egitsizlik birlikte teoremi ispatlar.

Uyar1 4.1.9 (a) Yukaridaki gibi n, Q nin Q tzerine konform dénisimiini géstersin. O
zaman (w = g (z) olmak tzere) ¢ (z) =n' (w).¢' (z) dir ve (4.18) sarts her w € Q

1¢in
' (w) =1 <e <1

e denktir. Bu, 0’ — 1 in maksimum normu kiigtiktir anlamindadir ve bu nedenle n

birim déntisime yaklasir.

(b) 0 <e < % ise basil bir hesaplama ile

1—¢ 1+¢
ve
1+¢ 1—¢

0<1l—-4e< <1+44e

elde edilir. Bunu ve (4.19) u birlikte kullamirsak

0< (1-42) 5o () < B (D) < (1+42) By ()

elde edilir ve ve ayrica 0 < By () < % (Stoyan 2000) esitsizligini kullanirsak
80 (9) = By ()] < 2v/2

bulunur.
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(c) Teorem 4.1.8 in nimerik faydas: asagrdadir. g univalent fonksiyonu, ornegin bir
polinom ya da aciklandiqe sekilde g fonksiyonuna yakinsayan bir kesirli rasyonel
fonksiyon olarak yapilandirilabilir. Bu durumda basit bir sonlu boyutlu dzdeger
problemini ¢ézerek (3 ((NZ) yi nimerik olarak elde edebiliriz. Bu deger ile bolgenin

inf-sup sabiti i¢in bir yaklasiminm elde ederiz.

(d) Q bilgesi baz 0 < « < 1 igin OV diizgiin starna sahip olsun. Bdlgelerin Q,,
n=1,2,..., dizisini ve bunlara karsilik gelen g, konform déniistimlerini gézéniine
alalim. Asagdaki anlamda bélgelerin {Q,} dizisi Q bolgesine yakinsasin: Herbir

0<e<1iginn >N oldugunda

sup |g,, —¢'| <e (4.22)
olacak sekilde bir N € N vardir. O zaman Teorem 4.1.8 den

nleoo Bo (Qn) = by (Q)

dir, yaniinf-sup sabitlerinin yakinsakligr elde edilir. Boylece limit bolgesinin inf -sup
sabitine yakinsayan bolgelerin bir dizisinin inf-sup sabitlerinin yakinsaklgr icin bir
yeterli kogul elde ederiz. (4.22) den daha zayif kosul gozénine alimirsa bu durumda
inf-sup sabitlerinin yakinsakligr garanti edilemez, asagqida verilen Uyary 4.2.4 e

bakinaiz.

Ornek 4.1.10 Teorem 4.1.8 in 6zel bir durumu olarak, S nla,] < e <1 olmak tzere

g(z)=z+ Zanz”
n=2

ozelligini saglayan Q = g (D) bolgelerini goz oniine alabiliriz. Boyle bolgeler schlicht dir

ve
7<|Q <7 (l+4+e) ve2r < |00 <27(1+¢)

anlaminda hemen hemen daireseldir.  Burada |Q], Q mn alanw ve |0, 0 kapal

egrisinin uzunlugunu gosterir. §(z) = z segebiliriz. Bu durumda

S 11—
V214

0

Bo (g (D))

elde edilir.
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4.2 POLINOM DONUSUMLERI

Bu kisimda polinom doniigiimii durumlarini inceleyecegiz ve ayrica bazi oérnekler vere-
cegiz. Kisim 3.2 de gortildiigii gibi, M bir sonlu matris olmak tizere, boyle bolgelerin
Schur tamamlayic1 operatérii £(2,_q) Hilbert (dizi) uzayi tizerinde tanimh %(I — CMC)
operatoriine birimsel denktir, bakimz Sonug¢ 3.2.5. Béyle bolgeler i¢in inf-sup sabitini
hesaplamak miimkiindiir: Uygun 6zdegeri segilerek ve Uyar1 3.4.2 (a) kullamlarak M

matrisi i¢in bir ézdeger probleminin ¢oziilmesi gerekir.

Uyar1 4.2.1 Eger g(z) = 2z + ap2? + ... + ap2", p > 2 inci mertebeden D igindeki
univalent polinomu ise g (D) bélgesinin inf-sup sabiti i¢in basit bir ist yaklasgim (sinir)
direkt olarak bulunabilir. Béyle polinomlar: igin |a,| < 1 dir (Duren 1983) ve sonlu M

matrisinin kurulumundan,

|
det M| = nla,|" < = <
/’an

[N}

bulunur. Buradan |y~ > nl|a,|" ve béylece Uyart 3.4.2 (a) dan

Silo (@) < 5 (1= (o))

egitsizligi elde edilir. 0 < |a,| < % oldugundan inf-sup sabitinin karesinin bu st sinaring

olusturan terim i¢in

L1, nt\ 7T <1(1 (o1 ,n)%)<1
- <-[1-(— —(1—(n!a,|")" =
4579 nn =79 2

Ornek 4.2.2 g(z) =a1z+ apz?, a3 # 0 durumunda by = ail, by = —2(% dir ve
1
las |*—2]as)|?

M= @
az
a1

o 3B

dir. MC nin 6zdegerler:

pp =1
ve

B 2a’
Mo = @

%5)



dir ve bunlara karsibk gelen 6zvektorler siraswyla

(a1,2a2)T
ve
(@, —ar)"
S 30| > 1 elde

dir. |z| < 1 iginde ¢' (2) # 0 oldugundan ve ¢’ (— o ) = 0 kullamlarak
edilir. Buradan || < 5 bulunur. Dahast ay = 1 ve |ag| — § i¢in |uy| — 5 bulunur.
Eger ay = 1 ve |ag| = 5 ise D iginde ¢’ (z) # 0 dur, fakat bir zg € 0D igin g’ (%) # 0
olmak tzere ¢' (z) = 0 dur (bu durumda g (z0) € OQ noktasinda 27 lik bir i¢ ag, bir i¢

ug (bir internal cusp) vardur). Uyare 3.4.2 (a) dan inf-sup kararblik (stability) sabiti icin
A -4

2 pulunur.

Ornek 4.2.3 c € R, a > 0 vem > 1 bir tamsayr olsun. Gum,ay (2) = 2—=—=52™, |c| < m®
igin D w¢inde univalent olsun. Bu durumda
02 [
1— £ 0 e 0 ——ts
0 0 . _% 0
M = :
0 L0 0
—_me 0 e 0 0
olur. MC nin ozdegerlert sgmdi reeldir.
m > 2 ¢ift ise bunlar
c? m .. c
1, a1 U k= 2,...,5 icin + \/k(m—k—l—l)mowr1
dir. Bir m > 3 tek tamsaypst i¢in dzdegerler
c? m+1 c
T m2atl’ 2  motl
dir ve sadece m > b tek tamsayist i¢in 6zdegerler
SRR Lt SRy oy vy S
=2,..., 5 icin + (m — +1>ma+1
dir. Uyary 3.4.2 den Qo) .= Gm.a) (D) nin inf-sup sabiti olarak
1 mil el ) ~
s11— 22— m tek ise
2 ( 2 motl )
Bo (Qmey) =9 — y o (4.23)
5 (1 — /% (7 + 1)ma+1) . m ¢ift ise
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bulunur. Dahast m tek ise [5’(2) (Q(m,a)) , Schur tamamlayicr operatoriniin basit dzdeger-
leridir ve m ¢ift ise [3(2) (Q(m,a)) , Schur tamamlayicr operatérinin iki (double) dzdegeridir.
Orneginm =4, a:= 0 ve ¢ := 1 6zel durumunda kolayca hesaplanacagn gibi [3(2) (Q(4,0)) =

% — %, S nin double 6zdegeridir ve bunlara karsilik gelen ézfonksiyonlar

1—|—§22 1—@22
yal (Z) :Rel_iiﬁ ve p2<2’) :Iml_iizg

dir.

Uyar1 4.2.4 a:=0 ve 0 < |c| < 1 i¢in, Ornek 4.2.3 kullambrsa,

2 2
2 ] _ 7]
lgm —gllo = W/D/Zmzmdl‘dyzm,
_ I my _ Il
max |gm (2) =g (2)] = max || =",
2
> _ 7l
197 = d'llo = ==
! _ ! — m—lz
max [g,, (2) — g (2)] = |c[max|] el

egitliklerini elde ederiz. Burada gm = gmo) ve g(2) = z dir. Bu esitlikler L? icinde
ve D tizerinde maksimum normu i¢inde lim,, .o g = ¢ oldugunu gdsterir ve dahas:
L% normu iginde limy, . gl,, = ¢ nin gegerli oldugunu (ama maksimum normu iginde

gegerli olmadigine) gosterir. Bu anlamda D birim diskine yakinsayan, bélgelerin Qy,, m =

1,2,..., in dizisine sahibiz. Bununla birlikte, bolgelerin (4.23) inf-sup sabitlerinin limiti
1 g 1
li 2(Qn) == — "+ <= =p2(D

dir. Eger Ornek 4.2.3 de o := 1 alursak yani ¢ € R, 0 < le| <1 igin univalent de olan

c

G (2) 1= gmy (2) = 2 — 52"

yt incelersek, o zaman
) T (1=21) , m ek ise
: % <1 - @ ’C’> , m ¢ift ise

elde ederiz. Bu modifiye edilmis durumda L? ve maksimum normlarman her ikisi icinde
m — 00 i¢in Gm — g ve g, — g elde ederiz. Aymi zamanda lim,, .. 34 (ﬁm) =

B2 (D) dir.
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Polinom 6rneklerimiz pratik iliskiden uzak goriinebilir, fakat onlar énemli sorulara agiklik
getirir: Bu 6rnekler bir bolgenin inf-sup sabitinin ayni zamanda katl ézdegeri olabile-
cegini ve ayrica aslinda L? normu icinde ne déniisiim fonksiyonunun yakinsakliginin ne
de onun tiirevinin yakinsaklhiginin, bélgelerin inf-sup sabitlerinin limit bélgesinin inf-sup

sabitine yakinsamasi i¢in yeterli olmadigini gosterir.
4.3 BOLGELERIN DIGER OZEL SINIFLARI iCiN YAKLASIMLAR

Bu kisimda polinom olmasi gerekli olmayan, 6zel 6zelliklere sahip ¢ univalent konform
doéniigiimlerini inceleyecegiz ve Q = g (D) bolgelerinin inf-sup sabitlerini hesaplayacagiz.
D nin Q iizerine olan univalent g konform déniistimiiniin ¢ (0) = 0 ve q (0) = 1 ola-
cak sekilde normallestirilmis oldugunu kabul edelim. Bdyle fonksiyonlarn smifimi A ile
gosterelim. A min alt sinifin1 tamimlayacagiz.

0 <oy < ay < ooolsun ve

S(ar,as) = {g € A:a; <Re Z;J(S) < 042} (4.24)

seklinde tanimlansin.

Uyar1 4.3.1 ap =0 ve 0 < a:i=ay <1 ise (4.24)

S e {g € A:Re Zj(g . }

halini alir ve bu kimeye a.mertebeden yildiz-tipi (starlike) fonksiyonlarin sinifi denir.
Dahast o« = 0 ise So a ait fonksiyonlar, D birim diskini orijine gére bir ypldiz-tipi bélge
tizerine (Orten), yani w € Q verildiginde her 0 < t < 1 igin tw € Q ozelligini saglayan
bir bolge dzerine, resmeder (Ne yazik ki oo man diger degerleri i¢in geometrik temsiller

yoktur).

Baz1 0 < o <1 i¢in

zg (2)

ne <%}

siifina ait bir g fonksiyonu altinda I nin resmedildigi g(D) bélgeleri i¢in daha uygun bir

SZ::{gEA:

arg

geometrik aciklama mevcuttur. S, a. mertebeden kuvvetli yildiz-tipi fonksiyonlarinin

sinifidar.
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z € 0D i¢in arg (z¢' (#)) niceligl, g (#) noktasinda dg (D) sinirma diga dogru birim normali
arasindaki acqidir. Boylece arg %, g (#) noktasina orijinden ¢ikan 1sm ve g (z) nok-
tasinda dg (D) simrma disa dogru birim normali arasindaki agiya esittir (Stoyan (2000)
de ayn1 aq1 ele alinmigtir).

Boylece av < 1 olmak iizere S¥ ya ait bir fonksiyon, birim diski, smir1 7 (1 — @) radyal
acisinin disindan ulagilabilir olan ve orijine gore yildiz-tipi olan sinirh Jordan bolgesi ii-

zerine resmeder. Sy = S} dir.

A nin diger altsimfi

Karan) ={9 € A: 24 (2) € Saran) } (4.25)
dir. Benzer gekilde Uyar1 4.3.1 deki gibi a. mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifini
Ko:={g€ A:z¢ (2) € S}

ve . mertebeden kuvvetli konveks fonksiyonlarin sinifini

Kyi={g9€A:zg (2) € S;}

ile gosterecegiz. Konveks fonksiyonlar, yani K := Ky a ait olan fonksiyonlar, I) yi bir
konveks bolge iizerine déniistiiriic. Dahas1 g € K < z¢' € S dir ve her konveks fonksiyon
S% ye aittir, bakimiz Duren (1983).

Ik olarak, (4.2) esitsizligindeki sabit i¢in hesaplama, y1ldiz-sekilli bolgeler i¢in Horgan and
Payne (1983) de tiiretilmistir ve bu inf-sup sabiti igin bir alt smir elde etmek amaciyla
Stoyan (2000) de kullanilmigtir.

Birim diski, polar koordinatlarda smir1 f () €®?, 0 < ¢ < 27 ile temsil edilen bir Q blgesi

tizerine doniigtiiren fonksiyon g € Sy olsun. Bundan dolay1 0 < 0 < 27 i¢in,

g (") = f((0))e*®

olur ve burada ¢ = ¢ (f) karsilik gelen siir fonksiyonudur. Kolayca goriilecegi gibi,
z = € icin, f(go) = %:) ve ¢ (0) := dﬁ—gg) olmak iizere,

zg' (2) _ _Z.M
=¢ () (1 f<so>>

Zg’(z)_ ! ve ar Zg/<z):ar —if«o) = — arctan M
Ryl ¥ O e e g<1 f(w)) t ( )
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elde edilir. Simdi g € Sy den ¢ (6) > 0 dir ve bu nedenle ayrica z € 9D icin

9 ()] = 19 ()] & (0) |1+ (%) (4.26)

elde edilir. Usttekilerden asagidaki sonuca ulagiriz.

Sonug 4.3.2 Q bélgesi onun uygun konform dénisimi bazi 0 < ay < ag < 00 igin (4.24)
siafindan olacak sekilde verilsin. Dahast 0 man sinari, i¢ yarigapr v ve dig yarigapr R
olan origin merkezli bir annulusun i¢inde kalsin. O zaman

-1

. 2
™ f(p)
Con = max 14+ | =——=
" V2o | oz (f (¢)
olmak tizere bilgenin inf-sup sabiti i¢in

r

By (Q) > Conpy

dar.
ispat.(4.26) denklemi ile birlikte Sonug 4.1.1 1 ve Tanim (4.24) i kullanirz.

Uyar1 4.3.3 Eger ayrica bazt 0 < a1 < ag < 0o ve 0 < a < 1 i¢in g € Siay,a) N Sy

oldugu kabul edilirse,

i@\ 1
b= H(f(s@)) S sz

bulunur ve buradan, Sonu¢ 4.3.2 deki sabit i¢in daha basit cogq =

o1 cos O‘Q—W

V2

ifadesi elde

edilir.

Uyar1 4.3.4 Sonug 4.3.2 de verilen sonug yeni degildir, bakinzz Dobrowolski (2005). Do-
browolski (2005) de ayrica benzer sonug daha yiksek boyutlu yildiz-gekilli bilgeler iginde

verilmektedir.

Ornek 4.8.5 Sonug 4.8.2 nin kosullar, baz 0 < e < 1 igin

2e
—1—g2

29 () 14
g(z) 1-¢&
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1se kesinlikle saglamr. Bu tir univalent konform diontisimler i¢in
’ 1 ‘I— £

1—5< (9)< 2e
1+€_90 ~—1—¢ 1+ e?

zg (2)
g9(z)

bulunur. Sonu¢ 4.1.1 den inf-sup sabitinin alt yaklagime

%(Q)z%G;i)Q

olur.

ve < arcsin

arg

Uyar1 4.3.6 Uygun sumr fonksiyonlarine kullanmaksizin inf-sup sabitinin bir yaklasgima

elde edilebilir. Ik olarak g € S% den

Zjé;) ) Gj)

bagliliginy sagladigine gézlemleyiniz, yana,

zg () <1 +W(2)>a

9(2) 1—w(z)
olacak sekilde, w (0) = 0 ve |w ()] < |z|, z € D olmak dzere D iginde bir w holomorfik
2c¢
fonksiyonu varder. o(z) = i:g; pozitif (radyal olmayan) agurhk fonksiyonunu kulla-

narak (4.2) esitsizliginin bir varyantin diginelim, yani Ty, (D) := {u: [ u?odA < oo}
olmak tizere D dizerinde (4.3) ifadesini saglayan T'y , (D) igindeki bitin eslenik harmonik
u ve v fonksiyonlar: i¢in

/ u’odA < T, / v od A (4.27)
D

D
olacak sekilde pozitif bir Ty sabitini bulalim. Ly, (D) nin holomorfik fonksiyonlardan

olusan ALy, (D) alluzayim ele alalim. Eger f = u + iv denirse (4.27) esitsizligi, D

tzerinde Iriedrichs esitsizliginin agurlikly bir varyantina karsilik gelir: ~, = 1119 :11 ve f €
o

ALy, (D) olmak zere

/fQQdAS%/ /17 odA
D D

dir. Eger boyle bir I'y < oo sabiti varsa, o zaman Sonug 4.1.1 dekine benzer olarak

RQ
o <Ty—5

elde edilir. Burada z € 9D i¢in 0 < r < |g(2)| < R dir, yani Q, smwri i¢ ve dig yarigap
siraswyla v ve R olan bir annulus i¢inde kalan swmarl bir yildiz-sekilly bélgedir. Béyle bir
bélge i¢in

r

By (©2) > CQE
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=

elde edilir. Burada c, := (14+T,)72 agurbk fonksiyonuna baghdir, yani bolgenin sekline

ve (bolgenin sekline de bagh olan) o sabitine baglidar.

inf-sup sabiti i¢in bir yaklagim, karsilik gelen konform déniisiimii (4.25) sinifinda olan

bolgesi iginde mevcuttur. Eger x (2), g (z) noktasinda 90 nin egriligi ise, o zaman

K (2) = L R <1 + 29 <Z)>

19" (2)] g (2)

dir. Simdi g € K(4,,a,) den

r(2) r(2)

bulunur. Sonug¢ 4.1.1 den asagidaki sonug elde edilir.

!

g (2)

< <

Sonug 4.3.7 Q bolgesi, bazn 0 < 7 < as < 00 i¢in onun karsilik gelen konform
dondisimi (4.25) simafi iginde olacak sekilde verilirse, o zaman eger 0 < Kpin V€ Kpay < 00
siraswyla O egriliginin minimum ve maksimum degerleri ise, bilgenin inf-sup sabili i¢in

> A1 Kmin
\/§a2 Rmax

bulunur.

Po (D)

4.4 KOSELI BOLGELER

Bu kisimda birim diskten 2 ya olan konform déniisiimiin sonlu sayida koseli parcali
diizgiin sinira sahip durumu inceleyecegiz. Karsilik gelen Friedrichs operatorleri kompakt
olmamasina ragmen bdyle bolgeler icin Friedrichs egitsizligi saglanir. Bu inf-sup sabitinin
hesablamay zorlastirir, érnegin dikdértgen durumu i¢in bakimz Stoyan (2000). Asagida

verilen sonucu kullanacagz (bakimiz Warschawski (1932)):

Onerme 4.4.1 9Q, k = 1,2,...,n i¢in g (bx) koseleri ile bir kapale pargaly Lyapunov
egrisi olsun. Burada i¢c acilar apm, 0 < oy < 2 dir. Eger g, g (0) > 0 olacak sckilde
birim disk D nin Q dzerine konform déntstimi ise o zaman h, D tzerinde suferdan farkl

bir stirekli Holder fonksiyonu olmak tizere

n

g () =h () ] (= b (125)

k=1
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Eger D iizerinde h = 1 alirsak birim diskten g (b;) koseli ve bunlara karsilik gelen i¢ agly,
bir ¢okgen {izerine olan Schwarz-Christoffel déniistimiine indirger, bakimniz Nehari (1952).

(NZ, kargilik gelen g Schwarz-Christoffel doniisiimii

n

§ ) =]]GE=-b)"" (4.29)

k=1
tiirevine sahip olan bir ¢okgen olsun. Bu nedenle Q cokgeni Onerme 4.4.1 deki Q bolgesi
i¢in oldugu gibi, JD {izerinde £ = 1,...,n i¢in aym by 6n koselerine sahiptir. Holder

siireklilikten

supg ||
1 <¢p =
= s |

dir ve g' (2) =7 (2) h(2).
Q tizerinde (4.2) esitsizligi ile tekrar baglayip Teorem 4.1.3 dekine benzer hesaplama
yaparsak

Ig < cilg

elde edilir ve buradan, (4.6) yardimu ile

50 (@) = —5, (9) (4.30)
bulunur.

Sonug 4.4.2 g ve g, birim diskin Q ve Q dzerine konform dondistimleri olsun ve onlarin
tirevleri (4.28) ve (4.29) daki gibi olsun. Q bélgesi par¢al Lyapunov simirina sahipse, o

zaman baz 1 < ¢ < oo sabiti ile (4.30) elde edilir.
Asagida bazi dérnekleri hesaplayalim.

Ornek 4.4.3 Birim diskten g(1) = 0 diginda dizgin sirl bir sonlu QW) bolgesine

taniml 0 < w < 2 olan

g() = (1—2)" (431)
konform déntistimiini inceleyelim. Burada w # 1 i¢in wr i¢ agisina sahiptir. Eger w =1
ise bolge Gtelenmis birim diske dontstirilir. (w =2 durumunda bolge bir kardiyoiddir ve
orijinde bir i¢ uca sahiptir,) (4.31) igin

- w) - (k—1+w)
ZP k+1) Z Tw- DT (k+1)"

k=0 0
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sert agilimane kullanarak k = 0,1,2,. .. i¢in

sy = Sinof:ﬂ <(/g—i+1) N (’f—i“)>

bulunur. (4.31) karsiik gelen dondigimi ile dondgtirilen bolgenin Friedrichs operatorini

fﬂ(])w) ile gésterelim. Karsihk gelen sonsuz matrislerin basit bir hesaplama ile p € L? (D)

ve) <w<1 i¢in

(F8 (Map), Map) = —=— (FEp, Mep)

1+w

elde edilir. Burada M., z degiskeni ile arpmayr gésterir. p(z) = Y o0 puz™ € ALy (D)
1¢in
= 1 = 1

Ipll> =Y —— [pl® ve |M.p)? = —— |pi|?
2okl 22

bulunur. Buradan |M.p|* < ||p|* < 2| M.p||” elde edilir. Bunu Cauchy-Schwarz esit-

si2ligi ile birlikte kullanarak

(F0 (0p) Mp)| | va E
| Mp]|” R

bulunur. Operatér normu iginde Hf(‘”)H <1 oldugundan 0 < w <1 i¢in

V2 ) (4.32)

3 (Q(HW)) > 1 (1 —

-2 1+w
bulunur ve buradan
2
H}"(Hw)H < V2w <1 (4.33)
+ w

elde edilir.

Uyary 4.4.4 (4.39) esitsizligi 1—+/2 < w < 0 igin de saglanar fakat o zaman Q&) bélgesi,
onun Friedrichs operatori H]:(‘”) H < 1 norm hesabwni saglamasina ragmen, sonsuzdur. Bu

yiizden, (4.32) yaklasimi 1 — /2 < w <0 ile biitiin QU bolgeleri igin de gegerlidir.
Ornek 4.4.5 Késeli bir bélge icin bir baska drnek wedge dir:

a
W, = {z €C:largz| < E}
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Bu bélge orijinde bir kiseye sahiptir ve boylece karsihk gelen konform dondisimiin tirevi
birim ¢ember tzerinde bir tekillige sahiptir. (8.13) terimlerinin basit bir hesabi, k =

0,1,..., win

W, sin o 1 1 W,
W) _ . - JWa) _ g
52k a \2k+1 2k+3) "

oldugunu gosterir ve dahast Wy := {Z €C:|Imz| < %} sonsuz bir seril olmak “zere,

sin o

MWe) — 2~ 37(Wo)

o
dir. Bu ytizden biitin ozdegerler icin benzer egitlige sahibiz ve buradan

sin o

1— 282 (W,) = (1 - 265 (W)

elde edilir. 0 < 85 (Wo) < 3 oldugunda (bakimaz Putinar and Shapiro (2000))

1<
Z (1=
2

elde edilir. Dahasi Putinar and Shapiro (2000) de sonsuz serit ve wedge nin genellegmis

sin o

JECIUSEE

anlamda quadrature bélge oldugu ve ilgili operatérierin sadece stirekli spektrumuma sahip

oldugu 1spatlanmastair.

Ornek 4.4.6 D birim diskinden bir hiperboliin dis tarafe (yani bu hiperbolin odagina
igermeyen bolge ) tzerine dontgen

Ve

konform déndistimiinig distinelim.

- (k‘l' ) 2%k+1 1 _ ¢ 3<_1)kr< _%> 2%k
kz; fr k+1) ~ ”%’@)‘% A/aT(k+1)

dir ve buradan k =0,1,..., i¢in
2 1 1
— (—1)F -0
s = (=1 2 <2k+1 2k+3> Ve S2k

elde edilir. Bunlar neredeyse o = 3 li bir kigeye sahip olan bir wedge durumundaki gibi
hemen hemen ayni terimlerdir (bakinaz bir onceki Ornek 4.4.5 ). Karglik gelen matrislerin

bir incelenisinden k =0,1,..., i¢in

Por = (—=1)" par, Paryr = parss = 0 ve Gor = Gox = 0, Gorrs = (—1)" qary1,
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girislerine sahip olan bu ozvektérler igin

M(Wa)p = up o M(hiperbol)ﬁ: ILLZ/?\

M(Wa) = ug o M(hiperbol)é\: _Ma

bulunur. Bu nedenle

Bo (Wx) = By (hiperbol)

elde edilir.

4.5 KATLI BAGLANTILI BOLGELER

Bir 6nceki sonuclarin hepsi sadece basit baglantili bolgeler i¢in gecgerlidir. Garabedian
(1951) den alinan asagidaki sonug, en azindan yeterince diizgiin sinirh bélge durumlarinda
F ve S operatérleri arasindaki bazi ilgkileri vermektedir. Bu sonug (2.14) Friedrichs

ozdeger problemi ile oldukca farkli karakterli bir diger problemi iligkilendirir.

Onerme 4.5.1 (Garabedian, bakimz Garabedian (1951)) Q bélgesinin sinare siirekli
egrilige sahip olsun. f € ALsg () fonksiyonu ve p € R, (2.14) dzdeger problemini saglar

ancak ve ancak

s w—w

tle tanaml fonksiyon

O2U + udgOp,U =0 Q icinde

ol g (4.34)

U=0 , ON) dizerinde

ozdeger problemini saglar. Dahast w € Q) i¢in ayrica
U (w) = —pf (w) + [ (w) (4.35)
ve buradan
(1= ) f (w) = 3l (w) + pduU (w) (4.36)
bulunur.
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Simdi (4.34) iin, Schur tamamlayic1 operatériiniin 6zdeger problemi ile nasil baglantih

olduguna ac¢iklik getirelim. Teorem 2.3.2 nin ispatindaki gibi
A = 4050, div=2Red,, ve grad = 205

esitliklerini kullaniriz. Bazi1 kompleks degerli v fonksiyonu i¢in

graddive = 205 (2Redy) = 205 <8wv —I—%)

1

= 20g0,v + 2020 = FAv+ 2027

ve buradan
1 1
iy = 3 graddivv — ZAU
ve
2 fo— . l—yp

0= (20) + pdz0y (2v) = grad div v — TAU

U ve X := £ Cosserat

bulunur. Boylece, U ve p, (4.34) i ¢dzer ancak ve ancak v := 5

1
2
ozdeger problemi denen

graddive — AMv =0 , Qic¢inde

v=1_0 , 0f) tizerinde
yi ¢ozer (Velte 1990). Bu, diger taraftan bu baz reel degerli p fonksiyonu i¢in

Av =gradp, divv = Ap Q da

)

v=1_0 , 0f) tizerinde

ye denktir ve bu A 6zdegerine karsilik gelen p basing 6zfonksiyonu ile birinci tipten Stokes
probleminin Schur tamamlayici operatorii igin 6zdeger problemidir.
Onerme 4.5.1, (4.35) denklemi ile iligkilidir (bu p basing 6zfonksiyonu ile f Friedrichs

dzfonksiyonu ilgkilidir):

Ap = divv =2Redpv = 2Re v = 2Re 0T
= Re%UzRe(f—,u?):(1—,u)Ref:2)\Ref

dir. f € ALyg(Q) oldugundan, Friedrichs esitsizliginde 0 < g < 1 bulunur ve buradan
A # 0 elde edilir. Boylece p = 2Re f bulunur. f nin yerine —if alarak ayni hesaplama

yapilirsa HT“ ozdegeri icin 2Im f basing 6zfonksiyonu bulunur.
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Basit baglantili bolge durumlarina benzer olarak, f ozfonksiyonuna karsilik gelen bir
0 < p < 1 Friedrich ézdegerinden f ye karsilik gelen 2 Re f ve 2 Im f basing 6zfonksiyonlar:
ve bunlar i¢in (% ye gore simetrik olan ) HT“ ozdegerleri elde edilir.

Yukaridaki sonucta onerildigi edildigi gibi kath baglantili bolgeler icin F ve S operatorleri
arasindaki bir baglantiy1 gdstermek istiyoruz.

Kisim 3.1 deki gibi konform déntigtimiin kullanimi imkansizdir, ¢iinkii katli baglantili
bolgelerin ele alindigi durumlarda, basit baglantili bolgeler icin birim diske benzer kanonik
(standart) bolge yoktur, bakiniz Nehari (1952). Onerme 2.3.1, Putinar and Shapiro (2001)
de sadece basit baglantili bolgeler i¢in ispatlandi, dolayisiyla boyle bir olasiliga da sahip
degiliz (kisim 2.3 deki gibi).

Katli baglantili bolgelerin ele alindigi durumunda Teorem 2.3.2 dekine benzer bir ispat i¢in

temel arag, bir sonraki béliimde gorecegimiz kompleks formiilasyon (5.1.3) ve Garabedian

(1951) de

2

K (w,w) = —=0,05G (w, w) (4.37)
s

ile verilen sonucu kullanan ve temsil sonucu olarak adlandirilan Onerme 5.1.2 dir. Burada

K (w,w) Bergman ¢ekirdegidir ve G (w,w), s egrileri siirekli egrilige sahip olan sonlu

baglantili © bélgesinin Green fonksiyonunu géstermektedir Ispatin teknigi Teorem 2.3.2

nin ispatina ¢ok benzerdir.

h, © i¢inde bir harmonik fonksiyon olsun. F'(w) := 9,h (w) fonksiyonunu tanimlayalm.

h, harmonik oldugundan F' holomorfiktir ¢iinkii

Ozl (W) = Og0,h (w) = iAh(w) =0

duir.

up (w) : = —wF (w) = —wdy,h (w),

pr(w) : = —4ReF(w) = —4Re d,h (w)

fonksiyonlar1, Uyar1 5.1.3 den, (2.1) homojen momentum denklemi ve divuy = %pR

esitligini saglar.
1

H(w)=—-——= [ wu(w)dG (w,w)dw
Tl Jon

harmonik fonksiyonu —ug 1n simir degerlerine esit olan sinir degerlerine sahiptir, bakiniz

Garabedian (1951). up m tanmmini yerine yazarak, w ya gorre kismi diferansiyeli alarak ve
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(4. 37) kullanilarak

OwH (w) = i /89 DwOzG (W, w) w,h (W)

iy’

S
I
|
|
Qv\
je)
>
“S
&
&
&
-
5
j=
€]

bulunur. Green teoreminden

OwH (w) = /QK(w,w)w&,ﬁwmdA (w) + /Q&,J (K (w,w) w) Dyh (w)dA (w)

elde edilir. Ilk terim sifirdir ¢iinkii 7 harmoniktir. Boylece, Bergman cekirdegi icin

J,K (w,w) = 0 da kullamlarak,

OpH (w) = /QK(w,w) Iph (W)dA (w) = /QK(w,w) F (w)dA (w)
elde edilir. Simdi
u=ug+H

fonksiyonu, karsilik gelen pr basina ile (2.1) homojen momentum denklemini saglar ve

sifir sinir degerlerine sahiptir. Boylece

Sppr (w) =divu (w) = %pR (w) + 2Re/QK(w,w) F(w)dA (w)

sonucuna ulagiriz. h yerine —ih almarak yapilan benzer hesaplama ile, —4F (w) =

pr (w) + ip; (w) olmak {izere,

Sp; (w) =divu (w) = %pl (w) — QIm/Q K (w,w) F (w)dA (w)

elde edilir. Son denklemleri bir araya getirelim:

2SF (w) = F (w) — / K (w,w) F (w)dA (w).
Q
Boylece Teorem 2.3.2 ye benzer agsagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.5.2 ), sinar bilesenleri stirekli egrilige sahip olan sonlu baglantily bir bélge

olsun. O zaman Q nman Schur tamamlayict ve Friedrichs operatorleri igin (2.16) saglanar.
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BOLUM 5
STOKES AKISKANLARI ICIN TEMSIL TEOREMLERI

Bu boliimde Zsuppdn (2008a) dan yararlanacagiz ve harmonik fonksiyonlar yardimi ile

Stokes akigkanlari i¢in temsil formiillerini arastiracagiz.
5.1 GIRIS

Bu bolitmde harmonik fonksiyonlar araciligiyla Stokes akigkanlari i¢in Kratz (1991) ve
Kratz and Lindae (1992) de verilen temsil formiillerini inceleyecegiz. Karmasik notas-
yonlardan kacinacagiz, ciinkii ii¢ boyutlu bolgelerle de ilgilenilmektedir. Ama 6nceki
boliimlerde verilen sonuglar ile baglantisini da gosterecegiz.

Notasyonlar ¢ogunlukla Kratz (1991) ve Kratz and Lindae (1992) de kullamlanlara ben-
zerdir. R? uzaymin alisilmis ic carpimi ve vektor carpimini kullanacagiz. ki boyutlu for-
miillerde 7+ = (i;)L = (_x;) olsun. V, div, rot ve A diferansiyel operatérleri sirasiyla
gradyant, diverjans, rotasyon ve skaler fonksiyonlarin Laplasyanini gosterecek ve burada

iki boyutlu v = (vy, UQ)T vektor alani i¢in rotasyon daha onceki boliimlerde oldugu gibi

— 87}2 87}1
rot v i= — — —

N 81‘1 81‘2

ile verilmektedir.
Tamm 5.1.1 v vektér alam icin ejer v € Cy(Q) ise ve T € Q igin
AV (Z)=Vp(T), dive (Z) =0 (5.1)

olacak sekilde bir p € Cy(Q) (karsihk gelen basing) fonksiyonu varsa v ye Q C R",
(n = 2,3), bolgesinde bir Stokes fonksiyonu denir.

Onerme 5.1.2 (Kratz (1991) de Teorem 1) Q C R? bir bélge olsun. Bir v : Q —

R? fonksiyonu € icinde karsihk gelen p basinc ile bir Stokes fonksiyonudur ancak ve ancak
1
T(F) = =3 (? div h (T) + Lot I (?)) B () (5.2)

p(T) = —2divh (T), T €9 igin (5.3)
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olacak sekilde € icinde bir W harmonik fonksiyonu vardir, bu T harmonik fonksiyonu

tektir ve & € Q igin

W(T) =T ()= (p(T) T — Frot V(7)) (5.4)

Uyary 5.1.8 Bir énceki Onerme 5.1.2 nin sadece basit baglantly bélgeler icin degil, keyfi
diizlem bolgeler: i¢in de gecerli olduguna dikkat edelim. Dahast basit baglantily bélgeler
durumunda Onerme 5.1.2 , Onerme 3.1.2 de kullanilan karmasik notasyon ile verilen

temsile denktir, Cinki

—% (7 aiv B (F)+ Fhrot o (7)) + 1 (7) = ~2B0 () + h ()

oldugu kolayca dogrulanir. Bunun yani sira basit baglantily bolgelerde her bir h harmonik

fonksiyonu, vi ve vy holomorfik fonksiyonlar ile h = vy + vy olarak ayrisir, yani

—20,h (2) + h(2) = —zv) (2) + v1 + T3

dir ve bu, Onerme 3.1.2 ve Onerme 5.1.2 de verilen iki boyutlu Stokes fonksiyonlarmn
cesitlt temsilleri arasindaki tliskiyi ortaya koyar. Béylece bu temsil formiillerinin genelles-

tirilmest ve incelenmest bu kisma ve onceki boliimlert birlestirir.
5.2 UQ BOYUTLU DURUMLARDA STOKES FONKSIYONLARI
Onerme 5.1.2 de iki boyutlu Stokes fonksiyonlar: i¢in temsilin genellestirilmisi oldugu gibi

ti¢ boyutlu Stokes fonksiyonlar i¢inde temsile sahibiz.

Onerme 5.2.1 (Kratz (1991) de Teorem 2) Q C R3, orijine gire ypldiz-sekilli bir
bolge olsun. Bu durumda v : Q — R3 fonksiyonu Q icinde karsiik gelen p basince ile

bir Stokes fonksiyonudur ancak ve ancak

1
T(F) - gﬁ (7) =5 (Fdv T (7) 47 x w0t T (7)) (5.5)
p(T) = —2divh (T), T €9 igin (5.6)

olacak sekilde bir F harmonik fonksiyonu varder, ﬁ harmonik fonksiyonu tektir ve @ € Q

1¢in
7 = 2, 1 N — = 2_, —
h (:1:):§v (:r)—g(p(:r) T — @ Xrotw (:1:))—|—§:1: x Vo (1) (5.7)
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elde edilir. Burada ¢ fonksiyonu Q icinde harmoniktir ve @ €  icin

1
¢ (7) = —i/ Y7 ot W () dt (5.8)
0

seklinde verilir.

o~

Kratz (1991) Teorem 2 de kullanilan @ harmonik fonksiyonunun Onerme 5.2.1 de cok az

o~

bir degisiklige ugratildigina dikkat edelim: E} = %7 esitligini kullandik. Onerme 5.2.1
in sadece ti¢ boyutlu yildiz-sekilli bolgeler i¢in gecerli olduguna dikkat edelim.

Diger bir temsil teoremi asagidaki onermede verilecektir

Onerme 5.2.2 (Kratz-Lindae, bakimiz Kratz and Lindae (1992)) Q C R? blgesinin
orijine gore yildiz-sekilli bir bolge oldugunu kabul edelim. Bu durumda ¥ : Q — R3?

fonksiyonu ) i¢inde karsilik gelen p basinct ile bir Stokes fonksiyonudur ancak ve ancak

V(T) = Vo (@) +rot (7 x VU (Z)) + 7 x VO (), r= 7] olmak izere (5.9)

p(7) = —6¥(7)—107.VU(2) 47 .V(Z.VU (7)), T €Q igin (5.10)

olacak gekilde Q i¢inde U, ® ve ¢ (skaler) harmonik fonksiyonlar: vardur. p(0) = ¥ (0) =
® (0) = ¢ (0) = 0 normallestirmesi altinda bu harmonik fonksiyonlar v Stokes fonksiyonu

(ve onun p basiner) tarafindan tek sekilde belirlenir ve bunlar @ € Q igin
1 !
v(7@) = 5 [ V-t
0
1
d(7) = —/ w(r7)dr,
0
1 —~
¢@mzh/?wwmm
0

formiilleri ile verilir. Burada v (7)) = v (') — Vo (Z') olmak iizere

T(F) = T(F) 10t (T %V (20))
1

w(@) = 7. / rot T () dr
0

seklindedir.

5.2.1 YILDIZ-SEKILLi BOLGELERDE DENK TEMSILLER

Bu alt kistmda Onerme 5.2.1 ve Onerme 5.2.2 deki temsili sonuclarm nasil birlestirilebile-

cegini gosterecegiz. Bunu basarmak i¢in agagidaki tanimi veriyoruz.

73



Tamm 5.2.3 p € C, (Q) skaler fonksiyonu ve ¢ € Cy (Q) vektér alam, 7 € Q igin
rot ¢ (') =—Vp(7), divq (2) =0 (5.11)
denklemlerini saglarsa bunlar eslenik olarak adlandiribirlar.

Kuaternionik analizde (5.11) denklemleri Moisil-Teodorescu denklemleri olarak bilinirler.
Ayrica bunlar Velte (1996) da gz éniine alinmistir.
Asagidaki sonuglarin ispat1 i¢in Kratz (1991) ve Kratz and Lindae (1992) de de kismen
kullanilan vektor analizinden birkag formiile de ihtiyacimiz var.

- . =

Burada, ilgili ¢ := ¢ (7') ve W := u (7) fonksiyonlarmin kismi tiirevlerinin var ve/veya

siirekli olduklarini kabul edelim.

Tdivu + T xrot W = W+V(Z. W) +rot (7 x W) (5.12)
div(Z x W) = —Z.rot @ (5.13)
AT W) = 7AW +2diva (5.14)
AT xW) = 7T xAW 4210t W (5.15)
rot (¢7) = — 7 x Vo (5.16)
div(ez) = np+ Z.Ve, ¥ € R" i¢in (5.17)
A7) = TAp+2Vp (5.18)
A(Z xVp) = T xVAp (5.19)
rot (7 x Vo) = =V (p+ 7 x Vo) + 7 Ay (5.20)
V(r’¢) = 207 +r’Ve,r=|7| ile (5.21)
A(r’g) = 6p+47.Vo+riAp (5.22)
TA(rPe) = V(rPe+ 7TV (r’p)) +rot (1’7 x Vo) (5.23)

Onerme 5.2.4 Q C R®, orijine gire yildiz-sekilli bir bolge oldugunu kabul edelim. Bu

durumda Q tizerinde (¢, p) ¢ifti eslenik ¢ifttir ancak ve ancak © € Q igin

(7)) = Ve(2)+ 7 x Vo (), (5.24)

p(T) = ¢(2)+7.Vé () (5.25)

olacak sekilde €2 iginde ¢ ve @ skaler harmonik fonksiyonlar: vardir. Bu harmonik fonksi-

yonlar, ¢ (0) = ¢(0) = p(0) = 0 normallestirmesi altinda ('q,p) ¢ifti tarafindan tek
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sekilde belirlenir ve bunlar

6(@) = [ e, (5.26)
(@ = [ aeT)r <: /0 (7 <T?>_T?xv¢<7?>>m> (5.27)

formdilleri ile verilir.

ispat.(5.l6) ve (5.20) den (5.24) ve (5.25) denklemlerinin ¢ ve ¢ harmonik fonksiyonlari
ile (5.11) i sagladigim goriiriiz. Diger yonii ispatlamak i¢in asagidaki dzdeslikler faydalidir
(bakimz Kratz and Lindae (1992) de (8) ve (9)):

r ) = TV, (528
T%{?(T?)} - G +V{T.T ). (5.29)

Sabitlenen 7 € Q igin z(t) := ¢ (t7) olsun. (5.25) ve (5.28) ozdesligi kullanilarak
p(t7) =9 (7)) +12.V{p ()} bulunur ve z (¢) fonksiyonu icin

222 () +2(t) =p (D)

ile verilen adi diferansiyel denklemine ulasiriz. z (0) = 0 baslangi¢ kosulu kullanilarak bu

denklem coziiliir ve

1
1

z(t) = et —26_%]? (r2)dr
o T

bulunur. Boylece gb( fo = Lel=7 p(Tx ) dr sonucuna ulagilir. ¢ i¢in Tanim
(5.26) da oldugu gibi bu 1fay1 se(;erek geri hesaplama ile (5.25) elde edilir.
Dahasi Ap = 0 oldugundan
A¢ (7)) :A/1 ! 61_%p<7?)d7': /1 = 1__Ap(7':1:)d7' 0
0 0

T2 T

— = —

bulunur. (5.29) i¢inde %;(:L‘) = ¢ (7)) — 7 x Vo (7') yerine yerlestirilerek 7. ¢ =

T q (?) oldugunu gozlemleriz ve bu nedenle

/017%{?(7?)}617:—/ (rZ) dr + 0 V{ 7 (7)) dr

elde edilir. Integral ve gradyant yer degistirilerek sag tarafta (5.27) bulunur. Simdi kismi

integrasyon ile

[7’%(7’?)}1—/01%(7?)@': —Al%(T?)dT—I—V@(?)

0
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elde edilir ve %)/ (7') = V¢ (@) ve boylece(5.24) bulunur. Dahast (5.14) ve (5.11) den

1
/ 7. g (T dT/ 7 (AG) (7)) + 21 (divd) (r7)dr =0
0

sonucuna ulagilir.

Geriye ¢ ve ¢ nin tekligini gostermek kaldi. Bunun icin ¢ = Vo + 7 X Vo = 0 ve
p=¢+ 7.V¢ = 0 olacak sekilde ¢ (0) = ¢ (0) = 0 dzelligine sahip ¢ ve ¢ yi gz dniine
alahm. Yine 7' € Q y1 sabitleyerek ve z (1) = ¢ (t7) alarak z € C* [0, 1] elde edilir ve
(5.28) den

22 (1) +2(t) =0 ve 2(0) =0

bulunur. Bu adi diferansiyel denklemi z (£) = 0 tek ¢oziimiine sahiptir ve buradan ¢ =0
elde edilir. Bunu Vo + 7 x V¢ = 0 denkleminde yerine yazarak Vo = 0 ve ayrica

normallegmesi ile de ¢ = 0 elde edilir.

Teorem 5.2.5 Q C R? orijine gore yildiz-sekilli bir bélge olsun. Onerme 5.2.1 ve O-

nerme 5.2.2 de verilen temsil formiilleri denktir.

ispat.(?, p) Stokes ciftinin, ¥, ®, ¢ iic harmonik skaler fonksiyonlar ile Onerme 5.2.2
deki (5.9), (5.10) formiilleri tarafindan verildigini kabul edelim. ¢,

3 (T) = 26 (7) +

. TNV (T) (5.30)

1
3
denkleminin ¢éztimii olsun. 7 € Q icin ¢ (7) = 3 fo (t2")dt dir (bunun icin ispat

Kratz (1991) de Onerme 2 ye ¢ok benzerdir) ve Agb ( :I:) = 0 elde edilir. Simdi
7 = 2 —> —> —> N\ = | —> 2 —> —> —>
h (7)) = §Vgo(:1:)—|—(\11(:1:)—|— 7.V (7)) :I:—I—:I:><<§ng(:1:)—l— Z X V\IJ(:I:)> (5.31)

ifadesini tammlayahm. (5.31) yapisindan x (7') = ¥ (%) + Z.VU (7)) ve @ (7)) =
2V¢ (@) + 7 x VU (Z) olmak iizere

h(T)=Ve(D)+x(T)T+7 x 7 (7)
esitligine ulagilir. Dahasi (5.16) ve (5.20) den 7’ € Q icin rot u (7)) = —Vx (7) ve

div w (7') = 0 ve baylece (5.15) ve (5.18) ile birlikte
Vﬁ( )= —VAgo( )+ TAX(Z) +2Vx (7)) + 7 x AW (') +2rot W (7)) =0

76



elde edilir, yani T harmoniktir. (5.31) den basit hesaplama ile
—2div h =—6y — 47 .Vy = —60 — 107.V¥ — 47.V (7.VT)

bulunur ve buradan (5.9) kullanilarak (5.5) elde edilir.

Simdi hiz formiillerini ele alacagiz.

SAL(T) = 2Ve(T) = V(Z.Ve (7)) — 10t (T x Ve (7)),
3A4,(T) = 27 x Vo (T) — 10t (T x (T x Vo (7)),
2Ay (T) = 1ot(?T x VI(T) =V (2 (U (T)+ 7.V (T))) +

2(0 (7)) + 2Z.VU () T +27 x (' x VU (7))
olmak tizere (5.31) den
W (@)= 5V (70 (@)~ grot (T 5 7 () = Ao (7) + Ao (7) + Ao (7)

bulunur. Bu ifadeleri basitlestirelim. Ilk olarak (5.20) ve A¢ (7’) = 0 den ng (7) =
Ve (Z) bulunur. (5.16), (5.21), (5.30) ve A¢ (Z') = 0 bizi Z¢ (7) = @ x V& (7))
esitligine gotiirtir. (5.21), (5.22), (5.23) ifadelerinden

—

Ay (T) = rot (127 % VU (T)) — = (AL (F)) T

[NeR

esitligi elde edilir. Simdi AU (7)) = 0 denzq, (7)) = rot (r?7 x V¥ (7)) bulunur.

Basitlestirilmis ifadeleri toplayalim ve ilaveten (5.12) dzdesligini kullanalim. Béylece
1
gﬁ (7)-3 (7 div h (T)+ T xrot h @)) — Vo (F)+rot (P T x VI (T))+T XV (T)

elde edilir. Buradan, (5.9) kullanilarak (5.5) elde edilir

Simdi Onerme 5.2.1 in temsili formiiliiniin saglandigini kabul edelim. AT (7)) = 0 dan

- — . - — . .
Tanim 5.2.3 anlamimda rot h (') ve —div h (@) eslenik fonksiyonlarima ulagilr:
rot (rot W (?)) =-V (— div h (?)) ve div (rot n (?)) = 0.
Onerme 5.2.4 den x ve ¢ harmonik skaler fonksiyonlar: ile
7 = —> —> —> = —> —> —>
rot h (7)) =Vx(Z)+ 7 x V((Z) ve —div h (7)) =((7)+ 7.V (7) (5.32)
yi elde ederiz. ¥ (?) skaler fonksiyonu i¢in
(7)) = -3V (%) - 27.V¥(7)
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denklemini ¢ézerek (Onerme 5.2.4 dekine benzer hesaplama ile)

272
AT (7)) = — /01 %6%0_%) (AQ) (2 )dr =0

ifadelerini elde ederiz.
Bunu (5.32) de yerine yazarak ve Onerme 5.2.1 den p = —2 divﬁ esitligi kullanarak
Onerme 5.2.2 de (5.10) formiiliine denk olan

— (6T +47.VT) — TV (6 +47.VT)

esitligine ulagilir. Onerme 5.2.1 kullamlarak rot v (7') = —4Ve (7)) + 210t n (7)) ve
(5.32) den
vt T (F) = -V (46 (F) — 2 (7)) — T % V (60 (F) + 47 .V (7)) (5.33)

elde edilir.

4¢ (7)) —2x () = (7)) + Z.VI ()

denkleminin ¢éziimii (Onerme 5.2.4 deki benzer hesaplama ile)
/ —61_% (49 (77) — 2¢ (7)) dr

ve AD (?) = 0 olur. Bu, (5.33) de yerine yazilarak

rot T (F) = —V (B(F) + T.VD(F)) = 7 V(60 (T) 4 47.V (F))

elde edilir ve (5.22), (5.23) kullanilarak

rot (7 (?) — rot (7“2? x V¥ (?)) — I x VD (?))

I
o

div (7 (7)) —rot (1?2 x VU (7)) = 7 x Ve (7)) = 0

esitliklerine ulasilir. Ikinci denklem saglanir. Tekrar Onerme 5.2.4 den ¢ ve w harmonik

skaler fonksiyonlar ile

V(T) —rot (T x VU (Z)) - T xVE(Z) = Vo (7)+ 7 x Vw (),

0 = w(7)+7.Vw(7)
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elde edilir. Dahasi ikinci denklem bélge icinde w = 0 oldugunu gosterir (Onerme 5.2.4

ispatinin son kismina bakiniz). Boylece o ic¢in
V(Z) =V (T) +rot (r*T x VI (T)) + 7 x VO ()

bulunur. Bu, Onerme 5.2.2 deki (5.9) formiiliidiir.
5.2.1 ve 5.2.2 Onermelerinde fonksiyonlar: yaklasik olarak secerek yildiz-sekilli bir bolgede
Stokes c¢ifti i¢in denk formiilleri elde edilir.

Uyar1 5.2.6 Bu sonug, (5.9) ve (5.10) dan yararlanarak asagdaki formiillerden elde

edilmistir.
rot v = —V(®+ T.VP) -7 x V(6Y +47.VY)
p = — (60 +47.VU) - TV (60U +47.VD).

Eger W, karsihk gelen p basinca ile bir bélgede bir Stokes fonksiyonu ise yukaridaki for-
miiller rot v ve p nin bu bélgede eslenik (harmonik) fonksiyonlar oldujunu gésterir. (ve
tersi olarak ¢, p ye eslenik ise ¢ nun her hangi bir serbest vektor potansiyelli fonksi-

yonunun diverjanst p basincina karsilik gelen bir p basingl bir Stokes fonksiyonudur.)

— . =7 TF 1=
Uyar1 5.2.7 Neuber (1934) de v Stokes fonksiyonlariman ve H = H (@) ve Hy =
Ho(?) harmonik potansiyellerinin terimler: icinde, karsibik gelen p basincinin Papkovich-

Neuber temsili denilen bir temsilt vardr:
T(F) = —VHy(T)-V (?ﬁ (?)) w2l (7)), (5.34)
7) = —2divH (7). (5.35)

3

Eger bu bélge yildiz-sekilli ise (5.94) den rot v = 2rot H bulunur ve bunu (5.8) de yerine

yazarsak

1 1
6 (7) :—5/ 7 vt H (t7) dt
0

ve (5.7) de yerine yazarsak

= _gvﬂo + gﬁ (%) - %v (?ﬁ (?)) n %rot (? < I (?)) + g? X Vo (T)

elde edilir. Bu formiiller Onerme 5.2.1 deki W yardimer harmonik fonksiyonu ve Papkovich-

Neuber potansiyelleri arasinda bir baglanty olusturur. Dahast
- = e

rot (H— h) ——V (20), div(H— h) —0

dar.
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Uyar1 5.2.8 Ejer bolge yildiz-sekilli ise ayni zamanda Onerme 5.2.2 deki o, U, ® yardimer
harmonik fonksiyonlar: ve (5.34) ve (5.35) igindeki Hy ve H harmonik potansiyelleri

arasinda da bir iliski vardar.

Uyar1 5.2.9 r = | 7| olmak iizere

H(7) © = (@) +27.VU(T) T~V (T) + 37 % VO (7),
HO <?> =9 <?> ’

denirse (5.20)-(5.23) esitliklerinden

-V (FH (@) +2H (7) = ot (°T x VU(T)) + T x VO (7),

—odivH (T) = —60(F)—107.V(T)—47.V (Z.VI(T))

oldugu kolayca elde edilir ve bunlar (5.9), (5.10) ve (5.34), (5.34) arasinda iliski olustu-
rurlar. (5.80) dan (5.84), (5.35) ve Onerme 5.2.1 deki temsillerdeki harmonik fonksiy-

onlar arasinda

H(7)+ §VH0 (Z) =1 (2)+ %? <V (Z.Vé (7))

baglantis: da elde edilir.

5.2.2 KEYFIi UZAYSAL BOLGELERIN TEMSILI

Bu alt kisimda bolge i¢in yildiz-sekillilige kisitlanigi nasil 6nleyecegimiz sorusu iizerinde
calisacagiz. Bu, Kratz (1991) de belirtildigi gibi bslge iginde bir kesin denklemin ¢dziinebilir-
liginin ispatlanmasi ile yapilabilir (Kratz (1991) de denklem (20) ye bakiniz).

Bundan kacinmak icin Onerme 5.2.1 de hiz formiilii icindeki bir ilave tamamlayici terim
ile bunu genellestirmenin bir bagka yolunu secebiliriz. Dahasi bir yardimci harmonik
fonksiyon yerine bir harmonik vektor fonksiyonu ve ayrica bir harmonik skaler fonksiyonu

(Papkovich-Neuber potansiyellerinin durumundaki gibi) kullaniriz.

Teorem 5.2.10 Q C R? bir bélge olsun. (', p), Q dizerinde bir Stokes ¢iftidir ancak ve

ancak

1 1
v o= —5V (7.0) — 5 rot (' x W+97)+ W, (5.36)
p = —2divw (5.37)
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olacak sekilde Q tzerinde W ve v harmonik fonksiyonlar: vardir. Dahas: bu harmonik

fonksiyonlar

— 2_, 5 - —

W= gv—g(px—xxrotv), (5.38)
1

Y = —6?. rot v’ (5.39)

seklindedir.

Ispat. Ispat Kratz (1991) de Teorem 2 nin ispatina cok benzerdir. o ve p, W ve

¥ harmonikleri ile (5.36) ve (5.37) de verildigi gibi olsun. (5.13)-(5.18) denklemlerini

kullanarak
1 — — — _1 1 — = — _1
Al ==V (T W)+W)==p, A —zrot (T x W +¢x))==p
2 2 2 2
ve

esitliklerine sahip oluruz. Baylece (%, p) bir Stokes ciftidir.

Simdi (7", p) bir Stokes cifti olsun. (5.1) dan AW = —rotrot v = Vp, tot AW = 0 ve
Ap = 0 esitliklerini elde ederiz. (5.13)-(5.18) kullanilarak hesaplama yaparsak (ayrica
(5.38) de bakimz):

1
6

—2rotrot 7)

2 1 2
A%?——@?—?Xmﬂﬂ SN

7 (2Vp+ T Ap — 7 X rot AV

>

2 1

bulunur. Ayrica

2 1 1
div l§7 ~ 3 (pr’ — 7 x rot 7)1 = 3 (3p+ 7. Vp+ 7. rotrot v')
1 1
- L+ TAT - TAT) =

dir ve buradan (5.38) de tanimlh W harmonigi ile (5.37) elde edilir. Tekrar (5.13)-

(5.18)den = ]?[ olmak fizere

2 1 1
2 1 1 1
rot (¥ x W) = grot(? X V) — g? x V (7'.tot V') — g? X rot?—l—ETQVp
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esitlikleri elde edilir. (5.12) den

1 1 1
—§V(?.W)—§rot(?><@))—I-w:?—l—ﬁ?XV(?.rot?)

ve buradan Tanim (5.39) u kullanarak (5.36) temsil formiiliinii elde ederiz.

Uyar1 5.2.11 Teorem 5.2.10 deki (5.36), (5.36) temsil formilleri ayrica (5.34), (5.35)

Papkovich-Neuber temsiller: ile karsilastirilabilir:

2 1 1 5
W o= —SVHy- =V (?ﬁ) + ot (? « ﬁ) +2H,
3 3 3 3
1
Y o= —g?. rot H.

Uyary 5.2.7 deki ﬁ, ﬁ ve ¢ harmonik fonksiyonlar: arasindaki baglantilara benzer olarak

burada ayrica
rot (ﬁ—ﬁ) =—-V(2¢), div (ﬁ—ﬁ) =0
esitliklering elde ederiz.

Uyar1 5.2.12 Teorem 5.2.10 deki yardimer harmonik fonksiyonlarv Stokes fonksiyonu
ve ona karsilik gelen p basince tarafindan tek bir sekilde belirlenmemistir. Bax W ve 1

harmonikleri igin bir Q uzaysal bélgesinde (bakinaz (5.56))

1 1
—§V(?.W)—§rot(?><E}—I-w?)—l-w:O

oldugunu varsayalim. Eger bu denklemin rotasyonunu alirsak (5.20) ve Ay =0 dan
1 1
rot <w ~3 rot (7' ﬁ)) = §V (v + 7 .V)

denklemi elde edilir. (5.37) den Vdivi = 0 ve buradan Q iginde divid = 3y € R
bulunur. Béylece Wy := W — @ i¢in divw = 0 ve buradan @ x W = o x Wy elde

edilir. Buna gore ayrica rot 7 =0 dan

rot (2@0 —rot (? X

0)) = V({+7.Vy),
0)) = 0

w
div (2@0 — rot, (? X W
elde edilir.Bu d enklemler Q i¢inde keyfi w harmonigi ve C' € R ile %/0 = Wy + Vw ve
1Z = + C i¢cin de gecerlidir. Bu, Teorem 5.2.10 deki harmonik fonksiyonlarin Stokes
fonksiyonu ve ona karsihk gelen basing fonksiyonu tarafindan tek bir sekilde belirlene-
meyecegi anlamana gelir. (Yukardaki denklemler gésterir ki ashnda 2o — ot (@ x W)

ve —p — .V fonksiyonlar: Tanm 5.2.8 anlaminda esleniktir. )
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BOLUM 6
LINEER ESNEKLIK

Bu béliimde Zsuppdn (2008a) dan yararlanacagiz ve Navier denkleminin ¢dziimiiniin, li-
neer esneklik icin, temsilini genellestirecegiz. Ayrica iki ve ii¢ boyutlu formiiller arasindaki

iliski ele alinacaktir.
6.1 LINEER ESNEKLIiK

Bu kisimda Q2 C R", n = 2,3 bolgelerinde
AV =Vp, dive =wvp (6.1)

denklemlerinin v ve p ¢oziimlerinin temsillerini inceleyecegiz. Iki boyutlu durumda Q
bolgesi icin kisitlama yokken ii¢ boyutlu durumda €2 bolgesinin yildiz-sekilli oldugu farz
edilir. (v =0 i¢in tabiki Stokes ¢iftlerini elde ederiz, bakimiz (5.1)).

Uyar1 6.1.1 \ ve u Lamé sabitleri olmak iizere bir izotropik materyal gévdesinin v =

v (?) e R", n =23 yer degistirme veklori i¢in

A+ p)Vdive +pAv =0 (6.2)

lineer esneklik probleminin Navier denklemini disiinelim. p yi

A
pi=— TH gy v (6.3)
7
ile tamamlarsak bu p, hidrostatik basince m Poisson orani ile boldiigimiizde elde edilen

stkistirilamaz limat icindedir.

o H

_A+u

denilerek (6.2) yerine (6.1) denklemlerini elde ederiz. Genel (iki ya da ¢ boyutlu) bil-
gelerde (6.2) denkleminin ¢ozimi, ((5.34) ve (5.35) e benzer sekilde, (bir tek olmayan)

83



Hoy = Ho (7)) ve =1 (7)) harmonik fonksiyonlar: ile temsil edilebilirler: Eger v # 1
(ya da denk olarak X+ 2u #0) ise
1

1—v

o =91 ;L“ \V (HO i ?ﬁ) —9H — \V (HO + ?ﬁ)
7

dir.

Uyar1 6.1.2 Eger v icin baz sinar kosullar: (6rnegin homogjen Dirichlet) verilmis olsayds

(6.1) denklemleri bir ozdeger problemi olarak da disintlebilirdi.

FEger problem bolgesi yildiz-sekilli olarak belirlenirse asagidaki temsili elde ederiz. Bu

temsil Onerme 5.2.1 in bir genellemesini olusturur.

Teorem 6.1.3 Q C R? orijine gére yildiz-sekilli bir bolge olsun ve v € R, v # %, 1 olsun.
v €y (Q) vep e C1(Q), (6.1) denklemlerini saglar ancak ve ancak

1
7N?>:-3(?&wﬁ@m+?Xmﬂﬂ?g+<g—w>ﬁ@m, (6.4)
p(7) = —2div h (T), T €Q icin (6.5)

olacak sekilde bir n € Cy (Q) harmonik fonksiyonu vardar. I harmonik fonksiyonu tektir

ve
B (@) e (@) =2 (p(F) T = ——T x 10t T(T) )| 4+ T % Vo(T)
3—4v 4 1—v
(6.6)
esithygi elde edilir. Burada ¢ fonksiyonu, € icinde harmoniktir ve
1 1

seklinde tanimlanar.

ispat. ilk olarak ¥’ ve p, Q icinde h harmonigi ile (6.4) ve (6.5) deki gibi verilsin.
(5.13)-(5.17) dzdeslikleri ve AT = Vdiv T —rotrot h kullanilarak

1
AT = —5 (2Vdivﬁ—|—?.divAF—l—?XrotAﬁ—l—Qrotrotﬁ)
— 9oVdivh =Vp,
1 3
dive = 3 (Sdivﬁ—l—?.Vdivﬁ—?.rotrotﬁ)—I—<§—21/ divﬁ

1 " = 3 " "
- —5(3dlvh+x.Ah)+ S =2 ) divh = —2vdiv i =vp
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elde edilir. Boylece " ve p, (6.1) denklemlerini saglar.
Simdi de @ ve p, (6.1) denklemlerini saglasm. v # 1 oldugu i¢in, buradan da,

rot AV =0ve (r—1)Ap=0

e Ap = 0 elde edilir. T ve @, (6.6) ve (6.7) de tanmimlandig1 gibi olsun. (5.14) den,

k(7)) :=2.rot v (7') fonksiyonu, Q icinde harmoniktir. Dahasi

ﬁA </01t3_4”k (ta) dt> = ﬁ /01t5_4” (Ak) (tZ)dt =0

elde edilir ve buradan ¢ nin € i¢inde harmonik oldugu anlamina ulagilir. Kismi in-

A(T) =

tegrasyon ile

TN (T) = m—)/# W(VE) (t)dt

1 4—4p
= —m/()t (k(ta))dt

d
dt
- _ / 341/]€
4(1—1/

= —mx.mt?(? 4(1—’/)¢<?)

elde edilir ve béylece ¢ fonksiyonunun

41-v) (@) + 2.V (Z) + ﬁ?. rot v (@) =0 (6.8)

denklemini sagladigi sonucuna ulasilir.

Tekrar (5.13)-(5.20) ve (6.1) dzdesliklerini kullanarak (6.6) dan

2 1 2
AT = T <A7—1<2Vp—1_yrotr0t7>>
2 1 2
e _ — 2 — — e
.77 2 1 — I —
div h = divv ——[3p+ 2.Vp+ Z.rotrot v
3—4v 4 1—v
B 2 1 N 1
= 3_4U<up 4< . 1_}/:1:.(qu Vp)>>

esitliklerini ve béylece buradan (6.5) elde edilir. (5.16), (6.1) ve
rot (7 xrot v) =7 x Vdivey —V(Z.rot v) —rot v — 7 x AW
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ozdesligi yardimiyla

rot <p? — L
1

1
?m?) — T Vp (-1 F X Vp
— UV
-V (?.rot 7) — rot 7)
1

= 7 (V (?.rot 7) + rot 7)
—v

elde edilir ve A¢ = 0 ile birlikte (5.20) ve (6.8) kullanilarak

1 2 1
rot B = mrot? — mv <¢—|— TV + ﬁ?.rot 7)

1
= —2Vo+ 271"0‘57

(1-v)

esitligine ulagilir. Bu egitlikler birlegtirilerek

T(T) = —% (?divﬁ<?)+?xl~oﬁ<?)) + <§ —21/> (T -

o <4<1 D S(F) L TV (F) + ———Forot T @))

elde edilir. Buradan da (6.8) kullanilarak (6.4) bulunur.
Geriye T harmonik fonksiyonunun tekligini gstermek kaldi. (6.4) temsilinin ﬁl ve ﬁg

harmonikleri i¢in de gegerli oldugunu kabul edelim. O zaman

1 3
—5 (Faiw (Fa= o) 4 7 o (Wa= W) + (5= 2) (1= ) =0

— — —
esitligini elde ederiz. Eger hg:= hq1— hy seklinde alinirsa, o zaman

Ly, . — — - 3 -
—5(:1:d1vh0—|—:1:><rot ho)—l— 5—21/ ho=0 (6.9)
elde edilir ve buradan da diverjans alarak = € Q icin
vdiv o (T) =0

ifadesine ulagiriz.

Eger v = 0 ise (aslinda bu, Stokes fonksiyonlarimin durumudur), Kratz (1991) de Onerme
4 {in ispatindaki gibi bazi v € R i¢in ﬁo = ~7 esitligi elde edilir. ((6.1) i¢indeki p
fonksiyonu (eklenilen bir sabite gére) v = 0 i¢in belirlenmistir. Bu sabit ashinda ~ dir.)

Eger v #£ 0 ise, Q i¢inde div ﬁo = 0 dir ve bunu (6.9) esitliginde yerine yazarak
1
—5? X rot FO + <g - 21/> ﬁo =0 (610>
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ifadesine ulagiriz. (6.10) ifadesinin rotasyonu
— _ —
4(1 - v)rot hO—I—V(:I:.rot ho)zo (6.11)

N
denklemini verir. Bunu 7 ile carpalim ve (?) =2 .tot hy (?) seklinde tanimlayalim.

(5.14) ile A = 0, (6.10) ile Vi) () = —4 (1 — ) rot g ve
41=)y(7)+7Z.Vy(2)=0 (6.12)

esitligine ulagiriz. 0 € Q oldugundan, Kratz (1991) de 4 Onermesinin ispatina benzer,
sabitlenmis bir € > 0 igin U, (0) € Q orijininin bir komguluguna sahibiz. Sabitlenmis bir
T € U.(0) icin f (t) :=  (t7) olarak tanimlansin. Buna gore f (0) = 0 elde edilir ve
(6.12) dan [0, 1] araliginda

LU= ) F () +1f (1) =0
esitligini de elde etmis oluruz. Boylece 7' € U. (0) i¢in

0 , v <1 i¢in
f{t) = .
Ct~*1=v) (€ R olmak tizere, v > 1 icin

ve buradan

N 0 , v<1icn
() = f(1) =

C , v>1lic¢n
elde edilir. (6.11) i¢inde bunu yerine yazalim:
—
4(1—=v)rot hy=0

elde edilir. Buna gorre v # 1 oldugundan, U, (0) iginde rot ﬁo = 0 sonucuna ulagilir.

Simdi (6.10)

<§—2U>F0:0
2

oldugunu verir ve v # % oldugundan ayrica U. (0) i¢inde ﬁo = 0 elde ederiz. ) i¢inde
ﬁo harmonik oldugu i¢in ﬁo = 0 dir ve boylece €2 i¢inde 6zdes olarak ﬁl — ﬁg = 0 olur.

Bu da ispati tamamlar.
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Uyar1 6.1.4 (6.2) lineer esneklik problemindeki Lamé sabitleri genellikle pn > 0 ve A +
%,u > 0 2 saglar (ikinci terime stkigtirma modili denir), yani A > —%,u diir.  Teorem
6.1.3 de v # % ve v # 1 ksitlamalar, sirasiyla N # —g,u ve X\ # —2u Lamé sabitleri
anlamandadir. Boylece Teorem 6.1.3 iin, Lamé sabitlerinin keyfi degerleri igin (yani p > 0
ve A + %,u > 0 1 saglayan degerler igin) bir i boyutlu yildiz-gekilli bolgede bir yardimer

harmonik vektor fonksiyonu tarafindan (6.2) probleminin ¢ozimind temsil edebilecegini

gordiik
— = —

Uyar1 6.1.5 Teorem 6.1.9 de h yerine h = 32 h kullambrsa (6.4) ve (6.5) temsil
formdiller:

1 —~ —~ —~
V(7)) = —3°1 <:I: div h (F)+ 2 Xrotﬁ(?)) —I—ﬁ(?),

—4dv

4 —~
p(T) = —3_4Udivﬁ<?)

sekline déndigtiriulir. Bu denklemlerde v = 0 alirsak Stokes fonksiyonlarimin durumunu

ve Kratz (1991) de Teorem 2 de verilen bunlarin kesin temsillerini elde ederiz.

Temsil teoremlerinin genellestirmesini tamamlamak i¢in Teorem 6.1.3 tin iki boyutlu

kargiligini géz oniine alacagiz.

Teorem 6.1.6 O C R? bir bilge ve v € R, v # 1,1 olsun. v € (5(Q) vep € 1 (Q)

fonksiyonlary (6.1) denklemlerini saglarlar ancak ve ancak

T(F) - —% (7 div 0 (F) + T ot B (7)) +(1—20) T (7) (6.13)
p(T) = —2divh (T), T €9 igin (6.14)

olacak sekilde bir W € Cy (Q) harmonik fonksiyonu vardar. T harmonik fonksiyonu tektir

ve T € Q igin

—

R (E) = o <7 (7) - - <p<?>? B ?Lm?(?))) (6.15)

elde edilir.
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Ispat. Kratz (1991) de de kullamldigy gibi

div(ez) = 204+ 7.Vp (6.16)

div (21t W) = 7.(AT — VdivY) (6.17)
rot (¢7) = TtV (6.18)

rot (1ot v) = T (AT —VdivY) — 2rot v (6.19)
A(pZ) = 2Vp+ TAp (6.20)
A(ZHrrot V) = Zhrot (AV) — 2(AY — Vdiv D) (6.21)

ozdeslikleri kullanacagiz.
Ik olarak, T harmonik olmak tizere ¥ ve p, (6.13) ve (6.14) de verildigi gibi olsun. (6.20)
ve (6.21) kullanilarak

1
AT = —3 (2Vdivﬁ+?divAﬁ+?J‘rotAﬁ — QAE)—I-QVdiVE))
—
+(1—-2v)Ah

.
= —2Vdiv h =Vp

bulunur ve (6.16), (6.17) den diverjans igin

—

1
vy = —5 (zdivﬁ L FVdivh + AT - ?.Vdivﬁ) L1 -2w)divh

N
= —2vdivh =vp

elde edilir. Boylece v ve p, (6.1) denklemlerini saglar.
Simdi @ ve p nin (6.1) denklemlerini sagladigini kabul edelim. Buradan rot AT =0
N

elde edilir. Ayrica (v — 1) Ap = 0 ve bu yiizden, v # 1 oldugundan, Ap = 0 dir. h
fonksiyonu (6.15) ifadesinde verildigi gibi olsun. (6.20) ve (6.21) den

Iy [A7_1<zvp+?ap— ! (?meﬁ_mﬁmv(ﬁm)ﬂ
1—-2v 4 1—v
1 1 1
= 1"% le—Z<2V —:(21/Vp—2Vp)>] =0
bulunur ve dahas1 (6.16) ve (6.17) den
vl o= dim_l<2p+?.vp—L(?.Aﬁ_?voﬁm))]
1-2v| 4 1—v
1 [ 1 . 1
= T35, up—1<2p—|— r.Vp— — (¥.Vp—vx Vp)>]
1 1 1
T 1-w ”_ﬁlp:_ﬁp
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elde edilir. Bu, W harmonigi ile (6.14) i verir. (6.18) ve (6.16) dan

1 [ 1 1
R _rom_z<?L.vp—:(?L.(M—Vdivm_mm))]
= L w7 (7 (V- V) - 210 T)
1-2v| 4 1—v
1 [ 1 1
= l— ———|rot v = ———r10t v
I1—2v | 2(1-v) 2(1—v)

elde edilir. (6.15) ile son denklemleri birlestirir ve

1 1

1
—= (?divﬁ—l—ﬁdmtﬁ) =-p7 ———— T otV =T — (1—21/)%)
2 4 4(1—-v)

esitligini kullanirsak (6.13) elde edilir.

— —
Tekligi ispatlamak icin h 1 ve h 9 harmonikleri ile
1 1
—5 (? div ﬁl + 7t rot Fl)—l—(l — 2v) ﬁl =3 (? div ﬁg + 7t rot Fg)—l—(l — 2v) ﬁg

esitligini goz oniine alalim. hg:= h1— hoolsun. Ahg=0 ve

1
-3 (? div 71 o+ T+ 1ot FO) F(1—2) Ho=0 (6.22)

elde edilir ve buradan diverjans ve rotasyon alarak
— —
vdiv hg=0ve (1—v)rot hg=0

bulunur. v # 1 oldugundan rot ﬁo = 0 sonucuna ulagilir. Eger v # 0 ise, o zaman ayrica
div ﬁo = 0 elde edilir. Bu (6.22) iginde yerine yazilirsa (1 — 2v) ﬁo =0 olur. v # %
oldugundan ayrica ﬁo = 0 bulunur Eger v = 0 ise, kesin olarak Kratz (1991) de Teorem

1 de oldugu gibi, baz1 v € R i¢in ﬁo = ~% esitligine sahip oluruz. Bu ispati tamamlar.

Uyar1 6.1.7 Teorem 6.1.6 iginde v = 0 aliarsa. Kratz (1991) den iki boyutlu Stokes

fonksiyonlarimn temsil teoremlerine ulasilir.
6.2 CESITLI TEMSILLER ARASINDA BAGLANTILAR

Kratz (1991) Uyar 2 de ifade edildigi gibi, iki boyutlu Stokes fonksiyonlar, ii¢iincii bilegen
sifir alinarak ve diger iki bilesen {iciincii koordinata bagl olmamak iizere ii¢ boyutlu
Stokes fonksiyonlar1 olmalarina ragmen, Stokes fonksiyonlar: icin Onerme 5.2.1 de verilen

tic boyutlu temsil formiilleri Onerme 5.1.2 de verilen iki boyutlu formiillere indirgenemez.
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V= (v (), vy (?))T € Cy () vep=p () € C(Q,) fonksiyonlar: iki boyutlu yildiz-
sekilli bir Q, bélgesinde (6.1) denklemlerini saglasin. Bu durumda zz = 0 ve v3 (?) =0

alinarak
V() = (v (w1, 22,0) vy (1, 29, 0) 70)T ve p (7') 1= p (21,22, 0)

ifadelerini tanimlariz. Aym zamanda bu fonksiyonlar herhangi bir {i¢ boyutlu yildiz-sekilli
Q bolgesinde (6.1) denklemlerini saglar ve z3 = 0 diizlemi ile Q bolgesinin kesigimi €,

bolgesidir. ©v* ve p* fonksiyonlarim kullanarak Teorem 6.1.3 de verilen (6.6) ve (6.7)

N
yardimi ile h* ve ¢ fonksiyonlarim tanimlariz. z3 = 0 igin

—
T

) Torot v () . o
NN RN r+rot v (7))
Ty | X1t V() = | —zyrot W (T) | =
0

0 0
elde edilir. (6.6) tamminda bu yerine yazilirsa
—, 2 v (7 1 p(7) 7 1 Ttrot W (7))
h* (x1,29,0) = — - —

3 —4v 0 4 0 1—v 0

elde edilir ve bu acik bir gsekilde iki boyuta kisitlanirsa

— 2

Fo(#) = s {7@_1 [p@)?_ = wmm(?)”.

- =
bulunur. Burada h,, h* in birinci ve ikinci bilegseninden olusan vektorit tanimlar.

Eger v (7') ve p (7' fonksiyonlari ile Teorem 6.1.6 kullanilirsa bu durumda (6.15) den,
yardimci harmonik fonksiyon i¢in

1 1 1
W(E) = {7(?) . [p@)?_ 1 ?Lm?(?)”

— UV

esitligine ulagilir.
Bu formiiller, eger (6.1) fonksiyonlar: iki boyuta kisitlanirsa, Teorem 6.1.3 iin Teorem
6.1.6 daki gibi benzer yardimci harmonik fonksiyonu {iretmedigini gosterir. Fakat bu

harmonik fonksiyonlar arasinda
3
<5 - 21/> B (T)=(1-2) K (T)
basit baglantisina sahip oluruz ki bu da onlarin birbirinin sabit katlar1 oldugunu gosterir.
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Uyar1 6.2.1 (6.1) denklemlerinin ¢ozimlerinin iki ve ¢ boyutlu temsilleri arasindaki
baglantuyr gézlemlemek icin baska bir yol vardar.
V' we p, bir dg boyullu yldiz-sekilli Q bélgesinde (6.1) denklemlerini saglasn. (6.6)

tarafindan Teorem 6.1.3 deki yardimcr harmonik fonksiyonu
H(@) = ( () b (F) s (7))

seklinde belirlensin ve

W (T) = (hy (w1, 9,0) , by (1, 79,0) , 0)"

fonksiyonunu tanimlayalim. Karsilk gelen harmonik fonksiyon (iki boyuta kisith)

—

h* (l‘l,xQ) = (hl <x17x270> > h? (Z‘l,xg,O))T

olsun.

0
rot 1 * (7) = 0 ve div I * (7)) = div 7. (21, x9)

—
rot b, (x1,x2)

elde edilir. (6.4) ¢ boyutlu formilinin sag tarafinn ilk terimi iginde ﬁ* Yl yerine

- "
yazahm ve ayrica x3 =0 olsun. «, = (x1,x9)" notasyonu da kullamlmak dzere

I1 L2
7 div * (') + 2 x rot n () = zy | div 7. (x1,29) + | —mzq | rot 7. (21, 29)
0 0
Todiv iy (T) + Throt 7, (T)
0

dir. Bu yontem ile (6.4) in iki boyutlu bir kisitlamasim elde ederiz.
Uyar1 6.2.2 Bu bir

1 3
V() = (Fodiv B (7 + Frot B (7)) + <§ _ 2,,) T (T

fonksiyonunu verir ve bu fonksiyon, x3 = 0 dizlemi ile Q yildiz-gekilli uzaysal bolgesinin

kesigimi olan Q. bolgesinde, p, (') := —2div h. (T'.) karsilik gelen fonksiyonu ile bir-
likte,

— s = 1
AV, =Vp, ve div v, = <I/—Z>p*
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denklemlerini saglar. Béylece, Teorem 6.1.3 de verilen v € R degeri i¢in temsil formiil-
lerinin iki boyutlu ksitlanisgindan (yukarida tarif edilen yol ile) v yerine v — 4—11 degeri
alinarak Teorem 6.1.6 ya karglik gelen formillerin elde edilecegini gormig olduk: (ayrica

Teorem 6.1.6 da v # % iken Teorem 6.1.8 de v # % oldugunu gozlemleyiniz.)
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