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BOLUM 1

GIRIS

Carleman kestirimleri bir eliptik denklem i¢in Cauchy probleminin ¢oziimiiniin tekligini
ispatlamak amaciyla Carleman (1939) tarafindan ortaya konulmug ve ardindan Carle-
man kestirimi ve uygulamalar1 alaninda énemli ¢aligmalar yapilmigtir (Hérmander 1963,
Treves 1970, Taylor 1981, Héormander 1985, Egorov 1986, Imanuvilov 1995, Fursikov and
Imanuvilov 1996, Tataru 1996, Eller and Isakov 2000, Imanuvilov et al. 2009).

Kismi tiirevli diferensiyel denklem igin bir ters problem verildiginde ¢oziimiin tekliginin
aragtirilmasi, kararlilik kestiriminin yapilmasi ve yaklagik ¢oziimiin elde edilmesi 6nemli
ii¢ meseledir. Ters problemler teorisinde Carleman kestirimleri, ilk olarak ¢ok boyutlu ters
problemler icin global teklik sonuclarinin ispatlanmasi amaciyla kullanilmig ve bu prob-
lemler igin Holder kestirimlerinin ispatlarinda da uygulanmigtir (Bukhgeim and Klibanov
1981, Klibanov 2000), daha sonra ters problemlerin ¢oziimiiniin tekliginin ve kararhliginin
aragtirilmasina yonelik bu kestirimlerden yararlanilmigtir (Isakov 1990, 1993, Imanuvilov
and Yamamoto 1998, 2001, Isakov 2004a, b, 2006, Yamamoto 2009). Ayrica kotii konul-
mug Cauchy problemleri ve ters problemler i¢in Lipschitz kararliliginin ispatlanmasinda
ve uygulama acgisindan onemli olan, yaklagik ¢oziim yontemlerinin ortaya konulmasinda

da Carleman kestirimlerinden yararlanilmaktadir (Klibanov and Timonov 2004).
1.1 TEZIN KAPSAMI VE ONEMI

Bir ters problem, kotii konulmus olmasina ragmen, eger ¢oziimlerin bir sinifi énsel (apri-
ori) simrli bir kiime ile simirlandirilabilirse, kararhlik analizinin yapilabilmesini saglayan
kosullu kararlilik kestirimlerinin ispat edilebilmesi miimkiin olur. Uygulamada, bu tiir
bir onsel siirli kiime fiziksel olarak kabul edilebilir bir kisitlanig kiimesi olarak yorum-
lanabilir. Kosgullu kararlilik sadece teorik olarak degil ayni zamanda kararli ntimerik
yontemler icin de onemlidir. Kosullu kararliligi ispatlamak i¢in bir¢cok metot vardir ve

Carleman kestirimi bu metotlardan biridir.



Carleman kestirimi teorisinin incelenmesi ve kismi diferensiyel denklemler igin ters prob-
lemlere uygulanmasi 6nemli ve genel bir konu olmakla beraber, bu calismada transport
denklemler i¢in Carleman kestirimleri ve ters problemlere uygulamalari, (Klibanov and
Pamyatnykh 2006, Machida 2011, Machida and Yamamoto 2012) ¢aligmalarindan yarar-

lanilarak ele alinacaktir.
1.2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu kisimda, bu ¢alismada gerekli olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 1.1 (Kuvvetli Yakinsaklik) F bir normlu lineer uzay ve ( f,,) , F nin elemanlarin-
dan olusan bir dizi olmak tizere, m — oo iken || f, — f|| — 0 oluyor ise (f,) dizisi f € F

elemanmina kuvvetli (norma gore) yakinsaktur denir (Mikhailov 1978, s. 65).

Tanim 1.2 (Tam Uzay) F bir normlu lineer uzay olmak tzere F nin elemanlarindan

olusan her bir temel dizi F nin bir elemanina yakinswor ise F ye tam uzay denir

(Mikhailov 1978, s. 65).

Tamim 1.3 (Banach Uzayr) Tam normlu bir lineer uzaya Banach uzay denir (Mikhailov

1978, s. 65).

Tanim 1.4 (Her Yerde Yogunluk) M C F olmak iizere, her bir f € F igin, M nin
elemanlarindan olusan bir (f,,) dizisi [ ye yakinsayacak sekilde varsa, M kiimesine F de

her yerde yogundur denir (Mikhailov 1978, s. 66).

Teorem 1.1 (Bunyakovskii (Cauchy-Schwarz) Esitsizligi) H bir lineer uzay ve hy, hy €
H i¢in (hy, he) bir i¢ ¢carpim olsun. Bu durumda her hy, hy € H i¢in

(R, ho)|? < (e, ) - (ha, ha)
esitsizligi saglanwr (Mikhailov 1978, s. 66).

Tamim 1.5 (Hilbert Uzayn) Uzerindeki i¢ carpvm ile tanamlanan ||h| = \/(h, h) normuna
gore tam olan bir lineer uzaya Hilbert uzay denir (Mikhailov 1978, s. 66).

Tanim 1.6 (Zayf Yakinsaklk) H bir Hilbert uzayr ve (h,,), H mn elemanlarindan
olugan bir dizi olmak iizere, her f € H i¢in m — oo iken (hy,, f) — (h,f) oluyor

ise (hy,) dizisi h € H elemanmina zayf yakinsaktir denir (Mikhailov 1978, s. 67).



Tamim 1.7 (Ortonormal Sistem) hy, ha,...;hp,... € H olmak dzere, ||hi|]] = 1, i =
1,2,...,m,... ve (hjyh;) =0 i # j, 4,5 =1,2,...,m,... ise {hy,ho, ..., hy,, ...} sistemine
ortonormaldir denir (Mikhailov 1978, s. 68).

Tanim 1.8 (Tam Sistem) hy, ho, ..., hyy,, ... € H olmak dizere, (f,h;) =0,i=1,2,....,m, ...

yalnizea f = 0 olmast durumunda mimkin ise {hy, ha, ..., by, ...} sistemine tamdur denir.

Tanim 1.9 (Lineer Operatér ve Lineer Fonksiyonel) X veY aynu cisim tizerinde tanvml
herhangi ki lineer uzay olsun. X in bir Dy lineer alt uzayindan Y nin i¢ine taniml

A:f—g=A(f) = Af doniigimi, her fi, fo € Da ve ¢1,cy € R(C) igin
Alerfr + cafa) = aAfi + 2 Afy

esitligini saglyor ise A ya Dy C X kiimesinden Y nin i¢ine bir lineer operatordir denir.
Y lineer uzayimin R ya da C olmast durumunda A ya lineer fonksiyonel denir (Mikhailov

1972, s. 712).

Tamim 1.10 (Swrl Operator) X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay olsun. A, X in
bir Dy lineer alt uzaymndan Y nin i¢ine tanwmily bir operatér olmak tizere, her f € Dy
¢m

[Afl <Cf

olacak sekilde bir C > 0 sayist varsa A operatorine simarldir denir (Mikhailov 1978, s.
78).

Tamim 1.11 (Sirekli Operator) X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay ve A, X in
bir D, lineer alt uzaymndan Y nin i¢ine tanamly bir operator olsun. A operatoric X in
normuna gore bir f € Dy elemanmina yakinsayan D min elemanlarindan olusan bir (fy)
dizisini, Y nin normuna gore Af ye yakinsayan bir (Afy) dizisine donistiriyorsa, A

operatorine sireklidir denir (Mikhailov 1978, s. 73).

Tanim 1.12 (Eslenik Operator) H bir Hilbert uzay, ve A : H — H seklinde, H da her
yerde yogun bir D kiimesi tizerinde taniml olsun. D« C H kiimesi ise her bir g € D s«
icin, bir h € H elemam, her f € Dy i¢in (Af,g) = (f,h) esitligini saglayacak sekilde var
olan bir kiime olsun. D s+ tizerinde tanimli, her bir g € D s« elemanina bir h = A*g € H

elemanina her f € D4 i¢in

(Af,g) = (f,A%g)



olacak sekilde esleyen A*operatérine A operatorinin eslenigi denir. Eger A = A* ise A

operatorine oz-egleniktir denir (Mikhailov 1978, s. 76).

Tanim 1.13 (Kompakt Kime) H bir Hilbert uzay, ve M C H olsun. M nin eleman-

larindan olusan her dizi H da temel dizi olan bir alt diziye sahipse M ye kompakttir denir

(Mikhailov 1978, s. 79).

Tanmim 1.14 (Kompakt Operator) X ve Y herhangi iki normlu uzay olsun. Bir A : X —

Y operatori lineer ve her sinarly M C X kiimesinin A(M) gorinti kimesi relatif kompakt

yani A(M) kapamg kiimesi kompakt ise A ya kompakt operator denir (Kreyszig 1989, s.
405).

Tanim 1.15 (C*(Q) Uzay) Q C R™ bélgesi dizerinde tanvml ve k negatif olmayan bir
tamsayr olmak tizere k. mertebeye kadar siirekli kismi tiirevlere sahip tim fonksiyonlarn
kiimesi C*(Q) ile ifade edilir. f € C*(Q), a = (a1, qy,...,a,) bir multiindeks (a; €
7zt U{0},i=1,2,....,n) ve |a| = a1 + az + ... + a,, olsun. Bu durumda

D°f(x) = 0°f () = 022 0252...92°" f ()

- a1 )
0x]* 0y ...0xom

f fonksiyonunun kismi tiirevlerini ifade eder ve D* f(x) = {D*f(x)| |a| =k} kiimesi f
fonksiyonunun mertebesi k olan tim kismi tirevlerin olusturdugu kimedir (Evans 1997,

s. 617).

Tamim 1.16 (C5°(Q2) Uzayr) C°(R2), Q dzerinde tansmly sonsuz defa diferensiyellenebilir

ve supportu (suppp(x) = {z:x € Q,p(x) #0}) Q mn kompakt alt kiimesi olan tim
fonksiyonlarin olugturdugu kiimedir (Mikhailov 1978, s. 10).

Tanmim 1.17 (Genellesmis Fonksiyon) C§°(SY) dzerinde asagidaki yakinsaklik yardvma ile

verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzayr denir ve D(Q) ile gosterilir.

Eger

(a) Oyle bir K C Q kompakt kiimesi vardur ki her k € N igin suppp, C K,

(b) Her a = (a1, g, ..., ) ve k — oo iken D%pp(x) — D%p(z), yakinsamasi Q bol-
. o _ D(Q) .

gesinde diizgiin ise k — o0 i¢in @, — @ yakinsar denir.

D(Q) topolojik uzayinda tanimly stirekli, lineer fonksiyonellere genellesmis fonksiyon denir.

Genellesmig fonksiyonlar sinafs D'(Q) ile gosterilir (Viadimirov 1984, s. 81).



Tanim 1.18 (Genellesmis Tiirev) f € D'(Q)) olmak iizere, f genellesmis fonksiyo-

nunun D®f (genellesmis) tiirev,

(D*f.9) = (=) (£,D%), ¢ €D(Q)
esitligi ile tanamlanar (Viadimirov 1984, s. 94).

Tamim 1.19 (C(Q ), C*¥(Q ) Uzaylar) C(Q ), Q dizerinde siirekli tiim fonksiyonlarmn
olusturdugu kiime, C*(Q ), k = 1,2,... , Q dizerinde k. mertebeye kadar tiim tiirevleri
stirekli olan tim fonksiyonlarin olusturdugu kiimedir. Bu kiimelere ait bazi onemli ozel-
likler asagida verilmistir (Mikhailov 1978, s. 101);

(a) C(Q) ve CF(Q) lineer uzaydir ve C*(Q ) C C(Q),

(b) C(Q), iizerinde tanimlanan

gy = mak
”f”C(Q) Wigﬁﬂf@”

normuna gore bir Banach uzayidar,
(c) C¥(Q1), iizerinde tanamlanan
1flex@ = > maks |D°f ()]
<k
normuna gore bir Banach uzayidar,
(d) C(Q) ayrilabilir uzaydwr (rasyonel katsayl tiim polinomlarn olusturdugu sayilabilir

bir kiime C (€2 ) da her yerde yogundur).

Teorem 1.2 (Ostrogradskii Formiilii) 0Q€C? olmak iizere Q tizerinde bir
A(x) = (A1(x), Ag(2), ..., An (7)) vektorii tammlansin ve A;(z) € C(Q ) N CLHQ),
1=1,2,...,n olsun. Bu durumda

AdNA@Mx:/mA@)M@dS

o0N

olur, burada n, 02 min dig normal vektoridir (Mikhailov 1978, s. 103).
Teorem 1.3 (Gauss-Green Formiili) 00€C* ve f € CY(Q ) olsun. Bu durumda

Lhﬂzéﬁwﬁ

esitligi saglanr, burada n; = cos(n,x;), 02 yizeyinin dig normali olan n ile x; ekseni

arasindaki agiman kosintsidir (Evans 1997, s. 627).



Teorem 1.4 (Green Formiilleri) O0€Ct ve f,g € C*(Q ) olsun. Bu durumda Vf =
(faors fanyeos fun)s OAF =D fo,e, ve m, 0 ylizeyinin dig normali olmak tzere asagidaki

=1

esitlikler saglanar (Evans _1997, s. 628);

(a) [, Afdz = [,V fndS,

(b) [V Ngde = [,,gVfndS — [, gAfdz,

(c) [o9Afdz — [, fAgdz = [,, gV fndS — [,, [VgndS.

Tanmim 1.20 (O ve o gésterimi)
(a) xo a yeterince yakin x degerleri icin |f(x)| < C'|g(x)| olacak sekilde bir C sabiti varsa
x — xg tken f = O(g) yazlr.

(b) lim @) =0 ise x — xg tken f = o(g) yazlr (Evans 1997, s. 620).

w0 |g(w)|

Teorem 1.5 (Gronwall Egitsizligi) f(t) negatif olmayan, [0, T] aralginda integrallenebilir

bir fonksiyon olsun ve hemen hemen hert icin, Ci,Cy > 0 sabit olmak tizere

t
f(t) S C’l/f(s)ds + CQ
0
egitsizliging saglasin. Bu durumda hemen hemen her 0 <t < T i¢cin
f(t) < Cy (1 + Cyte™)

olur (Evans 1997, 5.625).

Teorem 1.6 (Lebesque Teoremi) {fi},.., fonksiyonlar: integrallenebilir, hemen hemen
her yerde fi, — f ve integrallenebilir bir g fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde |fr| < g
olsun. Bu durumda

/n frdr — fdx

R

olur (Evans 1997, s. 648).

Tamm 1.21 (L1(Q), L*(Q) Uzaylar) L'(Q2), Q dizerinde Lebesgue dlgiilebilir ve integ-
rallenebilir tiim fonksiyonlarin olusturdugu kiime, L?(Q), Q dizerinde Lebesque dlciilebilir
ve (modiliinin) karesi integrallenebilir tim fonksiyonlarin olusturdugu kiimedir. Bu kii-

melere ait bazi onemli ozellikler asagida verilmistir (Mikhailov 1978, s. 105);



Tanmim 1.22 (a) L'(Q) ve L*(Q) lineer uzaydur ve Q simarh bir bélge ise C(Q) C L*(Q) C
LY(9),

(b) LY(Q), iizerinde tanimlanan

1 llore = / (@) de

normuna gore bir Banach uzayidar,

(c) L*(Q), iizerinde tanimlanan

(f1, 2) 120 /f1

i¢ carprmana gore bir Hilbert uzayidir, bu i¢ carpim ile tanimlanan norm

1/2
||f||L2(Q) = (/Q |f($)|2d:(:>

bicimindedar,
(d) C(Q) ve CC(Q ) uzayr, L'(Q) ve L2(Q) da her yerde yogundur,
(e) L*(QY) ve L*(Q) ayrilabilir uzaydar.

Tanim 1.23 (L>(Q) Uzay) L>=(QY), 2 tzerinde Lebesque ol¢iilebilir ve modilinin esasl
(essential) supremumu sonlu olan tim fonksiyonlarn olusturdugu kimedir (Evans 1997,

s. 618).

Tamim 1.24 (H*(Q) Uzaylar) H*(Q), kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellesmis
tirevleri L*(Q)) ya ait olan tim fonksiyonlarn olusturdugu kiimedir. Bu kiimeye ait baz
onemli ozellikler asaguda verilmistir (Mikhailov 1978, s. 121);
(a) H*(Q) lineer uzaydir ve H°(Q) = L*(Q),
(b) H*(Q), tizerinde tanimlanan
(f1, f2) HE(Q Z / DaleafzdI
| <k
i¢ carprmana gore bir Hilbert uzaydir, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm
1/2

1 ey = / D f[? da

<k

bicimindedar,

(c) 00 € C* ise C®(Q) uzay, H*(Q) da her yerde yogundur,
(d) 9Q € C* ise H*(Q) ayrilabilir uzaydar.



Tamm 1.25 (H*(Q) Uzay) H*(Q), CF(Q) uzayma ait ve Q bilgesi ile 9Q yiizeyinin bir
komsulugunun arakesitinde sifir olan tim fonksiyonlarin olusturdugu kiimenin kapanigidir

(Mikhailov 1978, s. 131).

Teorem 1.7 (Iz (Trace) Teoremi) Q swinarl bir bilge ve 9 € Ct olsun. Bu durumda

swnarly bir lineer
T: H(Q) — L*(09)

operatori asagqdaki 6zellikleri saglar;

(a) Ejer f € H\(Q)NC(Q ) ise Tf = flyg

(b) Her bir f € HY(Q) i¢in 1T fllr200) < C I f i) dor, burada C > 0 sayist sadece <
ya bagl olup f den bagimsizdar.

T operatériine iz operatort, T f ye f fonksiyonunun 0S) izerindeki izi denir ve | T f|| » 09)

£l z2(aq) ile ifade edilir (Evans 1997, s. 258).

Teorem 1.8 Q sinurl bir bilge, 9 € C* ve f € HY(Q) olsun. Bu durumda f € H* ()
olmasu i¢in gerek ve yeter kogul 092 tizerinde T'f = 0 olmasidir (Mikhailov 1978, s. 142).

Teorem 1.9 (H'(QY) da Kismi Integrasyon) f,g € HY(Q) ve 02 € C! olsun. Bu du-

rumda

/fwigdx: fgnidS—/fgxidx, (1=1,2,..n)
Q o9 )

kismi integrasyon formiili saglanir, burada n; = cos(n, x;), 0 yizeyinin dig normali olan
n ile x; ekseni arasindaki acinin kosinisi ve yukardaki esitligin sag tarafinda yer alan
0f) dizerinde alinan integral i¢indeki f ve g, OS2 dizerinde f ve g fonksiyonlarinin izidir

(Mikhailov 1978, s. 139).

Tamim 1.26 (Hadamard Anlaminda Iyi Konulmus Problemler) U ve F metrik uzaylar,

AU — F operator olmak iizere,
Au=f (1.1)

olsun. (1.1) denkleminin asagidaki ozellikleri saglayan ¢ézimiinin bulunmasy problemine

(U, F) uzay ¢ifti i¢in Hadamard anlaminda i1yi konulmug problem denir;



1) Her f € F i¢in U uzaynda problemin ¢éziimii vardar,

2) Coziim U uzayinda tektir,

3) Kosullar F uzayinda az degistiginde ¢oziim de U uzayinda az degisir (kararllik kosulu)
(Lavrent’ev et al. 1986, s. 26).

Bu sartlardan herhangi birinin saglanmamast durumunda problem, (U, F) uzay ¢ifti igin
Hadamard anlaminda kéti konulmus problem olarak adlandwrilir. Bir (Uy, Fy) uzay ¢ifti
icin yi, baska bir (Us, Fy) uzay ¢ifti icin koti konulmus probleme (Us, Fy) de zayf kéti
konulmus problem denir. Tim uzay ciftlerinde koti konulmus probleme kuvvetli kétii

konulmus problem denir.

Iyi konulmus problem tanmmi 20. yiizyiin baslarinda Hadamard tarafindan verilmistir.
Hadamard’a gore kotii konulmus problemler yardim ile, reel fiziksel anlami olan pratik
olaylar tanimlanamaz. Ciinkii pratikte her zaman kosullar belirli bir hata pay: ile verilir.
Bu hatali kogullar kullanilarak bulunan ¢oziim, kesin ¢oztimden ¢ok farkli olabilir ve bu da
pratikte yanlis sonuclara neden olabilir. Bu nedenle bir cok matematik¢i tnceleri sadece
Hadamard anlaminda iyi konulmus problemlerle ilgilenmislerdir. Ancak pratikteki bir
¢ok problem Hadamard anlaminda kotii konulmug problemlere doniiserek matematikgi-
lerin karsisina ¢ikmistir ve Tikhonov, Hadamard anlaminda kotii konulmus problemlerin

gerekliligini ortaya koymusgtur (Tikhonov and Arsenin 1979).

Tanim 1.27 (Tikhonov Anlaminda Iyi (Sarti iyi) Konulmus Problemler) (1.1) denk-
leminin asagidaki ézellikleri saglayan ¢ozimiinin bulunmasy problemine sarty 1yi (dogru)
konulmusg problem veya Tikhonov anlaminda 1yi konulmug problem denir;

1) Problemin ¢oziimi var ve belirli bir M C U kiimesine aittir,

2) Problemin ¢ozimi M de tektir,

3) Problemin ¢ozimi M de kosullara stirekli bagimlidir, yani ¢ézimi M kimesinin digina
ctkarmayan kosullar F' metrik uzayimnda sonsuz kii¢iik bir degigiklige ugradiklarinda prob-
lemin ¢ozimi de U metrik uzayinda sonsuz kiigiik degigir (Lavrent’ev et al. 1986, s. 27).
M kiimesine problemin dogruluk kiimesi denir ve M genellikle kompakt bir kiime olarak

segilir.
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BOLUM 2
CARLEMAN KESTIRIMLERI

Carleman kestirimi, bir kismi diferensiyel denklemin ¢oziimii i¢in biiyiik parametreli bir
L2-agirhkl kestirimdir. Bu boliimde ilk olarak ikinci mertebeden bir lineer diferensiyel
operator igin Carleman kestiriminin tanimi verilecek olup (Klibanov and Timonov 2004)
daha sonra transport denklem ve transport denklem i¢in Carleman kestiriminin elde edilisi
ifade edilecektir. Ayrica, elde edilen bu kestirim yardimiyla duragan olmayan transport
denklem igin bir Cauchy probleminin Lipschitz kararliliginin ispati verilecektir (Klibanov

and Pamyatnykh 2006).

2.1 GENEL CARLEMAN KESTIiRiMi

G C R" parcal diizgiin OG smirma sahip smirl bir bolge olsun. Ikinci mertebeden
A (z, D) lineer diferensiyel operatorii G' de
A(x,D)u = Zaa (x) D%u
laj<2
ve A operatoriiniin bag kismu A (x, D), G de
Ao (z,D)u = Z o () D%
|a|=2
seklinde tanimlansin. A operatoriiniin bag kismindaki katsayilar diizgiin, |a| = 2 igin
a, € C (@), ve diigiik mertebeden terimlerin katsayilar1 G de siirekli olsun, || < 1 igin

a, € C* (G) olsun.

I' C 0G, 0G smirimin bir parcast olsun. I', A operatoriiniin karakteristik olmayan bir
yiizeyi oldugu kabul edilecektir. I' iizerinde verilenlere gére Cauchy problemi agagida

ifade edilmigtir.
Problem 2.1 G de

Au=f

11



denklemi ve

0
ulp = p(z) ve 0—2 ) = q(z)
kosullar altinda u € C? (G) fonksiyonunun belirlenmesi problems.

Burada n, I iizerinde birim dig normal vektordiir. {t = 0} durumunda verilen Cauchy
sartlar1 altinda parabolik ve hiperbolik kismi diferensiyel denklemler i¢in klasik Cauchy
problemlerinden farkli olarak, burada ifade edilen Cauchy problemi kotii konulmus ola-

bilir.

¢ > 0 bir sabit ve p € C? (G) olmak tizere

o= {reCip@) =}

ve

Ge={zx€eG:p(x)>c}

olarak tanmmlansin. G. # () ve G, da |[Vy| # 0 olsun. G nin s
0G. =T.Uep,

seklinde iki kisimdan olusur, burada I'. C I', I min bir parcas: ve I'. = I' N {¢ > ¢} dir.

p=cC

Q

Sekil 2.1 G, kiimeleri ve €.

Kolaylik acisindan ¢ = 0 alinirsa
GOZ{Z'EGZQO(ZB)>O}, 8G0:F0U{<,0:0}
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elde edilir. Boylece x € Ty igin ¢ () > 0 olur. ¢ fonksiyonu minimum degerini ¢, seviye

yiizeyi tizerinde alir, yani

:?elgi"p () = ¢ (2)| e om0y = O-

Bu durum Carleman kestirimleri i¢in olduk¢a énemlidir.

Bir A > 0 parametresi icin

C (z) = exp [\p (z)]
olarak tamimlansin.

Tanim 2.1 Aj operatéoriniin katsaylarina, ¢ fonksiyonuna ve G bélgesine bagl yeterince
biiyiik bir Ao = Xo(Ao, @, Go) parametresi, her X\ > \g ve tim u € C? (Go) fonksiyonlar:
icin Gy da

(Aou)* C? > K (A |Vul> + Nu?) C2 + V- U (2.1)

kestirimi saglanacak sekilde var olsun, burada K > 0 sabiti \y ile ayni parametrelere bagl,

A ve u dan bagimsiz olup U vektor fonksiyonu
U < KX (|Vul” +u?) C? (2.2)

kestirimini saglar. (2.1) kestirimi Ay operatori i¢in noktasal Carleman kestirimi ve C' (x)

fonksiyonu Aqy operatiri i¢in Carleman agirlik fonksiyonu olarak adlandirilar.

(2.2) kestiriminden

ou _
ulp, = anl = 0ise Ul =0 (2.3)

o

elde edilir.
2.2 TRANSPORT DENKLEMIi

Transport denklemi, parcacigin taginmast ile ilgili bir ¢ok fiziksel siirecin modellenmesinde

kullanilir (Case and Zweifel 1967).
Transport denklemi en genel formda

ut—i—v-Vu—i—a(x,t,v)u+/g(w,t,v,u)u(m,t,u)dau:F(x,t,v) (2.4)

]Rn
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olarak ifade edilebilir. Burada z € Q C R" bir uzaysal degisken, v € R" parcacik

hizinin bir vektorii, ¢ € (0,7) zaman, u (z,t,v) parcacik akiginin yogunlugu, a (z,t,v)

sogurulma (absorption) katsayisi, F' (z,t,v) kaynaklarin agisal yogunlugu ve g (x,t, v, 1)

sagilim g¢ekirdegidir.

Bu boliimde

ut—i—v-Vu—l—a(x,t,v)u+/g(x,t,v,u)u(m,t,p)dau - F(lE,t,?}) (25)
Sn

duragan olmayan (zamana baglh) transport denklemi ele alinacaktir, burada x € Q C R,

veS"={veR": |v] =1} dir (Case and Zweifel 1967).

Duragan (zamandan bagimsiz) transport denklem de fiziksel siireglerin modellenmesinde

onemlidir. Zamana bagh tiirevin énemsenmemesi sonucu (2.5) denkleminden

v- Vu+a(x,v)u—|—/g(a:,v,u)u(x,u)da# = F(x,v) (2.6)
Sn
elde edilir.

2.3 TRANSPORT DENKLEMI ICIN CARLEMAN KESTIRIMI VE BIiR
CAUCHY PROBLEMI IiCiN KARARLILIK ANALIZi

Q = {zeR":|z| <R}, 5" ={veR": =1},
H = Qx 8" x (-T,T), T=0d0x 8" x (~T,T)

olsun. H bolgesinde transport denklemi

ug +v - Vu—l—a(ar,t,v)u+/g(az,t,’u,u)u(m,t,u)daﬂ = F (z,t,v) (2.7)
gn

ile verilsin, burada v € S™ pargacik hizinin birim vektorii, u (x,t,v) parcacik akiginin

yogunlugu, a (z, t, v) sogurulma (absorption) katsayisi, F' (z, t, v) kaynaklarin agisal yogun-

lugu, g (x,t,v, 1) sacthm gekirdegidir.
ulp =p(z,t,v), (z,t,v) €U [-T,T| xS (n-v)<0 (2.8)

simur kogullarn verilsin, burada (n-v), 0§ yiizeyinin birim dig normal vektorii n ve v
hizinin yoniiniin skaler carpimidir, yani bu durumda sinirda sadece giris yapan radyasyon

verilmektedir.
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(2.7) denkleminin, (2.8) siur kosulu ve ¢t = =T de verilen
U(ZL’,—T,U):(]((L’,U), <$’U)€Q><Sn

baglangi¢ kosulu ile ¢oziimiiniin aranmasi problemi transport denklem icin klasik direkt
problemdir. Bu problem icin teklik, varlik ve kararlilik sonuglarinin var oldugu bilinmek-

tedir (Prilepko and Ivankov, 1984).

q (z,v) baslangig kogulunun bilinmedigi, ancak
ulp =p(z,t,v), (z,t,v) €I x[-T,T)xS", (n-v)>0 (2.9)

ek simir kogulunun verildigi kabul edilsin, yani simrdan gikig yapan p (z, ¢, v) radyasyonu

da verilmektedir.

Boylece duragan olmayan transport denklem i¢in standart olmayan Cauchy problemi elde

edilir.

Problem 2.2 (2.8), (2.9) sinar kosullar: verildiginde, (2.7) denkleminden u (x,t,v) ¢ozi-

miinin bulunmast problemi.

Teorem 2.1 (Lipschitz Kararliigi) ay ve g1 pozitif sabitler olmak tzere, her (xz,t,v) € H
icin |a (x,t,v)| < ay ve her (z,t,v,pu) € H X S™ i¢in |g (z,t,v, )| < g1 olsun. p(z,t,v) €
Ly (D), F(z,t,v) € Ly (H) ve T > R olsun. u € CY(Q x [T, T]) x C (S™) fonksiyonu
(2.7) denklemini ve (2.8), (2.9) kosullarin saglasin. Bu durumda

el gy < K (1ol oy + 11F ] (2.10)

Lipschitz kararblik kestirimi saglanir, burada K = K (2, T, g1,a1), u, p ve F fonksiyon-

larndan bagimsiz pozitif sabittir.

Sonug 2.1 (Teklik) Teorem 2.1 deki kosullarin saglanmasi durumunda, Problem 2.2 nin

¢cozimii tektir.

Agagida Teorem 2.1 in kogullarimin saglandigi kabul edilmektedir. Teorem 2.1 in ispati

Lemma 2.2 de verilen Carleman kestirimine dayanmaktadir.

Lou=u; +v-Vu=mu; + Zvlux

=1
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olsun, burada x( € () herhangi bir nokta olsun.

Y (z,t) = v — x0|* — nt2, € (0,1) sabit
fonksiyonu tammlansin ve ¢ € (0, R) sabit olsun.
Ge (o) := {(2,t) : ¥ (z,t) > ? ve |z| < R}

ve G. := G.(0) olsun. Carleman agirlik fonksiyonu
O (2,) = exp [\ (2, 1)

seklinde tanimlansin.

Lemma 2.2 Bir n sayise n € (0,1) ve T > E olacak sekilde secilsin. Ayrica bir
¢ € (0,R) sabiti, G. C Q x (=T,T) olacak §ekgde secilsin. Bu durumda sadece G,
bilgesine bagl olan A\g = Ao (G.) ve M = M (G.) pozitif sabitleri, G. x S™ bélgesinde tiim
u(z,t,v) € C* (Ge) x C (S™) fonksiyonlar ve her A > Xo (G.) igin

(Lou)® > 2\ (1 — ) u?C?* + VU 4+ V; (2.11)

noktasal Carleman kestirimini saglayacak sekilde vardir, burada (U, V') vektor fonksiyonu

(U, V)| < MAu*C? (2.12)
V(z,t,0) =2\ (nt — (v- 1)) u?C? (2.13)

kestirimlerini saglar.

Lemma 2.3 T > R olsun.Bu durumda herhangi bir ¢ € (0, R) i¢in timn € (n, (R,T,c), 1)
icin G. C Q x (=T, T) olacak sekilde bir ny = ny (R, T, c) € (0,1) varder.

Ispat. G. bolgesinin tanimindan
G.C{Qx (-T'T)} <~ mgﬂksw(x,T) <(C?

olur, yani R? — nT? < c*oldugundan

R?— ¢

=T
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esitsizligi elde edilir. ¢ € (0, R) ve R < T oldugundan n € (0, 1) olur ve n, = n olarak

secilebilir.

Ispat. (Lemma 2.2 nin ispat1) C' Carleman agirlik fonksiyonu olmak tizere, z = uC' olsun.

Bu durumda
u=20""=zexp [A(nt* — |x|2)]
ve
u = zC' 4 22mtC?
= (2 +2\tz) C,
Up, = 2,,C" + 2z (=22;) NC!
= (2p, — 2\w2) C 1

olur. Bu durumda

z + Zn:vizmi + 2\ (7715 — Z”:Uj%) z] Cc1

i=1 j=1

L()U =

olup boylece
(Lgu)2 C? > 4\ (nt — Zvj:rj> z (zt + szzx)
=1 i=1

= d\ntzz + 4)\777521)1-2,2% — 4)\Zvjszzt
j=1

i=1

n n
—4\ E V5 E ViZZyg,
j=1 i=1

= (2wmtz?), — 22" — 2)\Zvjxj22]
-1

J t

+Z [2)\77251)1-22]% — Z [2)\ ( vjxj) viz'Q]
i=1 Jj=1 z

=1

i




elde edilir.

n
E v? =1 ve 2* = u?C?
i=1

oldugundan

(Lou)> C? > 20 (1 — ) u®C* + VU +V,

elde edilir, burada |(U, V)| < MAu*C? dir.

Ispat. (Teorem 2.1 in ispat1) 7 > R oldugundan bir ¢ = ¢ (R, T) > 0 say1st
T>R+3cve {|z] <3} C (2.14)

olacak sekilde yeterince kiigiik secilebilir. n, = n, (R, T, c/2) olarak segilsin (Lemma 2.3)

ve

o 1+770(R7T76/2)
N 2

olsun. Boylece Lemma 2.3 ten

G.yo CQUx (=T,T) (2.15)
olur. Bir kiiciik 6 = 6 (¢) € (0,¢/12) sayis1

Gejorss N[Q X (=T,T)] # 0 ve {|z] < 3e} C Q (2.16)

olacak sekilde secilsin. G, o435 C Gejoyas C Gejaps C Gejp kiimeleri 1 boyutlu durumda

Sekil 2.2 de gosterilmistir.

Sekll 2.2 G5/2+35 C G€/2+25 C G5/2+5 C GE/Q kiimeleri.

18



X (z,t) € C* ({Q x (=T, T)}) fonksiyonu

1, (z,t) € Gejayas
X (z,t) = 0, (,t) € {Q x (=T, T)}\G. /215

0 ile 1 arasinda, diger durumlarda

seklinde tanimlansin.

(2.7) denkleminden

lug +v - Vu| < K |aq |u| + / |u| do), + | F| (2.17)

Sn
elde edilir, burada ve bundan sonra K sabitleri €2, T, a; ve ¢g; e bagl, ancak A ve u dan

bagimsiz farkli pozitif sabitlerdir.

w(x,t,v) =u(z,t,v) x (x,t) olsun. Bu durumda

wy + > vy, = X <ut + Zvux> +u (xt + Zwm,)
=1 =1 =1

olur. Xy, X,,, @ = L...,n tiirevleri sadece G./215\Gec/2425 bolgesinde sifirdan farkhdir ve

smirhidir. Bu nedenle (2.17) esitsizliginden

n
wy + E ViWy,
i=1

<K [x (1l + [ lulday + 1P + (0=

Sn
elde edilir. Boylece
wet Yowwn | <K | ful+ [ foldo,+ |FT) + (1=l (2.18)
i=1 on

olur. (2.18) esitsizligi Carleman agirlik fonksiyonu ile ¢arpilip her iki tarafin karesi alimirsa

n
wy + E Vi Wy,
i=1

2
C*<K w2+/w2d0M+F2 C? + (1 — x)u*C?

Sn

elde edilir. (2.11) Carleman kestiriminden (x,t,v) € H./s, H.jo = G<ja x S™ olmak tizere

A(1—n)?w?C?* + VU +V, < K w2+/w2dau—|—F2 C? 4 (1 — x) uC?

Sn
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elde edilir. H,, tizerinde integral alimrsa ve Gauss formiilii uygulanirsa

2X (1 —n) /wQCth

H£/2

< K / w® + /deO'M + F? | C*dh + / (1 —x)u*C?*dh

H5/2 Sn HE/2
+ / (W, V)| dS (2.19)
Ma/2

olur, burada dh = dxdo,dt ve M, ;5 = 0G. /o x S™ olarak alinmigtir. A, S™ birim kiiresinin

hacmi olmak tizere
/ /deau C%dh = A / w?C%dh
H_/o \S™ He s

oldugu dikkate alinarak i¢ tarafta bulunan S™ itizerindeki integral ortadan kaldirilabilir.

Boylece (2.19) esitsizligi

2A (1 —n) /w2C’2dh

H5/2

< K / w2C%dh + / F2C%dh + (1 — ) / w2C2dh

H, )2 He o H, /o

+/ (U, V)|dS

Ma/2

seklinde yazilabilir. K/2Xg (1 —n) < 1/2 olacak sekilde \g segilirse her A > A i¢in

/\/w202dh§K /F202dh+ / (1—x)uC2dh | + / (U, V)| dS (2.20)

H, o He /o H, /o M, /o

elde edilir. (2.11) Carleman kestiriminden

/ (U V)] dS < K)\/w202d8

M, /2 M, /o

olur ve |z|* — nt? = (¢/2)* olmak iizere M. /2 tizerinde w = 0 oldugundan

/ (U, V)] dS < KA/wQOQdS = KA/szQdS

M€/2 M5/2 Mé/2
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olur, burada M, = M./» N {(z,t) : |z| = R} x S" olarak alinmigtir.

(2.20) esitsizliginin her iki tarafi icin kestirim yapilacaktir. H. 5105 bolgesinde w = u

ve H,p,35 C H. /5 oldugundan

A / w?C2dh > A / W C2dh > Ae2NE/2H30)° / u’dh
H, /o H, /o435 H,/o43s
elde edilir. Ayrica G, /o425 bolgesinde 1 — x (x,t) = 0 oldugundan
sup (1 — x) C* = 2A(e/2+28)*
HE/2

olur. Boylece

/ (1-%) w2C2dh < p2M(e/2+28)* /quh

Hs/2 H£/2

elde edilir. Bu durumda (2.20) esitsizliginden

>\€2A(€/2+35)2 / U2dh < K /F202dh+62/\(5/2+25)2 /u2dh—|—)\/p202d5

H. /2436 H, /o H, o ML,

olur. m = sup ( |z|* — nt?) olarak alnirsa
/2

2X(e/2+35)> 2
e ||U||L2(H€/2+35)

< K (ezAm HFHi ( + e2/\(6/2+26)2
— 2

2 2Xm 2
o) o) + 2 I, )

olacagindan, bu esitsizligin \ exp (2)\ (e/2+ 35)2) ile boliinmesiyle

2
||U| |L2(H€/2+35)
672)\5(5+5§)

e2Am 2 2 2Am [],[12
K (SRR ) + g ol + 27 I ) 2.21)

elde edilir. Burada H./o.35 N {t =0} C € olmasma ragmen Q # H./p,35 N {t =0}

oldugundan H, /s, 35 bolgesinin 6telenmesi gerekmektedir. |z¢| = 3¢/2 olacak sekilde o

secilsin ve G2 (20) bolgesi ele alinsin.
Gy (w0) = {(a,t) : |7 — wo|* — nt* > (¢/2)*, |2 < R}
bolgesi G. /2 nin 6telenmesi ile elde edilmistir. (2.14)-(2.16) kosullarina ek olarak

G.ja (0) C QX (=T.T), Gejpiss (10) N[Q x (=T, T)] # @
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olacak sekilde e = ¢ (R, T) ve 6 = ¢ (¢) € (0,e/12) yeterince kiigiik segilebilir.Bu durumda

Gepaizs N {t = 0} = {\x| > g + 35} no (2.22)
ve

g
G jaiss (10) N {t = 0} = {|x — o > = + 35} no (2.23)

olur. B(0,e/2+30) := {z: |x| < e/2+ 35} kiiresi igin, (2.14) kabuliinden § = 0 (¢) €
(0,€/12) oldugundan B (0,e/2 + 30) C Q olur. Simdi B C G./2435 (x0) N {t = 0} oldugu
ispatlanacaktir. B kiiresinin herhangi bir noktas1 x € B olmak {izere

3
7 — o] = || — || = Je == =80 =5 =30 > 5 +3

olur ve boylece
€
|z — 20| > 3 + 30

oldugu goriiliir. (2.23) dikkate alimrsa B C Geja135 (20) N {t = 0} olur. Bu nedenle
(2.22)-(2.23) egitliklerinden

Q = (G:/2135 U Gejay3s (20)) N {t = 0}
elde edilir. Bu durumda
Es, ={(z,t) : x € Q,|t| < 01} C (Gs/g U Ge/2 (mo))

olacak sekilde 0, € (0,7") sayis1 vardir. G/, Gej2 (79) ve Es, bolgeleri 1 boyutlu durum
igin Sekil 2.3 te gosterilmigtir.

Sekil 2.3 0G. /, diiz ¢izgi, G/ (7o) kesikli ¢izgi, Fj taral bolge.
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(2.11) Carleman kestirimi G, /s () bolgesi i¢in gecerli oldugundan (2.21) dekine benzer

bir kestirim

2
1 ’L2(He/2+35(900))

22 m —2X6(e+59)
(& €
(

2 2 22m 2
< )\ ||F||L2(H5/2($O)) + f ||u||L2(HE/2(:p0)) + € ||p||L2<M;/2(:B0))> (224>

olarak elde edilir, burada
HE/Q (l‘o) = GE/Q (.Z'O) X Sn ve Mé/Z (.To) = aGE/g (330) N {([L’,t) . ’.I" = R}

dir.
Boylece (2.21) ve (2.24) kestirimlerinden Ej, x S™ iizerinde

2
el (&5, sm)
e2/\m 9 672A5(€+56) ) " )
< K (S + Sl + e ol 2.25)

kestirimi elde edilir.

1

9 2

//u (-/I/'7 tl;v) do_vdl‘ S 251 ||u||L2(E51><Sn)
Sn Q

olacak gekilde t; € (—d1,d1) var oldugundan (2.25) esitsizliginden
//u2 (x,t1,v)do,de < N (2.26)
s5nQ

elde edilir, burada

2Am o= 2X3(e+56)

e 2 2 m 2
N=K (T WLy + N 75y + € ||p||L2(F)) (2.27)

olarak alinmugtir. ST (¢1) = 0Q x (t1,T) x S™ olmak {izere

Y (2,6,0) =u + Y vity,, (2.28)
i=1
u(z,ty,v) = wu(z,v),
U|S+(t1) = D ($7t7v)
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ve HT (t1) = 0Q % (t1,T) x S™ olsun. w nun Ly (H™" (t1)) normu igin kestirim yapilacaktir.
(2.28) 2u ile garpilip t € (t1,7T) olmak tizere 2 x S™ X (t1,t) iizerinde integrali alinirsa

///mj dm%m+///z:w dwdodr

t1 57 0 t sn o =1

/ / / WY dado,dr (2.29)

tl Sn

elde edilir. B = (viu?, vyu?, ..., v,u?) vektor fonksiyonu dikkate alindiginda

n

Z (viuz)xi =divB

=1

olur ve (2.29)

// (x,t,v) dxdo, — // (z,t1,v) dxdo, + /// (B -n)dSdo,dr
t1 S™ON
< K///vfdxdovdT—i-///de:cdavdr

t1 SmoQ t1 Sm o0
olarak yazilabilir. Burada, 02 simirindaki dig normal vektor n olmak iizere, (B - n), B ve

n vektorlerinin skaler garpimidir. |v| = 1 olmak iizere B = vu? oldugu dikkate alinirsa

//u2 (z,t,v) dzdo, // (x,t1,v) dedo, + /// 2dSdo,dr
sn 0

t1 SO0
+K ///UQdiL’dedT + ///YQdIdUUdT (2.30)
t1 S™ 00N t1 S O0N

elde edilir. (2.17) ve (2.28) kullamlarak |Y| i¢in

V| < K a1|u|+/|u|dau—|—|F| (2.31)
Sn

kestirimi yapilabilir. (2.30) ve (2.31) kestirimlerinden

//u2 (z,t,v)dedo, < // (x,t1,v) dxdo, + /// 2dSdo,dr +
S0

t1 S™ o0
+K ///Mmmmh+///fMM%m
t1 S™ 0N t1 S™ o0
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elde edilir. Gronwall egitsizliginden

//u2 (z,t,v) dzdo,

SnoQ

< K // (x,t1,v) dxdo, + /// 2deUvdT—i—///F2dxdavd7'

t1 S™ O t1 S™ON

olup, u (z,t1,v) fonksiyonunun normuna kestirim yapmak i¢in (2.26) ve (2.27) kullanilirsa

// (z,t,v) dzdo,
t
N—|—///deSdavdT+///F2dmdavd7

t1 S™ o0 t1 S™ o0
672/\§(€+56)

62)\m 9 9 m 9
- K(—||F||L2(H>+fuunwweﬂ I9lEm)

+K /// 2deO'UdT+///F dxdo,dr

t1 SO0 t1 S" O
672)\5(84’56)

2\
e m 2
< K (SR + g el + e Il

IA

elde edilir ve bu durumda

2
el i+ ey
2m , o~ 225(c+56) , " )
< K (S P + g Nl + ™ ol 2.5

olur. H™ (t;) = Q x (=T,t;) x S™ olmak iizere Hu||i2(H_(t1)) icin benzer kestirim elde

edilebilir. Bu kestirim, (2.32) ile bir arada diisiiniildiigiinde

) 2Am ) e UCE DI o
ull7, ) < K (T E Ny + —— ullz,m) + e HpHLg(F))

A
olur. A > Ay,
e—2M\0(e+50) 1
K— < -
A 2

olacak sekilde segilirse

2m

2 e
Il < K (5

2 m 2
1FIE, gy + 2 le!m))

elde edilir ve boylece (2.10) ispatlanmig olur.
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BOLUM 3

TRANSPORT DENKLEMI iCiN BAZI TERS PROBLEMLERIN
KARARLILIK ANALIZi

Bu boliimde dalga veya parcgaciklarin rastgele bir ortamda yayiliminin matematiksel
modellenmesinde kullanilan transport denklemler ele alinacaktir. Carleman kestirimleri
yardimiyla transport denklem igin bazi ters katsay1 problemlerinin kararliligi, ilk olarak
Boliim 3.1 de 1 boyutlu uzayda (Machida 2011), daha sonra Boliim 3.2 de ¢ok boyutlu

uzayda (Machida and Yamamoto 2012) incelenecektir.

3.1 BiR BOYUTLU UZAYDA KARARLILIK ANALIiZi

Biyolojik dokularda X-i1gmlarinin sacihm yapmadan bir ortama girmesi halinde, bu 151n-
larin yayilimi bir dogru boyunca olur ve bu dogru z-ekseni olarak alinacaktir. X-i1gim1
ortama x = 0 noktasinda girer ve bir kismi absorbe olduktan sonra z = [ noktasindan
¢ikar. Bu tagimim olay1 [ uzunluklu 1 boyutlu bir ortamda asagidaki transport denklemi

ile modellenir (Case and Zweifel 1967).

%u(m, t) + %u(m, t) + p(x)u(z,t) =0 (3.1)
u(z,0) =a(z), 0<z<l, (3.2)
u(0,t) =b(t), T <t<T, (3.3)

burada u(z,t) € R, X-agmlarmin z € (0,/) noktasinda, ¢t € (—=7,7") amnda yogunlugu
ve p(r) € R sogurulma katsayisidir. Ayrica a(x) (pozitif) ve b(t) baglangic ve sir
kosullaridir.

p € L*(0,1) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere, u(l,t) simr degerleri yardimiyla p(x) in

belirlenmesi ve iki farkli p ve ¢ katsayisi i¢in uygun bir ||-||. normu ile

P = dlle20) < Cllulpl(l,t) = ulg (D)) (3.4)
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seklinde bir kararhilik kestiriminin elde edilmesi amaclanmaktadir. Bu Teorem 3.3 te

verilecektir ve bu boliimde C' genel bir pozitif sabiti gostermek i¢in kullanilacaktir.

u(m,t) = U[Q](x7t> - u[p] (1'7 t)> f(x) = p(x) - Q(x)a R(Jf,t) = U[Q](xat) (3'5)

olarak tammlanirsa

%ﬂ(m,t) + %ﬂ(x, t) + p(x)u(z,t) = f(x)R(x,t), (3.6)
u(z,0) =0, 0<z<lI, (3.7)
u(0,t) =0, —-T<t<T (3.8)

elde edilir. Burada ¢(z) bilinen bir fonksiyon olarak kabul edilecektir. Bu durumda (3.6)
esitliginin sag tarafindaki f(x) fonksiyonu igin bir kestirim elde edilmesi amagclanmaktadir.
Ileride goriilecegi tizere baglangic kosulunun sifirdan farkli olmasi gerekmektedir. Bunun

i¢in (3.6) denkleminin ¢ degigkenine gore tiirevi alinir ve

ou

Y=o (3.9)

olarak tanmimlanirsa

Pylat) = Sylet)+ ooyl ) +plelyle, 1) = f@)aR(, ), (3.10)
y(x,0) = f(z)R(z,0), 0<z<I, (3.11)
y(0,t) = 0, —-T<t<T (3.12)

0
elde edilir, burada 0; R = &R olup R(z,0) # 0 olmasi durumunda (3.11) baglangic kogulu

sifirdan farkl olur.

xo ¢ [0,1] ve 0 < 8 < 1 olmak iizere
o(x,t) = (v — 30)* — Bt (3.13)

olarak tamimlansin. ¢(z,t) fonksiyonu agagida verilen esitsizlik saglanacak sekilde segile-

cektir.

Lemma 3.1 y(z,t) € C}([0,1] x [T, T]) fonksiyonu y(0,t) = y(z,£T) = 0 sartlarin

saglamast durumunda, her s > sqo degerleri i¢in

1T 1T T
//syzeQS‘pdxdt < C/ |Py|? €2 dadt + C’s/yQ(l,t)eQS“O(l’t)dt (3.14)
0T 0T Zr

olacak sekilde C' > 0 ve so > 0 vardar.
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Ispat. P,, transport denkleminin bag kismi olsun;

Poy(x,t) = Owy(z,t) + Opy(z,t), O<ax<l, —-T<t<T.

z = e*?y olarak tanimlanirsa

Pyz = sA(z,t)z + e** Py

olup, burada

A(z,t) = Opp + Opp = =23t + 2(x — x0)

seklinde alinmigtir. Bu durumda

1T I
// |Poy|? e*Pdadt = // (Pyz — sAz)? dadt
0 -T 0 -T
LT
> —28//A (Opz + Opz) zdxdt
0-T

LT
= —s//A (0% + 0,2%) dudt
0T

LT T
= s// (0,A + 0,A) Z2dxdt — S/A(l,t)z2
0-T “r

T

v

!
!

%\q q\’ﬂ
S~

olur ve boylece

I T T

Zdrdt — / 22(1,t)dt

(1, t)dt

2dxdt — s/A(l,t),z?(l, t)dt

I T
—5)//5y2e2s“"d:1:dt < // |Poy\2€25‘0d:cdt+03/ 2(1, )20 g
0-T

0-T =T

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

elde edilir. Pyy = Py — py oldugundan (3.20) egitsizliginden (3.14) egitsizligi elde edilir.

Lipschitz kararliligr icin Lemma 3.1 de elde edilen Carleman kestiriminden yararlanila-

caktir.
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T degeri

T> T ISEI[l(R |z — xo| (3.21)
olacak sekilde secilsin. Bu 7" degeri icin

o(x,+T) = (x — 20)> = fT* <0, x€]0,]] (3.22)
ve

o(x,0) >0, xz€]l0,]] (3.23)

olur. Bu durumda ¢ > 0 olmak iizere, yeterince kiigiik 6 > 0 sayisi

plxt) < —e, —T<t<-T+20, T-20<t<T, z€]0,l], (3.24)
ve
oz, t) >e, —0<t<§, z€]0,]] (3.25)

olacak sekilde secilebilir.

X € C§° (R) kesme fonksiyonu, 0 < y <1 ve

1, —T+25<t<T—25,
x(t) = (3.26)
0, —T<t<-T+86T—-5<t<T

olacak sekilde tanimlansin.

Z=Xy (3.27)

olarak tanmmmlanirsa Py = f0;R oldugundan z(z,t) fonksiyonu
Oz + Opz +pz=xfOR+ (Ox)y, =2(0,:)=2z(,£T)=0 (3.28)

denklemini saglar. z(z,t) fonksiyonu i¢in Lemma (3.1) kullanilirsa

1T 1 T 1T
s//z2625“"d:vdt < C’/f2 /eQSﬁtZdt e?P@0) g 4 C’// (@X)Q y2e® P dudt
0-T 0 7 0-T
T
+C's / 22(1, 1) at (3.29)
7
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olur ve Lebesgue teoreminden

T
/e2sﬁt2dt =o0(l), s— o0 (3.30)
Zr

elde edilir, burada o kii¢iik O dur. Sadece — T+ <t < —-T+20veyaT —20 <t <T -9
i¢in J;x # 0 ve bu araliklarda ¢(z,t) < —e oldugu dikkate alinirsa

I T I T
// (Bpx)” y2e®Pdadt < CeZSE//gfda:dt (3.31)
0-T 0-T

olur ve boylece
l

1T 1T
s//z262wd:cdt < o(1) /f2e2s“"(m’0)da: + C’e25€//y2dxdt
0 -T 0 -T

0
T

+Ce* / y2(1,t)dt (3.32)

-T

elde edilir.

(3.32) denkleminin sag tarafindaki iiciincii terimde e?makst #(bt) < ¢Cs egitsizliginden

yararlanilmigtir.

w = ze*¥ = yye*¥ (3.33)
olarak tanimlansin. Bu durumda w(z,t) fonksiyonu

Orw+0,w+pw = xe*? fO, R+ (0 x)ye™ +s (Opp + Opp) w, w(0,-) =w(-,£T) =0 (3.34)

denklemini ve sartlarim saglar. (3.34) denklemi —2w ile garpilip = ve ¢ ye gore integral

alinirsa

I T I T 1 T
—//atw2dxdt = //8mw2dxdt+//2pw2da:dt
00 0 0 00

- ] 72 {xe? f (O R) w + (Frx)ye™ w

+s (8t<p + Opp) w? } dadt (3.35)

olur. [0,{] araligimmda R(z,0) = a(z) > ag olacak sekilde ay > 0 segilir ve y(x,0) =

f(x)R(x,0) oldugu dikkate alinirsa
! I I

//@w dxdt = /w2 /y2 z,0)e?¢ @0 g > ao/fz(:v)ezw(x’o)dx (3.36)

0 0 0

31



elde edilir. (3.35) denkleminin sag tarafi i¢in

//3 widzdt + //prdedt

/ / 2 {xe" f (OR) w + (Do)ye"*w + 5 (Oup + Oup) w? } dudt

0

<

o\ﬂ

! T
w?(1,t)dt + Cs//dea:dt
00

I T

I T
+ / / dx)’ 2P dudt + / / fre**?dudt (3.37)
00

0 0

esitsizligi yazilabilir, burada Cauchy-Schwarz egitsizliginden yararlanilmigtir. Boylece

!
ag/f%%@(w’o)dx //f2 2S‘dedzf—i—// 8tx 2252 dxdt
0

I T
+C's / / e**?dydt + / w?(1,t)dt (3.38)
0 -T

-T

olur. (3.32) esitsizligi (3.38) esitsizliginde kullanilirsa

1 T T
ao/f2 250@0) 1z < o ( /f2 280(@.0) g 4 06_285//y2d:1:dt + C’ecs/yQ(l, t)dt  (3.39)
0-T -7
elde edilir.
(3.10) denklemi 2y ile garpilip x e gore integral alinirsa
! ! ! 1
/atdew + /@cdem + /2py2daj = /nyé?thar (3.40)
0 0 0 0

elde edilir. (3.40) denkleminin sag tarafi i¢in Cauchy-Schwarz egitsizliginden yarar-

lanilarak bir kestirim elde edilebilir. Bu durumda

! I !
g/gfdx < C’/yzdx + C’/f2da: (3.41)
:
0 0 0

olur, burada y(0,¢) =0 ve

/anyd;v =32(1,t) >0 (3.42)
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oldugundan yararlanilmistir. Her iki tarafin ¢ ye gore integrali alinirsa

l

I
/y2(x,t)dx < /y2 z,0) d:(:—l—C'// 2dtda¢+0//f2dtdx

0 0

Cllf|220s) + C / / Jdtde
00

elde edilir. Gronwall esitsizliginden

IN

l
/ vz < Ol |20
0

olur ve boylece

I T
//de:cdtg CllflEsy, -T<t<T
0 -T

elde edilir.
(3.25) esitsizliginden
o(5,0) = (2 — 70)* > & + B8

oldugu dikkate aliirsa (3.39), (3.45) ve (3.46) dan

l T

(@t = 0 (V) ) [ 2 (@) do < e e + Ce™ [ 120,110
0 -T
elde edilir. Bu nedenle, her s > sg i¢in
T
[(63 = 0(1) @) Coe b 1| < O / V(L 1)t
=T

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

olacak sekilde bir sy vardir. Boylece, agagida ifadesi verilen teorem ispat edilmis olur.

Teorem 3.2 R,0;R € L*(—T,T;L>(0,1)) ve p € L>=(0,1) olmak iizere, y (3.10)-(3.12)

probleminin bir ¢ézimi olsun. [0,1] araliginda R(x,0) > 0 oldugu kabul edilir ve T >

sup | — xo| olacak sekilde segilirse, herhangi bir f € L?(0,1) i¢in
z€[0,]]

112200 < Clly(, )21

olacak sekilde bir C' > 0 vardar.
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(3.4) e uygun olarak Lipschitz kararlihg i¢in Teorem 3.3 agagida ifade edilmistir.

Teorem 3.3 [0,!] araliginda |a(z)| > 0 olmak dizere u (3.1)-(3.3) probleminin bir ¢ozimii
olsun. Ayrica T > 1 ve bir M > 0 sabiti igin ||p||r=0u),||q||r=0y < M olsun. Bu

durumda

(U[p](l, )8; u[q](l’ )) ||L2(—T,T) (350)

0
1P = qllr2000) < C

olacak sekilde bir C(1,T,a,b, M) > 0 sabiti vardr.

(3.1)-(3.3) probleminde zaman aralig1 (—7, T') olarak alinmigtir. Eger zaman araligi olarak

(0,T) verilmis olsaydi fonksiyonlarin (—7',T) araligina genigletilmesi gerekirdi.
3.2 COK BOYUTLU UZAYDA KARARLILIK ANALIZi

Q, 09 smr1 C* den olan n > 2 olmak iizere R™ de sirh bir bolge olsun. R™ deki skaler

carpin (-) ile gosterilsin ve V = V, = (8%1, s %) olarak tamimlansin. u (z,v,t) € R

fonksiyonu ¢t > 0 aninda, € R™ noktasinda, V' = {v € R";0 < vy < |v| < v} olmak

iizere v € V hizinda agisal yogunlugu ifade etsin.

0a (x,v) ve 04 (x,v) sirasiyla sogurulma (absorption) ve sacihim katsayilari olsun. o, ve

o pozitif olciilebilir fonksiyonlardir:
0, AXV =R, 0,:QxV =R (3.51)

Toplam stniimleme (attenuation) oy = o, + o, olarak tammlansin. = € Qv € V ve

0 <t < T olmak tizere u (x,v,t) fonksiyonu i¢in 1gimimsal transport denklemi

Pu = Pyu(z,v,t) + o (x,0)u— 05 (x,v) /p (, 0,0 ) u(z,v',t)dv' =0 (3.52)
%

seklinde ifade edilebilir, burada
Pou = 0w (z,v,t) +v-Vu(z,v,t) (3.53)

olarak tammlidir.
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p(z,v,0v") faz fonksiyonu her (z,v) igin

/p (z,v,0")dv" =1 (3.54)

|4

esitligini saglar.

(3.52) denklemi, biyolojik bir dokuda veya atmosferde 151k ve reaktorlerde nétronlar gibi,

rastgele bir ortamda tasinim olayini ifade eder.

n (z), 02 stmurmin x € 02 noktasmdaki birim dig normal vektorii olmak iizere, I'y

Iy = {(z,v) € xV; n(z) -v>0},
' = {(z,v) € xV; n(z) v<0} (3.55)

seklinde tanimlansin ve sinir kosullar:

u(z,v,0)=a(z,v), z€Q, veV, (3.56)
u(z,v,t) =g(z,v,t), 0<t<T, (x,v)el_ (3.57)
olarak verilsin.

(3.56) baslangi¢ kosulu, (3.57) smir kosulu ile (z,v) € 'y ;0 < t < T igin u(x,v,t)
sinir verileri ile o; veya o, katsayilarinin belirlenmesi ters problemleri ele alinacaktir. Bu
ters problem, optik tomografide kargilagilan sinir 6l¢iimlerinden o, veya o, katsayilarinin
belirlenmesi problemidir (Arridge 1999). Ozel bir g(z,v,t) lazer 1gmm I'_ siirindan

bolgeye girer ve ¢ikan u (x, v, t) 1gmlar 'y x (0,7") smirinda 6lgiiliir.

Bu boliimde H™ () aligilagelmis Sobolev uzay: olup (Adams 1975, s. 59)
X=H"(0,T;L*(Qx V) NH?(0,T;L* (2 x V))

ve herhangi bir sabitlenmis M > 0 sabiti icin

U ={ue X;lully + 1Vully oz s20mvy < M} (3.58)
olarak tanimlanmigtir.

35



Teorem 3.4 (0, nin belirlenmesi) u* = u (o}) , (z,v,t) k=1,2

o (z,v,t) +v - Vu+oF (2,0)u — o, (x,v) /p(a:,v,v')u(a:,v',t)dv’:O,
v

u(z,v,0) =a(x,v), x€QveV,

u=g, (z,v,t)el_x(0,T), k=1,2

probleminin ¢ézimleri, u* € U ve ||of HLOO axv) 195l Lo vy < M olsun. o ¢ Q olmak

tizere
1

T > —sup |z — x|
Vo zeQ

ve
a(z,v) >0, (z,0)eQxV

oldugu kabul edilirse

/T/(n(l") - ) |8t (ul — u2) (x,v, t)}2 dSduvdt

< loi = ¢l 2y
%
< // |8t u —u) x,v,t)Fdevdt

olacak sekilde bzr C =C(M) > 0 sabiti vardar.
Teorem 3.5 (o, nin belirlenmesi) u* = u (o%) , (z,v,t) k=1,2

o (z,v,t) +v -V + oy (2,0)u — o (x,0) /p(m,v,v’)u(m,v’,t) dv' =0,
v

u(z,v,0)=a(x,v) z€QveV
u=g, (z,v,t)el_x(0,T), k=1,2

k

probleminin ¢ézimleri, u* € U ve |0/ ooy » |o

ISCHL‘X’(QXV)

(8.60) sartlarinin saglandige kabul edilirse

// !8,5 U —u2) (x,v,t)}Qdevdt

0 T,
< H‘ji - O-§HL2(Q><V)

T 3
< //(n(:v) v) |0y (u' —u?) (:15,1),75)‘2 dSdvdt

0 Ty
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< M olsun.

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(8.59) ve

(3.62)



olacak sekilde bir C' = C (M) > 0 sabiti vardor.

(3.61) ve (3.62) esitsizliklerindeki, ikinci egitsizlikler ters problemler igin Lipschitz karar-
lihigimi gosterirken, birinci esitsizlikler a ve (Uf , JS) , (Ut, af) ,k = 1,2 verildiginde I', x

(0,T) iizerinde 0yu nun belirlendigi baglangig-sinir deger problemleri ile ilgilidir.

Teorem 3.4 iin ve Teorem 3.5 in ispat1 i¢gin, lineerlestirilmis ters problem i¢in ispat1 vermek

yeterli olacaktir.

Teorem 3.6

8tu+v-Vu—l—atu—Js/p(x,v,v’)u(x,v’,t)dv’:f(:c,v)R(:c,v,t)
v

u(z,v,0) =0, z€QuveV

u=0, (x,v,t)el_x(0,T)

olmak tzere

R,O,R€ L*(0,T; L (QAxV)), o,0,€L>®(QxV)

ve

ue H* (0,T; L*(Qx V) NH (0,T; L (2 x V)), VueH (0,T;L*(Q2xV))
olsun. Ayrica (3.59) ve (3.60) sartlarimin saglandige ve

R(z,v,0) >0, (1,0)eQxV

oldugu kabul edilirse herhangi bir f € L* (2 x V) i¢in

2

T
ct //(nv) |0yul? dSdvdt
0 Ty

< N2y
T >

< C //(nv) |Oyu|? dSdudt (3.63)
0 Ty

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardar.
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Teorem 3.4 iin ispat1 igin v = u! —u?, f = o} —0? ve R = —u? olarak aliirsa yukari-

daki lineerlegtirilmis ters problem elde edilir. u! ve u? nin regiilerlik kabulleri ile (3.61)
esitsizligini elde etmek i¢in Teorem 3.6 kullanilir. Benzer yolla Teorem 3.6 kullanilarak
Teorem 3.5 ispatlanir.

Ispat. (Teorem 3.6 daki ilk esitsizligin ispat1) Q = Q x V ve C' > 0, f fonksiyonundan

bagimsiz genel bir sabit olsun.
= Osu
olarak tamimlanirsa
Puy (z,v,8) = f(x,v) O R (x,v,§), (x,v)€Q,0<E<L

elde edilir. Bu denklem 2u; (z,v,§) ile ¢arpilir ve (z,v,§) € @ x (0,t) iizerinde integral

alinirsa
t

/& /\&gu z,v,€)|? dedv df—l—//'u V (|0 (z,v,8)| )da:d’udf

//2@ |0yu|® dzdvdé

= / /2asatu(x,v,§) /p(m,v,v’)@tu(x,v',g)dv' dxdv | d§

0o \Q 1%
+ / /2 (Opu) (z,v,€) [ (x,v) (O:R) (x,v,§) drdvd€ (3.64)
0 Q
elde edilir. 0 < ¢t < T igin 04 € L*(Q) oldugu dikkate alimir ve kismi integrasyon
kullanilirsa
t t
//v -V (|0,ul?) dzdvdé = ///(n-v) |0yu|? dSdvde
0 Q 0 Van

:0/ 1/++r/ (- v) |9yul? dSdvde

/t/(n'””at“ (2,0, &) dSdvdg

0 Ty

ve

t ¢

//2\0t| |(9tu\2dxdvd§§0//|atu (z,0,8)| dedvde
0 Q 0 Q
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9
olur. u (z,v,8) = [ (x,v,n)dn ve u(z,v,0) = 0 oldugundan
0

/(/WW [[rnantesnar) o)
CO/(/MW (/agd dmdv)dg
_ o /( [eten ( [ | vt dvf) dm) p
. / Iz @:U,g) ( / O/@U @,U,mdndd) e
a0 ( [ [ (ot s e dndu) o

0

IA

IN

IN

t
< ¢ 1000 dudedg, 0<e<T
0 @

elde edilir. Burada sondan ikinci egitsizlikte
0w (2,0, )| (2,0, m)| < |00 (w, 0, €)|* + [Oyu (0, ) |”
olmasindan yararlamlmigtir. Bu durumda, u (z,v,0) = 0 olmasindan dolay1

/8t (/|8tu (x,v,{)zdxdv) ¢ = /|8tu (z,v,1)|* dedv

0 Q Q

- / f (.0 R (20, 0)[2 dido

olup, (3.64) iin sag tarafindaki ikinci terim i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa
/|8tu (z,v,1)| dedv

t

< [ |0 (z,v,t)]? dedv + (n-v) |0 (x,v,E)|* dSdvdé
/ /)

0 Iy
T

t
< C//|8tu (m,v,§)|2dxdvd§+0//|f|2|8tR|2dxdvd§
0 Q 0 Q

+/ |f (z,0) R (z,v,0)]>dzdv, 0<t<T (3.65)
Q
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elde eilir. R(-,-,0) € L>(Q) ve ;R € L*(0,T; L* (Q)) oldugu dikkate alimr ve (3.65)

esitsizligi icin Gronwall esitsizligi uygulanirsa

/|8tu (z,v,t)]> dzdv < C Hf||2Lg(Q) , 0<t<T
olur. (3.65) esitsizliginin sag tarafi i¢in (3.66) kullanilirsa

// v) [0 (, v, €)[? devd§<C’||f||L2Q), 0<t<T

elde edilir ve boylece ilk esitsizligin ispat1 tamamlanmig olur.

y=1y(x,t), u=wu(zx,v,t) ve herhangi bir sabitlenmis v € V i¢in
Ly(x,t) =0w+v-Vy, z€Qt>0

olsun. 0 < 3 < v2 olmak iizere

oz, t) = |z — xo|* — Bt

seklinde tanimlansin. Carleman kestirimi asagida ifade edilmistir.
Lemma 3.7

(1)) 0<t<T,xedn(z) v<0ign y(x,t) =0 olacak sekilde
ye L? (=T, T; H* (Q)) N Hy (—T,T; L* () ve her s > sq i¢in

T

//s ly(z, t)|” e*?dadt
1

T
< C’//]Ly\Q 25“"“d:cdt+03/ / (n - v) y?e® @D dsat
“r

S n(z)-v>0

olacak sekilde sq > 0 ve C' > 0 sabitleri vardar.

(i) T x (=T, T) dizerinde y =0 Vy € L*(=T,T; L*(Q)) olacak sekilde
ye L*(=T,T; L*(Q)) N H} (=T, T; L?(Q)) ve her s > sy i¢in

T
//s lu (z, v, t)|* e dadudt
T Q

T T
< C’//]Lu\2 25“"“dxdvdt+08//(n-v 2e250(0) 1S dvdt
- T Ty
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olacak sekilde sq > 0 ve C > 0 sabitleri vardar.
Ispat. (ii) nin ispat1 (i) de elde edilen sonucun integralinin alinmasiyla ispatlanabile-
ceginden (1) icin ispat1 vermek yeterli olacaktir. Bunun icin z(z,t) = e?*@y(z,t) ve

(Ls2) (x,t) = e3?@) [ (e75¢2) olarak tanmimlansin. Bu durumda
Liz=0z4v-Vz—5((Owp)+ (v-Vp))z:=0z+v-Vz—sA(z,t)2

olur, burada A = dyp+ (v - V) = =25t +2v- (z — ) seklinde tanimlanmigtir. y|, =0

oldugundan
T T
//|Ly|262s“’(z’t)dxdt = //|Lsz|2dxdt
-1 -1 0
T
> —23//A(8tz~|—v-Vz)zdxdt
10
T
= —s//(A@t(z)2+Av~V(z2))dxdt
-1 0
T
= s// (O, A+ VA-v) 2dazdt—3// n-v) 22dSdt
10 T 20
T T
= \v| // 2dxdt—s//A n-v) 22dSdt
T 90
T
> (vg — //Zle‘dt—CS/ / (n-v)2*dSdt
Q =T n(x)v>0

elde edilir ve z = e*?y yer degistirmesiyle ispat tamamlanmis olur.

Ispat. (Teorem 3.6 nin ispat1)
w; = O
olsun. Bu durumda
Puy = f(z,v)0R(z,v,t), (z,0)€Q,0<t<T,
uy (z,0,0) = f(x,0)R(z,v,0), (z,v)€Q
olur. y,0,,0, ve p

O (z,v,t), t>0,

y(z,0,t) =
Owu (z, —v,—t), t <0,
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os(z,v), t>0, oy (z,v), t>0,

os (z,v,1) = o (v,v,t) =
—0s(x,—v), t<0, —oy(x,—v), t<0,
ve
x,v,0),  t>0,
=4 POUY)

—p(x,—v,0"), t<0,

olarak genisletilmistir. R = 0,R olmak iizere, t < 0 icin R (z,v,t) = —R(z,

—v, —t)

olacak sekilde R genisletilsin. Bu durumda ¢ < 0 icin, Oy (z,v,t) = — (0?u) (z, —v, —t)

ve Vy (z,v,t) = Vou (x, —v, —t) olur ve boylece
Yy € Hl (_T7 Tﬂ L2 (Q)) N L2 (_T7 T7 L2 (Q)) ) VZ/ € L2 (_T7 T7 L2 (Q))
olur. Ayrica

aty+v-Vy+aty—as/pydv':f(:v,v)R(:E,v,t), (l‘av) er_TStST
14

olur. (3.59) kabuliinden dolay: g <1 ve
Yo

sup |z — x|
T> e

VB

(3.69)

(3.70)

olacak sekilde /3 > 0 secilebilir. Ileride é degeri 1 e yeterince yakin olarak alinacaktir.

Boylece xy ¢ € oldugundan

oz, +T) = |z — x)|* — fT? <0, z€Q

ve

o(r,0)>0, z€Q

olur. Bu durumda ¢ > 0 sayisi

oz, t) <=6, —-T<t<-T+25T—-20<t<T 2z
ve

oz, t) >0, —d<t<dzecq
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olacak sekilde yeterince kiigiik segilebilir. y € C§° (R) fonksiyonu 0 < y <1 ve

1, —T+25<t<T—2,
0, —T<t<-T+6T—6<t<T

x(t) =
olacak sekilde sabitlensin.

z=xy, w=yye”?
olarak tanimlanirsa

Oz+v-Vz+ 02— 0o /p (x,0,0',t) 2 (z, 0, ) dv'
v
= X() f(@,0) R(z,0,t) +(0X)y, (v,0)€Q,-T<t<T (3.71)

2 (-, £T)=0
ve
8tw+v-Vw+atw—Us/p(a:,v,v',t)w(a:,v',t)dv’

v
= xefR+ () ye** + 5O+ (v- Vo) w, (z,0)eQ,-T <t<T (3.72)

w ('7 ) :I:T) =0
elde edilir. Bundan sonraki kisimda C' > 0, s > 0 ve f fonksiyonundan bagimsiz genel

sabitler icin kullamlacaktir. o, € L®(Q x (=T,T)) ve p € L* (2 x V xV x (=T1,T))

oldugundan
2

T
// O (m,v,t)/p(x,v,v’,t)z(x,v',t)dv' 2@ drdudt
v

-T Q

(VAN

Q
ﬂ\
S

T
(/ oy (0, O Ip (0,0, )z (2,0, )P o' | €290 dadudt
- 1%

IN

Q
NS— 5
D —

/ /|z(w,v',t)|2dv’ dv | e2°@D dydt
v

- v
T
< C / / |2 (2,0, 1))* e2°@ ) drdvdt (3.73)
“r o
ve
T T
//|at (z,v,t) 2 (z,v,t) ] @D dadvdt < C / / |2 (2,0, 0)[* 0D dadudt
-TQ -TQ
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oldugu goriiliir. Lemma 3.7 (i) nin uygulanmasiyla her biiyiik s > 0 igin

T
/ / 2)? e2°@D dpdvdt < C / |f (z,v) / e~ 2Pt | 2590 dady
-T Q T
+C//|a x|? y2e2° @ dadudt
-T Q
T
Cecs//(n-v) y*dSdudt
—TTI4
T
+C//|z[2 2@ ddudt
-T Q

olur. Yukaridaki egitsizligin sag tarafindaki son terim, yeterince biiyiik s > 0 segimiyle

sol tarafa dahil edilirse

T
//\z|2 @ drdvdt < C/]f( v)|? /eZSﬁtht 2590 dydy
1 Q T
+O//|8tx|2 2e250@) dpdudt
-T Q
Cecs//(n-v) y2e2° @ a8 dudt (3.74)
“rry

elde edilir. (3.72) denklemi —2w (z,v,t) ile carpilip @) x (0,7) iizerinde integrali alinirsa

T T
//8,5 dxdvdt — //v -V (w2) dxdudt
0 Q

0

T T
//QUtw drdvdt — 203// /pw (z, 0", t)w (x,v,t)dv’ | dedodt
0 Q 0 Q

\%
t

//2 xe*? fRw + (0yx) ye*fw + 5 (yp + v - V) w > dxdvdt
0 @

elde edilir. ¢ > 0 igin w = x (Jyu) €% oldugundan I'_ x (=7, T) iizerinde w = 0 olur. Bu
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durumda

T T
/ / 8t dxdvdt / / v - V da:dvdt
0 Q 0 Q
/ / w? (n - v)dSdvdt

v

7]

0
T
w (x,v,0)* dedv — /(r (n-v)dSdvdt
0

w (x,v,0)* dedy —

I I
D O
O\ﬂ

vV
O —_

w (x,v,0)° da:dv—//w (n-v)dSdvdt
0T

+

T
ly (z,v,0)) e2°@0 dxdy — //X2 |0yu|? (n - v) ¢ dSdvdt

0Ty

I
Q—_

olur ve Cauchy-Schwarz esitsizligi ve (3.73) esitsizligindekine benzer yontem ile

T T
//QOthdxdvdt—Zas// /pw (x, v, t)w (z,v,t)dv" | dedvdt
0

Q 0 Q \V
t

//2 (Xes‘pf]%w — (Ox) ye™w — s (Opp +v - Vo) w2> dxdvdt

0 Q
T T
< Cs//z2 25@xtdmdvdt+0// 20250 o dudt
T Q ‘T g
T
—I—C’// A x) 2y2e2s¢”tdxdvdt+0//f2 250@) o dodt
‘T g ‘T Q

elde edilir. Boylece

T
/|8tu(x,v,())|2 @0 dpdy < C’/ | fI? €2¢@D dxdudt
“r

D

+C (9yx)? y?e®? @D dadudt

= 2:*

/ 20250(@) (- doydt
Q

T
+//|8tu|2(n-v) 7@ 4 S dudt (3.75)
“rry

45



olur. (3.74) esitsizligi (3.75) esitsizliginin sag tarafindaki tigiincii terim ile yer degistirilirse

/ 0y (2, v,0)]? 2@ dady

Q
T T
< C’//|f(x,v)|2 /e_%ﬂtzdt 290 d
1 Q T
T T
+C’//|0tx|2 y%zw(x’t)dxdvdt—i-CeCS//(n-v) y?dSdvdt
1 Q “rry

elde edilir. y fonksiyonunun tamimindan, sadece —T + ¢ <t < =T + 26 veya T — 2 <

t <T — ¢ igin dyx # 0 oldugu goriiliir ve bu durumda ¢(z,t) < —d olur. Boylece

T T
//|8tx|2y2625“"(x’t)dardvdt < 06_286//y2dxdvdt
-T Q -T Q

ve Lebesgue teoreminden

T
/e‘QSBtZ)dt =o0(l), s— o0
-7

olur. u (+,-,0) = 0 oldugundan dyu (z,v,0) = f (z,v) R (z,v,0) elde edilir ve sonug olarak
(z,v) € Q i¢in R (x,v,0) # 0 olup her biiyiik s > 0 i¢in

/ |f (z,0) ] e*¢=0 dxdy
Q
T
< 0(1)/|f(:v,v)|2628§0(’”’0)dxdv+C€_255//y2dxdvdt
Q -TQ

—{—C’eos//(n-v)yzdevdt (3.76)

elde edilir. (3.66) egitsizliginden, y nin ¢ < 0 i¢in d;u nun geniglemesi oldugu dikkate

alinirsa

[y dedo < CIflsg. ~T<t<T
Q

oldugu goriiliir. zo ¢ Q oldugundan, z € Q ve bir £ > 0 sabiti icin |z — 29| > & > 0 olup,
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(3.76) esitsizliginden her biiyiik s > 0 igin

(1—0(1))6255/]f(:c,v)|2d1:dv < (1—0(1))/|f(:z:,v)|2625“0(’”’0)dmdv
Q Q

< CeraT/]f(x,v)\zdxdv

Q
T
+C’ecs//(n~v) y*dSdvdt

—TT,

olur. y fonksiyonu, ¢ < 0 i¢in J;u nun genislemesi oldugundan her biiyiik s > 0 icin
T
{(1—o0(1))e* — Ce T} / |f (z,0))* dedv < Ce® / / (n - v) |0l dSdvdt
Q r, o

elde edilir. s > 0 degerini yeterince biiyiik secilmesiyle ispat tamamlanir.
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