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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Carleman kestirimleri bir eliptik denklem için Cauchy probleminin çözümünün tekli¼gini

ispatlamak amac¬yla Carleman (1939) taraf¬ndan ortaya konulmuş ve ard¬ndan Carle-

man kestirimi ve uygulamalar¬alan¬nda önemli çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r (Hörmander 1963,

Treves 1970, Taylor 1981, Hörmander 1985, Egorov 1986, Imanuvilov 1995, Fursikov and

Imanuvilov 1996, Tataru 1996, Eller and Isakov 2000, Imanuvilov et al. 2009).

K¬smi türevli diferensiyel denklem için bir ters problem verildi¼ginde çözümün tekli¼ginin

araşt¬r¬lmas¬, kararl¬l¬k kestiriminin yap¬lmas¬ve yaklaş¬k çözümün elde edilmesi önemli

üç meseledir. Ters problemler teorisinde Carleman kestirimleri, ilk olarak çok boyutlu ters

problemler için global teklik sonuçlar¬n¬n ispatlanmas¬amac¬yla kullan¬lm¬̧s ve bu prob-

lemler için Hölder kestirimlerinin ispatlar¬nda da uygulanm¬̧st¬r (Bukhgeim and Klibanov

1981, Klibanov 2000), daha sonra ters problemlerin çözümünün tekli¼ginin ve kararl¬l¬¼g¬n¬n

araşt¬r¬lmas¬na yönelik bu kestirimlerden yararlan¬lm¬̧st¬r (Isakov 1990, 1993, Imanuvilov

and Yamamoto 1998, 2001, Isakov 2004a, b, 2006, Yamamoto 2009). Ayr¬ca kötü konul-

muş Cauchy problemleri ve ters problemler için Lipschitz kararl¬l¬¼g¬n¬n ispatlanmas¬nda

ve uygulama aç¬s¬ndan önemli olan, yaklaş¬k çözüm yöntemlerinin ortaya konulmas¬nda

da Carleman kestirimlerinden yararlan¬lmaktad¬r (Klibanov and Timonov 2004).

1.1 TEZ·IN KAPSAMI VE ÖNEM·I

Bir ters problem, kötü konulmuş olmas¬na ra¼gmen, e¼ger çözümlerin bir s¬n¬f¬önsel (apri-

ori) s¬n¬rl¬bir küme ile s¬n¬rland¬r¬labilirse, kararl¬l¬k analizinin yap¬labilmesini sa¼glayan

koşullu kararl¬l¬k kestirimlerinin ispat edilebilmesi mümkün olur. Uygulamada, bu tür

bir önsel s¬n¬rl¬küme �ziksel olarak kabul edilebilir bir k¬s¬tlan¬̧s kümesi olarak yorum-

lanabilir. Koşullu kararl¬l¬k sadece teorik olarak de¼gil ayn¬ zamanda kararl¬ nümerik

yöntemler için de önemlidir. Koşullu kararl¬l¬¼g¬ispatlamak için birçok metot vard¬r ve

Carleman kestirimi bu metotlardan biridir.
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Carleman kestirimi teorisinin incelenmesi ve k¬smi diferensiyel denklemler için ters prob-

lemlere uygulanmas¬önemli ve genel bir konu olmakla beraber, bu çal¬̧smada transport

denklemler için Carleman kestirimleri ve ters problemlere uygulamalar¬, (Klibanov and

Pamyatnykh 2006, Machida 2011, Machida and Yamamoto 2012) çal¬̧smalar¬ndan yarar-

lan¬larak ele al¬nacakt¬r.

1.2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu k¬s¬mda, bu çal¬̧smada gerekli olan baz¬temel tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1 (Kuvvetli Yak¬nsakl¬k) F bir normlu lineer uzay ve (fm) ; F nin elemanlar¬n-

dan oluşan bir dizi olmak üzere, m!1 iken kfm � fk ! 0 oluyor ise (fm) dizisi f 2 F

eleman¬na kuvvetli (norma göre) yak¬nsakt¬r denir (Mikhailov 1978, s. 65).

Tan¬m 1.2 (Tam Uzay) F bir normlu lineer uzay olmak üzere F nin elemanlar¬ndan

oluşan her bir temel dizi F nin bir eleman¬na yak¬ns¬yor ise F ye tam uzay denir

(Mikhailov 1978, s. 65).

Tan¬m 1.3 (Banach Uzay¬) Tam normlu bir lineer uzaya Banach uzay¬denir (Mikhailov

1978, s. 65).

Tan¬m 1.4 (Her Yerde Yo¼gunluk) M � F olmak üzere, her bir f 2 F için, M nin

elemanlar¬ndan oluşan bir (fm) dizisi f ye yak¬nsayacak şekilde varsa, M kümesine F de

her yerde yo¼gundur denir (Mikhailov 1978, s. 66).

Teorem 1.1 (Bunyakovskii (Cauchy-Schwarz) Eşitsizli¼gi) H bir lineer uzay ve h1; h2 2

H için (h1; h2) bir iç çarp¬m olsun. Bu durumda her h1; h2 2 H için

j(h1; h2)j2 � (h1; h1) : (h2; h2)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Mikhailov 1978, s. 66).

Tan¬m 1.5 (Hilbert Uzay¬) Üzerindeki iç çarp¬m ile tan¬mlanan khk =
p
(h; h) normuna

göre tam olan bir lineer uzaya Hilbert uzay¬denir (Mikhailov 1978, s. 66).

Tan¬m 1.6 (Zay¬f Yak¬nsakl¬k) H bir Hilbert uzay¬ ve (hm) ; H n¬n elemanlar¬ndan

oluşan bir dizi olmak üzere, her f 2 H için m ! 1 iken (hm; f) ! (h; f) oluyor

ise (hm) dizisi h 2 H eleman¬na zay¬f yak¬nsakt¬r denir (Mikhailov 1978, s. 67).
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Tan¬m 1.7 (Ortonormal Sistem) h1; h2; :::; hm; ::: 2 H olmak üzere, khik = 1; i =

1; 2; :::;m; ::: ve (hi; hj) = 0 i 6= j; i; j = 1; 2; :::;m; ::: ise fh1; h2; :::; hm; :::g sistemine

ortonormaldir denir (Mikhailov 1978, s. 68).

Tan¬m 1.8 (Tam Sistem) h1; h2; :::; hm; ::: 2 H olmak üzere, (f; hi) = 0; i = 1; 2; :::;m; :::

yaln¬zca f = 0 olmas¬durumunda mümkün ise fh1; h2; :::; hm; :::g sistemine tamd¬r denir.

Tan¬m 1.9 (Lineer Operatör ve Lineer Fonksiyonel) X ve Y ayn¬cisim üzerinde tan¬ml¬

herhangi iki lineer uzay olsun. X in bir DA lineer alt uzay¬ndan Y nin içine tan¬ml¬

A : f ! g = A(f) = Af dönüşümü, her f1; f2 2 DA ve c1; c2 2 R(C) için

A(c1f1 + c2f2) = c1Af1 + c2Af2

eşitli¼gini sa¼gl¬yor ise A ya DA � X kümesinden Y nin içine bir lineer operatördür denir.

Y lineer uzay¬n¬n R ya da C olmas¬durumunda A ya lineer fonksiyonel denir (Mikhailov

1972, s. 72).

Tan¬m 1.10 (S¬n¬rl¬Operatör) X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay olsun. A, X in

bir DA lineer alt uzay¬ndan Y nin içine tan¬ml¬ bir operatör olmak üzere, her f 2 DA

için

kAfk � Cf

olacak şekilde bir C > 0 say¬s¬varsa A operatörüne s¬n¬rl¬d¬r denir (Mikhailov 1978, s.

73).

Tan¬m 1.11 (Sürekli Operatör) X ve Y herhangi iki normlu lineer uzay ve A, X in

bir DA lineer alt uzay¬ndan Y nin içine tan¬ml¬ bir operatör olsun. A operatörü X in

normuna göre bir f 2 DA eleman¬na yak¬nsayan DA n¬n elemanlar¬ndan oluşan bir (fk)

dizisini, Y nin normuna göre Af ye yak¬nsayan bir (Afk) dizisine dönüştürüyorsa, A

operatörüne süreklidir denir (Mikhailov 1978, s. 73).

Tan¬m 1.12 (Eşlenik Operatör) H bir Hilbert uzay¬ve A : H ! H şeklinde, H da her

yerde yo¼gun bir DA kümesi üzerinde tan¬ml¬olsun. DA� � H kümesi ise her bir g 2 DA�

için, bir h 2 H eleman¬, her f 2 DA için (Af; g) = (f; h) eşitli¼gini sa¼glayacak şekilde var

olan bir küme olsun. DA� üzerinde tan¬ml¬, her bir g 2 DA� eleman¬na bir h = A�g 2 H

eleman¬n¬her f 2 DA için

(Af; g) = (f; A�g)
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olacak şekilde eşleyen A�operatörüne A operatörünün eşleni¼gi denir. E¼ger A = A� ise A

operatörüne öz-eşleniktir denir (Mikhailov 1978, s. 76).

Tan¬m 1.13 (Kompakt Küme) H bir Hilbert uzay¬ ve M � H olsun. M nin eleman-

lar¬ndan oluşan her dizi H da temel dizi olan bir alt diziye sahipse M ye kompaktt¬r denir

(Mikhailov 1978, s. 79).

Tan¬m 1.14 (Kompakt Operatör) X ve Y herhangi iki normlu uzay olsun. Bir A : X !

Y operatörü lineer ve her s¬n¬rl¬M � X kümesinin A(M) görüntü kümesi relatif kompakt

yani A(M) kapan¬̧s kümesi kompakt ise A ya kompakt operatör denir (Kreyszig 1989, s.

405).

Tan¬m 1.15 (Ck(
) Uzay¬) 
 � Rn bölgesi üzerinde tan¬ml¬ ve k negatif olmayan bir

tamsay¬olmak üzere k: mertebeye kadar sürekli k¬smi türevlere sahip tüm fonksiyonlar¬n

kümesi Ck(
) ile ifade edilir. f 2 Ck(
), � = (�1; �2; :::; �n) bir multiindeks (�i 2

Z+ [ f0g ; i = 1; 2; :::; n) ve j�j = �1 + �2 + :::+ �n olsun. Bu durumda

D�f(x) =
@j�jf(x)

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

= @x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n f(x)

f fonksiyonunun k¬smi türevlerini ifade eder ve Dkf(x) = fD�f(x)j j�j = kg kümesi f

fonksiyonunun mertebesi k olan tüm k¬smi türevlerin oluşturdu¼gu kümedir (Evans 1997,

s. 617).

Tan¬m 1.16 (C10 (
) Uzay¬) C
1
0 (
), 
 üzerinde tan¬ml¬sonsuz defa diferensiyellenebilir

ve supportu (supp'(x) = fx : x 2 
; '(x) 6= 0g) 
 n¬n kompakt alt kümesi olan tüm

fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümedir (Mikhailov 1978, s. 10).

Tan¬m 1.17 (Genelleşmiş Fonksiyon) C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yard¬m¬ile

verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay¬denir ve D(
) ile gösterilir.

E¼ger

(a) Öyle bir K � 
 kompakt kümesi vard¬r ki her k 2 N için supp'k � K,

(b) Her � = (�1; �2; :::; �n) ve k ! 1 iken D�'k(x) ! D�'(x), yak¬nsamas¬
 böl-

gesinde düzgün ise k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsar denir.

D(
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬sürekli, lineer fonksiyonellere genelleşmiş fonksiyon denir.

Genelleşmiş fonksiyonlar s¬n¬f¬D0(
) ile gösterilir (Vladimirov 1984, s. 81).
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Tan¬m 1.18 (Genelleşmiş Türev) f 2 D0(
) olmak üzere, f genelleşmiş fonksiyo-

nunun D�f (genelleşmiş) türevi,

(D�f; ') = (�1)j�j (f;D�') ; ' 2 D(
)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Vladimirov 1984, s. 94).

Tan¬m 1.19 (C(
 ), Ck(
 ) Uzaylar¬) C(
 ), 
 üzerinde sürekli tüm fonksiyonlar¬n

oluşturdu¼gu küme, Ck(
 ); k = 1; 2; ::: , 
 üzerinde k: mertebeye kadar tüm türevleri

sürekli olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümedir. Bu kümelere ait baz¬önemli özel-

likler aşa¼g¬da verilmiştir (Mikhailov 1978, s. 101);

(a) C(
 ) ve Ck(
 ) lineer uzayd¬r ve Ck(
 ) � C(
 ),

(b) C(
 ), üzerinde tan¬mlanan

kfkC(
) = maks
x2


jf(x)j

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r,

(c) Ck(
 ), üzerinde tan¬mlanan

kfkCk(
) =
X
j�j�k

maks
x2


jD�f(x)j

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r,

(d) C(
 ) ayr¬labilir uzayd¬r (rasyonel katsay¬l¬tüm polinomlar¬n oluşturdu¼gu say¬labilir

bir küme C(
 ) da her yerde yo¼gundur).

Teorem 1.2 (Ostrogradskii Formülü) @
2C1 olmak üzere 
 üzerinde bir

A(x) = (A1(x); A2(x); :::; An(x)) vektörü tan¬mlans¬n ve Ai(x) 2 C(
 ) \ C1(
);

i = 1; 2; :::; n olsun. Bu durumdaZ



divA(x)dx =

Z
@


A(x):n(x)dS

olur, burada n, @
 n¬n d¬̧s normal vektörüdür (Mikhailov 1978, s. 103).

Teorem 1.3 (Gauss-Green Formülü) @
2C1 ve f 2 C1(
 ) olsun. Bu durumdaZ



fxidx =

Z
@


fnidS

eşitli¼gi sa¼glan¬r, burada ni = cos(n; xi), @
 yüzeyinin d¬̧s normali olan n ile xi ekseni

aras¬ndaki aç¬n¬n kosinüsüdür (Evans 1997, s. 627).
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Teorem 1.4 (Green Formülleri) @
2C1 ve f; g 2 C2(
 ) olsun. Bu durumda rf =

(fx1 ; fx2 ; :::; fxn), �f =
nP
i=1

fxixi ve n, @
 yüzeyinin d¬̧s normali olmak üzere aşa¼g¬daki

eşitlikler sa¼glan¬r (Evans 1997, s. 628);

(a)
R


�fdx =

R
@

rf:ndS,

(b)
R


rf:rgdx =

R
@

grf:ndS �

R


g�fdx,

(c)
R


g�fdx�

R


f�gdx =

R
@

grf:ndS �

R
@

frg:ndS.

Tan¬m 1.20 (O ve o gösterimi)

(a) x0 a yeterince yak¬n x de¼gerleri için jf(x)j � C jg(x)j olacak şekilde bir C sabiti varsa

x! x0 iken f = O(g) yaz¬l¬r.

(b) lim
x!x0

jf(x)j
jg(x)j = 0 ise x! x0 iken f = o(g) yaz¬l¬r (Evans 1997, s. 620).

Teorem 1.5 (Gronwall Eşitsizli¼gi) f(t) negatif olmayan, [0; T ] aral¬¼g¬nda integrallenebilir

bir fonksiyon olsun ve hemen hemen her t için, C1; C2 � 0 sabit olmak üzere

f(t) � C1

tZ
0

f(s)ds+ C2

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. Bu durumda hemen hemen her 0 � t � T için

f(t) � C2
�
1 + C1te

C1t
�

olur (Evans 1997, s.625).

Teorem 1.6 (Lebesgue Teoremi) ffkg1k=1 fonksiyonlar¬ integrallenebilir, hemen hemen

her yerde fk ! f ve integrallenebilir bir g fonksiyonu için hemen hemen her yerde jfkj � g

olsun. Bu durumdaZ
Rn
fkdx!

Z
Rn
fdx

olur (Evans 1997, s. 648).

Tan¬m 1.21 (L1(
), L2(
) Uzaylar¬) L1(
), 
 üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve integ-

rallenebilir tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu küme, L2(
), 
 üzerinde Lebesgue ölçülebilir

ve (modülünün) karesi integrallenebilir tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümedir. Bu kü-

melere ait baz¬önemli özellikler aşa¼g¬da verilmiştir (Mikhailov 1978, s. 105);
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Tan¬m 1.22 (a) L1(
) ve L2(
) lineer uzayd¬r ve 
 s¬n¬rl¬bir bölge ise C(
 ) � L2(
) �

L1(
),

(b) L1(
), üzerinde tan¬mlanan

kfkL1(
) =
Z



jf(x)j dx

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r,

(c) L2(
), üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)L2(
) =

Z



f1(x)f2(x)dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkL2(
) =
�Z




jf(x)j2 dx
�1=2

biçimindedir,

(d) C(
 ) ve C10 (
 ) uzay¬, L
1(
) ve L2(
) da her yerde yo¼gundur,

(e) L1(
) ve L2(
) ayr¬labilir uzayd¬r.

Tan¬m 1.23 (L1(
) Uzay¬) L1(
), 
 üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve modülünün esasl¬

(essential) supremumu sonlu olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümedir (Evans 1997,

s. 618).

Tan¬m 1.24 (Hk(
) Uzaylar¬) Hk(
), kendisi ve k. mertebeye kadar tüm genelleşmiş

türevleri L2(
) ya ait olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümedir. Bu kümeye ait baz¬

önemli özellikler aşa¼g¬da verilmiştir (Mikhailov 1978, s. 121);

(a) Hk(
) lineer uzayd¬r ve H0(
) = L2(
),

(b) Hk(
), üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)Hk(
) =
X
j�j�k

Z



D�f1D
�f2dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHk(
) =

0@X
j�j�k

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

biçimindedir,

(c) @
 2 Ck ise C1(
 ) uzay¬, Hk(
) da her yerde yo¼gundur,

(d) @
 2 Ck ise Hk(
) ayr¬labilir uzayd¬r.
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Tan¬m 1.25 (�Hk(
) Uzay¬) �Hk(
), Ck(
 ) uzay¬na ait ve 
 bölgesi ile @
 yüzeyinin bir

komşulu¼gunun arakesitinde s¬f¬r olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümenin kapan¬̧s¬d¬r

(Mikhailov 1978, s. 131).

Teorem 1.7 (·Iz (Trace) Teoremi) 
 s¬n¬rl¬ bir bölge ve @
 2 C1 olsun. Bu durumda

s¬n¬rl¬bir lineer

T : H1(
)! L2(@
)

operatörü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar;

(a) E¼ger f 2 H1(
) \ C(
 ) ise Tf = f j@
,

(b) Her bir f 2 H1(
) için kTfkL2(@
) � C kfkH1(
) d¬r, burada C > 0 say¬s¬sadece 


ya ba¼gl¬olup f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

T operatörüne iz operatörü, Tf ye f fonksiyonunun @
 üzerindeki izi denir ve kTfkL2(@
),

kfkL2(@
) ile ifade edilir (Evans 1997, s. 258).

Teorem 1.8 
 s¬n¬rl¬bir bölge, @
 2 C1 ve f 2 H1(
) olsun. Bu durumda f 2 �H1(
)

olmas¬için gerek ve yeter koşul @
 üzerinde Tf = 0 olmas¬d¬r (Mikhailov 1978, s. 142).

Teorem 1.9 (H1(
) da K¬smi ·Integrasyon) f; g 2 H1(
) ve @
 2 C1 olsun. Bu du-

rumdaZ



fxigdx =

Z
@


fgnidS �
Z



fgxidx; (i = 1; 2; :::n)

k¬smi integrasyon formülü sa¼glan¬r, burada ni = cos(n; xi), @
 yüzeyinin d¬̧s normali olan

n ile xi ekseni aras¬ndaki aç¬n¬n kosinüsü ve yukar¬daki eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda yer alan

@
 üzerinde al¬nan integral içindeki f ve g, @
 üzerinde f ve g fonksiyonlar¬n¬n izidir

(Mikhailov 1978, s. 139).

Tan¬m 1.26 (Hadamard Anlam¬nda ·Iyi Konulmuş Problemler) U ve F metrik uzaylar,

A : U �! F operatör olmak üzere,

Au = f (1.1)

olsun. (1.1) denkleminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemine

(U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problem denir;
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1) Her f 2 F için U uzay¬nda problemin çözümü vard¬r,

2) Çözüm U uzay¬nda tektir,

3) Koşullar F uzay¬nda az de¼gişti¼ginde çözüm de U uzay¬nda az de¼gişir (kararl¬l¬k koşulu)

(Lavrent�ev et al. 1986, s. 26).

Bu şartlardan herhangi birinin sa¼glanmamas¬durumunda problem, (U; F ) uzay çifti için

Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problem olarak adland¬r¬l¬r. Bir (U1; F1) uzay çifti

için iyi, başka bir (U2; F2) uzay çifti için kötü konulmuş probleme (U2; F2) de zay¬f kötü

konulmuş problem denir. Tüm uzay çiftlerinde kötü konulmuş probleme kuvvetli kötü

konulmuş problem denir.

·Iyi konulmuş problem tan¬m¬20. yüzy¬l¬n başlar¬nda Hadamard taraf¬ndan verilmi̧stir.

Hadamard�a göre kötü konulmuş problemler yard¬m¬ile, reel �ziksel anlam¬olan pratik

olaylar tan¬mlanamaz. Çünkü pratikte her zaman koşullar belirli bir hata pay¬ile verilir.

Bu hatal¬koşullar kullan¬larak bulunan çözüm, kesin çözümden çok farkl¬olabilir ve bu da

pratikte yanl¬̧s sonuçlara neden olabilir. Bu nedenle bir çok matematikçi önceleri sadece

Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problemlerle ilgilenmi̧slerdir. Ancak pratikteki bir

çok problem Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problemlere dönüşerek matematikçi-

lerin kaŗs¬s¬na ç¬km¬̧st¬r ve Tikhonov, Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problemlerin

gereklili¼gini ortaya koymuştur (Tikhonov and Arsenin 1979).

Tan¬m 1.27 (Tikhonov Anlam¬nda ·Iyi (Şart¬iyi) Konulmuş Problemler) (1.1) denk-

leminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemine şart¬iyi (do¼gru)

konulmuş problem veya Tikhonov anlam¬nda iyi konulmuş problem denir;

1) Problemin çözümü var ve belirli bir M � U kümesine aittir,

2) Problemin çözümü M de tektir,

3) Problemin çözümüM de koşullara sürekli ba¼g¬ml¬d¬r, yani çözümüM kümesinin d¬̧s¬na

ç¬karmayan koşullar F metrik uzay¬nda sonsuz küçük bir de¼gişikli¼ge u¼grad¬klar¬nda prob-

lemin çözümü de U metrik uzay¬nda sonsuz küçük de¼gişir (Lavrent�ev et al. 1986, s. 27).

M kümesine problemin do¼gruluk kümesi denir ve M genellikle kompakt bir küme olarak

seçilir.
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BÖLÜM 2

CARLEMAN KEST·IR·IMLER·I

Carleman kestirimi, bir k¬smi diferensiyel denklemin çözümü için büyük parametreli bir

L2-a¼g¬rl¬kl¬kestirimdir. Bu bölümde ilk olarak ikinci mertebeden bir lineer diferensiyel

operatör için Carleman kestiriminin tan¬m¬verilecek olup (Klibanov and Timonov 2004)

daha sonra transport denklem ve transport denklem için Carleman kestiriminin elde edili̧si

ifade edilecektir. Ayr¬ca, elde edilen bu kestirim yard¬m¬yla dura¼gan olmayan transport

denklem için bir Cauchy probleminin Lipschitz kararl¬l¬¼g¬n¬n ispat¬verilecektir (Klibanov

and Pamyatnykh 2006).

2.1 GENEL CARLEMAN KEST·IR·IM·I

G � Rn parçal¬ düzgün @G s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬ bir bölge olsun. ·Ikinci mertebeden

A (x;D) lineer diferensiyel operatörü G de

A (x;D)u =
X
j�j�2

a� (x)D
�u

ve A operatörünün baş k¬sm¬A0 (x;D), G de

A0 (x;D)u =
X
j�j=2

a� (x)D
�u

şeklinde tan¬mlans¬n. A operatörünün baş k¬sm¬ndaki katsay¬lar düzgün, j�j = 2 için

a� 2 C
�
�G
�
, ve düşük mertebeden terimlerin katsay¬lar¬G de sürekli olsun, j�j � 1 için

a� 2 C1
�
�G
�
olsun.

� � @G; @G s¬n¬r¬n¬n bir parças¬olsun. �, A operatörünün karakteristik olmayan bir

yüzeyi oldu¼gu kabul edilecektir. � üzerinde verilenlere göre Cauchy problemi aşa¼g¬da

ifade edilmi̧stir.

Problem 2.1 G de

Au = f

11



denklemi ve

uj� = p(x) ve
@u

@n

����
�

= q(x)

koşullar¬alt¬nda u 2 C2
�
�G
�
fonksiyonunun belirlenmesi problemi.

Burada n; � üzerinde birim d¬̧s normal vektördür. ft = 0g durumunda verilen Cauchy

şartlar¬alt¬nda parabolik ve hiperbolik k¬smi diferensiyel denklemler için klasik Cauchy

problemlerinden farkl¬olarak, burada ifade edilen Cauchy problemi kötü konulmuş ola-

bilir.

c > 0 bir sabit ve ' 2 C2
�
�G
�
olmak üzere

'c =
�
x 2 �G : ' (x) = c

	
ve

Gc = fx 2 G : ' (x) > cg

olarak tan¬mlans¬n. Gc 6= ; ve �Gc da jr'j 6= 0 olsun. Gc nin s¬n¬r¬

@Gc = �c [ 'c

şeklinde iki k¬s¬mdan oluşur, burada �c � �; � n¬n bir parças¬ve �c = � \ f' � cg dir.

Şekil 2.1 Gc kümeleri ve 
:

Kolayl¬k aç¬s¬ndan c = 0 al¬n¬rsa

G0 = fx 2 G : ' (x) > 0g ; @G0 = �0 [ f' = 0g
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elde edilir. Böylece x 2 �0 için ' (x) > 0 olur. ' fonksiyonu minimum de¼gerini '0 seviye

yüzeyi üzerinde al¬r, yani

min
x2 �G0

' (x) = ' (x)jx2f'=0g = 0:

Bu durum Carleman kestirimleri için oldukça önemlidir.

Bir � > 0 parametresi için

C (x) = exp [�' (x)]

olarak tan¬mlans¬n.

Tan¬m 2.1 A0 operatörünün katsay¬lar¬na, ' fonksiyonuna ve G bölgesine ba¼gl¬yeterince

büyük bir �0 = �0(A0; ';G0) parametresi, her � � �0 ve tüm u 2 C2
�
�G0
�
fonksiyonlar¬

için G0 da

(A0u)
2C2 � K

�
� jruj2 + �3u2

�
C2 +r � U (2.1)

kestirimi sa¼glanacak şekilde var olsun, burada K > 0 sabiti �0 ile ayn¬parametrelere ba¼gl¬,

� ve u dan ba¼g¬ms¬z olup U vektör fonksiyonu

jU j � K�3
�
jruj2 + u2

�
C2 (2.2)

kestirimini sa¼glar. (2.1) kestirimi A0 operatörü için noktasal Carleman kestirimi ve C (x)

fonksiyonu A0 operatörü için Carleman a¼g¬rl¬k fonksiyonu olarak adland¬r¬l¬r.

(2.2) kestiriminden

uj�0 =
@u

@n

����
�0

= 0 ise U j�0 = 0 (2.3)

elde edilir.

2.2 TRANSPORT DENKLEM·I

Transport denklemi, parçac¬¼g¬n taş¬nmas¬ile ilgili bir çok �ziksel sürecin modellenmesinde

kullan¬l¬r (Case and Zweifel 1967).

Transport denklemi en genel formda

ut + v � ru+ a (x; t; v)u+

Z
Rn

g (x; t; v; �)u (x; t; �) d�� = F (x; t; v) (2.4)
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olarak ifade edilebilir. Burada x 2 
 � Rn bir uzaysal de¼gi̧sken, v 2 Rn parçac¬k

h¬z¬n¬n bir vektörü, t 2 (0; T ) zaman, u (x; t; v) parçac¬k ak¬̧s¬n¬n yo¼gunlu¼gu, a (x; t; v)

so¼gurulma (absorption) katsay¬s¬, F (x; t; v) kaynaklar¬n aç¬sal yo¼gunlu¼gu ve g (x; t; v; �)

saç¬l¬m çekirde¼gidir.

Bu bölümde

ut + v � ru+ a (x; t; v)u+

Z
Sn

g (x; t; v; �)u (x; t; �) d�� = F (x; t; v) (2.5)

dura¼gan olmayan (zamana ba¼gl¬) transport denklemi ele al¬nacakt¬r, burada x 2 
 � Rn,

v 2 Sn = fv 2 Rn : jvj = 1g dir (Case and Zweifel 1967).

Dura¼gan (zamandan ba¼g¬ms¬z) transport denklem de �ziksel süreçlerin modellenmesinde

önemlidir. Zamana ba¼gl¬türevin önemsenmemesi sonucu (2.5) denkleminden

v � ru+ a (x; v)u+

Z
Sn

g (x; v; �)u (x; �) d�� = F (x; v) (2.6)

elde edilir.

2.3 TRANSPORT DENKLEM·I ·IÇ·IN CARLEMAN KEST·IR·IM·I VE B·IR

CAUCHY PROBLEM·I ·IÇ·IN KARARLILIK ANAL·IZ·I


 = fx 2 Rn : jxj < Rg ; Sn = fv 2 Rn : jvj = 1g ;

H = 
� Sn � (�T; T ) ; � = @
� Sn � (�T; T )

olsun. H bölgesinde transport denklemi

ut + v � ru+ a (x; t; v)u+

Z
Sn

g (x; t; v; �)u (x; t; �) d�� = F (x; t; v) (2.7)

ile verilsin, burada v 2 Sn parçac¬k h¬z¬n¬n birim vektörü, u (x; t; v) parçac¬k ak¬̧s¬n¬n

yo¼gunlu¼gu, a (x; t; v) so¼gurulma (absorption) katsay¬s¬, F (x; t; v) kaynaklar¬n aç¬sal yo¼gun-

lu¼gu, g (x; t; v; �) saç¬l¬m çekirde¼gidir.

uj� = p (x; t; v) ; (x; t; v) 2 @
� [�T; T ]� Sn; (n � v) < 0 (2.8)

s¬n¬r koşullar¬ verilsin, burada (n � v) ; @
 yüzeyinin birim d¬̧s normal vektörü n ve v

h¬z¬n¬n yönünün skaler çarp¬m¬d¬r, yani bu durumda s¬n¬rda sadece giri̧s yapan radyasyon

verilmektedir.
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(2.7) denkleminin, (2.8) s¬n¬r koşulu ve t = �T de verilen

u (x;�T; v) = q (x; v) ; (x; v) 2 
� Sn

başlang¬ç koşulu ile çözümünün aranmas¬problemi transport denklem için klasik direkt

problemdir. Bu problem için teklik, varl¬k ve kararl¬l¬k sonuçlar¬n¬n var oldu¼gu bilinmek-

tedir (Prilepko and Ivankov, 1984).

q (x; v) başlang¬ç koşulunun bilinmedi¼gi, ancak

uj� = p (x; t; v) ; (x; t; v) 2 @
� [�T; T ]� Sn; (n � v) > 0 (2.9)

ek s¬n¬r koşulunun verildi¼gi kabul edilsin, yani s¬n¬rdan ç¬k¬̧s yapan p (x; t; v) radyasyonu

da verilmektedir.

Böylece dura¼gan olmayan transport denklem için standart olmayan Cauchy problemi elde

edilir.

Problem 2.2 (2.8), (2.9) s¬n¬r koşullar¬verildi¼ginde, (2.7) denkleminden u (x; t; v) çözü-

münün bulunmas¬problemi.

Teorem 2.1 (Lipschitz Kararl¬l¬¼g¬) a1 ve g1 pozitif sabitler olmak üzere, her (x; t; v) 2 H

için ja (x; t; v)j < a1 ve her (x; t; v; �) 2 H �Sn için jg (x; t; v; �)j < g1 olsun. p (x; t; v) 2

L2 (�), F (x; t; v) 2 L2 (H) ve T > R olsun. u 2 C1(�
 � [�T; T ]) � C (Sn) fonksiyonu

(2.7) denklemini ve (2.8), (2.9) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumda

jjujjL2(H) � K
h
jjpjjL2(�) + jjF jjL2(H)

i
(2.10)

Lipschitz kararl¬l¬k kestirimi sa¼glan¬r, burada K = K (
; T; g1; a1), u, p ve F fonksiyon-

lar¬ndan ba¼g¬ms¬z pozitif sabittir.

Sonuç 2.1 (Teklik) Teorem 2.1 deki koşullar¬n sa¼glanmas¬durumunda, Problem 2.2 nin

çözümü tektir.

Aşa¼g¬da Teorem 2.1 in koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬kabul edilmektedir. Teorem 2.1 in ispat¬

Lemma 2.2 de verilen Carleman kestirimine dayanmaktad¬r.

L0u = ut + v � ru = ut +
nX
i=1

viuxi
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olsun, burada x0 2 
 herhangi bir nokta olsun.

 (x; t) = jx� x0j2 � �t2; � 2 (0; 1) sabit

fonksiyonu tan¬mlans¬n ve c 2 (0; R) sabit olsun.

Gc (x0) :=
�
(x; t) :  (x; t) > c2 ve jxj < R

	
ve Gc := Gc (0) olsun. Carleman a¼g¬rl¬k fonksiyonu

C (x; t) = exp [� (x; t)]

şeklinde tan¬mlans¬n.

Lemma 2.2 Bir � say¬s¬ � 2 (0; 1) ve T >
R
p
�
olacak şekilde seçilsin. Ayr¬ca bir

c 2 (0; R) sabiti, Gc � 
 � (�T; T ) olacak şekilde seçilsin. Bu durumda sadece Gc

bölgesine ba¼gl¬olan �0 = �0 (Gc) ve M =M (Gc) pozitif sabitleri, Gc�Sn bölgesinde tüm

u (x; t; v) 2 C1
�
�Gc
�
� C (Sn) fonksiyonlar¬ve her � � �0 (Gc) için

(L0u)
2 � 2� (1� �)u2C2 +rU + Vt (2.11)

noktasal Carleman kestirimini sa¼glayacak şekilde vard¬r, burada (U; V ) vektör fonksiyonu

j(U; V )j �M�u2C2 (2.12)

ve

V (x; t; v) = 2� (�t� (v � x))u2C2 (2.13)

kestirimlerini sa¼glar.

Lemma 2.3 T > R olsun.Bu durumda herhangi bir c 2 (0; R) için tüm � 2 (�0 (R; T; c) ; 1)

için Gc � 
� (�T; T ) olacak şekilde bir �0 = �0 (R; T; c) 2 (0; 1) vard¬r.

·Ispat. Gc bölgesinin tan¬m¬ndan

Gc � f
� (�T; T )g () maks
@


 (x; T ) � C2

olur, yani R2 � �T 2 � c2oldu¼gundan

� � R2 � c2

T 2
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eşitsizli¼gi elde edilir. c 2 (0; R) ve R < T oldu¼gundan � 2 (0; 1) olur ve �0 = � olarak

seçilebilir.

·Ispat. (Lemma 2.2 nin ispat¬) C Carleman a¼g¬rl¬k fonksiyonu olmak üzere, z = uC olsun.

Bu durumda

u = zC�1 = z exp
�
�(�t2 � jxj2)

�
ve

ut = ztC
�1 + z2��tC�1

= (zt + 2��tz)C
�1;

uxi = zxiC
�1 + z (�2xi)�C�1

= (zxi � 2�xiz)C�1

olur. Bu durumda

L0u =

"
zt +

nX
i=1

vizxi + 2�

 
�t�

nX
j=1

vjxj

!
z

#
C�1

olup böylece

(L0u)
2C2 � 4�

 
�t�

nX
j=1

vjxj

!
z

 
zt +

nX
i=1

vizxi

!

= 4��tzzt + 4��t
nX
i=1

vizzxi � 4�
nX
j=1

vjxjzzt

�4�
nX
j=1

vjxj

nX
i=1

vizzxi

=
�
2��tz2

�
t
� 2��z2 �

"
2�

nX
j=1

vjxjz
2

#
t

+

nX
i=1

�
2��tviz

2
�
xi
�

nX
i=1

"
2�

 
nX
j=1

vjxj

!
viz

2

#
xi

+2�

 
nX
i=1

v2i

!
z2

=

"
2�

 
�t�

nX
j=1

vjxj

!
z2

#
t

� 2��z2

+
nX
i=1

"
2�

 
�t�

nX
j=1

vjxj

!
viz

2

#
xi

+ 2�

 
nX
i=1

v2i

!
z2
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elde edilir.
nX
i=1

v2i = 1 ve z
2 = u2C2

oldu¼gundan

(L0u)
2C2 � 2� (1� �)u2C2 +rU + Vt

elde edilir, burada j(U; V )j �M�u2C2 dir.

·Ispat. (Teorem 2.1 in ispat¬) T > R oldu¼gundan bir " = " (R; T ) > 0 say¬s¬

T > R + 3" ve fjxj < 3"g � 
 (2.14)

olacak şekilde yeterince küçük seçilebilir. �0 = �0 (R; T; "=2) olarak seçilsin (Lemma 2.3)

ve

� =
1 + �0 (R; T; "=2)

2

olsun. Böylece Lemma 2.3 ten

G"/2 � 
� (�T; T ) (2.15)

olur. Bir küçük � = � (") 2 (0; "=12) say¬s¬

G"=2+3� \ [
� (�T; T )] 6= ; ve fjxj < 3"g � 
 (2.16)

olacak şekilde seçilsin. G"=2+3� � G"=2+2� � G"=2+� � G"=2 kümeleri 1 boyutlu durumda

Şekil 2.2 de gösterilmi̧stir.

Şekil 2.2 G"=2+3� � G"=2+2� � G"=2+� � G"=2 kümeleri.
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� (x; t) 2 C1
�
f
� (�T; T )g

�
fonksiyonu

� (x; t) =

8>>><>>>:
1; (x; t) 2 G"/2+2�
0; (x; t) 2 f
� (�T; T )g nG"=2+�

0 ile 1 aras{nda; di�ger durumlarda

şeklinde tan¬mlans¬n.

(2.7) denkleminden

jut + v � ruj � K

24a1 juj+ Z
Sn

juj d�� + jF j

35 (2.17)

elde edilir, burada ve bundan sonra K sabitleri 
; T; a1 ve g1 e ba¼gl¬, ancak � ve u dan

ba¼g¬ms¬z farkl¬pozitif sabitlerdir.

w (x; t; v) = u (x; t; v)� (x; t) olsun. Bu durumda

wt +
nX
i=1

viwxi = �

 
ut +

nX
i=1

viuxi

!
+ u

 
�t +

nX
i=1

vi�xi

!

olur. �t; �xi ; i = 1:::; n türevleri sadece G"=2+�nG"=2+2� bölgesinde s¬f¬rdan farkl¬d¬r ve

s¬n¬rl¬d¬r. Bu nedenle (2.17) eşitsizli¼ginden�����wt +
nX
i=1

viwxi

����� � K

24�
0@juj+ Z

Sn

juj d�� + jF j

1A+ (1� �) juj

35
elde edilir. Böylece�����wt +

nX
i=1

viwxi

����� � K

240@jwj+ Z
Sn

jwj d�� + jF j

1A+ (1� �) juj

35 (2.18)

olur. (2.18) eşitsizli¼gi Carleman a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile çarp¬l¬p her iki taraf¬n karesi al¬n¬rsa�����wt +
nX
i=1

viwxi

�����
2

C2 � K

240@w2 + Z
Sn

w2d�� + F 2

1AC2 + (1� �)u2C2

35
elde edilir. (2.11) Carleman kestiriminden (x; t; v) 2 H"=2; H"=2 = G"=2 � Sn olmak üzere

2� (1� �)2w2C2 +rU + Vt � K

240@w2 + Z
Sn

w2d�� + F 2

1AC2 + (1� �)u2C2

35
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elde edilir. H"=2 üzerinde integral al¬n¬rsa ve Gauss formülü uygulan¬rsa

2� (1� �)

Z
H"=2

w2C2dh

� K

264 Z
H"=2

0@w2 + Z
Sn

w2d�� + F 2

1AC2dh+

Z
H"=2

(1� �)u2C2dh

375
+

Z
M"=2

j(U; V )j dS (2.19)

olur, burada dh � dxd�vdt veM"=2 = @G"=2�Sn olarak al¬nm¬̧st¬r. A; Sn birim küresinin

hacmi olmak üzereZ
H"=2

0@Z
Sn

w2d��

1AC2dh = A

Z
H"=2

w2C2dh

oldu¼gu dikkate al¬narak iç tarafta bulunan Sn üzerindeki integral ortadan kald¬r¬labilir.

Böylece (2.19) eşitsizli¼gi

2� (1� �)

Z
H"=2

w2C2dh

� K

0B@ Z
H"=2

w2C2dh+

Z
H"=2

F 2C2dh+ (1� �)

Z
H"=2

u2C2dh

1CA
+

Z
M"=2

j(U; V )j dS

şeklinde yaz¬labilir. K=2�0 (1� �) < 1=2 olacak şekilde �0 seçilirse her � > �0 için

�

Z
H"=2

w2C2dh � K

0B@ Z
H"=2

F 2C2dh+

Z
H"=2

(1� �)u2C2dh

1CA+ Z
M"=2

j(U; V )j dS (2.20)

elde edilir. (2.11) Carleman kestirimindenZ
M"=2

j(U; V )j dS � K�

Z
M"=2

w2C2dS

olur ve jxj2 � �t2 = ("=2)2 olmak üzere M"=2 üzerinde w = 0 oldu¼gundanZ
M"=2

j(U; V )j dS � K�

Z
M"=2

w2C2dS = K�

Z
M 0
"=2

p2C2dS
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olur, burada M 0
"=2 =M"=2 \ f(x; t) : jxj = Rg � Sn olarak al¬nm¬̧st¬r.

(2.20) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬ için kestirim yap¬lacakt¬r. H"=2+2� bölgesinde w = u

ve H"=2+3� � H"=2 oldu¼gundan

�

Z
H"=2

w2C2dh � �

Z
H"=2+3�

w2C2dh � �e2�("=2+3�)
2

Z
H"=2+3�

u2dh

elde edilir. Ayr¬ca G"=2+2� bölgesinde 1� � (x; t) = 0 oldu¼gundan

sup
H"=2

(1� �)C2 = e2�("=2+2�)
2

olur. BöyleceZ
H
"=2

(1� �)u2C2dh � e2�("=2+2�)
2

Z
H
"=2

u2dh

elde edilir. Bu durumda (2.20) eşitsizli¼ginden

�e2�("=2+3�)
2

Z
H"=2+3�

u2dh � K

0BB@ Z
H"=2

F 2C2dh+ e2�("=2+2�)
2

Z
H"=2

u2dh+ �

Z
M 0
"=2

p2C2dS

1CCA
olur. m = sup

G"=2

�
jxj2 � �t2

�
olarak al¬n¬rsa

�e2�("=2+3�)
2

jjujj2
L2(H"=2+3�)

� K

�
e2�m jjF jj2

L2(H"=2) + e2�("=2+2�)
2

jjujj2
L2(H"=2) + �e2�m jjpjj2

L2
�
M 0
"=2

��
olaca¼g¬ndan, bu eşitsizli¼gin � exp

�
2� ("=2 + 3�)2

�
ile bölünmesiyle

jjujj2
L2(H"=2+3�)

� K

�
e2�m

�
jjF jj2

L2(H"=2) +
e�2��("+5�)

�
jjujj2

L2(H"=2) + e2�m jjpjj2
L2
�
M 0
"=2

�� (2.21)

elde edilir. Burada H"=2+3� \ ft = 0g � 
 olmas¬na ra¼gmen 
 6= H"=2+3� \ ft = 0g

oldu¼gundan H"=2+3� bölgesinin ötelenmesi gerekmektedir. jx0j = 3"=2 olacak şekilde x0
seçilsin ve G"=2 (x0) bölgesi ele al¬ns¬n.

G"=2 (x0) :=
�
(x; t) : jx� x0j2 � �t2 > ("=2)2 ; jxj < R

	
bölgesi G"=2 nin ötelenmesi ile elde edilmi̧stir. (2.14)-(2.16) koşullar¬na ek olarak

G"=2 (x0) � 
� (�T; T ), G"=2+3� (x0) \ [
� (�T; T )] 6= ?
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olacak şekilde " = " (R; T ) ve � = � (") 2 (0; "=12) yeterince küçük seçilebilir.Bu durumda

G"=2+3� \ ft = 0g =
n
jxj > "

2
+ 3�

o
\ 
 (2.22)

ve

G"=2+3� (x0) \ ft = 0g =
n
jx� x0j >

"

2
+ 3�

o
\ 
 (2.23)

olur. B (0; "=2 + 3�) := fx : jxj < "=2 + 3�g küresi için, (2.14) kabulünden � = � (") 2

(0; "=12) oldu¼gundan B (0; "=2 + 3�) � 
 olur. Şimdi B � G"=2+3� (x0) \ ft = 0g oldu¼gu

ispatlanacakt¬r. B küresinin herhangi bir noktas¬x 2 B olmak üzere

jx� x0j � jx0j � jxj =
3

2
"� "

2
� 3� = "� 3� > "

2
+ 3�

olur ve böylece

jx� x0j >
"

2
+ 3�

oldu¼gu görülür. (2.23) dikkate al¬n¬rsa B � G"=2+3� (x0) \ ft = 0g olur. Bu nedenle

(2.22)-(2.23) eşitliklerinden


 =
�
G"=2+3� [G"=2+3� (x0)

�
\ ft = 0g

elde edilir. Bu durumda

E�1 = f(x; t) : x 2 
; jtj < �1g �
�
G"=2 [G"=2 (x0)

�
olacak şekilde �1 2 (0; T ) say¬s¬vard¬r. G"=2; G"=2 (x0) ve E�1 bölgeleri 1 boyutlu durum

için Şekil 2.3 te gösterilmi̧stir.

Şekil 2.3 @G"=2 düz çizgi, @G"=2 (x0) kesikli çizgi, E�1taral¬bölge.
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(2.11) Carleman kestirimi G"=2 (x0) bölgesi için geçerli oldu¼gundan (2.21) dekine benzer

bir kestirim

jjujj2
L2(H"=2+3�(x0))

� K

�
e2�m

�
jjF jj2

L2(H"=2(x0)) +
e�2��("+5�)

�
jjujj2

L2(H"=2(x0)) + e2�m jjpjj2
L2
�
M 0
"=2
(x0)

�� (2.24)
olarak elde edilir, burada

H"=2 (x0) = G"=2 (x0)� Sn ve M 0
"=2 (x0) = @G"=2 (x0) \ f(x; t) : jxj = Rg

dir.

Böylece (2.21) ve (2.24) kestirimlerinden E�1 � Sn üzerinde

jjujj2
L2(E�1�Sn)

� K

�
e2�m

�
jjF jj2L2(H) +

e�2��("+5�)

�
jjujj2L2(H) + e2�m jjpjj2L2(�)

�
(2.25)

kestirimi elde edilir.Z
Sn

Z



u2 (x; t1; v) d�vdx �
1

2�1
jjujj2

L2(E�1�Sn)

olacak şekilde t1 2 (��1; �1) var oldu¼gundan (2.25) eşitsizli¼gindenZ
Sn

Z



u2 (x; t1; v) d�vdx � N (2.26)

elde edilir, burada

N = K

�
e2�m

�
jjF jj2L2(H) +

e�2��("+5�)

�
jjujj2L2(H) + e2�m jjpjj2L2(�)

�
(2.27)

olarak al¬nm¬̧st¬r. S+ (t1) = @
� (t1; T )� Sn olmak üzere

Y (x; t; v) = ut +

nX
i=1

viuxi ; (2.28)

u (x; t1; v) = u0 (x; v) ;

ujS+(t1) = p (x; t; v)
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ve H+ (t1) = @
�(t1; T )�Sn olsun. u nun L2 (H+ (t1)) normu için kestirim yap¬lacakt¬r.

(2.28) 2u ile çarp¬l¬p t 2 (t1; T ) olmak üzere 
� Sn � (t1; t) üzerinde integrali al¬n¬rsa
tZ
t1

Z
Sn

Z



@

@T

�
u2
�
dxd�vd� +

tZ
t1

Z
Sn

Z



nX
i=1

�
viu

2
�
xi
dxd�vd�

=

tZ
t1

Z
Sn

Z



2uY dxd�vd� (2.29)

elde edilir. B = (v1u2; v2u2; :::; vnu2) vektör fonksiyonu dikkate al¬nd¬¼g¬nda

nX
i=1

�
viu

2
�
xi
= divB

olur ve (2.29)

Z
Sn

Z



u2 (x; t; v) dxd�v �
Z
Sn

Z



u2 (x; t1; v) dxd�v +

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


(B � n) dSd�vd�

� K

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


u2dxd�vd� +

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


Y 2dxd�vd�

olarak yaz¬labilir. Burada, @
 s¬n¬r¬ndaki d¬̧s normal vektör n olmak üzere, (B � n) ; B ve

n vektörlerinin skaler çarp¬m¬d¬r. jvj = 1 olmak üzere B = vu2 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

Z
Sn

Z



u2 (x; t; v) dxd�v �
Z
Sn

Z



u2 (x; t1; v) dxd�v +

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


u2dSd�vd�

+K

0@ tZ
t1

Z
Sn

Z
@


u2dxd�vd� +

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


Y 2dxd�vd�

1A (2.30)

elde edilir. (2.17) ve (2.28) kullan¬larak jY j için

jY j � K

24a1 juj+ Z
Sn

juj d�� + jF j

35 (2.31)

kestirimi yap¬labilir. (2.30) ve (2.31) kestirimlerinden

Z
Sn

Z



u2 (x; t; v) dxd�v �
Z
Sn

Z



u2 (x; t1; v) dxd�v +

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


p2dSd�vd� +

+K

0@ tZ
t1

Z
Sn

Z
@


u2dxd�vd� +

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


F 2dxd�vd�

1A
24



elde edilir. Gronwall eşitsizli¼gindenZ
Sn

Z



u2 (x; t; v) dxd�v

� K

0@Z
Sn

Z



u2 (x; t1; v) dxd�v +

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


p2dSd�vd� +

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


F 2dxd�vd�

1A
olup, u (x; t1; v) fonksiyonunun normuna kestirim yapmak için (2.26) ve (2.27) kullan¬l¬rsaZ

Sn

Z



u2 (x; t; v) dxd�v

� K

0@N +

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


p2dSd�vd� +

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


F 2dxd�vd�

1A
= K

�
e2�m

�
jjF jj2L2(H) +

e�2��("+5�)

�
jjujj2L2(H) + e2�m jjpjj2L2(�)

�

+K

0@ tZ
t1

Z
Sn

Z
@


p2dSd�vd� +

tZ
t1

Z
Sn

Z
@


F 2dxd�vd�

1A
� K

�
e2�m

�
jjF jj2L2(H) +

e�2��("+5�)

�
jjujj2L2(H) + e2�m jjpjj2L2(�)

�
elde edilir ve bu durumda

jjujj2L2(H+(t1))

� K

�
e2�m

�
jjF jj2L2(H) +

e�2��("+5�)

�
jjujj2L2(H) + e2�m jjpjj2L2(�)

�
(2.32)

olur. H� (t1) = 
 � (�T; t1) � Sn olmak üzere jjujj2L2(H�(t1))
için benzer kestirim elde

edilebilir. Bu kestirim, (2.32) ile bir arada düşünüldü¼günde

jjujj2L2(H) � K

�
e2�m

�
jjF jj2L2(H) +

e�2��("+5�)

�
jjujj2L2(H) + e2�m jjpjj2L2(�)

�
olur. � � �1;

K
e�2��("+5�)

�
<
1

2

olacak şekilde seçilirse

jjujj2L2(H) � K

�
e2�m

�
jjF jj2L2(H) + e2�m jjpjj2L2(�)

�
elde edilir ve böylece (2.10) ispatlanm¬̧s olur.
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BÖLÜM 3

TRANSPORT DENKLEM·I ·IÇ·IN BAZI TERS PROBLEMLER·IN

KARARLILIK ANAL·IZ·I

Bu bölümde dalga veya parçac¬klar¬n rastgele bir ortamda yay¬l¬m¬n¬n matematiksel

modellenmesinde kullan¬lan transport denklemler ele al¬nacakt¬r. Carleman kestirimleri

yard¬m¬yla transport denklem için baz¬ters katsay¬problemlerinin kararl¬l¬¼g¬, ilk olarak

Bölüm 3.1 de 1 boyutlu uzayda (Machida 2011), daha sonra Bölüm 3.2 de çok boyutlu

uzayda (Machida and Yamamoto 2012) incelenecektir.

3.1 B·IR BOYUTLU UZAYDA KARARLILIK ANAL·IZ·I

Biyolojik dokularda X-¬̧s¬nlar¬n¬n saç¬l¬m yapmadan bir ortama girmesi halinde, bu ¬̧s¬n-

lar¬n yay¬l¬m¬bir do¼gru boyunca olur ve bu do¼gru x-ekseni olarak al¬nacakt¬r. X-¬̧s¬n¬

ortama x = 0 noktas¬nda girer ve bir k¬sm¬absorbe olduktan sonra x = l noktas¬ndan

ç¬kar. Bu taş¬n¬m olay¬l uzunluklu 1 boyutlu bir ortamda aşa¼g¬daki transport denklemi

ile modellenir (Case and Zweifel 1967).

@

@t
u(x; t) +

@

@x
u(x; t) + p(x)u(x; t) = 0 (3.1)

u(x; 0) = a(x); 0 < x < l; (3.2)

u(0; t) = b(t); �T < t < T; (3.3)

burada u(x; t) 2 R; X-¬̧s¬nlar¬n¬n x 2 (0; l) noktas¬nda, t 2 (�T; T ) an¬nda yo¼gunlu¼gu

ve p(x) 2 R so¼gurulma katsay¬s¬d¬r. Ayr¬ca a(x) (pozitif) ve b(t) başlang¬ç ve s¬n¬r

koşullar¬d¬r.

p 2 L1(0; l) bilinmeyen fonksiyon olmak üzere, u(l; t) s¬n¬r de¼gerleri yard¬m¬yla p(x) in

belirlenmesi ve iki farkl¬ p ve q katsay¬s¬için uygun bir jj�jj� normu ile

jjp� qjjL2(0;l) � Cjju[p](l; t)� u[q](l; t)jj� (3.4)
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şeklinde bir kararl¬l¬k kestiriminin elde edilmesi amaçlanmaktad¬r. Bu Teorem 3.3 te

verilecektir ve bu bölümde C genel bir pozitif sabiti göstermek için kullan¬lacakt¬r.

u(x; t) = u[q](x; t)� u[p](x; t); f(x) = p(x)� q(x); R(x; t) = u[q](x; t) (3.5)

olarak tan¬mlan¬rsa

@

@t
eu(x; t) + @

@x
eu(x; t) + p(x)eu(x; t) = f(x)R(x; t); (3.6)

eu(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3.7)

eu(0; t) = 0; � T < t < T (3.8)

elde edilir. Burada q(x) bilinen bir fonksiyon olarak kabul edilecektir. Bu durumda (3.6)

eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki f(x) fonksiyonu için bir kestirim elde edilmesi amaçlanmaktad¬r.

·Ileride görülece¼gi üzere başlang¬ç koşulunun s¬f¬rdan farkl¬olmas¬gerekmektedir. Bunun

için (3.6) denkleminin t de¼gi̧skenine göre türevi al¬n¬r ve

y =
@eu
@t

(3.9)

olarak tan¬mlan¬rsa

Py(x; t) =
@

@t
y(x; t) +

@

@x
y(x; t) + p(x)y(x; t) = f(x)@tR(x; t); (3.10)

y(x; 0) = f(x)R(x; 0); 0 < x < l; (3.11)

y(0; t) = 0; � T < t < T (3.12)

elde edilir, burada @tR =
@

@t
R olup R(x; 0) 6= 0 olmas¬durumunda (3.11) başlang¬ç koşulu

s¬f¬rdan farkl¬olur.

x0 =2 [0; l] ve 0 < � < 1 olmak üzere

'(x; t) = (x� x0)
2 � �t2; (3.13)

olarak tan¬mlans¬n. '(x; t) fonksiyonu aşa¼g¬da verilen eşitsizlik sa¼glanacak şekilde seçile-

cektir.

Lemma 3.1 y(x; t) 2 C10([0; l] � [�T; T ]) fonksiyonu y(0; t) = y(x;�T ) = 0 şartlar¬n¬

sa¼glamas¬durumunda, her s > s0 de¼gerleri için
lZ
0

TZ
�T

sy2e2s'dxdt � C

lZ
0

TZ
�T

jPyj2 e2s'dxdt+ Cs

TZ
�T

y2(l; t)e2s'(l;t)dt (3.14)

olacak şekilde C > 0 ve s0 > 0 vard¬r.
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·Ispat. P0, transport denkleminin baş k¬sm¬olsun;

P0y(x; t) = @ty(x; t) + @xy(x; t); 0 < x < l; � T < t < T: (3.15)

z = es'y olarak tan¬mlan¬rsa

P0z = sA(x; t)z + es'P0y (3.16)

olup, burada

A(x; t) = @t'+ @x' = �2�t+ 2(x� x0) (3.17)

şeklinde al¬nm¬̧st¬r. Bu durumda

lZ
0

TZ
�T

jP0yj2 e2s'dxdt =

lZ
0

TZ
�T

(P0z � sAz)2 dxdt

� �2s
lZ
0

TZ
�T

A (@tz + @xz) zdxdt

= �s
lZ
0

TZ
�T

A
�
@tz

2 + @xz
2
�
dxdt

= s

lZ
0

TZ
�T

(@tA+ @xA) z
2dxdt� s

TZ
�T

A(l; t)z2(l; t)dt

= 2s(1� �)

lZ
0

TZ
�T

z2dxdt� s

TZ
�T

A(l; t)z2(l; t)dt (3.18)

� 2s(1� �)

lZ
0

TZ
�T

z2dxdt� Cs

TZ
�T

z2(l; t)dt (3.19)

olur ve böylece

2(1� �)

lZ
0

TZ
�T

sy2e2s'dxdt �
lZ
0

TZ
�T

jP0yj2 e2s'dxdt+ Cs

TZ
�T

y2(l; t)e2s'(l;t)dt (3.20)

elde edilir. P0y = Py� py oldu¼gundan (3.20) eşitsizli¼ginden (3.14) eşitsizli¼gi elde edilir.

Lipschitz kararl¬l¬¼g¬için Lemma 3.1 de elde edilen Carleman kestiriminden yararlan¬la-

cakt¬r.
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T de¼geri

T >
1p
�
sup
x2[0;l]

jx� x0j (3.21)

olacak şekilde seçilsin. Bu T de¼geri için

'(x;�T ) = (x� x0)
2 � �T 2 < 0; x 2 [0; l] (3.22)

ve

'(x; 0) > 0; x 2 [0; l] (3.23)

olur. Bu durumda " > 0 olmak üzere, yeterince küçük � > 0 say¬s¬

'(x; t) < �"; � T � t � �T + 2�; T � 2� � t � T; x 2 [0; l]; (3.24)

ve

'(x; t) > "; � � � t � �; x 2 [0; l] (3.25)

olacak şekilde seçilebilir.

� 2 C10 (R) kesme fonksiyonu, 0 � � � 1 ve

�(t) =

8<: 1; � T + 2� � t � T � 2�;

0; � T � t � �T + �; T � � � t � T
(3.26)

olacak şekilde tan¬mlans¬n.

z = �y (3.27)

olarak tan¬mlan¬rsa Py = f@tR oldu¼gundan z(x; t) fonksiyonu

@tz + @xz + pz = �f@tR + (@t�)y; z(0; �) = z(�;�T ) = 0 (3.28)

denklemini sa¼glar. z(x; t) fonksiyonu için Lemma (3.1) kullan¬l¬rsa

s

lZ
0

TZ
�T

z2e2s'dxdt � C

lZ
0

f 2

0@ TZ
�T

e�2s�t
2

dt

1A e2s'(x;0)dx+ C

lZ
0

TZ
�T

(@t�)
2 y2e2s'dxdt

+Cs

TZ
�T

z2(l; t)e2s'(l;t)dt (3.29)
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olur ve Lebesgue teoreminden
TZ
�T

e�2s�t
2

dt = o (1) ; s!1 (3.30)

elde edilir, burada o küçük O dur. Sadece �T + � � t � �T +2� veya T �2� � t � T � �

için @t� 6= 0 ve bu aral¬klarda '(x; t) < �" oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa
lZ
0

TZ
�T

(@t�)
2 y2e2s'dxdt � Ce�2s"

lZ
0

TZ
�T

y2dxdt (3.31)

olur ve böylece

s

lZ
0

TZ
�T

z2e2s'dxdt � o (1)

lZ
0

f 2e2s'(x;0)dx+ Ce�2s"
lZ
0

TZ
�T

y2dxdt

+CeCs
TZ
�T

y2(l; t)dt (3.32)

elde edilir.

(3.32) denkleminin sa¼g taraf¬ndaki üçüncü terimde e2smakst '(l;t) � eCs eşitsizli¼ginden

yararlan¬lm¬̧st¬r.

w = zes' = �yes' (3.33)

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda w(x; t) fonksiyonu

@tw+@xw+pw = �es'f@tR+(@t�)ye
s'+s (@t'+ @x')w; w(0; �) = w(�;�T ) = 0 (3.34)

denklemini ve şartlar¬n¬sa¼glar. (3.34) denklemi �2w ile çarp¬l¬p x ve t ye göre integral

al¬n¬rsa

�
lZ
0

TZ
0

@tw
2dxdt =

lZ
0

TZ
0

@xw
2dxdt+

lZ
0

TZ
0

2pw2dxdt

�
lZ
0

TZ
0

2 f�es'f (@tR)w + (@t�)yes'w

+s (@t'+ @x')w
2
	
dxdt (3.35)

olur. [0; l] aral¬¼g¬nda R(x; 0) = a(x) � a0 olacak şekilde a0 > 0 seçilir ve y(x; 0) =

f(x)R(x; 0) oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

�
lZ
0

TZ
0

@tw
2dxdt =

lZ
0

w2(x; 0)dx =

lZ
0

y2(x; 0)e2s'(x;0)dx � a20

lZ
0

f 2(x)e2s'(x;0)dx (3.36)
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elde edilir. (3.35) denkleminin sa¼g taraf¬için

lZ
0

TZ
0

@xw
2dxdt+

lZ
0

TZ
0

2pw2dxdt

�
lZ
0

TZ
0

2
�
�es'f (@tR)w + (@t�)ye

s'w + s (@t'+ @x')w
2
	
dxdt

�
TZ
0

w2(l; t)dt+ Cs

lZ
0

TZ
0

w2dxdt

+

lZ
0

TZ
0

(@t�)
2 y2e2s'dxdt+

lZ
0

TZ
0

f 2e2s'dxdt (3.37)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir, burada Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden yararlan¬lm¬̧st¬r. Böylece

a20

lZ
0

f 2e2s'(x;0)dx �
lZ
0

TZ
�T

f 2e2s'dxdt+

lZ
0

TZ
�T

(@t�)
2 y2e2s'dxdt

+Cs

lZ
0

TZ
�T

z2e2s'dxdt+

TZ
�T

w2(l; t)dt (3.38)

olur. (3.32) eşitsizli¼gi (3.38) eşitsizli¼ginde kullan¬l¬rsa

a20

lZ
0

f 2e2s'(x;0)dx � o (1)

lZ
0

f 2e2s'(x;0)dx+ Ce�2s"
lZ
0

TZ
�T

y2dxdt+ CeCs
TZ
�T

y2(l; t)dt (3.39)

elde edilir.

(3.10) denklemi 2y ile çarp¬l¬p x e göre integral al¬n¬rsa

lZ
0

@ty
2dx+

lZ
0

@xy
2dx+

lZ
0

2py2dx =

lZ
0

2yf@tRdx (3.40)

elde edilir. (3.40) denkleminin sa¼g taraf¬ için Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden yarar-

lan¬larak bir kestirim elde edilebilir. Bu durumda

@

@t

lZ
0

y2dx � C

lZ
0

y2dx+ C

lZ
0

f 2dx (3.41)

olur, burada y(0; t) = 0 ve

lZ
0

@xy
2dx = y2(l; t) � 0 (3.42)
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oldu¼gundan yararlan¬lm¬̧st¬r. Her iki taraf¬n t ye göre integrali al¬n¬rsa

lZ
0

y2(x; t)dx �
lZ
0

y2(x; 0)dx+ C

tZ
0

lZ
0

y2dtdx+ C

tZ
0

lZ
0

f 2dtdx

� Cjjf jj2L2(0;l) + C

tZ
0

lZ
0

y2dtdx (3.43)

elde edilir. Gronwall eşitsizli¼ginden

lZ
0

y2dx � Cjjf jj2L2(0;l) (3.44)

olur ve böylece

lZ
0

TZ
�T

y2dxdt � Cjjf jj2L2(0;l); � T < t < T (3.45)

elde edilir.

(3.25) eşitsizli¼ginden

'(x; 0) = (x� x0)
2 > "+ ��2 (3.46)

oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa (3.39), (3.45) ve (3.46) dan

�
a20 � o (1)

�
e2s("+��

2)
lZ
0

f 2 (x) dx � Ce�2s"jjf jj2L2(0;l) + CeCs
TZ
�T

y2(l; t)dt (3.47)

elde edilir. Bu nedenle, her s > s0 için

n�
a20 � o (1)

�
e2s("+��

2) � Ce�2s"
o
jjf jj2L2(0;l) � CeCs

TZ
�T

y2(l; t)dt (3.48)

olacak şekilde bir s0 vard¬r. Böylece, aşa¼g¬da ifadesi verilen teorem ispat edilmi̧s olur.

Teorem 3.2 R; @tR 2 L2(�T; T ;L1(0; l)) ve p 2 L1(0; l) olmak üzere, y (3.10)-(3.12)

probleminin bir çözümü olsun. [0; l] aral¬¼g¬nda R(x; 0) > 0 oldu¼gu kabul edilir ve T >

sup
x2[0;l]

jx� x0j olacak şekilde seçilirse, herhangi bir f 2 L2(0; l) için

jjf jj2L2(0;l) � Cjjy(l; �)jjL2(�T;T ) (3.49)

olacak şekilde bir C > 0 vard¬r.
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(3.4) e uygun olarak Lipschitz kararl¬l¬¼g¬için Teorem 3.3 aşa¼g¬da ifade edilmi̧stir.

Teorem 3.3 [0; l] aral¬¼g¬nda ja(x)j > 0 olmak üzere u (3.1)-(3.3) probleminin bir çözümü

olsun. Ayr¬ca T > l ve bir M > 0 sabiti için jjpjjL1(0;l); jjqjjL1(0;l) � M olsun. Bu

durumda

jjp� qjjL2(0;l) � Cjj@(u[p](l; �)� u[q](l; �))
@t

jjL2(�T;T ) (3.50)

olacak şekilde bir C(l; T; a; b;M) > 0 sabiti vard¬r.

(3.1)-(3.3) probleminde zaman aral¬¼g¬(�T; T ) olarak al¬nm¬̧st¬r. E¼ger zaman aral¬¼g¬olarak

(0; T ) verilmi̧s olsayd¬fonksiyonlar¬n (�T; T ) aral¬¼g¬na geni̧sletilmesi gerekirdi.

3.2 ÇOK BOYUTLU UZAYDA KARARLILIK ANAL·IZ·I


; @
 s¬n¬r¬C1 den olan n � 2 olmak üzere Rn de s¬n¬rl¬bir bölge olsun. Rn deki skaler

çarp¬m (�) ile gösterilsin ve r = rx =
�

@
@x1
; :::; @

@xn

�
olarak tan¬mlans¬n. u (x; v; t) 2 R

fonksiyonu t > 0 an¬nda, x 2 Rn noktas¬nda, V = fv 2 Rn; 0 < v0 � jvj � v1g olmak

üzere v 2 V h¬z¬nda aç¬sal yo¼gunlu¼gu ifade etsin.

�a (x; v) ve �s (x; v) s¬ras¬yla so¼gurulma (absorption) ve saç¬l¬m katsay¬lar¬olsun. �a ve

�s pozitif ölçülebilir fonksiyonlard¬r:

�a : 
� V ! R; �s : 
� V ! R: (3.51)

Toplam sönümleme (attenuation) �t = �a + �s olarak tan¬mlans¬n. x 2 
; v 2 V ve

0 < t < T olmak üzere u (x; v; t) fonksiyonu için ¬̧s¬n¬msal transport denklemi

Pu := P0u (x; v; t) + �t (x; v)u� �s (x; v)

Z
V

p (x; v; v0)u (x; v0; t) dv0 = 0 (3.52)

şeklinde ifade edilebilir, burada

P0u := @tu (x; v; t) + v � ru (x; v; t) (3.53)

olarak tan¬ml¬d¬r.
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p (x; v; v0) faz fonksiyonu her (x; v) içinZ
V

p (x; v; v0) dv0 = 1 (3.54)

eşitli¼gini sa¼glar.

(3.52) denklemi, biyolojik bir dokuda veya atmosferde ¬̧s¬k ve reaktörlerde nötronlar gibi,

rastgele bir ortamda taş¬n¬m olay¬n¬ifade eder.

n (x), @
 s¬n¬r¬n¬n x 2 @
 noktas¬ndaki birim d¬̧s normal vektörü olmak üzere, ��

�+ = f(x; v) 2 @
� V ; n (x) � v > 0g ;

�� = f(x; v) 2 @
� V ; n (x) � v < 0g (3.55)

şeklinde tan¬mlans¬n ve s¬n¬r koşullar¬

u (x; v; 0) = a (x; v) ; x 2 
; v 2 V; (3.56)

u (x; v; t) = g (x; v; t) ; 0 < t < T; (x; v) 2 �� (3.57)

olarak verilsin.

(3.56) başlang¬ç koşulu, (3.57) s¬n¬r koşulu ile (x; v) 2 �+ ; 0 < t < T için u (x; v; t)

s¬n¬r verileri ile �t veya �s katsay¬lar¬n¬n belirlenmesi ters problemleri ele al¬nacakt¬r. Bu

ters problem, optik tomogra�de kaŗs¬laş¬lan s¬n¬r ölçümlerinden �t veya �s katsay¬lar¬n¬n

belirlenmesi problemidir (Arridge 1999). Özel bir g(x; v; t) lazer ¬̧s¬n¬ �� s¬n¬r¬ndan

bölgeye girer ve ç¬kan u (x; v; t) ¬̧s¬nlar¬�+ � (0; T ) s¬n¬r¬nda ölçülür.

Bu bölümde Hm (
) al¬̧s¬lagelmi̧s Sobolev uzay¬olup (Adams 1975, s. 59)

X = H1 (0; T ;L1 (
� V )) \H2
�
0; T ;L2 (
� V )

�
ve herhangi bir sabitlenmi̧s M > 0 sabiti için

U =
n
u 2 X; kukX + krukH1(0;T ;L2(
�V )) �M

o
(3.58)

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r.
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Teorem 3.4 (�t nin belirlenmesi) uk = u
�
�kt
�
; (x; v; t) k = 1; 2

@tu (x; v; t) + v � ru+ �kt (x; v)u� �s (x; v)

Z
V

p (x; v; v0)u (x; v0; t) dv0 = 0;

u (x; v; 0) = a (x; v) ; x 2 
; v 2 V;

u = g; (x; v; t) 2 �� � (0; T ) ; k = 1; 2

probleminin çözümleri, uk 2 U ve
�kt L1(
�V ) ; k�skL1(
�V ) � M olsun. x0 =2 
 olmak

üzere

T >
1

v0
sup
x2


jx� x0j (3.59)

ve

a (x; v) > 0; (x; v) 2 
� V (3.60)

oldu¼gu kabul edilirse

C�1

0@ TZ
0

Z
�+

(n(x) � v)
��@t �u1 � u2

�
(x; v; t)

��2 dSdvdt
1A

1
2

�
�1t � �2t


L2(
�V )

� C

0@ TZ
0

Z
�+

(n(x) � v)
��@t �u1 � u2

�
(x; v; t)

��2 dSdvdt
1A

1
2

(3.61)

olacak şekilde bir C = C(M) > 0 sabiti vard¬r.

Teorem 3.5 (�s nin belirlenmesi) uk = u
�
�ks
�
; (x; v; t) k = 1; 2

@tu (x; v; t) + v � ru + �t (x; v)u� �ks (x; v)

Z
V

p (x; v; v0)u (x; v0; t) dv0 = 0;

u (x; v; 0) = a (x; v) x 2 
; v 2 V

u = g; (x; v; t) 2 �� � (0; T ) ; k = 1; 2

probleminin çözümleri, uk 2 U ve k�tkL1(
�V ) ;
�ksL1(
�V ) � M olsun. (3.59) ve

(3.60) şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬kabul edilirse

C�1

0@ TZ
0

Z
�+

(n(x) � v)
��@t �u1 � u2

�
(x; v; t)

��2 dSdvdt
1A

1
2

�
�1s � �2s


L2(
�V )

� C

0@ TZ
0

Z
�+

(n(x) � v)
��@t �u1 � u2

�
(x; v; t)

��2 dSdvdt
1A

1
2

(3.62)
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olacak şekilde bir C = C(M) > 0 sabiti vard¬r.

(3.61) ve (3.62) eşitsizliklerindeki, ikinci eşitsizlikler ters problemler için Lipschitz karar-

l¬l¬¼g¬n¬gösterirken, birinci eşitsizlikler a ve
�
�kt ; �s

�
;
�
�t; �

k
s

�
; k = 1; 2 verildi¼ginde �+ �

(0; T ) üzerinde @tu nun belirlendi¼gi başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemleri ile ilgilidir.

Teorem 3.4 ün ve Teorem 3.5 in ispat¬için, lineerleştirilmi̧s ters problem için ispat¬vermek

yeterli olacakt¬r.

Teorem 3.6

@tu+ v � ru+ �tu� �s

Z
V

p (x; v; v0)u (x; v0; t) dv0 = f (x; v)R (x; v; t)

u (x; v; 0) = 0; x 2 
; v 2 V

u = 0; (x; v; t) 2 �� � (0; T )

olmak üzere

R; @tR 2 L2 (0; T ;L1 (
� V )) ; �t; �s 2 L1 (
� V )

ve

u 2 H2
�
0; T ;L2 (
� V )

�
\H1

�
0; T ;L2 (
� V )

�
; ru 2 H1

�
0; T ;L2 (
� V )

�
olsun. Ayr¬ca (3.59) ve (3.60) şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬ve

R (x; v; 0) > 0; (x; v) 2 
� V

oldu¼gu kabul edilirse herhangi bir f 2 L2 (
� V ) için

C�1

0@ TZ
0

Z
�+

(n � v) j@tuj2 dSdvdt

1A
1
2

� kfkL2(
�V )

� C

0@ TZ
0

Z
�+

(n � v) j@tuj2 dSdvdt

1A
1
2

(3.63)

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vard¬r.
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Teorem 3.4 ün ispat¬için u = u1 � u2, f = �1t � �2t ve R = �u2 olarak al¬n¬rsa yukar¬-

daki lineerleştirilmi̧s ters problem elde edilir. u1 ve u2 nin regülerlik kabulleri ile (3.61)

eşitsizli¼gini elde etmek için Teorem 3.6 kullan¬l¬r. Benzer yolla Teorem 3.6 kullan¬larak

Teorem 3.5 ispatlan¬r.

·Ispat. (Teorem 3.6 daki ilk eşitsizli¼gin ispat¬) Q = 
 � V ve C > 0, f fonksiyonundan

ba¼g¬ms¬z genel bir sabit olsun.

u1 = @tu

olarak tan¬mlan¬rsa

Pu1 (x; v; �) = f (x; v) @tR (x; v; �) ; (x; v) 2 Q; 0 < � < t

elde edilir. Bu denklem 2u1 (x; v; �) ile çarp¬l¬r ve (x; v; �) 2 Q� (0; t) üzerinde integral

al¬n¬rsa
tZ
0

@t

0@Z
Q

j@tu (x; v; �)j2 dxdv

1A d� +

tZ
0

Z
Q

v � r
�
j@tu (x; v; �)j2

�
dxdvd�

+

tZ
0

Z
Q

2�t j@tuj2 dxdvd�

=

tZ
0

0@Z
Q

2�s@tu (x; v; �)

0@Z
V

p (x; v; v0) @tu (x; v
0; �) dv0

1A dxdv

1A d�

+

tZ
0

Z
Q

2 (@tu) (x; v; �) f (x; v) (@tR) (x; v; �) dxdvd� (3.64)

elde edilir. 0 � t � T için �t 2 L1 (Q) oldu¼gu dikkate al¬n¬r ve k¬smi integrasyon

kullan¬l¬rsa
tZ
0

Z
Q

v � r
�
j@tuj2

�
dxdvd� =

tZ
0

Z
V

Z
@


(n � v) j@tuj2 dSdvd�

=

tZ
0

0@Z
�+

+

Z
��

1A (n � v) j@tuj2 dSdvd�
�

tZ
0

Z
�+

(n � v) j@tu (x; v; �)j2 dSdvd�

ve
tZ
0

Z
Q

2 j�tj j@tuj2 dxdvd� � C

tZ
0

Z
Q

j@tu (x; v; �)j2 dxdvd�
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olur. u (x; v; �) =
�R
0

@tu (x; v; �) d� ve u (x; v; 0) = 0 oldu¼gundan

tZ
0

0@Z
Q

2�s@tu (x; v; �)

0@Z
V

p (x; v; v0) @tu (x; v
0; �) dv0

1A dxdv

1A d�

� C

tZ
0

0@Z
Q

j@tu (x; v; �)j

0@Z
V

j@tu (x; v0; �)j dv0
1A dxdv

1A d�

= C

tZ
0

0@Z
Q

j@tu (x; v; �)j

0@Z
V

������
�Z
0

@tu (x; v
0; �) d�

������ dv0
1A dxdv

1A d�

� C

tZ
0

Z
Q

j@tu (x; v; �)j

0@Z
V

�Z
0

j@tu (x; v0; �)j d�dv0
1A dxdvd�

� C

tZ
0

Z
Q

0@Z
V

�Z
0

�
j@tu (x; v; �)j2 + j@tu (x; v0; �)j2

�
d�dv0

1A dxdvd�

� C

tZ
0

Z
Q

j@tu (x; v; �)j2 dxdvd�; 0 � t � T;

elde edilir. Burada sondan ikinci eşitsizlikte

j@tu (x; v; �)j j@tu (x; v0; �)j � j@tu (x; v; �)j2 + j@tu (x; v0; �)j2

olmas¬ndan yararlan¬lm¬̧st¬r. Bu durumda, u (x; v; 0) = 0 olmas¬ndan dolay¬
tZ
0

@t

0@Z
Q

j@tu (x; v; �)j2 dxdv

1A d� =

Z
Q

j@tu (x; v; t)j2 dxdv

�
Z
Q

jf (x; v)R (x; v; 0)j2 dxdv

olup, (3.64) ün sa¼g taraf¬ndaki ikinci terim için Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi uygulan¬rsaZ
Q

j@tu (x; v; t)j2 dxdv

�
Z
Q

j@tu (x; v; t)j2 dxdv +
tZ
0

Z
�+

(n � v) j@tu (x; v; �)j2 dSdvd�

� C

tZ
0

Z
Q

j@tu (x; v; �)j2 dxdvd� + C

TZ
0

Z
Q

jf j2 j@tRj2 dxdvd�

+

Z
Q

jf (x; v)R (x; v; 0)j2 dxdv; 0 � t � T (3.65)
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elde eilir. R (�; �; 0) 2 L1 (Q) ve @tR 2 L2 (0; T ;L1 (Q)) oldu¼gu dikkate al¬n¬r ve (3.65)

eşitsizli¼gi için Gronwall eşitsizli¼gi uygulan¬rsaZ
Q

j@tu (x; v; t)j2 dxdv � C kfk2L2(Q) ; 0 � t � T (3.66)

olur. (3.65) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬için (3.66) kullan¬l¬rsa

tZ
0

Z
�+

(n (x) � v) j@tu (x; v; �)j2 dSdvd� � C kfk2L2(Q) ; 0 � t � T

elde edilir ve böylece ilk eşitsizli¼gin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

y = y(x; t), u = u (x; v; t) ve herhangi bir sabitlenmi̧s v 2 V için

Ly(x; t) = @ty + v � ry, x 2 
; t > 0 (3.67)

olsun. 0 < � < v20 olmak üzere

'(x; t) = jx� x0j2 � �t2 (3.68)

şeklinde tan¬mlans¬n. Carleman kestirimi aşa¼g¬da ifade edilmi̧stir.

Lemma 3.7

(i) 0 < t < T; x 2 @
; n (x) � v � 0 için y(x; t) = 0 olacak şekilde

y 2 L2 (�T; T ;H1 (
)) \H1
0 (�T; T ;L2 (
)) ve her s � s0 için

TZ
�T

Z



s jy(x; t)j2 e2s'dxdt

� C

TZ
�T

Z



jLyj2 e2s'(x;t)dxdt+ Cs

TZ
�T

Z
n(x)�v�0

(n � v) y2e2s'(x;t)dSdt

olacak şekilde s0 > 0 ve C > 0 sabitleri vard¬r.

(ii) �� � (�T; T ) üzerinde y = 0 ry 2 L2 (�T; T ;L2 (Q)) olacak şekilde

y 2 L2 (�T; T ;L2 (Q)) \H1
0 (�T; T ;L2 (Q)) ve her s � s0 için

TZ
�T

Z
Q

s ju (x; v; t)j2 e2s'dxdvdt

� C

TZ
�T

Z
Q

jLuj2 e2s'(x;t)dxdvdt+ Cs

TZ
�T

Z
�+

(n � v)u2e2s'(x;t)dSdvdt
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olacak şekilde s0 > 0 ve C > 0 sabitleri vard¬r.

·Ispat. (ii) nin ispat¬ (i) de elde edilen sonucun integralinin al¬nmas¬yla ispatlanabile-

ce¼ginden (i) için ispat¬vermek yeterli olacakt¬r. Bunun için z(x; t) = e2s'(x;t)y(x; t) ve

(Lsz) (x; t) = es'(x;t)L (e�s'z) olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda

Lsz = @tz + v � rz � s ((@t') + (v � r')) z := @tz + v � rz � sA (x; t) z

olur, burada A = @t'+(v � r') = �2�t+2v � (x� x0) şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. yj�� = 0

oldu¼gundan
TZ

�T

Z



jLyj2 e2s'(x;t)dxdt =

TZ
�T

Z



jLszj2 dxdt

� �2s
TZ

�T

Z



A (@tz + v � rz) zdxdt

= �s
TZ

�T

Z



�
A@t (z)

2 + Av � r
�
z2
��
dxdt

= s

TZ
�T

Z



(@tA+rA � v) z2dxdt� s

TZ
�T

Z
@


A (n � v) z2dSdt

= 2s
�
jvj2 � �

� TZ
�T

Z



z2dxdt� s

TZ
�T

Z
@


A (n � v) z2dSdt

� 2s
�
v20 � �

� TZ
�T

Z



z2dxdt� Cs

TZ
�T

Z
n(x)�v�0

(n � v) z2dSdt

elde edilir ve z = es'y yer de¼gi̧stirmesiyle ispat tamamlanm¬̧s olur.

·Ispat. (Teorem 3.6 n¬n ispat¬)

u1 = @tu

olsun. Bu durumda

Pu1 = f (x; v) @tR (x; v; t) ; (x; v) 2 Q; 0 < t < T;

u1 (x; v; 0) = f (x; v)R (x; v; 0) ; (x; v) 2 Q

olur. y; �s; �t ve p

y (x; v; t) =

8<: @tu (x; v; t) ; t > 0;

@tu (x;�v;�t) ; t < 0;
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�s (x; v; t) =

8<: �s (x; v) ; t > 0;

��s (x;�v) ; t < 0;
�t (x; v; t) =

8<: �t (x; v) ; t > 0;

��t (x;�v) ; t < 0;

ve

p (x; v; v0; t) =

8<: p (x; v; v0) ; t > 0;

�p (x;�v; v0) ; t < 0;

olarak geni̧sletilmi̧stir. ~R = @tR olmak üzere, t < 0 için ~R (x; v; t) = � ~R (x;�v;�t)

olacak şekilde ~R geni̧sletilsin. Bu durumda t < 0 için, @ty (x; v; t) = � (@2t u) (x;�v;�t)

ve ry (x; v; t) = r@tu (x;�v;�t) olur ve böylece

y 2 H1
�
�T; T ;L2 (Q)

�
\ L2

�
�T; T ;L2 (Q)

�
; ry 2 L2

�
�T; T ;L2 (Q)

�
olur. Ayr¬ca

@ty + v � ry + �ty � �s

Z
V

pydv0 = f (x; v) ~R (x; v; t) ; (x; v) 2 Q;�T � t � T (3.69)

olur. (3.59) kabulünden dolay¬
�

v20
< 1 ve

T >

sup
x2


jx� x0j
p
�

(3.70)

olacak şekilde � > 0 seçilebilir. ·Ileride
�

v20
de¼geri 1 e yeterince yak¬n olarak al¬nacakt¬r.

Böylece x0 =2 
 oldu¼gundan

'(x;�T ) = jx� x0j2 � �T 2 < 0; x 2 


ve

'(x; 0) > 0; x 2 


olur. Bu durumda � > 0 say¬s¬

'(x; t) < ��; � T < t < �T + 2�; T � 2� < t < T; x 2 


ve

'(x; t) > �; � � < t < �; x 2 
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olacak şekilde yeterince küçük seçilebilir. � 2 C10 (R) fonksiyonu 0 � � � 1 ve

� (t) =

8<: 1; � T + 2� � t � T � 2�;

0; � T � t � �T + �; T � � � t � T

olacak şekilde sabitlensin.

z = �y; w = �yes'

olarak tan¬mlan¬rsa

@tz + v � rz + �tz � �s

Z
V

p (x; v; v0; t) z (x; v0; t) dv0

= � (t) f (x; v) ~R (x; v; t) + (@t�) y; (x; v) 2 Q;�T < t < T (3.71)

z (�; �;�T ) = 0

ve

@tw + v � rw + �tw � �s

Z
V

p (x; v; v0; t)w (x; v0; t) dv0

= �es'f ~R + (@t�) ye
s' + s (@t'+ (v � r'))w; (x; v) 2 Q;�T < t < T (3.72)

w (�; �;�T ) = 0

elde edilir. Bundan sonraki k¬s¬mda C > 0; s > 0 ve f fonksiyonundan ba¼g¬ms¬z genel

sabitler için kullan¬lacakt¬r. �t 2 L1 (Q� (�T; T )) ve p 2 L1 (
� V � V � (�T; T ))

oldu¼gundan

TZ
�T

Z
Q

�������s (x; v; t)
Z
V

p (x; v; v0; t) z (x; v0; t) dv0

������
2

e2s'(x;t)dxdvdt

� C

TZ
�T

Z
Q

0@Z
V

j�s (x; v; t)j2 jp (x; v; v0; t)j2 jz (x; v0; t)j2 dv0
1A e2s'(x;t)dxdvdt

� C

TZ
�T

Z



0@Z
V

0@Z
V

jz (x; v0; t)j2 dv0
1A dv

1A e2s'(x;t)dxdt

� C

TZ
�T

Z
Q

jz (x; v; t)j2 e2s'(x;t)dxdvdt (3.73)

ve
TZ

�T

Z
Q

j�t (x; v; t) z (x; v; t)j2 e2s'(x;t)dxdvdt � C

TZ
�T

Z
Q

jz (x; v; t)j2 e2s'(x;t)dxdvdt
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oldu¼gu görülür. Lemma 3.7 (ii) nin uygulanmas¬yla her büyük s > 0 için

s

TZ
�T

Z
Q

jzj2 e2s'(x;t)dxdvdt � C

Z
Q

jf (x; v)j2
0@ TZ
�T

e�2s�t
2

dt

1A e2s'(x;0)dxdv

+C

TZ
�T

Z
Q

j@t�j2 y2e2s'(x;t)dxdvdt

+CeCs
TZ

�T

Z
�+

(n � v) y2dSdvdt

+C

TZ
�T

Z
Q

jzj2 e2s'(x;t)dxdvdt

olur. Yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki son terim, yeterince büyük s > 0 seçimiyle

sol tarafa dahil edilirse

s

TZ
�T

Z
Q

jzj2 e2s'(x;t)dxdvdt � C

Z
Q

jf (x; v)j2
0@ TZ
�T

e�2s�t
2

dt

1A e2s'(x;0)dxdv

+C

TZ
�T

Z
Q

j@t�j2 y2e2s'(x;t)dxdvdt

+CeCs
TZ

�T

Z
�+

(n � v) y2e2s'(x;t)dSdvdt (3.74)

elde edilir. (3.72) denklemi �2w (x; v; t) ile çarp¬l¬p Q� (0; T ) üzerinde integrali al¬n¬rsa

�
TZ
0

Z
Q

@t
�
w2
�
dxdvdt�

TZ
0

Z
Q

v � r
�
w2
�
dxdvdt

=

TZ
0

Z
Q

2�tw
2dxdvdt� 2�s

TZ
0

Z
Q

0@Z
V

pw (x; v0; t)w (x; v; t) dv0

1A dxdvdt

�
tZ
0

Z
Q

2
�
�es'f ~Rw + (@t�) ye

s'w + s (@t'+ v � r')w2
�
dxdvdt

elde edilir. t > 0 için w = � (@tu) e
s' oldu¼gundan �� � (�T; T ) üzerinde w = 0 olur. Bu
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durumda

�
TZ
0

Z
Q

@t
�
w2
�
dxdvdt�

TZ
0

Z
Q

v � r
�
w2
�
dxdvdt

=

Z
Q

w (x; v; 0)2 dxdv �
TZ
0

Z
@


Z
V

w2 (n � v) dSdvdt

=

Z
Q

w (x; v; 0)2 dxdv �
TZ
0

0@Z
�+

+

Z
��

1Aw2 (n � v) dSdvdt

�
Z
Q

w (x; v; 0)2 dxdv �
TZ
0

Z
�+

w2 (n � v) dSdvdt

=

Z
Q

jy (x; v; 0)j2 e2s'(x;0)dxdv �
TZ
0

Z
�+

�2 j@tuj2 (n � v) e2s'(x;t)dSdvdt

olur ve Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi ve (3.73) eşitsizli¼gindekine benzer yöntem ile
TZ
0

Z
Q

2�tw
2dxdvdt� 2�s

TZ
0

Z
Q

0@Z
V

pw (x; v0; t)w (x; v; t) dv0

1A dxdvdt

�
tZ
0

Z
Q

2
�
�es'f ~Rw � (@t�) yes'w � s (@t'+ v � r')w2

�
dxdvdt

� Cs

TZ
�T

Z
Q

z2e2s'(x;t)dxdvdt+ C

TZ
�T

Z
Q

z2e2s'(x;t)dxdvdt

+C

TZ
�T

Z
Q

(@t�)
2 y2e2s'(x;t)dxdvdt+ C

TZ
�T

Z
Q

f 2e2s'(x;t)dxdvdt

elde edilir. BöyleceZ
Q

j@tu (x; v; 0)j2 e2s'(x;0)dxdv � C

TZ
�T

Z
Q

jf j2 e2s'(x;t)dxdvdt

+C

TZ
�T

Z
Q

(@t�)
2 y2e2s'(x;t)dxdvdt

+Cs

TZ
�T

Z
Q

z2e2s'(x;t)dxdvdt

+

TZ
�T

Z
�+

j@tuj2 (n � v) e2s'(x;t)dSdvdt (3.75)
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olur. (3.74) eşitsizli¼gi (3.75) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki üçüncü terim ile yer de¼gi̧stirilirseZ
Q

j@tu (x; v; 0)j2 e2s'(x;0)dxdv

� C

TZ
�T

Z
Q

jf (x; v)j2
0@0@ TZ

�T

e�2s�t
2

dt

1A e2s'(x;0)dxdv

1A
+C

TZ
�T

Z
Q

j@t�j2 y2e2s'(x;t)dxdvdt+ CeCs
TZ

�T

Z
�+

(n � v) y2dSdvdt

elde edilir. � fonksiyonunun tan¬m¬ndan, sadece �T + � � t � �T + 2� veya T � 2� �

t � T � � için @t� 6= 0 oldu¼gu görülür ve bu durumda '(x; t) < �� olur. Böylece

TZ
�T

Z
Q

j@t�j2 y2e2s'(x;t)dxdvdt � Ce�2s�
TZ

�T

Z
Q

y2dxdvdt

ve Lebesgue teoreminden

TZ
�T

e�2s�t
2

dt = o (1) ; s!1

olur. u (�; �; 0) = 0 oldu¼gundan @tu (x; v; 0) = f (x; v)R (x; v; 0) elde edilir ve sonuç olarak

(x; v) 2 �Q için R (x; v; 0) 6= 0 olup her büyük s > 0 içinZ
Q

jf (x; v)j2 e2s'(x;0)dxdv

� o (1)

Z
Q

jf (x; v)j2 e2s'(x;0)dxdv + Ce�2s�
TZ

�T

Z
Q

y2dxdvdt

+CeCs
TZ

�T

Z
�+

(n � v) y2dSdvdt (3.76)

elde edilir. (3.66) eşitsizli¼ginden, y nin t < 0 için @tu nun geni̧slemesi oldu¼gu dikkate

al¬n¬rsaZ
Q

jy (x; v; t)j2 dxdv � C kfk2L2(Q) ; � T � t � T

oldu¼gu görülür. x0 =2 �
 oldu¼gundan, x 2 �
 ve bir " > 0 sabiti için jx� x0j � " > 0 olup,
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(3.76) eşitsizli¼ginden her büyük s > 0 için

(1� o (1)) e2s"
Z
Q

jf (x; v)j2 dxdv � (1� o (1))

Z
Q

jf (x; v)j2 e2s'(x;0)dxdv

� Ce�2s�T

Z
Q

jf (x; v)j2 dxdv

+CeCs
TZ

�T

Z
�+

(n � v) y2dSdvdt

olur. y fonksiyonu, t < 0 için @tu nun geni̧slemesi oldu¼gundan her büyük s > 0 için

�
(1� o (1)) e2s" � Ce�2s�T

	Z
Q

jf (x; v)j2 dxdv � CeCs
Z
�+

TZ
0

(n � v) j@tuj2 dSdvdt

elde edilir. s > 0 de¼gerini yeterince büyük seçilmesiyle ispat tamamlan¬r.
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