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BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bdlumdeki materyalin gu Bhattacharya P B, Jain S K and Nagpaul S R (1984)
Turkce'ye cevrilerek alinngtir.

Tanim 1.1.G bir grup veX bir kiime olsun. Bu durumdger hera,blJG, x(OX i¢in

(i) a(bx) = (ab)x

(i) I;x=x

olacak sekilde ¢(a,XY) = ax ile tanimlanan birg : GxX - X fonksiyonu varses nin X
Uzerinde etki etfii sdylenir. @ fonksiyonunaG nin X Uzerindeki etkisi denir veX in bir

G-kime oldgu sdylenir.

Tanim 1.2. (R — Modil): R birim elemanli bir halkaM , +) bir abelyen grup ve

f:RxM_- M

(rm) > m

bir fonksiyon olsun oyle kilr,r,,r,0R ve m,m, m Migin

(i) r(m +m,)=rm+ rm,

(i) (p+ry)m=rm+rm

(iii) (rry)m =r,(rm)



(iv) Im=m

kosullari s&lansin. Bu durumdaM ye bir sol R-modul denir ve ,M seklinde yazilir.

Cogunluklarm skaler carpim adini alir. &-modiuller de benzesekilde tanimlanir. ger R
birim elemanl komutatif bir halka v#® bir sol R-modul isemr = rm tanimlamasi ilevl bir
s& R-modul yapilir. Bu halde bir soR—-modul ve bir s R—modil birbiriyle cakgir.
DolayisiylaR birim elemanh komutatif bir halka ise sol vegdga-modiiller arasinda bir fark

g6zetmeyeqg@z ve onlara basit byekilde R-moduiller diyecgiz.

Bu bolim boyunca bitiin moddller aksi ifade edilmkedisol moddller olarak ele alinacaktir.

Tanim 1.3.(R- Cebir ): R bir komutatif halka olsun. BiR-cebir bir solR-modtil olan birA

halkas! (daima birim elemanli) dir, dyle ki hellR , a,b0A igin

r(ab) = (ra)b = a(rb)

dir (Brundan 2000).

Ornek 1.1. (G,+) keyfi bir abelyen grupg0G ve nJ Z olsun.ng skaler carpimingu sekilde

tanimlayalim:

g+g+..+g (n>0)
n-tane

ng=10 (n=0)
(-9) +(-9) +...+(-=9) (n<0)

|n|-tane

Bu skaler carpim il& bir Z - moduldr.

Ornek 1.2. R birim elemanh bir halka olsunadR, nilR olmak lizeream tanimi ile R
halkasina sdR-modtil goziyle bakilabilir. Bu durumddeki distribitif 6zellikler ve carpma

isleminin asosyatifii, R nin bir solR-moduloldugunu gosterir.



Ornek 1.3. R halkas! tzerindeki butiimxn matrislerin kiimesiM olmak tizereM bir R—
moduldir. Cunkd M, matrislerdeki toplama slemine gore bir abelyen gruptur ve

rR,(g )0 M olmak Gzere

r(aij ) = (raij )
olarak tanimlanan skaler carpim ilgili modul aksijarini sglar.

Ornek 1.4.0rnek 1.3 deR=R vem=1, n=2(veyam=1,n = 3) olmak suretiyle bitiin
1x2 (veya &3 ) matrislerin kiimesinil = R? ( veyaM = R ?) ile gosterirsek bir diizlemde
(veya bir uzayda) batin vektdrlerin kiméRi cismi Uzerinde bir vektor uzayistal eder.
Modiiller, skalerlerin cisim yerine birim elemanlr halkadan alingy genellgtiriimis vektor

uzaylaridir, yani her vektor uzayl ayni zamandariwdaldir.

Ornek 1.5. R halkasi tizerindekiR[ ¥ polinom halkasi birR-modiildiir. CiinkiiR] X

polinomlardaki toplamasiemine gore bir abelyen gruptur vea [ R,z ax0O R % olmak

i=0

uzere
riaixi :i(rq)k
i=0 i=0

olarak tanimlanan skaler carpim ilgili modul aksnjarini s&lar. BuradaZapé formal
i=0

toplaminda sonlu sayida sifirdan farklidir.

Ornek 1.6.M ve N birer R-modiil olsun.M x N kartezyen carpimindax, x'0M,y, y'0 N
ve r Rigin

(x Y)+ (X, y)= (O X, y+ 1Y)

r(x,y)=(rxry)



tanimiylaM x N bir R-modul olur, M ve N moddullerinin direkt carpimi adini alir.

Teorem 1.1.M bir R-modul olsun. Bu durumdall R ve m M olmak Uzere ggidakiler
gerceklenir:

(i) Om=0

(i) a0=0

(iii) (-a)m=a-m=~(an

Burada (i) ve (ii) de sataraftaki sifirlarM nin ve (i) de sol taraftaki sifir ige nin sifiridir.

Ispat.
() am=(a+0)m= am+ 0 m=> ( Mt) abelyen grup oldtundanOm= 0 olmak zorundadir.

(i) am=a m-0)= amt 8= ( R) abelyen grup oldtundana0 = 0 olmak zorundadir.

(i) () den dolayr 0=0m=(a+(-a@)m= am(— ar dir. (i) den dolay
0O=a0=a(m+(-nj)= am & 1y dir. Diger taraftan (M,+) bir grup oldgundan

sadelstirme 6zellikleri gecerlidir, yanam+(—3d m= am+ & = (— a m (a ) bulunur.

Tanim 1.4. (R- Alt Modul) M bir R-moddl veN, M nin bag olmayan bir alt kimesi olsun.
Asagidaki kasullar sglanirsaN, M nin bir R-alt modualudir denir.

() a=bO N, Oa,bd N
(i) ralON, DaON,rOR

Ornek 1.7. Acik bir bicimde{0} ve M, M nin R-alt moddilleridir. Bunlar trivial alt modller

olarak adlandirilir.



Ornek 1.8. Eger R bir cisim iseN, M nin bir alt uzayidir. Dolayisiyla her alt uzay it

modul olarak alinabilir.

Ornek 1.9.Bir R halkasinin her sol ideali sBI— moduilIR nin bir R=alt moduludur.

Ornek 1.10.EgerM bir R-modiil vexO M ise

Rx={r{ rO R

kiimesiM nin X igeren birR-alt modultdur. Cunkidr,,r, IR igin
X —rx=(r,—r,)x ORX

r(rx) = (rf X ORX
dir.

Teorem 1.2. (N,),;, bir R-modil M nin R-alt modullerinin bir ailesi olsun. Bu durumda

(N, de birR-alt moduldiir.

iOA

Ispat. x, yDﬂN ve allR olsun. OiOA igcin N, ler R-alt modiller oldgundan

iOA

Xx—y,axd N bulunur ki bu iseﬂ N, nin bir R-alt modul oldgunu gosterir.

iOA

M bir R-modul veS M nin bir alt kiimesi olsun. Ayric nin Si iceren butunR alt-

moddullerinin kiimesinA ile gosterelim.M A oldugundanA# [0 dur.

K=(N

NOA



olsun. Bu durumd&, M nin Si iceren en kicuR-alt moduluduar ve) ile gosterilir.M nin
S alt kimesini iceren en kiuc¢iR-alt moduliineS tarafindan uretilefR-alt modul denir. Eer

S={%,..., x} sonlu bir kime ise bu durumd& = (x,,...,x,,) yazilr.

Tanim 1.5. (Sonlu Olarak Uretilen Modul) Eger uygun x OM, 1<i<k ler igin
M =(X,...,% ) ise bir R-modul M bir sonlu olarak Uretilen modul adini alir ve,...,x

elemanlarM i Uretir denir.

Tanim 1.6. (Devirli Modul) Eger uygun bir xOM icin M =(X) ise bu durumda bir

R-modulM ye bir devirli modul denir.

Ornek 1.11. Alt modil 6rneklerinden Ornek 1.10. bize tarafindan Uretilen bir devirli

modiiliin tam olarakrx |r DR} = Rx oldugunu gosterir.

Teorem 1.3. Eger birR-modulM bir {x, X,..., X} kimesi tarafindan tretilir véL1R ise bu

durumda

M ={rx +rx,+..+1x, |1, OR}

dir. Sg taraf sembolik oIaraIE Rx yazilir.

i=1

Ispat. Acik bir bigimde, ger m, m, m DZ Rxver[R ise

i=1
m - m, rmDZn: Rx
i=1

dir. Dolay|S|yIaz RXx M nin bir R-alt modultdur. Ayrica
i=1

1% = x DRxD Y Rx

i=1



dir, yani butinx ler icin x DZ Rx olur. M, M nin batun x leri iceren en kiguIR alt-

i=1

moduli oldgu igin

olmak zorundadir.

Tanim 1.7. (Alt Modullerin Toplami) 1<i<k i¢in (N,) bir M modulunin R-alt
k

modoullerinin bir ailesi olsun. Bu durumd@J N, tarafindan Uretilen alt module yandi<i <k
i=1

icin N, alt modullerini iceren en kicuk alt modil&i <k igin N, alt modullerinin toplami

denir ve

k

>N

i=1
ile gosterilir.

Teorem 1.4. 1<i<k i¢in (N.) bir M modulininR-alt modullerinin bir ailesi olsun. Bu

durumda

k

DN ={x+ %+ 4 x| xO N}

dir.
Ispat. S={x+ % +..+ qg| xO N olsun. Ber x, +x,+...+ x ve y, +y,+..+ y 0 Sise
%+ %)= (% %tot ¥)= (%= W+ (%= Y+ .+ (k= Y0

olur, gunkiix —y ON (1<i<k) dir. Ayrica ger r R ise



X+ X+ %)= +rX+.+rx0S
dir, cinktrx ON, (1<i<k) dir. DolayisiylaS bir R-alt moduludur.

Eger K, her bir alt modul N, vyi iceren herhangi biR-alt modil ise bu durumd&,

X + % +...+ %, %0 N formundaki butlin elemanlari igerir. Dolayisi{a Syi icerir ve S her

k
N, (I<i<k) yi iceren en kicuk alt moduldur. Sonug&zz N nin tanimi kullanilarak
i=1

k
S=> N elde edilir.

i=1

[
Tanim 1.8. (Direkt Toplam) M bir R-Modil ve Z N, , M in R-alt moddllerinin bir(N;),

i=1

Kk
1<i <k, ailesinin toplami olsun. g&r OxO ) N, bir teksekilde
i=1

x=>%  ((ON)

K
olarak ifade edilebiliyor is§)’ N, = N e bir direkt toplam denir ve
i=1

k
N=NON,O..0N=0N

yazilir.

Teorem 1.5. M bir Rmodul vel<i<k igin (N;) M nin R-alt modullerinin bir ailesi olsun.

Bu durumda gegidaki ifadeler birbirine denktir.

[
(i) >N, bir direkt toplamdir.

i=1

(i) Ozzk:x Dzk: N =0i,x =0
i=1 i=1



(iii) N, mzk: N, ={0}, 1<i <k

Ispat.

(i) = (ii). Direkt toplam tanimindan ¢ikar.

Kk

(i) =>(ii). xON ﬂz N, ={0}, 1<i<k olsun. Bu durumda
j=1
j#i

X=X X%+ + Xt XU N
ve
O=x+X%+.+tXx +(x+ x,+.+ x= x=C

elde edilir.

(i) =(@). 1=1,2,..k i¢in x,y ON olmak Uzerex=x+x+..+ x vey=y +y,+..+ Y

olsun. Bu durumda
0= - Y+ (%= ¥+ .+ (X~ ¥)

elde edilir ki bu

k
X =% ONNY N={0} = %x- %=0
i=2

k
yani x, =y, oldugunu gosterir. Benzegekilde x, = Y,,...,x = Y. bulunur. DoIay|S|yIaz N,

i=1

bir direkt toplamdir.



Tanim 1.9. R Homomorfi) M ve N gibi iki R-modul verilsin. Her x, y£OM, riJR igin
asagidaki kasullari gercekleyen birf : M — N foksiyonunaM nin N igine bir R-homomorfisi

denir.
() f(x+y)=f(x+ f(y
@iy f(rx)=rf(x).

Tanim 1.10. (Endomorfi) Homi(M, N), M nin N icine R-homomorfilerinin kimesini
gostersin. Eer M =N ise f:M - N fonksiyonunaM in bir endomorfisi denir ve

Hom, (M, M) kiimesiEnd,( M) ile gosterilir.
Ornek 1.12. M bir R-modiil olsun. Bu durumda(x) =x,xdM ile verileni:M - M

fonksiyonu acik olaral nin M tzerine birR-homomorfisidir veM nin idandik endomorfisi

adini alir.

Ornek 1.13. E)(x)=0, xOM ile verilen 0:M — M fonksiyonuM nin M icine bir R-

homomorfisidir veM sifir endomorfisi adini alir.
Ornek 1.14. M komutatif ve birim elemanli biR halkasi izerinde bR-modiil vea , R nin
sabit bir elemani olmak tzerg(x) =ax, X0 M ile verilen f fonksiyonuM nin M igine bir

R-homomorfisidir.

Tanim 1.11. (Cekirdek (ker) ve Goruntia (im) ) f:M - N bir R-modil M nin bir R-

modulN igine birR-homomorfisi olsun. Bu durumda
K ={xOM| f(x =0}
kiimesind nin ¢ekirdgi denir ve kerf ile gosterilir.

f(M) ={ f (x| x0O M}

10



kiimesine d& nin f altindaki gérunttsi denir ve ifnile gosterilir.
Tanim 1.12. (Tam Dizi)Sonlu veya sonsu2-moditllerden vd&R-homomorfilerden olgan bir

oM OB-M OBR-M OG0 ..

n+l

dizisi gger hern igin im f = ker f_,, ise tamdir.

n+l
Ozel olarakA, B, C Rmodiillerinden,f veg R-homomorfilerden olgan
o0 A0 BOTLCOG-0

tam dizisine bir kisa tam dizi denir.

Tanim 1.13. (Monomorfi, Epimorfi, izomorfi) Eger f :M — N homomorfisi birebir ise

bir monomorfi, 6rten ise bir epimorfi, hem birelbiem de 6rten ise bir izomorfi adini alir.

Eger f :M - N bir izomorfi iseM, N e izomorftur denir veM ON yazilir.

Tanim 1.14. N bir R-modulM nin bir R-alt modult vea,, a, 0 M olsun. Eer a, —a,[0 N ise

a =a,(modN) deriz. “=” bir denklik bagintisidir. é, aldM vyi iceren denklik sinifini
gostersin. Acik bir bicimde

a=a+N={a+ 3 3 N
dir. Denklik siniflarinin kiimesinM / N ile gosterelim.M / N deki ikili islemleri

a+b=a+h, abOM/N

ra=ra, adM/N,rOR.

11



olarak tanimlayalim. Bu ikilislemlerin iyi tanimli oldgu ve M /N kimesini birR-modul

yaptgl kolayca gortlebilir. Bu modul®l nin moduloN bélim moduld denir.
Tanim 1.15. (Lineer B&imsizlik) Bir R-modil M nin x;, %,,...,%, elemanlarinin sonlu bir

dizisi ya da bir listesi,@r herhangia,,...,a, ] R igin

iam =0ikena =a,=..=9,=0
i=1

oluyorsa, lineer bamsizdir denir. Sonlu bir dizi, ger lineer bgmsiz dgilse lineer

bagimhdir denir.

Bir R-rmodul M nin bir S alt kiimesi, ger S nin farkli elemanlarinin her sonlu dizisi lineer

bagimsiz ise, lineer @@amsizdir denir.
Tanim 1.16. (Taban)Bir R-modulM nin bir B alt kimesi, ger

(i) M, B tarafindan uretilir,

(i) Blineer b&msiz bir kime

ise, bir tabandir.

Tanim 1.17. (Serbest Modul)Bir R-modiul M ye, &er bir tabani varsa, bir serbest modul
denir. Diger bir deysle M, eger Sgibi lineer b& msiz bir alt kimesi tarafindan Uretilir ise, bir
serbest modul adini alir.

Tanim 1.18. (Rank)Bir birim elemanl komutatiR halkasi tGizerinde sonlu olarak uretilen bir
M serbest modulinin herhangi bir tabanindaki eleanamh sayisind nin ranki denir ve
rankvl yazilir.

Tanim 1.19. (Tensor Carpim) M bir sgg R-modul veN bir solR-modul olsunM ve N nin

tensor carpimisagidaki sekilde tanimlanan bir abelyen gruptur.

12



Z(M, N) tabaniM x N olan bir serbest abelyen grup yani bir sert#anodil, Y(M, N) ise
Z(M,N) nin Omm, mO M, On,n,n 0N ve Or OR icin aagidaki elemanlar tarafindan

uUretilen bir alt grubu olsun.

(m+m, )—(m n-(m
(mn+n)-(mn)-(mn)

(mr, n)=(m rn)

T(M,N)=Z(M,N)/Y({M/ N boélim grubunaM ve N nin tensoér carpimi denir ve
T(M,N)= MO, N ile gosterilir. Ayrica(m, n+ Y(M, N = nil 1yazacgiz.

Teorem 1.6.M ve N sirasiyla sg ve solR-modiuiller olsunlar. Bu durumddaim, m, m M,

On,n,n 0 N ve Or OR igin asagidaki ifadeler sglanir.

() (m+m)0 n=m0 n- i |

(i) mO(n+n)=nm0 p+ niJ p

@ii) mrdn=m0O rn

Ispat. Y(M, N) nin her elemaninimO M, nON igin

Amn=(mn+ Y MN

ile verilen @: M xN - Z(M, N)/ Y( M, N kanonik homomorfisi altindaki gérinttsu sifirdir.

Teorem 1.7. M ve N sirasiyla save solR-moduller olsun.

() AUZ, mOM ve ndNolsun. Bu durumda,

13



AMO n=A(md n= nJA 1
Ozel olarak
00On=0=mOO0

ve

-mOn=—(md n=nml(— ©
dir.

(i) M Ogz N nin her elemanm O M n O N olmak Uzerez m O n formundadir.

sonlu

Ispat.

(i) Sabit birnON icin gm)=md n (MmO M) ile verilen g :M - M O, N fonksiyonunu
ele alalim. ¢ bir grup homorfisidir. Dolayisiylad OZ icin AmO n=A(m 1) ve benzer
sekilde mOJ An=A(m 1) elde ederiz.

(i) Z(M,N) nin her elemani

> A(m,n), AODZmOM,n0ON

sonlu

formunda oldgundanM [0, N nin her elemanE/li (m O n) sonlu toplamgeklindedir.

Diger taraftan A fyOn FAmUO n oldusundan, M O;N nin her elemani

mQi n, mJ M, ] Ntipindeki elemanlarin sonlu toplageklindedir.
Bir sag R-modulA igin n. tensor kuvvet

T A= AD..0 A
| S —

n-tane

14



dir ve T,A=Z yazilr.
a,, T,Anina,...3 OAveuyguni # (1<i,j <n)icin a = a olmak tzere

a .04,
tipindeki buttin elemanlar tarafindan uretilen attdalti olsunA ninn. eksterior kuvveti
NA=T Ala,
olarak tanimlanir.

a .08 0T AninT A- A, A dogal projeksiyonu altindaki kanonik goruntisin.. Aa,

ile gosterilir. Ozel olarak

NA=T,Ala,= A0 A/( a0 d 4 A

ve herall A icin aAa=0 dir.

b,, T,Anina,...a,0Ave p {1...n} nin herhangi bir permitasyonu olmak tizere

aU.Uga-3,,0..08,,

tipindeki buttin elemanlar tarafindan uretilen attdalti olsunA ninn. simetrik kuvveti
S, A=TAD,

olarak tanimlanir.

aU..08 0T AnnT A- § Adogal projeksiyonu altindaki kanonik gortntlsii...o a,

ile gosterilir.
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BOLUM 2
SERBEST METABELYEN LIE CEB iRLERIi

Tanim 2.1. R birim elemanli komutatif bir halka olmak UzeRelzerinde bir Lie cebirA
asagidaki 6zellikleri sglayan bir cebirdir:

(i) A0z A~ Afonksiyonu

ADL A= A,A- A

ayrilisina sahiptir yani ger xOy nin bu fonksiyon altindaki gerntUsUn[‘.b(, y] ile

gosterirsek hex 1 A icin

[xx]=0

dir.

(i) [[xy].z]+[[ % 2. X+[[ z k. ¥= 0 (Jacobi birimi) (Serre 1992)
Hemen (i) den

[xy]=-[v4

oldugu gorulir ve bu gtli ge ters dgisme 6zellgi denir.

Z tamsayilar halkasi olsun. BK kiimesi igin L=L(X),Z ve X lzerinde serbest Lie

cebirini gostersinL

16



L(X)=0L,(X)

n=1
direkt modil aygimina sahiptir. Buradal_n:Ln(X) L nin n. homojen bilgenini

gostermektedir.

Teorem 2.1. Ln(X), girigleri X den alinann. dereceden sol-normlu Lie carpimlari yani
xOX, i=12,...n olmak tizere[x,%,....%]=[[X,%,....%_] . ] elemanlarn tarafindan

uretilir.

ispat. Eger a,bOL(X) X,%,..% %, ¥%,...yO X olmak izere a=[x,%,...%]| .
b=[¥. ¥.-... Y] ise bu durumdda,b] nin X in elemanlarinin sol-normlu Lie ¢arpimlarinin

bir lineer kombinasyonlar olgunu gostermek yeterlidir.
Bunul Gzerinde timevarimla yapaga. Eger | =0 veya 1 ise sonugikardir.

Simdi eger y =y, +1 ise Jacobi birimi véers dgisme 6zellgi kullanilarak

[alby]]=-[b[wd]-[ M abl=-[[a} b+[[ ab }

elde edilir ki bu timevarim hipotezi nedeniyle @gfgmiz formdur.

Hall tabaninin tanimini hatirlayalim. Hall tabaame&inlarinin tanimi, nin tamami siralanmi
sabit bir serbest Urete¢ kimeésden elde edilirX kiimesinin elemanlari derecesi 1 olan Hall
elemanlaridir. Derecesi en fazla olan Hall elemanlarinin tanimlagan ve Hall

elemanlarinin total siralamasingag@daki gibi oldigunu varsayalim:

Eger herhangi ikiw;, w, Hall elemanlari icinderw, > dermw, ise w, > w, dir. (der = derece)

Bu durumda[u,v] nin derecesn olan bir Hall elemani olmasi icin gerek ve yetesWkiar

deru+ derv=n, u>vve eer u=[u,u] v=u, dir.

17



Hall elemanlariL(X) in bir tabanidir ve derecesiolan Hall taban elemanlari da (X) in

bir tabanidir (Bakhturin 1985).

S=9 X Z ve X uzerindeki simetrik cebiri ven=0 icin S ( X), S nin n. homojen

bilesenini gostersin. Bu durumda S= DO a( X) direkt ayrgimina sahiptir.

n=1icin, X,X%,...% 0 X ve x <X <...< X olmak uzerex o X, o...o X elemanlari§, nin
bir Z tabanini olgturur ve S, =Z1 dir (Serre 1992).

L birim elemanh komutatif bir K halkasi tzerindddir Lie cebiri olsun.n=0,1,2,.. icin (")

tUmevarimla tanimlanir.

Eger L9 =L ve L(”ﬂ):[L(“),L(“)] ise LY =L'=[L,L] L@ =L"=[[L,L],[L,L]] olmak

uzere

formundalL nin ideallerinin bir azalan zincirini elde ederiz.
Tanim 2.2.X tzerindeki serbest metabelyen Lie cebiri
M=M(X)=L/L"

olarak tanimlanirm

direkt modul aygimina sabhiptir. BuradaMn:Mn(X) M nin n. homojen bilgenini

gOstermektedir.

18



Teorem 2.2.M, n21, X,%,...% 0 X ve x >x < x<..< % olmak Uzere[x, X%, ...,X ]

formundaki sol normlu Lie ¢arpimlarindan gdin bir Z -tabanina sahiptir (Bakhturin 1985).

Teorem 2.3.M ye ait bltin sol-normlu Lie ¢arpimlari icBi <n -1 olmak Uzere

[ %X X X] = [0 % s X

yaniM de sol normlu Lie carpimlar, ..., %, girislerine gére simetriktir.

ispat. udOM" olsun. Bu durumdaM "= 0 oldusundana,bO M icin [u,a,bj=[u kh d ve
[uabt-[ubd=-[aub-[ubf[ balr[[ bla o N

dur.

Simdi, u=[X,%,...%X,] , a=x ve b=x,, olsun. Ber i 23 ise, bu durumdaudM" ve

yukaridaki gitlikten

[0 % X X K = %% X% 0
elde edilir. Bu da teoremin ispatini bitirir.

Yukaridaki teoremden hemen 3, .n nin herhangi bito permitasyonu igin

[0 % X 5] =] K% % 1o K |
oldugu gorular.

Lemma 2.1. n=2 igin,
V,: Mn - SAD S}—l
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Vo (4020 %]) = XO (0 0 %)= %0 ( 5 o ¥

ve

%:80S,- §

K[ % 0 (X000 %)= %o Xo..0 X

olmak tzere

0-M,0f-S0S,01. S-0

dizisi bir kisa tam dizidir yanv,, bire-bir, «,, orten veimy, =kerk,, dir.
Ispat. Hannebauer and Stohr 1990)

Lemma 2.2.Bir Z-modiil olarakM, nin ranki,|X|=r ve n> 2 olmak lizere

rank M, :(n—l)(r +:_2j

dir.
Ispat: Lemma 2.1 dekkisa tam dizi kullanilarak

rank (S0 S_,)=rankM, +rank S,

elde edilir. Dger taraftan

rank S, :(r +n_1j

n

20



dir (ince 2008). Dolayisiyla

. r+n-2) (r+n-2) (r+n-2
n-1 n n-1

dir.
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BOLUM 3
G -MODULLER VE ZG-MODULLER

Bu bolumdeki materyalin g Hilton and Stammbach (1971) den Tirkce'ye cereke

alinmstir.

R bir halka veG bir carpimsal grup olsun.

RG:{ngg\ rgDR}

gaG

kiimesi

D19+ P,9=Y (1,+ py)g

900G g1G dgG

(buradar, +p, r, ve p, nin Rdeki toplamidir.) ve

D192, Pyd =2 > 1,py99
dG G

glG goG

seklinde tanimlanan toplama ve carpmkemlerine gore bir halkadir ve grup halkasi adini

alir.

Ozel olarakR=Z icin ZG grup halkas! elde ediliZG tabaniG olan bir serbest abelyen

gruptur. Herhangi iki taban elemaninin carp@udeki carpim ile verilir. Dolayisiyla&ZG

grup halkasinin elemanlarz n,g formundadir ve burada, 0Z sonlu sayidaki elemanlar
guG

hari¢c O dgerini alir. ZG de ¢carpmasiemi
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SnaZmn=3 o

000G G KIG

olarak tanimlanir ve burada

ne= 2, nm
g,h1G
gh=k

dir. ZG grup halkasi gagidaki evrensel 6zellik tarafindan karakterize edili

Onerme 3.1.Rbir halka vei :G - ZG asikar ggmme fonksiyonu olsurfi.(gh) = f(g) f(h)

ve f(l):lR kosullarini sglayan herhangi birf :G - R fonksiyonuna kauhk f'i=f

olacaksekilde bir tek f':ZG — R homomorfisi vardir.

ispat. > n g0ZG igin f'(ZanJ=Zr5f(g) ile tanimlanan f':ZG - R
9IG

guG g0G
fonksiyonunu ele alalim.f' agik bir bicimde fi=f olacak sekildeki tek halka

homomorfisidir.

Bir sgg G-modul bir A abelyen grubudur dyle kj/:G - Aut A bir grup homomorfisidir.
ald A nin bu otomorfi altindaki gdrUntUst(g) yi (diger bir deysle g nin a Gzerindeki

etkisini) ag ile gosterecgiz.

Aut A0 EndA oldugundan grup halkasinin evrensel 6&¢lkullanilarak y':ZG —» EndA

halka homomorfisi elde edilir ve bgekilde A, ZG Uzerinde bir sa modul yani bir sg
7.G -modul yapilir.

Tersine ger A bir sgg ZG-modul ise bu durumdaZG deki grup elemanlari tersinir
oldugundan ve herhangi bir halka homomorfisi tersinienghnlari tersinir elemanlara
goturdigunden A bir sgg G-moduldir. Bu argimarG-modul ve ZG -modul kavramlar

arasinda herhangi bir fark gbzetmenin gerekli oliad ortaya koyar.
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Bir sag G-modil ger y:G - Aut A fonksiyonu trivial yaniG nin her elemanA da birim
eleman olarak etki ederse, trivialdir derarl] A olsun. Bu durumday LI G nin etkisiag = a

(DgDG) dir. Her abelyen gruba herhangi & grubu icin trivial bir G-modil goézuyle
bakilabilir.

gOG icin a(g)=1 ile tanimlanana:G - Z fonksiyonu vasitastylay n,g0ZG igin

g0G

E(angJ=Zr5 ile tanimlanan £:ZG -~ Z halka homomorfisi elde edilire nun
dIG

000G

cekirdesi IG ile gosterilir vekere = IG yazilir.

Lemma 3.1.Bir Abel grubu olarakiG , W ={ g-1| 1# g0 G kiimesi iizerinde serbesttir.

ispat. > n (g-1)=0 olsun.1# g olduzundardg G icin n, =0 elde edilir ki buwW nun

g0G
lineer b&msiz oldgunu gdsterir. Dolayisiyl&V nun, IG vyi Urettigini gostermek yeterlidir.

> n,g01IG olsun. Bu durumda)_n, =0 oldugundan » n (g-1)=>n,g elde edilir ve
e

gtG gtG guG

bu da teoremin ispatini bitirir.

Tanim 3.1. (Reguler Modul)G nin reguler moduliZG dir ve ZG ye bir sg ZG -moddl
gozuyle bakilirhO G nin ZG uzerindeki etkisi

(angjhirbgh

o0G d1G

ile verilir.
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BOLUM 4
PERMUTASYON MODULLER i
Bu bolumdeki materyal Kesim (1997) den Turkcge'yergerek alinmstir.

Tanim 4.1.Bir ZG -modulV ye, &er herxO X, her gU G igin xgJ X olacaksekilde bir

X, Z -tabanina sahipse bir permitasyon modulu deniricAy nin buX Z -tabaninaV nin

permitasyon tabani adi verilir.
Ornek 4.1. ZG , permitasyon taba@ olan bir permutasyon moduiiludiir.
Lemma 4.1.EgerV permutasyon tabaiX olan bir permutasyon modul ise, bu durumda

V=0V,
wiQ

dir ve burad& , X GizerindeG nin orbitlerinin temsilcilerinin bir kimesi V€&, = WZ G dir.

Ispat. G bir grup veX, V permiitasyon modiiliinin permiitasyon tabani olsurniuBumdaX

bir ayrik birlesim olarak X = U wG seklinde yazilabilir.x[0 X olsun. Dolayisiyla uygun bir

wiQ

wQ ve uygun birg, JG igin x=wg, dir. Simdi

V={XDZX n X @DZ}={Z(Z N WQ)}

wilQ

yazilabilir.
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Vv, ={Z Ny, ng} yazilirsa bu durumdad/,, = wZG ve V=>"V,, v, DV, ={0} yani
wiQ wEW
V= EQVW oldugu goruldr.

Tanim 4.2. G bir grup, V bir permitasyon moduli v€, V nin X permutasyon tabani

UzerindeG nin orbitlerinin temsilcilerinin bir kimesi olsurvd Q icin,
G(w) :{ g0 G| wg= v}r

kiimesinen nun G deki stabilizeri denir.

Tanim 4.3. G bir grup,V bir permitasyon moduli v&, V nin permitasyon tabani olsun.

Eger her xO X igin xg= xh= g= I kosulu salanirsaG, X lizerinde serbest olarak etki

eder deriz.

Lemma 4.2. wOOQ olsun veG nin wG orbiti Gzerinde serbest olarak etki gitti varsayalim.

Bu durumdaV,, regller modulZG ye izomorftur.

Ispat. rO0ZG igin a(r)=wr ile verilen a ZG - V, fonksiyonunu ele alalima nin

G-modul izomorfisi oldgunu gosteregez. r = ang Okera olsun. Bu durumda
gG

a(r) =wr =w[z ngg] => n,wg=0

g0G g1G
dir. wg (gUG) elemanlari ikjer ikiser birbirlerinden farkl veV, nin bir Z tabanini
olusturduklarindantlg JG icin n, =0 elde edilir. Dolayisiylar =0 ve a birebirdir. Ayrica

a agikar ortendir. Dolayisiyladr 0ZG, OhOG igin a(rh) =a(r)h oldugunu gostermek
yeterlidir. ZG lzerindekiG-etkiyi ve Q nin birG-kiime oldgu gercgini kullanarak

a(rh) =a[(2nggj h] =a(§; n, gfﬂ = ;G n(wy ka( )|

gdG
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oldugunu goraruz.

Lemma 4.3. wOQ olsun. Bu durumd& nin wG orbiti Uzerinde serbest olarak etki etmesi

icin gerek ve yeter kol G(w) ={1} olmasidir.

Ispat. (Gereklilik) G, wG orbiti tizerinde serbest olarak etki etsin g&lG(w) olsun. Bu

durumda wg=w= WL elde edilir ki bu, etki serbest olgundan g =1 sonucunu verir.

DolayisiylaG(w) ={1} dir.

(Yeterliik) wOQ, G(w)={1} olsun. Etkinin serbest olmagni varsayalim.Su halde

xg = xh olacaksekilde uygunxOwG, h,gl G, h# g elemanlari vardir. Bu durumda uygun

bir g'0G icin x=wg' ve (wg") g=(wg) hyani

Wg'9g=wWgh=>wwdl g¥'=1= ghk go #H

elde edilir ki buh # g oldugundan bir ¢ekikidir.

Onerme 4.1.Eger G(w) ={1} ise bu durumd¥ permitasyon moduluni@G -alt moduluV,,

(ranki 1 olan) bir serbe$tG -moduildr.

ispat. G(w) ={1} oldusundan Lemma 4.3. nedeniy®& wGiizerinde serbest olarak etki eder.

Bu durumda Lemma 4.2. nedenige nin reguler yani ranki 1 olan bir serb&ss -moddl

oldugunu goraruz.

Onerme 4.2.V permiitasyon modUlinUaG -alt modultV,, nin bir trivial ZG -modul olmasi

icin gerek ve yeter kul G(w) = G olmasidir.

Ispat. (Gereklilik) Bir trivial modiiliiniin tanimindan hemen goriildr.

(Yeterlilik) G(w) = G yani OgG icin wg = w olsun. Bu durumdavG={w} dir veG, V,,

Uzerinde trivial olarak etki eder.
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BOLUM 5

M (ZG) NIN MODUL YAPISI

Bu bolimdeki materyal Kesim (1997) den Turkcge’yergerek alinmstir.
7Z.G nin Simetrik ve Serbest Metabelyen Lie Kuvvetleri

G nin reguler modulizG bir serbestZ -moduldir. ZG tzerindeki serbest Lie cebiri igin
L(ZG) vyazariz. Dolayisiyld (ZG), Z uzerinde serbest Lie cebiridir 8yle k{ZG) bir Z -

alt modulu olarakzG i icerir ve ZG nin her tabani ( yani biZ.-modul olarakZG nin her

serbest Urete¢ kiimesilZG) nin bir serbest Urete¢ kiimesidB.nin ZG lzerindeki etkisi
bir tek sekilde L(ZG) ye gengler Oyleki L(ZG) Uuzerinde G nin elemanlarinin cebir
otomorfileri olarak etki etfii bir ZG -moduldir.ZG nin n. Lie kuvveti, L(ZG) nin ZG -alt
moduli ven. homojen bilgeni olan L (ZG) dir. Bu nedenleL(ZG) asagidaki direkt

ayrisima sahip bir derecelendiriljnmoduldr.

L(ZG) = 0 L(ZG)

Benzersekilde simetrik cebirS(Z G vyi ve serbest metabelyen Lie cebt (ZG) yi elde
ederiz. BuradaM (ZG) yi L(ZG) ile L(ZG) nin ikinci tiretilmis alt cebiri olanL(ZG)"nln
bolumu olarak tanimlariz. Bitin bu cebirlesikar olarak derecelendirilpi ZG -moduller

olarak ele alinacak ve homojen kéeleri S (ZG ve M (ZG) sirasiylaZG ninn. simetrik

kuvveti ven. serbest metabelyen Lie kuvveti olarak adlandhakar.

G bir grup olsun.G nin elemanlarZG nin serbest -tabanini olgturur. ZG nin serbestZ

-tabani G nin keyfi bir sekilde siralandgini varsayalim. Bu durumda,, g,,...,4,0 G ve

0,<0,<..< ¢, olmak Uzereg,og,e...o g,monomialleri S (ZG nin serbestZ -tabanini
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olusturur. g,,9,,....,0G ve g, > g, < g,...< g, olmak Uzere[gl, gz,...,gn] sol normlu Lie
monomialleriM (ZG) nin serbest -tabanini olgturur.

G nin ZG-modiller S(ZG ve M (ZG) uzerindeki etkileri sirasiylasagidaki sekilde
verilir:

0., 9,,..,G,,h0 Gigin
(9°G,0..2G,)h=(gho(ghe..o(gh
(9% g]h=[ghgh..gh

Acikca S, (Z G bir permitasyon moduludar.

Simdi G bir grup olsun.G nin keyfi fakat sabit siralangini varsayallm ve S (ZQ

permiitasyon taban
g ={g,°9,0..00] 4. %.....90 G g< g< .< ¢

olan reguler modulZG nin n. simetrik kuvveti olsun.S (Z G nin serbestZ -tabani &3,

UzerindekiG orbitleri ele alalim veQ onlarin temsicilerinin bir kiimesi olsumwdQ icin w

nin G deki stabilizeriniG(w) ile gosterelim.c3, i ayrik bir birleim olarak
= JwG
wQ

seklinde ifade edebiliriz. Ayrica

<= Jwe|U| U well|] U wG

wiQ wilQ

wiQ
G(w)={3 S(w=6 {3zdy*c

yazabiliriz. Boylece,S (Z G ssagidaki ZG -modul direkt aygimina sahiptir.
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Sn(ZG):( o V\ZGJD( 0 vsze]m( o \m%
G(w)={1} qw=G Bz6 w6

Teorem 5.1.G bir keyfi grup olsun. Bu durumd&,(ZGQ nin modul direkt aysiminda,
0O WZG bir serbestZG -moduldur.

wiQ
G(w)={1}

Ispat. Onerme 4.1. den kolayca goriiliir.

Simdi amacimiz,S,(Z G nin direkt ayrgimi i¢inde ikinci direkt toplami yaniMDQ WZG i

G(w)=G

belirlemek. Onerme 4.2. nedeniylgee G(W) = G ise wZG devirli modulleri Z ye izomorf

trivial modullerdir. Dolay|S|yIaG(W) = G olmak tzerewl] &&, lerden olgan kiimeyi yani
Q, ={wOcs, | G(W =G

kiimesini belirlemek yeterlidir

Onerme 5.1.G bir keyfi grup ven bir pozitif tam sayi olsun. Bu durumdgeg G sonsuz veya

G sonlu olupm=|G+ nise Q,=0 dir. Eger n=mq (q=1,q0Z) ise bu durumda

G={0, 0 8| < g<..< g} olmak izereQ, ={g o gjo...o g3} dur.

Ispatw=xo X,0...0 %, X,%,...,%, 0 G olsun. Eer uygun biri icin g=x ise gO0G w
tarafindan icerilir denirilk olarak OgdG igin wg=w ise hergOG nin w tarafindan
icerildigini iddia ediyoruz. Gergektem G w tarafindan igerilsin veylJG olsun.y nin w
tarafindan icerildiini gostermek istiyoruzx, w tarafindan igerildfinden w= x o X,0...0 X
seklindedir. G bir grup oldgundan y=xg olacak sekilde gUG vardir. Dolayisiyla,
WQ= Xgo % b...0o X OF ¥ X @..o X yaniy, wgtarafindan igerilir. Fakavvg = w dir. Bu,
eger Q, #0 ise,G nin sonlu bir grup oldgunu gosterir ( cinkiwQ, sonsuz coklukta

eleman iceremez)Simdi G sonlu ve |G|=m olsun. Ber g=x=x=..=% Ve
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g # X1, % 1€ G nin w tarafindang cok katlilikla icerildgini séyleriz. Simdi egerllg L1 G

icin wg=w ise [JgJG nin w tarafindan ayni ¢ok kathlikla icerilglni iddia ediyoruz.
Gergektenx[0 G w tarafindamn ¢ok katlilikla icerilsin veyJG olsun.y nin dew tarafindan

g cok katlhilkla icerildgini gosterecgiz. X, q cok Kkatlihkla w tarafindan icerilsin.

Xg1re+ %, # Xo0ldugunda

W= Xo Xo0...0 Xo X 0...0 X = Xo %100 X

g-tane

seklindedir. G bir grup oldgundan y = xg olacak sekilde uygun birglJG vardir. Bu

nedenle
WQ = Xge X...0o X X; .0 XGF ¥ ¥.0o ¢ X G..o X

ve (+1<i<n i¢in xg# y dir (cUnkl aksi taktirdex g= y= xg= x= > geliskisi elde
edilirdi). Dolayisiylay de g cok katliliklawg tarafindan icerilir vewg = w dur. Egern=mq

isew=g'ogyo...oq, 9,<0,<..< g, seklindedir.

Sonug 5.1.S, (Z G) nin direkt ayrgimindaki ikinci toplam ger |G|t n ise sifir ve ger |G|| n

ise Z ye izomorftur.

Ispat.Bu 6nerme 4.2. ve énerme 5.1. in bariz bir sonucudur.

Reguler Modul ZG nin n. Serbest Metabelyen Lie KuvvetiM (ZG) nin Modul Yapisi

Simdi G keyfi bir grup ve ZG reguler modul olsunG , ZG nin sabit bir tabani ve

dolayisiyla metabelyen Lie cebiM (ZG) nin bir serbest Urete¢ kiimesidW (ZG) de bir
monomial ileG nin elemanlarinin bir Lie ¢garpimini ifade edeM.(ZG) nin her monomial
G ye gore bir coklu dereceye sahiptir. Bunun ayr$§(ZG) cebirine uygulanir. Coklu

dereceleriS, (Z G) nin standart taban elemanlarini kullanarak eeetitgiz. < G nin keyfi
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bir siralamasi vec&

n L]

0,,9....9,0G ve g,=9,<..< g, olmak lUzereg,og,o...0 g,
monomiallerini igerenS, (Z G) nin bir tabani olsun. Total derecesolan ¢oklu dereceler ile
&8, nin elemanlari arasindd~1) bir iliski vardir. c 8, igin M, (ZG), M, (ZG) deki

¢oklu derecesic olan monomialler tarafindan uretilef -alt modul olsun. Dolayisiyla

Mn’C(ZG) tam olarak cok kathliklarda sayilmak tzerde ayni girslere sahip monomialler

tarafindan dretilenZ -alt modil olsun. BirZ-modiil olarak M, (ZG), M, (ZG) coklu

homojen bilgenlerinin bir direkt toplamidir. Dolayisiyld -moduiller olarak

M,(zG)= 0 M, (ZG)

ccs,

dir. Simdi Q, &8 uzerindeG-orbitlerin temsilcilerinin bir kiimesi vevO Q igin, G(W), G

icindew nun stabilizeri olsun. Bu durumda yukaridaki dirairisim

M,(zG)=0O( 0 M, (zG)

Sl BMn(z0)

olarak yeniden yazilabilirOwQ igin IjDGMM(ZG) nin M, (ZG)nin bir alt moduli

oldugunu iddia ediyoruz. ger ad M, .(ZG) ise bu durumda big O G i¢in agO M, . (ZG)
dir. Bu ger¢gi gostermek icin,c=g, o g,o...0 g, olsun, bu durumdaa ¢ok katlhklarda
sayllmak uzereg,,9,,...,0, i iceren ve derecesn olan Lie carpimlarinin bir lineer
kombinasyonudur. [@er taraftan,ag ¢,0,09,9..., g, g elemanlarini iceren, dereceasiolan

Lie carpimidir ve
0,90 g,00...0 g, g:( ge Qgo..o g) (

oldugundan agd M, . (ZG) dir. Ezer cOWG ise bu durumdacgdwG dir. Dolayisiyla

O M, (ZG) bir alt modiildur.Simdi, M, (ZG) nin modul yapisini incelemek istiyoruz.

cOwG

M, (ZG) nin direkt ayrgimi
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M., (ZG) :{ w{% (d]DwG M”'C(ZG))} H { EQ ( @DWGMn’C(Z G))} H [ \M|:§|2 ( aDwGM”’c (Z G)):I
S(

{1} 2G(w)2 G

olarak yeniden yazilabilir. Amacimiz, bu direkt @yndaki birinci ve ikinci direkt toplamlar

hakkinda detayli bilgi elde etmektitk olarak, G(w) ={1} olsun. Bu durumdwG|=|qg dir.

Dolayisiyla

0 M, (26)=0 M

cOwG

n,wg(ZG) = EG( an(ZG)) 9

dir. g bir otomorfi olarak etki etginden, ger cir, , . M, nin bir tabani ise, bu durumda

(CH;.,)9 M, Nin bir tabandir. Dolayisiyld J (c#, ,)Jg =ctr, G, O M, (ZG) nin bir

oG cOwG
Z-tabanmdir.G grubu bu taban Uzerinde serbest olarak etki edechly, , bir temsilciler
kimesi olarak alinabilir. Sonug olaralgﬂGMn’C(ZG) , serbest Ureteg kiimesis, , olan bir

serbestzZG -moduldur.

ikinci olarak G(w) = G olsun. Bu durumdawG| =1 dir (WG ={w}). Onerme 5.1. nedeniyle
eger G sonsuz veyds sonlu ve|G|f n ise bu durumdd\/ln(ZG) nin direkt ayrgimindaki
ikinci direkt toplam sifirdir. Eer |G| =m, 1<g,<g;<..<g, olmak uzere
G={19,.9....9,} ve mn (n=mq ise, bu durumda énerme 5.1. e giw& sadece
c=1"oglo.og?, (g=1,q0Z) elemanina sahiptir. Teorem 2.1. nedeniyle,

[u,x"]:!u, X, x% olmak uzere, |g,1%gf,....9% g7, ¢! ,...¢"] (421 qO0Z)

g-tane

elemanlariM, . (ZG) nin bir Z -tabanini olgturur. Bu 6zel haldeG ile M, .(ZG) arasinda

n=m halinde

$:1G - M, (ZG)

9 -1-[9.16...9, g,y »--9]
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n =gmhalinde(q>1, q0Z)

$:1G - M, (ZG)

0 -1 [0.7.60 @y Gl ol

7.G -modul izomorfisi vardir. ¢ nin ZG-modul izomorfisi oldgunu n=m halinde

gosterecgiz. Diger hal de benzesekilde gosterilir. IG ve M, (ZG) nin serbest Abel
gruplari olduklarini biliyoruz.¢ tanimi gergi IG nin taban eIemanIarmIMnyc(ZG) nin
taban elemanlarina goturiiG ve Mnyc(ZG) nin her ikisinin de tabanlndﬁ-:-|—1: n-1
eleman vardir. Dolayisiylag (1-1) ve ortendir. Béylece Og DG\{1},0h0G igin
¢((gi -1) h) = (¢( g —1)) h oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi

(g, -1 h=gh- h= g h-1-( k1) ifadesini ele alalim.
#((a-1)h)=¢(gh-1-(h-1)=¢(gh-1)-¢(h-1)

Fohl g, gy, G, ][ NG 8y Gy ]

dir. Diger taraftan
(#(a-9)h=[9.1¢..9,.9,.-.8] F[ ghhgh.,g hg h.,d

dir. Eger h=1 ise istenengtlik saglanir. Simdi h #1 oldusunu varsayalimilk énce g,h#1

halini ele alalim. Son Lie carpiminda butin grupnenlari tam olarak bir kez yer almak

zorunda oldgundan 1, som-2 girisin herhangi biri olmak zorundadir. Teorem 2.3.,0bac

birimi ve ters dgisme 6zellgi kullanilarak
[ghhgh..g.hg b gh[ ghhl. gl=-[ bl gh..d# 1 ghh.,}

yazilabilir. Bu istenengtli gi ispatlar. Geriye kalan haj,h=1 yani h= g™ dir. Bu halde
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#((a-9a7)=¢(1-97)=¢(-(97-9)=-[g"28...0..0]
dir.

Diger taraftan Teorem 2.3. ve terggene Ozellgini kullanarak

(¢(0.-1)a7=[g. L& 0 8o o8] @
=[997019M g9 ga 0" 800007
=[Lg™ 69" 9,90 a0 g 9

=-[g7 1697 9.9 gug 9 7]

yazabiliriz. Dolayisiylag, 1G ve Mn’C(ZG) arasinda birZG -modul izomorfisidir. Sonug

olarak g@agida verilen teoremi ispatladik.

Teorem 5.2.G keyfi bir grup, n bir pozitif tamsay! veMn(ZG) regiler modulZG nin

n. serbest metabelyen Lie kuvveti olsun. Ayri€a n. simetrik kuvwvetS,(ZG) nin ¢

standart permuatasyon tabani@rorbitlerinin temsilcilerinin bir kimesi olsun v Q icin

G(w), wnunG deki stabilizerini géstersin. Bu durumdi, (ZG),

o{w-{3

M”(ZG)zl V\B% (dewGM”'C(ZG))}D[ \EQ (@DwGM”C(ZG)):ID{ \M[§|2 (aDwGM”'C(Z G))}
S( {

modul direkt aygimina sahiptir. Ayrica, bu modul direkt ayminda birinci direkt toplam bir

serbestZG -modul ve ikinci direkt toplam gr G sonsuz veyas sonlu 0Iup|G|T n ise

sifirdir. Bzer G sonlu ve|G|| n ise ikinci direkt toplamiG ye izomorftur.
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BOLUM 6
UYGULAMALAR VE ORNEKLER

Uygulama 6.1.Eger G nin 1 haric mertebesi yi bolen hicbir elemani yoksa, bu durumda

M, (ZG) bir serbesZG -modiildiir.

OgOG\ {3} icin [gin oldugunu varsayalim.OwOQ icin G(w)={1 olduunu iddia
ediyoruz. Bu iddianin dgrulugunu ispatlamak icin uygun bik# g1 G ve uygun birwOQ

icin g0G(w) oldugunu varsayalimSimdi, bu durumda gr xOG ve x, w da g ¢ok
kathlikla icerilirse |g|:d olmak Uzerex, xg, X¢f,..., xd ' elemanlarinin dav da ayni cok

katlilikla igerildigini iddia ediyoruz. Bunu godstermek icki] G vex in w daq ¢ok kathlikla

icerildigini varsayalim. Bu durumda uygunx =..=X =X V& X.,...,X # X ic¢in
W= Xo...oXo X 0.0 X dir. 1<s< d-1igin G nin y=xg* elemanini ele alaliny. ninw da

ayni ¢ok katlilkla icerildiini gostermek istiyoruzaw tzerindekiG -etki nedeniyle
WG’ = Xgo...0 Xgo X, Go..o XG= V.o ¥ X & .o X

elde edilir. g+1<i<n icin xg°# y dir. Cunkl aksi taktirdexg®=y= xg° = Xx= X
celiskisi elde edilirdi. Dolayisiyly, wg® = w daq cok kathlikla icerilir. Bu dav da icerilen
elemanlarin G nin <g> devirli alt grubuna gore kalan siniflarinin  bir riégimini

olusturdusunu ve her bir kalan sinifinin elemanlarinin ayok &atllikla ortaya g¢ikgini

gosterir. Sonug olarakl =|( g)| | n elde edilir.Simdi DwOQ igin G(w) ={%} oldusundan
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direkt ayrsimi gecerlidir ve Teorem 5.2. nedeniyig, (ZG) bir serbestZG -modulddr.

Uygulama 6.2.p bir asal sayl olmak Uzei®, mertebesp olan veg tarafindan uretilen bir

devirli grup, yaniGz(g}z{l,g,...,gp‘l} ,(1< g< ..< gf"l) olsun. Bu durumdas (w) ={1}

veya G(w) = G dir.

Teorem 5.2 denM,, (ZG) nin bir modiil direkt aysimi asagidaki gibidir:

M”(ZG):{ VEQ (cDDwGM”'C(ZG)):ID{ VEQ (ﬂDwGM“C(ZG)):I
G G

w)=G

Bu direkt ayrgimda birinci direkt toplam serbe#G -moduldir. Ayrica ikinci direkt toplam

eger G sonsuz veyatn ise sifirdir. Ber G sonlu ve p| n ise ikinci direkt toplamIG ye

0_M,.(26))=M,,(ZG) dew

izomorftur. Eger p| nise VEQ (d]wG

G(w)=G
w=1% g% o( g‘*l)q (n=p9g

seklindedir veM,, ,(ZG) nin bir Z —tabanii =1,2,...p - icin

[g‘,lq,gq,...(g‘)q_l | gp‘l)q}

elemanlarindan ofuir.

Uygulama 6.3. G, mertebesi 4 olang tarafindan dretilen bir devirli grup vyani

G :<g> :{1, 9,9, 93} olsun.n=4 ve 1< g< g° < g’ keyfi siralamasi i¢insg, tzerinde
{1olo g°0g®,go go Qo g3} G-orbitinin temsilcisi olanw=1010g*- ¢g° vi ele alaim. Bu
durumdaw nin G deki stabilizeriG (w) :{1, gz} dir. Bu stabilizerG nin trivial olmayan bir

alt grubudur.
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Dolayisiylaw=1010 g* o g’igin, WG:{lolo gPod,g Qg go gj’} ve

otwG={[g*110°] [ ¢°.0.0.6]}

DDGMM(ZG) nin bir Z —tabanidir. Bu uygulam@& nin mertebesinin bir asal say! olmgdi

durumda Teorem 5.2. deki direkt aynmnda ne serbest ne dé&s ye izomorf olan direkt

toplamlarin ortaya cikgini géstermektedir.

r+n-1
Uygulama 6.4. Eger |G|=r ise S,(ZG) nin bir Z-modul olarak ranklnln( j
n

oldugunu biliyoruz. Bu durumds, (Z G) nin serbesf -tabani

8, ={g,°0,0..09,| 4, ....g0 G, g< g< .< ¢

UzerindekiG orbitleri ele alalim veQ bu orbitlerin temsilcilerinin bir kiimesi olsunvd Q
icin G(w), w nin G deki stabilizerini géstersin. Boylecs, (Z G) asagidaki ZG -modiil

direkt ayrgimina sahiptir:

S(zG=0 wG 0 wa&@ 0O ®&C

wiQ w0 wiQ
G(w)={1} G(wW=G B£qvwWzeG

S,(Z G) nin modul direkt aysiminda, O WZG bir serbestZG -modildir. Yani ger her
G(w)={1

wOQ icin G(w)={}ise S,(ZG) bir serbestZG -modiildur. Ayricacs, i ayrik bir
birlesim olarak &8, = U wG seklinde ifade edebiliriz. Orbit-stabilizer teorehkuillanilarak

waQ

- . — |G| —_
Gl=(G: qwW)=—" =

bulunur. Ayrica
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S TR

oldugundan

1(r+n-1
Q=
G[L n

elde edilir.

Sonug olaral§, (Z G) nin bir serbeszG -modiil oldgu durumda ranki

ranks, (Z G) :ﬁ[r +2 _1j

dir.

Ornek 6.1. G :{1, g, gz} carpim tablosusagida verilen devirli grup olsun.

119 |¢
1|11|9|¢
g|g|d|1
FlF| 1|9

3+2-1 4
1 <g < g’ keyfi siralamasi i¢ir{G| =3 oldugundan S, (Z G) ranki ( ) j=(2j =6 olan

bir serbestZ —modildur.&3, permutasyon tabansagidaki elemanlardan our:

w =101 w,=1g
geog go f
g% g’ g°el
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Bu iki stitunun her birics, izerinde birG - orbiti gostermektedir vey,, w, bu G —orbitlerin

temsilcileri olarak alinngtir yani Q ={w, w,} dir.
WG=(101)G={11,g: g .Go ¢ }

W,G=(10g) G={1o g & § .2 g}
oldugundan permutasyon tabani
S8, =W,GO wG=(1.1) GO(1 g C
olarak ifade edilebilir.

Diger taraftan

S(zG = 0 W.G= yZ G yZ (

o{w)-(3
3+2-

1 4
oldugunu gériiriiz. Dolayisiyls, (Z G) ranklé( ) j:—é(zj =2 ve taban{w, w} olan

bir serbestZG -moduldir.

M, (ZG) ranki (2—1)(3+ 5_ 2) =(§j =3ve tabanl{[g,l] , [gz 1] [ g’ g]} olan bir serbest

Z,—moduldar. Ayrica

M, (26)= O (0 M. (26))= O M. (20)
i3

oldugunu goriaruz ve
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ci6.,6={[01.[¢" ] [ ¢ .g]).

0 M,.(ZG) nin bir Z —tabanidir.

cOw, G

Ornek 6.2. G :{1, X, Y, 2} carpim tablosusagida verilen Klein 4-grup olsun.

1 X y z
1 1 |x y z
X X 1 z y
y y z 1 X
z z y x |1

4+3-1 6
1 <x <y < zkeyfi siralamasi i¢ifG| =4 oldugundanS,(Z G) ranki ( 2 j:( j=20

olan bir serbesZ —moduldir. &3, permutasyon tabansagidaki elemanlardan ofur:

W :lolel W,ilolox W,iloloy W,:loloz W :XoYyoZ

Xo Xo X Xo Xol Xo Xo Z Xo Xo Yy lozoy

yoyoy Yo Yoz yo yo]_ Yo Yo X Zolo X

Zo Z0 Z ZoZo Y Zo Zo X Zo zol Yo Xol
Bu be sitinun her birics, tzerinde bir G-orbiti gostermektedir v, w,, w,, w,, w, bu
G - orbitlerin temsilcileri olarak alinngiir yani Q ={w, w,, w, w,, w} dir.

B8,= (101 )GO(r L X)GO(2 2yY)GO(2 22 GI( x y F
olarak ifade edilebilir.

S(2G)= 0 WG-W.Gl W.G ¥ G W G @
SN
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4+3-1 6
oldugunu goéraraz. Dolay|S|yIa§(ZG) ranki %( 3 )=%(3}=5 olan bir serbest

ZG- modul olup w,w,, W, w,, w. monomialleri S;(ZG) nin bir serbestZG- tabanini

olustururlar.

M, (ZG) ranki (3—1)(4+§_ 2) = 2(3 = 2Qve tabani

[x11].[x2q [x.1y [x.23 [ yap[y k[ y [ v 3z 201 = [ 2]
214 [y x ¥ [wx V[ yxlz] 264 zA¥ zkE .2y .7

elemanlarindan ogan bir serbesZ —moduldir. Ayrica

M,(26)= O (0 M., (z6))

=0 M, (zG)O O M, (zG)O O M, (ZG)D u GM3’C(ZG)

cOw,G AdwG [AR"N €] W

oldugunu goraruz.

st G={[x11] {14 [2.y.3 [ 2.}
St G={y 1] [z [ v 2%}

i G={[z11] [y, x4 [v.x ¥ 2L}

ol G={[yx 2] [21 ${ 2L k[ x1 Y[ 2 x val4 ol v}
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siasiyla - O M, (2G), O M, (ZG), O M, (ZG) ve
cOw,

cOw, G cOwy

0 M, (ZG) nin

cOw G

7, —tabanlaridir.
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