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BOLUM 1

GIRIS

Matematiksel modelleme gergek hayat problemlerinin metematiksel denklemler ve araglar

yardimu ile ifade edilmesidir.

Matematiksel modelleme kullanilmasinin bir¢ok nedeni vardir. Bazen bir akarsu veya deniz-
deki balik sayisinin belirlenmesi 6rneginde oldugu gibi, problemin ¢oziimiinii bulmak i¢in
deneysel yontemlere bagvurmanin maliyeti ¢ok yiiksek olabilir veya yergekiminin sifir oldugu
bir ortamda cisimlerin nasil hareket ettiklerinin ortaya konulmasi gibi, deneysel yollara bas-
vurmak olanaksiz olabilir. Ger¢ek diinyanin deneysel olarak ele alinmasinda zorluklarin
oldugu her durumda sistemlerin nasil davranacagini 6ngdrebilmek amaciyla matematiksel

modellemeye basvurulmaktadir.

Insanlik tarihinin en eski zamanlarindan beri matematiksel modelleme kullanilmaktadir. Gercek
diinyay1 anlamak, a¢iklamak, tahmin etmek isteyen ilk insanlar matematiksel modellemeye
basvurmustur. Bu nedenle Misirlilar toprak problemlerini ¢6zmek, topraklari i¢in su temin ede-
bilmek i¢in geometriyi, astronomlar da gezegenlerin hareketlerini hatasiz tahmin etmek igin

matematiksel modellemeyi kullanmislardir (URL-1 2006).

Matematik her zaman geligsmekte olan bilimlerden yararlanmistir. Her ne kadar biyomedikal bi-
limlerdeki matematiksel modeller 6n plana ¢iksa da ekonomiden spora, miithendislikten ekolo-
jiye bir ¢cok alanda modelleme yapilmaktadir. Modellemede modelleme yapilan dal ve mate-
matigin her ikisinin de birbirine katkilar1 vardir. Ornegin, biyoloji matematik icin ilgi ¢ekici
lineer olmayan problem kaynagidir. Bu problemler uygulamali matematik ve hesaplama metot-
lar1 i¢in birer test tabanidir ve bu da matematiksel hesaplama metotlar1 ve yaklagimlariin gelisi-
mini saglar. Matematik ve hesaplama ise biyolojik arastirmalarda gelismekte olan bir problemi
¢ozmeye yardimci olur. Matematiksel modellerin analizi kompleks sistemlerdeki sebep ve etki

stireclerini formiiliize etmemize ve onu biyolojik gbzlemlerle iliskilendirmemize izin verir.



Gergek Hayat
Verileri

Tahminler ve

Aciklamalar

Matematiksel
Sonuclar

Sekil 1.1. Matematiksel modelleme siireci.

Sekil 1.1°de matematiksel modelleme siirecini kisaca ifade eden semadan da goriilecegi gibi ilk
olarak gercek diinya verilerinin bilesenleri arasindaki etkilesim matematiksel terimlerle ifade
edilerek model olusturulur. Modelin hesaplama ve uygulamali matematik metotlar ile analizi
bu etkilesimleri anlamamizi saglar. Elde edilen sonuglarla yapilan tahminler gergek hayat ve-
rileri ile test edilir. Test sonucuna gore tekrar modele doniiliip eksiklikler giderilerek dongii de-
vam ettirilebilir. Ornegin yeni enfekte olmus bireylerin davranis ve hayatta kalma miicadeleleri
hastalik modelleri i¢in girdilerdir. Hastaligin ne zaman ve nerede salgina dontisecegi ve nasil
kontrol edilebilecegi ¢iktilardir. Bu ¢iktilar sonucu elde edilen bilgiler ile hastalig1 nasil kont-
rol altina alabilecegimiz ile ilgili tahminler de bulunulabilir. Yaptigimiz bu tahminler gergek

hayatla karsilastirilarak model test edilir.

Iyi bir modelci olmak i¢in modelleme tekniklerine ihtiyag¢ vardir. Iyi bir matematiksel model
stirecin nasil isledigini tahmin eder. Biyolojide yapilan bir modellemede tahminler biyologlar
tarafindan heniiz bilinmeyen gerceklere isaret ediyorsa biyologlarin dikkati ¢ekilmis ve disip-

linler arasi ilgi ¢ekici ¢aligmalar yapilabilir demektir.

Matematiksel modeller genel olarak deterministik ve stokastik modeller olmak tizere iki sinifta

toplanir. Deterministik modellerde eger zamanda belirli bir anda sistemin durumu biliniyorsa,



biitiin gelecek durumlar karsilik gelen model ¢oziilerek belirlenir. Deterministik modelleme
sonucunda karsimiza ya fark denklemleri ya da diferensiyel denklemler ¢ikar. Modellenen
fenomende zaman degiskeninin ayrik olmasi durumunda fark denklemleri, siirekli olmasi du-
rumunda diferansiyel denklemler elde edilir. Ornegin insanlar siirekli nefes almayacagi ya da
vermeyecegi icin nefes alip verme ayrik bir zamanda gergeklesir ve kisinin anfizem hastas1 olup
olmadigini belirlemek i¢in kullanilan bir solunum modeli ayrik olmak zorundanir (Mahafty and
Chavez-Ross 2004). Diger taraftan kanser hiicre istilasinda kanser hiicreleri ve bulundugu doku
arasindaki etkilesim stirekli bir etkilesimdir. Bu nedenle karsilik gelen model siirekli bir model
olmalidir (Chaplain and Lolas 2005, 2006). Bazen olasiliksal etkiler de model i¢in etkin bir rol
oynayabilir. Ornegin, bir labaratuvar diizeneginde bir ¢ift saglikli tavsanin yavru iiretebilecegini
tahmin edebilirsiniz. Labaratuvarin disinda, hayat daha az tahmin edilebilirdir ve ayn1 tavsan
cifti tiremeyebilir. Genel olarak olasiliksal degisimler kiiciik boyuttaki popiilasyonlar i¢in daha
onemlidir. Kiiciik popiilasyonlar ve tahmin edilemez ortamlar i¢in olan bir model olasiliksal
formiilasyonlar yoluyla belirsizlik icermelidir. Sabit ortamlardaki biiyiik popiilas-yonlar ¢cogun-

lukla deterministik modellerle modellenir (Vries et al. 2006).

1.1 KANSER ISTIiLASININ MATEMATIKSEL MODELLEMESI

Kanser normal olmayan tek bir hiicrenin DNA dizilimindeki degisimi (mutasyonu) sonucu
olusan ¢ok genli ve cok agamali bir hastaliktir. Anormal hiicrelerin ard arda ger¢eklesen mutas-
yonu sonucu olusan kontrol edilemeyen ¢ogalmalari bu hiicrelerin tiimor adi verilen topluluk-

larinin olusmasina neden olur.

Viicudumuzdaki hiicrelerde her giin yaklasik 10.000 mutasyon gerceklesir fakat mutasyona
ugrayan hiicrelerin yasam sans1 normal hiicrelere gore daha azdir, ¢ogu 6liir. Hayatta kalabilen-
lerin ¢ok az1 kanserli hiicreye doniisiir ¢iinkii hala asir1 biiylimeyi 6nleyen tiimor baskilayict gen-
ler mevcuttur. Bagisiklik sistemimiz kanserli hiicreye doniisenleri ise her milisaniye tarayarak
yok eder. Bagisiklik sisteminin etkinligini bozan durumlar kanseri hazirlayici (predispozan)
durumlardir. DNA replikasyon anomalisine sebep olan, kanserin baslamasini ve gelismesini
saglayan ¢evresel faktorler (tiitiin, kimyasallar, radyasyon, enfeksiyona yol agan organizmalar)
ve hiicre i¢i faktorler (kalitsal mutasyonlar, hormonlar, bagisiklik durumu ve metabolizmadaki
mutasyonlar) bulunmaktadir. Bu faktorlerin bir dizi halinde ya da beraber etkisi, normal ol-
mayan hiicre davranisi ve asir1 ¢gogalmasiyla sonuglanir. Cogalma, normal hiicrenin etrafindan
gelen boliinmeyi tetikleyici biliylime sinyallerine baglidir. Bu dis biiylime sinyalleri zardaki re-

septorlere baglanarak boliinmeyi tetikleyen ya da engelleyen genlerin ifadesini saglayicit mesaj
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Sekil 1.2. Hiicre mutasyonu.

ileten hiicre i¢i sinyaller aktarilmasini saglar. Eger bu sinyaller yoksa hiicre aktif boliinme ye-
rine durgun konuma gecer. Dig biiylime sinyallerine olan bu bagimlilik dokunun i¢indeki hiicre
davranis kontrolii icin 6nemli bir homeostatik (hiicre dis1 olaylar karsisinda hiicrenin kendi me-
tabolizmasini koruma egilimi) mekanizmadir. Diger yandan kanser hiicreleri normal biiylime
sinyallerini taklit eden mutant proteinler olusturarak bu dig biiylime sinyal faktdrlerinden bagim-
s1z hale gelirler. Sonug olarak asir1 biiyiiyen ve ¢ogalan hiicre topluluklar: (tiimor) kendilerini
cevreleyen zar1 parcalayarak hiicre dis1 ortama (ECM) ¢ikarak cevreleyen dokuyu istila ve harap
ettikten sonra damar ya da lenf yoluyla viicudun degisik yerlerine go¢ eder ve orada ikincil
tiimorler olustururlar ki bu siire¢ metastaz olarak adlandirilir. Arastirmalar kanser 6liimlerinin

%90 1n1in metastazdan kaynaklandigini1 gostermektedir (Hejmadi 2010).

Son yillarda tiimor gelisimi ile ilgili birgok model 6nerilmistir. Bu modeller neoplastik dokunun
uyarilma ya da apoptosis (programlanmis hiicre 6liimii) ile kosullandirilan gelisiminde hiicre
ici sinyal yollarinin mikroskopik diizeyini (Ashkenazi and Dixit 1998) ya da iskeletini sekil-
lendirerek veya matris agindirict enzimler yoluyla hiicre hareketini (Yamaguchi et al. 2006) in-
celeyen modeller gibi mikroskopik modellerden var olan modellerin biiyiik bir kismini olusturan
hiicre-hiicre veya hiicre-doku etkilesimlerini igeren ve biitiin hiicre popiilasyonunun davranisini

karakterize eden makroskopik modellere kadar ¢esitlilik gostermektedir. Ayrica son yillarda



ayni anda hem hiicre i¢i dinamiklerini hem de hiicreler ile doku arasindaki etkilesimleri goz
oniline alan ¢ok Olgekli modeller de gelistirilmistir (Meral and Surulescu 2013, Meral et al.
2014).

Makroskopik modeller hiicre popiilasyonu diizeyindeki siireclerle ilgilenen ve kemotak-
sis/haptotaksis tabiathi (bk. s.10) reaksiyon-difiizyon (transport) denklem sistemleri ile
sonuglanan (Gatenby and Gawlinski 1996, Perumpanani and Byrne 1999, Anderson and Chap-
lain 2000, Meral et al. 2013, Deakin and Chaplain 2013) modellerdir.

Istila siirecinin ¢nemi ile ilgili daha ¢ok detay igeren urokinaze plazmiojen aktivator (uPA)
sistem dinamiklerini iceren modeller Chaplain ve Lolas’in (Chaplain and Lolas 2005, 2006)
caligmalarinda yer almaktadir. Bu modele ait klasik ¢oziimiin varligi ve tekligi Baghaei et al.
(2012) de yer almaktadir. Ayrica Marchant et al. (2000, 2001, 2006) ¢alismalarinda Anderson
et al. (2000) tarafindan verilen tiimdr istila ve metastaz modelini gelistirmis ve seyahat eden sok

dalga analizini yapmislardir.

Bahsettigimiz doku diizeyindeki makroskopik modeller kanser hiicrelerinin kemotaktik
(kimyasal yoniinde) ve haptotaktik (ECM gradiyentleri yoniinde) hareketi varsayimi iizerine ku-
rulmustur. Bu hareket hiicre yiizey molekiillerinin diger hiicrelere ve/veya ECM ye baglanmasi
ya da ayrilmasi ile yani sirasiyla hiicre-hiicre ve hiicre-ortam yapigmasi ile ger¢ceklesmektedir.
Literatiirde daha sonraki yillarda ayni konuda Armstrong et al. (2006)’1n kontinum anlatimli
modelini takip eden c¢alismalar da (Gerisch and Chaplain 2008, Chaplain et al. 2009) yer al-

maktadir.

Bu tezde, Chaplain ve Lolas’in (Chaplain and Lolas 2006) tanittigi matris asindirici en-
zim, kemotaksis ve haptotaksisin istila lizerine roliine odaklanan matematiksel model ince-
lenmistir. Ayrica reaksiyon-diflizyon (transport) denklemlerinden olusan baslangic ve sinir
deger probleminin (BSDP) zay1f ¢oziimiiniin lokal varligi ve tekligi ispatlanmistir. Daha sonra
birimsizlestirilen sisteme ait niimerik simiilasyonlar bir boyutta gerceklestirilmistir. Niimerik

simiilasyon sonuglarinin istilanin beklenen davranisini sergiledigi goriilmiistiir.



1.2 TEZ PLANI

Bu tezde Chaplin ve Lolas’in (Chaplain and Lolas 2006) kanser hiicresi, hiicredisi ortam ve uPA
(tirokinaz plazminojen aktivator) arasindaki etkilesimi igeren matematiksel model incelenmis
ve karsilik gelen sistemin varlik ve teklik analizi yapilarak bir boyutta niimerik simiilasyonlari

gerceklestirilmistir.

Ikinci boliimde ilk olarak kanser ve metastaz ile ilgili genel bilgi verilmistir. Daha sonra doku
istilas1 diizeyinde uPA nin istilaya ve kemotaksis ve haptotaksise etkisi ifade edilmistir. Biitlin bu
veriler 15181nda her bir bilesenin (kanser hiicreleri, normal doku hiicreleri, uPA konsantrasyonu)
zaman igerisindeki degisimi ayr1 ayr1 anlatilarak karsilik gelen reaksiyon-difiizyon (transport)

denklemler sisteminden olusan matematiksel model elde edilmistir.

Ikinci boliimde elde edilen model {igiincii boliimde istilanin bilinen sinir ve baslangi¢ davranist
kullanilarak sinir ve baglangi¢c deger problemi olarak yazilmistir. Bir sonraki agamada sisteme
ait zay1f ¢oziim olusturularak bu ¢oziimiin varligi ve tekligi ispatlanmigtir. Cozlimiin varligini
ispatlamak icin Once bir dizi insa edilmis ve daha sonra bu dizinin bir Cauchy dizisi oldugu
gosterilmistir. Dizinin insa edildigi uzaylar tam uzaylar oldugundan Cauchy dizisi oldugu is-

patlanan bu dizinin zay1f ¢éziimlere yakinsayacagi sonucuna varilmaistir.

(Cozlimiin yerel olarak var ve tek oldugu ispatlanan model, dordiincii boliimde birimsizlesti-
rildikten sonra sonlu farklar metodu kullanilarak ¢6ziilmiistiir. Simiilasyonlarda uPA ¢ogalmasi
ve bozunmasinin, haptotaksisin, kanser hiicresi cogalmasinin, ECM nin yeniden yapilanmasinin
ve kemotaksisin istilaya etkileri incelenmistir. Elde edilen niimerik sonuglarin istilanin beklenen

davranisiyla uyum igerisinde oldugu goriilmiistiir.



BOLUM 2

KANSER HUCRE iSTILASININ MATEMATIKSEL MODELLEMESI

Tipta ve bilimdeki biiyiik gelismelere ragmen hala insan hayatini tehdit eden hastaliklar vardir.
Bu hastaliklar arasinda en sik rastlanilanlardan biri olan kanser, mutasyonlar sonrasi organizma
tarafindan {iretilen kontrolsiiz hiicre biiyiimesi olarak ortaya ¢ikar. Kontrolsiiz olarak biiyiiyen
bu hiicreler 6lmez ve tiimor olarak adlandirilan bir doku kiitlesi olustururlar. Tiimorler en genel
kapsamda iyi huylu (selim) ve kétii huylu (habis) olmak iizere iki gruba ayrilir. Tyi huylu timor-
ler biiytidiikleri dokuda kalirlar, farkli dokulara yayilmazlar. Genel olarak iyi huylu tiimorler
kollojen dokunun koruyucu bir kapsiilii i¢ginde tamamuiyla kapali bir ortamda bulunurlar ve kotii
huylu tlimorlerin aksine 6liimciil degildirler. Erken tespit edilme durumunda cerrahi miidahale
ile alinabilir ya da kemoterapi ile iyilestirilebilirler. Hem iyi hemde kotii huylu tiimorler kontrol-
siiz bir sekilde biiyiiseler de, habis (kanserli) tliimorler ¢ok daha ciddi vakalardir. Habis tiimor-
ler esas tlimor kitlesinden ayrilip, ¢evre dokuyu istila ve harap ederek kan veya lenf sistemi
yoluyla viicudun baska bolgelerindeki dokularda yeni tiimor hiicreleri olusturabilir. Bu olusan

kotii huylu tiimorler yeniden pargalanabilir ve daha da ¢ok koloni olusturabilir.

Ik asamada tiimér hiicreleri nisbeten zararsiz ve avaskiilerdir yani besin ve oksijen saglayacak
ve artiklart atmasini saglayacak kan damar agindan yoksundur. Burada doniim noktasi timoriin
vaskiiler (damarli) hale gelmesi ve artik kendi kendine yeter hale doniisen sapkin hiicre paket-

lerinin hizla habislesmesidir.

Kanser hiicreleri ayrica kan damarlar1 yoniinde kendilerini ¢evreleyen dokulari istila ederek
dokular lizerinde uzak organlara gé¢ eder ve orada baska tiimorler olusturur ve gelistirirler
ki bu siire¢ metastaz olarak adlandirilir. Metastaz kanserin doniim noktasidir. Metastaz acgik
bir sekilde tiimoriin habis oldugunu belirtir ve bu da aslinda kanseri 6liimciil yapan gergek-
tir. Teorik olarak metastaz komsu dokuyu istila ve komsu dokuya niifuz etme sonrasinda kan
damar sisteminde (hemotojen metastaz) ve lenf sisteminde (lenf metastaz) hiicrelerin yayilimi
ile olusur. Karmasiklig1 nedeniyle molekiiler mekanizmasi ¢ok anlasilmayan metastazin metas-

tatik basamak olarak adlandirilan asamalar1 asagidaki gibidir (Chaplain and Lolas 2006):



Genomik kararsizliklarin bir sonucu olarak neoplastic (tiimor yapisinda)/tiimorijenic
hiicrelerin bir popiilasyonu igerisinde metastatik hiicrelerin ortaya ¢ikmasi

Yeni kan damarlarinin gelismesiyle tiimdriin damarli hale gelmesi

Daha onceden gelismis olan metastatik, kendine, yeterli hiicrelerin ayrilmasi

Metastatik hiicrelerin gogii

Kanser hiicrelerinin ECM bilesenlerine yapigsmasinin ardindan ECM bilesenlerini bozarak
kendisini ¢evreleyen dokuyu lokal istilast

Metastatik hiicrelerin bireysel veya sadece tiimor hiicreleri (hemotipik) ya da timdr hiicreleri
ve ev sahibi hiicreler (heterotipik) olarak embolik (toplu) yolculugu

Metastatik hiicreler yolculuklarini dolasim sistemi igerisinde devam ettirmesi

Metastatik hiicrelerin tiip seklinde organ i¢i bosluk olan liimenden geg¢is i¢in ¢ok biiylik
olmasi gibi fiziksel kisitlamalardan dolay1 embolik olarak tutulmasi ya da belirli organlar ya da
dokularin belirli molekiillerine baglanarak ikincil bolgeye yapismasi veya orada tutulmasi

Kan dolasimindan ka¢gma

Metastatik tiimdr hiicrelerinin ¢ogalmasi

Yeni organda ikincil tlimoriin bliyltimesi

Metastaz ameliyattan kisa siire sonra goriilebilir fakat klinik olarak fark edilinceye kadar on
yildan fazla gizli olarak da kalabilir (Chaplain and Lolas 2006). Bu durum yayilan kanser
hiicrelerinin uyku durumunda yani geligserek artan bir timdr kiitlesi olugturmadan kalmakta
israr edebilecegini gostermektedir. Ortaya ¢ikistaki bu heterojenlik ameliyattan 6nce uzak or-
ganlara sigrayan kanserin kaderinin ya dogasinda olan kanser hiicre 6zellikleri ya hedef organin
cevresi ya da her ikisi tarafindan diizenlendigini gostermektedir. Metastazin uyku durumunda

gizli kaldig1 hali belirlemek kanser arastirmasinin en biiyiileyici ve 6nemli parg¢alarindan biridir.

2.1 PROTEOLIZ ve HUCRELER ARASI ORTAM BOZUNMASI

Kanser prognozu (seyri) onun istila ve metastaz yetisine baglidir. Timor istilas1 ve metastaz
sirasinda olusan bir ¢ok adim diizenli olarak ECM (Ekstraseliiler matriks, hiicreler arasi ortam)
makro molekiillerini harap eder. ECM’nin ¢okiisii iki genel sinif proteazin, metaloproteaz ve

serine proteazin, ortak eylemiyle gerceklesir.



Bununla birlikte ECM proteolitik degradasyonu dokunun yeniden modellemesi siireglerin de de
onemlidir. Bu stiregler dokunun yeniden yapilanmasi, morfogenezis, yara iyilesmesi ve normal
gelisimsel siire¢ gibi saglikli organizmadaki fizyolojik olaylarda yer alirlar. Plazminojen akti-
vator (PA) sistemi, proteolitik kaskad ile aktif proteazlar ve onlarin proenzimleri, proteaz in-
hibitorleri ve ekstraselliiler baglayici proteinler ile olusur. Asagidaki béliimde tirokinaz plazmi-
nojen aktivator (uPA) sisteminin hiicre gocii, hiicre hareketi, tiimor ilerleyisi ve metastaza olan

etkisinden bahsedilecek.

2.1.1 uPA’nin Yapisi ve Fonksiyonu

uPA enzimatik sistemi; lirokinaz reseptor (UPAR), lirokinaz plazminojen aktivator (uPA), mat-
rikse yapisindaki protein Vitronektin (VN) ve plazminojen aktivator inhibitor: tip-1 (PAI-1) ve
tip-2 (PAI-2) den olusur. Normal hiicrelerde uPA fibronojeni fibrine g¢evirerek yaranin olus-
tugu yerde fibrin birikimi yaptitrark kan pihtilagmasini saglar. PAI-1’ler ise fazla fibrin biriki-
mini engeller. Kanser hiicrelerinde ise uPA kanser hiicreleri tarafindan tek zincirli molekiil pro-
uPA olarak iiretilir. pro-uPA; uPAR ile birleserek pro-uPA’y1 uPA’ya doniistiirtir. uPA ECM’nin
yapisindaki plazminojeni plazmine doniistiirtir. Plazmin ECM’nin yapisindaki VN’yi pargala-
yarak kanser hiicrelerisinin hareketini saglayacak bir ortam olusturur. PAI-1 uPA ile etkilesime
girerek uPA’y1 inaktif duruma getirip yani plazminojeni plazmine doniistiirmesini engelle-
yerek ECM’nin degredasyonunu onler ve bu yolla kanser hiicrelerinin yayilimini engellemis
olur. Ayrica uPA’nin etkisiz oldugu durumlarda uPAR ve PAI-1 Vitronektine (VN) baglan-
maya c¢alisir. uPAR ECM’ye baglanarak VN’yi pargalar yani kanser hiicrelerinin ilerlemesine
yardimci olur. PAI-1 ise VN’ye baglanarak kanser hiicrelerinin yayilmasini engellemis olur.
uPA sisteminin kanser yayilmasindaki diger bir etkisi de; kanser hiicresi lizerindeki uPAR’lerin
uPA ile birleserek hiicre yiizeyinden ayrilmasi ve bu ayrilan uPA\uPAR’nin kemotaksis igin

uyarici gorevi gérmesi sonucu kanser hiicrelerinin uPA\uPAR yoniinde ilerlemesidir.

2.1.2 Hiicre Gogiiniin Proteolitik Uyarilmasi

Hiicre go¢ii; embiriyonel gelisme, iltihap ve kanser metastasi gibi bir¢ok fizyolojik ve patofiz-
yolojik siiregte dnemli rol oynar. Hiicreler iskeletlerini yeniden organize etmek ve gog icin
onemli olan ¢ikintilar olusturmak i¢in ECM f{izerinde yapisacak yerlere ihtiya¢ duyarlar. Bu

nedenle kanser hiicreleri gog¢ icin iyi diizenlenmis ¢evre hiicresel proteolize ihtiyag¢ duyarlar.



Hiicre gogii diger olaylarla birlikte bir¢ok proteaz ve onlarin ECM protein ligandlar1 (proteine
baglanan atom, molekiil ya da iyon) vasitasiyla yapigsmayi i¢eren onde gelen sitoplazmik ke-
narin harekete gecmesi ile ilerler. Bu tarz iletisimler 6zel hiicre i¢i sinyallerin iiretilmesine ve
hiicre iskeletinin yeniden organizasyonuna onciiliik eder. Hiicrenin 6n kenarinin yapigmasinin
hiicrenin kalan kismini 6ne cekmesi icin rehberlik yaptig1 diisiiniilmektedir. Integrin/ligandlarin
ve hiicre yiizeyi reseptor/ligand komplekslerinin ayrigmasi, hiicre i¢inden gelen alinan diizen-

lenmis sinyaller art kenarin biiziilmesine izin vermektedir.

Yapigma ne hareketi 6nleyecek kadar zorlayici ne de ¢ekilmeyi saglayacak kadar zayiftir. Go¢iin
kapsami1 yapigma istegine gore degisiklik gosterebilir. Ayrica yapisma ayrilmaya da izin verecek
sekilde olmalidir. Plazminojen aktivasyon sistemi gibi ECM proteoitik enzim sistemleri ECM
proteinlerini yikarak (degradasyon) art kenarin serbest birakilmasini kolaylagtirmaktadir. Hiicre
gocii ve istilasinda bir ¢ok proteaz icerilmektedir fakat bunlar arasinda plazminojen aktivasyon

sisteminin 6nemli bir yeri vardir.

Hiicre gdciinde plazminojen aktivasyon sisteminin etkileri hem proteolitik hem de proteoli-
tik olmayan mekanizmalara dayanmaktadir (Chaplain and Lolas 2006). Hiicre gociinde prote-
olitik mekanizma uPAR’nin uPA’ya baglanmasiyla katelite edilen odaksal yapisma yerlerinde
plazmin olusumunu gerektirir. Bu ise hiicrenin art kenarinin hiicre go¢iinii engelleyen matris
proteinlerinden ayrilmasini saglar. Diger taraftan proteolitik mekanizma ile uPAR’nin VN’ye
baglanmasiyla, uPAR/integrin etkilesimleri ve/veya sinyal transdiiksiyonu (bir hiicrenin bir cins
sinyal veya uyariy1 baska birine doniistiirme siireci) baslatmasi gibi uyarilarla uPA’nin hiicrenin
onde gelen kisminin yapismasini saglamasi kastedilmektedir. Ayrica gé¢ eden hiicrelerde bu
mekanizmalarin ikisinin birden ayni anda ger¢eklesmesi de miimkiindiir. Eger hiicre govdesinde
pro-uPA aktif uPA’ya doniistiirtiliiyorsa, proteolitik olmayan mekanizmalar ise hiicrenin 6n kis-

minda ve proteolitik mekanizmalar hiicrenin arka kisminda hakimdir.

2.1.3 Kemotaksis ve Haptotaksis

Tiimor hiicrelerinin yonlendirilmis gociinli etkileyen kemotaksis ve haptotaksis olarak ad-

landirilan iki mekanizma s6z konusudur.

Kemotaksis soliisyondaki kimyasal bir faktoriin konsantrasyon gradiyenti yoniindeki hiicresel

harekettir. Hiicreler kimyasal1 hisseder ve onu salgilayan kaynaga ulasana kadar bu maddenin
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daha ytiksek konsantrasyonlarina dogru go¢ eder. Diger yandan gradiyentler ¢6ziim iginde ol-
mak zorunda degildir. ECM’de yiikselen oranlarda yapiskan bir molekiil bulunabilir. Bu tiir
molekiil ile siirekli olarak yapisma ve kopma olusturan bir hiicre yapiskan maddenin kon-
santrasyonunun diislik oldugu bir bélgeden yiiksek konsantrasyonlu bir bolgeye hareket edebilir

ki buna haptotaksis denir.

UPA SISTEMI VE KEMOTAKSIS

Proteolitik degredasyonun ECM bilesenlerinin ¢éziinmesi ile sonuglandigr diisiiniildiigiinde
ECM bilesenlerine verilen kemotaktik karsiligin 6nemi agiktir. Sonug olarak tiimdr hiicreleri
hem ¢Oziniir parcalar1 (fragman) hem de ¢6ziinmemis ECM molekiillerini makul bir se-
kilde fark eder ve karsilik verir. uPA sisteminin kemotaksis {lizerindeki etkisi hiicrenin ug
kisminda bulunan uPA/uPAR’nin kimyasali fark ederek uPAR’ye bildirmesiyle kimyasal
yoniine hiicreyi ilerletmesidir. Bu go¢ i¢in uPA sisteminin proteolitik etkisine ihtiya¢ duyu-
lur. Ciinkii kimyasal yoniinde ilerleme yapilacagi i¢cin ECM iizerindeki proteinlerin bozunup
haraket i¢in yer acilmasi gereklidir. Bunu da uPA sistemi saglamaktadir. Kemotaktik gdciin
olugsmasi uPA’nin uPAR’ye baglanmasiyla baslar. uPA\uPAR’nin kimyasali algilamasiyla bir-

likte kimyasal yogunluguna hareketiyle devam eder.

uPA SISTEMI VE HAPTOTAKSIS

Hiicre-hiicre ve hiicre-stroma etkilesimlerinin her ikisi de istila sirasinda énemli rol oynar.
Hiicre yapismasiyla olusan baglantilar yardimiyla hiicre ylizeyindeki proteinlerde degisim ve
kayiplar meydana gelmesi metastatik potansiyelin artmasina neden olur. uPAR ’nin hiicre yapis-
masinda dogrudan rolii VN’ye baglanmasi dolayli yoldan rolii ise integrinin tamamlayici li-
gandlarma baglanmasini ayarlamaktir. Dogrudan etkide uPAR VN’ye baglanarak (yapisarak)
hiicrenin hereketini saglar. Diger taraftan bu yapismay1 PAI-1 engellemek i¢in VN’ye baglanir.
Boylece uPAR nin VN’ye baglanmasini engelleyerek hareketin 6niine gegmis olur. Dolayli etki-
si ise birlesmis protein olarak hiicre lizerinde bulunan integrinlerle olan etkilesimi ile sinyal
transdiiksiyonuna dogrudan ya da uzaktaki transmembrane adoptor proteinler ile aracilik etme-
sidir. VN’nin uPAR ve integrin tarafindan simultane taninmasi yapigma hareketini (haptotaksis)

ve plazminojen sisteminin matrise proteolitik aktivitesini yonlendirir.
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2.2 uPA SISTEMI ve DOKU ISTILASININ UZAY-ZAMAN MODELLERI

Bu béliimde kanser hiicreleri, uPA ve ECM bilesenleri arasindaki etkilesimi ifade eden kismi
diferansiyel denklem sistemlerinin ¢ikarimini (Chaplain & Lolas, 2006) verecegiz. Daha once
yapilan c¢aligmalarda (Meral et al. 2013) kanser hiicrelerinin ECM gradiyentlerine verdigi
tepki sadece haptotaksis yoluyla incelenmistir. Gradiyentler ECM’nin matris asindirict enzim-
ler tarafindan asindirilmasi sonucu olugsmustur. Burada baslangic modeli olarak kolaylik olsun
diye damarsiz basamakta alinan ve sadece kanser hiicreleri ve etrafindaki dokuya odaklanan
bir model inceleyecegiz. k (¢, z) timor hiicre yogunlugu, u (¢, x) uPA proteaz konsantrasyonu
ve v (t, x) istilada igerilen ECM yogunlugu olmak tizere ilk olarak bu sistem degiskenlerinin
zaman (t) ve uzaydaki (=) degisimlerini ifade eden birlestirilmis ti¢ kismi diferansiyel denk-
lemden (KDD) olusan bir modelden bahsedilecektir.

2.2.1 Kanser Hiicreleri

Gelisiglizel hareket yeteneginden kaynaklanan dagilim yiiziinden hiicre sayis1 yogunlugunda
bir degisiklik oldugunu varsayilacak ve hiicrelerin yiiksek yogunluktan algak yogunluga nasil

yayildigini karakterize eden D, gelisigiizel hareket katsayisi olarak alinacaktir.

Hiicre yogunlugundaki degisikligi belirleyen ikinci en 6nemli faktor kemotaktik ve haptotak-
tik uyaranlar gibi ¢evresel uyaranlarin uzaysal gradiyentlerinden kaynaklanan yonlendirilmis
akistir. Incelenen modele bu etkiyi katabilmek i¢in gradiyentlerinden kaynaklanan kanser hiicre

akist x;, &, > 0 swrastyla kemotaktik ve haptotaktik katsayilar olmak iizere

Jak:zs - Jkemo + Jhapto
= xpkVu+§.kVo

olarak alinacaktir. Burada V = (a%, 6%) gradiyent operatoriinii ifade etmektedir.

Kanser hiicrelerinin ¢ogalmasma gelince, herhangi bir ECM’nin yoklugunda, kanser
hiicrelerinin ¢ogalmasi1 mantiksal bir gelisme kanununu sagladigi varsayilacaktir. ECM nin var-
lig1, ECM ile kanser hiicreleri arasinda yer yarisina neden olur ve bu yaris da modele kv ile

orantil1 bir kalabaliklastirma terimi eklenerek yansitilabilir.
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Biitlin bu etkiler kiitlenin korunumu kanunu ile birlestirilirse kanser hiicre yogunlugu % i¢in

asagidaki denklemi elde edilir:

ok
E +V (Jrastgele + Jk:emo + Jhapto) = Rk

Burada Rj, go¢ disindaki mekanizmalar (6rnegin ¢ogalma veya 6liim) tarafindan belirlenen net
cogalma veya hiicre kayb1 oranini ifade etmekte olup bu diisiince ile kanser hiicre yogunlugu

icin asagidaki kismi diferensiyel denkleme ulagilir:

ok kv
= =V (DyVE) = V- (V) — V- (6 k(1-—— =
ot N (vkv )—V (Xff Vu) =V (é:li V) + 1y ( i Uc> @.1)
difiizyon kemotaksis haptotaksis ‘vl -
¢ogalma

Burada D, gelisigiizel hareket katsayisi; y, ve ¢, sirastyla kemotaktik ve hapotaktik kat-
sayilardir. Ayrica p, hiicrelerin ¢ogalma orani iken, k. ve v, sirasiyla kanser hiicreleri ve ECM

icin ortamin destekleyebildigi maksimum yogunluklar yani tasima kapasiteleridir.

2.2.2 Hiicreler Arasi Ortam (Dis Hiicresel Matriks, ECM)

ECM’nin cesitli matriks asindiric1 enzimler tarafindan 6zellikle de plazminojen aktivasyon
tarafindan agindirilabilen vitronektin, laminin ve fibronektin gibi bir¢ok makro molekiilii
icerdigi bilinir. ECM “statik” (duragan) oldugundan gelisigiizel hareketi ihmal edilerek sadece
ECM’nin uPA proteazi tarafindan asindirilmasia odaklanilacaktir. uPA ECM ile etkilesimi
sonucu ECM’yi agindirir. ECM bilesenlerinin istilact kanser hiicreleri ile yer i¢in savasirken
kendilerini yeniledigi kanser hiicrelerinde oldugu gibi modifiye edilmis mantiksal biiylime teri-
mi ile modellenecektir. Boylece genel olarak j; ’den farkli olan p, sabitiyle alinan mantiksal

biliylimeyi ve duwv agindirma terimini igeren ECM yogunlugundaki degisimi ifade eden denklem

g _ —0uv + v | 1 — k_v
o S Ha P 2.2)
proteoliz N ~ 4

yeniden yapilandirma

olarak elde edilir.
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2.2.3 Urokinaz Plasminojen Aktivatér (uPA) Proteazi

Proteaz konsantrasyonunu etkileyen faktorler difiizyon, proteaz iiretim ve proteaz ¢iirtimedir.
Ozellikle, kanser hiicreleri tarafindan iiretilen uPA, sabit difiizyon katsayis1 D, ile hiicreler
arasi ortam boyunca yayilir ve bozunmaya ugrar. Biitiin bunlar bir arada diisiiniiliirse uPA kon-

santrasyonunun degisimi i¢in

ou
difiizyon uretim — pozunma

denklemi elde edilir.

Sonug olarak (2.1)-(2.3) denklemleri bize tiimor hiicreleri, hiicreler aras1 ortam ve uPA arasin-

daki etkilesimi ifade eden asagidaki denklem sistemini verir:

ok kv

difiizyon kemotaksis haptotaksis N ~- o
¢ogalma

ov Suw + ] kv

— = —0uwv v - — —

ot ~—— H2 k. wv.)’
proteoliz N - v

9 yeniden yapilandirma

u o 2 N
prilie D, Vu + ak Bu .

difiizyon iretim  pozunma
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BOLUM 3

MODELIN COZUMU VE ANALIZi

Bu boliimde bir onceki boliimde ayrintili olarak modellemesinden bahsettigimiz kanser
hiicrelerinin doku istilas1 modeline karsilik gelen kismi diferansiyel denklem sisteminin
¢Oziimiiniin lokal varlik ve teklik ispatlarin1 verecegiz. Tiimor hiicreleri (k), hiicreler arasi ortam

(ECM) (v) ve uPA (u) arasindaki iligkiyi ifade eden denklemlerin sistemi agsagidaki gibidir:

ok k

o DiV2k — V. (x,kVu) — V. (£,kV0) + pk (1 — T vﬂ) ,

ov kv ’ ’

- - _ L= 3.1
T UV + fiyv (1 k. Uc) , (3.1
% = D,V?u+ ak — Bu.

3.1 SINIR VE BASLANGIC KOSULLARI
Sistemi tamamlamak i¢in &, v ve v i¢in sinir ve baslangi¢ kosullarina ihtiyag vardir.
Simir Kosullari

Istilanin yalitilmis bir sistem igerisinde oldugu in vitro deney protokolii kilavuzlugunda bél-

genin sinirlart boyunca proteaz veya timor hiicreleri akist olmadigini varsayarsak bolge sinir-

larinda
ou Ok
=g = 0, (3.2)

kosullar1 elde edilir.
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Baslangi¢ Kosullar:

Baslangicta kanser hiicrelerinin ECM {izerinde c¢ok kiiciik bir uzakliga niifuz ettigi ve kalan
biitiin uzaym sadece ECM tarafindan isgal edildigi ve uPA proteazinin baglangi¢c konsantras-
yonunun baslangi¢ tiimor yogunluguyla orantili oldugu varsayilmaktadir. Tiim bu bilgiler bir
araya getirildiginde goz oniline alinan bolgede € > 0 olmak iizere tiimor hiicreleri ve ECM

yogunlugu ve proteaz konsantrasyonunun baslangi¢ dagilimlar i¢in

k;(O, LU) = ]{70,
v(0,2) = wp, (3.3)
w(0,2) = wg

baslangi¢ kosullar1 elde edilir.

3.2 ZAMANDA LOKAL (YEREL) COZUMLERIN VARLIGI

Bu boliimde, (3.2) sinir ve (3.3) baslangic¢ kosullariyla birlikte zayif ¢oziimiin varligi ve tekligi
icin dogal bir kanit kullanilacaktir. Klasik yar1 grup yaklasimi yerine her adimda ayr1 ayn {i¢

denklemin incelenmesini iceren iteratif bir prosediirden (Meral et al. 2013) faydalanilacaktur.

Bunun i¢in

X =L1L>0,T; H(Q)), (3.4)
. ={ue L*0,T;H*(Q)) : vy, € L*(0,T; L*(Q)) }, (3.5)

Z . =L®0,T; L*Q)) (3.6)

fonksiyon uzaylari dikkate alinacaktir. Burada Q C RY, (d = 1,2, 3) agik ve sinirlt bir bdlgeyi
temsil etmektedir. Ilgili uzaylarin tanimlar1 (L, L?, H?, H') ekler boliimiinde sayfa 61 yer
almaktadir.

3.2.1 Zayif Coziimler

¢ € H(Q) yardimcr fonksiyon olmak iizere (3.1) sistemindeki denklemleri ¢ ile ¢arpip

iizerinden integral alindiginda;
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/,ulk <1 . kf - 3) odr = %Qﬁdm - /VDkagbdx (3.7)
Q Q

+ [ V (xikVu) ¢pdz + | V (£.EVV) ¢pdx
/ /

k o
/ulk (1 - Uﬁ) odr = /a—:d)dx + /5uvq§dm (3.8)
Q Q Q
/ akodr = %gbdx — / D, NV*u¢dz + / Bugds (3.9)
Q Q Q Q

denklemleri elde edilir. (3.7) denkleminin sagtarafida difiizyonu igeren terime 1. Green

0zdesligi uygulanirsa

/ VD, Vkpdxr = / D V?kodx
Q
Q

[ D2 / DyVkV ¢da
o0 877/

=0

/VDkaqﬁdx = — / Dy VEN ¢dz (3.10)
Q
esitligi elde edilir.

Benzer islemler haptotaksis, kemotaksis terimleri ve uPA’nin diflizyon terimi i¢inde uygu-

landiginda
/V-(kaVu) pdr = —Xk/Vu-ngkdx (3.11)
Q Q
/ V- (£,kV) pde = —&, / Vo - Vokdx (3.12)
Q Q
/ D N*updr = —D, / Vu - Vodz (3.13)
o Q
olur.

Denklem (3.10)-(3.13), (3.7)-(3.9) da yerine yazildiginda (k, u, v) fonksiyon ti¢liisii igin asagi-

daki zayif ¢6ziim tanimina ulasilir.

Tamm 3.2.1 ilgili sinir ve baslangic kosullari (sirastyla denklem (3.2) ve (3.3)) ile (3.1) adi ve

kismi diferansiyel denklemeler sistemiyle tanimlanan BSDP’nin zayif ¢cozumi (u, v, k)
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X x Y x Y de tglii fonksiyonlar ve ¢ € H'(Q) yardimci fonksiyon olmak tizere

/ulk o E 0 e = /%qﬁd:ﬁ—k/DkaVd)dx—xk/Vqubkdx (3.14)
k. o Ot Q Q
Q

Ve
—£k/ VoV okdz,
Q
kv ov

/,ulkz (1 T U_c) odr = a(bdx + /5uv¢d:v, (3.15)
Q Q Q

/ozk:gbda: = %gbdz + / D, NVuV ¢dx + /Bugbdx. (3.16)

Q
Q Q Q

Burada hi¢ bir sinir terimi yoktur. (3.1) sisteminin zayif ¢oziimleri (u, v, k) (3.14), (3.15), (3.16)
esitliklerini saglar.

Bu amagcla (3.2) smir kosullar1 ve (3.3) baslangi¢ kosullart ile verilen (3.1) BSDP’ne ait

baslangi¢ kosullarinin

ug € HY(Q) N CO(Q), vo € L¥(Q) N HY(Q), ko € HY(Q) (3.17)
Ve
uOZCH>O,O<v0<%,O<kO<kC (3.18)

sartlarin1 sagladigi kabul edilecektir.
Zay1f ¢oziimiin varligini ispatlamak i¢cin m € Ny olmak tizere
(W™ k™) e (X xX)N(Y xY)ve (v") e Z

olacak sekilde bir dizi insaa edilecektir ve bu dizinin, sistemin zayif ¢oziimlerine yakinsadigini

ispatlanacaktir. Olusturulan dizinin ilk elemani (u°, k%) € (X x X)N (Y xY)veo’ € Z

0

aait — D,V + Bul = 0, (3.19)
0

aait +ou%® =0, (3.20)

18



/{30
aa—t — DV + V- () k'Vu®) + V- (£,6°V?) = 0 (3.21)

homojen sisteminin ¢oziimii ve m > 0 i¢in (™, k™) € (X x X) N (Y xY) ve v™ € Z olmak
tizere (u™, v™, k™)

8“(;+1 _ DUVQUmH _’_6um+1 — Oél{?m, (322)

oymtl + 5um+lvm+1 — 'uzvm (1 _ ktl _ Um) , (323)

ot k Ve

m

AL — DEVER 4 V- (V) 4 V- (GRTIVO) — pge (1-5 —)

(3.24)

sistemini sagladigini kabul edelim.

Lemma 3.2.2 (iterasyon dizisinin ézellikleri) Bir 7' > 0 icin (3.17) ve (3.18) varsayimlari

altinda

(i) Her m € Ny iginve (3.17) ve (3.18) kosullart ile (3.22)-(3.24) ve (3.19)-(3.21) sistem-

lerinin tek bir zayif ¢c6zimu vardir ve

vm,% e L((0,T] x ), (3.25)
u™ k™€ L*(0,T; H*(2)) N L™(0,T; HY(Q)), (3.26)

ou™ Ok™ 9 9

o € POTLQ) (3.27)

saglanir.

(i) u™, k™ v™ fonksiyonlari pozitiftir ve her z € Q, ¢ € [0, T icin asagidaki esitsizlikler

saglanir:
u™(t,x) > Cre P v™(t,x) < % ve k" (t,x) < k. (3.28)

(iif) Uygun C(Q, t) sabitleri icin «™, v™, k™ fonksiyonlari asagidaki esitsizlikleri saglar.
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[l + 1™ 2oy < CEL O UKol i) + luoll gray) (3.29)
™% < C.1) ol » (3.30)
1E™ | + 1B | 2oy < 2C(2,8) [|Koll g1 - (3.31)

Uyanr1 3.2.3 Her m € Ny igin (3.25) den
v™ € L=(0,T; L*(Q)) (3.32)
sonucu cikar.

T; < 1 tamimlanmak {izere 7" ilerleyen adimlarda

6

T:=]]T (3.33)

=1

seklinde olusturulacaktir.

Ispat (Lemma 3.2.2). m/ye gore tiimevarim kuralini uygulayacagiz.

Tiimevarim Baslangici: m = 0 i¢in Lemma 3.2.2° deki iddianin ispat1 herbir (3.19)-(3.21)

denklemi i¢in ayr1 ayr1 yapilir.

(@) v’ = @™ P" degisken degistirmesi (3.19) da yapilirsa

o’ 2~0
—r — DV =0 (3.34)

1s1 denklemini elde ederiz, boylece lineer parabolik diferansiyel denklemler teorisine gore ve

ug € HY(Q) varsayimu ile (3.19) un tek bir u° ¢oziimii degisken déniisiimiiyle vardir, dyle ki

u’ € L*0,T; H*(Q)) N L>(0,T; H()),
u) € L*0,T; L*()).

Bu zayif ¢oziim ayrica

+ H“OHB(O,T;H%Q)) <C@,T) HuoHHl(Q)

4l
Hu X

20



ifadesini de saglar.

Boylece z € 2, t > 0 olmak tizere (3.19)’un ¢oziimii

x
1 - —Bt
WOt ) = ——e 4Dt >0
(4w D, t)>
olur (Evans 2010).

(b) (3.20) denklemi lineerdir ve u° (¢, z)'e bagli olan pozitif ¢dziime sahiptir,

0
% +6u’ =0

¢
(t,x) = voe_fo bul(s,)ds ()

ve boylece m = 0 i¢in (3.30) elde edilir:

2

H'U er—fotéuo(s,m)ds

2
< llvollzq)

OH2 o oo
oo ‘H1
L>°(0,T;H () Lo (0,T;H(Q))

vY i¢in (3.25) durumuna karsilik gelen ifade asagida gerceklenecektir.

(3-37) _ [t u0(s,x)ds
HUOHLOO((O,T]XQ) = ||Wo€ Jort o < lvoll poo ) < 00

Loo((0,7]x€2)

dir.t > n > 0 i¢in

0 t
' ai (327) 5 er’fo 5u0(s,x)dsu0

ot L2 ((0,T]xQ) L ((0,77%x€2)

< 9 ”UOUOHLOO((O,T]XQ)
x? ,
. 1 - —pt
(3.35) 0 —e 4Dt
(4mD,t)>
L>>((0,T]x)
o’ 0 1
L>((0,T]x) (47TDut) ? Lo ((0,T]x€)

oldugundan (3.25) esitsizligi saglanmais olur.
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t — 0i¢in @° ¢oziimii gdz Oniine alinirsa:

2
:E‘ —
[ew (—%) o (y) dy

Q

i’ (t,x) =

3

(4w Dyt)

(xeQ, t>0).
Iddia: V2° € Qigin  lim  @° (£, 2) = ug (2°) .

(t,2)—(0,2°)

Ispat. t > 0 i¢in

! |of*

fonksiyonu tanimlansin. Bu fonksiyonun R" {izerinde integralinin 1 oldugu asagidaki gibi gos-

terilebilir:
1 ||
@t,xdmzin/ex — dx
/ () (47 D,1)? p( 4Dut>
Q Rn
1 T 2
= ———— [ exp|— dx
(47rDut)5R[ ( '\/4Dut )
1 / 1. z | 0
= e — X - .
w2 | Dyt P\ | VADut
Rn
Burada z = * degisken doniisimu yapilirsa dz = dr olmak tlizere
T /AD. ew sumu yap ~ /iD.i
1 2
O (t,x)dr < —75 | exXP (—1z]) d=
Q Rn
I
2
< Wu/e}{p (—|ZZ\ )dz,-
+00 +o0
/ exp (— |z[%) dz = 2/ exp (— |2[%) dz = T(1/2) = /7 dir (Kaptanoglu 1996).
—00 0
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Dolayisiyla

n/2

1 £ 7T
/q)(t,x)dxg 7T71/211\/E:—:1.

n/2
Q

2% € R™, £ > 0 olsun. § > 0 se¢imi igin y € R™ olmak iizere eger
ly —a®| < dise |ug(y) —uo (2°)] < ¢

o
dir. Eger |z — 2°| < 3 ise

@ (t0) =0 ()] = | [ (6= ) [0 () o ()] dy

< @ (t,x —y) | [uo (y) —uo (2°)]] dy
B(x9,6)
e
Q—B(z9,5)
= 1+ J

elde ederiz. (3.40)’dan ve ® (z)' in integralinden

IS@/@(t,x—y)dyza

Rn

/

~~

=1

bulunur. Diger taraftan eger |z — 2°| < £ ve [y — 20| > § ise

|y—x°‘ = |y—x+x—m0}§|y—x|+}m—x°‘

5 1 ;
< |y—$|+§§|y—$|+§{y—x}

) 1
dir. Boylece 5 ly — 2° < |y — 2| olur. Sonug olarak
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Q—B(zY,9)
< 2||uoll e O (t,x —y)dy
Q—B(z9,5)
C exp [ - [z —y
— /2 4D, t
Q—DB(xY,9)
2
ly — 2°
< _
= eXp ( 16D,
Q—B(29,0)

elde edilir. Burada kutupsal koordinatlara gegildiginde |y — 2°] = r olur. Calisilan uzay 1,2

ve 3 boyutlu uzaylar1 kapsadigindan Jakobiyen matrisinin sonucu 1 boyutlu uzayda 1 olur. 2

boyutlu uzayda r, 3 boyutlu uzayda r? bulunur. Buradan uzay boyutu(n)- Jakobiyen sonucu

iliskisi ¢alisilan uzaylar icin 7"~ ! elde edilir. Buradan

C T r? -
J < W/exp <_16Dut) r" " dr
5

bulunur. Dolayisiyla ¢ — 07 yakinsadiginda (3.41) nin sag tarafi

c I r? o
W/eXp<_16D t)r Ydr — 0
5

)
olur. Béylece eger |z — 20| < 5 ve t > 0 yeteri kadar kiiciik secildiginde

|@° (t, @) — up (2°)| < 2¢

bulunur. Bu da iddianin dogrulugunu gosterir.

O halde
lim «’(t,2)= lim @° (¢, 2)eP" =g (2°
(t,x)—(0,209) ( ) (t,z)—(0,209) ( ) 0 ( )

esitligi kanitlanmis olur. m
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() (3.24) den baslamak iizere (3.26), (3.27), (3.31)’in asagida verilen ispat1 Teorem (7.0.3)’e
dayanir. Bu amagla 6ncelikle kanser hiicre yogunlugundaki degisimi ifade eden (3.21) denkle-

mini Lk° diferansiyel operatorii yardimiyla yazarsak

k"
= LK =
ot 0

elde ederiz.

Burada
LE® = —DpVZE® + X, VE? - VUl + x, KOV 4 €, VE - Vo + €, k0V%°
= =DV + VE - (x, VUl + &, V00) + K (x,, V2’ + &, V™)
N "0
Lko - _ ”7]60 bz_k() ]{30
ijzla 8%3% + ; 8% te

ve a'l (z,t) = Dy, b (z,t) = x;, VUl + V0, c(x,t) = x, VU’ + &, V>0 dir.

Teorem 7.0.3’{i uygulayabilmek i¢in a*, b’, ¢ katsayilarinin L (§2) uzaylarinda oldugu goste-

rilmelidir. Burada ¢ = D), € L* (Q) oldugu asikardir, b’ ve ¢ katsayilar1 i¢in

t

VOt ) = v exp(—/5u0(s, x)ds)

0

u’ € L*(0,T; H*(Q)) N L>®(0,T; H(Q))

¢ ¢
VU (t, z) = Vg exp(—/duo(s,m)ds) + v exp(—5/Vu0(s, x)ds)
0 0

¢ ¢
V20t z) = Viu exp(—d/uo(s,x)ds) + 2V, exp(—5/Vu0(s,x)ds)
0

0

t
+ug, exp(—é/vzuo(s, x)ds)
0

olup u° 1s1 denkleminin bir ¢oziimii oldugundan; u° € W2 (Q) ve bdylece v° € W2 (Q) dir.

Bu da ", b', ¢ katsayilarinin L™ (§2) uzayinda oldugunu gosterir.
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P, ¢ € HY(Q) igin Lk° operatdriinden yararlanarak

: /E:J%jzd+/<;¥aﬁ+w0dp

Q

J/

A,9) B(16)
=AW, 9) + B¢, )

bilineer formu tanimlansin.

Farzedelim ki w; = w;(x) (i = 1, ...) fonksiyonlar1 diizgiindiir ve

{w;}2,  H'(Q)’ nin bir ortogonal tabani,

{w;}°,  L*(Q)’ nin bir ortonormal tabamdur.

m pozitif tamsayisini sabit olmak {izere

=> di,(w
i=1
formunda k,, : [0,7] — H' () fonksiyonuaranmaktadir. Burada
d,,(0) = (kg wi)

katsayilarini ve

wz, / ( 2~ &Ei 0xj> dx +/ (Zlb oz, ; + ckmwi) dx
(3 Q 1=

olmak tzere

IR, —
(at >+B[k i) =0

1 saglayacak sekilde se¢ilsin.

(3.42)

(3.43)

a .
Denklem (3.43)’1 Ed;‘n(t) ile carpip ¢ = 1,...,m i¢in toplayip ve (3.42)’yi yerine yazarsak

0 <t < T aralhigr i¢in hemen hemen her yerde
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oK KO, o K.
(777) B[’% o t] 0

esitligini bulunur.

Simdi

OkS, %13, OKS, OKS, 0Ok,
B ]{30 ij Z'm i 0
[m’ ] / Z Oz atax, / (Zb or; ot KT )d:”

. kovak;; e Ok,
'7”7W m? at
k0 kO kO
g0 Lm| o 9hm o 9hm
] = (e ) em ()

a¥ = Dy, oldugundani, j = 1, ..., nigin a¥ = a’* olup t’ye bagimlilik s6z konusu olmadigindan

o 8gz5
/ Z Dy o0x; 8%

2,7=1
olmak tlizere

d o oo\ 1d oS, OKY,
dt( A[km’km]) 24t (/ZDk ox; 895]

i,7=1

1 P*kY, 8k0 oKD, 8%0
(/S [ 5 nE o)
Q

1 Ok, O°K,
-2 (/;D’“ax] otz )
= A(KKL).

Buna ek olarak her € > 0 i¢in Teorem (7.0.5) den ve (8.2) Holder esitsizliginden

ol 28 <cne

o,
ot

10

L ()

dir. Bu son esitsizlige £’lu Cauchy (bk. Ekler denklem 8.1) esitsizligi uygulanirsa

oKL,

oKL,
L S

L2(Q)

elde edilir. (3.44)-(3.45) birlestirilirse
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oKL, d (1 oKL,
+ — —Akﬁl,kgl)<— o H
o (0 0) = R <2,
1..
sonucuna varilir. ¢ = 5 icin
ko |I” 0 o C 1|0k ||?
H . t( A[k‘m,km]) < T B e + 3 |50 .
ok°, 1o o (C s 1ok > ]
[H » t(gz‘l[km,km]ﬂ < 2 _—Hk el +§‘W o
6k0 [ 1|oko ] ]
Ak?rwk(r)n S 2| ko 1 +_‘—m
H T AR < 2 G 5|
Oky, 0 1.0 0 % ’
Pt < 2 St 2
Oky, 0 1.0 0
e, AR < Ry,
Simdi en son bulunan esitsizligin integralini aldigimizda
kY, ||? (d
/H dt+/ (AR R0)) dt<0/||k° e
L2(9) dt
ako 0 0 0 0
it sup (AT, (1)K, (0]) — AT, (0), K, (0) < O / (A s
L2(0,T;L2(%2)) 0<t<T

Ha’fo dt+ sup (AR (0,52 (0)]) < AR, (0), A2, (0)]

L2(0,T;L2(£)) 0<t<T
T
+C [ 8o o
0

A, 0., 0) = [ 30 p2e0%a0,

o id=1

= ZDkd’ Yw;d? (0)w;dt

2,7=1

zjl

= CHkOHHl(Q)

dir. Teorem 7.0.2°den ||k, (0)[| g1 0y < [%oll 710
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Boylece

H kY,

L2(0,T;L2(2)) 0<t<T

T
2 2
4 sup K00y < € [ Mol
0
elde edilir.

m7m—

VES € H(Q) igin A[KS k0] > /]Vko | dx oldugundan

0 2
50 {1 ()]0

< C kol - (3.46)

m = m; — oo giderken yukaridaki esitzsizligin limitini alirsak k2, € L*> (0,7; H' (2)),

0
8;; € L*(0,T;L?(€)) sonucuna varilir,

Ozellikle hemen hemen her ¢ i¢in her z € H! (Q) i¢in

0
(8(;6_;@&) +B[ky,z] = 0

]CO
BR,:] = — (‘2—;@,2>
oKL,
B[k} = :
-2 ( ot )
. Ok? ) ) Ok L 5
Hemen hemen her 0 < ¢ < T igin o € L?(0,T;L*(Q2)) dur. a0 € H'(Q) oldugundan

eliptik diizgiinliik teoreminden yani Teorem 7.0.1°’den hemen hemen her 0 < ¢ < T i¢in
K0 € H?(Q).

Boylece

|k, <C’H 5

[ + [ 22

dir. Her iki tarafin integralini alirsak

’ kY. 2
/ R (H )dt
12(9)

||’f0 < C HkoHHm) (3.47)

IN

? H Ok,

L*(Q)

HL2 0,T;H2(Q))
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elde edilir.
Boylece (3.46), (3.47) deki esitsizlikleri toplarsak

HX HL2(0,T;H2(

elde edilir.
k/’o >0

oldugundan zayif maksimum prensibinden k°(¢,z) > 0’1 ve boylece k°(¢,z) in pozitifligi
saglar. (3.28)’deki esitsizliklerin m = 0 i¢in olan asagida verilen genel m € N i¢in olandan

farkl1 degildir ve bu nedenle tekrar ele alinmamastir.
Tiimevarim hipotezi: Keyfi bir m € Nj i¢in Lemma 3.2.2°deki iddialar1 saglansin.

Tiimevarim adimi: m + 1 i¢in kanit (3.22)-(3.24) arasindaki ti¢ denklemin her biri i¢in ayr1

ayr1 yapilacaktir. Uygun ¢; := ¢ (€2, T') gdmme sabiti igin ve tiimevarim hipotezi kullanirsak

T T

m 2 m 2
S gy dt < e [ I at
0 0

< 4 CHQ,T)T kol ) < 00

(7.4) yardimiyla bulunur ve boylece k™ € L*(0,T; L?(52)) elde edilir. Bununla birlikte lineer
parabolik diferansiyel denklem teoreminden yola ¢ikarak ve (3.2), (3.3) ve (3.22) den olusan

baglangig-sinir deger probleminin tek zayif ¢oziimiiniin varligi bulunur ve (¢, x) ¢oziimii

u™tt e L2(0,T; H*(2)) N L>(0,T; H'(Q))
8um+1

2 .72
—— € LX0.T:L%()

ve C(Q,T) = max {C1(Q, T),C1(Q,T)2aC(Q, T)y/c: T} olmak iizere

o ™ Ny < €T (20C@TIVET Wbl + o)
< 0@.1) (Il @ + ol o)

N

saglar.
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u™ "1 i¢in alt siir tanimlamak amaci ile

<gp§”+1(t), ¢> + Du/VgomHqudx + ﬁ/g@m+1¢d:c = (ak™, @) (3.48)
Q Q

esitligine dayanan

"t z) = um Tt 2) — Cpe P (3.49)

yardime1 fonksiyonu tanimlansin. Her negatif olmayan ¢ € H'(Q) i¢in (3.49) sag tarafi pozi-
tiftir. Ayrica tanimi geregi ¢™ (0, x) > 0 dir. Bdylece zayif maksimum prensibinin takibi ile

©(0,2) > 0 bulunur bu da u™ (¢, z) > Cye~P* sonucuna gotiiriir.

¢
at,x) = /5um+1(v,x)dv
0

ve
v"(s,x k™ (s, x

Bsa) = g™ (o) (1= ) - ) )

Ve k.
olmak iizere

t
vt x) = e [ wo(w) + /B(s,x)ea(s’x)ds (3.50)

0

lineer homojen olmayan (3.23) diferansiyel denkleminin ¢oziimiidiir.

(3.25)’1 ispatlamak i¢in

™ e L((0, 7] x Q) (3.51)
Ve
a”; L e (0.7] % 9) (3.52)

oldugu gosterilmelidir.
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Tiimevarim hipotezinden dolayi ilk iddia (3.51)’in saglandig1 asikardir. (3.52)’nin ispat1 i¢in
(3.23) denklemini kullanirsak

tiimevarim hipotezi baglangi¢ verilerinin diizgiinliigii ve 1s1 denklemlerinin ¢oziimiiniin 6zellik-

avarl

ot

™M kM
12 =
‘ Ve kc

< [0 | e o170

L2 ((0,T]x9) L= ((0,T]x2)

+9 ||Um+1HLoo((o,T}xQ) ||Um+1HLoo((o,T}xQ) (3.53)

leri

™ e 20

O.1]xQ) <

yardimiyla (3.53) esitsizliginin sag tarafinin sonlu oldugu sonucuna varilir ki bu da (3.52)’nin

ispatidir.

Simdi v™ " in pozitifligini ve (3.28)’deki ilgili esitsizligi ispatlayalim. Bu amagla tiimevarim
hipotezini kullanarak

t

,Um+1 (t, $) < %efa(t,x) + /5(8, x)ef(a(t,x)fa(s,m))ds
0

t

IN

%e“‘“vw) + M2% e~ (alta)—alsa)) g
0

oldugu goriiliir. Her z € Q, t € [0,7T] i¢in w™ (¢, 2) > Cpy olacak sekilde pozitif Cy vardr.

Bu ise

,Um+1 (t, x) S 26760}11‘/ + /1/22 } <1 _ 67601{1‘/)

esitligini verir.

Bu (3.50) ile birlikte v™*1 in pozitifligini gerektirir.

Sonraki adimda v™"1(¢, x) i¢in denklem (3.30) ispatlanacaktir. Denklem (3.50)’yi kullanarak

(3.30) ve tiimevarim hipotezi yardimiyla
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2
m 2 —Q — als
HU +1(t)HH1(Q) = |l Wy +e (t)/ﬁe )ds
HY(Q)
t 2
. V™ (s))? v™(s) — k(s
< Uo+/<,“2“ (5)—M2( (5)) — g ()k <)>
UC C
0 HY(Q)
t 2

2 m v™(s)  k™(s)

< 2l + 24 | [ (1- 52 - E) o,
0 H(Q)
t 2

2 2 m Um(s)

S 2 H,UOHHI(Q) + 2/,L2 v (S) 1 - Uc dS
0 H(Q)
t 2
1

2 m m

< 2ol + 412 / | s
0 migy 11D 1)

< 2|luolfp ) [2+ 45CQ,T)T?] < O(Q,T).

Lemma 3.2.2’nin k™ *1(¢, z) igin olan iddiasim ispatlamak i¢in k™ "1(¢,x)’e (3.51), (3.52) ile

Teorem (7.0.3) ve (c)’deki tiimevarimin ilk adimindaki gerekgeler uygulanabilir.

Tiimevarim hipotezi (3.31) kullanarak; ko(z) € H'(S) oldugundan bir uygun gémme sabiti

e = 02(Q,T) ile
2 h mA (]2
it < / p <1_’“_>
r2(@) Fe )2y

T
< /HkaL?(Q) dt+2/
0
% / ™ oyt + 253 / 1"

< 80102<Q T) HkUHHl y Ty

dt

dt

IA

+32c2 C4<Q T) ||k0||H1 T1T2 < 00,

kc Ve

l{/,m m
k™ (1 -—— U—) € L*(0,T; L*(Q)) oldugu goriiliir.

Teorem (7.0.3)’1 uygularsak (3.2), (3.3) ve (3.24) den olusan baslangi¢-sinir deger probleminin
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E™t e L2(0,T; H*(Q)) N L>®(0,T; H(Q))
Er e L2(0,T; L2(9))

ozelliklerine sahip k™(¢, z) tek bir zayif ¢dziimii vardur.

Simdi 77’1 8yle secelimki max {T1C?(Q, T), T,C4(,T)} < 1 ve

. [1 1 1
T5 := min 2 T62C , o 5 (-
psci kol ™ 6413t || kol

saglasin. Su halde

’ k
m ,Um
EFll—— — —
/’Nz ( . Uc)
0

ve boylece

2

dt < [ koll g1 e
12(9)

187 L+ 187 L0 2yy < 26T (ko)
esitsizligi elde edilir.

k™ 1in pozitifliginin ispat1 amact ile

m nt + k.
"=

5 K™(t, ), (3.54)

yardimci fonksiyonunu her m € N ig¢in 75 > 0 1 varligm ispatlamamizi (matematiksel

tlimevarim yoluyla) olacak sekilde

K™ < k. (3.55)

saglayacak sekilde tanimlansin.

Ispat ((3.55) icin). Tiimevarim baslangici: m = 0 i¢in (3.55)’deki ifadenin ispatt m + 1 igin

olanla 6zdestir.

Tiimevarim hipotezi: Keyfi bir m € Nj i¢in (3.55)’deki iddiay1 saglansin.
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Tiimevarim adimi: (3.24)’de (3.54)’1i yazarak

0™ 2 Ul Emo o™
—D m+1 m U m ma1 ‘
5 wV20 ; k™ (1 P + V (x A" V") (3.56)
+V (fck'vam“)
esitligi elde edilir.
k. 1
=— and T3<—
! 13 T
olsun
k™™ k
Ell———— | <=
( ke UC> - 2

oldugundan (3.56)’nin sagtarafi i¢in asagidaki esitsizlik

i U k.. k™™
- — "l —-— > - (1-——— >
o ()2 (- ()20

elde edilir.

0™ (0, ) > 0’1n ingaasina gore T' < — i¢in zay1f maksimum prensibini uygularsak
Hq

Em <k,

sonucundan

m nt + ke
o™ =

5 E™(t,x) = o™ >0

oldugunu goriiliir. m
(3.55) sayesinde, 0™ 1(0,2) > 0 i¢in (3.28) in sag tarafi pozitiftir. k"t > 0 hipotezini kul-
landigimizda, zayif maksimum prensibi & *1’in pozitifligini sdyler. Bu keyfi bir m € Nj i¢in

Lemma 3.2.2 deki tiim durumlarin ispatin1 ve dolayisiyla lemmanin ispatini sonlandirir. m

Simdi Teorem 3.2.4’ii ispatlanabilir.
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3.2.2 Varlik ve Teklik

Teorem 3.2.4 Denklem (3.2) ile verilen sinir kosullari ve denklem (3.3) ile verilen ve (3.17)
ve (3.18) sartlarini saglayan baslangic kosullarina sahip (3.1) denklem sistemiyle verilen
BSDP’nin (u,k) € (X x X) N (Y xY) ve v € Z olan tek ¢dzimiinin oldugu bir 7 > 0

vardir.

BSDP’nin zayif ¢oziimiiniin varh@mi ispatlamak igin (v™, km,um)meN0 tekrarl1 dizisinin

Cauchy dizisi oldugunu gosterilecektir.

H'(Q) ve L?(2)’min tamhgindan dolay1, bu durum dizinin (v, %, u) limit fonksiyonlarmna

dizinin yakinsakligin1 gerektirecektir.

™t — ™ = Uy, um —umt = U,
km+1 — M = Kl; m km_l — K27 (3_57)
Um+1_vm:‘/1 Um_vmflz%

olsun.

m € Ny keyfi olsun. uZ*, ug'tt € H' () ve k™ k™! € L2 (0,T; L? (Q)) oldugundan

uftt =yt € HY(Q) ve K™ — k™ e L?(0,T; L7 (Q)) .

m+41

Bir sonraki adimda — u" farkina Teorem 7.0.3 uygularsak asagidaki denklemlere ulagilir:

8um+1

5 — D V2™ 4 g™t = ak™,

aait — D,V U™+ pu™ = ak™!

ve bu iki denklem taraf tarafa ¢ikarilirsa

o (uerl _ um)

ot

o DUVZ (uerl _ um) 4 5 (uerl _ um) =« (km _ kmfl)
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T
ot = 0.1 [ ok kg it

Yukaridaki esitsizligin sag tarafi gomme sabiti c3 := c3 (€2, T') ile asagidaki gibi daha iyi tahmin

1 1
edilir. Burada 7, = min {Z’ WO(T) a2 } olmak iizere

ot =

IN

T
C(Q.7) oﬁcg/ 5™ = B s
0

< C(Q,T) 23Ty ||k — kL[ < i [&™ — k% (3.58)
elde edilir.

(v™),,en dizisinin bir Cauchydizisi oldugunu gostermek i¢in, denklem (3.23)’de v™ ve v™*!

icin yazilan terim gdz Oniine alinir ve taraf tarafa ¢ikarilirsa

Humtl m+1, m+1 m k" "M
5 +ou" v = [V — -
1

o™ m,m __ m— Emol pm -1
S+ oumv" = v (1 - — )

oldugundan

8(?)m+1 _Um)

m+1, m+1 _ m_ m\ __ m k™ ™y m—1 _ kmTt gymTl
S (e ) = gy (o (1 - ) o (1 ) )

elde edilir.

h(v™, 0™ = (vm <1 - “U—m> — ™! <1 — %71 — “Zl» olsun.
(3.57)’den

% (Vl)2 + 5 (um—l—lvm—H o umvm) (Vl) _ h(vm,vm_l) (Vl)

(‘/1)2 + 5um+1 (,Um+1)2 - 5um+1vm+lvm - 5umvmvm+1 + 5um (Um) _

9
ot

37



5 s s [ atusiar = [ () < oo @) () ds

Boylece

d
= Vil <

. km UL . kmfl ™ 1
2,112/9 (U (1—k—c—v—c>—v 1(1— o — m ))(Vl) dx
+25 [ o7 (U0) (V)| do
Q
m m m—1 m—1
< 2u, vm(l—k——v—>—vm_1(l—k ! )
kC UC kC UC LQ(Q)
+20 ||Um<U1)||L2(Q) ||V1||L2(Q) : (3.59)

Yukaridaki terimlerin herbiri i¢in siirlar bir sonraki adimda bulunacaktir..

Bu amagla ilk olarak gémme sabiti ¢4 := ¢4 (€2, T) olmak lizere sagdaki birinci terim igin (3.25)

kullanilarak

Max := {Mvm = ||Um||L°°((O,T]><Q)7 Nym-—1 1= vailHLoo((O,T}XQ)}

Mmax 2 C .
Cs = 4p, (1 + ) ve Cf = Fale olmak iizere

U, k.
m)2 mo__ 1)2 M Em Um—lkm—l
9 m . m—1 (U ) (U o <
S " k. k. =
L2(Q)
4# Mm X M UC
2012 [[Vall o) + % 1Vall 20 + 2 ]z 1Kol 20y + 202 V2l 120
c c

< G5 [Vall 20y + Cr 1Kzl 120

esitsizligi elde edilir.

Simdi (3.59) un sag tarafindaki ikinci terimi i¢in C', := dv.Cy olmak {izere

m Ve
20 [[v™ (Ul 2@y = 20Ca [[Utll ey
= CallUillg o
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elde edilir.

Yukaridaki iki tahmin boylece

d 1 2 1
o ||‘/1||i2(9) S 3 (Cﬁ 1Vall 2@y + Ck 1Kzl 20) + Ca ||U2||H1(Q)> T3 ||V1||i2(9)

1

2 2 2 2

< C2|Valla) + C3 1 Kall 20 + C2 Ul oy + 3 VillZ20)
esitsizligini verir.

Gronwall esitsizligi uygulandiginda

t
Hvluiz(g) < 6t/Q/O (Cf HV2H%2(Q) +C2 HK2Hi2(9) +C3 ||U1”ill(§2)> ds

sonucuna varilir ve son olarak D (€2, T) = e!/? max {C’g, Cz, Cg} ile

2 2 2 2
IVillzoriz2)y < DI(Q,T) <HV2”LOO(0,T;L2(Q)) + | Kol 0.7:020)) + ”U1HX) 15
1 2 2 2
< 7 <|W2||Loo(o,T;L2(Q)) + 12 oo 0,752 (02)) + ”U1HX>
1 , 5.
< 1 (Ml qrany + S 15215 ) (.60

1
elde edilir. Burada 75, D (2,T) T < ) olacak sekilde se¢ilmistir.

Simdi

km ™ km—‘rl vm—l—l
ki kgt e HY (Q) ve k™ (1 - —) kT (1 - ) € L*(0,T;L* (Q))

oldugundan

K — ke H'(Q)

A%+
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" Emtl o gmtl " kmo o™
lulk + (1— P, ) -k <1—k—c—v—c)] € L*(0,T;L* ()

elde edilir.

k1t — k™ farkina Teorem 7.0.3{i uygulandiginda asagidaki ifadelere ulagilir. Burada
Koy := max {Kkm = [[E"|| L2y » Vi1 = Hkm_1HL2(Q)}

olmak tzere

B DL (k) T (kT = (1 5 )

ke Ve

oK™ Dkv2km 1V (kam—lvum) +Vv (gkkm—lvvm) _ Mlvm_l (1 _kmt Um71>

ot ke Ve

T
K% < C@T) /

m—1 m—1
w5

km)Q (km—l)z Emym fm—1y,m—1
km o k,m—l - ( o <
H k. * k. U, * Ve -
L2(Q)
2011 K pax pyke
fi 12 2 + 1k;— 1Kzl o) + 21] 1Vall2(q) (3.61)

esitsizligi elde edilir.

1 1 1 1
Esitsizlik (3.61)’de Ty = min -, ——— » . T =min{ -, —— ———
sitsizlik ( )'de T§ mln{4’4C(Q,T)k%c§}’ 7 mln{4’4C(Q,T) kgcg}ve

2[(max ,Ulkc
ki = 1 ks -
E H < + . ) ) e

tanimlar1 yapilirsa

2, K

max /’L kc
pi1 [ K2 p2q) + 2 152 2) + qu_ 1Vall o) = ki 152l 20y + K3 [Vl 12
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T 2
Kl < @) [ (el Kl + ks Vel

IA

T T
c@.1) [k [ el e+ 2 [ 11l dt}

IN

T T
c@.1) {k [ el o+ 126 [ 1l dt]
C(Q,7T) k2 cgTs || Koy + C (. T) k23 Ty ||Va|%
1 1
7 1l + 7 [IVall (3.62)

IN

IN

elde edilir.

Yukaridaki esitsizlikler bir arada diistiniiliirse

1 1
2 2 2 2 2
1+ Vil + 0 < S 1l + 2 1Al
1 2 5 2
+7 (I mamiey + 5 152l
1 2
YR
1

= [l 9 VAl e o2

IN

esitsizligi elde edilir.

Bu nedenle (u™,v™, k™) X x L* (0,T; L*(R2)) x X de bir Cauchy dizisidir. Buradan zay1f

¢Oziimiin varligina ulasilir.

(u1,v1, k1) ve (ug,va, ko) (3.1) denklem sisteminin iki ¢dziimii olsun. Onceki (3.58),(3.60) ve

(3.62) esitsizliklerinden

1 1
k1 — ko5 < 1 11 — koll% + 1 lor — va| % (3.63)
2 1 2
Jur — sy < 1 k1 — ka2l (3.64)
2 1 2 1 2
o1 — oy < Z”kl_kQHX"‘ZHUl_WHX (3.65)
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olacaktir. Boylece (3.63) ve (3.65) ifadelerinden ky = ko ve (3.64) ifadesi ile de u; = wuo
bulunur. Son olarak yine (3.65) esitsizligi kullanilarak v; = v, bulunur. Bu ise ¢oziimlerin tek

oldugunu gosterir.
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BOLUM 4
NUMERIK SONUCLAR

Bu boliimde (4.2) modeli niimerik olarak ¢oziilerek sistemin davranisi belirlenmistir. Niimerik
olarak ¢o6zmek i¢in Oncelikle sistem denklemleri birimsizlestirilmis ve birimsiz sistem sonlu

farklar metodu yardimiyla ayristirilarak ¢oziilmiistiir.

4.1 BIRIMSIZLESTIiRME

Model sistem denklemlerini birimsizlestirmek i¢in denklemlerdeki degiskenler ve parametreler

asagidaki referans degiskenleri kullanilarak birimsiz niceliklere doniistiirilmiistir:

1. L: referans uzunluk 6lcegi, (istilanin erken agamasinda kanser hiicrelerinin maksimum
istila uzunlugu 0.1 — 1em)

2
2. T = 5: referans zaman birimi. Burada D referans kimyasal difiizyon katsayisidir

PR

(6rnegin 10~%cm?s~1). Buradan , 7/nun 10* — 10 saniye arasinda degistigi goriiliir.

3. k.: Referans tiimor hiicresi yogunlugu, v.: ECM yogunlugu ve u.: uPA referans kon-

santrasyonu (k., v. ve u. uygun referans degiskenleridir.)

Referans birimlerini kullanarak agagidaki birimsiz degiskenler elde edilir:

e
Il

(o4}
I

L= —. (4.1)

| =
SHE
S
o

Sl
I
S| -
=1
Il

=

(4.1) ifadesindeki birimsiz degiskenler ve model sistemimiz (3.1) kullanilarak asagidaki yeni

parametreler
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ad Dk ad Du ~ Ue =~ Ve
Dy, = R Du:fv Xk:Xk:Ea gszkﬁa
N k, -
[y = 4T, [lg = foT, 0 = 0UT, @ = aT—, [ = [OT
Ue

ile karsilik gelen birimsiz denklem sistemi

ok

5 = DNk — V- (Xka“Z -V (é;;ivaZ+y1k (1 ;k —v)
difiizyon kemotaksis haptotaksis cogalma

v _ 5 (1—k—

o = Juwtpe(- v) (4.2)
proteoliz yeniden yapilandirma

ou 9

Fril D,NVu+ ak — pu

diftizyon uretim bozunum

elde edilir. Burada notasyonda kolaylik amaciyla tildeler (~) atilmistir.

4.2 MODELIN AYRISTIRILMASI
Modeli ayrigtirmak i¢in sonlu farklar metodu kullanilmustir. [0, 1] araligi m esit parcaya
boliinerek m + 1 tane diiglim noktas: elde edilmistir. Sistemdeki denklemde zaman tiirevini

ayrigtirmak i¢in ileri fark metodu kullanilmistir.

Tk olarak uPA dinamigini karakterize eden denklemde uzaysal tiirevi ayristirmak icin merkezi

fark uygulanarak
n+1 n n+1 n+1 n+1
u, +A; U; _ Du <uil - ZZZ - + uiJrl > . ak;’H—l . 6,&?—1-1 i = 1727 ey (43)
x

fark denklemi elde edilmistir. Burada At ve Ax sirasiyla zaman ve uzay yonlerindeki artig
miktarini, n zaman diizeyini belirtmektedir. (4.3) fark denkleminde k’nin giincellenmis deger-
leri bilinmediginden £ agik olarak hesaplanmaktadir. n + 1 zaman diizeyinde ayristirilan uzay

noktalarinda (4.3) denkleminin kullanimu ile
A" =u" + aAtk” (4.4)

matris vektor sistemi elde edilmistir. Burada 1. ve m. vektor bilesenlerinin hesabinda

karsilasilan w_1, k_1 ve w41, ko1 degerleri (3.2) ile verilen sinir kosullarina geri fark uygula-
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narak bulunmustur. (4.4) esitliginde A, (n + 1) x (n + 1) boyutlu tridiogonal (ii¢ kosegensel)
matris, k ve u (n + 1) boyutlu sirasiyla £ ve w nun ayristirmadaki degerlerini iceren vektor-

lerdir.

Simdi (4.4) denklemi ile bir sonraki zaman adimi olan (n + 1)’de hesaplanan giincellenmis
uPA degerleri v} kullanilarak ECM konsantrasyonu v nin (n + 1) — inci zaman diizeyinde

her: = 0,1, 2,...,m i¢in degeri

ntl _ vl (1 + (oAt — pp Atk — pyAtoy))

v
' 1+ §Atu

(4.5)

denklemi kullanilarak hesaplanmustir.

Kanser yogunlugu i¢in olan kismi diferansiyel denklem sistemi (4.2)’deki ilk denklemin sag
tarafindaki ikinci ve {i¢iincii terimi ayristirmak icin Eberl (Eberl and Demaret 2007) tarafindan
verilen standart olmayan sonlu fark metodu kullanilirsa x;” nin diizlemdeki komsu noktalarinin

kiimesi N; = {i — 1,7+ 1},4=1,2,3, ..., m olmak tizere

1

V (xhVu)l,, = 55— > (k4 k) (wytt —uptt (4.6)
JEN;
1
V (&hVo)l,, =55z D (K + k) (T = o) (4.7)
JEN;

elde edilir. Burada 7 = 1 ve i = m i¢in uPA konsantrasyon denklemi ayristirmasinda oldugu
gibi Neumann tipindeki (3.2) sinir kosullar1 kullanilmistir. Béylece kanser hiicre yogunlugunu
ihtiva eden denklem (n + 1) zaman diizeyinde ayristirdigimiz uzay noktalarindaki degerlerini

hesaplamak i¢in
A kM = K"+ k] (4.8)

matris vektor sistemi elde edilir. (4.8) esitliginde Ay, (n + 1) X (n + 1) boyutlu tridiogonal (iig
ﬂ+1)

7

kosegensel) matris olup, k y1 ayristirmadaki degerleri iceren k vektorti ve pi, k' (1 —k'—v

¢ogalma terimini igeren k' vektorii (n + 1) boyutludur.
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Baslangi¢ kosulu olarak ECM ile kapli uzayin ufak bir bolimiinde kanser hiicrelerinin var

oldugu ve uPA konsantrasyonu kanser hiicre yogunlugu ile orantili oldugu kabulii ile

k(z,0) = exp (T)’ rel0,1]vee >0

1 2
U(:U,O)Zl—§exp(?x), re€[0,1]vee >0 (4.9

1 —x?
u(:r,())zﬁexp — , £ €[0,1]vee >0

baslangi¢ kosul sistemi elde edilmis olur.

Niimerik ¢oziimler yapilirken parametreler Cizelge 4.1'de verilen deger araliklarinda alinmig-
tir.

Cizelge 4.1. Parametre deger araligi (Chaplain and Lolas 2006).

Parametreler | Deger Arahgi
Dy, 1073 —107°
D, 0.001 -1

X 0.001 —1

& 0.001 —1

fq 0.05 -2

« 0.05—-1

I6; 0.13 - 0.95
Lo 0.15—-2.5

43 NUMERIK SIMULASYONLAR

Ilk etapta kanser hiicrelerinin kemotaksis yoluyla ilerlemesi ihmal edilerek

Ok

5 = D2k~ V- (gival+y1k (1 - k—wv)
difiizyon haptotaksis ¢ogalma

v

o = Dwtpvd-k-v) (4.10)
proteoliz yeniden yapilandirma

ou 9

rril D,Vu+ ak — \51}/

difiizyon iretim  pozunum
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denklem sistemi, (3.2) smir kosullart ve (4.9) baslangi¢ kosullarindan olusan problem

¢oziilmiistiir. Tlk simiilasyonda asagidaki parametre degerleri sabitlenmistir.
D, =10*D,=102¢, =5x103a=00503=03,6 = 10,4, = 1, =0

t=0
1
v —UuPA
—ECM
0.8 { | ===Tumor

0.6

——uPA
—ECM
| | ==—=TUmor

0.4

0.2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0.8 1

t=10

—uPA
—ECM
1 | ===Tumor

—UuPA
—ECM
1 | ===Tumor

t=30

—uPA ‘ ‘ ‘ ‘ —uPA
—ECM —ECM
1 [—Tumer ] Tamor

Sekil 4.1. Kanser hiicre - uPA - ECM yogunluklarinin ¢ogalma terimi olmadigir durumda farkl
zamanlardaki degigsimleri.

Sekil 4.1°de alt1 farkli zamanda kanser hiicre yogunlugu, uPA konsantrasyonu ve ECM yogun-
lugu degisimi gosterilmistir. Baglangigta ¢t = 1 (~ 3 saat) de kanser hiicresi ortamda kiigiik bir
bolgeye niifuz etmektedir. £ = 30 (~ 3,5 giin) de diisiik yogunluktaki kanser hiicreleri VN nin

yardimiyla bolgenin ortalarina dogru go¢ etmektedir.
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Sekil 4.2. Haptotaksisin istilaya etkisi.

Sekil 4.2 ’yi elde ederken haptotaktik katsayi artirilarak &, = 0.05 olarak almmustir. Diger
degerler Sekil 4.1 ’i elde ederken kullanilanlarla ayni alinmistir. Sekil 4.2 det = 1 (~ 3 saat)
de tiimoriin 6ncii kenarinda bir hiicre kiimesi goriilmektedir. ¢ = 10 (~ 1 giin) da bu olusan
hiicre kiimesi ECM 'nin araciligiyla haptotaksisi kullanarak bolgenin yarisina kadar go¢ etmistir.
Baska bir sdyleyisle uPA kanser hiicreleri tarafindan 6ncii kenarlarinda {iretilir boylece gogiin
on liderlerinin oldugu yerlerde ECM bozunmasi olusur. Kanser hiicrelerinin bozunmus doku
bolgesindeki haptotaktik go¢li v nin gradiyentlerinin sorumlulugundadir. t = 30 (~ 3.5 giinde)

de kanser hiicreleri ekstraseliiler ¢cevreyi bozarak bolgenin tamamina yakin kismina go¢ etmistir.
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Sekil 4.3°1i elde ederken Sekil 4.1°de kullanilan degerlerden farkli olarak uPA {iretim orani «
artirilarak o« = 0.0075 ve uPA’nin bozunum oran1 3’y1 azaltilarak 5 = 0.15 olarak alinmistr.
t =1 (~ 3 saat) de Sekil 4.1 ile Sekil 4.3’ i karsilastirdigimizda Sekil 4.3°de ilk bolgelerde
uPA konsantrasyonunun daha fazla oldugu goriilmektedir. uPA konsantrasyonunun fazla olmasi
nedeniyle gorildigi gibi t = 10 (~ 1 giin) da Sekil 4.1°¢ gore Sekil 4.3’de ECM yogunlugu
azalmustir. t = 30 (~ 3,5 giin) da Sekil 4.1 ile Sekil 4.3°de kanser hiicreleri hemen hemen ayni
bolgelere niifuz etmelerine ragmen Sekil 4.3° de uPA’nin etkisinden dolay1 ECM yogunlugu

daha azdir.
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Sekil 4.3. uPA nin istilaya etkisi.
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Sekil 4.4. Kanser hiicre cogalmasinin ve ECM yeniden yapilandirmasinin istilaya etkisi.

Sekil 4.4’te kanser hiicrelerinin ¢ogalmas1 ve ECM bilesenlerinin kendini yapilandirmasinin
istilaya etkisi incelenmistir. Bu amacla Sekil 4.3’ten farkli olarak kanser hiicrelerinin ¢ogalma
katsayist ;1; = 0.5 ve ECM yeniden yapilanma katsayist p, = 1.25 olarak almmustir. £ = 1
de bolgenin solunda kiimelenen kanser hiicreleri ¢ = 10 da bolgenin hemen hemen yarisini
1sgal etmislerdir. Bu durum bélgenin solunda kiimelenen kanser hiicreleri tarafindan salgilanan
uPA’nin ECM yi agindirmasinin dogal bir sonucudur. Agindirilan doku tizerinde kanser hiicreleri
asmdirilan ECM gradiyentleri yoniinde haptotaktik olarak hareket etmektedir. ¢ = 40 da kanser

hiicrelerinin agindirilmig ECM’yi tamamen isgal etmis olduklar1 gériilmektedir.
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Bundan sonraki adimda ihmal edilen kemotaktik yayilma sisteme dahil edilecektir. Boylece
kanser hiicre istilas1 gelisiminde uPA kemotaksis ve ECM haptotaksisinin istilay1 yavaslatan
veya hizlandiran etkileri agiklanabilir. Bu nedenle ilerleyen kisimlarda bu iki karakteristik go¢
mekanizmasinin es zamanh olarak isleyisi arastirilacaktir. Bu amagla, birlesik kemotaksis ve

haptotaksis terimlerinin bulundugu sistem yazilirsa:

ok
5 = DNk — V- (Xvksz -V (%varglk (1 ;k —v)
5 diflizyon kemotaksis haptotaksis cogalma
a—: = —5u?+y2v(1 ‘—rk‘—v)/
5 proteoliz yeniden yapilandirma
u
— = D,V? E — .
ot \z—qﬁ * \Oé"/ \ﬁg/

diftizyon uretim bozunum

Sistemi tamamlamak i¢in (3.2) tarafindan sunulan sinir kosullarini, (4.9) tarafindan sunulan

baslangic kosullar1 kullanilmistir.
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Sekil 4.5. Kemotaktik ve haptotaktik etki arttirildinda istila.

Sekil 4.5ve4.6da &, =5 x 1072, x, = 5 x 1072 olarak alinmustir. (dier parametreler Sekil
4.2 ile aynidir). Burada ¢t = 1 (~ 3 saat) de biiyiik bir hiicre kiimesinin tiimoriin 6ncii ke-
narinda olustugu gorillmektedir. ¢ = 5 (~ 15 saat) Sekil 4.5 ile Sekil 4.2 kiyaslandiginda hem
kemotaksis hem de haptotaksis tarafindan yonlendirilen kanser hiicrelerinin sadece haptotaksis
tarafindan yonlendirilenlere gore daha yavas gog ettigi goriilmektedir. Barada uPA gradiyent-
lerinin (uPA kemotaksis) ECM ye ters yonleri gog¢ii yavaglatmistir. ¢ = 10 (~ 1 giin) da
ise iki ayr hiicre kiimesinin her bir sinir yakininda olusmustur. Bunun nedeni bu bdlgedeki
uPA’nin artan seviyesinden dolay1 birincil hiicre kiimesinin sol taraftaki sinir yakininda kalmasi
ve bu arada ECM arabuluculu haptotaksis nedeniyle ikincil hiicre kiimesinin sag taraftaki sinir
yakininda yerlesmesidir. Ayrica bu birincil hiicre kiimesi sag taraftaki sinira ulastig1 zaman (bu
bir sert doku ya da kemik bolgesini temsil edebilir) ECM arabuluculu haptotaksis tarafindan

yonlendirilen hiicreler baslangi¢ yonlerine dogru geriye hareket etmeye baslar.
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Tlerleyen zamanlarda, (6rnegin ¢ = 150 ) geri dénen hiicre kiimelerinin tekrar blgenin solunda
ve saginda olmak {iizere ilk zamanlardaki konumlarinda (6rnegin ¢ = 5) iki hiicre kiimesi olus-

turduklar1 goriilmektedir. Bununla birlikte yine zaman ilerledik¢e kemotaksis ve haptotaksis
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Sekil 4.6. Sekil 4.5’1in ileri zamanlari.

tarafindan yonlendirilen istilact hareketlerine devam etmektedirler.
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BOLUM 5

SONUC

Bu tezde kanser hiicrelerinin doku istilast modeli incelenmis ve bu modelin analizi ve niimerik

simiilasyonlar1 gergeklestirilmistir.

Ik olarak kanser, olusumu ve metastazi ile ilgili genel bilgiler verilmistir. Metastazin ilk asa-
mas1 olan doku istilasinda kanser hiicresi ve normal doku hiicreleri arasindaki etkilesimi ve
bu etkilesimde ortamda yer alan ve kanser hiicrelerinin matris asindiric1 enzim salgilamasini
saglayan uPA’nin istiladaki roliinii inceleyen model Chaplain ve Lolas’in ¢aligmasi 1s1ginda
(Chaplain and Lolas 2006) olusturulmustur. Daha sonra reaksiyon-difiizyon (transport) denk-
lemlerinden olusan baslangic ve siir deger probleminin zayif ¢éziimiiniin varlig1 iteratif bir
yontem kullanilarak ispatlanmistir. Ispat icin bir dizi insa edilmis ve bu dizinin Cauchy dizisi
oldugunu gosterdikten sonra ¢alisilan uzaylarin tam oldugu gergegi kullanilarak ¢6ziimiin var-
ligina ulagilmistir. Tekligi icin ise klasik yontem kullanilmis ve sistemin iki ayri1 ¢oziimiiniin

oldugu kabulii bu iki ¢6ziimiin esitligi ile sonuglanmustir.

Son olarak model niimerik olarak bir boyutta ¢coziilmiistiir. Coziim i¢in sonlu farklar metodu
uygulanmistir. Kanser hiicre yogunlugunun zaman igerisindeki degisimini ifade eden denk-
lemde haptotaksis ve kemotaksise karsilik gelen lineer olmayan terimleri ayristirmak igin
Eberl ve Demaret (Eberl and Demaret 2007) tarafindan verilen standart olmayan sonlu fark-
lar metodu uygulanmistir. Niimerik ¢oziimlerde model bilesenlerinin ilerleyen zamanlardaki
davranisi, kemotaksis-haptotaksis, kanser hiicre ¢ogalmasi, ECM yapilanmasiin istilaya et-
kileri test edilmistir. Boliim 4 de daha 6ncede belirlendigi gibi sonuglarin istilanin beklenen

davranisiyla uyumlu oldugu gortilmiistiir.
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EK ACIKLAMALAR A

SOBOLEYV UZAYLARI
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Tamm (L* uzaylart) 2, R" in agik bir alt kiimesi ve 1 < p < oo olsun. L” (£2) uzay1

1

p
p
o =4 | [17de] 1<p<s
Q

esssupg | p=oo

olmak tizere || f{[,q, sonlu olan f : € — R &lgilebilir fonksiyonlarin linear uzay: olarak

tanimlanuir.

Tamim (Sobolev Uzaylart) W#? (Q) uzay: her || < k y1 saglayan o ¢oklu indeksi igin za-
yif anlamda L? (Q2) uzayina ait D*f tiirezleri olan ve lokal olarak toplanabilir f : Q@ — R

fonksiyonlarin uzay1 olarak tanimlanur.
Not: (H* (Q) uzaylar1) Eger p = 2 ise
HY(Q)=W"*(Q) (k=0,1,..)

olarak yazilir.
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EK ACIKLAMALAR B

TEZDE LINEER KISMi DIFERANSIYEL DENKLEM TEORISINDEN
KULLANILAN TEOREMLER
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Bu kisimda €2 C R™ bir agik, sinirl kiime ve v = u(x) u : 2 — R olacak sekilde bilinmeyen

fonksiyon ve L ikinci dereceden

Lu=— Z a7 (2 gy, + b (2)Ug, + c(z)u

1,7=1

olarak verilen kismi diferansiyel denklem operatorii olmak tizere

Lu=f xe€Q
u=0 x € 0f)

siir deger problemi goz ontine alinacaktir.

Ayrica Qp = Q x [0, 7] ve 0€2, £’ nin simurmi ifade etmektedir.

Teorem 7.0.1 (Evans 2010) o € C' (Q), b',c € L= (Q) (i,j=1,..,n) ve f € L*(Q)
olsun.
Ayricau € H} (),

Lu=f 2
u=20 x € 0f)

eliptik sinir deger probleminin zayif ¢6zimu ve
o0 e C?

olsun.

Bu durumda
u € H*(Q)
ve C, sadece ) ve L’nin olmak Uzere

lell gy < € (1 oy + ooy (7.1)

esitsizligi gecerlidir.
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Teorem 7.0.2 (Evans 2010) C, Q , T' ve L’nin katsayilarina bagh sabit olsun. Bu durumda

m=1,2,...1¢in

OIQ%XT ||Um(t)||L2(Q) + ||um||L2(0,T;Hé(Q)) + ||um||L2(0,T;H*1(Q)) (7.2)

< C (I llxoruzay + 190 @)
esitsizligi gecerlidir. Burada , u fonksiyonunun zaman tiirevini temsil etmektedir.

Teorem 7.0.3 (Evans 2010) g € H}(2), f € L?(0,T; L? (9)) olmak tizere

ue L?(0,T; Hy () veu e L? (0,T; H ' (Q))

Nt = () eQr

ot
u = 0 (x,t) € 02 x [0,T]
u = g (x,t) € Q x {t =0}

denklem sisteminin zayif ¢czimu olsun.

we L?(0,T; H* () N L™ (0,T; Hy (), % € L?(0,T; L7 ()

ve C, Q2 ve T ye bagl L nin katsayisi olmak tzere

Jdu
ot

< O (Il 20zzemy + 19y (7.3)

0<t<

ess sup [[u(®)l gy + lull 20,1020 + ‘
T L2(0,T;L2%(Q2))

esitsizligi gecerlidir.

Tamim 7.0.4 (Zeidler 1989)H* (Q) C L*(Q2) i¢in C > 0 olmak Uzere

101l 20) < C ol gy - (7.4)
esitsizligi saglanr.

Teorem 7.0.5 (Lax-Milgram Teoremi) Kabul edelim ki

B:HxH-—R
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bir bilineer form olsun. Bu durumda o > 0 sabiti i¢in ve u,v € H igin

| Blu, v]| < o lul ||v]] (7.5)

esitsizligi saglanir.
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EK ACIKLAMALAR C

ESITSIZLIKLER
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£'lu Cauchy Esitsizligi: a,b > 0 ve € > 0 igin

2

b
ab < ea® + —.
4e

1 1 ..
Hélder Esitsizligi: 1 < p,q < oo, — 4+ - = 1lolsun.u € L? (Q) ,v € L7(Q) i¢in
p

q

[ 10l < ey Bl
esitsizligi saglanir.
Green Ozdeslikleri:

u,w € C*(D) N C*Y(D) olmak iizere
Birinci Green Ozdesligi:

Ikinci Green Ozdesligi:

ow ou
2, 2 _ ow  ou
/(uV w—wV u) dv / (uan w@n) Jdo

D oD
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