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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

�Ters problem�ve �kötü konulmuş problem�kavramlar¬20. yüzy¬l¬n ortalar¬ndan itibaren

başlayarak her geçen gün bilim ve teknolojide daha popüler hale gelmi̧stir. Bugün gelinen

noktada; bilgisayar cebiri, diferensiyel ve integral denklemler, fonksiyonel analiz gibi klasik

matemati¼gin çeşitli branşlar¬nda ortaya ç¬kan çok say¬da karmaş¬k (karars¬z ve genellikle

lineer olmayan) problemin ters ve/veya kötü konulmuş problem oldu¼gu görülmektedir.

Bu tür problemler ayn¬zamanda �zik, jeo�zik, t¬p ve astronomi gibi matemati¼gin kul-

lan¬ld¬¼g¬pek çok sahada büyük önem arz etmektedir. Zira bu problemlerin çözümleri,

incelenen ortama ait yo¼gunluk, dalga yay¬l¬m h¬z¬, elastisite parametreleri, iletkenlik,

elektriksel ve manyetik geçirgenlik gibi önemli özellikler hakk¬nda bilgiler vermektedir.

Ayr¬ca do¼grudan eri̧silemeyen bölgelerde homojenli¼gin bozuldu¼gu noktalar¬n konumunun

ve karakterinin belirlenmesi (t¬bbi ve teknik tomogra�) meselesi de bir ters problemdir.

Ters ve kötü konulmuş problemler ile günlük hayat¬m¬zda da s¬kl¬kla kaŗs¬laş¬lmaktad¬r.

Örne¼gin, uzayda farkl¬aç¬lardan ayd¬nlat¬labilen bir cismi düşünelim. Bu cismin şekli

biliniyorken gölgesinin şeklinin bulunmas¬problemi iyi konulmuştur. Di¼ger taraftan cis-

min çeşitli düzlemler üzerindeki izdüşümlerinden (gölgesinden), cismin şeklinin belirlen-

mesi ters problemi sadece konveks cisimler için iyi konulmuştur çünkü konkav bir bölge

aç¬kt¬r ki bu yolla belirlenemez. Böyle bir problem ilk defa, ay¬n üzerine düşen gölgeden

dünyan¬n şeklinin küresel oldu¼gu sonucuna varan Aristo taraf¬ndan formülize edilmi̧s ve

çözülmüştür.

Bu çal¬̧smada ters ve kötü konulmuş problem kavramlar¬aç¬klanm¬̧s ve farkl¬bilim dal-

lar¬ndan bu tür problemlere örnekler verilmi̧stir. Ayr¬ca kinetik teoride önemli bir yeri

olan ve öz uyumlu alan yaklaş¬m¬nda düşük yo¼gunluklu plazmadaki elektronlar¬n ve

iyonlar¬n yo¼gunluklar¬n¬n de¼gi̧simini (evrimini) modelleyen Vlasov-Poisson sistemi için

başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemlerine ili̧skin baz¬ters problemlerin, verilen s¬n¬rland¬rmalar

ve şartlar alt¬nda çözümünün tekli¼gi ve kararl¬l¬¼g¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

1



2



BÖLÜM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, Vlasov-Poisson sistemi için baz¬ters problemlerin çözülebilirli¼ginin incelen-

mesinde gerekli olan baz¬temel tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir:

Tan¬m 2.1 (Norm) Bir X vektör uzay¬ üzerindeki norm, X üzerinde tan¬ml¬ olup bir

x 2 X noktas¬ndaki de¼geri kxk ile gösterilen ve x, y X de key� vektörler ve c bir skaler

olmak üzere aşa¼g¬daki özellikleri gerçekleyen reel de¼gerli bir fonksiyondur:

1) kxk � 0,

2) kxk = 0, x = 0,

3) kcxk = jcj kxk,

4) kx+ yk � kxk+ kyk (Üçgen eşitsizli¼gi).

Üzerinde bir norm tan¬mlanm¬̧s bir X vektör uzay¬na bir normlu uzay ad¬verilir. Normlu

uzaylar (X; k�k) ya da k¬saca X ile gösterilir (Kreyszig 1989, s. 67).

Tan¬m 2.2 (Tam Uzay) X bir normlu lineer uzay olmak üzere X in elemanlar¬ndan

oluşan her bir Cauchy dizisi X in bir eleman¬na yak¬ns¬yor ise X e tam uzay denir

(Mikhailov 1978, s. 65).

Tan¬m 2.3 (Banach Uzay¬) Tam normlu bir lineer uzaya Banach uzay¬denir (Mikhailov

1978, s. 65).

Tan¬m 2.4 (Her Yerde Yo¼gunluk) M � X olmak üzere, her bir x 2 X için, M nin

elemanlar¬ndan oluşan bir (xn) dizisi x e yak¬nsayacak şekilde varsa, M cümlesine X de

her yerde yo¼gundur denir (Mikhailov 1978, s. 66).

Tan¬m 2.5 (Ayr¬labilir Uzay) Bir B Banach uzay¬her yerde yo¼gun say¬labilir bir cümle

içeriyorsa, B Banach uzay¬na ayr¬labilirdir denir (Mikhailov 1978, s. 66).
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Tan¬m 2.6 (·Iç Çarp¬m Uzay¬) Bir iç çarp¬m uzay¬, üzerinde bir iç çarp¬m tan¬mlanm¬̧s

bir X vektör uzay¬d¬r. Burada sözü edilen iç çarp¬m X �X den X in bir K skaler cismi

içine yap¬lan bir dönüşümdür, yani X in her x ve y vektör çifti, (x; y) ile gösterilen ve

aşa¼g¬daki özelikleri gerçekleyen bir skalerle eşlenmektedir:

1) (x+ y; z) = (x; z) + (y; z),

2) (cx; y) = c (x; y),

3) (x; y) = (y; x),

4) (x; x) � 0, (x; x) = 0, x = 0 (Kreyszig 1989, s. 151).

Tan¬m 2.7 (Hilbert Uzay¬) Bir Hilbert uzay¬, üzerindeki iç çarp¬mla tan¬ml¬metri¼ge göre

tam olan bir iç çarp¬m uzay¬d¬r (Kreyszig 1989, s. 151).

Teorem 2.1 (Bunyakovskii (Cauchy-Schwarz) Eşitsizli¼gi) Her h1; h2 2 H için

j(h1; h2)j2 � (h1; h1) : (h2; h2)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Mikhailov 1978, s. 66).

Tan¬m 2.8 (Lineer Operatör) Bir A lineer operatörü, aşa¼g¬daki özellikleri gerçekleyen

bir operatördür:

(i) A n¬n D (A) tan¬m bölgesi bir vektör uzay¬ olup, R (A) de¼ger bölgesi, ayn¬ cisim

üzerinde bir vektör uzay¬d¬r.

(ii) Her x; y 2 D (A) ve c skaleri için,

A (x+ y) = A (x) + A (y)

A (cx) = cA (x)

dir (Kreyszig 1989, s. 96).

Tan¬m 2.9 (S¬n¬rl¬Lineer Operatör) X ve Y normlu uzaylar ve D (A) � X olmak üzere,

A : D (A) �! Y lineer bir operatör olsun. E¼ger, her x 2 D (A) için,

kAxk � c kxk

olacak şekilde bir c > 0 say¬s¬varsa, A operatörü s¬n¬rl¬d¬r denir (Kreyszig 1989, s. 107).
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Tan¬m 2.10 (Sürekli Operatör) X ve Y normlu uzaylar, D (A) � X olmak üzere, A :

D (A) �! Y lineer olmas¬zorunlu olmayan herhangi bir operatör olsun. A operatörünün

bir x0 2 D (A) noktas¬nda sürekli olmas¬ için, verilen her " > 0 say¬s¬na karş¬l¬k,

kx� x0k < � koşulunu gerçekleyen her x 2 D (A) için, kAx� Ax0k < " olacak şekil-

de bir � > 0 say¬s¬n¬n var olmas¬gerekmektedir. E¼ger her x 2 D (A) noktas¬nda A sürekli

ise, A operatörü süreklidir denir. A n¬n lineer olmas¬halinde aşa¼g¬daki önemli teorem

verilebilir:

Teorem 2.2 (Süreklilik ve S¬n¬rl¬l¬k) X ve Y normlu uzaylar, D (A) � X olmak üzere,

A : D (A) �! Y bir lineer operatör olsun. Bu durumda

(a) A n¬n sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul A n¬n s¬n¬rl¬olmas¬d¬r,

(b) A bir tek noktada sürekli ise, her noktada süreklidir (Kreyszig 1989, s. 113).

Tan¬m 2.11 (Kompakt Küme) (M;d) bir metrik uzay ve A � M olsun. A daki her

(xn) dizisi, A n¬n bir eleman¬na yak¬nsayan bir alt diziye sahipse A ya kompaktt¬r denir.

E¼ger M cümlesinin kendisi kompakt ise (M;d) ye kompakt metrik uzay denir (Rynne and

Youngson 2000, s. 16).

Tan¬m 2.12 (Kompakt Operatör) X ve Y herhangi iki normlu uzay ve A : X ! Y bir

lineer operatör olsun. E¼ger X deki her s¬n¬rl¬ (xn) dizisi için, Y deki (Axn) dizisi bir

yak¬nsak alt diziye sahipse, A operatörüne kompaktt¬r denir (Rynne and Youngson 2000,

s. 161).

Tan¬m 2.13 (K¬smi Türevli Denklem) Bir k¬smi türevli denklem x1; x2; : : : ; xn ba¼g¬m-

s¬z de¼gişkenlerine ba¼gl¬bilinmeyen u fonksiyonu ve onun sonlu say¬da k¬smi türevlerinin

oluşturdu¼gu bir ba¼g¬nt¬d¬r. Bu denklemin en genel biçimi, k = k1 + k2 + : : : + kn olmak

üzere

F

�
x1; x2; : : : ; xn; u (x1; x2; : : : ; xn) ;

@u

@x1
; : : : ;

@u

@xn
; : : : ;

@ku

@xk11 @x
k2
2 : : : @xknn

�
= 0 (2.1)

d¬r. (2.1) denkleminde en yüksek k¬smi türev basama¼g¬k d¬r. k ya k¬smi türevli denklemin

basama¼g¬(mertebesi) denir (Dernek 2009, s. 1).

Tan¬m 2.14 (C(
), Ck(
) Uzaylar¬) C(
), 
 üzerinde sürekli tüm fonksiyonlar¬n oluş-

turdu¼gu cümle, Ck(
); k = 1; 2; ::: , 
 üzerinde k: mertebeye kadar tüm türevleri sürekli

5



olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. f 2 Ck(
), � = (�1; �2; :::; �n) bir multi-

indeks (�i 2 Z+ [ f0g ; i = 1; 2; :::; n) ve j�j = �1 + �2 + :::+ �n olsun. Bu durumda

D�f(x) =
@j�jf(x)

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

= @x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n f(x)

f fonksiyonunun k¬smi türevlerini ifade eder.

Tan¬m 2.15 (C10 (
) Uzay¬) C
1
0 (
), 
 üzerinde tan¬ml¬sonsuz defa diferensiyellenebilir

ve supportu (supp'(x) = fxj x 2 
; '(x) 6= 0g) 
 n¬n kompakt alt cümlesi olan tüm

fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir (Mikhailov 1978, s. 10).

Teorem 2.3 (Ostrogradskii Formülü) @
2C1 olmak üzere 
 üzerinde bir

A(x) = (A1(x); A2(x); :::; An(x)) vektörü tan¬mlans¬n ve Ai(x) 2 C(
) \ C1(
); i =

1; 2; :::; n olsun. E¼ger divA(x) =
@A1
@x1

+ : : :+
@An
@xn

fonksiyonu 
 da sürekli ya da 
 üze-

rinde integrallenebilirse, bu durumda Ostrogradskii�nin formülü olarak bilinen aşa¼g¬daki

formül sa¼glan¬r:Z



divA(x)dx =

Z
@


A(x):n(x)dS,

burada n, @
 n¬n d¬̧s birim normal vektörüdür (Mikhailov 1978, s. 103).

Teorem 2.4 (Gauss-Green Formülü) @
2C1 ve f 2 C1(
) olsun. Bu durumdaZ



fxidx =

Z
@


fnidS

eşitli¼gi sa¼glan¬r, burada ni = cos(n; xi), @
 yüzeyinin d¬̧s normali olan n ile xi ekseni

aras¬ndaki aç¬n¬n kosinüsüdür (Evans 1997, s. 627).

Tan¬m 2.16 (L1(
), L2(
) Uzaylar¬) L1(
), 
 üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve integral-

lenebilir tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümle, L2(
), 
 üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve

modülünün karesi integrallenebilir tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. Bu kümelere

ait baz¬önemli özellikler aşa¼g¬da verilmiştir (Mikhailov 1978, s. 105);

(a) L1(
) ve L2(
) lineer uzayd¬r ve 
 s¬n¬rl¬bir bölge ise C(
) � L2(
) � L1(
),

(b) L1(
), üzerinde tan¬mlanan

kfkL1(
) =
Z



jf(x)j dx

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r,
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(c) L2(
), üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)L2(
) =

Z



f1(x)f2(x)dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkL2(
) =
�Z




jf(x)j2 dx
�1=2

biçimindedir,

(d) C(
) ve C10 (
) uzay¬, L1(
) ve L2(
) da her yerde yo¼gundur,

(e) L1(
) ve L2(
) ayr¬labilir uzayd¬r.

Teorem 2.5 (Young Eşitsizli¼gi) Kabul edelim ki 1 < p; q < 1;
1

p
+
1

q
= 1 olsun. Bu

durumda

ab � ap

p
+
bq

q
(a; b > 0)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Ayr¬ca C(") = ("p)
�q
p q�1 için

ab � "ap + C (") bq (a; b > 0; " > 0)

olur.

·Ispat. x! ex dönüşümünün konveks oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

ab = elog a+log b = e
1
p
log ap+ 1

q
log bq � 1

p
elog a

p

+
1

q
elog b

q

=
ap

p
+
bq

q

bulunur (Evans 2000, s. 622).

Teorem 2.6 (Hölder eşitsizli¼gi) Kabul edelim ki 1 � p; q � 1, 1
p
+
1

q
= 1 olsun. Bu

durumda e¼ger u 2 Lp(U), v 2 Lq(U) iseZ
U

juvj dx � kukLp(U) kvkLq(U)

olur.

Tan¬m 2.17 (Koni Koşulu) Bir 
 bölgesi koni şart¬n¬ sa¼glar denir, e¼ger bir C sonlu

konisi varsa öyle ki 
 n¬n her x noktas¬, 
 içerisinde kalan ve C ye eş olan bir sonlu

Cx konisinin tepe noktas¬d¬r. Dikkat edilmelidir ki burada Cx in C den paralel öteleme

ile elde edilmesi gerekmez, fakat basit olarak kat¬hareketlerle elde edilir (Adams 2002, s.

82).
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BÖLÜM 3

GENELLEŞM·IŞ FONKS·IYONLAR VE SOBOLEV UZAYLARI

Tan¬m 3.1 (Genelleşmiş Fonksiyon) C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yard¬m¬ ile

verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay¬denir ve D(
) ile gösterilir.

E¼ger

(a) Öyle bir K � 
 kompakt cümlesi vard¬r ki her k 2 N için supp'k � K,

(b) Her � = (�1; �2; :::; �n) ve k !1 iken D�'k(x)! D�'(x) yak¬nsamas¬
 bölgesinde

düzgün ise k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsar denir.

D(
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬sürekli, lineer fonksiyonellere genelleşmiş fonksiyon denir.

Genelleşmiş fonksiyonlar s¬n¬f¬D0(
) ile gösterilir (Vladimirov 1984, s. 81).

Lemma 3.1 (Du Bois Reymond) 
 bölgesinde lokal integrallenebilir bir f (x) fonksiyo-

nun bu bölgede hemen hemen her yerde s¬f¬r olmas¬için gerek ve yeter koşul bu fonksiyon

taraf¬ndan üretilen f regüler genelleşmiş fonksiyonunun 
 da s¬f¬r olmas¬d¬r (Vladimirov

1979, s. 18).

Genelleşmiş fonksiyona örnek olarak,

L1 (a; b) =

�
f (x) :

Z b

a

jf (x)j dx < +1
�

yani Lebesgue anlam¬nda integrallenebilir fonksiyonlar kümesinden olan f (x) fonksiyo-

nunun üretti¼gi

(f; ') =

Z 1

�1
f (x)' (x) dx; ' (x) 2 C10 (a; b)

fonksiyonelini gösterebiliriz. Bu şekilde (yani L1 (a; b)�den olan elemanlar üzerinden)

tan¬mlanm¬̧s genelleşmiş fonksiyonlara regüler genelleşmiş fonksiyonlar denir (Hasano¼glu

2001, s. 22).

Örnek 3.1 Tekil (singüler) genelleşmiş fonksiyonlara örnek olarak Dirac�¬n � fonksiyo-

nunu gösterebiliriz:

(�; ') = '(0); '(x) 2 C10 (a; b):

9



Tan¬m 3.2 (Genelleşmiş Türev) f 2 D0(
) olmak üzere, f genelleşmiş fonksiyonunun

D�f (genelleşmiş) türevi,

(D�f; ') = (�1)j�j (f;D�') ; ' 2 D(
)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Vladimirov 1984, s. 94).

Örnek 3.2

h (x) =

8<: 0; �1 < x < 0;

1; 0 < x <1

şeklinde tan¬ml¬ Heaviside fonksiyonunu ele alal¬m. Sürekli olmayan bu fonksiyonun

genelleşmiş türevi aşa¼g¬daki şekilde hesaplanabilir (Hasanov 2001, s. 23).

h (x) 2 L1 (�1;1) ve h (x) in tan¬mlad¬¼g¬genelleşmiş fonksiyon

(h; ') =

1Z
0

'(x)dx

fonksiyonelidir. Bu fonksiyonelin genelleşmiş türevini hesaplayal¬m. Bu amaçla

(�; ') = '(0); '(x) 2 C10 (a; b)

ve

(f 0; ') =

1Z
�1

f 0(x)'(x)dx = �
1Z

�1

f(x)'0(x)dx = �(f; '0)

eşitliklerinden yararlanarak

(h0; ') = � (h; '0) = �
Z 1

0

'0 (x) dx = ' (0) = (�; ')

elde ederiz ki bu da h (x) fonksiyonunun genelleşmiş türevinin � fonksiyonuna eşit oldu¼gunu

gösterir. Şimdi h (x) in ikinci türevini hesaplayal¬m:

(h00; ') = � (h0; '0) = (h; '00) =
Z 1

0

'00 (x) dx = �'0 (0) = � (�; '0) = (�0; ') :

Son eşitlik, h (x) in ikinci mertebeden genelleşmiş türevinin � fonksiyonunun genelleşmiş

türevine eşit oldu¼gunu gösterir.
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Örnek 3.3 Sonlu elemanlar yönteminde baz fonksiyonu olarak yayg¬n bir biçimde kul-

lan¬lan k¬smi lineer sürekli � = � (x) fonksiyonunu ele alal¬m:

� (x) =

8>>><>>>:
1 + x; x 2 [�1; 0] ;

1� x; x 2 [0; 1] ;

0; x2 [�1; 1] :

Bu fonksiyonun x = �1; x = 0 ve x = 1 noktalar¬nda türevi yoktur. Bu düşünceyi biraz

daha aç¬klarsak, bu noktalarda sa¼g türev ve sol türev vard¬r, fakat birbirinden farkl¬d¬r.

Ayr¬ca,

�0 (x) =

8>>><>>>:
1; x 2 (�1; 0) ;

�1; x 2 (0; 1) ;

0; x2 [�1; 1] :

(3.1)

fonksiyonu x = �1; x = 0 ve x = 1 noktalar¬nda tan¬mlanmam¬̧st¬r. Böylelikle klasik an-

lamda � = � (x) fonksiyonu (�1;+1) aral¬¼g¬nda diferensiyellenebilir fonksiyon de¼gildir,

bu nedenle onun genelleşmiş türevini hesaplayal¬m. Genelleşmiş türev tan¬m¬ndan,

8' (x) 2 C10 (�1;+1) için

�0 (x) = � (�; '0) = �
Z 1

�1
� (x)'0 (x) dx

yaz¬labilir. Burada supp� (x) = [�1; 1] oldu¼gu ve � (x) in analitik ifadesi kullan¬l¬rsa

(�0; ') = �
Z 0

1

(1 + x)'0 (x) dx�
Z 1

0

(1� x)'0 (x) dx

= �
Z 0

1

'0 (x) dx�
Z 1

0

'0 (x) dx�
Z 0

1

xd'+

Z 1

0

xd'

= � [' (0)� ' (�1)]� [' (1)� ' (0)]� [x']0�1 + [x']
1
0

+

Z 0

�1
' (x) dx�

Z 1

0

' (x) dx

böylelikle de

(�0; ') =

Z 0

�1
' (x) dx�

Z 1

0

' (x) dx

elde edilir. Öte yandan, genelleşmiş fonksiyonun

(�0; ') =

Z 1

�1
�0 (x)' (x) dx

tan¬m¬n¬kullanarak sa¼g taraftaki integrali (�1;�1) ; (�1; 0) ; (0; 1) ve (1;+1) aral¬k-

lar¬na parçalar ve bu aral¬klarda �0 (x) in (3.1) deki ifadesini kullan¬rsak

(�0; ') =

Z 0

�1
' (x) dx�

Z 1

0

' (x) dx

11



elde ederiz; görüldü¼gü gibi bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬yukar¬da elde edilen genelleşmiş türevin

sa¼g taraf¬na eşittir. Bu ise (�1; 0) ve (0; 1) aral¬klar¬nda klasik türevle genelleşmiş türevin

ayn¬oldu¼gu anlam¬na gelir.

Böylelikle, türev kavram¬ geni̧sletilerek genelleşmi̧s türev tan¬m¬ verildi. Bu bize, bir

yandan fonksiyon kavram¬n¬geni̧sleterek daha geni̧s s¬n¬ftan olan fonksiyonlar¬kullanma,

öte yandan sürekli olmayan fonksiyonlar üzerinde bile türevle (genelleşmi̧s anlamda) ilgili

i̧slemleri yapma olana¼g¬sa¼glar (Hasano¼glu 2001, s. 25).

Örnek 3.4 R de f (x) = jxj fonksiyonunun genelleşmiş türevi var ve sgn (x) dir.

Tan¬m 3.3 (Sobolev Uzaylar¬) m bir pozitif tamsay¬, 1 � p � 1 ve k:kp de Lp (
)

uzay¬nda bir norm olmak üzere, sa¼g taraf¬anlaml¬k¬lan her u için

kukm;p =

0@ X
0�j�j�m

kD�ukpp

1A 1
p

; 1 � p <1; (3.2)

kukm;1 = max
0�j�j�m

kD�uk1 (3.3)

şeklinde bir k:km;p fonksiyoneli tan¬mlayal¬m. Baz¬durumlarda bölgeler ile ilgili ç¬kabilecek

kar¬̧s¬kl¬¼g¬önlemek için kukm;p sembolü yerine kukm;p;
 de kullan¬lmaktad¬r. (3.2) veya

(3.3) normu ile verilen aşa¼g¬daki uzaylar Sobolev uzay¬olarak adland¬r¬l¬r:

a) Hm;p (
) : fu 2 Cm (
) : kukm;p <1g kümesinin k:km;p normuna göre tamlan¬̧s¬;

b) Wm;p (
) � fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
), 0 � j�j � mg;

c) Wm;p
0 (
) : Wm;p (
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬,

(Adams 2002, s. 59). Aç¬kt¬r ki

W 0;p (
) = Lp (
)

ve e¼ger 1 � p <1 ise

W 0;p
0 (
) = Lp (
)

d¬r, çünkü C10 (
) uzay¬L
p (
) uzay¬nda yo¼gundur. Her m için aşa¼g¬daki gömme zinciri

mevcuttur:

Wm;p
0 (
)! Wm;p (
)! Lp (
) :
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Ayr¬ca her 
 bölgesi için Hm;p (
) = Wm;p (
) d¬r. 1964 y¬l¬nda Meyer ve Serrin taraf¬n-

dan yay¬nlanan bu sonuç, o zamana kadar literatürde var olan bu uzaylar aras¬ndaki

ilişkiye dair kar¬̧s¬kl¬¼g¬ortadan kald¬rm¬̧st¬r. Bu temel sonucun uzun bir süre elde edile-

memiş olmas¬şaş¬rt¬c¬bir durumdur. Wm;p (
) uzaylar¬Sobolev taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Di¼ger taraftan ilgili birçok uzay başka matematikçiler taraf¬ndan da çal¬̧s¬lm¬̧st¬r, bunlara

örnek olarak C. B. Morrey (1940), J. Deny ve J. L. Lions (1955) verilebilir. Bu tür

uzaylar¬göstermek için bir çok farkl¬sembol (Wm;p, Hm;p, Pm;p, Lmp vb.) kullan¬lm¬̧st¬r.

Ayr¬ca Sobolev�in ismiyle an¬lmadan önce başka isimler alt¬nda, örne¼gin Beppo Levi uzay-

lar¬olarak adland¬r¬l¬rlard¬(Adams 2002, s. 60).

Teorem 3.2 Wm;p(
) bir Banach uzay¬d¬r.

·Ispat. fung, Wm;p(
) uzay¬nda bir Cauchy dizisi olsun. O zaman fD�ung, 0 � j�j � m

için Lp(
) da bir Cauchy dizisidir. Lp(
) tam oldu¼gundan u ve u� fonksiyonlar¬vard¬r,

öyle ki n ! 1 iken un ! u ve D�un ! u� d¬r. Lp(
) � L1loc(
) oldu¼gundan un,

Tun 2 D0(
) genelleşmi̧s fonksiyonunu tan¬mlar. Her � 2 D(
) için Hölder eşitsizli¼ginden

jTun(�)� Tu(�)j �
Z



jun(x)� u(x)j j�(x)j dx � k�kp0 kun � ukp

sa¼glan¬r. Burada p0, p nin üstel eşleni¼gidir. Bu yüzden n ! 1 iken her � 2 D(
) için

Tun(�)! Tu(�) dir. Benzer şekilde her � 2 D(
) için TD�un(�)! Tu�(�) olur. Buradan

her � 2 D(
) için

Tu�(�) = lim
n!1

TD�un(�) = lim
n!1

(�1)j�jTun(D��) = (�1)j�jTu(D��)

elde edilir. Böylece 0 � j�j � m için u 2 Wm;p(
) oldu¼gunda 
 da genelleşmi̧s anlamda

u� = D�u oldu¼gu görülür. Son olarak, lim
n!1

kun � ukm;p = 0 oldu¼gundan Wm;p(
) uzay¬

tamd¬r (Adams 2002, s. 60).

Uyar¬3.1 Bundan sonra p nin üstel eşleni¼gi p0 ile gösterilecektir:

p
0
=

8>>><>>>:
1, p = 1

p
(p�1) , 1 < p <1

1, p =1:

Riesz Gösterim Teoremi Wm;p(
) uzay¬na genişletilerek Wm;p
0 (
) n¬n duali D0(
) n¬n bir

alt uzay¬ ile tan¬mlan¬r. E¼ger 1 < p < 1 ise Wm;p
0 (
) n¬n duali Lp

0
(
) n¬n daha zay¬f

bir norm göre tamlan¬̧s¬olarak ifade edilir (Adams 2002, s. 62).

13



Tan¬m 3.4 (Lp(
(m)) Uzay¬n¬n Duali) 1 < p < 1 olmak üzere her L 2 (Lp(
(m)))0 ne

karş¬l¬k bir tek v 2 Lp0(
(m)) vard¬r öyle ki her u 2 Lp(
(m)) için

L(u) =

Z

(m)

u(x)v(x)dx =
X
j�j�m

Z

�

u�(x)v�(x)dx =
X
j�j�m

hu�; v�i

d¬r. Burada u� ve v�; s¬ras¬yla u ve v nin 
� ya k¬s¬tlan¬̧slar¬d¬r. ÜstelikL; (Lp(
(m)))0 = v;Lp0(
(m))
d¬r. Böylece�
Lp(
(m))

�0
= Lp

0
(
(m))

olur (Adams 2002, s. 62).

Tan¬m 3.5 (Wm;p(
) Uzay¬n¬n Duali) 1 � p <1 olmak üzere her L 2 (Wm;p(
))0 için

v 2 Lp0(
(m)) elemanlar¬vard¬r öyle ki e¼ger v nin 
� ya k¬s¬tlan¬̧s¬v� ise her u 2 Wm;p(
)

için

L(u) =
X

0�j�j�m

hD�u; v�i (3.4)

d¬r. Ayr¬caL; (Wm;p(
))0
 = inf v;Lp0(
(m)) = min v;Lp0(
(m)) ; (3.5)

sa¼glan¬r. Burada minimum her u 2 Wm;p(
) için (3.4) eşitli¼gini sa¼glayan tüm v 2

Lp
0
(
(m)) kümesi üzerinden al¬n¬r. E¼ger 1 � p <1 ise (3.4) ve (3.5) eşitliklerini sa¼glayan

v 2 Lp0(
(m)) eleman¬tektir (Adams 2002, s. 62).

Tan¬m 3.6 (W 1;p
0 (
) n¬n dual uzay¬) W 1;p

0 (
) (1 � p <1) uzay¬n¬n duali W�1;p0(
) ile

H1
0 (
) uzay¬n¬n duali ise H

�1(
) ile gösterilir. L2(
) uzay¬n¬n duali yine kendisi yani

L2(
) ile tan¬mlan¬r. Ancak H1
0 (
) uzay¬n¬duali ile tan¬mlayam¬yoruz. Burada aşa¼g¬daki

kapsamalar sa¼glan¬r

H
1

0(
) � L2(
) � H�1(
):

Bu kapsamalar sürekli ve yo¼gundur. E¼ger 
 bölgesi s¬n¬rl¬ise

W 1;p
0 (
) � L2(
) � W�1;p0 (
);

2N

(N + 2)
� p <1,

olup bunlar sürekli ve yo¼gun kapsamad¬r. E¼ger 
 s¬n¬rl¬de¼gil ise ayn¬kapsamalar sadece
2N

(N+2)
� p < 2 için geçerlidir (Brezis 2011, s. 291).
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Tan¬m 3.7 (Gömmeler) X normlu uzay¬ Y normlu uzay¬ içine gömülmüştür denir ve

X ! Y ile gösterilir e¼ger aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬rsa

i) X; Y nin alt vektör uzay¬d¬r ve

ii) I : X ! Y; 8x 2 X için Ix = x özdeşlik operatörü süreklidir.

I lineer oldu¼gundan (ii) koşulu

kIx;Y k �M kx;Xk ; x 2 X

olacak şekilde M sabitinin varl¬¼g¬na denktir (Adams 2002, s. 9).

Teorem 3.3 m negatif olmayan bir tam say¬ve 0 < v < � � 1 olsun. O zaman aşa¼g¬daki

gömmeler vard¬r:

Cm+1
�


�
! Cm

�


�
; (3.6)

Cm;v
�


�
! Cm

�


�
; (3.7)

Cm;�
�


�
! Cm;v

�


�
: (3.8)

E¼ger 
 s¬n¬rl¬ise (3.7) ve (3.8) gömmeleri kompaktt¬r. E¼ger 
 konveks ise

Cm+1
�


�
! Cm;1

�


�
; (3.9)

Cm+1
�


�
! Cm;�

�


�

(3.10)

gömmeleri vard¬r. E¼ger 
 konveks ve s¬n¬rl¬ ise (3.6) gömmesi kompaktt¬r ve � < 1 ise

(3.10) de kompaktt¬r (Adams 2002, s. 11).

Uyar¬3.2 Sobolev uzaylar¬n¬n gömme özellikleri analizde özellikle de türev ve integral o-

peratörü ile ilgili çal¬̧smalarda gereklidir. Sobolev uzaylar¬için en önemli gömme sonuçlar¬

Sobolev gömme teoremi ad¬alt¬nda bir tek teorem olarak birleştirilmiştir. Bu teoremin bir-

birinden farkl¬ispat yöntemleri vard¬r. Gömme sonuçlar¬n¬n birço¼gu, koni şart¬n¬çeşitli

şekillerde sa¼glayan 
 � Rn bölgeleri için elde edilmiştir. Baz¬ gömmeler daha güçlü

geometrik hipotezler gerektirir (Adams 2002, s. 79). Sobolev Gömme Teoremi Wm;p (
)

uzay¬n¬n aşa¼g¬daki tipten Banach uzaylar¬içine gömmelerinin varl¬¼g¬n¬ifade eder:

i) W j;q (
) ; j � m ve özel olarak Lq (
) ;

ii) W j;q (
k) ; 1 � k � n; 
k; 
 ile Rn de k boyutlu bir düzlemin arakesitidir.
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iii) CjB (
) ; 
 üzerinde j: mertebeye kadar sürekli türevlenebilir, s¬n¬rl¬fonksiyonlar uza-

y¬d¬r ve

u;CjB (
) = max
0�j�j�j

sup
x2


jD�u (x)j

normu ile verilir.

iv) Cj
�


�
; 
 da j: mertebeye kadar düzgün sürekli türevlenebilir s¬n¬rl¬fonksiyonlardan

oluşan, CjB (
) nin kapal¬alt uzay¬d¬r:�;Cj �
� = max
0�j�j�j

sup
x2


jD�� (x)j :

v) Cj;�
�


�
; 
 da j: mertebeye kadar türevleri � ya göre Hölder koşulunu sa¼glayan

fonksiyonlardan oluşan, Cj
�


�
n¬n kapal¬alt uzay¬d¬r. Cj;�

�


�
da norm

�;Cj;� �
� = �;Cj �
�+ max
0���j

sup
x;y2R
x6=y

�����D�� (x)�D�� (y)

jx� yj�

�����
ile verilir.

Teorem 3.4 (Sobolev Gömme Teoremi) 
, Rn de bir bölge ve 
k (1 � k � n) da 


ile Rn de k boyutlu bir düzlemin ara kesiti olsun (k = n ise 
k = 
). Ayr¬ca j � 0;

m � 1 tamsay¬lar ve 1 � p <1 olsun. Teoremin ifadesi üç farkl¬durum için verilecektir

(Adams 2002, s. 85).

1. Durum 
 bölgesinin koni şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬farzedelim.

a) mp > n ya da m = n ve p = 1 ise

W j+m;p (
)! CjB (
) (3.11)

d¬r. Di¼ger taraftan 1 � k � n ise

W j+m;p (
)! W j;q (
k) ; p � q � 1 (3.12)

ve özel olarak

Wm;p (
)! Lq (
) ; p � q � 1

d¬r.
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b) 1 � k � n ve mp = n ise

W j+m;p (
)! W j;q (
k) ; p � q <1 (3.13)

ve özel olarak

Wm;p (
)! Lq (
) ; p � q <1

d¬r.

c) mp < n ve n�mp < k � n ya da p = 1 ve n�m � k � n ise

W j+m;p (
)! W j;q (
k) ; p � q � p� = kp= (n�mp) : (3.14)

Özel olarak

Wm;p (
)! Lq (
) ; p � q � p� = np= (n�mp) (3.15)

d¬r.

2. Durum 
 kuvvetli local Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n. O zaman (3.11) gömmelerinin

CjB (
) hedef uzay¬daha küçük olan C
j
�


�
uzay¬ ile yer de¼gi̧stirebilir ve bu durumda

gömmeler aşa¼g¬daki formda ifade edilebilir: E¼ger mp > n > (m� 1) p ise

W j+m;p (
)! Cj;�
�


�
; 0 < � � m� n

p
(3.16)

ve n = (m� 1) p ise

W j+m (
)! Cj;�
�


�
; 0 < � < 1: (3.17)

Ayr¬ca n = m� 1 ve p = 1 ise � = 1 için (3.17) sa¼glan¬r.

3. Durum W uzay¬ile W0 uzay¬yer de¼gi̧stirirse, 1. ve 2. durumlardaki gömülmelerin

hepsi 
 key� bölgelerinde geçerlidir.

Tan¬m 3.8 (Hk(
) Uzaylar¬) Hk(
), kendisi ve k. mertebeye kadar tüm genelleşmiş

türevleri L2(
) ya ait olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. Bu cümleye ait baz¬

önemli özellikler aşa¼g¬da verilmiştir (Mikhailov 1978, s. 121);

(a) Hk(
) lineer uzayd¬r ve H0(
) = L2(
),

(b) Hk(
), üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)Hk(
) =
X
j�j�k

Z



D�f1D
�f2dx
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iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHk(
) =

0@X
j�j�k

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

biçimindedir,

(c) @
 2 Ck ise C1(
) uzay¬, Hk(
) da her yerde yo¼gundur,

(d) @
 2 Ck ise Hk(
) ayr¬labilir uzayd¬r.

Tan¬m 3.9 (�Hk(
) Uzay¬) �Hk(
), Ck(
) uzay¬na ait ve 
 bölgesi ile @
 yüzeyinin bir

komşulu¼gunun arakesitinde s¬f¬r olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümlenin kapan¬̧s¬d¬r

(Mikhailov 1978, s. 131).

Teorem 3.5 (·Iz (Trace) Teoremi) 
 s¬n¬rl¬ bir bölge ve @
 2 C1 olsun. Bu durumda

s¬n¬rl¬bir lineer

T : H1(
)! L2(@
)

operatörü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar;

(a) E¼ger f 2 H1(
) \ C(
) ise Tf = f j@
,

(b) Her bir f 2 H1(
) için kTfkL2(@
) � C kfkH1(
) d¬r, burada C > 0 say¬s¬sadece 


ya ba¼gl¬olup f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

T operatörüne iz operatörü, Tf ye f fonksiyonunun @
 üzerindeki izi denir ve kTfkL2(@
),

kfkL2(@
) ile ifade edilir (Evans 1997, s. 258).
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BÖLÜM 4

TERS VE KÖTÜ KONULMUŞ PROBLEMLER

Denklem, bölge ve koşullar verildi¼ginde, denklemi ve koşullar¬sa¼glayan çözümün bulun-

mas¬ problemine direkt problem denir. Pratikte kaŗs¬laş¬lan öyle problemler vard¬r ki

bunlar¬n çözümleri için ayr¬ca ek bilgiye gerek duyulur. Verilen bu ek bilgiye göre prob-

lemdeki denklemin bir veya birkaç katsay¬s¬n¬n veya sa¼g taraf¬n¬n ya da s¬n¬r koşullar¬n-

dan bir veya birkaç¬n¬n denklemin çözümü ile birlikte bulunmas¬problemine ters problem

denir. Diferensiyel denklemler için ters problemler teorisinin karakteristik özelliklerinden

biri, bu problemlerin Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş olmalar¬d¬r.

Tan¬m 4.1 (Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problemler) ·Iyi konulmuş problem tan¬m¬

20. yüzy¬l¬n başlar¬nda Frans¬z matematikçi J. S. Hadamard taraf¬ndan verilmiştir. U ve

F metrik uzaylar, A : U �! F bir operatör olmak üzere

Au = f (4.1)

denklemini ele alal¬m. (4.1) denkleminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün bulun-

mas¬problemine (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problem denir;

i. Her f 2 F için U uzay¬nda problemin çözümü vard¬r.

ii. Problemin çözümü U uzay¬nda tektir.

iii. Problemin koşullar¬ F uzay¬nda az de¼gişti¼ginde problemin çözümü de U uzay¬nda

az de¼gişir (kararl¬l¬k koşulu) (Lavrent�ev et al. 1986, s. 26). Bu şartlardan herhangi

birinin sa¼glanmamas¬ durumunda problem, (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda

kötü konulmuş problem olarak adland¬r¬l¬r. Bir (U1; F1) uzay çifti için iyi, başka bir

(U2; F2) uzay çifti için kötü konulmuş probleme (U2; F2) uzay çifti için zay¬f kötü konul-

muş problem denir. Tüm uzay çiftlerinde kötü konulmuş probleme kuvvetli kötü konulmuş

problem denir.

Hadamard�a göre kötü konulmuş problemler, reel �ziksel anlam¬ olan pratik olaylar¬

tan¬mlamaz. Çünkü pratikte her zaman koşullar belirli bir hata pay¬ ile verilir. Bu
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hatal¬ koşullar kullan¬larak bulunan çözüm, kesin çözümden çok farkl¬ olabilir ve bu

da pratikte yanl¬̧s sonuçlara götürebilir. Bu nedenle birçok matematikçi önceleri sadece

Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problemlerle ilgilenmi̧sti. Öte yandan birçok pratik

problem de Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problemlere dönüşerek ister istemez

matematikçilerin kaŗs¬s¬na ç¬k¬yordu. Hadamard�¬n kendisinin örnek olarak gösterdi¼gi

kötü konulmuş problem, aşa¼g¬da verilen Laplace denklemi için Cauchy problemidir, bu

da elektromanyetik alanlar¬n bulunmas¬problemiyle ilgilidir.

Tan¬m 4.2 (Tikhonov anlam¬nda iyi konulmuş problemler) ·Ilk defa, bir Rus matematikçi

olan A. N. Tikhonov, Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problemlerin gereklili¼gini or-

taya koymuştur. (4.1) denkleminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün bulunmas¬

problemine şart¬ iyi (do¼gru) konulmuş problem veya Tikhonov anlam¬nda iyi konulmuş

problem denir:

i. U bir metrik uzay olmak üzere, problemin çözümü var ve belirli bir M � U cümlesine

aittir.

ii. Problemin çözümü M de tektir.

iii. Problemin çözümü M de koşullara sürekli ba¼g¬ml¬d¬r, yani çözümü M cümlesinin

d¬̧s¬na ç¬karmayan koşullar F metrik uzay¬nda sonsuz küçük bir de¼gişikli¼ge u¼grad¬klar¬nda

problemin çözümü de U metrik uzay¬nda sonsuz küçük de¼gişir (Lavrent�ev et al. 1986, s.

27).

M cümlesine problemin do¼gruluk cümlesi denir ve M genellikle kompakt bir cümle olarak

seçilir.

Teorem 4.1 (A. N. Tikhonov) X, F Banach uzaylar¬olmak üzere,

A : X �! F

lineer kompakt operatör, M � X bir kompakt cümle olsun. E¼ger x 2 X ve f 2 F olmak

üzere,

Ax = f

denkleminin çözümü tek ise bu çözümM cümlesinde f ye düzgün olarak sürekli ba¼g¬ml¬d¬r,

yani key� bir � > 0 için öyle bir � (�) > 0 say¬s¬vard¬r ki

kAx1 � Ax2k < � (�)
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ve x1; x2 2 M ise

kx1 � x2k � �

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Tikhonov and Arsenin 1979).

Genel anlamda ters problemler, cevab¬n bilindi¼gi halde, sorunun bilinmedi¼gi ya da sonuçla-

r¬n bilindi¼gi halde sebebin bilinmedi¼gi problemler olarak tan¬mlanabilir. Do¼grudan eri-

şilemeyen bir çevre hakk¬nda bilgi edinmek için, bu bölgelerden gelen akustik, sismik ve

elektromanyetik i̧saretler özel alg¬lay¬c¬lar yard¬m¬ile de¼gerlendirilir. Bu i̧saretler üzerinde

yap¬lan geli̧s zaman¬, geli̧s do¼grultusu, genlik, faz/frekans, polarizasyon vb. ölçümlerden

elde edilen bilgilere göre çevrenin ilgi duyulan özelliklerinin araşt¬r¬lmas¬, bir ters prob-

lemin ortaya ç¬kmas¬na sebep olur. Bu nedenle ters problemler teorisi, uzaktan alg¬lama

ve tahribats¬z de¼gerlendirme dallar¬ndaki çal¬̧smalar¬n teorik alt yap¬s¬n¬oluşturmuştur.

�Ters problem�ve �kötü konulmuş problem�kavramlar¬20. yüzy¬l¬n ortalar¬ndan başla-

yarak modern bilimde her geçen gün daha popüler hale gelmi̧stir. Elli y¬l¬ aşk¬n bir

süredir bu problemler üzerine yap¬lan çal¬̧smalar şunu göstermi̧stir: klasik matemati¼gin

çeşitli branşlar¬nda (bilgisayar cebiri, diferensiyel ve integral denklemler, k¬smi diferen-

siyel denklemler, fonksiyonel analiz) ortaya ç¬kan çok say¬da karmaş¬k (karars¬z ve genel-

likle lineer olmayan) problem ters veya kötü konulmuş olarak s¬n¬�and¬r¬labilir. Ters ve

kötü konulmuş problemler ayn¬zamanda �zik, jeo�zik, t¬p ve astronomi gibi matema-

ti¼gin kullan¬ld¬¼g¬pek çok sahada çal¬̧s¬lmaya ve sistematik olarak uygulanmaya başlan-

m¬̧st¬r, çünkü bu problemlerin çözümleri incelenen ortam¬n yo¼gunluk ve dalga yay¬l¬m

h¬z¬, elastisite parametreleri, iletkenlik, elektriksel ve manyetik geçirgenlik gibi önemli

özelliklerini ve ayr¬ca do¼grudan eri̧silemeyen bölgelerde homojenli¼gin bozuldu¼gu nokta-

lar¬n konumuna ve karakterine ili̧skin bilgileri vermektedir.

Matematiksel �zi¼gin direkt problemlerinde araşt¬rmac¬lar; sesin, s¬cakl¬¼g¬n, sismik veya

elektromanyetik dalgalar¬n yay¬l¬m¬gibi çeşitli �ziksel olaylar¬ ifade eden fonksiyonlar¬

kesin veya yaklaş¬k olarak bulmaya çal¬̧s¬rlar. Bu problemlerde, ortam¬n özelliklerinin

(denklemin katsay¬lar¬ ile ifade edilir), �ziksel sürecin başlang¬ç an¬ndaki durumunun

(dura¼gan olmayan hallerde), s¬n¬rda sa¼glanan özelliklerin (bölge s¬n¬rl¬ ise ve/veya du-

ra¼gan halde) bilindi¼gi kabul edilmektedir. Bununla birlikte s¬kl¬kla ortam¬n özelliklerinin

bilinmedi¼gi durumlarla kaŗs¬laş¬lmaktad¬r. Bu da direkt problemin çözümü hakk¬nda ver-

ilen bilgi yard¬m¬yla ilgili denklemin katsay¬lar¬n¬n belirlenmesi ters probleminin ortaya
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ç¬kmas¬na sebebiyet vermektedir. Ancak bu problemlerin bir ço¼gu kötü konulmuştur

çünkü verilerdeki hatalara kaŗs¬çözümlerinin karars¬zl¬¼g¬söz konusudur. Di¼ger yandan

ters problemlerin çözümleri ele al¬nan ortama dair önemli bilgiler verir, örne¼gin s¬cakl¬k,

potansiyel fark veya kirlilik ile ilgili bir araşt¬rma söz konusu ise ihlalin, bozulman¬n veya

kayna¼g¬n yerinin, şeklinin ve yap¬s¬n¬n belirlenmesine yard¬mc¬olur.

Günlük yaşant¬m¬zda s¬kl¬kla ters ve kötü konulmuş problemlerle kaŗs¬laş¬lmaktay¬z ve

e¼ger ruhsal ve �ziksel olarak sa¼gl¬kl¬durumdaysak genellikle bu problemleri h¬zl¬ve etkili

bir şekilde çözebilmekteyiz. Örne¼gin, görsel alg¬m¬z¬ele alal¬m. Gözlerimizin belli bir

anda çevremizdeki sadece s¬n¬rl¬say¬daki noktadan görsel bilgi alabildi¼gi bilinmektedir.

Peki bu durumda neden etraf¬m¬zdaki heŗseyi görebildi¼gimiz hissine kap¬l¬yoruz? Hiç

şüphesiz bunun nedeni ki̧sisel bir bilgisayar gibi çal¬̧sarak belirli noktalardan al¬nan verileri

interpolasyon ve kestirim yaparak görüntüyü tamamlayan beynimizdir. Bir cismin gerçek

görüntüsünün belli say¬daki noktadan tatmin edici bir şekilde oluşturulabilmesi için bu

cismin daha önceden bizim taraf¬m¬zdan görülmüş olmas¬gerekir. Dolay¬s¬yla bir nesnenin

ve çevresinin görüntüsünün oluşturulmas¬problemi kötü konulmuş bir problemdir (çözüm

tek de¼gil veya karars¬z), buna ra¼gmen beynimiz oldukça h¬zl¬ bir şekilde bu problemi

çözebilmektedir. Bunun nedeni beynin önceki geni̧s tecrübelerini (a priori information)

kullanabilme yetene¼gidir (Kabanikhin 2008).

Ters ve kötü konulmuş problemler teorisi bilimin ve teknolojinin hemen hemen tüm sa-

halar¬nda s¬kl¬kla kullan¬lmaktad¬r. Özel olarak, �zik (astronomi, kuantum mekani¼gi,

akustik, elektrodinamik vb.), jeo�zik (sismik çal¬̧smalar, elektrik, manyetik ve gravimetrik

araşt¬rmalar, sondaj, manyetotellürik ölçüm vb.), t¬p (X-¬̧s¬n¬, NMR tomogra�, ultrason

vb.), çevre (hava ve su kalitesinin araşt¬r¬lmas¬, uzay gözlem vb.), ekonomi (optimal kon-

trol teorisi, �nans matemati¼gi vb.) bu alanlardan baz¬lar¬d¬r.

Ters problemleri s¬n¬�and¬rabilmek için öncelikle direkt problemi tan¬mlamal¬y¬z. Matema-

tiksel �zikte bir direkt problem genellikle baz¬�ziksel alanlar¬n, süreçlerin veya olaylar¬n

(elektromanyetik, akustik, sismik, ¬s¬vb.) modellenmesi problemidir. Bir direkt problemi

çözerken amaç, belli bir anda bölgenin belli bir noktas¬ndaki �ziksel alan¬veya süreci

ifade eden bir fonksiyonun bulunmas¬d¬r. O halde direkt problemin formülasyonu; olay¬n

gerçekleşti¼gi bölgeyi, olay¬modelleyen denklemi, başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬n¬içerir.

Örne¼gin akustik denklem için bir direkt başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemi aşa¼g¬daki gibi

verilebilir:
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 � Rn bölgesinin s¬n¬r¬� = @
 olmak üzere

c�2 (x)utt = �u�r ln � (x) :ru+ h (x; t) (4.2)

denkleminin

u (x; 0) = ' (x) ; ut (x; 0) =  (x) (4.3)

başlang¬ç koşullar¬n¬ve

@u

@n

����
�

= g (x; t) (4.4)

s¬n¬r koşulunu sa¼glayan u (x; t) çözümünün bulunmas¬problemi. Burada u (x; t) akustik

bas¬nç, c (x) ortamdaki sesin h¬z¬, � (x) ortam¬n yo¼gunlu¼gu ve h (x; t) de kaynak fonksiyon-

dur. Matemati¼gin bir çok direkt problemi gibi bu problemde iyi konulmuş bir problemdir.

Di¼ger taraftan ters problem, u (x; t) nin yan¬s¬ra direkt problemin yukar¬da verilen for-

mülasyonunda yer alan baz¬ fonksiyonlar¬nda belirlenmesini içerir. Bu durumda bilin-

meyen fonksiyonlar¬bulmak için direkt problemin çözümü hakk¬nda ayr¬ca bir ek bilgi

gerekir, örne¼gin

uj� = f (x; t) . (4.5)

4.1 TERS PROBLEMLER·IN SINIFLANDIRILMASI

4.1.1 Bilinmeyen Fonksiyona Göre S¬n¬�and¬rma

(4.2)-(4.5) problemi e¼ger başlang¬ç koşullar¬n¬n yani ' (x) ve  (x) fonksiyonlar¬n¬n bu-

lunmas¬ isteniyorsa geriye dönük (retrospektif) problem, s¬n¬r koşulundaki g (x; t) nin

bulunmas¬ isteniyorsa s¬n¬r problemi olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger (4.3) başlang¬ç koşullar¬

bilinmiyor, di¼ger yandan (4.5) ek bilgisi ve (4.4) s¬n¬r koşulu 
 n¬n s¬n¬r¬n¬n sadece bir

k¬sm¬nda yani �1 � � da veriliyor ve u (x; t) nin bulunmas¬hede�eniyorsa (4.2)-(4.5)

problemine devam (continuation) problemi denir. E¼ger (4.2) denkleminde kayna¼g¬n yani

h (x; t) nin bulunmas¬gerekiyorsa (4.2)-(4.5) ters problemine ters kaynak problemi, c (x)

ve � (x) katsay¬lar¬n¬n belirlenmesi gerekiyor ise katsay¬ ters problemi veya ters ortam

(medium) problemi ad¬verilir. Burada ifade etmek gerekir ki bu teori yeni ve h¬zl¬geli̧sen

bir alan oldu¼gundan ters problemlerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬henüz tamamlanmam¬̧st¬r. Ayr¬ca

hem başlang¬ç hem de s¬n¬r koşullar¬n¬n bilinmedi¼gi ya da 
 bölgesinin veya bu bölgenin

s¬n¬r¬n¬n bir bölümünün bilinmedi¼gi durumlar da mevcuttur (Kabanikhin 2008).
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4.1.2 Ek Bilgiye Göre S¬n¬�and¬rma

Pratikte bölgenin s¬n¬r¬nda verilen (4.5) verisi ölçüm için en uygun (ulaş¬labilir) oland¬r,

fakat baz¬durumlarda ölçüm aletleri incelenen bölgenin içine yerleştirilir:

u (xm; t) = fm (t) ; m = 1; 2; :::;

bu da dahili (interior) bir problemi ortaya ç¬kar¬r. Optimal kontrol teorinin bir çok

problemi gibi geriye dönük (retrospektif) ters problemler "son (�nal)" gözlem ad¬verilen

u (x; T ) = f̂

ek bilgisi ile verilir. Ters saç¬l¬m problemi, u (x; t) = eiwt�u (x; !) harmonik sal¬n¬m¬n¬n

oldu¼gu durumlarda formülize edilir veX1 gözlem noktalar¬n¬n kümesi, f!�g�2
 da gözlem

frekanslar¬n¬n kümesi olmak üzere ilgili ek bilgi, örne¼gin

�u (x; !�) = �f (x; �) ; x 2 X1; � 2 
,

şeklinde verilir. Bazen ilgili diferensiyel operatörün

�U �r ln �:rU = �U

özde¼gerleri ve özfonksiyonlar¬n¬n karakteristikleri verilir, bu tür problemlerde ters spektral

problem olarak bilinir. Di¼ger yandan baz¬durumlarda, fxmg noktalar¬na yerleştirilmi̧s

yerel kaynaklardan üretilen dalgalar için fxkg noktalar¬na var¬̧s zaman¬na dair bilgiler

mevcut olabilmektedir:

� (xm; xk) = ~f (xm; xk) ; xk 2 X1; x
m 2 X2:

Bu ek bilgi ile c (x) h¬z¬n¬n belirlenmesi problemi ters kinematik problem olarak isim-

lendirilir (Kabanikhin 2008).

4.1.3 Örnekler

Bu bölümde sunulan örnekler Kabanikhin (2008) in "De�nitions and examples of inverse

and ill-posed problems" başl¬kl¬çal¬̧smas¬ndan derlenmi̧stir.

Örnek 4.1 (Cebir, lineer cebirsel denklem sistemleri)
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Aq = f lineer cebirsel denklem sistemini düşünelim. Burada A bir m � n matris, q ve

f s¬ras¬yla n ve m�boyutlu vektörlerdir. Kabul edelim ki rank(A) = min (m;n) olsun.

O halde m < n için sistemin birçok çözümü olabilir, m > n için çözüm olmayabilir ve

m = n için sistemin tek çözümü vard¬r. Son durumda bir A�1 ters operatörü vard¬r ve

uzay sonlu boyutlu oldu¼gundan bu operatör s¬n¬rl¬d¬r. Böylece Hadamard anlam¬nda iyi

konulmuş problemin her üç şart¬da sa¼glanm¬̧s oldu.

Şimdi A matrisinin dejenere olmad¬¼g¬durumda, çözümün f de meydana gelen pertür-

basyonlara kaŗs¬ ba¼gl¬l¬¼g¬n¬ araşt¬raca¼g¬z. Ana denklem perturbe edilmi̧s denklemden

ç¬kar¬l¬rsa

A (q + �q) = f + �f

yani A�q = �f elde edilirki buradan da �q = A�1�f ve k�qk � kA�1k k�fk bulunur.

Ayr¬ca kAk kqk � kfk dir. Sonuç olarak, çözümdeki relatif hata için en iyi de¼gerlendirme

k�qk
kqk � kAk

A�1 k�fkkfk

elde edilir ve bu da hatan¬n, matrisin şart say¬s¬olarak adland¬r¬lan � (A) = kAk kA�1k

sabiti taraf¬ndan belirlendi¼gini gösterir. E¼ger şart say¬s¬relatif olarak büyük ise sisteme

kötü şartl¬sistem denir. Dolay¬s¬ile e¼ger matris kötü şartl¬ise ilgili sistem her ne kadar

teorik olarak iyi konulmuş ve kA�1k < 1 kararl¬l¬k şart¬n¬sa¼glarsa da pratikte karars¬z

olarak de¼gerlendirilebilir. Örne¼gin,0BBBBBBBBB@

1 � 0 � � � 0

0 1 � � � � 0
...
...
...
. . .

...

0 0 0 � � � �

0 0 0 � � � 1

1CCCCCCCCCA
matrisi yeterince büyük n ve j�j > 1 için kötü şartl¬d¬r. Çünkü ters matriste an�1 for-

munda elemanlar vard¬r. Pertürbasyon durumunda, yukar¬daki de¼gerlendirme

k�qk
kqk � � (A)

k�Ak
kAk =

�
1� � (A)

k�Ak
kAk

�
şeklini al¬r (kA�1k k�Ak < 1).

Kabul edelim ki m = n ve detA = 0 olsun. Bu durumda sistemin ya çözümü yoktur ya

da birden fazla çözümü vard¬r. O halde Aq = f problemi dejenere A matrisi için kötü

konulmuştur.
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Örnek 4.2 (Analiz, türev)

Kabul edelim ki f 0 (x) = q (x) olsun ve f (x) in yerine fn (x) = f (x)+
sin (nx)p

n
fonksiyonu

bilinsin. Bu durumda qn (x) = q (x) +
p
n cos (nx) ve n ! 1 için kf � fnkC ! 0 iken

kq � qnkC !1 olur.

Örnek 4.3 (Analiz, Fourier serileri)

Bir Fourier serisinin toplam¬n¬n hesaplanmas¬problemi Fourier katsay¬lar¬ndan bir q (x)

fonksiyonunun bulunmas¬n¬ ifade etmektedir. Bu problemin, toplamdaki sapmalar C

metri¼ginde de¼gerlendirilirken, l2 metri¼ginde Fourier katsay¬lar¬ndaki küçük sapmalara

kaŗs¬karars¬z oldu¼gunu gösterece¼giz. Kabul edelim ki

q (x) =

1X
k=1

fk cos kx

olsun ve q (x) in fk Fourier katsay¬lar¬nda ~fk = fk+
"

k
şeklinde küçük sapmalar meydana

gelsin. Burada

~q (x) =
1X
k=1

~fk cos kx

olmak üzere l2 metri¼ginde yukar¬da verilen iki seri aras¬ndaki fark( 1X
k=1

(fk � ~fk)
2

) 1
2

= "

( 1X
k=1

1

k2

) 1
2

= "

r
�2

6

olup "! 0 için s¬f¬ra yaklaş¬r. Bununla birlikte

q(x)� ~q(x) = "
1X
k=1

1

k
cos kx

fark¬istenild¼gi kadar büyütülebilir çünkü bu seri x = 0 için ¬raksakt¬r. O halde, e¼ger seri-

lerin toplam¬ndaki sapma C metri¼ginde de¼gerlendirilirse, bu durumda Fourier serilerinin

toplam¬kararl¬olmaz.

Örnek 4.4 (Geometri)

Uzayda farkl¬aç¬lardan ayd¬nlat¬labilen bir cisim düşünelim. Bu cismin şekli biliniyorken

gölgesinin şeklinin bulunmas¬problemi iyi konulmuştur. Di¼ger taraftan cismin çeşitli düz-

lemler üzerindeki izdüşümlerinden (gölgesinden), cismin şeklinin belirlenmesi ters prob-

lemi sadece konveks cisimler için iyi konulmuştur, çünkü konkav bir bölge aç¬kt¬rki bu
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yolla belirlenemez. Böyle bir problem ilk defa ay¬n üzerine düşen gölgeden dünyan¬n şek-

linin küresel oldu¼gu sonucuna varan Aristo taraf¬ndan formülize edilmi̧s ve çözülmüştür.

Aç¬kt¬r ki sadece ay yüzeyi üzerindeki gölgesinden yararlanarak dünyan¬n şeklinin belirlen-

mesi (projektif geometri) ters probleminin çözümü tek de¼gildir. Aristo, günbat¬m¬ndaki

ufuk çizgisinin düz olmas¬na dayanarak dünyan¬n davul şeklinde oldu¼gunu ileri süren-

lerin oldu¼gunu söylemi̧stir. Ancak kendisi dünyan¬n şeklinin küresel olmas¬na delil olarak

iki gözlem (ters problem için ek bilgi) ortaya koymuştur: dünya yüzeyinin herhangi bir

noktas¬nda, yukar¬dan b¬rak¬lan bir cisim aşa¼g¬ya dikey olarak düşmektedir ve dünya

yüzeyinde hareket edildi¼ginde gök haritas¬de¼gi̧smektedir, örne¼gin, kuzeye ya da güneye

do¼gru uzun yolculuklar yapmam¬z halinde geceleri görebildi¼gimiz tak¬m y¬ld¬zlar¬n ufuk-

tan olan yükseklikleri (bulundu¼gumuz enleme göre) artar ya da azal¬r veya ekvatorda du-

rup kuzeye do¼gru bakt¬¼g¬m¬zda art¬k Kutup Y¬ld¬z¬n¬ve üyesi oldu¼gu Ursa Minor (Küçük

Ay¬) tak¬m y¬ld¬z¬n¬göremeyiz.

Örnek 4.5 (Diferensiyel denklemler)

Radyoaktif bozunma oran¬radyoaktif maddenin miktar¬ile orant¬l¬d¬r. Burada q1 oran

sabitine bozunma sabiti ad¬verilir. Radyoaktif bozunma süreci, u (t) belli bir andaki ve

q0 da başlang¬ç an¬ndaki radyoaktif madde miktarlar¬olmak üzere aşa¼g¬da verilmi̧s olan

adi diferensiyel denklem için bir Cauchy problemi ile ifade edilmektedir:

du

dt
= �q1u (t) ; t � 0; (4.6)

u (0) = q0: (4.7)

Direkt problem: q0 ve q1 verildi¼ginde u (t) madde miktar¬n¬n zamana göre de¼gi̧siminin

bulunmas¬d¬r. Bu problem iyi konulmuş bir problemdir ve çözümü de aç¬k olarak

u (t) = q0e
�q1t; t � 0

olarak elde edilir. Şimdi kabul edelim ki q0 ve q1 bilinmesin ancak baz¬t de¼gerleri için

radyoaktif madde miktar¬u (t) ölçülebilsin.

Ters Problem: direkt problemin çözümü hakk¬nda verilmi̧s olan ek bilgiden u (tk) = fk;

(k = 1; 2; :::; N); (4.6) denklemindeki q1 katsay¬s¬n¬n ve q0 (4.7) başlang¬ç koşulunun

bulunmas¬d¬r.

Örnek 4.6 (Diferensiyel denklem sistemi)
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Bir kimyasal kinetik süreci, aşa¼g¬daki lineer adi diferensiyel denklem sistemi için bir

Cauchy probleminin çözümüyle verilir:

dui
dt
= qi1u1(t) + qi2u2(t) + :::+ qinun(t); (4.8)

ui(0) = qi; i = 1; :::; N: (4.9)

Burada ui(t), t an¬ndaki i: maddenin yo¼gunlu¼gudur. qij sabit parametreleri i: maddenin

yo¼gunlu¼gundaki de¼gi̧sme oran¬n¬n bu süreçteki maddelerin yo¼gunlu¼guna göre de¼gi̧sim

oran¬n¬ifade eder.

Direkt problem: qij parametreleri ve qi yo¼gunlu¼gu verildi¼ginde başlang¬ç an¬nda ui(t) nin

belirlenmesi problemidir.

Di¼ger taraftan (4.8) diferensiyel denklemi için bir ters problem; maddelerin ui(t) yo¼gun-

luklar¬t 2 [t1; t2] zaman periyodu için ölçüldü¼günde yani verildi¼ginde qij parametrelerinin

bulunmas¬problemi olarak verilebilir. Yani (4.8) sisteminin çözümünden bu sistemin kat-

say¬lar¬n¬n bulunmas¬problemidir. Bu ters problemin iki farkl¬versiyonu düşünülebilir.

Birinci versiyonda (4.9) başlang¬ç koşullar¬ biliniyordur. Yani qi ler verilmi̧stir. Yani

ilgili ui(t) çözümleri ölçülmüştür. ·Ikinci versiyonda qi ler bilinmiyordur ve qij ile birlikte

belirlenmesi gerekir.

Örnek 4.7 (·Ikinci mertebeden diferensiyel denklem)

Birim kütleye sahip bir parçac¬¼g¬n bir do¼gru boyunca hareket etti¼gini varsayal¬m. Bu

hareket zamana ba¼gl¬bir q(t) kuvveti taraf¬ndan gerçekleştirilsin. E¼ger parçac¬k x = 0

başlang¬ç noktas¬nda ve t = 0 an¬ndaki h¬z¬s¬f¬r ise bu durumda Newton kanunlar¬na göre

bu parçac¬¼g¬n hareketi bir u(t) fonksiyonu yard¬m¬yla aşa¼g¬daki Cauchy problemi ile ifade

edilir:

d2u

dt2
= q(t); t 2 [0; T ]; (4.10)

u(0) = 0;
du

dt
(0) = 0: (4.11)

Burada u(t); t an¬nda parçac¬¼g¬n koordinat¬d¬r. Şimdi kabul edelim ki q(t) kuvveti bilin-

mesin fakat u(t) koordinat¬herhangi bir zamanda ölçülebilsin (veya [0; T ] aral¬¼g¬ndaki bir

noktada). Bu durumda u(t) den q(t) nin bulunmas¬bir ters problem olmuş olur. Di¼ger

bir deyi̧sle (4.10) denkleminin sa¼g taraf¬n¬ (4.10)-(4.11) probleminin u(t) çözümünden

bulunmas¬ters problemi kaŗs¬m¬za ç¬kar.
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Şimdi bu ters problemin karars¬z oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z. Kabul edelim ki u(t) baz¬q(t)

ler için direkt problemin bir çözümü olsun. Bu çözüm için aşa¼g¬daki sapmalar¬düşünelim:

un(t) = u(t) +
1

n
cos(nt):

Bu durumda sa¼g taraf için söz konusu sapmalar

qn(t) = q(t)� n cos(nt)

olur. Aç¬kças¬, n ! 1 iken ku� unkC[0;T ] ! 0 ve kq � qnkC[0;T ] ! 1 d¬r. Böylece

(4.10)-(4.11) lineer diferensiyel denkleminin sa¼g taraf¬n¬n bulunmas¬ problemi karars¬z

olmuş olur. Burada dikkat etmek gerekir ki e¼ger her t 2 [0; T ] için u(t) de¼gerleri verilirse

ters problem, iki kez türev alma i̧slemine indirgenir.

Örnek 4.8 (Birinci çeşit Fredholm integral denklemi)

Birinci çeşit Fredholm integral denkleminin çözülmesi problemini düşünelim:Z b

a

K(x; s)q(s)ds = f(x); c � x � d: (4.12)

Burada K(x; s) çekirdek fonksiyonu ve f(x) verilmi̧s olup q(s) nin bulunmas¬istenmek-

tedir. Ayr¬ca f(x) 2 C[c; d]; q(s) 2 C[a; b] ve K(x; s); Kx(x; s); Ks(x; s) fonksiyonlar¬n¬n

c � x � d, a � s � b dikdörtgeninde sürekli oldu¼gu kabul edilmektedir. (4.12) denklemi-

nin çözümü problemi kötü konulmuştur. Çünkü çözümler baz¬f(x) 2 C[c; d] fonksi-

yonlar¬için var olmayabilir. Örne¼gin [c; d] de sürekli fakat türevlenemeyen f(x) fonksi-

yonu alal¬m. Böyle bir sa¼g taraf için denklem bir q(s) çözümüne sahip olamaz. Çünkü

K(x; s) çekirde¼gi için verilen şartlar her q(s) sürekli fonksiyonu için (4.12) denkleminin

sol taraf¬ndaki integralin x parametresine göre diferensiyellenebilir olmas¬n¬gerektirmek-

tedir. Ayr¬ca çözümün başlang¬ç verisine sürekli ba¼g¬ml¬olma şart¬(4.12) denklemi için

sa¼glanmaz.

Örnek 4.9 (·Ikinci çeşit Volterra integral denklemi)

·Ikinci çeşit Volterra integral denkleminin çözülmesi problemini ele alal¬m:Z x

0

K(x; s)q(s)ds = f(x); 0 � x � 1: (4.13)

Aç¬kt¬r ki K � 1 için problem (4.13), f
0
(x) = q(x) türev alma i̧slemine denktir. fn =

cos(nx)p
n

dizisi problemin karars¬z oldu¼gunu gösterir.
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Örnek 4.10 (Laplace denklemi için Cauchy problemi)

Kabul edelim ki u = u(x; y) aşa¼g¬daki problemin bir çözümü olsun:

�u = 0; x > 0; y 2 R, (4.14)

u(0; y) = f(y); y 2 R, (4.15)

ux(0; y) = 0; y 2 R. (4.16)

f(y) verisi aşa¼g¬daki gibi seçilsin:

f(y) = u(0; y) =
1

n
sin(ny): (4.17)

Bu durumda (4.14)-(4.16) probleminin çözümü

u(x; y) =
1

n
sin(ny)(enx + e�nx); 8n 2 N (4.18)

ile verimi̧stir.

n ! 1 için f(y) ! 0 iken (4.18) çözümünün de¼geri, her x > 0 sabiti ve yeterince

büyük n say¬s¬için, istenildi¼gi kadar büyük yap¬labilir. Bu yüzden C1 veya W l
2 (l < 1)

uzaylar¬nda verilerde ortaya ç¬kacak küçük de¼gi̧siklikler çözümde ba¼g¬ms¬z olarak büyük

de¼gi̧sikliklere yol açar ve bu da (4.14)-(4.16) probleminin kötü konulmuş oldu¼gu anlam¬na

gelir.

Örnek 4.11 (Birinci mertebeden bir k¬smi diferensiyel denklem için ters problem)

Her x 2 R için q(x) sürekli ve '(x) de sürekli diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda

aşa¼g¬daki Cauchy problemi iyi konulmuştur:

ux � uy + q(x)u = 0; (x; y) 2 R2; (4.19)

u(x; 0) = '(x); x 2 R: (4.20)

Problem (4.19), (4.20) nin çözümü için verilmi̧s olan

u(0; y) =  (y); y 2 R

ek bilgisine göre q(x) in elde edilmesi ters problemini ele alal¬m. (4.19), (4.20) nin çözümü

aşa¼g¬daki formülle verilmi̧stir:

u(x; y) = '(x+ y) exp(

Z x

x+y

q(�)d�); (x; y) 2 R2: (4.21)
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(4.21) şart¬

 (y) = '(y) exp(

Z 0

y

q(�)d�); y 2 R (4.22)

olmas¬n¬gerektirir. Böylece

1) y 2 R için '(y) ve  (y) sürekli türevlenebilir;

2)
 (y)

'(y)
> 0; y 2 R;  (0) = '(0)

şartlar¬ters problemin

q(x) = � d

dx
[In

 (x)

'(x)
]; x 2 R (4.23)

çözümünün varl¬¼g¬için gerek ve yeter koşuldur. E¼ger '(y) ve  (y) sadece sürekli ise bu

durumda problem kötü konulmuş olur.

Örnek 4.12 (Is¬denklemi için ters zamanl¬Cauchy problemi-geri parabolik denklem)

Ters zamanl¬Cauchy problemi aşa¼g¬daki gibi ifade edilir: u(x; t) fonksiyonu

ut = uxx; 0 < x < �; t > 0 (4.24)

denklemini ve

u(0; t) = u(�; t) = 0; t > 0 (4.25)

s¬n¬r şartlar¬n¬sa¼glas¬n.

t = T > 0 sabit an¬nda, u(x; t) nin verilen de¼gerlerine göre:

u(x; T ) = f(x); 0 � x � �; (4.26)

t = 0 başlang¬ç an¬nda u(x; t) de¼gerlerinin:

u(x; 0) = q(x); 0 � x � � (4.27)

belirlenmesi problemi. Bu problem (4.24)-(4.27) ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan q(x) fonksiyonu

verildi¼ginde u(x; t) fonksiyonunun bulunmas¬probleminin tersidir. (4.24)-(4.27) direkt

probleminin çözümü

u(x; t) =
1X
e�n

2tqn
n=1

sinnx (4.28)
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formundad¬r. Burada fqng; q(x) in Fourier katsay¬lar¬d¬r:

qn(x) =
2

�

Z �

0

q(x) sin(nx)dx.

(4.28) de t = T al¬n¬rsa

f(x) =
1X
n=1

e�n
2T qn sinnx, x 2 [0; �] (4.29)

elde edilir ve bu da

qn = fne
n2T ; n = 12; :::;

olmas¬n¬gerektirir. Burada ffng; f(x) in Fourier katsay¬lar¬d¬r. q(x) 2 L2(0; �) fonksiyo-

nu fqng Fourier katsay¬lar¬ile tek türlü belirli oldu¼gundan ters problemin L2(0; �) deki

çözümü tektir. Dikkat etmek gerekir ki (4.27) şart¬bir limit şart¬olarak

lim
t!+0

Z �

0

[u(x; t)� q(x)]2dx = 0

sa¼glan¬r. (4.24)-(4.26) ters problemi bir çözüme sahiptir ancak ve ancak

1X
n=1

f 2ne
2n2T <1

sa¼glan¬rsa. Aç¬kt¬r ki f 2 L2(0; �) olan fonksiyonlar için bu şart sa¼glanmaz.

Örnek 4.13 (Is¬ iletim denklemi için katsay¬ ters problemi) Is¬ iletim denklemi için

s¬n¬r de¼ger probleminin u(x; t) çözümü, içi boş bir tüpteki difüzyon veya bir çubuktaki

¬s¬da¼g¬l¬m¬gibi bir çok �ziksel olay¬tasvir eder:

c�ut = (kux)x � �u+ f; 0 < x < l; 0 < t < T; (4.30)

u(0; t)� �1ux(0; t) = �1(t); 0 � t � T; (4.31)

u(l; t)� �2ux(l; t) = �2(t); 0 � t � T; (4.32)

u(x; 0) = '(x); 0 � x � l: (4.33)

Bu denklemdeki katsay¬lar ve s¬n¬r koşullar¬ele al¬nan �ziksel olay¬n parametrelerini ifade

eder. (4.30)-(4.33) problemi e¼ger bir çubuktaki s¬cakl¬k da¼g¬l¬m¬n¬ ifade ediyorsa bu du-

rumda c ve k çubu¼gun yap¬s¬n¬karakterize eden ¬s¬kapasite katsay¬s¬ve ¬s¬iletim katsay¬s¬

olarak adland¬r¬l¬r. Bu durumda direkt problem bilinen c, �, k, �, f , �1, �2, �1, �2 ve '
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parametrelerinden bir t an¬nda ve bir x noktas¬nda teldeki ¬s¬n¬n bulunmas¬n¬ifade etmek-

tedir (yani u(x; t) fonksiyonunun bulunmas¬). Şimdi kabul edelim ki k = k (x) ¬s¬iletim

katsay¬s¬d¬̧s¬ndaki u(x; t) yi belirleyen bütün katsay¬ve fonksiyonlar bilinsin. Ayr¬ca bir

x0 iç noktas¬nda çubu¼gun ¬s¬s¬ölçülebilsin yani u(x0; t) = f(t), 0 � t � T verilsin: Bu

durumda şöyle bir ters problem ortaya ç¬kar: (4.30)-(4.33) de bütün fonksiyonlar¬n ve

f(t) fonksiyonun verilmesi şart¬alt¬nda k(x) ¬s¬iletim katsay¬s¬n¬bulunuz.

Örnek 4.14 (Ölçüm verilerinin yorumlanmas¬) Dura¼gan olmayan alanlar¬kaydetmekte

kullan¬lan bir çok ölçüm ayg¬t¬n¬n çal¬̧smas¬söyle tasvir edilebilir: ayg¬t¬n girişine bir q(t)

sinyali ulaş¬r ve bir f(t) fonksiyonu ç¬k¬̧s olarak kaydedilir, en basit durumda q(t) ve f(t)

fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki formülle ba¼glant¬l¬d¬r:

tZ
0

g(t� �)q(�)d� = f(t): (4.34)

Bu durumda g(t); ayg¬t¬n etki tepki fonksiyonu olarak adland¬r¬l¬r. Teoride, giriş � (t)

genelleşmiş fonksiyonu yani Dirac delta fonksiyonu

tZ
a

g(t� �)�(t)d� = g(t)

oldu¼gunda g(t) ayg¬t¬n ç¬k¬̧s¬olur. Uygulamada g(t) fonksiyonunu elde etmek için giriş

olarak yeterince k¬sa ve güçlü bir etki gerekmektedir. Sonuç olarak ortaya ç¬kan ç¬k¬̧s

fonksiyonu etki tepki fonksiyonunu temsil etmektedir. Böylece ölçüm verilerinin yorum-

lanmas¬ problemi yani q(t) giriş sinyalinin şeklinin belirlenmesi (4.34) daki birinci tip

integral denkleminin çözülmesine indirgenir. q(t) giriş sinyaliyle f(t) ç¬k¬̧s fonksiyonu

aras¬ndaki ilişki daha kar¬̧s¬k da olabilir, lineer bir ayg¬t için bu ilişki

tZ
0

K(t; �)q(�)d� = f(t)

şeklindedir. Di¼ger taraftan q(t) ve f(t) aras¬ndaki ilişki lineer olmayabilir

tZ
0

K(t; � ; q)d� = f(t):

Bu model, alternatif elektromanyetik alanlar¬n¬ ve sürekli bir ortamdaki bas¬nç ve geri-

lim modlar¬n¬kaydeden ayg¬tlar¬n, yeryüzündeki titreşimleri kaydeden sismogra�ar¬n ve

benzeri birçok ayg¬t¬n çal¬̧sma sistemini tasvir eder.
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Örnek 4.15 Lineer kötü konulmuş problemlerin en önemli ve en genel örne¼gi Aq = f

denklemidir. Burada A : D(A) � Q ! R(A) � F kompakt operatör, Q ve F ayr¬labilir

Hilbert uzaylar¬d¬r. f�n; un; vng tekil sistemi kullan¬larak minimal normlu bir pseudo

çözüm (sözde çözüm) oluşturulabilir,

qnp = Ayf =
X
�n 6=0

hf; uni
�n

vn:

Burada Ay, A kompakt lineer operatörünün Moore-Penronse tersidir. Picard kriterine

göre

f 2 D(Ay) ()
X
�n 6=0

jhf; unij2

�2n
<1.

Bu sebeple Aq = f in çözümü sadece f özel verisi için var olabilir. Ayr¬ca fn =
p
�nun

seçilirse bu durumda qn = vn=
p
�n ve Aqn = fn olur. Böylece n ! 1 için fn ! 0

fakat qn !1 olur. Kötü konulmuşlu¼gun derecesi �n & 0 yak¬nsakl¬k oran¬, şartl¬karar-

l¬l¬k fonksiyonu, süreklilik modülü !(M; �) := sup fkqk : q 2M; kAqk � �g veya indeks

fonksiyonuyla verilir.

Uyar¬4.1 (4.34) denklemini çözmek için Fourier veya Laplace dönüşümü uygulanabilir.

Kabul edelim ki g(e�); q(e�) ve f(e�) s¬ras¬yla g(t); q(t) ve f(t) nin Fourier dönüşümleri
olsun:

eg(�) = 1Z
0

ei�tg(t)dt; eq(�) = 1Z
0

ei�tq(t)dt; ef(�) = 1Z
0

ei�tf(t)dt:

Bu durumda konvolüsyon teoreminden

g(e�)q(e�) = f(e�)
ve sonuç olarak Fourier dönüşümünün tersi kullan¬larak (4.34) denkleminin çözümü

q(t) =
1

2�

1Z
�1

e�i�teq(�)d� = 1

2�

1Z
�1

e�i�t
ef(�)eg(�)d� (4.35)

elde edilir. (4.35) formülüne dayanan hesaplama yöntemi karars¬zd¬r. Çünkü gündelik

uygulamalarda ayg¬t¬n etki tepki fonksiyonunun Fourier dönüşümü olan eg(�) fonksiyonu
�!1 için s¬f¬ra gider. Bu ölçülen verilerdeki key� küçük de¼gişikliklerin q(t) çözümünde

çok büyük de¼gişikliklere yol açabilece¼gi anlam¬na gelir.
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Çizelge 4.1: ·Iyi ve kötü konulmuş problemler (I) (Kabanikhin 2008).

·Iyi konulmuş problemler Kötü konulmuş problemler

Aritmetik

Küçük bir A say¬s¬ile çarp¬m

Aq = f

Küçük bir say¬ile bölme

q = A�1f (A� 1)

Cebir

Bir matris ile çarpma i̧slemi

Aq = f

q = A�1f

A kötü şartl¬, dejenere

veya m� n matristir.

Analiz

·Integral

f(x) = f(0) +
R x
0
q (�) d�

Türev

q (x) = f 0(x)

Diferensiyel denklemler

Sturm-Liouville problemi

u00 (x)� q (x)u (x) = �u(x)

u (0)� hu0 (0) = 0

u (1)� hu0(1) = 0

Ters Sturm-Liouville problemi

f�n, kunkg yard¬m¬yla q(x) bulunur

·Integral geometriR
�(�;�)

q(x; y)ds integralleri bulunur
R
�(�;�)

q(x; y)ds = f(�; �)�den q bulunur

·Integral denklemler

2. tip Volterra ve Fredholm denklemleri

q(x) +
R x
0
K(x; �)q(�)d� = f(x)

q(x) +
R b
a
K(x; �)q(�)d� = f(x)

1. tip Volterra ve Fredholm denklemleriR x
0
K(x; �)q(�)d� = f(x)R b

a
K(x; �)q(�)d� = f(x)

Aq = f operatör denklemleri

9m > 0;8q 2 Q

m hq; qi � hAq; qi

A : D(A) � Q! R(A) � F

A kompakt lineer operatör

(singüler de¼gerli)
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Çizelge 4.2: ·Iyi ve kötü konulmuş problemler (II) (Kabanikhin 2008).

·Iyi konulmuş problemler Kötü konulmuş problemler

Eliptik denklemler

�u = 0, x 2 


uj� = g veya @u
@n

��
�
= f;

veya (�u+ � @u
@n
)
��
�
= h

Dirichlet veya Neumann problemi,

Robin problemi (kaŗs¬k)

�u = 0, x 2 


Cauchy problemi

Başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemi

(�1 � � = @
 alt s¬n¬r¬için)

Parabolik denklemler

ut = �u, t > 0; x 2 


Cauchy problemi

ujt=0 = f(x)

Başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemi

ujt=0 = 0

uj� = g(x; t)

Ters zaman Cauchy problemi

(Geri parabolik)

�ut = �u; t > 0; x 2 


ujt=0 = f

Başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemi

(S¬n¬r¬n bir k¬sm¬ndaki veriye göre)8<: ut = �u; x 2 


uj�1 = f1;
@u
@n

��
�1
= f2

Hiperbolik denklemler

Cauchy problemi8<: utt = �u; t > 0

ujt=0 = '(x); utjt=0 =  (x)

Başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemi

uj� = g

Dirichlet ve Neumann problemleri

Cauchy problemi

(Veriler zaman tipi uzayda veriliyor)8<: utt = �u; x 2 


uj�1 = f1;
@u
@n

��
�1
= f2

Direkt problemler Katsay¬ters problemleri8<: utt = �u� q (x)u

ujt=0 = '(x); utjt=0 =  (x)8<: ut = �u� q (x)u

ujt=0 = 08<: r(q(x)ru) = 0; x 2 


uj� = g veya @u
@n

��
�
= f

8>>><>>>:
utt = �u� q (x)u

ujt=0 = '(x); utjt=0 =  (x)

uj� = f; @u
@n

��
�
= g8<: ut = �u� q (x)u

ujt=0 = 0; uj� = f; @u
@n

��
�
= g8<: r(q(x)ru) = 0

uj� = g ve @u
@n

��
�
= f
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BÖLÜM 5

K·INET·IK TEOR·I

Bu bölüm temel olarak Andreasson (2011) in "The Einstein-Vlasov system/kinetic the-

ory" başl¬kl¬çal¬̧smas¬ndan derlenmi̧stir.

Genel rölativitede kinetik teori, son y¬llarda artan ilgiye ra¼gmen fenomenolojik maddeyi

modellemek için ak¬̧skan modellerine k¬yasla daha az kullan¬lm¬̧st¬r. Matematiksel bak¬̧s

aç¬s¬ndan bir kinetik modelin kullan¬m¬n¬n temel avantajlar¬vard¬r. E¼gik olmayan uzay-

zamanlarda (non-curved spacetimes) kinetik teori uzun y¬llar boyunca matematiksel olarak

yo¼gun bir şekilde çal¬̧s¬lm¬̧s ve mühendislik alanlar¬nda da önemli bir yer edinmi̧stir.

Kinetik teorinin amac¬bir parçac¬klar toplulu¼gunun zaman evrimini modellemektir. Parça-

c¬klar, �ziksel durumlara ba¼gl¬ olarak tamamen farkl¬ nesneler olabilir. Örne¼gin nötr

bir gazdaki parçac¬klar; atomlar ve moleküller, plazmadakiler ise elektronlar ve iyon-

lard¬r. Astro�zikte parçac¬klar; y¬ld¬zlar, galaksiler ve galaksi kümeleridir. Parçac¬k

sistemlerinin matematiksel modelleri s¬kl¬kla kinetik veya ak¬̧skan denklemleri ile tan¬m-

lan¬r. Kinetik teorinin karakteristik bir özelli¼gi, modelleri istatikseldir ve parçac¬k sis-

temleri f = f(t; x; p) yo¼gunluk fonksiyonlar¬ile tan¬mlan¬r. Bu fonksiyon, parçac¬klar¬n

yo¼gunlu¼gunu verilen (t; x) 2 R� R3 uzay-zaman konumunda ve p 2 R3 momentumunda

temsil eder. Bu yo¼gunluk fonksiyonu zengin bir bilgi içerir ve makroskopik nicelikler bu

fonksiyondan kolayl¬kla hesaplan¬r. Bir ak¬̧skan modelde, sistemi tan¬mlayan nicelikler

p momentumuna ba¼gl¬de¼gildir sadece (t; x) uzay-zaman noktas¬na ba¼gl¬d¬r. Bir model

seçimi genelde ilgilenilen sistemin �ziksel özelliklerine veya nümerik de¼gerlendirmelere

göre yap¬l¬r. Çok saf bir ak¬̧skan modelin kabuk-kesen-tekilliklerin artmas¬na neden ola-

bilece¼gi unutulmamal¬d¬r ve bu da �ziksel bir durum de¼gildir. Kinetik bir tan¬mlamada

ise böyle bir olgu kabul edilemez.

Sistemin zaman evrimi, �ziksel duruma ba¼gl¬ olarak parçac¬klar aras¬ndaki etkileşimle

tan¬mlan¬r. Örne¼gin, nötr bir gaz¬n itici mekanizmas¬; parçac¬klar aras¬ndaki çarp¬̧smad¬r

(Boltzmann denklemleri). Bir plazma için etkileşim, yükler taraf¬ndan oluşturulan elek-
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tromanyetik alan iledir (Vlasov-Maxwell sistemi) ve astro�zikte etkileşim gravitasyoneldir

(Vlasov-Poisson sistemi ve Einstein-Vlasov sistemi). Tabii ki etkileşim i̧slemlerinin kom-

binasyonlar¬da söz konusu olabilir, fakat ço¼gu durumda biri bask¬n olup zay¬f i̧slem ihmal

edilir.

5.1 RÖLAT·IV·IST·IK BOLTZMANN DENKLEM·I

Minkowski uzay-zaman¬içinde nötr parçac¬klar toplulu¼gunu ele alal¬m. Metri¼gin i̧saretleri

(�;+;+;+) şeklinde olsun. Bu bölümde bütün parçac¬klar¬n durgun kütlelerinin m = 1

oldu¼gunu varsayaca¼g¬z ve c ¬̧s¬k h¬z¬n¬1 de¼gerine normalize edece¼giz. Her bir parçac¬k

için dört-momentum pa, a = 0; 1; 2; 3 şeklinde gösterilir. Bütün parçac¬klar eşit durgun

kütleye sahip oldu¼gundan, her bir parçac¬k için dört-momentum kütle kabu¼guna s¬n¬r-

land¬r¬lm¬̧st¬r, papa = �m2 = �1. Dolay¬s¬yla üç-momentum p 2 R3 ile gösterilir ve pa,

pa = (p0; p) şeklinde yaz¬labilir. Burada p0 =
q
1 + jpj2; p üç-momentumlu bir parçac¬¼g¬n

enerjisidir ve jpj, p nin ola¼gan Öklid uzunlu¼gudur. p momentumlu bir parçac¬¼g¬n röla-

tivistik h¬z¬bp ile gösterilir ve
bp = pq

1 + jpj2
(5.1)

ile ifade edilir. Burada jbpj < 1 = c dir. Rölativistik Boltzmann denklemi bir parçac¬kl¬

da¼g¬l¬m fonksiyonu f = f(t; x; p) nin uzay-zaman davran¬̧s¬n¬modeller ve�
@t +

p

p0
� rx

�
f = Q(f; f) (5.2)

yap¬s¬na sahiptir. Burada rölativistik çarp¬̧sma operatörü

Q(f; g) =

Z
R3

Z
S2

k(p; q; w) [f(p+ a(p; q; w)w)g(q � a(p; q; w)w)� f(p)g(q)] dwdp (5.3)

şeklinde tan¬mlan¬r. Denklem (5.2) de g = f dir. Burada dw, S2 de yüzey alan¬ele-

man¬d¬r. k(p; q; w) ise etkileşim i̧sleminde diferensiyel kesite ba¼gl¬saç¬lma çekirde¼gidir.

Rölativistik durumda diferensiyel kesit örnekleri için (Cercignani and Kremer 2002) ve (de

Groot et al. 1980) çal¬̧smalar¬na bak¬labilir. a(p; q; w) fonksiyonu çarp¬̧sma mekani¼ginden

kaynaklan¬r. E¼ger p ve q momentumuna sahip iki parçac¬k, w 2 S2 saç¬lma aç¬s¬ile elastik

olarak çarp¬̧s¬rsa, momentumlar¬örne¼gin p ! p0 ve q ! q0 olarak de¼gi̧sir. p, q ve p0, q0

aras¬ndaki ili̧ski

p0 = p+ a(p; q; w)w, q0 = q � a(p; q; w)w (5.4)
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ile verilir. Burada

a(p; q; w) =
2(p0 + q0)p0q0(w � (bq � bp))
(p0 + q0)2 � (w � (p+ q))2

: (5.5)

Bu ili̧ski dört-momentumun korumununun bir sonucudur:

pa + qa = pa
0
+ qa

0

ya da eşde¼ger olarak

p0 + q0 = p0
0
+ q0

0
; (5.6)

p+ q = p
0
+ q

0
: (5.7)

Bunlar rölativistik parçac¬k dinami¼gi için korunum denklemleridir. Klasik durumda ilgili

korunum denklemleri şöyledir;

jpj2 + jqj2 =
���p0���2 + ���q0���2 ; (5.8)

p+ q = p
0
+ q

0
: (5.9)

a(p; q; w) fonksiyonu momentum uzay¬nda p ve p0 (q ve q0) aras¬ndaki mesafeyi verir.

Rölativistik olmayan, Newtonian, klasik durumda ise benzer fonksiyon

acl(p; q; w) = w � (q � p) (5.10)

yap¬s¬na sahiptir. Denklem (5.3) te a yerine acl yazarsak klasik Boltzmann çarp¬̧sma ope-

ratörünü elde ederiz (saç¬lma çekirde¼gini göz ard¬edersek). (5.3) çarp¬̧sma operatörünün

başka gösterimleri de mevcuttur (Strain 2011). Rölativistik Boltzmann denkleminin klasik

çözümleri c!1 için çal¬̧s¬lm¬̧st¬r ve bu çözümlerin limitinin klasik Boltzmann denklemini

sa¼glad¬¼g¬ispat edilmi̧stir.

Önceki çal¬̧sma, başlang¬ç verileri genel oldu¼gundan, daha geneldir, di¼geri ise vakuma

yak¬n veriler ile ele al¬nm¬̧st¬r. Sonraki sonuç daha güçlüdür çünkü c ! 1 için söz

konusu limitin zamana göre düzgün oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Klasik Boltzmann denklemlerinin çözümlerinin varl¬¼g¬na dair temel sonuç, renormalize

çözümlerin varl¬¼g¬n¬ispatlayan Diperna and Lions (1989) ve Dudynski and Ekiel-Jezewska

(1992) taraf¬ndan elde edilmi̧stir. Klasik çözümle ilgili olarak, Illner and Shinbrot (1984)

vakuma yak¬n başlang¬ç verileri için rölativistik olmayan Boltzmann denkleminin global

çözümlerinin varl¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir. Glassey (2006) teknik bir çal¬̧smada rölativistik
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durumda vakuma yak¬n veriler için global varl¬¼g¬(existence) ispatlam¬̧st¬r. Burada dife-

rensiyel kesit üzerinde sadece azalma ve integrallenebilme koşullar¬na ihtiyac¬vard¬r. An-

cak bunlar �ziksel bak¬̧s aç¬s¬ndan tamamiyle tatmin edici de¼gildir. Diferansiyel kesit

üzerine daha k¬s¬tlay¬c¬ kesme (cut-o¤) kabulleri alt¬nda Strain (2010) farkl¬ bir ispat

yapm¬̧st¬r. Homojen rölativistik Boltzmann denklemi için küçük başlang¬ç verilerine göre

global varl¬k teoremi, s¬n¬rl¬diferensiyel kesit varsay¬m¬alt¬nda Noutchegueme and Tet-

sadjio (2003) de gösterilmi̧stir. Dengeye yak¬n başlang¬ç verileri için klasik çözümlerin

global varl¬¼g¬Glassey and Strauss (1993) taraf¬ndan diferensiyel kesitte baz¬varsay¬mlar

kullan¬larak ispatlanm¬̧st¬r. Strain (2010) ise varl¬¼g¬�yumuşak potansiyeller�durumunda

göstermi̧stir. Dengeye yak¬nsama oranlar¬Glassey and Strauss (1993) ve Strain (2010)

de verilmi̧stir. Rölativistik olmayan durumda, benzer sonuçlar için Ukai (1974), Shizuta

(1983), Nishida and Imai (1976) çal¬̧smalar¬örnek olarak verilebilir.

Çarp¬̧sma operatörü Q(f; g) şu şekilde yaz¬labilir

Q(f; g) = Q+(f; g)�Q�(f; g):

Burada Q+ ve Q� s¬ras¬yla kazanç ve kay¬p terimleridir. E¼ger kay¬p terimi silinirse sadece

kazanç terimli Boltzmann denklemi elde edilir. Yukar¬da bahsedilen, küçük veri kul-

lan¬larak elde edilen sonuçlar için ispat metotlar¬sadece-kazanç-terimli denklemler üzerine

yo¼gunlaşm¬̧st¬r ve bunlar çözüldü¼gü zaman kay¬p terimini eklemek kolayd¬r. Andreasson

et al. (2004) de kazanç terimli klasik ve rölativistik Boltzmann denklemlerinin trivial

verilerin küçük bir komşulu¼guna s¬n¬rlanmayan başlang¬ç verileri için patlama yapt¬¼g¬

(blow-up) gösterilmi̧stir. Dolay¬s¬yla, e¼ger s¬n¬rland¬r¬lmam¬̧s veri için klasik çözümlerin

global varl¬¼g¬n¬n ispat¬ verilecekse, bu durumda tam çarp¬̧sma operatörünü kullanmak

gerekmektedir.

Kazanç terimi, momentum de¼gi̧skenine göre güzel bir regülerleştirme özelli¼gine sahiptir.

Genel olarak regülerleştirme (regülarizasyon) teorisi, çözüm kümesinin s¬n¬rland¬r¬larak

daha iyi bir çözüme ulaş¬labilece¼gi �krine dayan¬r. Bu yaklaş¬mda kötü konulmuş prob-

lemleri çözebilmek için problemlere çeşitli varsay¬mlar ve k¬s¬tlamalar eklenir. Örne¼gin en

küçük kareler metodu regülarizasyonun çok basit bir şekli olarak görülebilir. Andreasson

(1996) da verilen f 2 L2 (R3) ve g 2 L1 (R3), f; g > 0 içinQ+(f; g)
H1(R3p)

� C kfkL2(R3p) kgkL1(R3p) (5.11)

oldu¼gu, saç¬lma çekirde¼gi üzerindeki baz¬teknik gereklilikler alt¬nda ispatlanm¬̧st¬r. Bu-
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rada Hs Sobolev uzay¬d¬r. Bu regülerleştirme sonucu klasik durum için ilk olarak Lions

(1994) taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r. Verilen ispat, Fourier integral operatörler teorisine, dur-

gun faz metoduna dayan¬r ve rölativistik durumda çok farkl¬olan çarp¬̧sma geometrisinin

dikkatli analizine ihtiyaç duyar. Klasik ve rölativistik durumlarda basitleştirilmi̧s ispatlar

Wennberg (1994, 1997) de verilmi̧stir.

Regülerleştirme teoreminin bir çok uygulamas¬vard¬r. Önemli bir uygulamas¬, geni̧s za-

manlarda çözümlerin dengeye yak¬nsamas¬n¬n ispat¬d¬r. Daha aç¬k olarak, Lions regüler-

leştirme teoremini kullanarak periyodik s¬n¬r koşullu klasik Boltzmann denkleminin çözüm-

lerinin, zaman sonsuza giderken L1 de bir Maxwellian globaline

M = e��jpj
2+�p+, �;  2 R, � > 0, � 2 R3

yak¬nsad¬¼g¬n¬ ispat etmi̧stir. Bu sonuç ilk olarak Arkeryd (1992) taraf¬ndan standart

olmayan analiz kullan¬larak elde edilmi̧stir. Yak¬nsaman¬n, sonsuza giden bir zaman dizisi

boyunca oluştu¼gu unutulmamal¬d¬r. Di¼ger taraftan burada limitin tek ve diziye ba¼gl¬olup

olmad¬¼g¬bilinmemektedir. Rölativistik durumda, rölativistik Maxwellian�a yak¬nsama ile

ilgili benzer bir problem, Jüttner denge çözümü,

J = e��
p
1+jpj2+�p+, �;  2 R, � > 0, � 2 R3 ve � > j�j

Glassey and Strauss (1993, 1995) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Periyodik durumda, bir Jüt-

tner çözümüne yak¬n başlang¬ç verileri için çeşitli fonksiyon uzaylar¬nda yak¬nsakl¬¼g¬is-

patlam¬̧slard¬r. Rölativistik kazanç terimi için regülerleştirme teoremi elde edince, Lions

metodunu takip etmek ve key� başlang¬ç verileri için global Jüttner çözümüne yak¬nsak-

l¬¼g¬ispatlamak kolay bir i̧stir. Ayr¬ca Desvillettes and Villani (2005) rölativistik olmayan

durumda dengeye yak¬nsama oran¬n¬detayl¬ olarak çal¬̧sm¬̧slard¬r. Rölativistik durum

için benzer bir çal¬̧sma henüz yap¬lmam¬̧st¬r.

Minkowski uzay¬nda rölativistik Boltzmann denklemi üzerine daha fazla bilgi için Cer-

cignani and Kremer (2002), de Groot et al.(1980), Glassey (1996), Synge (1957) ve röla-

tivistik olmayan durum için Villani (2011), Glassey (1996), Cercignani et al. (1988) e

bak¬labilir.

5.2 VLASOV-MAXWELL VE VLASOV-POISSON S·ISTEMLER·I

Çarp¬̧smalar¬n çok az ve etkileşimin sadece parçac¬klar¬n yükleriyle oldu¼gu parçac¬klar

toplulu¼gundan oluşan bir �çarp¬̧smas¬z plazma�y¬ele alal¬m. Basitlik için plazman¬n tek
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çeşit parçac¬ktan oluştu¼gunu varsayal¬m. Buna ra¼gmen aşa¼g¬daki sonuçlar birkaç çeşit

parçac¬k türünden oluşan plazmalar içinde geçerlidir. Burada parçac¬k durgun kütlesi ve

parçac¬k yükü bire normalize edilmi̧stir. Kinetik çerçevede, çarp¬̧smas¬z plazmay¬model-

lemek için en genel denklemler kümesi, rölativistik Vlasov-Maxwell sistemidir:

@tf + bv � rxf + (E(t; x) + bv �B(t; x)) � rvf = 0; (5.12)

@tE + j = cr�B, r � E = �; (5.13)

@tB = �cr� E, r �B = 0: (5.14)

Yurada verilen sistemde momentum için p yerine v gösterimi kullan¬lm¬̧st¬r. E ve B

s¬ras¬yla elektrik ve manyetik alanlar, bv rölativistik h¬zd¬r,
bv = vq

1 + jvj2�c2
; (5.15)

burada c ¬̧s¬k h¬z¬d¬r. Yük yo¼gunlu¼gu g ve ak¬m j

� =

Z
R3

fdv, j =
Z
R3

bvfdv (5.16)

ile verilir. (5.12) denklemi rölativistik Vlasov denklemidir, (5.13) ve (5.14) ise Maxwell

denklemleridir.

Küresel simetrik başlang¬ç verileri ele al¬nd¬¼g¬nda 3-boyutta özel bir durum ortaya ç¬kan

böyle veriler için çözümünde küresel simetrik olaca¼g¬ gösterilebilir ve ayr¬ca manyetik

alanda sabit olmak zorundad¬r. O halde r � E = �@tB Maxwell denklemi, elektrik

alan¬n¬n bir � potansiyelinin gradyeni oldu¼gunu ifade etmektedir. Dolay¬s¬yla, küresel

simetrik durumda rölativistik Vlasov-Maxwell sistemi

@tf + bv � rxf + �E(t; x) � rvf = 0; (5.17)

E = r�, �� = � (5.18)

yap¬s¬n¬al¬r. Burada � = 1 ve sabit manyetik alan s¬f¬ra eşitlenmi̧stir. Çünkü sabit bir

manyetik alan bu durumda hiçbir farkl¬l¬¼ga sebep olmaz. Bu sistem herhangi bir simetri

k¬s¬tlamas¬olmayan başlang¬ç verisi için anlaml¬d¬r ve rölativistik Vlasov-Poisson sistemi

olarak adland¬r¬l¬r. Başka bir özel durum ise (5.12), (5.13), (5.14) te c ! 1 için elde

edilen

@tf + v � rxf + �E(t; x) � rvf = 0; (5.19)
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E = r�, �� = � (5.20)

sistemidir. Burada � = 1 dir. Bu sonucun farkl¬ bir versiyonu Schae¤er (1986) da

gösterilmi̧stir. Bu Vlasov-Poisson sistemidir ve � = 1 plazma durumunda itici kuvvetlere

kaŗs¬l¬k gelir. � = �1 ise çekici kuvvetlere ve bu durumda Vlasov-Poisson sistemi Newton

öz-graviteli sistemi için bir model oluşturur.

Kinetik teorideki temel problemlerden biri, bir çarp¬̧smas¬z gaz içinde spontane şok oluşum-

lar¬n¬n ortaya ç¬k¬p ç¬kmayaca¼g¬d¬r. Di¼ger bir deyi̧sle, düzgün başlang¬ç verileri için,

yukar¬daki denklemlerin çözümlerinin her zaman düzgün kal¬p kalmayaca¼g¬d¬r.

E¼ger başlang¬ç verisi küçük ise, yukar¬daki bütün durumlar için bu problem olumlu bir

çözüme sahiptir. Büyüklü¼gü s¬n¬rl¬ olmayan başlang¬ç verileri için durum biraz daha

kar¬̧s¬kt¬r. Zamana ise global düzgün çözümler elde edebilmek için as¬l mesele, momen-

tumlar¬n supportunu kontrol edebilmektir:

Q(t) := sup
�
jvj : 9(s; x) 2 [0; t]� R3 f(s; x; v) 6= 0

	
ve (5.21)

Q(t) yi sürekli bir fonksiyonla s¬n¬rland¬rarak, sonlu zamanda Q(t) patlamas¬n¬n önüne

geçilebilir. Bu tür bir kontrol, düzgün çözümlerin global varl¬¼g¬n¬elde etmek için yeter-

lidir. Tam 3-boyutlu rölativistik Vlasov-Maxwell sistemi için, çözümlerin her zaman

düzgün kal¬p kalmayaca¼g¬aç¬k bir problemdir. Bu durumda global varl¬k için farkl¬yeterli

bir kriter Pallard (2005) taraf¬ndan verilmi̧stir ve elektromanyetik alan için Q(t) ye göre

yeni bir s¬n¬r gösterilmi̧stir. ·Iki uzay ve üç momentum boyutlar¬nda, Glassey ve Schae¤er

(1997, 1998) Q(t) nin rölativistik Vlasov-Maxwell sistemi için kontrol edilebilece¼gini ve

böylece bu durum için düzgün çözümlerin global varl¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

Rölativistik ve rölativistik olmayan Vlasov-Poisson denklemleri yap¬olarak çok benzer-

dirler. Özellikle, her iki durumda da alan için olan denklem özdeştir. Ancak, bu iki

sistemle ilgili matematiksel sonuçlar çok farkl¬d¬r. Rölativistik olmayan durumda, Batt

(1977) küresel simetrik veri için olumlu bir çözüm elde etmi̧stir. Pfa¤elmoser (1992) genel

düzgün veri için ispat yapan ilk ki̧sidir. ·Ispat¬n basitleştirilmi̧s bir versiyonu Schae¤er

(1991) taraf¬ndan verilmi̧stir. Pfa¤elmoser

Q(t) � C(1 + t)(51+�)�11

s¬n¬r¬n¬elde etmi̧stir. Burada � > 0 key�olarak küçük al¬nabilir. Bu s¬n¬r sonradan farkl¬

yazarlar taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. � = 1 ve � = �1 için geçerli olan en kesin s¬n¬r, Horst
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(1993) taraf¬ndan verilmi̧stir ve

Q(t) � C(1 + t) log(2 + t)

şeklindedir. ·Itici kuvvetler durumunda (� = 1) Rein (1998), Vlasov-Poisson sistemi için

yeni bir özdeşlik kullanarak daha iyi bir de¼gerlendirme elde etmi̧stir. Bu özdeşlik Illner

and Rein (1996) ve Perthame (1996) taraf¬ndan birbirinden ba¼g¬ms¬z olarak bulunmuştur.

Rein�in de¼gerlendirmesi

Q(t) � C(1 + t)
2
3

şeklindedir. Pfa¤elmoserden ba¼g¬ms¬z olarak ve yaklaş¬k ayn¬zamanda Lions and Pertha-

me (1991) global varl¬¼g¬ispatlamak için farkl¬bir metot kullanm¬̧slard¬r. Bu metot genel

olarak daha uygulanabilirdir. Andreasson (1997) ve Kunze and Rendall (2001) bu metot-

lar¬n başar¬ile uyguland¬¼g¬örnek çal¬̧smalard¬r. Di¼ger yandan, yukar¬da tan¬mlanan Q(t)

üzerinde güçlü çal¬̧smalarda de¼gerlendirmeler vermez. Rölativistik Vlasov-Poisson denk-

lemi için, Glassey and Schae¤er (1985) � = 1 durumunda, Batt�¬n yukar¬da bahsedilen

sonuca benzer şekilde e¼ger veri küresel simetrik ise Q(t) nin, kontrol edilebilece¼gini göster-

mi̧stir. Ayr¬ca silindirik simetri durumunda da Q(t) nin kontrol edilebildi¼gi gösterilmi̧stir.

E¼ger � = �1 ise Glassey and Schae¤er (1985) taraf¬ndan negatif toplam enerjili küresel

simetrik veri için sonlu zamanda patlaman¬n (blow-up) oluştu¼gu gösterilmi̧stir. Daha

yeni olarak, Lemou et al. (2008) patlama çözümünün yap¬s¬n¬araşt¬rm¬̧st¬r. Patlaman¬n

ultra-rölativistik gravitasyonel Vlasov-Poisson sisteminin öz-benzer çözümü taraf¬ndan

belirlendi¼gini göstermi̧slerdir. Rölativistik Vlasov-Poisson sisteminin, Lorentz de¼gi̧smez-

li¼gine sahip olmad¬¼g¬ndan �ziksel olmayan bir sistem oldu¼gu unutulmamal¬d¬r. Bu sistem

bir klasik Galilei de¼gi̧smez alan denkleminden ve bir rölativistik transport denkleminden

(5.17) oluşan hibrit bir yap¬d¬r. Özel olarak � = �1 durumunda, Einstein-Vlasov sis-

teminin özel bir hali de¼gildir. Denklem, � = 1 durumunda, sadece küresel simetrik veri

için, temel bir �ziksel denklemdir. Yukar¬da bahsedilen sonuçlar¬n hepsi klasik çözüm-

lerle ilgilidir. Zay¬f çözümler için durum farkl¬d¬r, özel olarak rölativistik Vlasov-Maxwell

sisteminin zay¬f çözümlerinin varl¬¼g¬bilinmektedir (DiPerna and Lions 1989).

Ayr¬ca, hem çarp¬̧smalar¬hem de parçac¬klar taraf¬ndan oluşturulan elektrik ve manyetik

alan¬ hesaba katan modeller de araşt¬r¬lmaktad¬r. Vlasov�Maxwell-Boltzmann sistemi

için bir Maxwellian yak¬n¬ndaki klasik çözümler Guo (2003) taraf¬ndan da elde edilmi̧stir.
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Vlasov-Maxwell-Landau sistemi için benzer sonuçlar bir Jüttner çözümü yak¬n¬nda Guo

and Strain (2004) taraf¬ndan gösterilmi̧stir.

Rölativistik Vlasov-Maxwell sistemi ve Vlasov-Poisson sistemi üzerine daha fazla bilgi

için Glassey (1996) in kitab¬na ve Rein (2006) makalesine bak¬labilir.

5.3 NORDSTRÖM-VLASOV S·ISTEM·I

Nordström yerçekimi 1913�te tan¬mlanan yerçekimi teorisinin alternati�dir. Bu model

maddenin bir kinetik tan¬m¬yla birlikte ele al¬nd¬¼g¬nda Nordström-Vlasov sistemi elde

edilir. Nordström yerçekiminde, � skaler alan¬ gravitasyonel alan¬ aşa¼g¬daki belirtilen

anlamda tan¬mlar. Nordström-Vlasov sistemi

@2t ���x� = �e4�
Z
R3

fdpq
1 + jpj2

; (5.22)

@tf + bp � rxf �
h
(@t�+ bp � rx�) p+ (1 + jpj2)�

1
2rx�

i
� rpf = 0 (5.23)

şeklinde ifade edilir. Burada

bp = pq
1 + jpj2

p momentumlu bir parçac¬¼g¬n rölativistik h¬z¬n¬gösterir. Her bir parçac¬g¬n kütlesi, grav-

itasyonel sabit ve ¬̧s¬k h¬z¬bire normalize edilmi̧stir. Bu sistemin bir çözümü (f; �) şu

şekilde yorumlan¬r. Uzay-zaman konformal olarak-düz metrikli

g�v = e2�diag(�1; 1; 1; 1)

bir Lorentzian manifoldudur.

Bu metrikte, kütle kabu¼gunda tan¬ml¬f parçac¬k da¼g¬l¬m¬

f(t; x; p) = f(t; x; e�p) (5.24)

şeklinde verilir. Bu sistem ile ilgili ilk matematiksel çal¬̧smas¬Calogera (2003) taraf¬n-

dan yap¬lm¬̧st¬r ve statik çözümlerin varl¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r. Statik çözümlerin kararl¬l¬¼g¬

Calogero, Sanchez ve Soler taraf¬ndan 2009 da araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Yerçekiminin Nordström-

Vlasov modeli �zi¼gi do¼gru tan¬mlamamas¬na ra¼gmen sistem klasik limitle Vlasov-Poisson

sistemine yaklaş¬r. Asl¬nda, Calogero and Lee (2004) te ¬̧s¬k h¬z¬ sonsuza giderken,

45



Nordström-Vlasov sisteminin çözümü, Vlasov-Poisson sisteminin çözümü gibi e¼gilim gös-

terirler.

Cauchy problemi bir çok ki̧si taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r ve genel başlang¬ç verisi için klasik

çözümlerin global varl¬¼g¬ problemi bir süre aç¬k kalm¬̧st¬r. Bu problem 2006 y¬l¬nda

Calogero taraf¬ndan çözülmüştür. Nordström-Vlasov sistemi için başka ilginç bir sonuç da

Bauer et al. (2006) da verilmi̧stir ve burada elektrodinamikteki dipol formülüne benzer

bir radyasyon formülü elde edilmi̧stir.
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BÖLÜM 6

VLASOV-POISSON S·ISTEM·I ·IÇ·IN BAZI TERS PROBLEMLER

6.1 K·INET·IK DENKLEM ·IÇ·IN B·IR TERS PROBLEM

Bu çal¬̧smada dura¼gan olmayan genel bir kinetik denklem için bir ters problem ele al¬-

nacakt¬r. Bu tür problemler �ziksel olarak parçac¬k etkileşimlerinin, saç¬l¬m göstergelerinin,

radyasyon kaynaklar¬n¬n tespitini ve benzeri �ziksel parametrelerin bulunmas¬n¬içermek-

tedir.


, R2n+1 (n � 1) Euclid uzay¬nda bir bölge olsun. (x; v; t) 2 
 de¼gi̧skenleri için x 2 D,

v 2 G, t 2 (0; T ) olup, burada D ve G, Rn de s¬n¬r¬C3�ten olan bölgelerdir. Bu bölümde,


 bölgesinde aşa¼g¬da verilmi̧s olan kinetik denklemin çözümünün tekli¼gi araşt¬r¬lacakt¬r:

Lu � @u

@t
+

nX
i=1

�
vi
@u

@xi
+ fi

@u

@vi

�
+

Z
G

K (x; v; v0)u (x; v0; t) dv0 = � (x; t) . (6.1)

Bu denklem genel olarak; x konum, v h¬z ve t zaman de¼gi̧skenlerinin uzay¬nda u(x; v; t)

parçac¬k yo¼gunlu¼gunu modelize etmektedir. (6.1) denkleminde � (x; t) bilinmeyen kaynak

fonksiyonu, K (x; v; v0) saç¬l¬m çekirde¼gi olup x noktas¬nda v yönünden v0 yönüne saç¬lan

parçac¬klar¬n miktar¬n¬ belirtmektedir, ayr¬ca f = (f1; :::; fn) de bir parçac¬k üzerine

etkiyen kuvvettir.

Problem 6.1 (6.1) denkleminden 
 bölgesinde tan¬ml¬u (x; v; t) ve � (x; t) fonksiyon-

lar¬n¬, K (x; v; v0) ; f = (f1; :::; fn) fonksiyonlar¬n¬n bilinmesi ve u (x; v; t) fonksiyonunun

bölgenin s¬n¬r¬nda izinin verilmesi koşulu alt¬nda bulal¬m.

Problem 1 aş¬r¬belirgin bir problemdir. Bu nedenle onun yerine aşa¼g¬daki belirgin prob-

lem ele al¬nacakt¬r.

Problem 6.2 K (x; v; v0), f = (f1; :::; fn) fonksiyonlar¬ ve ayr¬ca bölgenin s¬n¬r¬nda

u (x; v; t) fonksiyonunun izi verilsin:

uj@
 = u0; (6.2)
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ayr¬ca � (x; v; t) fonksiyonu her � 2 C10 (
) içinD
�; bL�E = 0 (6.3)

ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glas¬n. Buna göre (6.1) denkleminden 
 bölgesinde tan¬ml¬ u (x; v; t) ve

� (x; v; t) fonksiyonlar¬n¬n belirlenmesi problemini ele alal¬m. Burada,

bL = nX
i=1

@2

@xi@vi

şeklinde tan¬ml¬bir diferensiyel operatördür.

Şimdi ispatta kullanaca¼g¬m¬z baz¬gösterimleri tan¬tal¬m. Üçüncü mertebeye kadar sürekli

türevlenebilir ve bölgenin s¬n¬r¬nda s¬f¬r olan reel de¼gerli fonksiyonlar¬n kümesi:

eC30 = �' 2 C3(
); 'j@
 = 0	
olmak üzere aşa¼g¬da verilen iki özelli¼ge sahip bütün u fonksiyonlar¬n¬n kümesini � (A) ile

gösterece¼giz:

i.Her u 2 � (A) için bir F 2 L2 (
) fonksiyonu vard¬r öyle ki her ' 2 eC30 için hu;A�'i =
hF; 'i ve Au = F tir. Burada

Au = bLLu; bL = nX
i=1

@2

@xi@vi

ve A� da A n¬n Lagrange anlam¬nda eşleni¼gidir.

ii. Bir fukg � fC30 dizisi vard¬r öyle ki L2 (
) da k ! 1 için uk ! u ve hAuk; uki !

hAu; ui olur.

Teorem 6.1 Kabul edelim ki f 2 C1 (
), K (x; v; v0) 2 C1
�
D �G�G

�
olsun ve aşa¼g¬-

daki eşitsizlikler her � 2 Rn sa¼glans¬n:
nX

i;j=1

@fi
@xj

�i�j � �1 j�j2 ,

�1 �
L0
2
> �2, L0 = l0C, l0 = max

1�i�n

8<:maxx2D

Z
G

Z
G

K2
vi
(x; v; v0)dvdv0

9=; . (6.4)

Burada �1, �2 pozitif say¬lard¬r. Bu durumda Problem 2 en çok bir (u; �) çözümüne

sahiptir, öyle ki u 2 � (A) ve � 2 L2 (
) dir.
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·Ispat. (u; �) ; Problem 2 nin bir çözümü olsun öyle ki @
 da u = 0 ve u 2 � (A). Denklem

(6.1) ve (6.3) koşulu Au = 0 olmas¬n¬gerektirir. Di¼ger taraftan u 2 � (A) oldu¼gundan

fukg � eC30 dizisi vard¬r, öyle ki L2 (
) da k !1 iken uk ! u ve hAuk; uki ! 0 d¬r. @


s¬n¬r¬nda uk = 0 oldu¼gu göz önünde bulundurulursa,

�2 hAuk; uki = 2
nX
i=1

�
@

@vi
(Luk) ; ukxi

�
elde edilir. En son eşitli¼gin sa¼g taraf¬için aşa¼g¬daki özdeşlikler mevcuttur:

nX
i=1

2
@uk
@xi

@

@vi
(Luk) =

nX
i=1

�
@uk
@xi

�2
+

nX
i;j=1

@fi
@xj

@uk
@vi

@uk
@vj

+
nX
i=1

@

@vi

�
@uk
@t

@uk
@xi

�
+

nX
i=1

@

@t

�
@uk
@vi

@uk
@xi

�
�

nX
i=1

@

@xi

�
@uk
@t

@uk
@vi

�
+

nX
i;j=1

@

@vj

�
vi
@uk
@xi

@uk
@xj

�
+

nX
i;j=1

@

@xi

�
vi
@uk
@vj

@uk
@xj

�
�

nX
i;j=1

@

@xj

�
vi
@uk
@xi

@uk
@vj

�

+
nX
i=1

@

@vi

"
vi

�
@uk
@xi

�2#
+

nX
i;j=1

@

@vj

�
fi
@uk
@vi

@uk
@xj

�
+

nX
i;j=1

@

@vi

�
fi
@uk
@vj

@uk
@xj

�

�
nX

i;j=1

@

@xj

�
fi
@uk
@vi

@uk
@vj

�
+

Z
G

Kvi(x; v; v
0)uk (x; v

0; t) dv0
@uk
@xi

. (6.5)

E¼ger 
 bölgesinin geometrisi ve @
 s¬n¬r¬nda uk = 0 şart¬dikkate al¬n¬rsa (6.5) ten

�hAuk; uki = J (uk) , (6.6)

elde edilir, burada

J (uk) �
1

2

nX
i=1

Z



0@�@uk
@xi

�2
+

nX
j=1

@fi
@xj

@uk
@vi

@uk
@vj

+

Z
G

Kvi(x; v; v
0)uk (x; v

0; t) dv0
@uk
@xi

1A d
.

(6.7)

(6.7) deki üçüncü terim için aşa¼g¬daki de¼gerlendirmeler yap¬labilir:

2

nX
i=1

Z



Z
G

Kvi(x; v; v
0)uk (x; v

0; t) dv0ukxid


� �
nX
i=1

Z



0@(Z
G

Kvi(x; v; v
0)uk (x; v

0; t) dv0)2 + u2kxi

1A d


� �L0
Z



j5vukj2 d
�
Z



j5xukj2 d
, (6.8)
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burada l0 = max
1�i�n

�
max
x2D

R
G

R
G

K2
vi
(x; v; v0)dvdv0

�
, L0 = l0C dir. 
 bölgesi s¬n¬rl¬ve @


üzerinde uk = 0 oldu¼gundan, teoremin varsay¬mlar¬ve (6.8) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa:

J (uk) >
1

2

Z



jrxukj2 d
 + �1

Z



j5vukj2 d
�
L0
2

Z



j5vukj2 d
�
1

2

Z



j5xukj2 d


� c

Z



jukj2 d
, c > 0,

bulunur. Buradarxuk =
�
ukx1 ; :::; ukxn

�
d¬r. � (A) nin tan¬m¬göz önünde bulundurulursa

c

Z



u2d
 � 0 eşitsizli¼gi elde edilir. Son olarak (6.1) denkleminden � (x; v; t) = 0 oldu¼gu

görülür. Böylelikle problemin çözümünün tekli¼gi ispatlanm¬̧s olur.

6.2 VLASOV-POISSON S·ISTEM·I ·IÇ·IN B·IR BAŞLANGIÇ-NEUMANN

SINIR DE¼GER PROBLEM·I

Öz uyumlu alan yaklaş¬m¬nda düşük yo¼gunluklu plazmadaki elektronlar¬n ve iyonlar¬n

yo¼gunluklar¬n¬n de¼gi̧simi (evrimi) aşa¼g¬daki Vlasov-Poisson sistemiyle ifade edilir:

@u�

@t
+

1

m�



p;rxu

��+ e


rx';rpu

�� = g� (x; p; t) ;

@u+

@t
+

1

m+



p;rxu

+
�
� e



rx';rpu

+
�
= g+ (x; p; t) ;

�4 ' = 4��; � =

Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp

Burada x = (x1; :::; xn) 2 D � Rn, p = (p1; :::; pn) 2 Rn, t > 0, rx ve rp s¬ras¬yla x

ve p ye göre gradyan (gradient) operatörleri; �, x e göre Laplace operatörü; h:; :i ; Rn

de iç çarp¬m, m+ ve m� s¬ras¬yla iyonlar¬n ve elektronlar¬n kütlesi, e elektronun yükü ve

'(x; t) öz uyumlu alan¬n potansiyeli; g�, g+ baz¬fonksiyonlard¬r. Bundan sonra aşa¼g¬daki

gösterimler kullan¬lacakt¬r

vt =
@v

@t
; v� =

@v

@�
; vxixj =

@2v

@xi@xj
:

Vlasov-Poisson sistemi için direkt Cauchy problemi üzerine pek çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r.

Zay¬f çözümün varl¬¼g¬na dair ilk çal¬̧sma Arsen�ev (1975) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Daha

sonra 1977 de Batt, küresel simetrik veri için global çözümün varl¬¼g¬n¬ispatlam¬̧st¬r. 1981

de Horst, bu global klasik çözülebilirli¼gi silindirik simetrik veri için geni̧sletmi̧stir. 1985

y¬l¬nda Bardos ve Degond global varl¬k teorimini "küçük" veri için ispatlam¬̧st¬r. Son
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olarak 1989 y¬l¬nda Pfa¤elmoser, varl¬k teoremini veri üzerinde küçüklük şart¬olmaks¬z¬n

ispatlad¬. Bundan sonra 1991 y¬l¬nda Horst, Lions ve Perthame taraf¬ndan ayn¬teorem-

lerin daha basit ispatlar¬ verilmi̧stir. Son olarak da Hwang and Velazquez (2010) bu

konuda önemli sonuçlar elde etmi̧stir.

Di¼ger taraftan, �ziksel önemine ra¼gmen s¬n¬r de¼ger problemleri için az say¬da çal¬̧sma

yap¬lm¬̧st¬r. Zamandan ba¼g¬ms¬z Vlasov-Poisson sistemi bir boyutlu durumda Greengard

and Raviart (1990) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r.

Yukar¬da bahsedilen bütün çal¬̧smalar Vlasov-Poisson sistemi için direkt problemler üze-

rine yo¼gunlaşm¬̧st¬r, ters problem üzerine ise literatürde çok az say¬da çal¬̧sma vard¬r. Bu

bölümde böyle bir sistem için başlang¬ç-Neumann s¬n¬r de¼ger problemine ili̧skin bir ters

problemin baz¬ şartlar alt¬nda çözümünün tekli¼gi ve kararl¬l¬¼g¬araşt¬r¬lacakt¬r. Vlasov-

Poisson sistemi için bu tür ters problemler ilk defa Amirov (2001) ve Gölgeleyen and

Yamamoto (2014) de ele al¬nm¬̧st¬r.

6.2.1 Ters Problemin ·Ifadesi

·Ilk olarak

D = fx 2 Rn : �ai < xi < ai; ai > 0; i = 1; :::; ng

ve


 = f(x; p; t) : x 2 D; p 2 Rn; t 2 (0; T )g

bölgelerini ele alal¬m. Ayr¬ca v, D bölgesinin d¬̧s birim normal vektörünü göstersin. Ele

al¬nan sistemdeki �ziksel sabitlerin varl¬¼g¬önemli bir matematiksel sorun teşkil etmedi¼gi

için gösterimde kolayl¬¼g¬ve basitli¼gi sa¼glamak aç¬s¬ndan bütün sabitleri bire normalize

ediyoruz.

Verilen g� (x; p; t) ve g+ (x; p; t) için u� (x; p; t), u+ (x; p; t) ve '(x; t) fonksiyonlar¬

u�t +


p;rxu

��+ 
rx'1;rpu
��+ 
rx';rpu

�
2

�
= 0; (6.9)

u+t +


p;rxu

+
�
�


rx'1;rpu

+
�
�


rx';rpu

+
2

�
= g+; (6.10)

��' = 4��; � =
R
Rn (u

+ � u�) dp; (6.11)

denklemlerini,

u�
��
t=0
= u�0 ; u+

��
t=0
= u+0 ; (6.12)
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başlang¬ç koşullar¬n¬,

@'

@v

����
@D�(0;T )

= '0; (6.13)

u� (x; p; t) = u� (x; p� 2v hv; pi ; t) , x 2 @D (6.14)

s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glas¬n.

Burada (6.14) koşulu aynasal yans¬ma (specular re�ection) özelli¼gi olarak adland¬r¬l¬r ve

�ziksel olarak bir kat¬ cismin yüzeyinden parçac¬klar¬n regüler olarak yans¬ma şart¬n¬

ifade etmektedir. Di¼ger bir ifade ile yüzeye dik olan momentum bileşeni bir parçac¬¼g¬n

kat¬cisimle çarp¬̧smas¬sonras¬sadece i̧saret de¼gi̧stirir. Di¼ger taraftan tanjant komponenti

de¼gi̧smeden kal¬r. (6.13) s¬n¬r şart¬nda '0 fonksiyonu pozitif olarak al¬nacakt¬r. (6.9)-

(6.14) sistemi için bir direkt problem, Hwang and Velazquez (2010) de ele al¬nm¬̧s ve

n = 3 için s¬n¬rl¬konveks bir bölgede problemin genel çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Problem 6.3 (Ters Problem) Yukar¬da verilen (6.9)-(6.14) ba¼g¬nt¬lar¬n¬ve
nX
i=1

@2g+

@xi@pi
= 0; (6.15)

g+ (x; p; t) = g+ (x; p� 2v hv; pi ; t) , x 2 @D; (6.16)

u� (x; p; t) = 0, (x; p; t) 2 D � (Rn nG)� (0; T ) (6.17)

şartlar¬n¬sa¼glayan u� (x; p; t), u+ (x; p; t), '(x; t) ve g+ (x; p; t) fonksiyonlar¬n¬n u+ (x; p; T ),

x 2 D, p 2 Rn ek verisinden bulunmas¬problemini ele alal¬m. Burada G, Rn�de Lebesgue

ölçülebilir bir kümedir.

Ayr¬ca (6.15) şart¬n¬n önemini burada vurgulamak gerekir. Baz¬durumlarda bilinmeyen

g+ (x; p; t) kaynak fonksiyonu izotropik olarak ortaya ç¬kar yani p�ye ba¼gl¬olmaz ve bu

durumda (6.15) şart¬ kendili¼ginden sa¼glan¬r. Bu ele al¬nan ters problemin aş¬r¬ belir-

gin olmas¬na sebep olur. Ters problemler teorisinde aş¬r¬belirgin ters problem tan¬m¬

şöyle verilmektedir: e¼ger verideki ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin say¬s¬denklemdeki bilinmeyen

katsay¬veya sa¼g taraftaki bilinmeyen fonksiyonun ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken say¬s¬n¬aş¬yor ise

o zaman bu tür ters problemlere aş¬r¬belirgin ters problem denir. Böyle problemlerin

tekli¼gini ispatlamak belki basit olabilir fakat çözülebilirlik şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬zordur

(Amirov 2001). Ayr¬ca aş¬r¬belirgin ters problemlerin ifadesi gerekli minimum bilgiden

daha fazlas¬n¬içerdi¼gi için uygulama aç¬s¬ndan da pek kullan¬̧sl¬de¼gildir. Aş¬r¬belirgin

problemin belirgin probleme indirgenme metodu Anikonov and Amirov (1983) taraf¬ndan
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önerilmi̧stir ve bilinmeyen g+ (x; p; t) fonksiyonunun s¬n¬f¬n¬n geni̧sletilmesine dayanmak-

tad¬r. Bu metoda göre g+ (x; p; t) fonksiyonu sadece x ve t ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬

de¼gil, ayr¬ca p yönüne de özel bir şekilde ba¼gl¬d¬r. Daha aç¬k olarak g+ (x; p; t) nin p ye

ba¼gl¬l¬¼g¬key�de¼gildir, yani g+ (x; p; t) nin bir özel diferensiyel denklemi ((6.15) denklemi)

sa¼glamas¬gerekir ve bu şekilde yeni problem g+ (x; p; t) ile birlikte belirgin hale dönüşür.

E¼ger g+ fonksiyonu g+ (x; p; t) = g1 (x; t) + g2 (p; t) şeklinde verilirse bu durumda (6.15)

kendili¼ginden sa¼glanacakt¬r.

Bundan sonra

I =
1

mesD

Z
D

 dx

olarak al¬nacak ve aşa¼g¬da verilen notasyonlar kullan¬lacakt¬r. 1, 2 > 0 sabitlerini öyle

seçelim kiZ
D

 2x1dx � 1

Z
D

( � I)2 dx, 8 2 H1(D) (6.18)Z
D

 2p1dp � 2

Z
G

 2dp, 8 2
�
H1(G) (6.19)

eşitsizlikleri sa¼glans¬n. Ayr¬ca 3, 4 > 0 alal¬m öyle ki � = 1
2
� 1

3
> 0,

2�

�4
< 1 ve

� >
4�4 (mesG)

2

2
, M2 < 1

n3
olsun. Bilinmeyen u�; u+; ' fonksiyonlar¬için aşa¼g¬daki

şekilde bir A�;M kümesi alal¬m

A�;M =

8<: (u�; u+; ') 2 (C2(
) \H2(
))2 � C2(D ��[0; T ]);

jrpu
�j ,

��rpu
�
pi

�� �M , i = 1; :::; n,
Pn

i;j=1 'xixj�i�j � �� j�j
2 , 8� 2 Rn

9=; :

5 ve � sabitlerini s¬ras¬yla

1� 5(T � t)M2 > 0;

�
�
1� 5(T � t)M2

�
� 4�4(mesG)2 > 0

olacak şekilde seçelim. Son olarak (T � t),

�(T � t)

5
<
1

2

eşitsizli¼gini sa¼glayacak şekilde yeterince küçük olsun. Aşa¼g¬daki teorem ters problemin

çözümünün tekli¼gini ispatlamaktad¬r.

Teorem 6.2 E¼ger I = 0 ise ters problem en çok bir (u�; u+; '; g+) 2 A�;M � C2
�


�

çözümüne sahiptir.
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·Ispat. Kabul edelim ki
�
u�1 ; u

+
1 ; '1; g

+
1

�
ve
�
u�2 ; u

+
2 ; '2; g

+
2

�
problemin iki çözümü olsun

öyle ki
�
u�i ; u

+
i ; 'i

�
2 A�;M ve g+i 2 C2(
); i = 1; 2. E¼ger u� � u�2 � u�1 ; u

+ � u+2 � u+1 ;

' � '2 � '1 ve g
+ � g+2 � g+1 olarak al¬n¬rsa (u

�; u+; '; g+),

u�t +


p;rxu

��+ 
rx'1;rpu
��+ 
rx';rpu

�
2

�
= 0; (6.20)

u+t +


p;rxu

+
�
�


rx'1;rpu

+
�
�


rx';rpu

+
2

�
= g+; (6.21)

��' = 4��; � =
R
Rn (u

+ � u�) dp (6.22)

denklem sistemini,

u�
��
t=0
= 0; u+

��
t=0
= 0; u+

��
t=T

= 0;
@'

@v

����
@D�(0;T )

= 0 (6.23)

homojen başlang¬ç s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glar. (6.20) denklemi 2� (T � t)u�ile çarp¬l¬rsa

�
�
u�
�2
+ 2� (T � t)

nX
i=1

'xi
�
u�2
�
p
; u� + d1

�
u�
�
= 0 (6.24)

elde edilir, burada

d1
�
u�
�
=

h
� (T � t)

�
u�
�2i

t
+ � (T � t)

nX
i=1

h
pi
�
u�
�2i

xi

+� (T � t)
nX
t=1

h
'1xi

�
u�
�2i

pi

: = J1 + J2 + J3

şeklindedir. (6.21) denklemine,

2
nX
i=1

u+xi
@

@pi

operatörü uygulan¬rsa

2

nX
j=1

u+xj

24 u+t + nX
i=1

piu
+
xi
�

nX
i=1

'1xiu
+
pi
�

nX
i=1

'
�
u+2
�
pi

!
pj

35
= 2

nX
j=1

u+xjg
+
pj
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bulunur. Di¼ger taraftan

2

nX
j=1

u+xju
+
tpj

=

nX
j=1

��
u+xj + u+t

�
pj
+
�
u+xju

+
pj

�
t
�
�
u+t u

+
pj

�
xj

�
(6.25)

2

nX
i;j=1

piu
+
xj
u+xtpj =

nX
i;j=1

��
piu

+
xj
u+xi

�
pj
+
�
piu

+
xj
u+pj

�
xi

�
�
piu

+
xi
u+pj

�
xj

�
(6.26)

2

nX
i;j=1

'1xiu
+
xj
u+ptpj =

nX
i;j=1

��
'1xiu

+
xj
u+pi

�
pj
+
�
'1xiu

+
xj
u+pj

�
pi

�
�
'1xiu

+
pi
u+pj

�
xj
+ '1xixju

+
pi
u+pj

�
(6.27)

özdeşlikleri ve (6.15) koşulundan

��rxu
+
��2 � nX

i;j=1

('1)xixj u
+
pi
u+pj � 2

nX
i;j=1

u+xj'xi
�
u+2
�
pipj

+
nX
i=1

�
'1xi

�
u+pi
�2�

xi
+ d2

�
u+
�

= 2
nX
j=1

�
u+g+pj

�
xj

(6.28)

elde edilir. Burada

d2
�
u+
�
=

nX
j=1

��
u+xju

+
t

�
pj
+
�
u+xju

+
pj

�
t
�
�
u+t u

+
pj

�
xj

�

+
nX

i;j=1

��
piu

+
xj
u+xi � '1xiu

+
xj
u+pi

�
pj
�
�
'1xiu

+
xj
u+pj

�
pi

+
�
piu

+
xj
u+pj

�
xi
�
�
piu

+
xi
u+pj

�
xj

�
+

nX
i;j=1
i6=j

�
'1xiu

+
pi
u+pj

�
xj

: =

9X
j=1

Ik

d¬r. E¼ger (6.22) denklemi ' ile çarp¬l¬rsa

jrx'j2 + d3 (') = 4�'

Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp (6.29)

bulunur. Burada

d3 (') = �
nX
i=1

�
'xi'

�
xi
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olur. Ayr¬ca

2

nX
i=1

�
'xi
�
u�2
�
pi
u�
�
� � 1

5
jrx'j2 � 5M

2
�
u�
�2
; (6.30)

2
nX
i=1

u+xi

nX
j=1

�
'xj
�
u+2
�
pipj

�
= 2

nX
j=1

'xj

nX
i=1

u+xi
�
u+2
�
pipj

� 1

3
jrx'j2 + 3

��rxu
+
��2M2n; (6.31)

4�'

Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp � 2�

4
'2 + 2�4

0@Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp

1A2

� 2�

4
'2 + 4�4mesG

Z
Rn

��
u+
�2 � �u��2� dp; (6.32)

de¼gerlendirmeleri s¬ras¬yla (6.24), (6.28) ve (6.29) de kullan¬l¬r ve A�;M kümesinin tan¬m¬

dikkate al¬n¬rsa aşa¼g¬daki eşitsizlikler elde edilir:

�
�
u�
�2 � 1

5
� (T � t) jrx'j2 � 5� (T � t)M2

�
u�
�2
+ d1

�
u�
�
� 0; (6.33)

��rxu
+
��2 + �

��rpu
+
��2 � 1

5
jrx'j2 � 5M

2n
��rxu

+
��2

+

nX
i=1

�
'1x;

�
u+pi
�2�

xi
� 2

nX
j=1

�
u+g+pi

�
xi
+ d1

�
u+
�
� 0 (6.34)

jrx'j2 �
2�

4
'2 � 4�4mesG

Z
Rn

��
u+
�2
+
�
u�
�2�

dp+ d1 (') � 0: (6.35)

(6.33), (6.34), (6.35) eşitsizlikleri toplan¬r, 
 bölgesi üzerinde integral al¬n¬r ve

Z



0@Z
Rn

�
u� (x; p0; t)

�2
dp0

1A dpdxdt

=

Z
(0;T )�D

0@Z
Rn

�
u� (x; p0; t)

�2
dp0

1AZ
Rn

dpdxdt

= mesG

Z



�
u� (x; p; t)

�2
dpdxdt (6.36)
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eşitli¼gi kullan¬l¬rsaZ



�
�
�
1� 5 (T � t)M2

�
� 4�4 (mesG)

2� �u��2 d

+
�
1� 3M

2n
� Z




��rxu
+
��2 d
 + ��2 � 4�4 (mesG)2� Z




�
u+
�2
d


+

Z



�
1� �

5
(T � t)� 1

3

�
jrx'j2 d
�

2�

4

Z



'2d


�
nX
j=1

Z



�
u+g+pj

�
xj
d
 +

Z



�
d1
�
u�
�
+ d1

�
u+
�
+ d1 (')

�
d
 � 0 (6.37)

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬görülür. Burada d
 = dpdxdt; p 2 Rn; x 2 D � Rn; t > 0

olup (6.37) de '0 fonksiyonunun poziti�ik şart¬kullan¬lm¬̧st¬r. Şimdi d1 (u
�) ; d2 (u

+) ve

d3 (') terimlerinin her birinin 
 bölgesi üzerinde integrallerinin s¬f¬r oldu¼gunu göstere-

lim. Bölgenin geometrisi ve (6.17) şart¬dikkate al¬nd¬¼g¬nda @G � D � (0; T ) üzerinde
@u�

@xi
� @u�

@t
= 0, i = 1; :::; n olacakt¬r. Bu nedenle 
 üzerinde integral al¬nd¬ktan sonra

J3; I1; I4; I5; I6 terimleri s¬f¬r olur. Di¼ger taraftan (6.14) şart¬ndan dolay¬u� fonksiyonlar¬

xi = �ai; i = 1; :::; n: hiperdüzlemlerinde pi ye göre çift fonksiyonlard¬r. J2; I3; I8; I9

terimlerinin integrallerine Gauss-Green formülü uygulan¬rsa bu integrallerin s¬f¬r oldu¼gu

görülür çünkü; xi = �ai hiperdüzleminde pi ye göre integrallerin her biri tek fonksiyon-

dur. Bu durumu daha aç¬k olarak görmek için örne¼gin

I8 =
nX
j=1

�
piu

+
xi
u+pj

�
xj

terimini ele alal¬m. (6.14) şart¬na göre u+pj bir tek fonksiyon, u
+
xi
ise bir çift fonksiyondur.

Ayr¬ca u+xiu
+
pj
ise xj = �aj; j = 1; :::; n hiperdüzlemlerinde pj ye göre tek fonksiyon

olacakt¬r. Bu durumda i 6= j için piu+xiu
+
pj
fonksiyonu tek fonksiyon olur. Di¼ger taraftan

i = j iken I7 ve I8 den

nX
i=1

�
piu

+
xi
u+pj

�
xi

terimi elde edilir. Burada integraller çifttir, fakat d2(u+) da bu terimler z¬t i̧saretlidir

bu da sonucun s¬f¬r olmas¬na sebep olur. Ayr¬ca u�jt=0 = 0; u+jt=T = 0 şartlar¬ndan 


üzerinde integralleri al¬nd¬¼g¬nda J1 ve I2 terimleri s¬f¬r olur. Son olarak
@'

@v

����
@D�(0;T )

= 0

s¬n¬r koşulu ve (6.14), (6.16) şartlar¬ndan

d3 (') = �
nX
i=1

�
'xi'

�
xi
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ve

nX
j=1

�
u+g+pj

�
xj

terimleri (6.37) de s¬ras¬yla integral al¬nd¬ktan sonra s¬f¬r olur. Böylelikle (6.37) eşitsizli¼giZ



�
�
�
1� 5� (T � t)M2

�
� 4�4 (mesG)

2� �u��2 d

+
�
1� 3M

2n
� Z




��rxu
+
��2 d
 + ��2 � 4�4 (mesG)2� Z




�
u+
�2
d


+

�
�1 �

2�

4

�Z



'2d
 � 0 (6.38)

şekline indirgenir. A�;M kümesinin tan¬m¬dikkate al¬n¬rsa (6.38) eşitsizli¼gindeki her bir

integralin katsay¬s¬n¬n pozitif oldu¼gu görülür bu da 
 bölgesinde u� (x; p; t) = ' (x; p; t) =

0 olmas¬n¬gerektrir. Son olarak, (6.10) denkleminden 
 üzerinde g+ (x; p; t) = 0 elde

edilir. Böylece ters problemin çözümünün tekli¼gi ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 6.2�nin ispat¬na benzer bir yolla verilen ek bilgiye göre, ele al¬nan ters problemin

çözümünün karal¬l¬¼g¬için enerji tipi bir de¼gerlendirme yap¬labilir. Burada L2(0; T ;L2(D�

G) uzay¬n¬n dualinin yine kendisi oldu¼gu göz önünde bulundurarak H1(0; T ;L2(D � G)

uzay¬n¬n dualini (H1(0; T ;L2(D �G))
0 ile gösterelim ve normu da

g+
(H1(0;T ;L2(D�G)))0 = sup

�2(H1(0;T ;L2(D�G)))

R T
0
(g+; �)L2(D�G)dt

k�kH1(0;T ;L2(D�G)

biçiminde tan¬mlayal¬m.

Kabul edelim ki
�
u�k ; u

+
k ; 'k; g

+
k

�
; k = 1; 2, (6.9)-(6.17) sistemini sa¼glas¬n. Bu durumda

aşa¼g¬daki teoremi ispatlayaca¼g¬z.

Teorem 6.3 Teorem 6.1 in şartlar¬alt¬nda aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r:u�2 � u�1

L2(0;T ;L2(D�G))

+
u+2 � u+1


L2(0;T ;H1(D�G))

+ k'2 � '1kL2(0;T ;H1(D)) +
g+2 � g+1


(H1(0;T ;L2(D�G)))0

� C
�g�2 � g�1


L2(0;T ;L2(D�G))

+
�u+2 � u+1

�
(�; �; 0)


L2(D�G)

+
�u+2 � u+1

�
(�; �; 0)


H1(D�G) +

�u+2 � u+1
�
(�; �; T )


H1(D�G)

�
: (6.39)

Burada C > 0 olup M; T ve 
 ya ba¼gl¬d¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak, u� = u�2 � u�1 ; u
+ = u+2 � u+1 ; ' = '2 � '1; g

� = g�2 � g�1 ; g
+ =

g+2 � g+1 ; � = �2 � �1; u
�
0 = u�2 (�; �; 0) � u�1 (�; �; 0) ; u+0 = u+2 (�; �; 0) � u+1 (�; �; 0) ve
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u+T = u+2 (�; �; T )� u+1 (�; �; T ) alal¬m. Bu durumda

u�t +


p;rxu

��+ 
rx'1;rpu
��+ 
rx';rpu

�
2

�
= g�; (6.40)

u+t +


p;rxu

+
�
�


rx'1;rpu

+
�
�


rx';rpu

+
2

�
= g+; (6.41)

��' = 4��; � =
Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp; (6.42)

u�
��
t=0
= u�0 ; u+

��
t=0
= u+0 ; u+

��
t=T

= u+T (6.43)

@'

@v

����
@D�(0;T )

= 0 (6.44)

sistemi elde edilir. (6.40) denklemi 2� (T � t)u� ile çarp¬l¬r ve (6.30), 2ab � a2=6+ 6b
2

eşitsizlikleri kullan¬l¬rsa

�
�
u�
�2
+
�
� (T � t)

�
u�
�2�

t
� 1

5
� (T � t) jrx'j2

�5� (T � t)M2
�
u�
�2
+ d4

�
u�
�

� � (T � t)

6

�
u�
�2
+ � (T � t) 6

�
g�
�2
; (6.45)

bulunur. Burada

d4
�
u�
�
=

nX
t=1

(�
� (T � t) pi

�
u�
�2�

xi
+

nX
t=1

�
� (T � t)'xi

�
u�
�2�

pi

)
dir. Son eşitsizlikte 6 y¬öyle seçelimki �1 > 0 olsun. (6.45) eşitsizli¼ginin 
 üzerinde

integrali al¬n¬r ve (6.14), (6.17), (6.43) şartlar¬göz önünde bulundurulursaZ



�
� � � (T � t)

6
� 5� (T � t)M2

��
u�
�2
d
� 1

5
� (T � t) jrx'j2

�
Z



� (T � t) 6
�
g�
�2
d
 +

Z
D�G

�T
�
u�0
�2
dpdx: (6.46)

oldu¼gu görülür. Şimdi

2

nX
i=1

u+xi
@

@pi

operatörünü (6.41) denklemine uygulayal¬m. E¼ger (6.25)-(6.27) özdeşlikleri ve (6.31) eşit-

sizli¼gi kullan¬l¬rsa��rxu
+
��2 + �

��rpu
+
��2 � 1

3
M2n

��rxu
+
��2 + 3M

2n
��rxu

+
��2

+
nX
i=1

�
'1xi

�
u+pi
�2�

xi
+ d5

�
u+
�

� �2
nX
j=1

�
u+g+pj

�
xj
�

nX
j=1

�
u+xiu

+
pj

�
t
; (6.47)
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elde edilir. Burada

d5
�
u+
�
=

nX
j=1

��
u+xju

+
t

�
pj
�
�
u+t u

+
pj

�
xj

�

+

nX
i;j=1

��
piu

+
xj
u+xi � '1xiu

+
xj
u+pi

�
pj
�
�
'1xiu

+
xj
u+pj

�
pi

+
�
piu

+
xj
u+pj

�
xi
�
�
piu

+
xi
u+pj

�
xj

�
+

nX
i;j=1
i6=j

�
'1xiu

+
pi
u+pj

�
xj

dir. 
 üzerinde (6.47) eşitsizli¼ginin integrali al¬n¬p, (6.15),( 6.43) ba¼g¬nt¬lar¬ndan ve A�;M
tan¬m¬ndan faydalan¬larak

Z



��
1� 3M

2n
� ��rxu

+
��2 + �

��rpu
+
��2 � 1

3
jrx'j2

�
d


� 1

2

Z
D�G

nX
j=1

��
u+xj (x; p; T )

�2
+
�
u+pj (x; p; T )

�2�
dxdp

1

2

Z
D�G

nX
j=1

��
u+xj (x; p; 0)

�2
+
�
u+pj (x; p; 0)

�2�
dxdp (6.48)

bulunur. Di¼ger taraftan (6.42) denklemi ' ile çarp¬l¬r ve (6.32) kullan¬l¬rsa

jrx'j2 �
2�

4
'2 � 4�4mesG

Z
Rn

��
u+
�2
+
�
u�
�2�

dp+ d3 (') � 0 (6.49)

olur. Benzer şekilde (6.49) denkleminin 
 üzerinde integrali al¬n¬p (6.36) ve (6.44) kul-

lan¬l¬rsa

Z



�
jrx'j2 �

2�

14
jrx'j2 � 4�4 (mesG)

2 �u��2
�4�4 (mesG)

2

2

��rpu
+
��2! d


� 0: (6.50)
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eşitsizli¼gi elde edilir. Son olarak (6.46), (6.48) ve (6.50) eşitsizlikleri toplanarakZ



�
� � � (T � t)

6
� 5� (T � t)M2 � 4�4 (mesG)

2

��
u�
�2
d


+

Z



��
1� 3M

2n
� ��rxu

+
��2 + ��� 4�4

2
(mesG)2

� ��rpu
+
��2� d


+

Z



�
1� 1

5
� (T � t)� 1

3
� 2�

14

�
jrx'j2 d


�
Z



� (T � t) 6
�
g�
�2
d
 +

Z
D�G

�T
�
u�0
�2
dpdx

+
1

2

Z
D�G

nX
j=1

��
u+xj (x; p; T )

�2
+
�
u+pj (x; p; T )

�2�
dxdp

+
1

2

Z
D�G

nX
j=1

��
u+xj (x; p; 0)

�2
+
�
u+pj (x; p; 0)

�2�
dxdp

oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla

�1 : = � � � (T � t)

6
� 5� (T � t)M2 � 4�4 (mesG)

2 ;

�2 : = 1� 3M
2n;

�3 : = �� 4�4
2

(mesG)2 ;

�4 : = 1� 1

5
� (T � t)� 1

3
� 2�

14
;

�5 = min f�1; �2; �3; �4g ; �6 = max
�
�(T � t)6; �T;

1

2

�
olmak üzere

�5

�u�2
L2(
)

+
rxu

+
2
L2(
)

+
rpu

+
2
L2(
)

+ krx'k2L2(0;T ;L2(D)
�

� �6

�g�2
L2(
)

+
u�0 2L2(D�G) + rx;pu

+
0

2
L2(D�G)

+
rx;pu

+
T

2
L2(D�G)

�
eşitsizli¼gi elde edelir. Ayr¬ca (6.18)-(6.19) eşitsizliklerindenu�2

L2(
)
+
u+2

L2(
)
+
rx;pu

+
2
L2(
)

+ k'k2L2(0;T ;L2(D�G)) + krx'k2L2(0;T ;L2(D�G))

� C
�g�2

L2(
)
+
u�0 2L2(D�G) + rx;pu

+
0

2
L2(D�G)

+
rx;pu

+
T

2
L2(D�G)

�
oldu¼gu görülür. Yani,u�2

L2(0;T ;L2(D�G))
+
u+2

L2(0;T ;H1(D�G)) + k'k
2
L2(0;T ;H1(D�G))

� C
�g�2

L2(
)
+
u�0 2L2(D�G) + rx;pu

+
0

2
L2(D�G)

+
rx;pu

+
T

2
L2(D�G)

�
(6.51)
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elde edilir. Di¼ger yandan (6.41) denkleminden������
TZ
0

�
g+; �

�
L2(D�G) dt

������ �

������
TZ
0

�
u+t ; �

�
L2(D�G) dt

������
+

������
TZ
0

�
p;rxu

+; �
�
L2(D�G) dt

������
+

������
TZ
0

�
rx'1;rpu

+; �
�
L2(D�G) dt

������
+

������
TZ
0

�
rx';rpu

+
2 ; �

�
L2(D�G) dt

������
: = K1 +K2 +K3 +K4

yaz¬labilir. K1; K2; K3 ve K4 terimleri s¬ras¬yla aşa¼g¬daki gibi de¼gerlendirilir:

K1 <

����Z T

0

�
u+; �t

�
L2(D�G) dt

����+ ����u+T ; �(�; �; T )�L2(D�G)���
+
����u+0 ; �(�; �; T )�L2(D�G)���

�
u+

L2(0;T ;L2(D�G))
k�tkL2(0;T ;L2(D�G))

+
u+T L2(D�G) k�(�; �; T )kL2(D�G)

+
u+0 L2(D�G) k�(�; �; 0)kL2(D�G)

� C k�kH1(0;T ;L2(D�G)) (
u+

L2(0;T ;L2(D�G) +
u+T L2(D�G) + u+0 L2(D�G)):

Son eşitsizlikte iz teoreminden faydalan¬lm¬̧st¬r:

k�(�; �; 0)k
L2(D�G)

; k�(�; �; T )k
L2(D�G)

� C k�kH1(0;T ;L2(D�G)) :

G s¬n¬rl¬bir bölge oldu¼gundan

K2 �

p;rxu

+
�

L2(0;T ;L2(D�G)) k�kL2(0;T ;L2(D�G))

� C

p;rxu

+
�

L2(0;T ;L2(D�G)) k�kL2(0;T ;L2(D�G))

elde edilir. S¬ras¬yla '1 2 C2(D � [0; T ]) ve
��rpu

+
2

�� �M şartlar¬dikkate al¬nd¬¼g¬nda

K3 �

rx'1;rpu

+
�

L2(0;T ;L2(D�G)) k�kL2(0;T ;L2(D�G))

� C
rpu

+

L2(0;T ;L2(D�G)) k�kL2(0;T ;L2(D�G))

ve

K4 �

rx';rpu

+
2

�
L2(0;T ;L2(D�G)) k�kL2(0;T ;L2(D�G))

� C krx'kL2(0;T ;L2(D�G)) k�kL2(0;T ;L2(D�G))
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oldu¼gu görülür. Sonuç olarakg+(H1(0;T ;L2(D�G)))0 �
�
C
u+

L2(0;T ;H1(D�G)) krx'kL2(0;T ;L2(D�G))

+
u+T L2(D�G) u+0 L2(D�G)� (6.52)

elde edilir. BuradaC; bölgeye ve verilen fonksiyonlara ba¼gl¬pozitif sabitlerdir. Dolay¬s¬yla,

(6.51) eşitsizli¼ginden (6.39) eşitsizli¼gini elde etmi̧s oluruz ki böylelikle ispat tamamlan¬r.

6.3 VLASOV-POISSON S·ISTEM·I ·IÇ·IN B·IR BAŞLANGIÇ-SINIR DE¼GER

PROBLEM·I

Oldukça düşük yo¼gunluklu plazmayla dolu bir D � Rn bölgesini düşünelim. Vlasov�un

önerdi¼gi plazma modelinde iyonlar ve elektronlar için da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki sis-

temi sa¼glar (Samarskii, 1980):

l'�u
� � @u�

@t
+

1

m�



p;rxu

��� e


rx';rpu

�� = g� (x; p; t) ;

��' = 4��; � =

Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp. (6.53)

Burada x 2 D; p 2 Rn; t > 0; u+ (u�) faz uzay¬ndaki iyonlar¬n (elektronlar¬n) da¼g¬l¬m

fonksiyonu, m+ (m�) iyon (elektron) kütlesi, e elektron yükü ve ' elektrik alan potan-

siyelidir. Aşa¼g¬daki ters problemin çözülebilirli¼gini araşt¬raca¼g¬z.

Problem 6.4 
 = f(x; �; t) : x 2 D; p 2 Rn; t 2 (0; T )g bölgesinde tan¬mlanan (6.53)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬ve

u� j@
= u�0 ; ' j@D�(0;T )= '0 (6.54)

şartlar¬n¬sa¼glayan u�; g�; ' fonksiyonlar¬n¬n bulunmas¬problemini ele alal¬m. Burada

g� fonksiyonu

nX
i=1

@2g�

@xi@pi
= 0 (6.55)

diferensiyel denklemini sa¼glamaktad¬r ve ayr¬ca (6.53) de g+ bilinen bir fonksiyondur.

1; 2; 3 > 0 say¬lar¬n¬s¬ras¬yla aşa¼g¬daki eşitsizlikler sa¼glanacak şekilde seçelim:Z
D

'2x1dx � 1

Z
D

'2dx; 8' 2
�
H1 (D) ;
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8�=2 < 1;Z
G

'2p1dG � 3

Z
D

'2dG; 8' 2
�
H1 (D) :

Burada G � Rn; Lebesgue ölçülebilir s¬n¬rl¬bir kümedir. Ayr¬ca � > 4�2=3; M <

m�ne=32 ve <�;M aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan (u�; ') nin oluşturdu¼gu bir küme olsun:

u� 2 C2 (
) \H2 (
) ; ' 2 C2D;

jrpu
�j �M;

��rpu
�
pi

�� < M; p =2 G için u� = 0;

8� 2 Rn,
nX

i;j=1

'xixj�
i�j � � j�j2 :

Son olarak,

1 (T � t)M2e4 > 0

�
�
1� 4 (T � t) eM2

�
� 4�2emesG > 0

eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde 4 ve � sabitlerini seçelim. Ayr¬ca (T � t) ; � (T � t) =4 <

3=8 olacak şekilde yeterince küçük olsun.

Teorem 6.4 Yukar¬da belirtilen koşular alt¬nda (6.53) in en çok bir (u�; '; g�) çözümü

vard¬r, öyle ki; (u�; ') 2 <�;M ve g� 2 C2 (
) d¬r.

·Ispat.
�
u�1 ; '1; g

�
1

�
ve
�
u�2 ; '2; g

�
2

�
, (6.53)-(6.55) sistemini sa¼glayan iki vektör fonksiyonu

olsun öyle ki;
�
u�i ; 'i

�
2 <�;M ve g�i 2 C2 (
) ; i = 1; 2. E¼ger u� = u�2 � u�1 ; ' = '2�'1

ve g� = g�2 � g�1 olarak al¬n¬rsa

`
'1
� u

�
1 �

@u�1
@t

+
1

m�



p;rxu

�
1

�
� e



rx'1;rpu

�
1

�
= g�1 (x; p; t) ;

`
'2
� u

�
2 �

@u�2
@t

+
1

m�



p;rxu

�
2

�
� e



rx'2;rpu

�
2

�
= g�2 (x; p; t)

ve

`
'2
� u

�
2 � `

'1
� u

�
1 � @u�2

@t
� @u�1

@t
+

1

m�

�

p;rxu

�
2

�
�


p;rxu

�
1

��
�e


rx'1;rpu

�
2

�
olup

@u�

@t
+

1

m�



p;rxu

��� e


rx'1;rpu

��� e hrx';rpu2i = g�
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denklemi elde edilir. O halde (u�; '; g�) fonksiyonlar¬

l
'1
� u

� � e


rx';rpu

�
2

�
= g�; (6.56)

��' = 4��; � =
Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp; g+ = 0; (6.57)

sistemini ve (6.54) şart¬n¬n homojen versiyonunu sa¼glar.

u� fonksiyonu için (6.56) denklemine 2
nP
j=1

u�xi
@

@pi
operatörü uygulan¬rsa

nX
j=1

u�xj
@

@pj

"
u�t +

1

m�

nX
i=1

piu
�
xi
+ e

nX
i=1

'1xiu
�
pi
+ e

nX
i=1

'xiu
�
2pi

#

=
nX
j=1

u�xju
�
tpj
+

nX
j=1

u�xj
@

@pj

 
1

m�

nX
i=1

piu
�
xi

!
+

nX
j=1

u�xj
@

@pj

 
e

nX
i=1

'1xiu
�
pi

!

+

nX
j=1

u�xj
@

@pj

 
e

nX
i=1

'xiu
�
2pi

!

=
nX
j=1

u�xju
�
tpj
+

nX
j=1

u�xj
1

m�

nX
j=1

@

@pj

�
piu

�
xi

�
+

nX
j=1

u�xje
nX
i=1

@

@pj

�
'
1xi
u�pi
�

+
nX
j=1

u�xje
nX
i=1

@

@pi

�
'xiu

�
2pi

�
=

nX
j=1

u�xju
�
tpj
+

nX
j=1

u�xj
1

m�

nX
i=1

�
@

@pj
(pi)u

�
xi
+ pi

@

@pj

�
u�xi
��

+
nX
j=1

u�xje
nX
i=1

�
@

@pj

�
'1xi

�
upi + '1xi

@

@pj

�
u�pi
��

+
nX
j=1

u�xje
nX
i=1

�
@

@pj

�
'xi
�
u2pi + 'xi

@

@pj

�
u�2pi
��

=
nX
j=1

u�xju
�
tpj
+

nX
j=1

u�xj
1

m�
u�xj +

nX
j=1

u�xj
1

m�

nX
i=1

piu
�
xipj

+

nX
j=1

u�xje

nX
i=1

'1xiu
�
pipj

+
nX
j=1

u�xje

nX
i=1

'xiu
�
2pipj

=

nX
j=1

u�xju
�
tpj
+

1

m�

nX
j=1

�
u�xj

�2
+

1

m�

nX
i;j=1

u�xjpiuxipj

+e

nX
i;j=1

u�xj'1xiu
�
pipj

+ e

nX
i;j=1

u�xj'xiu
�
2pipj

sa¼glan¬r. Di¼ger taraftan herhangi a (x; y; z) ; u (x; y; z) fonksiyonlar¬için

2auxuyz = (auxuy)z + (auxuz)y � (auyuz)x � azuxuy

�ayuxuz + axuyuz;
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formülü kullan¬larak

2piu
�
xj
u�xipj =

�
piu

�
xj
u�xi

�
pj
+
�
piu

�
xj
u�pj

�
xi
�
�
piu

�
xi
u�pj

�
xj
, (i 6= j)

2piu
�
xi
u�xipj = 2

�
pju

�
xj
u�xj

�
pj
+
�
pju

�
xj
u�pj

�
xj
�
�
pju

�
xj
u�pj

�
xj

�pjxju�xju
�
xj
� pjxjuxjupj + pjxjuxjupj

=
�
pju

�2
xj

�
pj
� u�2xj ; (i = j)

2'1xiu
�
xj
u�pipj =

�
'1xiu

�
xj
u�pi

�
pj
+
�
'1xiu

�
xj
u�pj

�
pi
�
�
'1xiu

�
pi
u�pj

�
xj

+'1xixju
�
pi
u�pj

özdeşliklikleri yaz¬labilir. O halde

2

nX
j=1

u�xju
�
tpj
+

2

m�

��rxu
���2 + 1

m�

nX
i;j=1

��
piu

�
xj
u�xi

�
pj
+
�
piu

�
xj
u�pj

�
xi

�
�
piu

�
xi
u�pj

�
xj

�
+

1

m�

nX
j=1

�
pj

�
u�xj

�2
pj
� u�2xj

�

+e
nX

i;j=1

��
'1xiu

�
xj
u�pi

�
pj
+
�
'1xiu

�
xj
u�pj

�
pi
�
�
'1xiu

�
pi
u�pj

�
xj
+
�
'1xixju

�
pi
u�pj

��

+2e
nX

i;j=1

u�xj'xiu
�
2pipj

=
1

m�

��rxu
���2 + e

nX
i;j=1

'1xixju
�
pi
u�pj + 2e

nX
i;j=1

u�xj'xiu
�
2 pipj + div u

� = 0 (6.58)

elde edilir, burada

div u� =
nX

i;j=1

�
piu

�
xj
u�xi + '1xiu

�
xj
u�pi

�
pj
+
�
'xiu

�
xj
u�pj

�
pi
+
�
piu

�
xj
u�pi

�
xi

�
�
piu

�
xi
u�pj + '1xiu

�
pi
u�pj

�
xj
+

nX
j=1

(u�xju
�
t )pj + (u

�
xj
u�pj)t � (u

�
t u

�
pj
)xj

dir. Şimdi u+ fonksiyonu için (6.56) de verilen denklemi 2� (T � t)u+ ile çarpal¬m;"
u+t +

1

m+

nX
i=1

piu
+
xi
� e

nX
i=1

'1xiu
+
pi
� e

nX
i=1

'xiu
+
2pi

#
2� (T � t)u+ = g+;

2� (T � t)u+u+t + 2� (T � t)u+
1

m+

nX
i=1

p
i
u+xi � 2� (T � t)u+e

nX
i=1

'1xiu
+
pi

�2� (T � t)u+e

nX
i=1

'xiu
+
2pi
= 0
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ve dolay¬s¬yla

�
� (T � t)

�
u+
�2�

t
+ �

�
u+
�2
+

nX
i=1

�
1

m+

pi
�
u+
�2�

xi

� e
�
'1xi

�
u+
�2�

pi

�2� (T � t)u+e
nX
i=1

'xiu
+
2pi
= 0

bulunur. Böylelikle

�
�
u+
�2 � 2� (T � t) e

nX
i=1

'xiu
+
2pi
u+ + div u+ = 0; (6.59)

div u+ =
�
� (T � t)

�
u+
�2�

t+

nX
i=1

1

m+

�
pi
�
u+
�2�

xi
� e

�
'1xi

�
u+
�2�

pi

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan (6.57) denklemini ' ile çarparsak, aç¬k olarak

�'�' = 4�'� = 4�'
Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp;

�'
�
'x1x1 + 'x2x2 + :::+ 'xnxn

�
= 4�'

Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp;

�
nX
i=1

''xixi = 4�'

Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp;

�
nX
i=1

�
'xi'

�
xi
+

nX
i=1

�
'xi
�2
= 4�'

Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp

oldu¼gu görülür. Yani

jrx'j2 + div' = 4�'e
Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp, div' = �

nX
i=1

�
'xi'

�
xi

(6.60)

denklemi bulunur. Ayr¬ca

2ab � a2 + b2; 2ab � a2

8
+ 8b2;

jhf; gij2 � kfk2 kgk2 ;

0@Z
Rn

f (x) dp

1A2

�
Z
Rn

f 2dp

Z
Rn

dp

eşitsizlikleri kullan¬larak aşa¼g¬daki de¼gerlendirme yap¬labilir:

4�'e

Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp � 2�

2
'2e+ 2�2e

0@Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp

1A2

� 2�

2
'2e+ 2�2mesG

Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp:
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Burada (6.36) eşitli¼ginden

4�'e

Z
Rn

�
u+ � u�

�
dp � 2�

2
'2e+ 4�2mesG

Z
Rn

�
u+)2 � (u�

�2
dp

yaz¬l¬r. Di¼ger taraftan

2e

nX
i=1

u�xi

 
nX
j=1

'xiu
�
2pipj

!
= 2e

nX
j=1

'xj

 
nX
i=1

u�xiu
�
2pipj

!

� e
nX
j=1

1

8
'2xj +

nX
j=1

8e

 
nX
i=1

u�xiu
�
2pipj

!2

=
e

8
jrx'j2 +

nX
j=1

8e

 
nX
i=1

u�xju
�
2pipj

!2

� e

8
jrx'j2 + 8e

nX
j=1

 
nX
i=1

�
u�xi
�2
+

nX
i=1

�
u�2pipj

�2!

� e

8
jrx'j2 + 32e

��rxu
���2 nX

i;j=1

�
u�2pipj

�2
(6.61)

oldu¼gu görülür. (6.58)-(6.60) denklemleri toplan¬rsa

1

m�

��rxu
���2 + e�

��rpu
���2 � e

8
jrx'j2 � 32e

��rxu
���2 nX

i;j=1

�
u�pipj

�2
+�
�
u+
�2 � � (T � t) e

 
jrx'j2

4
+ 4M

2(u+)2

!
+ jrx'j2 �

2�

2
'2

�4�2mesG
Z
Rn

��
u+)2 � (u�

�2�
dp+ div u+ + div u� + div' � 0

olur. Yani

1

2
jrx'j2 +

�
�(1� 4 (T � t) eM2)� 4�2mesG

�
(u+)2

+
1

m�
� 32eM2n

��rxu
���2 + e(�� 4�2

3
)(u�)2 +div u+ + div u� + div' � 0 (6.62)

eşitsizli¼gine ulaş¬l¬r. 
 üzerinde (6.62) eşitsizli¼ginin integrali al¬nd¬¼g¬nda ' = u� = 0 ve

(6.53) ten g� = 0 elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanm¬̧s olur.
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