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Bu tez alti bolimden olusmaktadir. Birinci boliim olan giris bolimiinde bu
calismanin amact ve kapsamu ifade edilmistir. lkinci bélimde, bu tezde ele alinan
problemlerin ¢oziilebilirliginin arastirilmasinda gerekli olan bazi temel tanim ve teoremlere
yer verilmistir. Ugiincii béliimde genellesmis fonksiyon, genellesmis tiirev kavramlar1 ve
Sobolev uzaylar tlizerinde durulmustur. Dordiincli boliim; ters ve kotii konulmus problem
konusuna ve ¢esitli alanlarda ortaya ¢ikan bu tiir problemlere 6rneklere ayrilmistir. Besinci
boliimde; kinetik teorinin bazi temel kavramlari tanmitilmis ve Vlasov tipi sistemler
tartisilmistir.  Son olarak altinci bolimde ise Vlasov-Poisson sistemi i¢in bazi ters

problemlerin ¢oziimiiniin tekligi ve kararlilig1 arastirilmistir.
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Verilen bir bolge

Q bolgesinin kapanisi

Q bdlgesinin sinir1

Q kiimesinde tanimli k. mertebeye kadar siirekli kismi tiirevlere sahip
fonksiyonlar uzay1

Q kiimesinde tanimli sonsuz defa diferensiyellenebilir ve supportu Q nin
kompakt alt kiimesi olan fonksiyonlar uzay1

Tiirev i¢in multiindeks gdsterimi

u(x) fonksiyonunun gradienti; Vu(x) = (uy Uy, ,...,Uy )

Laplace operatorii

Kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellesmis tiirevleri L,(€2) ya ait olan

fonksiyonlar uzay1

Genellesmis fonksiyonlar sinifi
Q lizerinde Lebesgue Olciilebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar uzay:

Q iizerinde Lebesgue ol¢iilebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

L, (Q) da i¢ carpim

¢ fonksiyonunun supportu; suppe(x)={x|x € Q,¢(x) =0}
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BOLUM 1

GIRIS

“Ters problem” ve “kotii konulmusg problem” kavramlar: 20. yiizyilin ortalarindan itibaren
baglayarak her gecen giin bilim ve teknolojide daha popiiler hale gelmistir. Bugiin gelinen
noktada; bilgisayar cebiri, diferensiyel ve integral denklemler, fonksiyonel analiz gibi klasik
matematigin gesitli branglarinda ortaya gikan ¢ok sayida karmagik (kararsiz ve genellikle
lineer olmayan) problemin ters ve/veya kotii konulmug problem oldugu goriilmektedir.
Bu tiir problemler aym1 zamanda fizik, jeofizik, tip ve astronomi gibi matematigin kul-
lanildig1 pek ¢ok sahada biiyiik 6nem arz etmektedir. Zira bu problemlerin ¢oziimleri,
incelenen ortama ait yogunluk, dalga yayilhim hizi, elastisite parametreleri, iletkenlik,
elektriksel ve manyetik gecirgenlik gibi ¢nemli 6zellikler hakkinda bilgiler vermektedir.
Ayrica dogrudan erigilemeyen bolgelerde homojenligin bozuldugu noktalarin konumunun

ve karakterinin belirlenmesi (tibbi ve teknik tomografi) meselesi de bir ters problemdir.

Ters ve kotit konulmug problemler ile giinliik hayatimizda da siklikla kargilagilmaktadir.
Ornegin, uzayda farkl acilardan aydinlatilabilen bir cismi diigiinelim. Bu cismin sekli
biliniyorken golgesinin seklinin bulunmasi problemi iyi konulmustur. Diger taraftan cis-
min ¢esitli diizlemler {izerindeki izdiigiimlerinden (golgesinden), cismin seklinin belirlen-
mesi ters problemi sadece konveks cisimler i¢in iyi konulmustur ¢iinkii konkav bir bolge
aciktir ki bu yolla belirlenemez. Boyle bir problem ilk defa, ayin iizerine diisen golgeden
diinyanin seklinin kiiresel oldugu sonucuna varan Aristo tarafindan formiilize edilmis ve

¢Oziilmiigtiir.

Bu calismada ters ve kotii konulmus problem kavramlar: agiklanmig ve farkl bilim dal-
larindan bu tiir problemlere érnekler verilmistir. Ayrica kinetik teoride onemli bir yeri
olan ve 6z uyumlu alan yaklagiminda diisiik yogunluklu plazmadaki elektronlarin ve
iyonlarin yogunluklarimin degigimini (evrimini) modelleyen Vlasov-Poisson sistemi igin
baglangic-sinir deger problemlerine iligkin bazi ters problemlerin, verilen sinirlandirmalar

ve sartlar altinda ¢oziimiiniin tekligi ve kararliligi aragtirilmigtir.






BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde, Vlasov-Poisson sistemi igin bazi ters problemlerin ¢oziilebilirliginin incelen-

mesinde gerekli olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmigtir:

Tanim 2.1 (Norm) Bir X wvektor uzaye izerindeki norm, X dzerinde tanamly olup bir
x € X noktasindaki degeri ||z|| ile gdsterilen ve x, y X de keyfi vektorler ve ¢ bir skaler

olmak tizere asagidaki ozelliklert gercekleyen reel degerli bir fonksiyondur:

1) ||=[| =0,

2) ||zl =0 2=0,

3) llex|l = lef =[],

4) [l +yll < [zl + [lyll (Uggen esitsizligi).

Uzerinde bir norm tanimlanmis bir X vektor uzayma bir normlu uzay ad1 verilir. Normlu

uzaylar (X, [|-]|) ya da kisaca X ile gosterilir (Kreyszig 1989, s. 67).

Tanim 2.2 (Tam Uzay) X bir normlu lineer uzay olmak tzere X in elemanlarindan
olusan her bir Cauchy dizisi X in bir elemanina yakinswyor ise X e tam uzay denir

(Mikhailov 1978, s. 65).

Tamim 2.3 (Banach Uzayr) Tam normlu bir lineer uzaya Banach uzayr denir (Mikhailov

1978, s. 65).

Tanim 2.4 (Her Yerde Yogunluk) M C X olmak tzere, her bir x € X ig¢in, M nin
elemanlarmdan olusan bir (x,) dizisi v e yakinsayacak sekilde varsa, M ciimlesine X de

her yerde yogundur denir (Mikhailov 1978, s. 66).

Tanim 2.5 (Ayrilabilir Uzay) Bir B Banach uzay: her yerde yogun saylabilir bir ciimle
iceriyorsa, B Banach uzaymna ayrilabilirdir denir (Mikhailov 1978, s. 66).



Tanmim 2.6 (I¢ Carpym Uzayn) Bir i¢ carpim uzays, iizerinde bir i¢ carpym tamimlanmas
bir X wvektor uzayidir. Burada sozi edilen i¢c ¢carpim X X X den X in bir K skaler cismi
icine yapilan bir dontgimdir, yani X in her x ve y vektor ¢ifti, (z,y) ile gdsterilen ve

asaqidaki ozelikleri gercekleyen bir skalerle eglenmektedir:

Tanim 2.7 (Hilbert Uzay) Bir Hilbert uzay, tzerindeki i¢ ¢arpimla taniml metrige gore
tam olan bir i¢ ¢carpim uzaydir (Kreyszig 1989, s. 151).

Teorem 2.1 (Bunyakovskii (Cauchy-Schwarz) Esitsizligi) Her hy, ho € H igin
|(h1, ha)[* < (ha, 1) - (s, ho)
esitsizligi saglanar (Mikhailov 1978, s. 66).

Tanim 2.8 (Lineer Operator) Bir A lineer operatiri, asagidaki ozellikleri gercekleyen

bir operatordiir:

(1) A nin D (A) tamim bolgesi bir vektér uzayr olup, R (A) deger bolgesi, ayni cisim
tizerinde bir vektor uzayidir.

(i1) Her xz,y € D (A) ve c skaleri icin,

Alet+y) = Ax)+Ay)
Acx) = cA(x)

dir (Kreyszig 1989, s. 96).

Tamim 2.9 (Swnurl Lineer Operator) X veY normlu uzaylar ve D (A) C X olmak tzere,

A: D (A) — Y lineer bir operator olsun. Eger, her x € D (A) igin,
[Az|| < cllz|]

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayist varsa, A operatori sinarhdir denir (Kreyszig 1989, s. 107).



Tamim 2.10 (Sirekli Operator) X ve Y normlu uzaylar, D (A) C X olmak tizere, A :
D (A) — Y lineer olmast zorunlu olmayan herhangi bir operatér olsun. A operatériniin
bir o € D (A) noktasinda siirekli olmasu igin, verilen her € > 0 saysina karsilik,
|z — xo]| < 0 kosulunu gercekleyen her x € D (A) igin, ||Ax — Azl < e olacak sekil-
de bir § > 0 sayisiman var olmasi gerekmektedir. Eger her x € D (A) noktasinda A stirekli
ise, A operatori streklidir denir. A nin lineer olmast halinde asagidaki énemli teorem

verilebilir:

Teorem 2.2 (Sireklilik ve Sinirlilik) X ve Y normiu uzaylar, D (A) C X olmak tzere,
A: D (A) — Y bir lineer operator olsun. Bu durumda
(a) A mn siirekli olmast i¢in gerek ve yeter kosul A nan sinarle olmasidar,

(b) A bir tek noktada siirekli ise, her noktada sireklidir (Kreyszig 1989, s. 113).

Tanim 2.11 (Kompakt Kiime) (M,d) bir metrik uzay ve A C M olsun. A daki her
() dizisi, A man bir elemanina yakinsayan bir alt diziye sahipse A ya kompakttir denir.

Eger M ciimlesinin kendisi kompakt ise (M, d) ye kompakt metrik uzay denir (Rynne and
Youngson 2000, s. 16).

Tanim 2.12 (Kompakt Operator) X ve Y herhangi iki normlu uzay ve A : X — Y bir
yakinsak alt diziye sahipse, A operatéorine kompakttir denir (Rynne and Youngson 2000,
s. 101).

Tanim 2.13 (Kwsmi Tirevli Denklem) Bir kismi tirevli denklem x1,xs, ..., x, bagim-
s1z degiskenlerine bagh bilinmeyen u fonksiyonu ve onun sonlu sayida kismi tirevlerinin
olusturdugu bir bagintidir. Bu denklemin en genel bi¢imi, k = ki + ko + ... + k, olmak
uzere

ou ou 0Fu
Jow g —0 2.1
Jxq Oy, oxhroxk? .. (%cﬁn) 21)

F<:U1,x2,...,xn,u(xl,xz,...,xn)

dur. (2.1) denkleminde en yiiksek kismi tirev basamage k dur. k ya kismi tirevli denklemin

basamagu (mertebesi) denir (Dernek 2009, s. 1).

Tamim 2.14 (C(Q2), C*(Q) Uzaylar:) C (), Q tizerinde siirekli tiim fonksiyonlarin olus-

turdugu ciimle, C*(Q), k = 1,2, ... , Q dizerinde k. mertebeye kadar tiim tiirevleri siirekli



olan tiim fonksiyonlarin olusturdugu ciimledir. f € C*(Q), a = (a1, aa, ..., o) bir multi-

indeks (o; € ZFU{0},i=1,2,....,n) ve |a] = ay + ag + ... + «, olsun. Bu durumda

0ol f ()
D f(x) = — 0x{1 025 .. Oxl
f@) 0x]*0xy?...0xom Oy 0xy?... 0wy f(w)

f fonksiyonunun kismi tirevlerini ifade eder.

Tamim 2.15 (C§°(2) Uzayr) C°(R2), Q dzerinde tansml sonsuz defa diferensiyellenebilir

ve supportu (suppp(x) = {z| v € Q,p(x) #0}) Q mn kompakt alt ciimlesi olan tim
fonksiyonlarin olusturdugu ciimledir (Mikhailov 1978, s. 10).

Teorem 2.3 (Ostrogradskii Formiilii) 9Q€C* olmak iizere Q dizerinde bir
Az) = (Ai(z), As(2), ..., An(2)) wvektorii tamamlansin ve A;(z) € C(Q) N CHQ), i =

0A 04,
1,2,...,n olsun. Eger divA(z) = — +

+...
0xy ox,,
rinde integrallenebilirse, bu durumda Ostrogradskii’nin formailii olarak bilinen asagidaki

fonksiyonu Q da siirekli ya da Q tze-

formiil saglanr:

/Q div A(z)dz = / A(z).n(z)dS,

o0N

burada n, 02 nin dis birim normal vektoridir (Mikhailov 1978, s. 103).

Teorem 2.4 (Gauss-Green Formiilii) 002€Ct ve f € C*(Q) olsun. Bu durumda

/ fo,dr = fn;dS
Q o9

esitligi saglanr, burada n; = cos(n, z;), 0 yizeyinin dig normali olan n ile x; ekseni

arasindaki a¢imn kosintsidir (Evans 1997, s. 627).

Tanim 2.16 (L,(Q2), L2(2) Uzaylary) L1(Q2), Q dizerinde Lebesgue él¢iilebilir ve integral-
lenebilir tim fonksiyonlarin olusturdugu ciimle, Lo(Q2), Q0 tzerinde Lebesque ol¢iilebilir ve
modiliiniin karesi integrallenebilir tiim fonksiyonlarin olusturdugu ciimledir. Bu kiimelere
ait baz onemli ozellikler asagida verilmistir (Mikhailov 1978, s. 105);

(a) Li(Q) ve Ly(Q) lineer uzaydur ve Q simarl bir bolge ise C(Q) C Ly(Q) C Ly(),

(b) L1(Q), tizerinde tanimlanan

1l = / (@) de

normuna gore bir Banach uzayidar,



(c) Ly(R2), tizerinde tanimlanan

(f1, f2) 1y /f1

i¢ carpymana gore bir Hilbert uzaydir, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm

1/2
1l = ( /1 f(x)|2da:)

bicimindedir,
(d) C(Q) ve C(Q) uzay, Li(Q) ve Ly(Q) da her yerde yogundur,
(e) L1(Q) ve Lo(2) ayrdabilir uzaydar.

1 1
Teorem 2.5 (Young Esitsizligi) Kabul edelim ki 1 < p, ¢ < oo, — + — = 1 olsun. Bu
p

q
durumda
P
ab <+ % (a,0>0)
p q

egitsizligi saglanar. Ayrica C(e) = (ep) 7 ¢+ igin

ab <ea? +C(e)b? (a,b>0, € >0)
olur.

Ispat. © — e* doniigiimiiniin konveks oldugu goz tniine alinirsa

1

1 a? bl
p a
_eloga + _elogb _

p q p q
bulunur (Evans 2000, s. 622). =

1 py 1 q
ab = elog;a—‘,—logb _ 6ploga +qlogb S

Teorem 2.6 (Holder esitsizligi) Kabul edelim ki 1 < p,q < o0 = 1 olsun. Bu

durumda eger v € LP(U), v € LA(U) ise

+

|
< |

/U fwe] dz < [l oo 1ol o

olur.

Tanim 2.17 (Koni Kosulu) Bir Q2 bolgesi koni sartine saglar denir, eger bir C' sonlu
konisi varsa oyle ki €2 man her x noktasi, ) icerisinde kalan ve C ye es olan bir sonlu
C, komisinin tepe noktasidir. Dikkat edilmelidir ki burada C, in C' den paralel ételeme
ile elde edilmesi gerekmez, fakat basit olarak katr hareketlerle elde edilir (Adams 2002, s.
82).






BOLUM 3
GENELLESMIiS FONKSIYONLAR VE SOBOLEV UZAYLARI

Tanim 3.1 (Genellesmis Fonksiyon) C§°(2) tizerinde asagidaki yakinsaklk yardvma ile

verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzayr denir ve D(QY) ile gésterilir.

Eger

(a) Oyle bir K C Q kompakt ciimlesi vardur ki her k € N icin suppy;, C K,

(b) Her a = (a1, a, ..., i) ve k — oo tken D¢, (z) — DYp(z) yakinsamas: Q bolgesinde
L - D(Q) .

diizgiin ise k — oo i¢in @, — @ yakinsar denir.

D(Q) topolojik uzayinda tanwmly siirekli, lineer fonksiyonellere genellesmig fonksiyon denir.

Genellesmis fonksiyonlar sinifs D'(QY) ile gosterilir (Viadimirov 1984, s. 81).

Lemma 3.1 (Du Bois Reymond) ( bslgesinde lokal integrallenebilir bir f (x) fonksiyo-
nun bu bolgede hemen hemen her yerde sifir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu fonksiyon

tarafindan tretilen f regiiler genellesmis fonksiyonunun Q2 da sifir olmasidir (Viadimirov

1979, s. 18).

Genellesmis fonksiyona ornek olarak,

bt ={sw: [ 17wl < +o)

yani Lebesgue anlaminda integrallenebilir fonksiyonlar kiimesinden olan f (z) fonksiyo-

nunun turettig:

G = [ s @e@ads, o) € G (ab

fonksiyonelini gosterebiliriz. Bu sekilde (yani Li (a,b)’den olan elemanlar tzerinden)

tanimlanmag genellesmig fonksiyonlara regiiler genellesmis fonksiyonlar denir (Hasanoglu

2001, s. 22).

Ornek 3.1 Tekil (singiiler) genellesmis fonksiyonlara érnek olarak Dirac’n 6 fonksiyo-

nunu gosterebiliriz:

(0,¢) = #(0), ¢(x) € C°(a,b).



Tanim 3.2 (Genellesmis Tiirev) f € D'(Q) olmak izere, f genellesmis fonksiyonunun
D*f (genellesmis) tiirevi,

(D*f, ) = (1)1 (f, D), ¢ € D(Q)

esitligi ile tanamlanwr (Viadimirov 1984, s. 94).

Ornek 3.2

0, —co<x<0,
h(z) =
1, 0<z< o0

seklinde tanimly Heaviside fonksiyonunu ele alalim. Sirekli olmayan bu fonksiyonun
genellesmis tirevi asagidaki sekilde hesaplanabilir (Hasanov 2001, s. 23).

h(x) € Ly (—o0,00) ve h(x) in tanimladige genellesmis fonksiyon

() = [ota)da
0
fonksiyonelidir. Bu fonksiyonelin genellesmis tiirevini hesaplayalim. Bu amagla

(0,%) = #(0), ¢(z) € C5°(a,b)

() = / f(@)pla)ds = — / f(@)g (2)dx = —(f,¢)

egitliklerinden yararlanarak

(h’,w)=—(’MO’)Z—/Oood(w)dx:so(()):(&w

elde ederiz ki bu da h (x) fonksiyonunun genellesmis tiirevinin ¢ fonksiyonuna esit oldugunu

gosterir. §imdi h (x) in ikinci tirevini hesaplayalim:

(B 0) == (I, ¢") = (h,¢") = /OOO @' (x)dr = = (0) = = (6,¢) = (', ) .

Son egitlik, h (x) in ikinci mertebeden genellesmig tirevinin § fonksiyonunun genellesmis

tirevine egit oldugunu gésterir.
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Ornek 3.3 Sonlu elemanlar yonteminde baz fonksiyonu olarak yaygm bir bicimde kul-

lanalan kismi lineer strekli & = & (x) fonksiyonunu ele alalim:

1+, xe€[-1,0],

§(x) =9 1-=, ze[0,1],
0, [—1,1]
Bu fonksiyonun x = —1, x = 0 ve x = 1 noktalarinda tirevi yoktur. Bu diigiinceyi biraz

daha ag¢iklarsak, bu noktalarda sag tiirev ve sol tirev vardr, fakat birbirinden farklidar.

Ayrica,
1, (—1,0)

¢(x)=4¢ -1, z€(0,1), (3.1)
0, €[-1,1]

fonksiyonu x = —1, x = 0 ve x = 1 noktalarinda tamimlanmamastir. Béylelikle klasik an-

lamda & = £ (x) fonksiyonu (—oo, +00) araliginda diferensiyellenebilir fonksiyon degildir,
bu nedenle onun genellesmis tiirevini hesaplayalim. Genellesmis tiirev tamimindan,

Vo (x) € C§° (—o0,+00) i¢in

¢ () = /5

yazilabilir. Burada supp€ (x) = [—1,1] oldugu ve & (x) in analitik ifadesi kullamlirsa

1+2z)p ()dm—/o (1—2)¢ (x)dx

€0 = - [

= —/10<p’ x)dx—/olgol(:c)dx—/10xdg0+/01xdg0
—[p(0) = (=] = [p (1) = (0)] = [2¢]?, + [z¢]
o)

(
)_
go(x)da:—/o ¢ (x)dx

boylelikle de

€o=[ @i~ [ @

elde edilir. Ote yandan, genellesmis fonksiyonun

€0 = [ ¢wewa

tanvmane kullanarak sag taraftaki integrali (—oo,—1), (=1,0), (0,1) ve (1,+00) aralik-

larina parcalar ve bu araliklarda £ (x) in (3.1) deki ifadesini kullanirsak

€o= [ @i [ @

-1
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elde ederiz; gorildigi gibi bu esitligin sag tarafi yukarida elde edilen genellesmis tiirevin
sag tarafina egittir. Bu ise (—1,0) ve (0, 1) araliklarinda klasik tirevle genellesmig tiirevin

aym oldugu anlamana gelir.

Boylelikle, tiirev kavrami genisletilerek genellegmis tiirev tanmimi verildi. Bu bize, bir
yandan fonksiyon kavramini genisleterek daha genis siniftan olan fonksiyonlar: kullanma,
ote yandan siirekli olmayan fonksiyonlar iizerinde bile tiirevle (genellesmis anlamda) ilgili

islemleri yapma olanag: saglar (Hasanoglu 2001, s. 25).
Ornek 3.4 R de f (z) = |x| fonksiyonunun genellesmis tiirevi var ve sgn (x) dir.

Tamim 3.3 (Sobolev Uzaylari) m bir pozitif tamsayr, 1 < p < oo wve |||, de L7 ()

uzaynda bir norm olmak tizere, sag tarafi anlamily kilan her u i¢in

p

= D D%l | L 1<p <o, (3.2)
0<|a|<m

= D~ 3.3

full e = e [[0%] 33

seklinde bir||.|[,, , fonksiyoneli tansmlayalim. Baz durumlarda bolgeler ile ilgili ¢ikabilecek

karigiklige dnlemek igin |[ull,,, , sembolii yerine |[u| de kullanlmaktadur. (3.2) veya

m,p,§2

(8.3) normu ile verilen asagidaki uzaylar Sobolev uzayr olarak adlandurilir:

a) H™? (Q) : {u € C™(Q) : [[ull,,,, < 0o} kiimesinin ||.[|,, , normuna gére tamlanis;
b) Wme (Q)={ue LP(Q): D*ue LP(Q), 0 < |al <m};

c) Wg (Q) : W™P (Q) uzayinda C§° (Q) uzayrmin kapanis,

(Adams 2002, s. 59). Ag¢iktur ki

Wor(Q) = LP (Q)
ve eger 1 < p < 0o ise
Wo™ () = L¥ ()

dur, ¢linki C§° () uzayr LP (Q) uzayinda yogundur. Her m i¢in asagidaki gémme zinciri

mevcuttur:
WP (Q) — W™ () — LP () .
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Ayrica her Q) bolgesi i¢in H™P () = W™P (Q) dur. 1964 yilinda Meyer ve Serrin tarafin-
dan yaywmlanan bu sonu¢, o zamana kadar literatiirde var olan bu wuzaylar arasindaki
tliskiye dair karigiklign ortadan kaldirmastir. Bu temel sonucun uzun bir stire elde edile-
memig olmasi sagirtict bir durumdur. W™P (Q) uzaylary Sobolev tarafindan tanitilmastar.
Diger taraftan ilgili bircok uzay baska matematik¢iler tarafindan da ¢alisilmaistir, bunlara
ornek olarak C. B. Morrey (1940), J. Deny ve J. L. Lions (1955) verilebilir. Bu tir
uzaylary gostermek i¢in bir ¢ok farkl sembol (W™P H™P PP Ly vb. ) kullanilmagtar.
Ayrica Sobolev’in ismiyle anilmadan dnce baska isimler altinda, 6rnegin Beppo Levi uzay-

lar olarak adlandirilirlardy (Adams 2002, s. 60).
Teorem 3.2 W™P(Q) bir Banach uzayidur.

Ispat. {u,}, W™?(Q) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. O zaman {D%u,}, 0 < |a| <m
icin LP(€2) da bir Cauchy dizisidir. LP(Q2) tam oldugundan u ve u, fonksiyonlar: vardir,
oyle ki n — oo iken u, — u ve D%, — u, dir. LP(Q) C Li.(Q) oldugundan u,,

T, € D'(Q) genellegmis fonksiyonunu tamimlar. Her ¢ € D(Q) igin Holder esitsizliginden

T, (9) — Tu(9)] < /Iun(fﬂ) —u(@)| |¢(z)| dz < |9l [lun — ull,

Q
saglanir. Burada p’, p nin iistel eglenigidir. Bu yiizden n — oo iken her ¢ € D(2) i¢in
T, (¢) — Tu(¢) dir. Benzer gekilde her ¢ € D(Q2) igin Tpoy, (¢) — Tu, (¢) olur. Buradan
her ¢ € D(Q) i¢in

Ty (¢) = im Tpey, (¢) = lim (=1)IT, (D*¢) = (—1)*IT,(D*¢)

elde edilir. Boylece 0 < |a] < m igin u € W™P(Q) oldugunda 2 da genellesmis anlamda
Uy = D%u oldugu goriiliir. Son olarak, lim |u, — ul,, , = 0 oldugundan WP (§2) uzay1

tamdir (Adams 2002, s. 60). m

Uyar1 3.1 Bundan sonra p nin tstel eslenigi p’ ile gosterilecektir:

oo, p=1
p = (pfl),1<p<oo

1, p=o0.

Riesz Gasterim Teoremi WP (Q) uzayina genigletilerek Wy " () nin duali D'(Q) nan bir
alt uzayr ile tanmamlanar. Eger 1 < p < oo ise WJ"P(Q) mn duali L' (Q) man daha zayf

bir norm gore tamlamage olarak ifade edilir (Adams 2002, s. 62).
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Tanim 3.4 (LP(Q™) Uzaywnan Duali) 1 < p < oo olmak tizere her L € (LP(Q™))" ne
karsilik bir tek v € LY (QU) varder 6yle ki her w € LP(Q™) igin

L(u) —/Q(m)u(x)v(:v)dx— Z / U () Vo (2)da = Z (Ugs Vo)

|| <m lo|<m

dur. Burada u, ve va; siraswla u ve v nin Q, ya kisitlamslaridur. Ustelik
23 (@) = o 27 (20|

dir. Boylece

(@)’ = 17 (@)

olur (Adams 2002, s. 62).

Tanim 3.5 (W™P(Q) Uzaymn Duali) 1 < p < oo olmak iizere her L € (W™P(Q))" i¢in

v e LY (Q™) elemanlar: vardur 6yle ki eger v nin Q, ya kisitlanasi v, ise her u € W™P(Q)

1¢In

Lu)= > (D",va) (3.4)
0<|a|<m

dur. Ayrica

| L (we(@))|| = in |

v; Lp/(Q(m))H = min ‘

MUWWW (3.5)

saglanir.  Burada minimum her v € W™P(Q) i¢in (3.4) esitligini saglayan tim v €
LP (™) Eiimesi tizerinden almir. Eger1 < p < oo ise (3.4) ve (8.5) esitliklerini saglayan
v € LP(QU) elemans tektir (Adams 2002, s. 62).

Tanim 3.6 (W, (Q) mn dual uzayr) WyP(Q) (1 < p < 00) uzayman duali W= (Q) ile
HY Q) wzayrmn duali ise H1(Q) ile gdsterilir. L*(2) uzaymman duali yine kendisi yani
L*(Q) ile tamamlamar. Ancak H(Q) uzayina duali ile tanamlayamayoruz. Burada asagidaki
kapsamalar saglanur

1

Hy(Q) C L*(Q) c HY(Q).

Bu kapsamalar stirekli ve yogundur. Eger ) bolgesi sinirly ise

2N

WWmCﬁch”WM@ﬁg

<p<oo,

olup bunlar siirekli ve yogun kapsamadir. Eger Q sinwrly degil ise ayni kapsamalar sadece

(]312) < p < 2 ig¢in gegerlidir (Brezis 2011, s. 291).
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Tanim 3.7 (Gommeler) X normlu uzayr Y normlu uzay i¢ine gomilmistir denir ve
X — Y ule gosterilir eger asagidaki kosullar saglanirsa

i) X, Y nin alt vektor uzaydr ve

i) [ X =Y, Vo € X i¢in [x = x 6zdeslik operatori sireklidir.

I lineer oldugundan (ii) kosulu
[z Y] < Mz X, € X

olacak sekilde M sabitinin varligina denktir (Adams 2002, s. 9).

Teorem 3.3 m negatif olmayan bir tam sayr ve 0 < v < A < 1 olsun. O zaman asagidak:

gommeler vardur:

crt (@) - Cm(Q), (3.6)
cm(Q) — 0™ (Q), (3.7)
cmA Q) — Cm(Q). (3.8)

cmH@) - o™ (@), (3.9)
cm (@) - 0™ (@) (3.10)

gommeleri vardur. Eger Q konveks ve sinarle ise (3.6) gommesi kompakttir ve X < 1 ise

(3.10) de kompakttir (Adams 2002, s. 11).

Uyar1 3.2 Sobolev uzaylarinin gémme ézellikleri analizde éozellikle de tirev ve integral o-
peratori ile ilgili calismalarda gereklidir. Sobolev uzaylar: i¢in en 6nemli gémme sonuglar:
Sobolev goémme teoremi ads altinda bir tek teorem olarak birlestirilmistir. Bu teoremin bir-
birinden farkh ispat yontemleri vardir. Gémme sonuclarimn bircogu, koni sartine cesitli
sekillerde saglayan 2 C R™ bolgeleri i¢in elde edilmistir. Baz gommeler daha gliclii
geometrik hipotezler gerektirir (Adams 2002, s. 79). Sobolev Gomme Teoremi W™P ()

uzayran asagidaki tipten Banach uzaylary i¢ine gommelerinin varhgine ifade eder:
i) W7(Q), j < m ve 6zel olarak L7 (Q),

ii) W (), 1 <k <n; Q Qile R* de k boyutlu bir diizlemin arakesitidir.
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iii) C% (Q), Q tizerinde j. mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilir, simrli fonksiyonlar uza-

yidir ve

normu ile verilir.

u, C% ()] = max sup |[Du (z)]

0<]a|<izeq

iv) ¢V (ﬁ) , {2 da j. mertebeye kadar diizgiin siirekli tiirevlenebilir sinirli fonksiyonlardan

olusan, C% () nin kapal alt uzayidir:

o: Y (ﬁ)“ = max sup |D% (z)|.

0<]a|<j 2z

v) CiA (ﬁ) , 2 da j. mertebeye kadar tiirevleri A\ ya gore Holder kosulunu saglayan
fonksiyonlardan olusan, C7 (ﬁ) nin kapal alt uzayidir. C7 (ﬁ) da norm

D¢ (z) — D¢ (y)

|z —y|

o: 7 @)1 = llos € ()| + max sup
zHy

ile verilir.

Teorem 3.4 (Sobolev Gomme Teoremi) 2, R™ de bir bolge ve Q, (1 < k < n) da Q
ile R™ de k boyutlu bir dizlemin ara kesiti olsun (k = n ise Q) = Q). Ayrica j > 0,

m > 1 tamsaylar ve 1 < p < oo olsun. Teoremin ifadesi ii¢ farkl durum i¢in verilecektir

(Adams 2002, s. 85).

1. Durum (2 boélgesinin koni sartin1 sagladigini farzedelim.

a) mp>nyadam=nvep=1ise

Witme (Q) — C4 (Q) (3.11)
dir. Diger taraftan 1 < k& < n ise

WITmP (Q) — WP (), p< q < o0 (3.12)
ve Ozel olarak

WP () — L1(Q), p<q < oo

dir.
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b) 1 <k <nvemp=n ise

WItmP(Q) — W (), p<q< oo (3.13)
ve Ozel olarak

WP () — L(Q), p<g<oo

dur.

c)mp<nven—mp<k<nyadap=1ven—m<k<nise

WP (Q) — W (), p < q < p* = kp/ (n — mp). (3.14)
Ozel olarak

WP (Q) — L1(Q), p<q<p"=np/(n—mp) (3.15)

dir.

2. Durum € kuvvetli local Lipschitz kogulunu saglasin. O zaman (3.11) gémmelerinin

Cfg (Q) hedef uzay1 daha kiigiik olan C” (ﬁ) uzay1 ile yer degistirebilir ve bu durumda

gommeler agagidaki formda ifade edilebilir: Eger mp > n > (m — 1) p ise

WAtmP (Q) — 92 (), 0< A< m — — (3.16)
p

ven=(m—1)pise
W™ (Q) — ¢ (Q), 0 <A < 1. (3.17)

Ayrican=m —1vep=11ise A =1 i¢in (3.17) saglanir.
3. Durum W uzay: ile Wy uzay1 yer degistirirse, 1. ve 2. durumlardaki gémiilmelerin

hepsi 2 keyfi bolgelerinde gecerlidir.

Tamim 3.8 (H*(Q) Uzaylar) H*(QY), kendisi ve k. mertebeye kadar tim genellesmis
tiirevleri Lo(2) ya ait olan tim fonksiyonlarin olugturdugu ciimledir. Bu ctimleye ait baz
onemli ozellikler asagida verilmistir (Mikhailov 1978, s. 121);

(a) H*(Q) lineer uzaydir ve HO(Q)) = Lo(Q),

(b) H*(Q), dizerinde tanamlanan

(flan)Hk(Q) - Z /QDaleaEdI

|| <k
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1¢ carprmana gore bir Hilbert uzaydr, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm

1/2

Wl = | S0 / D fP da

lal <k
bigimindedir,
(c) 00 € C* ise C®(Q) uzay, H*(Q) da her yerde yogundur,
(d) 00 € C* ise H*(Q) ayrilabilir uzaydr.

Tamm 3.9 (H*(Q) Uzayn) H*(Q), CF(Q) uzayna ait ve Q bélgesi ile OQ yiizeyinin bir
komsulugunun arakesitinde sifir olan tiim fonksiyonlarin olusturdugu ciimlenin kapanigidir

(Mikhailov 1978, s. 131).

Teorem 3.5 (Iz (Trace) Teoremi) Q swnarl bir bilge ve 9 € Ct olsun. Bu durumda

swnarly bir lineer
T: H(Q) — Ly(09)

operatori asaqdaki 6zellikleri saglar;
(a) Eger f € HY(Q)NC(Q) ise Tf = flaq,
(b) Her bir f € HY () icin 1T fllpy00) < C Il dor, burada C > 0 sayist sadece <2

ya bagh olup f den bagimsizdar.

T operatoriine iz operatdri, T f ye f fonksiyonunun O dizerindeki izi denir ve |T'f| 1, 50

£l 1, (00) ile ifade edilir (Evans 1997, s. 258).
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BOLUM 4

TERS VE KOTU KONULMUS PROBLEMLER

Denklem, bolge ve kosullar verildiginde, denklemi ve kosullar saglayan ¢oziimiin bulun-
mas1 problemine direkt problem denir. Pratikte kargilagilan 6yle problemler vardir ki
bunlarin ¢oziimleri icin ayrica ek bilgiye gerek duyulur. Verilen bu ek bilgiye giore prob-
lemdeki denklemin bir veya birka¢ katsayisinin veya sag tarafinin ya da sinir kogullarin-
dan bir veya birkacinin denklemin ¢6ziimii ile birlikte bulunmasi problemine ters problem
denir. Diferensiyel denklemler i¢in ters problemler teorisinin karakteristik ozelliklerinden

biri, bu problemlerin Hadamard anlaminda kotii konulmus olmalaridir.

Tanmim 4.1 (Hadamard anlaminda iyi konulmus problemler) Iyi konulmus problem tanima
20. yliziyphn baslarnda Fransiz matematikei J. S. Hadamard tarafindan verilmistir. U ve

F metrik uzaylar, A : U — F bir operator olmak tizere
Au=f (4.1)

denklemini ele alalim. (4.1) denkleminin asagidaki ézellikleri saglayan ¢ézimiinin bulun-
mast problemine (U, F') uzay ¢ifti i¢in Hadamard anlaminda iyi konulmug problem denir;
1. Her f € F i¢in U uzayinda problemin ¢ozimii vardar.

1. Problemin ¢oziimi U uzayinda tektir.

12.  Problemin kosullart F' uzayinda az degistiginde problemin ¢ozimii de U uzayinda
az degigir (kararlilik kosulu) (Lavrent’ev et al. 1986, s. 26). Bu sartlardan herhangi
birinin saglanmamasiy durumunda problem, (U, F') wzay ¢ifti i¢in Hadamard anlaminda
koti konulmus problem olarak adlandwrilir. Bir (Ui, Fy) wzay ¢ifti icin iyi, baska bir
(Us, F3) uzay ¢ifti icin koti konulmusg probleme (Us, Fy) uzay ¢ifti i¢in zayf kot konul-
mug problem denir. Tim uzay ¢iftlerinde kotii konulmus probleme kuvvetli koti konulmus

problem denir.

Hadamard’a gore kotii konulmus problemler, reel fiziksel anlami olan pratik olaylar:

tamimlamaz. Ciinkii pratikte her zaman kosullar belirli bir hata pay: ile verilir. Bu
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hatali kogsullar kullanilarak bulunan coziim, kesin ¢oziimden ¢ok farkli olabilir ve bu
da pratikte yanlis sonuglara gotiirebilir. Bu nedenle bircok matematikci onceleri sadece
Hadamard anlaminda iyi konulmus problemlerle ilgilenmisti. Ote yandan bircok pratik
problem de Hadamard anlaminda kotii konulmus problemlere doniiserek ister istemez
matematikcilerin karsisina ¢ikiyordu. Hadamard’in kendisinin ¢rnek olarak gosterdigi
kotii konulmug problem, asagida verilen Laplace denklemi i¢gin Cauchy problemidir, bu

da elektromanyetik alanlarin bulunmas: problemiyle ilgilidir.

Tanmim 4.2 (Tikhonov anlaminda iyi konulmus problemler) Ilk defa, bir Rus matematik¢i
olan A. N. Tikhonov, Hadamard anlaminda kéti konulmus problemlerin gerekliligini or-
taya koymustur. (4.1) denkleminin asagqidaki ozellikleri saglayan ¢ozimiinin bulunmas
problemine sarty iyi (dogru) konulmus problem veya Tikhonov anlaminda iyi konulmus
problem denir:

. U bir metrik uzay olmak tizere, problemin ¢oziimii var ve belirli bir M C U ciimlesine
asttir.

1. Problemin cozimii M de tektir.

11.  Problemin ¢oziimii M de kosullara stirekli bagimiidir, yani ¢éziimii M ciimlesinin
digina ¢ikarmayan kosullar F metrik uzayinda sonsuz kiiciik bir degisiklige ugradiklarinda
problemin ¢ézimi de U metrik uzayinda sonsuz kiigik degigir (Lavrent’ev et al. 1986, s.
27).

M ciimlesine problemin dogruluk ciimlesi denir ve M genellikle kompakt bir ciimle olarak

secilir.
Teorem 4.1 (A. N. Tikhonov) X, F' Banach uzaylar: olmak tizere,
A: X — F

lineer kompakt operator, M C X bir kompakt ciimle olsun. Eger x € X ve f € F olmak

lzere,
Az = f

denkleminin ¢ozimii tek ise bu ¢ozim M ciimlesinde f ye diizgiin olarak stirekli bagimiidar,

yani keyfi bir € > 0 i¢in dyle bir § (€) > 0 sayist varder ki
|Azy — Azs| < 6 ()
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ve Tr1,xy € M 1se
21 — wall <€
egitsizligi saglanwr (Tikhonov and Arsenin 1979).

Genel anlamda ters problemler, cevabin bilindigi halde, sorunun bilinmedigi ya da sonugla-
rin bilindigi halde sebebin bilinmedigi problemler olarak tanimlanabilir. Dogrudan eri-
silemeyen bir ¢evre hakkinda bilgi edinmek icin, bu bolgelerden gelen akustik, sismik ve
elektromanyetik isaretler 6zel algilayicilar yardimi ile degerlendirilir. Bu isaretler tizerinde
yapilan gelis zamani, gelig dogrultusu, genlik, faz/frekans, polarizasyon vb. olgiimlerden
elde edilen bilgilere gore cevrenin ilgi duyulan ozelliklerinin aragtirilmasi, bir ters prob-
lemin ortaya ¢gikmasina sebep olur. Bu nedenle ters problemler teorisi, uzaktan algilama
ve tahribatsiz degerlendirme dallarindaki caligmalarin teorik alt yapisini olugturmustur.
“Ters problem” ve “kotii konulmus problem” kavramlar: 20. yiizyilin ortalarindan bagla-
yarak modern bilimde her gecen giin daha popiiler hale gelmistir. Elli yili agkin bir
stiredir bu problemler iizerine yapilan calismalar sunu gostermistir: klasik matematigin
gesitli branglarinda (bilgisayar cebiri, diferensiyel ve integral denklemler, kismi diferen-
siyel denklemler, fonksiyonel analiz) ortaya gikan gok sayida karmagik (kararsiz ve genel-
likle lineer olmayan) problem ters veya kotii konulmus olarak simiflandirilabilir. Ters ve
kotii konulmug problemler ayni zamanda fizik, jeofizik, tip ve astronomi gibi matema-
tigin kullanildigi pek ¢ok sahada calisilmaya ve sistematik olarak uygulanmaya baglan-
mustir, ¢linkii bu problemlerin ¢oziimleri incelenen ortamin yogunluk ve dalga yayilim
hizi, elastisite parametreleri, iletkenlik, elektriksel ve manyetik gecirgenlik gibi 6nemli
ozelliklerini ve ayrica dogrudan erigilemeyen bolgelerde homojenligin bozuldugu nokta-
larin konumuna ve karakterine iligkin bilgileri vermektedir.

Matematiksel fizigin direkt problemlerinde arastirmacilar; sesin, sicakligin, sismik veya
elektromanyetik dalgalarin yayilimi gibi cesitli fiziksel olaylar1 ifade eden fonksiyonlar:
kesin veya yaklagik olarak bulmaya caligirlar. Bu problemlerde, ortamin 6zelliklerinin
(denklemin katsayilar ile ifade edilir), fiziksel siirecin baglangi¢ anindaki durumunun
(duragan olmayan hallerde), sinirda saglanan ozelliklerin (bolge sinirh ise ve/veya du-
ragan halde) bilindigi kabul edilmektedir. Bununla birlikte siklikla ortamin 6zelliklerinin
bilinmedigi durumlarla karsilagilmaktadir. Bu da direkt problemin ¢6ziimii hakkinda ver-

ilen bilgi yardimiyla ilgili denklemin katsayilarinin belirlenmesi ters probleminin ortaya
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cikmasina sebebiyet vermektedir. Ancak bu problemlerin bir ¢ogu koétii konulmustur
¢iinkii verilerdeki hatalara karsi ¢oziimlerinin kararsizligi s6z konusudur. Diger yandan
ters problemlerin ¢oziimleri ele alinan ortama dair 6nemli bilgiler verir, érnegin sicaklik,
potansiyel fark veya kirlilik ile ilgili bir arastirma s6z konusu ise ihlalin, bozulmanin veya

kaynagin yerinin, seklinin ve yapisinin belirlenmesine yardimci olur.

Giinlitk yasantimizda siklikla ters ve kotii konulmus problemlerle kargilagilmaktayiz ve
eger ruhsal ve fiziksel olarak saglikli durumdaysak genellikle bu problemleri hizli ve etkili
bir sekilde cozebilmekteyiz. Ornegin, gorsel algimizi ele alalm. Gozlerimizin belli bir
anda c¢evremizdeki sadece smirl sayidaki noktadan gorsel bilgi alabildigi bilinmektedir.
Peki bu durumda neden etrafimizdaki herseyi gorebildigimiz hissine kapiliyoruz? Hig
stiphesiz bunun nedeni kigisel bir bilgisayar gibi ¢alisarak belirli noktalardan alinan verileri
interpolasyon ve kestirim yaparak goriintiiyii tamamlayan beynimizdir. Bir cismin gercek
goriintiisiiniin belli sayidaki noktadan tatmin edici bir sekilde olugturulabilmesi icin bu
cismin daha énceden bizim tarafimizdan goriilmiis olmasi gerekir. Dolayisiyla bir nesnenin
ve gevresinin goriintiisiiniin olugturulmasi problemi kétii konulmusg bir problemdir (¢oziim
tek degil veya kararsiz), buna ragmen beynimiz oldukga hizli bir gekilde bu problemi
¢ozebilmektedir. Bunun nedeni beynin énceki genis tecriibelerini (a priori information)

kullanabilme yetenegidir (Kabanikhin 2008).

Ters ve kotii konulmus problemler teorisi bilimin ve teknolojinin hemen hemen tiim sa-
halarinda sikhikla kullamlmaktadir. Ozel olarak, fizik (astronomi, kuantum mekanigi,
akustik, elektrodinamik vb.), jeofizik (sismik ¢aligmalar, elektrik, manyetik ve gravimetrik
aragtirmalar, sondaj, manyetotelliirik 6lgiim vb.), tip (X-1511, NMR tomografi, ultrason
vb.), cevre (hava ve su kalitesinin aragtirilmasi, uzay gozlem vb.), ekonomi (optimal kon-

trol teorisi, finans matematigi vb.) bu alanlardan bazilaridir.

Ters problemleri simiflandirabilmek i¢in éncelikle direkt problemi tanimlamaliyiz. Matema-
tiksel fizikte bir direkt problem genellikle bazi fiziksel alanlarin, siireclerin veya olaylarin
(elektromanyetik, akustik, sismik, 1s1 vb.) modellenmesi problemidir. Bir direkt problemi
¢ozerken amag, belli bir anda bolgenin belli bir noktasindaki fiziksel alan1 veya siireci
ifade eden bir fonksiyonun bulunmasidir. O halde direkt problemin formiilasyonu; olayin

gerceklestigi bolgeyi, olayr modelleyen denklemi, baslangic ve siir kosullarin icerir.

Ornegin akustik denklem icin bir direkt baslangic-sinir deger problemi asagidaki gibi

verilebilir:

22



2 C R” bolgesinin siir1 I' = 0€2 olmak iizere

2 (z)uy = Au—Vinp(x).Vu+ h(z,t) (4.2)
denkleminin
U(ZE’O) ZQO(ZL‘), Uy (an) =¢($) (43)

baglangic kosullarini ve

o =) (1.4)
siir kogulunu saglayan u (z,t) ¢oziimiiniin bulunmasi problemi. Burada u (x,t) akustik
basing, ¢ (z) ortamdaki sesin hiz, p (z) ortamin yogunlugu ve h (z, t) de kaynak fonksiyon-
dur. Matematigin bir ¢ok direkt problemi gibi bu problemde iyi konulmug bir problemdir.
Diger taraftan ters problem, u (x,t) nin yam sira direkt problemin yukarida verilen for-
miilasyonunda yer alan bazi fonksiyonlarinda belirlenmesini icerir. Bu durumda bilin-

meyen fonksiyonlar1 bulmak igin direkt problemin ¢oziimii hakkinda ayrica bir ek bilgi

gerekir, ornegin

4.1 TERS PROBLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

4.1.1 Bilinmeyen Fonksiyona Gore Siniflandirma

(4.2)-(4.5) problemi eger baglangi¢ kogullarinin yani ¢ (x) ve 1 (z) fonksiyonlarinin bu-
lunmasi isteniyorsa geriye doniik (retrospektif) problem, sinir kogulundaki g (z,t) nin
bulunmasi isteniyorsa smir problemi olarak adlandirihr. Eger (4.3) baglangic kosullar:
bilinmiyor, diger yandan (4.5) ek bilgisi ve (4.4) simr kogulu € nin simirmin sadece bir
kisminda yani I'; C I' da veriliyor ve u (z,t) nin bulunmas: hedefleniyorsa (4.2)-(4.5)
problemine devam (continuation) problemi denir. Eger (4.2) denkleminde kaynagin yani
h (z,t) nin bulunmasi gerekiyorsa (4.2)-(4.5) ters problemine ters kaynak problemi, ¢ (x)
ve p(x) katsayilarinin belirlenmesi gerekiyor ise katsay1 ters problemi veya ters ortam
(medium) problemi adi verilir. Burada ifade etmek gerekir ki bu teori yeni ve hizl gelisen
bir alan oldugundan ters problemlerin siniflandirilmasi heniiz tamamlanmamigtir. Ayrica
hem baglangic hem de siir kosullarinin bilinmedigi ya da €2 boélgesinin veya bu bolgenin

sinirinin bir boliimiiniin bilinmedigi durumlar da mevcuttur (Kabanikhin 2008).
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4.1.2 Ek Bilgiye Go6re Smiflandirma

Pratikte bolgenin simirinda verilen (4.5) verisi 6lglim i¢in en uygun (ulagilabilir) olandir,

fakat bazi durumlarda 6lgiim aletleri incelenen bélgenin icine yerlestirilir:

U (T, t) = frn (B), m=1,2, ...,

bu da dahili (interior) bir problemi ortaya ¢ikarir. Optimal kontrol teorinin bir ¢ok

problemi gibi geriye doniik (retrospektif) ters problemler "son (final)" gozlem adi verilen

A

u(z, T)=f

ek bilgisi ile verilir. Ters sagilim problemi, u (z,t) = €' (r,w) harmonik saliniminin

oldugu durumlarda formiilize edilir ve X; gozlem noktalarnin kiimesi, {wq },.q da gozlem

frekanslarinin kiimesi olmak iizere ilgili ek bilgi, 6rnegin
u(z,wa) = f(z,0), 2 € X1, a €K,

seklinde verilir. Bazen ilgili diferensiyel operatoriin

AU =V npVU = \U

ozdegerleri ve 6zfonksiyonlarinin karakteristikleri verilir, bu tiir problemlerde ters spektral
problem olarak bilinir. Diger yandan bazi durumlarda, {x™} noktalarma yerlegtirilmis
yerel kaynaklardan iiretilen dalgalar i¢in {z;} noktalarima varig zamanina dair bilgiler

mevcut olabilmektedir:
T (2™ ) = f(atm,:ck), x, € Xq, 2™ € Xo.

Bu ek bilgi ile ¢(z) hizinin belirlenmesi problemi ters kinematik problem olarak isim-

lendirilir (Kabanikhin 2008).

4.1.3 Ornekler

Bu boliimde sunulan érnekler Kabanikhin (2008) in "Definitions and examples of inverse

and ill-posed problems" baglikli calismasindan derlenmistir.

Ornek 4.1 (Cebir, lineer cebirsel denklem sistemleri)
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Aq = f lineer cebirsel denklem sistemini diisiinelim. Burada A bir m x n matris, ¢ ve
f swrasiyla n ve m—boyutlu vektorlerdir. Kabul edelim ki rank(A) = min (m,n) olsun.
O halde m < n ic¢in sistemin bircok ¢oziimii olabilir, m > n igin ¢oziim olmayabilir ve
m = n i¢in sistemin tek ¢oziimii vardir. Son durumda bir A~! ters operatorii vardir ve
uzay sonlu boyutlu oldugundan bu operator sinirhdir. Boylece Hadamard anlaminda iyi
konulmusg problemin her ii¢ sart1 da saglanmig oldu.

Simdi A matrisinin dejenere olmadigi durumda, ¢oziimiin f de meydana gelen pertiir-
basyonlara kargi baghligim arastiracagiz. Ana denklem perturbe edilmis denklemden

cikarilirsa
Alg+dq)=[f+0f

yani Adq = §f elde edilirki buradan da dq = A7'5f ve ||dq|| < [|A7Y|||6f] bulunur.
Ayrica ||A|l |lg]l > || f]| dir. Sonug olarak, ¢tziimdeki relatif hata igin en iyi degerlendirme

l1ogll A f|a~ L0 o1l
Tall = 1/l
elde edilir ve bu da hatanin, matrisin gsart sayis1 olarak adlandirilan p (A) = || A|[||A7!||

sabiti tarafindan belirlendigini gosterir. Eger sart sayisi relatif olarak biiyiik ise sisteme
kotii sarth sistem denir. Dolayisi ile eger matris kotii sarth ise ilgili sistem her ne kadar
teorik olarak iyi konulmus ve [|[A™!|| < oo kararhlik sartim saglarsa da pratikte kararsiz

olarak degerlendirilebilir. Ornegin,

1 « 0 --- 0
01 a --- 0
000 - «
000 --- 1

matrisi yeterince biiyiik n ve |a| > 1 i¢in kotii sarthdir. Ciinkii ters matriste "' for-
munda elemanlar vardir. Pertiirbasyon durumunda, yukaridaki degerlendirme

loall 54 164]
T <+ >||A||/( ud )HAII)

]l
seklini alir (|[A7Y] [|6A] < 1).

Kabul edelim ki m = n ve det A = 0 olsun. Bu durumda sistemin ya ¢oziimii yoktur ya
da birden fazla ¢oziimii vardir. O halde Aq = f problemi dejenere A matrisi igin kotii

konulmustur.
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Ornek 4.2 (Analiz, tirev)

sin (nz)

Kabul edelim ki f (z) = ¢ (z) olsun ve f (z) in yerine f, (z) = f (z)+ fonksiyonu
bilinsin. Bu durumda ¢, (z) = ¢ (z) + \/ncos (nz) ve n — oo i¢in ||f — f.||o — 0 iken

l¢ = gnllo — oo olur.
Ornek 4.3 (Analiz, Fourier serileri)

Bir Fourier serisinin toplaminin hesaplanmasi problemi Fourier katsayilarindan bir ¢ (z)
fonksiyonunun bulunmasini ifade etmektedir. Bu problemin, toplamdaki sapmalar C'
metriginde degerlendirilirken, [, metriginde Fourier katsayilarindaki kiigiik sapmalara

kars1 kararsiz oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki
q(x) = Z fr cos kx
k=1

olsun ve ¢ (x) in f; Fourier katsayilarinda fo=fot % seklinde kiiciik sapmalar meydana

gelsin. Burada

olmak iizere [y metriginde yukarida verilen iki seri arasindaki fark

{Zm—fm} =E{Z%} =%

k=1

olup € — 0 i¢in sifira yaklagir. Bununla birlikte

cos kx

i

g(x) —glx) =)

farki istenildgi kadar biiyiitiilebilir ¢iinkii bu seri x = 0 i¢in raksaktir. O halde, eger seri-
lerin toplamindaki sapma C' metriginde degerlendirilirse, bu durumda Fourier serilerinin

toplami kararli olmaz.
Ornek 4.4 (Geometri)

Uzayda farkl acilardan aydinlatilabilen bir cisim diigiinelim. Bu cismin gekli biliniyorken
golgesinin geklinin bulunmasi problemi iyi konulmustur. Diger taraftan cismin gesitli diiz-
lemler iizerindeki izdiigiimlerinden (golgesinden), cismin seklinin belirlenmesi ters prob-

lemi sadece konveks cisimler i¢in iyi konulmustur, ¢iinkii konkav bir bolge agiktirki bu
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yolla belirlenemez. Boyle bir problem ilk defa ayin iizerine diisen gélgeden diinyanin sek-
linin kiiresel oldugu sonucuna varan Aristo tarafindan formiilize edilmis ve ¢oziilmiigtiir.
Acgiktir ki sadece ay yiizeyi tizerindeki golgesinden yararlanarak diinyanin seklinin belirlen-
mesi (projektif geometri) ters probleminin ¢oziimii tek degildir. Aristo, giinbatimindaki
ufuk cizgisinin diiz olmasina dayanarak diinyanin davul geklinde oldugunu ileri siiren-
lerin oldugunu soylemistir. Ancak kendisi diinyanin geklinin kiiresel olmasina delil olarak
iki gozlem (ters problem igin ek bilgi) ortaya koymusgtur: diinya yiizeyinin herhangi bir
noktasinda, yukaridan birakilan bir cisim asagiya dikey olarak diismektedir ve diinya
yiizeyinde hareket edildiginde gok haritasi degismektedir, 6rnegin, kuzeye ya da giineye
dogru uzun yolculuklar yapmamiz halinde geceleri gorebildigimiz takim yildizlarin ufuk-
tan olan yiikseklikleri (bulundugumuz enleme gore) artar ya da azalir veya ekvatorda du-
rup kuzeye dogru baktigimizda artik Kutup Yildizini ve iiyesi oldugu Ursa Minor (Kiigiik
Ay1) takim yildizin1 goremeyiz.

Ornek 4.5 (Diferensiyel denklemler)

Radyoaktif bozunma orani radyoaktif maddenin miktar: ile orantilidir. Burada ¢; oran
sabitine bozunma sabiti ad1 verilir. Radyoaktif bozunma siireci, u (¢) belli bir andaki ve
qo da baslangic anindaki radyoaktif madde miktarlari olmak iizere agagida verilmig olan

adi diferensiyel denklem igin bir Cauchy problemi ile ifade edilmektedir:

2—1; = —qu(t), t>0, (4.6)
u(0) = qo. (4.7)

Direkt problem: ¢o ve ¢; verildiginde u (¢) madde miktarinin zamana goére degisiminin

bulunmasidir. Bu problem iyi konulmug bir problemdir ve ¢oziimii de agik olarak
u(t) = qe ™, t >0

olarak elde edilir. Simdi kabul edelim ki ¢y ve ¢; bilinmesin ancak bazi ¢ degerleri icin
radyoaktif madde miktar1 u (t) 6lgiilebilsin.

Ters Problem: direkt problemin ¢oziimii hakkinda verilmis olan ek bilgiden u (t;) = fi,
(k = 1,2,...,N), (4.6) denklemindeki ¢; katsayismin ve ¢y (4.7) baglangic kosulunun

bulunmasidir.
Ornek 4.6 (Diferensiyel denklem sistemi)
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Bir kimyasal kinetik siireci, asagidaki lineer adi diferensiyel denklem sistemi icin bir

Cauchy probleminin ¢oziimiiyle verilir:

dui
w(0) = 7, i=1,..N. (4.9)

Burada w;(t), ¢t anindaki ¢. maddenin yogunlugudur. ¢;; sabit parametreleri . maddenin
yogunlugundaki degigsme oraninin bu siirecteki maddelerin yogunluguna gore degisim
oranini ifade eder.

Direkt problem: ¢;; parametreleri ve g; yogunlugu verildiginde baglangi¢ aninda w;(¢) nin
belirlenmesi problemidir.

Diger taraftan (4.8) diferensiyel denklemi igin bir ters problem; maddelerin w;(t) yogun-
luklar1 ¢ € [t;, 5] zaman periyodu igin 6lciildiigiinde yani verildiginde ¢;; parametrelerinin
bulunmasi problemi olarak verilebilir. Yani (4.8) sisteminin ¢tziimiinden bu sistemin kat-
sayilarinin bulunmasi problemidir. Bu ters problemin iki farkl versiyonu diisiiniilebilir.
Birinci versiyonda (4.9) baglangi¢ kogullar1 biliniyordur. Yani g; ler verilmistir. Yani
ilgili u;(t) goziimleri olgiilmiigtiir. Tkinci versiyonda g; ler bilinmiyordur ve g;; ile birlikte

belirlenmesi gerekir.
Ornek 4.7 (Ikinci mertebeden diferensiyel denklem,)

Birim kiitleye sahip bir pargacigin bir dogru boyunca hareket ettigini varsayalim. Bu
hareket zamana bagh bir ¢(¢) kuvveti tarafindan gergeklestirilsin. Eger parcacik x = 0
baslangic noktasinda ve ¢ = 0 anindaki hiz sifir ise bu durumda Newton kanunlarina gore

bu parcacigin hareketi bir u(t) fonksiyonu yardimiyla agagidaki Cauchy problemi ile ifade

edilir:

d?u

Sl ), telo,T 4.10

T gt0), te 0.7, (4.10)
d

u(0) =0, d—l‘(@) ~0. (4.11)

Burada u(t), t aninda parcacigin koordinatidir. Simdi kabul edelim ki ¢(¢) kuvveti bilin-
mesin fakat u(t) koordinati herhangi bir zamanda 6lgiilebilsin (veya [0, 7] araligidaki bir
noktada). Bu durumda u(t) den ¢(¢) nin bulunmasi bir ters problem olmug olur. Diger
bir deyigle (4.10) denkleminin sag tarafini (4.10)-(4.11) probleminin u(t) ¢dziimiinden

bulunmasi ters problemi karsimiza cikar.
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Simdi bu ters problemin kararsiz oldugunu ispatlayacagiz. Kabul edelim ki u(t) baz ¢(t)

ler i¢in direkt problemin bir ¢oziimii olsun. Bu ¢oziim i¢in asagidaki sapmalar1 diigiinelim:

un(t) = u(t) + % cos(nt).

Bu durumda sag taraf icin stz konusu sapmalar

qn(t) = q(t) — ncos(nt)

olur. Agikecasi, n — oo iken [lu — unllcp — 0 ve |[¢ = Gullopry — oo dir. Béylece
(4.10)-(4.11) lineer diferensiyel denkleminin sag tarafinin bulunmasi problemi kararsiz
olmus olur. Burada dikkat etmek gerekir ki eger her ¢ € [0, 7] i¢in u(t) degerleri verilirse

ters problem, iki kez tiirev alma islemine indirgenir.
Ornek 4.8 (Birinci cesit Fredholm integral denklemi)

Birinci gegit Fredholm integral denkleminin ¢oziilmesi problemini diisiinelim:

/ K(z,s)q(s)ds = f(z), c <z <d. (4.12)

Burada K(x,s) ¢ekirdek fonksiyonu ve f(x) verilmig olup ¢(s) nin bulunmasi istenmek-
tedir. Ayrica f(z) € Cle,d], q(s) € Cla,b] ve K(z,s), K,(z,s), Ks(x,s) fonksiyonlarinin
¢ <z <d,a<s<bdikdortgeninde siirekli oldugu kabul edilmektedir. (4.12) denklemi-
nin ¢oztimii problemi kotii konulmustur. Ciinkii ¢oziimler baz1 f(z) € C|e,d] fonksi-
yonlar1 icin var olmayabilir. Ornegin [c, d] de siirekli fakat tiirevlenemeyen f(x) fonksi-
yonu alalim. Boyle bir sag taraf igin denklem bir ¢(s) ¢oziimiine sahip olamaz. Ciinkii
K(x,s) gekirdegi igin verilen sartlar her ¢(s) siirekli fonksiyonu igin (4.12) denkleminin
sol tarafindaki integralin x parametresine gore diferensiyellenebilir olmasini gerektirmek-
tedir. Ayrica ¢oziimiin baglangic verisine siirekli bagimh olma gart1 (4.12) denklemi igin

saglanmaz.
Ornek 4.9 (Ikinci cesit Volterra integral denklemi)
Ikinci cesit Volterra integral denkleminin ¢oziilmesi problemini ele alalim:

/Or K(x,8)q(s)ds = f(x), 0 <z <1. (4.13)

Agiktir ki K = 1 igin problem (4.13), f () = q(w) tiirev alma islemine denktir. f, =

Coiﬁgm) dizisi problemin kararsiz oldugunu gésterir.
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Ornek 4.10 (Laplace denklemi i¢in Cauchy problemi)

Kabul edelim ki u = u(z,y) asagidaki problemin bir ¢tziimii olsun:

Au=0, z >0, y e R, (4.14)
u(0,y) = f(y), y € R, (4.15)
u(0,y) =0, y € R. (4.16)

f(y) verisi agagidaki gibi segilsin:

F() = u(0,5) = - sin(ny). (4.17)

Bu durumda (4.14)-(4.16) probleminin ¢tziimii

1
u(z,y) = - sin(ny)(e"™ + e "), Vn e N (4.18)

ile verimistir.

n — oo i¢in f(y) — 0 iken (4.18) ¢oziimiiniin degeri, her x > 0 sabiti ve yeterince
biiyiik n sayist icin, istenildigi kadar biiyiik yapilabilir. Bu yiizden C! veya W (I < oo)
uzaylarinda verilerde ortaya gikacak kiiciik degisiklikler ¢oziimde bagimsiz olarak biiyiik
degisikliklere yol agar ve bu da (4.14)-(4.16) probleminin k&tii konulmus oldugu anlamima
gelir.

Ornek 4.11 (Birinci mertebeden bir kismi diferensiyel denklem igin ters problem)

Her x € R igin ¢(z) siirekli ve ¢(x) de siirekli diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda

asagidaki Cauchy problemi iyi konulmugtur:
Uy — uy + q(x)u =0, (z,y) € R? (4.19)

u(z,0) = p(x), z € R. (4.20)

Problem (4.19), (4.20) nin ¢dziimii i¢in verilmis olan

u(0,y) = ¥(y), y€R

ek bilgisine gore ¢(z) in elde edilmesi ters problemini ele alalim. (4.19), (4.20) nin ¢dziimii

agagidaki formiille verilmigtir:

T

u(z, y) = oz + ) exp( / 2(O)E), (z.y) € 2. (4.21)

T+y
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(4.21) sart1

Y(y) = ¢(y) eXp(/ q(€)ds), y e R (4.22)

olmasini gerektirir. Boylece

1) y € Rigin ¢(y) ve 9 (y) siirekli tiirevlenebilir;

2920 > 0, € R 6(0) = 4(0)
sartlar1 ters problemin
O (4.23)

q(z) = —%[ nm],

¢oziimiiniin varhg igin gerek ve yeter kosuldur. Eger ¢(y) ve 1(y) sadece siirekli ise bu

durumda problem koétii konulmus olur.
Ornek 4.12 (Is1 denklemi i¢in ters zamanl Cauchy problemi-geri parabolik denklem)

Ters zamanli Cauchy problemi agagidaki gibi ifade edilir: u(z,t) fonksiyonu

Up = Ugg, O <z <7, t>0 (4.24)
denklemini ve

u(0,t) = u(m,t) =0, t >0 (4.25)

sinir sartlarini saglasin.

t =T > 0 sabit aninda, u(x,t) nin verilen degerlerine gore:

u(z,T) = f(z), 0 <z <m, (4.26)
t = 0 baglangi¢ aninda u(x,t) degerlerinin:

u(z,0) =¢q(z), 0 <z <mw (4.27)

belirlenmesi problemi. Bu problem (4.24)-(4.27) bagintilarini saglayan ¢(z) fonksiyonu
verildiginde u(x,t) fonksiyonunun bulunmasi probleminin tersidir. (4.24)-(4.27) direkt
probleminin ¢oziimii

o0

u(z,t) = Ze‘”thn sin nx (4.28)

n=1
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formundadir. Burada {¢,}, ¢(x) in Fourier katsayilaridir:

gn(T) = 2 /07T q(z) sin(nzx)dzx.

(e

(4.28) de t = T alinirsa

flz) = ie”gan sinnz, x € [0, 7] (4.29)
n=1

elde edilir ve bu da

Gn = fne"QT, n=12,...,

olmasini gerektirir. Burada {f,}, f(z) in Fourier katsayilardir. ¢(z) € L*(0, ) fonksiyo-
nu {g,} Fourier katsayilar ile tek tiirlii belirli oldugundan ters problemin L?(0, ) deki
¢oziimii tektir. Dikkat etmek gerekir ki (4.27) sart1 bir limit sart1 olarak

™

. . 2 _
Jim [ (e 1) — g@))*de = 0

saglanir. (4.24)-(4.26) ters problemi bir ¢oziime sahiptir ancak ve ancak

o0

fobeQ"zT < 0

n=1

saglamirsa. Agiktir ki f € L?(0, ) olan fonksiyonlar i¢in bu sart saglanmaz.

Ornek 4.13 (Isi iletim denklemi icin katsay ters problemi) Isv iletim denklemi igin
swar deger probleminin u(x,t) ¢ozimi, i¢i bog bir tipteki difizyon veya bir ¢ubuktaki

150 dagilime gibi bir ¢ok fiziksel olay tasvir eder:

cpuy = (kug)y —au+ f, 0<z<l, 0<t<T, (4.30)
w(0,t) — Mug(0,t) = py(t), 0 <t <T, (4.31)
u(l,t) — Aug(l,t) = py(t), 0 <t < T, (4.32)
u(z,0) = p(x), 0 <z <. (4.33)

Bu denklemdeki katsayilar ve sinir kosullar: ele alinan fiziksel olayin parametrelerini ifade
eder. (4.30)-(4.33) problemi eger bir ¢ubuktaki sicaklik dagulvmina ifade ediyorsa bu du-
rumda c ve k ¢cubugun yapisim karakterize eden 1s1 kapasite katsayist ve 151 iletim katsayust

olarak adlandvrilir. Bu durumda direkt problem bilinen c, p, k, o, f, A1, Ao, 1y, fy vE ©
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parametrelerinden bir t aninda ve bir x noktasinda teldeki 1sinin bulunmasing ifade etmek-
tedir (yani u(zx,t) fonksiyonunun bulunmasi). Simdi kabul edelim ki k = k (x) st iletim
katsayisy disindaki u(x,t) yi belirleyen biitin katsay ve fonksiyonlar bilinsin. Ayrica bir
xo i¢ noktasinda ¢ubugun wsisi olgilebilsin yani u(xo,t) = f(t), 0 < t < T wverilsin. Bu
durumda goyle bir ters problem ortaya ¢ikar: (4.30)-(4.33) de biitin fonksiyonlarin ve

f(t) fonksiyonun verilmesi sarty altinda k(x) s iletim katsayisina bulunuz.

Ornek 4.14 ( Ol¢iim verilerinin yorumlanmas: ) Duragan olmayan alanlar kaydetmekte
kullanilan bir ¢ok ol¢tiim aygitinan ¢aligmast séyle tasvir edilebilir: aygitin girigine bir q(t)
sinyali ulagir ve bir f(t) fonksiyonu ¢ikis olarak kaydedilir, en basit durumda q(t) ve f(t)

fonksiyonlary asagidaki formiille baglantilidar:

t

[t =ty = rte). (434)

0
Bu durumda g(t), aygitin etki tepki fonksiyonu olarak adlandvrilur. Teoride, girig 0 (t)

genellesmis fonksiyonu yant Dirac delta fonksiyonu

t

/ g(t — 7)s(t)dr = g(t)

oldugunda g(t) aygitin ¢ikige olur. Uygulamada g(t) fonksiyonunu elde etmek i¢in girig
olarak yeterince kisa ve glicli bir etki gerekmektedir. Sonug¢ olarak ortaya ¢ikan ¢ikis
fonksiyonu etki tepki fonksiyonunu temsil etmektedir. Bdylece 6l¢iim verilerinin yorum-
lanmasy problemi yani q(t) girig sinyalinin seklinin belirlenmesi (4.34) daki birinci tip
integral denkleminin ¢ozilmesine indirgenir. q(t) girig sinyaliyle f(t) ¢ikis fonksiyonu

arasindaki iliskt daha karigik da olabilir, lineer bir aygit i¢in bu iligk:

[t = £0

seklindedir. Diger taraftan q(t) ve f(t) arasindaki iliski lineer olmayabilir

/K(t,T,q)dT = f(t).

Bu model, alternatif elektromanyetik alanlarine ve strekli bir ortamdaki basing ve geri-
lim modlarma kaydeden aygitlarin, yerylizindeki titresimleri kaydeden sismograflarin ve

benzeri bircok aygitin ¢alisma sistemini tasvir eder.
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Ornek 4.15 Lineer kitii konulmus problemlerin en dnemli ve en genel érnegi Aq = f
denklemidir. Burada A : D(A) C Q — R(A) C F kompakt operator, Q ve F ayrilabilir
Hilbert uzaylaridir. {0y, u,,v,} tekil sistemi kullamlarak minimal normlu bir pseudo

¢oziim (sozde ¢oziim) olusturulabilir,

Gnp = ATf = Z <f;—un>vn-

on#0 n

Burada At, A kompakt lineer operatériiniin Moore-Penronse tersidir. Picard kriterine

gore

fe DA ZW’O#HQ<OO.

on#0 n
Bu sebeple Aq = f in ¢oziimii sadece f 6zel verisi i¢in var olabilir. Ayrica f, = \/onuy,
segilirse bu durumda g, = v,/\/0, ve Ag, = f, olur. Boylece n — oo igin f, — 0
fakat g, — oo olur. Kéti konulmuslugun derecesi o, \, 0 yakinsakhk oram, sarth karar-

Lk fonksiyonu, streklilik modiilii w(M, ) := sup{||q|| : ¢ € M, || Aq|| < 0} veya indeks

fonksiyonuyla verilir.

Uyar1 4.1 (4.34) denklemini ¢ozmek i¢in Fourier veya Laplace doniigimi uygulanabilir.

Kabul edelim ki (), q(A) ve f(N) swaswla g(t), q(t) ve f(t) nin Fourier déniistimlers

olsun:
3N = / Ng(t)dt, FN) = / Ng(t)dt, F() = / e F(1)dt.

Bu durumda konvoliisyon teoreminden

ve sonug olarak Fourier déniigimiinin tersi kullamilarak (4.84) denkleminin ¢ézimii

o(t) = % / MG\ A = % e”t%dk (4.35)

elde edilir. (4.35) formiiliine dayanan hesaplama yontemi kararsizdur. Clinki gindelik
uygulamalarda aygitin etki tepki fonksiyonunun Fourier donisimi olan g(\) fonksiyonu
A — 00 i¢in sifira gider. Bu olgiilen verilerdeki keyfi kii¢iik degisikliklerin q(t) ¢ozimiinde

cok biiyik degisikliklere yol agabilecegi anlamina gelir.
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Cizelge 4.1: Iyi ve kotii konulmus problemler (I) (Kabanikhin 2008).

Iyi konulmus problemler Kot konulmug problemler
Aritmetik
Kiigiik bir A sayisi ile carpim Kiiciik bir say1 ile bolme
Cebir
= A1 f
Bir matris ile carpma iglemi
A kotii sartli, dejenere
Ag=f .
veya m X n matristir.
Analiz
Integral Tiirev
fx) = f(0) + [y q (&) d¢ q(z) = f'(x)
Diferensiyel denklemler

Sturm-Liouville problemi

u' (z) — q(z)u(x) = Au(x) Ters Sturm-Liouville problemi
u(0) —hu' (0) =0 {Any |Jun||} yardimiyla g(z) bulunur
u(l)—hu'(1) =0

Integral geometri

J r(en) 4 (x,y)ds integralleri bulunur

z,y)ds = f(&,n) den ¢ bulunur

fFEn

Integral denklemler

2. tip Volterra ve Fredholm denklemleri

1. tip Volterra ve Fredholm denklemleri

)+ o K §)d¢ = f(x) Jo K(x,€)q(€)dé = f(x)
() + [, K( x,@q(adg = f(=) S K (@,)a(§)d¢ = f(x)
Aq = f operator denklemleri
A:D(A — R(A F
dm > 0;Vq € Q S (4)c
A kompakt lineer operator
m (g, q) < (Aq,q)

(singiiler degerli)
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Qizelge 4.2: Iyi ve kotii konulmus problemler (II) (Kabanikhin 2008).

Iyi konulmus problemler

Kotii konulmusg problemler

Eliptik denklemler

Au=0,z €
uly = g veya B2l = £
veya (au+ B%4)|. = h
Dirichlet veya Neumann problemi,

Robin problemi (kargik)

Au=0,z €
Cauchy problemi
Baslangi¢-sinir deger problemi

(I'y € T' = 09 alt s icin)

Parabolik

denklemler

uy = Au, t >0,z €
Cauchy problemi
uly—g = f(2)
Baslangi¢-sinir deger problemi
ul,_g =0

u|F = g(xat)

Ters zaman Cauchy problemi
(Geri parabolik)

—up = Au, t >0, x € Q)
ulyo=f
Baslangi¢-sinir deger problemi
(Sinirn bir kismindaki veriye gore)

uy = Au, = €

u|F1 =/ g_Z}Fl = f2

Hiperbolik denklemler

Cauchy problemi

Ut = AU, t>0
u|t:0 = (,O(x), ut‘t:() = ?/J(x)
Baslangi¢-sinir deger problemi

ulp =g

Dirichlet ve Neumann problemleri
Cauchy problemi
(Veriler zaman tipi uzayda veriliyor)
Uy = Au, © €

u|F1 = fl’ g_Z}I‘l = f?

Direkt problemler

Katsay1 ters problemleri

Uy = Au—q(z)u
uly_g = (), wl,_g = ()
u = Au—q(z)u
ul,g =0
V(g(z)Vu) =0, z € Q

ulp =g veya gif . = f

uy = Au—q(x)u
u|t:0 = @($)7 Ut|t:0 = ¢(I)
ulp = f, %‘r =9
u = Au —q(z)u
:O7u|1":f7 %‘F:g
V(g(z)Vu) =0

ulp =g ve g_Z‘r:f
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BOLUM 5

KINETIiK TEORIi

Bu boliim temel olarak Andreasson (2011) in "The Einstein-Vlasov system/kinetic the-

ory" baglikli calismasindan derlenmistir.

Genel rolativitede kinetik teori, son yillarda artan ilgiye ragmen fenomenolojik maddeyi
modellemek i¢in akigkan modellerine kiyasla daha az kullanilmigtir. Matematiksel bakis
acisindan bir kinetik modelin kullaniminin temel avantajlar1 vardir. Egik olmayan uzay-
zamanlarda (non-curved spacetimes) kinetik teori uzun yillar boyunca matematiksel olarak

yogun bir gekilde calisilmig ve miihendislik alanlarinda da ¢nemli bir yer edinmistir.

Kinetik teorinin amaci bir parcaciklar toplulugunun zaman evrimini modellemektir. Parca-
ciklar, fiziksel durumlara bagh olarak tamamen farkli nesneler olabilir. Ornegin notr
bir gazdaki pargaciklar; atomlar ve molekiiller, plazmadakiler ise elektronlar ve iyon-
lardir. Astrofizikte parcaciklar; yildizlar, galaksiler ve galaksi kiimeleridir. Parcacik
sistemlerinin matematiksel modelleri siklikla kinetik veya akiskan denklemleri ile tanim-
lanir. Kinetik teorinin karakteristik bir ¢zelligi, modelleri istatikseldir ve pargacik sis-
temleri f = f(t,z,p) yogunluk fonksiyonlar: ile tanimlanir. Bu fonksiyon, pargaciklarin
yogunlugunu verilen (¢,7) € R x R? uzay-zaman konumunda ve p € R?> momentumunda
temsil eder. Bu yogunluk fonksiyonu zengin bir bilgi icerir ve makroskopik nicelikler bu
fonksiyondan kolaylikla hesaplanir. Bir akigkan modelde, sistemi tanimlayan nicelikler
p momentumuna bagh degildir sadece (¢, x) uzay-zaman noktasma baghdir. Bir model
secimi genelde ilgilenilen sistemin fiziksel 6zelliklerine veya niimerik degerlendirmelere
gore yapilir. Cok saf bir akiskan modelin kabuk-kesen-tekilliklerin artmasina neden ola-
bilecegi unutulmamalidir ve bu da fiziksel bir durum degildir. Kinetik bir tanimlamada

ise boyle bir olgu kabul edilemez.

Sistemin zaman evrimi, fiziksel duruma bagl olarak parcaciklar arasindaki etkilegimle
tammlanir. Ornegin, notr bir gazin itici mekanizmasi; parcaciklar arasindaki carpismadir

(Boltzmann denklemleri). Bir plazma igin etkilegim, yiikler tarafindan olugturulan elek-
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tromanyetik alan iledir (Vlasov-Maxwell sistemi) ve astrofizikte etkilesim gravitasyoneldir
(Vlasov-Poisson sistemi ve Einstein-Vlasov sistemi). Tabii ki etkilegim islemlerinin kom-
binasyonlari da s6z konusu olabilir, fakat cogu durumda biri baskin olup zayif iglem ihmal

edilir.
5.1 ROLATIiVISTIiK BOLTZMANN DENKLEMIi

Minkowski uzay-zamani i¢inde nétr parcaciklar toplulugunu ele alalim. Metrigin isaretleri
(—,+,+,+) seklinde olsun. Bu béliimde biitiin parcaciklarin durgun kiitlelerinin m = 1
oldugunu varsayacagiz ve c 1sik hizin1 1 degerine normalize edecegiz. Her bir parcacik
i¢in dort-momentum p®, a = 0,1, 2, 3 seklinde gosterilir. Biitiin parcaciklar esit durgun
kiitleye sahip oldugundan, her bir parcacik i¢in dért-momentum kiitle kabuguna sinir-

landirilmistir, p®p, = —m? = —1. Dolayisiyla tic-momentum p € R3 ile gosterilir ve p?,

p® = (p°, p) seklinde yazilabilir. Burada p® = /1 + |p|2, p tig-momentumlu bir pargacigin
enerjisidir ve |p|, p nin olagan Oklid uzunlugudur. p momentumlu bir parcacigm rola-
tivistik hiz1 p ile gosterilir ve

p
1+1p

P (5.1)
|2
ile ifade edilir. Burada |p] < 1 = ¢ dir. Rélativistik Boltzmann denklemi bir parcacikl

dagilhim fonksiyonu f = f(¢,x, p) nin uzay-zaman davranigini modeller ve

(at v vx) = QU f) (5.2

Do

yapisina sahiptir. Burada rolativistik carpigma operatorii

at9) = [ [Ho0.0) [+ alp. g w)wgla - alpg.wye) - f@gl@) dudy (53)
R3 52
seklinde tammmlamir. Denklem (5.2) de ¢ = f dir. Burada dw, S? de yiizey alanm ele-
mamidir. k(p,q,w) ise etkilegim igleminde diferensiyel kesite bagh sacilma ¢ekirdegidir.
Rolativistik durumda diferensiyel kesit drnekleri igin (Cercignani and Kremer 2002) ve (de
Groot et al. 1980) galigmalarina bakilabilir. a(p, ¢, w) fonksiyonu ¢arpigma mekaniginden
kaynaklanir. Eger p ve ¢ momentumuna sahip iki parcacik, w € S? sacilma acisi ile elastik
olarak carpigirsa, momentumlar1 6rnegin p — p’ ve ¢ — ¢’ olarak degisir. p, q ve p/, q/

arasindaki iligki
P =p+a(p,q,w)w, ¢ = q— a(p,q, w)w (5.4)
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ile verilir. Burada

2(p° + ¢")p°(w - (¢ —p)

alp,gw) = (P°+¢°)? = (w- (p+4q)* (55)
Bu iligki dort-momentumun korumununun bir sonucudur:

pa+qa :pa/ +qa,

ya da esdeger olarak

P+ =p" +4", (5.6)
p+q=p +4q. (5.7)

Bunlar rolativistik parcacik dinamigi i¢in korunum denklemleridir. Klasik durumda ilgili
korunum denklemleri soyledir;

2

, (5.8)

! 2 /
pl* + 1o = || +|a
pta=p +q. (5.9)

a(p, ¢, w) fonksiyonu momentum uzaymda p ve p/ (q ve g/) arasindaki mesafeyi verir.

Rolativistik olmayan, Newtonian, klasik durumda ise benzer fonksiyon

acl(pa q, IU) =w- (q - p) (510>

yapisina sahiptir. Denklem (5.3) te a yerine a, yazarsak klasik Boltzmann garpisma ope-
ratoriinii elde ederiz (sagilma gekirdegini goz ardi edersek). (5.3) carpigma operatoriiniin
bagka gosterimleri de mevcuttur (Strain 2011). Rolativistik Boltzmann denkleminin klasik
¢oziimleri ¢ — oo i¢in caligilmigtir ve bu ¢oziimlerin limitinin klasik Boltzmann denklemini
sagladig: ispat edilmigtir.

Onceki calisma, baglangic verileri genel oldugundan, daha geneldir, digeri ise vakuma
yakin veriler ile ele alinmigtir. Sonraki sonu¢ daha giicliidiir ¢iinkii ¢ — oo igin s6z
konusu limitin zamana gore diizgiin oldugu gosterilmistir.

Klasik Boltzmann denklemlerinin ¢oziimlerinin varligina dair temel sonug, renormalize
¢oziimlerin varhgini ispatlayan Diperna and Lions (1989) ve Dudynski and Ekiel-Jezewska
(1992) tarafindan elde edilmistir. Klasik ¢oziimle ilgili olarak, Illner and Shinbrot (1984)
vakuma yakin baslangi¢ verileri i¢in rolativistik olmayan Boltzmann denkleminin global

¢oziimlerinin varligim gostermiglerdir. Glassey (2006) teknik bir ¢aligmada rolativistik
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durumda vakuma yakin veriler i¢in global varligi (existence) ispatlamigtir. Burada dife-
rensiyel kesit iizerinde sadece azalma ve integrallenebilme kosullarina ihtiyaci vardir. An-
cak bunlar fiziksel bakis acisindan tamamiyle tatmin edici degildir. Diferansiyel kesit
iizerine daha kisitlayict kesme (cut-off) kabulleri altinda Strain (2010) farkl bir ispat
yapmistir. Homojen rolativistik Boltzmann denklemi i¢in kiiciik baglangi¢ verilerine gore
global varlik teoremi, sinirh diferensiyel kesit varsayimi altinda Noutchegueme and Tet-
sadjio (2003) de gosterilmistir. Dengeye yakin baglangig verileri igin klasik ¢oziimlerin
global varligi Glassey and Strauss (1993) tarafindan diferensiyel kesitte bazi varsayimlar
kullanilarak ispatlanmigtir. Strain (2010) ise varligi “yumusak potansiyeller” durumunda
gostermigtir. Dengeye yakinsama oranlar1 Glassey and Strauss (1993) ve Strain (2010)
de verilmigtir. Rolativistik olmayan durumda, benzer sonuglar igin Ukai (1974), Shizuta
(1983), Nishida and Imai (1976) ¢alismalar1 6rnek olarak verilebilir.

Carpigma operatorii Q(f, g) su sekilde yazilabilir

Q(fvg) = QJr(fag) - Qi(fag)

Burada Q ve QQ sirasiyla kazang ve kayip terimleridir. Eger kayip terimi silinirse sadece
kazang terimli Boltzmann denklemi elde edilir. Yukarida bahsedilen, kiiciik veri kul-
lanilarak elde edilen sonugclar icin ispat metotlar: sadece-kazanc-terimli denklemler {izerine
yogunlagmigtir ve bunlar ¢oziildiigii zaman kayip terimini eklemek kolaydir. Andreasson
et al. (2004) de kazang terimli klasik ve rolativistik Boltzmann denklemlerinin trivial
verilerin kiiciik bir komsuluguna sinirlanmayan baslangic verileri i¢in patlama yaptig
(blow-up) gosterilmigtir. Dolayisiyla, eger simrlandirilmamig veri igin klasik ¢oziimlerin
global varliginin ispati verilecekse, bu durumda tam carpigsma operatoriinii kullanmak
gerekmektedir.

Kazang terimi, momentum degiskenine gore giizel bir regiilerlestirme 6zelligine sahiptir.
Genel olarak regiilerlestirme (regiilarizasyon) teorisi, ¢ziim kiimesinin simirlandirilarak
daha iyi bir ¢oziime ulasilabilecegi fikrine dayanir. Bu yaklagimda kotii konulmus prob-
lemleri ¢ozebilmek icin problemlere cesitli varsayimlar ve kisitlamalar eklenir. Ornegin en
kiiciik kareler metodu regiilarizasyonun ¢ok basit bir gekli olarak goriilebilir. Andreasson

(1996) da verilen f € L? (R?) ve g € L' (R?), f,g > 0 igin

|Q*(f, 9)||H1(Rg) <C ||f||L2(Rg) ||9||L1(Rg) (5.11)

oldugu, sacilma cekirdegi tizerindeki baz1 teknik gereklilikler altinda ispatlanmistir. Bu-

40



rada H?® Sobolev uzayidir. Bu regiilerlestirme sonucu klasik durum igin ilk olarak Lions
(1994) tarafindan ispatlanmigtir. Verilen ispat, Fourier integral operatorler teorisine, dur-
gun faz metoduna dayanir ve rolativistik durumda cok farkli olan carpigsma geometrisinin
dikkatli analizine ihtiya¢ duyar. Klasik ve rolativistik durumlarda basitlestirilmis ispatlar
Wennberg (1994, 1997) de verilmistir.

Regiilerlestirme teoreminin bir ¢ok uygulamasi vardir. Onemli bir uygulamasi, genis za-
manlarda ¢oziimlerin dengeye yakinsamasinin ispatidir. Daha agik olarak, Lions regiiler-
lestirme teoremini kullanarak periyodik siir kogullu klasik Boltzmann denkleminin ¢oziim-

lerinin, zaman sonsuza giderken L! de bir Maxwellian globaline
M = eolpP+Bp+y, a,VER, a>0,B3cR?

yakinsadigini ispat etmigtir. Bu sonug ilk olarak Arkeryd (1992) tarafindan standart
olmayan analiz kullanilarak elde edilmistir. Yakinsamanin, sonsuza giden bir zaman dizisi
boyunca olustugu unutulmamalidir. Diger taraftan burada limitin tek ve diziye bagh olup
olmadig1 bilinmemektedir. Rolativistik durumda, rolativistik Maxwellian’a yakinsama ile

ilgili benzer bir problem, Jiittner denge ¢oziimii,
J = e VIt o v e R 0 >0, BER3 vea > 18]

Glassey and Strauss (1993, 1995) tarafindan ¢aligilmigtir. Periyodik durumda, bir Jiit-
tner ¢oziimiine yakin baglangic verileri igin gegitli fonksiyon uzaylarinda yakinsakligi is-
patlamiglardir. Rolativistik kazang terimi icin regiilerlestirme teoremi elde edince, Lions
metodunu takip etmek ve keyfi baglangic verileri igin global Jiittner ¢oziimiine yakinsak-
lig1 ispatlamak kolay bir igtir. Ayrica Desvillettes and Villani (2005) rolativistik olmayan
durumda dengeye yakinsama oranini detayli olarak calismiglardir. Rélativistik durum
icin benzer bir caligma heniiz yapilmamigtir.

Minkowski uzayinda rolativistik Boltzmann denklemi {izerine daha fazla bilgi icin Cer-
cignani and Kremer (2002), de Groot et al.(1980), Glassey (1996), Synge (1957) ve rola-
tivistik olmayan durum igin Villani (2011), Glassey (1996), Cercignani et al. (1988) e
bakilabilir.

5.2 VLASOV-MAXWELL VE VLASOV-POISSON SISTEMLERI

Carpismalarin cok az ve etkilesimin sadece parcaciklarin yiikleriyle oldugu parcaciklar

toplulugundan olusan bir “carpigmasiz plazma”y1 ele alalim. Basitlik i¢in plazmanin tek
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cesit parcaciktan olustugunu varsayalim. Buna ragmen asagidaki sonuclar birkag cesit
parcacik tiirtinden olugan plazmalar i¢inde gecerlidir. Burada parcacik durgun kiitlesi ve
parcgacik yiikii bire normalize edilmistir. Kinetik ¢ercevede, carpismasiz plazmay1 model-

lemek i¢in en genel denklemler kiimesi, rolativistik Vlasov-Maxwell sistemidir:

Of +7-Vof + (E(t,x)+0 x B(t,x)) - Vof =0, (5.12)
OE+j=cVxB,V-E=p, (5.13)
B =—cV xE,V-B=0. (5.14)

Yurada verilen sistemde momentum igin p yerine v gosterimi kullanmilmigtir. E ve B

sirasiyla elektrik ve manyetik alanlar, v rolativistik hizdir,

7= ’ (5.15)

V14 ) /e

burada c 1g1k hizidir. Yiik yogunlugu g ve akim j

p—gﬂMj—/Ww (5.16)

]R3

ile verilir. (5.12) denklemi rolativistik Vlasov denklemidir, (5.13) ve (5.14) ise Maxwell
denklemleridir.

Kiiresel simetrik basglangi¢ verileri ele alindiginda 3-boyutta 6zel bir durum ortaya cikan
boyle veriler icin coziimiinde kiiresel simetrik olacagl gosterilebilir ve ayrica manyetik
alanda sabit olmak zorundadir. O halde V x E = —0,B Maxwell denklemi, elektrik
alaninin bir ¢ potansiyelinin gradyeni oldugunu ifade etmektedir. Dolayisiyla, kiiresel

simetrik durumda rolativistik Vlasov-Maxwell sistemi
Of+v-Vof +BE(t,x) - V,f=0, (5.17)

E =Y, Ap=p (5.18)

yapisini alir. Burada § = 1 ve sabit manyetik alan sifira egitlenmistir. Ciinkii sabit bir
manyetik alan bu durumda hicbir farkliliga sebep olmaz. Bu sistem herhangi bir simetri
kisitlamasi olmayan baslangic verisi i¢in anlamhdir ve rolativistik Vlasov-Poisson sistemi
olarak adlandirilir. Bagka bir 6zel durum ise (5.12), (5.13), (5.14) te ¢ — oo igin elde

edilen
Of+v-Vof +BE(t,x) - V,f=0, (5.19)
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E=V¢, Ad=p (5.20)

sistemidir. Burada f = 1 dir. Bu sonucun farkli bir versiyonu Schaeffer (1986) da
gosterilmigtir. Bu Vlasov-Poisson sistemidir ve § = 1 plazma durumunda itici kuvvetlere
kargilik gelir. 3 = —1 ise gekici kuvvetlere ve bu durumda Vlasov-Poisson sistemi Newton
oz-graviteli sistemi i¢in bir model olusturur.

Kinetik teorideki temel problemlerden biri, bir ¢carpismasiz gaz i¢cinde spontane sok olusum-
larinin ortaya cikip g¢ikmayacagidir. Diger bir deyisle, diizgiin basglangi¢ verileri igin,
yukaridaki denklemlerin ¢oziimlerinin her zaman diizgiin kalip kalmayacagidir.

Eger baslangic verisi kiigiik ise, yukaridaki biitiin durumlar i¢in bu problem olumlu bir
¢oziime sahiptir. Biiyiikliigii sinirli olmayan baslangic verileri i¢in durum biraz daha
karigiktir. Zamana ise global diizgiin ¢oziimler elde edebilmek icin asil mesele, momen-

tumlarin supportunu kontrol edebilmektir:
Q(t) :==sup {|v] : I(s,z) € [0,t] x R® f(s,z,v) # 0} ve (5.21)

Q(t) yi siirekli bir fonksiyonla sinirlandirarak, sonlu zamanda @(t) patlamasinin éniine
gecilebilir. Bu tiir bir kontrol, diizgiin ¢oziimlerin global varligini elde etmek icin yeter-
lidir. Tam 3-boyutlu rolativistik Vlasov-Maxwell sistemi igin, c¢oziimlerin her zaman
diizgiin kalip kalmayacag1 acik bir problemdir. Bu durumda global varlik i¢in farkli yeterli
bir kriter Pallard (2005) tarafindan verilmistir ve elektromanyetik alan igin Q(t) ye gore
yeni bir smir gosterilmistir. ki uzay ve tic momentum boyutlarinda, Glassey ve Schaeffer
(1997, 1998) Q(t) nin rolativistik Vlasov-Maxwell sistemi i¢in kontrol edilebilecegini ve
boylece bu durum igin diizgiin ¢oziimlerin global varligin1 gostermistir.

Rolativistik ve rolativistik olmayan Vlasov-Poisson denklemleri yap: olarak ¢ok benzer-
dirler. Ozellikle, her iki durumda da alan icin olan denklem 6zdestir. Ancak, bu iki
sistemle ilgili matematiksel sonuglar ¢ok farklidir. Rolativistik olmayan durumda, Batt
(1977) kiiresel simetrik veri igin olumlu bir ¢oziim elde etmigtir. Pfaffelmoser (1992) genel
diizgiin veri icin ispat yapan ilk kisidir. Ispatin basitlestirilmis bir versiyonu Schaeffer

1 91 tarafmdan verilmi tlI‘ Pfaffelmoser
9 $
Q) < C(1 4 t)Bio/ 1

sinirini elde etmigtir. Burada § > 0 keyfi olarak kiigiik alinabilir. Bu sinir sonradan farkl

yazarlar tarafindan gelistirilmigtir. § = 1 ve § = —1 i¢in gecerli olan en kesin siir, Horst
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(1993) tarafindan verilmigtir ve
Q(t) < C(1+1t)log(2+1)

seklindedir. Itici kuvvetler durumunda (3 = 1) Rein (1998), Vlasov-Poisson sistemi igin
yeni bir 6zdeglik kullanarak daha iyi bir degerlendirme elde etmistir. Bu 6zdeslik Illner
and Rein (1996) ve Perthame (1996) tarafindan birbirinden bagimsiz olarak bulunmusgtur.

Rein’ in degerlendirmesi
Qt) < C(1+1)s

seklindedir. Pfaffelmoserden bagimsiz olarak ve yaklagik ayni zamanda Lions and Pertha-
me (1991) global varhg ispatlamak igin farkli bir metot kullanmiglardir. Bu metot genel
olarak daha uygulanabilirdir. Andreasson (1997) ve Kunze and Rendall (2001) bu metot-
larin bagar ile uygulandigr 6rnek ¢alismalardir. Diger yandan, yukarida tamimlanan Q(t)
tizerinde giiglii caligmalarda degerlendirmeler vermez. Rolativistik Vlasov-Poisson denk-
lemi i¢in, Glassey and Schaeffer (1985) f = 1 durumunda, Batt’in yukarida bahsedilen
sonuca benzer sekilde eger veri kiiresel simetrik ise Q(t) nin, kontrol edilebilecegini goster-
mistir. Ayrica silindirik simetri durumunda da Q(t) nin kontrol edilebildigi gosterilmigtir.
Eger f = —1 ise Glassey and Schaeffer (1985) tarafindan negatif toplam enerjili kiiresel
simetrik veri igin sonlu zamanda patlamanin (blow-up) olustugu gosterilmisgtir. Daha
yeni olarak, Lemou et al. (2008) patlama ¢oziimiiniin yapisin aragtirmigtir. Patlamanin
ultra-rolativistik gravitasyonel Vlasov-Poisson sisteminin 6z-benzer ¢oziimii tarafindan
belirlendigini gostermiglerdir. Rolativistik Vlasov-Poisson sisteminin, Lorentz degismez-
ligine sahip olmadigindan fiziksel olmayan bir sistem oldugu unutulmamalidir. Bu sistem
bir klasik Galilei degismez alan denkleminden ve bir rolativistik transport denkleminden
(5.17) olusan hibrit bir yapidir. Ozel olarak 3 = —1 durumunda, Einstein-Vlasov sis-
teminin 6zel bir hali degildir. Denklem, 8 = 1 durumunda, sadece kiiresel simetrik veri
i¢in, temel bir fiziksel denklemdir. Yukarida bahsedilen sonuclarin hepsi klasik ¢oziim-
lerle ilgilidir. Zayif ¢oziimler i¢in durum farkhdir, 6zel olarak rolativistik Vlasov-Maxwell
sisteminin zayif ¢oziimlerinin varhigr bilinmektedir (DiPerna and Lions 1989).

Ayrica, hem carpismalar: hem de pargaciklar tarafindan olugturulan elektrik ve manyetik
alan1 hesaba katan modeller de aragtirilmaktadir. Vlasov-Maxwell-Boltzmann sistemi

i¢in bir Maxwellian yakimindaki klasik ¢oziimler Guo (2003) tarafindan da elde edilmistir.
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Vlasov-Maxwell-Landau sistemi i¢in benzer sonuglar bir Jiittner ¢oziimii yakininda Guo
and Strain (2004) tarafindan gosterilmistir.
Rolativistik Vlasov-Maxwell sistemi ve Vlasov-Poisson sistemi iizerine daha fazla bilgi

icin Glassey (1996) in kitabina ve Rein (2006) makalesine bakilabilir.

5.3 NORDSTROM-VLASOV SiSTEMi

Nordstrom yercekimi 1913’te tanmimlanan yercekimi teorisinin alternatifidir. Bu model
maddenin bir kinetik tanimiyla birlikte ele alindiginda Nordstrom-Vlasov sistemi elde
edilir. Nordstrom yercekiminde, ¢ skaler alani gravitasyonel alami asagidaki belirtilen

anlamda tamimlar. Nordstrom-Vlasov sistemi

dp

D2 — Npp = —e* f—, (5.22)
R[ 1+ [pl

Of +P- Vol = |00 +5- Vad)p+ L+ ) 5 V.0] - V,f =0 (5.23)

seklinde ifade edilir. Burada

b
1+ |p

p=
|2

p momentumlu bir pargacigin rolativistik hizini gosterir. Her bir pargacigin kiitlesi, grav-
itasyonel sabit ve 151k hiz1 bire normalize edilmigtir. Bu sistemin bir ¢oziimii (f, ¢) su

sekilde yorumlanir. Uzay-zaman konformal olarak-diiz metrikli
Guo = €*°diag(—1,1,1,1)

bir Lorentzian manifoldudur.

Bu metrikte, kiitle kabugunda tanimh f parcacik dagilimi

f(t,z,p) = f(t,z,e"p) (5.24)

seklinde verilir. Bu sistem ile ilgili ilk matematiksel ¢aligmas1 Calogera (2003) tarafin-
dan yapilmigtir ve statik ¢oziimlerin varligi ispatlanmigtir. Statik ¢oziimlerin kararlilig:
Calogero, Sanchez ve Soler tarafindan 2009 da aragtirilmistir. Yercekiminin Nordstrom-
Vlasov modeli fizigi dogru tanimlamamasina ragmen sistem klasik limitle Vlasov-Poisson

sistemine yaklagir. Aslinda, Calogero and Lee (2004) te 11k hiz1 sonsuza giderken,
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Nordstrom-Vlasov sisteminin ¢oziimii, Vlasov-Poisson sisteminin ¢oziimii gibi egilim gos-
terirler.

Cauchy problemi bir ¢ok kisgi tarafindan caligilmistir ve genel baglangic verisi i¢in klasik
¢oziimlerin global varligi problemi bir siire acik kalmigtir. Bu problem 2006 yilinda
Calogero tarafindan ¢oziilmiistiir. Nordstrom-Vlasov sistemi igin bagka ilging bir sonug da
Bauer et al. (2006) da verilmistir ve burada elektrodinamikteki dipol formiiliine benzer

bir radyasyon formiilii elde edilmistir.
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BOLUM 6
VLASOV-POISSON SISTEMI ICIN BAZI TERS PROBLEMLER
6.1 KINETIK DENKLEM iCiIN BiR TERS PROBLEM

Bu calismada duragan olmayan genel bir kinetik denklem icin bir ters problem ele ali-
nacaktir. Bu tiir problemler fiziksel olarak parcacik etkilesimlerinin, sagilim gistergelerinin,
radyasyon kaynaklarinin tespitini ve benzeri fiziksel parametrelerin bulunmasini icermek-
tedir.

Q, R**! (p > 1) Euclid uzayinda bir bslge olsun. (x,v,t) € Q degigkenleri igin z € D,
v € G, te(0,T)olup, burada D ve G, R" de simir1 C®’ten olan bélgelerdir. Bu boliimde,
Q) bolgesinde agagida verilmis olan kinetik denklemin ¢oziimiiniin tekligi arastirilacaktir:

= — — e / ’ r_ . N
Lu 5 +i:1 <U@axi+fzavi>+/GK(x,v,v)u(x,v,t)dv p(z,t) (6.1)

Bu denklem genel olarak; = konum, v hiz ve ¢t zaman degiskenlerinin uzayinda u(z, v, t)
parcacik yogunlugunu modelize etmektedir. (6.1) denkleminde p (x,t) bilinmeyen kaynak
fonksiyonu, K (x,v,v’) sacihm ¢ekirdegi olup x noktasinda v yoniinden v/ yoniine sagilan
parcaciklarin miktarim belirtmektedir, ayrica f = (fi,..., f,) de bir pargacik iizerine

etkiyen kuvvettir.

Problem 6.1 (6.1) denkleminden Q2 bolgesinde taniml u (z,v,t) ve p(x,t) fonksiyon-
larim, K (z,0,0"), f = (f1,..., fn) fonksiyonlarinan bilinmesi ve u (x,v,t) fonksiyonunun

bolgenin sinirinda 1zinin verilmest kosulu altinda bulalvm.

Problem 1 agir1 belirgin bir problemdir. Bu nedenle onun yerine agagidaki belirgin prob-

lem ele alinacaktir.

Problem 6.2 K (z,v,v"), f = (f1,..., fu) fonksiyonlari ve ayrica bélgenin sinirinda

u(z,v,t) fonksiyonunun izi verilsin:
ulag = Up, (6.2)
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ayrica p (z,v,t) fonksiyonu her n € C3° (2) igin

<p, Zn> =0 (6.3)

bagintisine saglasin. Buna gore (6.1) denkleminden Q  bélgesinde tanvml u (x,v,t) ve

p (z,v,t) fonksiyonlarinan belirlenmesi problemini ele alalvm. Burada,

~ "9

seklinde tanimily bir diferensiyel operatordiir.

Simdi ispatta kullanacagimiz baz gosterimleri tanitalim. Uciincii mertebeye kadar siirekli

tiirevlenebilir ve bolgenin sinirinda sifir olan reel degerli fonksiyonlarin kiimesi:

C2 = {p € C*(Q), plpq =0}

olmak {izere agagida verilen iki 6zellige sahip biitiin u fonksiyonlarmin kiimesini " (A) ile
gosterecegiz:

i.Her u € I' (A) i¢in bir F' € Ly () fonksiyonu vardir 6yle ki her ¢ € 58’ igin (u, A*p) =
(F, ) ve Au = F tir. Burada

i1 (91‘,81)2

Au = ELu, L=

ve A* da A nin Lagrange anlaminda eglenigidir.
ii. Bir {ux} C CN’30 dizisi vardir 6yle ki Lo (2) da k — oo igin uy — u ve (Auy, ug) —

(Au,u) olur.

Teorem 6.1 Kabul edelim ki f € C* (Q), K (z,v,v') € C*' (D x G x G) olsun ve asag-

daki esitsizlikler her & € R™ saglansin:

ittt > el
— 0T;
i,7=1
L
a1 — = > ay, Ly = 1hC, Iy = max max//Kf_ (z,v,0")dvdv" . (6.4)
2 1<i<n | 2eD ‘
G G

Burada oy, ao pozitif saylardir. Bu durumda Problem 2 en ¢ok bir (u,p) ¢ozimiine

sahiptir, dyle ki u € T'(A) ve p € Ly (Q) dir.
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Ispat. (u,p), Problem 2 nin bir ¢éziimii olsun &yle ki 9Q dau = 0 ve u € T' (A). Denklem
(6.1) ve (6.3) kosulu Au = 0 olmasim gerektirir. Diger taraftan u € I' (A) oldugundan
{up} C C? dizisi vardur, dyle ki Ly (Q) da k — oo iken uy — u ve (Auy, ug) — 0 dir. 99

siirinda u;, = 0 oldugu g6z 6niinde bulundurulursa,

- 0
i=1 ¢

elde edilir. En son esitligin sag tarafi i¢in agagidaki 6zdeglikler mevcuttur:

9 -
Z ox; 81}1 ) = Z (8:@) Z (’935] ov; 81)]

=1

r3 2 | Gudn] 3o 2 [Gudn) - L[]
g () * L (varan) X an (45 o)
) B ()£ 2 )
_”i:l 8(333- (fz?j: ng) +G/Km(as,v,v’)uk (z,0',t) dv’gzlz. (6.5)

Eger Q bolgesinin geometrisi ve 9§ sinirinda uy, = 0 sart1 dikkate alinirsa (6.5) ten

— (Aug, ug) = J (ug) (6.6)

elde edilir, burada

_ 1 8uk 8f, 8uk 8uk ’ ’ /%
J (ug) Z/ < ) Z . B, Do 81)] /Kvi(x,v,v)uk (x,v',t)dv . dsQ.
e

(6.7)
(6.7) deki iigiincii terim igin agagidaki degerlendirmeler yapilabilir:
QZ//K z, 0,0 Ju (z,0', 1) dv'uy, dQ2
i=1 Q
> —Z/ /Kvxvv Jug (2,0, t) dv')* + uj, | dQ
> L [ Ivan a0~ [ 9. a0, (6:5)
Q Q
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burada Iy = max {maxffo (x,v,v’)dvdv’}, Lo = [,C dir. Q bélgesi siirh ve 9
1<i<n | zeD GG !
iizerinde uy = 0 oldugundan, teoremin varsayimlar: ve (6.8) esitsizligi kullanilirsa:

1 L 1
J (ug,) > 5/|quk|2dQ+a1/|vvuk|2dQ—70/|Vvuk|2d9—§/|vxuk|2dﬂ
Q Q Q Q

> c/|uk|2dQ, c>0,
Q

bulunur. Burada V,u;, = (ukrl s kan) dir. T' (A) nin tanim gz éniinde bulundurulursa

c / u2d) < 0 esitsizligi elde edilir. Son olarak (6.1) denkleminden p (z,v,t) = 0 oldugu

Q
goriiliir. Boylelikle problemin ¢oziimiiniin tekligi ispatlanmig olur. m

6.2 VLASOV-POISSON SIiSTEMIi iCIN BiR BASLANGIC-NEUMANN
SINIR DEGER PROBLEMI

Oz uyumlu alan yaklagiminda diisiik yogunluklu plazmadaki elektronlarin ve iyonlarm

yogunluklarimin degigimi (evrimi) agagidaki Vlasov-Poisson sistemiyle ifade edilir:

ou~ 1 _ - -
St P Va) e (Vap, Vi) = g7 (@),
ou™

1
a0 g P Veu") — eV, Viu®) = g7 (@pi1),

— A p =4mp, p:/ (u+—u_)dp

n

Burada = = (21,...,2,) € D C R", p = (p1,...,0n) € R*, t > 0, V, ve V,, sirasiyla x
ve p ye gore gradyan (gradient) operatorleri; A, x e gore Laplace operatorii; (.,.), R”
de i¢ carpim, m_ ve m_ sirasiyla iyonlarin ve elektronlarin kiitlesi, e elektronun yiikii ve
(x,t) 6z uyumlu alanin potansiyeli; g—, g™ bazi fonksiyonlardir. Bundan sonra agagidaki

gosterimler kullanilacaktir

ov v 0%v

V¢ = 77,V = 77 Ui — 72 -
¢ ¢ 85 i 8@8%

ot

Vlasov-Poisson sistemi i¢in direkt Cauchy problemi iizerine pek ¢ok galisma yapilmigtir.
Zayif ¢oziimiin varhgma dair ilk galigma Arsen’ev (1975) tarafindan yapilmigtir. Daha
sonra 1977 de Batt, kiiresel simetrik veri icin global ¢oziimiin varligini ispatlamigtir. 1981
de Horst, bu global klasik coziilebilirligi silindirik simetrik veri icin genigletmistir. 1985

yilinda Bardos ve Degond global varlik teorimini "kiiciik" veri icin ispatlamistir. Son
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olarak 1989 yilinda Pfaffelmoser, varlik teoremini veri tizerinde kiigiikliik sart1 olmaksizin
ispatladi. Bundan sonra 1991 yilinda Horst, Lions ve Perthame tarafindan ayn teorem-
lerin daha basit ispatlar1 verilmistir. Son olarak da Hwang and Velazquez (2010) bu
konuda onemli sonuclar elde etmistir.

Diger taraftan, fiziksel énemine ragmen simir deger problemleri icin az sayida calisma
yapilmigtir. Zamandan bagimsiz Vlasov-Poisson sistemi bir boyutlu durumda Greengard
and Raviart (1990) tarafindan ele alinmigtar.

Yukarida bahsedilen biitiin ¢alismalar Vlasov-Poisson sistemi igin direkt problemler {ize-
rine yogunlagmistir, ters problem iizerine ise literatiirde ¢ok az sayida caligma vardir. Bu
boliimde boyle bir sistem igin baglangic-Neumann sinir deger problemine iligkin bir ters
problemin bazi sartlar altinda ¢oziimiiniin tekligi ve kararliligi arastirilacaktir. Vlasov-
Poisson sistemi igin bu tiir ters problemler ilk defa Amirov (2001) ve Golgeleyen and

Yamamoto (2014) de ele alimmigtir.

6.2.1 Ters Problemin ifadesi

Ik olarak

D={zeR":—a;<x;<a; a; >0, i=1,...,n}
ve

Q={(x,p,t):x €D, peR" te€(0,7T)}

bolgelerini ele alahm. Ayrica v, D bolgesinin dig birim normal vektoriinii gostersin. Ele
alinan sistemdeki fiziksel sabitlerin varligi 6nemli bir matematiksel sorun tegkil etmedigi
icin gosterimde kolaylig1 ve basitligi saglamak acisindan biitiin sabitleri bire normalize
ediyoruz.

Verilen g~ (x,p,t) ve g* (z,p,t) i¢in u™ (x,p,t), u™ (x,p,t) ve p(z,t) fonksiyonlar:

u; + <p, Vzu_> + <Vx901, Vpu_> + <V$<,0, Vpu2_> =0, (6.9)

uf + <p, V$u+> — <Vm<pl, Vpu+> — <Vzgp, Vpu;> =g, (6.10)
_ASD = 47Tpa p= fRn (qu - Ui) dp> (611)

denklemlerini,

u|,_,=ug, ut|,_, =ug, (6.12)
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baglangi¢ kosullarini,

0
o = o0, (6.13)
U loaDpx(0,1)

ut (z,p,t) = uF(x,p—2v{v,p),t), z €D (6.14)

sinir kogullarini saglasin.

Burada (6.14) kosulu aynasal yansima (specular reflection) 6zelligi olarak adlandirilir ve
fiziksel olarak bir kati cismin yiizeyinden parcaciklarin regiiler olarak yansima sgartim
ifade etmektedir. Diger bir ifade ile yiizeye dik olan momentum bilegeni bir parcacigin
kat1 cisimle carpismasi sonrasi sadece isaret degistirir. Diger taraftan tanjant komponenti
degismeden kalir. (6.13) sir sartinda ¢, fonksiyonu porzitif olarak alinacaktir. (6.9)-
(6.14) sistemi i¢in bir direkt problem, Hwang and Velazquez (2010) de ele alinmig ve

n = 3 i¢in smirli konveks bir bolgede problemin genel ¢oziimii aragtirilmigtir.

Problem 6.3 (Ters Problem) Yukarida verilen (6.9)-(6.14) bagintilaring ve

n 829+

; T 0, (6.15)
g (z.pt) = g"(x,p—2v(v,p),t), v €0D, (6.16)
u® (z,p,t) = 0, (z,p,t) € D x (R"\ G) x (0,T) (6.17)

sartlari saglayanu™ (z,p,t), ut (z,p,t), p(x,t) ve g" (z,p,t) fonksiyonlarimn u® (z,p,T),
x € D, peR" ek verisinden bulunmasi problemini ele alalim. Burada G, R"’ de Lebesque

olciilebilir bir kiimedir.

Ayrica (6.15) sartinin énemini burada vurgulamak gerekir. Bazi durumlarda bilinmeyen
g" (z,p,t) kaynak fonksiyonu izotropik olarak ortaya gikar yani p’ ye bagh olmaz ve bu
durumda (6.15) sart1 kendiliginden saglanmir. Bu ele alinan ters problemin agir1 belir-
gin olmasina sebep olur. Ters problemler teorisinde agir1 belirgin ters problem tanimi
soyle verilmektedir: eger verideki bagimsiz degiskenlerin sayis1 denklemdeki bilinmeyen
katsay1 veya sag taraftaki bilinmeyen fonksiyonun bagimsiz degisken sayisini asiyor ise
o zaman bu tiir ters problemlere asiri belirgin ters problem denir. Boyle problemlerin
tekligini ispatlamak belki basit olabilir fakat coziilebilirlik sartlarinin saglanmasi zordur
(Amirov 2001). Ayrica agir1 belirgin ters problemlerin ifadesi gerekli minimum bilgiden
daha fazlasini icerdigi i¢in uygulama acisindan da pek kullanigh degildir. Asir1 belirgin

problemin belirgin probleme indirgenme metodu Anikonov and Amirov (1983) tarafindan
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onerilmigtir ve bilinmeyen ¢g* (x, p, t) fonksiyonunun simifinin genisletilmesine dayanmak-
tadir. Bu metoda gore g* (x, p, t) fonksiyonu sadece x ve ¢t bagimsiz degiskenlerine bagh
degil, ayrica p yoniine de 6zel bir gekilde baghdir. Daha agik olarak ¢g* (x,p,t) nin p ye
baghlig keyfi degildir, yani g* (z, p, t) nin bir 6zel diferensiyel denklemi ((6.15) denklemi)
saglamasi gerekir ve bu sekilde yeni problem ¢g* (x, p,t) ile birlikte belirgin hale doniisiir.
Eger gt fonksiyonu g* (z,p,t) = g1 (x,t) + g2 (p, t) seklinde verilirse bu durumda (6.15)
kendiliginden saglanacaktir.

Bundan sonra

1
I = d
mesD/Dw *

olarak alinacak ve asagida verilen notasyonlar kullanilacaktir. 7,, 7, > 0 sabitlerini 6yle

secelim ki

[ wtide = ay [ =1 dn v e () (6.18)
[t = [ v v e i) (6.19)
esitsizlikleri saglansin. Ayrica 74, v, > 0 alalim oyle ki 6 = % — % > 0, 52—;1 < 7y, Ve

4 G)?
o > M, M? < # olsun. Bilinmeyen u~, u™, ¢ fonksiyonlar: i¢in asagidaki
2 3
sekilde bir A, ) kiimesi alalim

(u=,ut,p) € (C*Q)N H3(Q))? x C2(D x x[0,T));

Aa,M =
Vous|, [Vpud| <M, i=1,.m, X0 ¢, 66 < —alé]®, V6 € R

5 ve [ sabitlerini sirasiyla
1 — (T —t)M? > 0,

B(1—~5(T —t)M?) — 4wy, (mesG)* > 0

olacak sgekilde secelim. Son olarak (7" — t),

AT —1t)

<1
Vs 2

egitsizligini saglayacak sgekilde yeterince kiigiik olsun. Asagidaki teorem ters problemin

¢oziimiiniin tekligini ispatlamaktadir.

Teorem 6.2 Eger I = 0 ise ters problem en ¢ok bir (u™,u",p,97) € Ay x C? (ﬁ)

¢coziimiine sahiptir.
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Ispat. Kabul edelim ki (uy,uf,¢;,97) ve (us,u3, @, g5 ) problemin iki ¢oziimii olsun
oyle ki (u;,uf, ;) € Aam ve g € C*(Q), i =1,2. Eger u™ =u; —uy, u™ = uj —uf,

©=py—p, ve gt =gy — gi olarak almirsa (v, u™, ¢, g"),

u; +(p, Vou~ ) + (Vaopy, Vyu~ ) + (Vap, Vyuy ) =0, (6.20)
uf + (p, Vout) — (Vapy, Vyut) = (Vo Vyud ) = g7, (6.21)
—Ap=dmp, p= [p. (u" —u")dp (6.22)

denklem sistemini,

9

u|,_, =0, ut|,_ =0, ut =0,
=0 t=0 v
oD x(0,T)

t=T

~0 (6.23)
homojen baglangig sinir kogullarim saglar. (6.20) denklemi 25 (T' — t) u~ile carpilirsa
N2 - _ _ _
B(u) +26(T—t)2<pxi(u2)p,u +dy (u”) =0 (6.24)
i=1

elde edilir, burada

+B(T—=1)Y [ermi (u)’]

t=1
=i+ o+ J3

seklindedir. (6.21) denklemine,

Qiu; 0

= ' opi

operatorii uygulanirsa

n n n n
o3 | (o oo - Yo - o), )
j=1 i=1 i=1 =1

n
_ + +
= 2 Z Uz; Gp;
Jj=1

by
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bulunur. Diger taraftan

ZZU utp] = Z [(u;f] —|—u:r>p + (u;f]u]’;)t — (ufu;rj)x]] (6.25)
22292 U = Y {(piu;u;)ijr (pzu u;)gg

2,J=1 7,7=1

<pl + ;) ] (6.26)
Tj
22901% z] Ptpg - Z |:((‘01$ ;J ;)pj * <(p1$7u;rju:)pi

2,j=1 i,7=1

(Splaxq + +) ‘+golz7zju;u+‘| (627)

ozdeslikleri ve (6.15) kosulundan

n

‘qu+|2 - Z (1), i pz p; -2 Z ux gpxl plpj

4,j=1 3,7=1

DICHEPIETATS
= 22<u gp> ‘ (6.28)

elde edilir. Burada

i) = 3 () + (), (o))

J

j=1
+ Z (( x] ;r — Plra W zj ;)p - (Spll‘zuj?_]u;—g)p
7,7=1 J ¢
+ (pﬂﬁ‘ u+> (plu'f‘u'f‘) ) + Z (901:1:1 ;u;;)
i ij=1 i
i#]
9
B
j=1
dir. Eger (6.22) denklemi ¢ ile ¢arpilirsa
Vool + ds () = 47rs0/ (u* —u™)dp (6.29)

bulunur. Burada

n

ds (0) = =D (u,),,

=1
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olur. Ayrica

. 1
22, Qp” (12),, u_> = Vol — s M2 (u”)”,
i=1 5

n n

2 3 (2 (4),) = 2200 20 (12),,
J= =

i=1 j=1

1 2
< o Vo> + 74 |V.ut|” M?n,
3

47Tg0/ (u+ — u_) dp < 2_7r('02 + 27y, / (u+ — u_) dp
o V4 s
< ?Y—Ww —|—47rfy4mesG/ (( +)2 — (u’)2> dp,
Rn

(6.30)

(6.31)

(6.32)

degerlendirmeleri sirasiyla (6.24), (6.28) ve (6.29) de kullanilir ve A, s kiimesinin tanim

dikkate alinirsa asagidaki egitsizlikler elde edilir:

8 (w)* = B (T =) [Vl =258 (T =) 2% ()" s (u) <0

‘qu+|2 + |Vpu+{2 - i Vo> — v M?n ’qu+‘2

*i(w’( 2) ZZugp Fdi(u’) <0

]Vm<p|2 — 27—Hg02 = 47r’y4mesG/ (u+) + (u’)Q) dp+d; () <0.
4

(6.33), (6.34), (6.35) esitsizlikleri toplanir, 2 bolgesi iizerinde integral alinir ve

/ / (ujE (x,p', 15))2 dp’ | dpdxdt
Q

n

_ / / (u* (2,9, 1)) dpf / dpdadt
(0,T)xD

n Rn

= mesG/ (u* (m,p,t))zdpda:dt
Q

o6

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)



esitligi kullanilirsa

/Q (5 (1 — 75 (T —t) M2) — 47y, (mesG)z) (u‘)2 dQ
+ (1 —5M%n) /Q ‘qu+|2 dQ + (ay, — 4y, (mesG)Q) / (u+)2 a0

Q
1 2
+/<1—£(T—t)——) Vool d — 22 | p2d0
Q 73 Y4 Ja

- Z/ wtyy), do +/ (di (u7) +du (u?) +di () A2 < 0 (6.37)

esitsizliginin saglandigr goriiliir. Burada d2 = dpdxdt, p € R", x € D C R*, t > 0
olup (6.37) de ¢, fonksiyonunun pozitiflik sart1 kullamlmigtir. Simdi d; (uv™), do (u™) ve
ds (¢) terimlerinin her birinin 2 bolgesi iizerinde integrallerinin sifir oldugunu gostere-

lim. Bolgenin geometrisi ve (6.17) sart1 dikkate alindiginda 0G x D x (0,7 iizerinde
out  out

= — =0,7=1,...,n olacaktir. Bu nedenle € iizerinde integral alindiktan sonra

0, ot

Js, Iy, Iy, I5, I terimleri sifir olur. Diger taraftan (6.14) sartindan dolay1 u* fonksiyonlar

x; = *a;, i = 1,...,n. hiperdiizlemlerinde p; ye gore ¢ift fonksiyonlardir. Jo, I3, Ig, Iy
terimlerinin integrallerine Gauss-Green formiilii uygulanirsa bu integrallerin sifir oldugu
goriiliir ¢iinkii; x; = +a; hiperdiizleminde p; ye gore integrallerin her biri tek fonksiyon-
dur. Bu durumu daha agik olarak gérmek i¢in 6rnegin

n

18:Z<l + +)xj

j=1
terimini ele alalim. (6.14) sartina gore u;;j bir tek fonksiyon, ujt‘z ise bir ¢ift fonksiyondur.
Ayrica uguy ise x; = =+aj, j = 1,..,n hiperdiizlemlerinde p; ye gore tek fonksiyon
olacaktir. Bu durumda i # j igin pyu;, u;; fonksiyonu tek fonksiyon olur. Diger taraftan
1 = j iken I7 ve Ig den

i( + +>

i=1 " i

terimi elde edilir. Burada integraller ¢ifttir, fakat dy(u™) da bu terimler zit igaretlidir
bu da sonucun sifir olmasima sebep olur. Ayrica u*|,_, = 0, u™|,_, = 0 sartlarindan (2
iizerinde integralleri alindiginda J; ve I terimleri sifir olur. Son olarak 77 =0

U lopx(0,1)
siir kogulu ve (6.14), (6.16) sartlarindan

n

ds (0) = =Y (2,%9),,

=1
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ve

> (v55)

j=1 zj

terimleri (6.37) de sirasiyla integral alindiktan sonra sifir olur. Boylelikle (6.37) esitsizligi

2

[ 50587 =03 — a7, (s (1) a0

+ (1 — y5M%n) /Q Vo[ d + (a7, — 477, (mesG)’) /Q (u*)" a2

2
+ (5% - —”) /Q P2dQ < 0 (6.38)

Va

sekline indirgenir. A,y kiimesinin tamm dikkate alinirsa (6.38) esitsizligindeki her bir
integralin katsayisinin pozitif oldugu goriiliir bu da  bélgesinde u* (z,p,t) = ¢ (x,p,t) =
0 olmasim gerektrir. Son olarak, (6.10) denkleminden Q iizerinde ¢* (z,p,t) = 0 elde
edilir. Boylece ters problemin ¢oziimiiniin tekligi ispatlanmis olur. m

Teorem 6.2'nin ispatina benzer bir yolla verilen ek bilgiye gore, ele alinan ters problemin
¢oziimiiniin karalilig igin enerji tipi bir degerlendirme yapilabilir. Burada Lo (0, T; L?(D x
() uzaymin dualinin yine kendisi oldugu goz 6niinde bulundurarak H*(0,7T; L?(D x G)

uzaymm dualini (H'(0,T; L*(D x G))" ile gosterelim ve normu da

T
o] = ap b Heeod
(H(0,T;L2(Dx@))) pE(H(0,T;L2(DxG))) HuHﬂl(o,T;L?(DxG)

bi¢iminde tanimlayalim.
Kabul edelim ki (u,;,u;, @k,g;) , k=1,2, (6.9)-(6.17) sistemini saglasmn. Bu durumda

asagidaki teoremi ispatlayacagiz.
Teorem 6.3 Teorem 6.1 in sartlar altinda asagdaki esitsizlik saglanar:

Hu; - uf“Lz(o,T;Lz(DxG)) + Hué“ - ufHLg(O,T;Hl(DXG))

+ llog — 801HL2(0,T;H1(D)) + Hgg - gf—H(Hl(O,T;LQ(DXG)))'

< C (”g; o gl—HLz(O,T;LQ(DXG)) + H(u; o uir) ( "O)HLQ(DXG)
+ (w3 — i) (- "O)HHl(DxG) +{[(uz — i) '7T>HH1(DxG)> : (6.39)

Burada C > 0 olup M, T ve 2 ya baglidar.

+

Ispat. 1lk olarak, u™ = u; —uy, ub = wf —uf, o =y — @1, ¢ =95 — g1, 9" =

g;— _gf—, P = P2 — P1, UE = u2_(770) —U;(',',O), u;{ = U;(,,O) —UT(',',O) ve
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uf =uy (+,,T) —uf (+,+,T) alahm. Bu durumda

+ <p, Vmu_> + <Vm<,01, Vpu_> + <ng0, Vpu2_> = g, (6.40)
uf + <p, qu+> — <Vmg01, Vpu+> — <Vx<,0, Vpu;> = g7, (6.41)
—Ap =dnp, p= / (u+ — u_) dp, (6.42)
u|,_y =g, ut|_y=uy, ut|,_, =uf (6.43)
dp
ge —0 6.44)
v D% (0,T)) (

sistemi elde edilir. (6.40) denklemi 23 (T' — t) u~ ile garpilir ve (6.30), 2ab < a?/vg + v6b?

esitsizlikleri kullanilirsa

8+ (3T =0 ()), = BT =17l

5B (T — 1) M? (u™)? + dy (u™)

< WT7_6—t> () 4 BT~ t)vg (977 (6.45)

bulunur. Burada

d4(u)—i{(ﬁ(T—t)p@ ) +Z( _t%()g)m}

t=1
dir. Son egitsizlikte v4 y1 Oyle segelimki A; > 0 olsun. (6.45) esitsizliginin (2 {izerinde
integrali alinir ve (6.14), (6.17), (6.43) sartlar1 goz oniinde bulundurulursa

[ (5= s @ -0 ) () an— 250 -0 9.
/5 —t) 76 )2d9+/D GBT (ug)2dpdaz. (6.46)

oldugu goriiliir. Simdi

22 e 3192

=1

operatoriinii (6.41) denklemine uygulayalim. Eger (6.25)-(6.27) tzdeslikleri ve (6.31) esit-

sizligi kullanilirsa

‘quJr}Q + }Vpu+|2 — %Mzn ‘Vﬂﬁ}? + 3 M?n ‘unJr}Q
+2 (1, (11)7), 445 (u")
< —22 (u 9y, ) - Z <u+u;;]> (6.47)

Jj=1
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elde edilir. Burada

I G
(),
Tj

n
} : + o+ + o+ + o+
+ |:< iu:cju:ci - (plwiux‘jupi>p‘ - (('plxiuxjupj>p.
. 5 7

1,5=1
n
aFut ) — (ot Ths
—l—(pzux],upj) . (pzumiup) ] + E <<P1$iupiupj) |
T Tj i1 T
i#]

dir. Q iizerinde (6.47) esitsizliginin integrali alinip, (6.15),( 6.43) bagmtilarindan ve A, s

tanimindan faydalanilarak

/Q ((1 —73M"n) Wmu+|2 +o |VP“+‘2 a vig |Vx<,0|2> -

< %/ch ((qﬁ (:C,p,T)>2 S (RER? T)>2) dadp

n

L (o) s 5 )

bulunur. Diger taraftan (6.42) denklemi ¢ ile ¢arpilir ve (6.32) kullanilirsa
2 2T o N2 N2
Va|” — 7—g0 — 4my,mesG ((u )+ (u) ) dp + ds () <0 (6.49)
4
Rn

olur. Benzer sekilde (6.49) denkleminin § iizerinde integrali alimp (6.36) ve (6.44) kul-

lanilirsa

2
/(IVMI?— "~ Vo — 4y, (mesG)? (u)”
Q Y174

2

_dmyy (mesG) v u+}2 10
V2 8

(6.50)

IN
o
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esitsizligi elde edilir. Son olarak (6.46), (6.48) ve (6.50) esitsizlikleri toplanarak
T —
/ (ﬁ _ w — 33 (T — t) M? — 477y, (mesG)2> (u_)2 ds2
Q 6

+/Q ((1—73M2n |qu+‘2—|—( ) |V,ut] )

/(1——5( - - )\vx\dﬂ
Q Y3 Y174

/B (T —t)7 (g dQ+ gT dpdm
DxG

A () s )
A0 o

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

IN

T—t
At _5—6(7 )—75B(T_t)M2_47T’Y4(m€5G)2>
6
Ay :1—73M2n,
4
A3 1 = — T4 (mesG)?,
V2
1 1 2
Noso=1le BTt — -
s T3 V174

1
/\5 = min{)\l,)\g,)\g,)\4},/\6:maX{B(T—t)%,ﬁT,i}

olmak iizere

Xs ([lu™ 13, @ + Vet 120 + 190 0 + Va8 02200
< A <Hg_||iz(g) + ||ua||iz(D><G) +{|Vapug HLQ (DXG)
Vet I3, )

esitsizligi elde edelir. Ayrica (6.18)-(6.19) esitsizliklerinden

HU_H;(Q) + HU’LHZ(Q) + HvxaPquHiz + ||<P||iz (0,T5L(DxG)) T ||V$S0||i2(0,T;L2(D><G))
< (o ae + 140 s oney + 9ot oy Vet oncs)

oldugu goriiliir. Yani,

HU_Hig(O,T;Lg(DXG)) + ||U+HL2(O,T;H1(D><G) + H90||2Lz (0,T;HY(DXG))
< C(Il97 130 * 146 17 oy + V08 [ o

+[|Vapuf]];, (6.51)

DXG))
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elde edilir. Diger yandan (6.41) denkleminden

T T

/(g+>“)L2(DxG)dt = /(u:r’u)LQ(DxG)dt

0 0

+ (pa v$u+7M>L2(ng) dt

(vl‘gola vpu+7 /J’) L2(D><G) dt

+ (Vx@, va;r, M) L2(D><G) dt

_|_
O — g Ty T —

=K+ Ky + Kz + K4

yazilabilir. K, Ky, K3 ve K4 terimleri sirasiyla agagidaki gibi degerlendirilir:

T
/0 (u”, 'ut)LQ(DxG) dt

+ )(Uar, N(? "y T))LZ(DXG)‘

K < 1 T)

< Hu+HL2(0,T;L2(DxG)) ”Mt”Lg(o,T;Lz(DxG))
+ ||U;HL2(D><G) HM('7 ’T)H

+ ||US_HL2(D><G) HM('? K O)H

L2(DxG)

L2(DxG)

< C HMHHl(QT;LQ(DxG)) (HUJFHL%O,T;L?(DXG) + HUH‘L?(DxG) + ||u6r||L2(D><G))'

Son egitsizlikte iz teoreminden faydalanilmigtir:

”M()aO)H ||M(77T)|| < O“MHHl(O,T;L?(DXG))'

L2(Dx@Q) L2(DxG) —

G smirh bir bolge oldugundan

K, < H<p’vxu+>HL2(O,T;L2(D><G)) H/’LHLQ(O,T;LQ(DXG))

S C H <p7 vl‘u+> HLQ(O,T;Lz(DXG)) ||/’LHL2(O,T;L2(D><G))

elde edilir. Swrasiyla ¢, € C*(D x [0,T]) ve |V,uj | < M sartlar dikkate alindiginda

K; < H<V:r§01> VPU+>||L2(O,T;L2(D><G)) HMHL2(O,T;L2(DXG))
< C “vpu—'_}}L?(O,T;L?(DXG)) H“”LQ(O,T;LZ(DxG))

ve

K, < H<Vx§0> vpu;>HL2(O,T;L2(D><G)) H/’LHLQ(O,T;L2(DXG))
<

< C ||Va:S0||L2(o,T;L2(DxG)) ”MHL?(QT;LQ(DXG))
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oldugu goriiliir. Sonug olarak

o

+
HI(O,T;L2(D><G))>, S (O Hu HL2(0 THI(DXG ) ||V$SO||L2(O,T,L2(DXG))

+ H“THL2 (DXG) [ ug ||L2(D><G)> (6.52)

elde edilir. Burada C, bolgeye ve verilen fonksiyonlara bagl pozitif sabitlerdir. Dolayisiyla,
(6.51) egitsizliginden (6.39) egitsizligini elde etmis oluruz ki boylelikle ispat tamamlanir.

6.3 VLASOV-POISSON SiSTEMI iCiN BiR BASLANGIC-SINIR DEGER
PROBLEMI

Oldukca diisiik yogunluklu plazmayla dolu bir D C R™ bélgesini diigiinelim. Vlasov’'un
onerdigi plazma modelinde iyonlar ve elektronlar i¢in dagilim fonksiyonlar1 asagidaki sis-

temi saglar (Samarskii, 1980):

+ _ u™* 1 + + +
But = — 4+ — (p,Vou") Fe(Vop, Vyu') = g= (2,p.1),
ot m4
—Ap = Admp, p:/(u+—u) dp. (6.53)

RTL
Burada z € D, p € R", t > 0, v (u™) faz uzaymdaki iyonlarin (elektronlarin) dagilim
fonksiyonu, m, (m_) iyon (elektron) kiitlesi, e elektron yiikii ve ¢ elektrik alan potan-

siyelidir. Agagidaki ters problemin ¢oziilebilirligini aragtiracagiz.

Problem 6.4 Q = {(z,p,t):x € D, peR", t€ (0,T)} bolgesinde tanimlanan (6.53)

bagintilariny ve

ut log=ug, loDx(0.1)= ¥o (6.54)

+

sartlaring saglayan u™, g, @ fonksiyonlarimin bulunmast problemini ele alalim. Burada

g~ fonksiyonu

Z 0:161 = (6.55)

diferensiyel denklemini saglamaktadir ve ayrica (6.53) de g bilinen bir fonksiyondur.

Y1572, Y5 > 0 sayilarini sirasiyla asagidaki esitsizlikler saglanacak sekilde segelim:
/ @;zzldx = 71/ SOdev v‘tp € H (D)v
D D
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87 /vy < V1,
/ o2 dG > 73/ ©*dG, Vo € H (D).
G D

Burada G C R", Lebesgue olciilebilir simrli bir kiimedir. Ayrica o > 47y, /75, M <

m_ne/32 ve R, asagidaki 6zellikleri saglayan (u™, ) nin olusturdugu bir kiime olsun:
ut € C*(Q)NH2(Q), ¢ e C?*D;
|V ut| < M, }Vpu;i‘ <M, p¢ G iginu* = 0;

VEER", > 0,88 > al¢l’.

ij=1

Son olarak,
L(T —t) M?ey, >0

B (1=, (T —t)eM?) — dmy,emesG > 0

esitsizlikleri saglanacak sekilde v, ve /3 sabitlerini segelim. Ayrica (T —t), (T —t) /vy, <
3/8 olacak sekilde yeterince kiigiik olsun.

Teorem 6.4 Yukarida belirtilen kosular altinda (6.53) in en ¢ok bir (u™, v, g~) ¢oziimii
vardar, dyle ki; (u®, @) € Ram ve g~ € C*(Q) dor-

Ispat. (uf, ¢y, 97) ve (uy, ¥s, 95 ), (6.53)-(6.55) sistemini saglayan iki vektor fonksiyonu

olsun dyle ki (u;", ;) € Raar ve gi7 € C*(Q) i = 1,2. Bger u* = uy —ui, ¢ = 05— ¢
ve g~ = g, — ¢g; olarak alinirsa
é‘ﬂl + auiﬁ L v + \v4 \v4 +\ _ +
+ U = + <p’ $U1>:F€< z¥1s Pu1>_gl (flf,p,t),
ot m4
(92 E = 8U§t 1 + +\ _ +
+ U2 - at +— <p7 VIUZ > +e€ <v$9027vpu2 > - g2 (.f,p,t)
my
ve
ouy  Oui 1
(20 — (0 uf = (9_152 - 8_751 + p— ((p, qu§t> —(p, quli>)
+€ <ng01,vpu§t>
olup
ou*

1
ot + — <p, qui> +e <Vg,-<,01, vpui> T e(Vayp, Vpu2> - gi
m4
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denklemi elde edilir. O halde (u*, ¢, g~) fonksiyonlar
lilui Fe <Vx90, vpu§t> = 917

—Ap =dmp, p= / (u" —u7)dp, g* =0,
RTL

sistemini ve (6.54) sartinin homojen versiyonunu saglar.

operatorii uygulanirsa

u~ fonksiyonu igin (6.56) denklemine 2 ) u;iai
j=1 Di

_ Zi:u;jut_pj—{—iu;j% (m sz >+Zu ( ngm pl)
+Z%f( Z% m)

= Zu Ui, +Z Uy, — Za (pous, +Zuxjeza (©10,,)
+ Z%QZ a—pi (2:t12,)

= Z“ Uip, +Z xjm [8%] (pz')u;eriaip (u;)}

J

n B n D) 9 )
+ Z um]-e Z |:a_p] ((plxl) Up, + golxza_pj (upl):|

j=1 i=1
+ Z Uy, € Z [% (prz) Usgp; + Spﬂfia_p (u2pi>:|
j=1 i=1 J J

- Z Uy U, Z U Y T Z Uy ™ Zpiuxipj
7=1 7=1 7j=1 =1
n n n n
+ E :uzje § Spla;iupipj + E uzje E gpxiu2p¢pj
j=1 i=1 j=1 i=1
2 1 <&
= E Uy Uy, + — g (u%) + e E Uy Pillap;

Jj=1 ,5=1

+e § U (pl:):I DiP;j te E :U 90% szpj

2,7=1 2,j=1

saglanir. Diger taraftan herhangi a (x,y, 2), u (z,y, z) fonksiyonlar1 igin
2au,ty, = (auguy), + (auwuz)y — (auyu,), — augzu,

=y Ug Uy + QpUy Uy,
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(6.57)



formiilii kullanilarak

2Dty Uy, = (piuxjuxi)pj + (piuxjupj)xi - (piumum>xj7 (i # J)

2pitiy Uy, = 2 (pjugcj U) + (pjumj upj) (pg Ug, pj)
Pj zj Tj
Djaj Uy Uy — PjajUzjUpj + PjajUajUpj
o ’ —92 _ ) .
- (p]uz] )pj u.z‘j ) (Z - .])

2(20130 zj pqp] = (90150 zJ Up, >pj + <()0le r] p >pi - (wlxzu;uzjj)x

J

+(p1$i$jupiupj

ozdegliklikleri yazilabilir. O halde

n - - 1 n
2 ", up, + \V | +—Z {(pz u,, w),) + (p, Uy py)
j=1

i,j=1 I o
7

o R~ \2 _
B (p““p)] * m_z {pﬂ‘ (“>p a “%‘2}
J j=1

J

n
+e Z |i(901x x] pl)p + <901;rZ x] p )p~ - (901%7]’1;“1;)
] 7

1,j=1

o (soleupium)}

J
+2e 2 :uzjgpxiuapipj

ij=1

— i |qu— ‘2 +e Z golmju;iu;j + 2e Z U;]-S%iuz_pz‘pj +dive =0

i,j=1 ,j=1

elde edilir, burada

divu~ = Z (pzu Uy, + Plra; U x] p) + <g0$z Uy Up, ) + <pz U pz)
ij=1 & P "
(st + eraty)+ Z ), + (0 )1 = (0 )

dir. Simdi u™ fonksiyonu igin (6.56) de verilen denklemi 23 (T — t) u™ ile ¢arpalim;

1 n n n

+ } : + } : + } : +

Uy + — plurl —¢€ Spl:ciupi — € (pxiu2pi
Mt = ‘ ‘

28(T —t)utu +28(T —t)u —szum —28(T —t)u 62@1@ Up,

26(T —t)u" =g",

—26(T —t)u engmzum =
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ve dolayisiyla
/1
(50— 0 @)?), +5 ()" + ; (o 0) e (o 0797),
—28(T —t)u ez P, Uy, =
bulunur. Boylelikle

B (u+)2 —26(T —t)e Z gomiu;piqu +divut =0, (6.59)

=1

divut = (ﬁ (T —1t) (u+)2) t+ i mLJr (pz' (u+)2)xi —e (Sﬁlazi (U+)2)

yazilabilir. Diger taraftan (6.57) denklemini ¢ ile ¢arparsak, agik olarak

pi

—pAp =4rpp = 47730/ (u+ — u_) dp,

n

—0 (Parey + Papay + oo+ Paa) = 4%90/ (v —u™)dp,
- Z SOSOIZIZ = 477—90/ (U+ - U_) dpa
_Z e +Z ©a,) :47rg0/ (ut —u™)dp

oldugu goriiliir. Yani

n

IVao]” + dive = 47Tgoe/ (ut —u")dp, divep =— Z (cpxigo)wi (6.60)

R i=1

denklemi bulunur. Ayrica

a2
2ab < a®+ 12, 2ab<—+8b2

2
)2 < IRl /f S/F@/@
Rn R

esitsizlikleri kullanilarak asagidaki degerlendirme yapilabilir:

N

47T<pe/ (uJr — uf) dp < 2—7T<p26 + 27my,e / (u+ — u*) dp

Yo
R’Il n

2
—Wgoze + 27T’72m68G/ (u+ — u_) dp.
2

n

IN
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Burada (6.36) esitliginden

2
47Tg06/ (u+ — u_) dp < —W(p2€ + 47r72mesG/ (u+)2 — (u_)2 dp
V2
R" R"

yazilir. Diger taraftan
i=1 j=1 j=1 i=1
2 — —
<e Z ggoxj + Z 8e (Z umiumpj>
7=1 7=1 1=1

n n 2
. e 2 _
8 Vel + Z 8e <Z udfj“%mj)

j=1 i=1

n n

o |

=1 i=1

< Vaip|” + 32¢ ‘qu*}Z i (u2pipj>2 (6.61)

ij=1

|

oldugu goriiliir. (6.58)-(6.60) denklemleri toplanirsa

i |V$u_‘2 + ea |Vpu_’2 — g Vao|> — 32 ‘Vzu_}z Z (u;ipj>2

ij—1
V.|

V4

2T 4

- 74M2(u+)2> + Vol — e
2

+8 (u) =B (T —t)e (
—47r’y2mesG/ ((u+)2 — (u’)2> dp + divut +dive™ +dive <0
]Rn
olur. Yani
1
B ‘Vx@ﬁ + [5(1 — 74 (T — 1) eMQ) - 4772m€3G] (u+)2

1 4
+—— —32eM?n ‘qu_}Q +e(a — 7T—72)(1[)2 +divut +dive” +divp <0 (6.62)
m_ 3

esitsizligine ulagihir. Q fizerinde (6.62) esitsizliginin integrali alindiginda ¢ = u* = 0 ve

(6.53) ten g~ = 0 elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmg olur. =
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