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Bu tezde, lineer olmayan bazi ikinci dereceden aasly fark denklemlerinin ¢ézimlerinin

asimptotik davraglari ve trichotomy karakteri incelengtir.
Bu tez dort bélimden ojmaktadir.

Birinci bélimde, tez boyunca gerekli olan bazi tetaeimlar ve teoremler verilrtir.
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OZET (devam ediyor)

a+PBxp+yxn—1

e ikinci dereceden rasyonel fark denkleminin
n

Doérdunct  bolumde,x,, ., =
c6zumlerinin periyodikfii, yakinsaklik davragi, kararhlgl ve sinirlilgl incelenmgtir. Ayrica,

+BXn Y Xny e . .
X yq = LBtV £0 0 denkleminin gdzumlerinin trichotomy karaktérsaslayan durumlar
n+1 A+xp

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemleri, sinirlilik, denge noktasi, khh&; lokal asimptotik

kararhlik, global asimpkokararlilik.

Bilim Kodu: 403.03.01



ABSTRACT

M. Sc. Thesis

ON THE BEHAVIOUR OF THE SOLUTIONS OF NONLINEAR DIFF ERENCE
EQUATIONS

Yal¢in GIRGIN
Bilent Ecevit University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Thesis Advisor: Asst. Prof. Melih GOCEN
June 2015, 65 Pages

In this thesis, we investigate the asymptotic b&hag and thricotomy character of solutions

of some nonlinear second order rational differezmeations.

This thesis consists of four chapters.

In Chapter 1, we give some basic definitions amedtbms needed through out this thesis.

In Chapter 2, we investigate the asymptotic behawdbthe difference equations,; = Z’i”;
_ atyxn_
andx, ., = Sy

In Chapter 3, we show the periodicity, stabilityddoundedness of solutions of the recursive

axn+Bxn—1

sequencey, ., = — "=



ABSTRACT (continued)

In Chapter 4, we investigate the periodicity, cageace behaviour, stability and the

a+Bxp+yxn—1

boundedness of the second order rational differeegeation x,,; = e

Furthermore we give the conditions of providing thehotomy character of the solutions of

a+Bxp+yxn—1

the difference equatian,,; = ———

Key Words: Difference equations, boundedness, equilibriunmtpatability, local asymptotic

stability, global asymptotic stability.

Science Code403.03.01

Vi



TESEKKUR

Tezin hazirlanmasinda ve yazilmasi sirasindakig@igmalarimi 6zenle takip eden, gaham
icin motivasyonumu arttiran ve degi@ esirgemeyen dgrli hocam Yrd. Do¢. Dr. Melih
Gocen'e (BEU), tez konusunun seciminden itibargrediezamanini bana ayiran Dog. Dr.

Yiksel Soykan’a (BEU) dncelikli gekkirlerimi sunarim.

Ayrica, yardim ve desteklerini sunan arkgdam Gillzade Karacijnci Okumug, Mirag

Guneysu, Ozge Bayrak, gatay Uysal ve Furkan Karaman’a 6zeleiekirlerimi iletirim.

Bunun yani sira bana maddi ve manevi destek olata lmbam Muzaffer Girgin olmakla

birlikte aileme de sonsuzgekkirlerimi sunarim.

Son olarak, hayatimdaki segdn ve dger verdgim insan olan Betll Kaymak’a bana olan

manevi desteklerinden dolaysékkir ederim.

Beni dinyaya getiren, blyuten ve «lksiz sevgi veren en ylice makamdaki sevgili annem

Selma Girgin anisina...

Vii



viii



ICINDEKILER

TESEKKUR . .. .ottt it et e e e et e e e e e et e e e Vil
SEKILLER DIZINI......ueiinii i e e X
CIZELGELER DIZINI. ... .ottt Xiii

BOLUM 1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER..........ciitmmeeieciecteceie e 1

1.1 KARARLILIK TANIMLARL ...cotiitiiii i 1
1.2 UNEERLESTIRILM IS KARARLILIK ANAL 1Z1...c..coiiiiiiiieiecece e, 3

BOLUM 2 BAZI IKINCI DERECEDEN RASYONEL FARK DENKLEM ORNEKLER.11

2.1%541 = L FARK DENKLEMI. ..ottt 11
A+xp

2.2%p41 = 201 EARK DENKLEMI. ..ottt eeseenee e en s 15
A+x

n

2.2.2Yar DeVIr ANANIZI......ccoooe ittt 19
2.2.20 < T AUIUMU. ...t s e e e e e e e e e e e e aeeeeeeesssnnnnn 20
pZ 0 o i R o (U] 0 T U U 21

BOLUM 3 x,,, = % TEKRARLI DIZISI......vio e, 23

Xn

Bl QRIS . oo e e, 23
3.2 DEFISMEZ ARALIKLAR ... oo e et 24
3.3 DENGE NOKTALARI VE LOKAL KARARLILIK ... oo e, 25



ICINDEKILER (devam ediyor)

Sayfa
3.4 SIFIR DENGE NOKTASININ GLOBAL KARARLILGL. ... veveiiieeeeeeeeee e 28
3.51Ki DEVIRLI COZUMLERIN VARLIGl.....cotveeeee oo e, 29
3.6 < 1 OLDUGUNDA COZUMLERIN YARI DEVIR ANALIZI.........cc.oooviinl) 30
3.7 YARI DEVIR ANALIZi VE g = 1 OLDUGUNDA GLOBAL CEKICILIK........... 32
3.8 < 1 OLDUGUNDA GLOBAL CEKICILIK........ceoviveeeeiiciieiiiiiieien...38
3.98 > 1 OLDUGUNDA COZUMLERIN UZUN SUREL DAVRANISLARI............. 39
BOLUM 4 x,,,, = % FARK DENKLEMI...... v, 45
A1 QRIS oottt ettt ettt et en et en e, 45
4.2 DENGE NOKTALARI VE LINEER KARARLILIK......c.ov.ieeveeeeeeeeeseeeeeseeees e 49
4.3aBYA =0 OLMASI DURUMU. ......oiviieereeeeeeeeeeeeeeeeememee s eeesseere e e s eeeens s e, 59
KAYNAKLAR ...t ee ettt e et n e e eeeesen s e eeneneeon. 63
OZGECMES ..ottt ee e et e et et e et s et er et r et ee e es e e e en e e 65



No
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
4.1
4.2
4.3

SEKILLER D iziNi

_Sayfa
(3.6) denkleminin ¢oztumlerinin yakinsaklikwaimlar .................coooi i, 34
(3.7) denkleminin ¢oézumlerinin yakinsaklikamlari..................ooooii . 36
(3.8) denkleminin ¢oztumlerinin yakinsaklikwamlary ...................ccooiiiiin i, 37
(3.9) denkleminin ¢oéztumlerinin yakinsaklhkwamlary ...................ocooivii i, 38
(3.12) denkleminin her pozitif coziUmUununpkiriyotlu ¢coziime yakinsamasi ............ 41
(3.13) denkleminin her pozitif cozimunin pdzienge noktasina yakinsamasi .......... 41
(3.14) denkleminin sinirsiz ¢ozimlere salas! ..........covvevveiieie i e, 42
(4.5) denkleminin butin ¢ézimlerinin iki partlu ¢cozime yakinsamasi.................. 46
(4.6) denkleminin sinirsiz ¢ozimlere sahipadi .........c.ccooevviiiiiin e 47
(4.7) denkleminin her ¢ozimundn sonlu linsédip olmasi ...................eeen......48

Xi



Xii



No
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
4.1
4.2
4.3

CIZELGELER D iziNi

Sayfa
(3.6) denkleminin GOZUMIEIT .......o.uie it e e e e e e e 34
(3.7) denkleminin GOZUMIEIT .......oeuie it e e e e 35
(3.8) denkleminin COZUMIEKT .......c.uie ittt e e e e 37
(3.9) denkleminin COZUMIETT .......c.uie ettt e e e e 37
(3.12) denkleminin GOZUMIGKT ..........ieiie e e e e e e e e e 40
(3.13) denkleminin GOZUMIGKT .......c.uie i e e e e ee e 41

(3.14) denkleminin COZUMIEKT .......c.vvviieiie e e e ne a0 D2

(4.5) denkleminin COZUMIETT .......c.uie ittt e e e e e e 46
(4.6) denkleminin GOZUMIEKT .......o.uie it e e e e 47
(4.7) denkleminin GOZUMIEIT .......o.uie it e e e e e 47

Xiii



Xiv



BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tez boyunca gerekli olan bazi temel tamim ve teoremler verilecektir. Bu
kisimda Camouzis and Ladas (2008), Kulenovic and Ladas (2002), Amleh et al. (2008),
Gibbons et al. (2002) kaynaklarindan yararlanilmigtr.

1.1 KARARLILIK TANIMLARI

I reel sayilarin bir araligi ve f : I¥+1 — [ siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. (k+1)

inci mertebeden bir fark denklemi

Tnt1 = f(xnaxn—la--'axn—k)a ’I’LZO,].,... (11)

formunda bir denklemdir.
(1.1) denkleminin bir ¢oziimii her n > —k i¢in (1.1) denklemini saglayan bir {z,}° ,

dizisidir.

Lemma 1.1.1 z_, _y1,..., Tg € I baglangi¢c kosullarinn her kiimesi igin, (1.1) fark

denklemi bir tek {x,}°2 . ¢ozimiine sahiptir.

Yukaridaki lemmanin bir 6zel durumu olarak, zo,z_; € [ baslangic kosullarimin her

kiimesi i¢in,
Tont1 = [(Tn,Tp1), n=0,1,.. (1.2)

ikinci dereceden fark denklemi bir tek {z,}2% ;| ¢oziimiine sahiptir ve zg,x_1,2_9 € I

baglangic kosullarinin her kiimesi icin

Tpt1 = f(xnaxn—la xn—2)a n=01,.. (13)

tiglincii dereceden fark denklemi bir tek {z,,}>° _, ¢Ozlimiine sahiptir.



Tanim 1.1.2 (1.1) denkleminin bir ¢ézimi yani her n > —k i¢in sabit olan (1.1) denk-

leminin bir ¢ézimiine (1.1) denkleminin bir denge ¢oézimii denir. Her n > —Fk i¢in
Ty =T

ise (1.1) denkleminin bir denge ¢ozimiidir, o zaman T bir denge noktast olarak ad-

landrilar.

Ayrica T noktasina f fonksiyonunun bir sabit noktasi denir.

Dolayisiyla 7 € I noktasi

T =f(%,T,..,T)

ise (1.1) denkleminin bir denge noktasi olarak adlandirilir yani n > —k icin
Ty =0T

(1.1) denkleminin bir ¢oziimiidiir..

Tanim 1.1.3 (Kararlilik) 7, (1.1) denkleminin bir denge noktasi olsun.

(a) Her e > 0 igin {x,}52 _,, (1.1) denkleminin bir ¢ozimi olacak sekilde
|o_p —T| 4+ |21k — T+ ...+ |20 —T| <6

oldugunda her n > —k i¢cin

|z, —Z| < e

ifadesini saglayan bir § > 0 varsa, (1.1) denkleminin bir T denge noktasina lokal kararhdir
denir.

(b) {xn}22 . (1.1) denkleminin bir ¢ézimi olacak sekilde
|k — |+ |1 — T + .+ o — T <7y

oldugunda

AT =7

ifadesini saglayan v > 0 varsa, (1.1) denkleminin bir T denge noktasina lokal asimptotik

kararldir denir.



(c) (1.1) denkleminin her {x,}°° , ¢ézimi igin

lim z, ==

n—oo

oluyorsa (1.1) denkleminin bir T denge noktasina global ¢ekicidir denir.
(d) (1.1) denkleminin bir T denge noktasina, lokal kararl ve bir global ¢ekici ise global
astmptotik kararhdir denir.

(e) (1.1) denkleminin bir T denge noktasina, eger lokal kararl degil ise kararsizdur denir.
1.2 LINEERLESTIRILMIS KARARLILIK ANALIZI

f fonksiyonunun, T denge noktasinin baz acik komsuluklarinda siirekli tiirevlenebilir

oldugunu varsayalim. ¢ = 0,1, ..., k i¢in

_of
q; = aui<x7x7'"7'r)

f(ug, w1, ..., ur) fonksiyonunun u; ’ye gore (1.1) denkleminin T denge noktasimnda hesap-

lanan kismi tiirevini gostersin.
Tanim 1.2.1

Ynt1 = GoYn + GYn-1+ . + @Yk, n=0,1,... (1.4)

denklemi, (1.1) denkleminin T denge noktasindaki lineerlestirilmis denklemi olarak ad-

landirilar ve
ML o — L — oA — g =0 (1.5)

denklemine, (1.4) denkleminin T noktasindaki karakteristik denklemi denir.

O halde

Yn+1 = QoYn + @1Yn—1, n= 07 17 (16)

denklemi, T denge noktasinda (1.2) denklemsi ile iligkili olan lineerlestirilmis denklemdir

ve
X —gA—q =0

denklemi, (1.6) denkleminin T noktasindaki karakteristik denklemidir.



Ayrica,

Yn+1 = QoYn + 1Yn—1 + @Yn—2, n=0,1,.. (1.7)
denklemi T denge noktasinda (1.3) denklemiyle ilgili olan lineerlestirilmis denklemdir ve
A =g —gA =g =0

denklemi, (1.7) denkleminin T noktasindaki karakteristik denklemidir.

Lineerlegtirilmig Kararlilik Teoremi olarak bilinen agagidaki sonug, (1.1) denkleminin T

denge noktasindaki lokal kararlilik karakterini belirlemede ¢ok kullanighdir.

Teorem 1.2.2 (Lineerlestirilmis Kararlilik Teoremi) f fonksiyonunun, T denge nok-
tasinin bazr agik komsuluklarinda tanmamly olan siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon oldugunu
varsayalim. O halde asagidaki ifadeler dogrudur:

(a) (1.5) denkleminin tim kékleri mutlak degerce birden kigik oldugunda (1.1) denkle-
minin T denge noktasi lokal asimptotik kararldar.

(b) (1.5) denkleminin en az bir kékii mutlak degerce birden biyiik ise o halde (1.1) denk-

leminin T denge noktasy kararsizdur.

Eger (1.5) denkleminin mutlak degerce bire esit hicbir kokii yoksa (1.1) denkleminin T
denge noktasi hiperbolik olarak adlandirilir. Eger (1.5) denkleminin mutlak degerce bire
esit bir kokii varsa, o halde = denge noktas1 hiperbolik olmayan olarak adlandirilir.
(1.5) denkleminin tiim kokleri mutlak degerce birden biiyiikse, (1.1) denkleminin bir
denge noktasina puskurticiudir denir.

Teorem 1.2.2 'nin bir 6zel durumu olarak asagidaki sonucu elde ederiz.
Sonug 1.2.3 (a) (1.6) 'man
AN —gA—q =0

karakteristik denkleminin (ikinci derece denklem) her bir kokii [\| < 1 agik birim diskinin

i¢inde kalwyorsa, o zaman (1.2) denkleminin T denge noktas: lokal asimptotik kararlidur.
(b) (1.7) 'nin
A= N — A — g =0

karakteristik denkleminin (tginci derece denklem) tiim kokleri |\| < 1 agik birim diskinin

i¢inde kalworsa, o halde (1.3) denkleminin T denge noktasy lokal asimptotik kararldar.



Asagidaki iki teorem sirasiyla iki ya da tigiincii dereceden gergel polinomun mutlak degeri

birden kiiciik olan tiim kokleri icin gerek ve yeter kosulunu ifade eder.

Teorem 1.2.4 Varsayalim ki a; ve ag reel sayilar olsun. O halde

N+ ad+ag=0

denkleminin tim koklerinin birim diskin i¢inde kalmasi i¢in gerek ve yeter kosul
la1] <1+ ag <2

dir.

Teorem 1.2.5 Varsayalim ki as, a1 ve ag reel sayilar olsun. O halde

Nt aN+a +ap=0

denkleminin tim koklerinin birim diskin i¢cinde kalmasi i¢in gerek ve yeter kosul
lag +aol < 1+a1, lay—3ag|<3—ay ve a+a;—apay <1

dir.

Teorem 1.2.6 (Clark Teoremi) Varsayalim ki

g0 + lqa| + -+ lax| <1

olacak sekilde qo, q1, ..., g reel sayplar olsun. O halde (1.5) denkleminin tim kokleri birim

diskin i¢inde kalar.

(1.2) denkleminin Z denge noktasinda hesaplanan f(u,v) 'nin kismi tiirevlerini

0 0
s:a—i(f,i) ve t:a—ij(i,f)
seklinde gosterelim.
Ynil = SYn +tYn_1, n=0,1,.. (1.8)

denklemine T denge noktasinda (1.2) denklemine bagl lineerlegtirilmis denklem denir.



Teorem 1.2.7

(a)
M—sA—t=0 (1.9)

ikinci dereceden denkleminin her iki kokii de |A| < 1 agik diskinin iginde kaliyorsa, o halde
(1.2) denkleminin T denge noktas1 lokal asimptotik kararlidir.

(b) (1.9) denkleminin mutlak degerce birden biiyiik en az bir kokii varsa, o halde (1.2)
denkleminin ¥ denge noktas1 kararsizdir.

(c) (1.9) denkleminin her iki kokiiniin |A| < 1 agik diskinin i¢inde kalmasi icin gerek ve

yeter kogul,
|s] <1—1t<2 (1.10)

olmasidir. Bu durumda lokal asimptotik kararli 7 denge noktas1 ayni zamanda bir emi-
cidir.
(d) (1.9) denkleminin mutlak degerce birden biiyiik en az bir kokii olmas: icin gerek ve

yeter kogul
lt] >1 ve |s|<|1—t1

olmasidir. Bu durumda = denge noktasi bir piiskiirtiiciidiir.
(e) (1.9) denkleminin bir kokiiniin mutlak degerce birden biiyiik, diger kokiiniin de mutlak

degerce birden kiiciik olmasi icin gerek ve yeter kosul
sS+4t>0 ve |s|>|1—t

olmasidir. Bu durumda kararsiz * denge noktasi bir eyer noktasidir.
Diizlemde Kararli Manifold Teorem olarak adlandirilan asagidaki teorem, T 'nin eyer

noktasi dengesi oldugunun 6nemini aciklar.

Teorem 1.2.8 (Diizlemde Kararlhh Manifold Teorem) 7 : [0, 00) X [0,00) — [0, 00)
bir difeomorfizma olsun, yani, T terside stirekli tiirevlenebilir olan bir stirekli tiirevlenebilir

homeomorfizmadar.

T ’nin sabit eyer noktasi p € (0,00) x (0,00) oldugunu varsayalim. Yani, T'(p) = p ve
Jakobiyen Jr(p), |s| < 1 olacak sekilde bir s ve |u| > 1 olacak sekilde bir u 6zdegerine

sahiptir.



s ye kargilik gelen bir 6zvektor v ve u ya karsilik gelen bir 6zvektor de v, olsun.

S, p 'nin kararh bir manifoldu olsun, yani, S

0. T(q), T*(q), ...

ileri iterasyonu p ’ye yakinsayan ¢ baslangi¢ noktalarimin bir kiimesidir.

U, p 'nin kararsiz bir manifoldu olsun, yani U, T' 'nin tersi altinda

¢ T(q), T*(q), ...

geri iterasyonu p ’ye yakinsayan ¢ basglangic noktalarinin bir kiimesidir. O halde S ve U,
her biri p ’yi igeren bir boyutlu manifoldlardir (egrilerdir). Ayrica v, ve v, vektorleri p

noktasinda sirasiyla S ve U ya tegettir.

Teorem 1.2.9 [a,b] reel saylarn bir aralgs ve

f:a,b] x |a,b] — |a, b

asagidaki ozellikleri saglayan stirekli bir fonksiyon olsun:

(a) f(x,y) fonksiyonu her bir degiskenine gore azalmayandir.

(b) flz,z) ==

denklemi bir tek pozitif ¢oziime sahiptir.

O zaman (1.2) denklemi bir tek T € [a, b] denge noktasina sahiptir ve (1.2) denkleminin

her porzitif ¢oziimii T denge noktasina yakinsar.

Teorem 1.2.10

fo, f1 € C[[0,00) x [0,00),[0,1)]

olmak tizere negatif olmayan baslangic kosullu

Tni1 = fo (Tn, Tn1) Tn + f1 (Tn, Tno1) Tno1, n=0,1,... (1.11)

fark denklemini gézoniine alalim.

Varsayalim ki asagqudaki hipotezler saglansin:

(i) fo ve f1 fonksiyonlar: her bir degiskenlerine gére artmayandar.

(it) Her x > 0 igin fo(x,z) > 0 dur-

(111) Her z,y € (0,00) i¢in fo(x,y) + fi(z,y) <1 dir.

O halde (1.11) denkleminin sifir denge noktasi global asimptotik kararhdur.



Teorem 1.2.11 [a, b] reel sayilarin bir aralige olsun ve varsayalim ki
f:]a,b] x [a,b] — [a,]]

asagrdaki ozellikleri saglayan bir strekli fonksiyon olsun:
(a) f(x,y), y € a,b] nin her biri i¢in x € [a,b] i¢inde azalmayandir ve f(z,y) x € [a,b]
‘nin her biri i¢in y € [a,b] ig¢inde artmayandar.

(b) Eger (m, M) € [a,b] X [a,b]
f(m,M)=m wve f(M,m)=M,

sistemanin bir ¢oziimii ise o halde m = M dir.
O halde (1.2) denklemi T € [a,b] seklinde tek denge noktasina sahiptir ve (1.2) denk-

leminin her ¢éziimii T dengesine yakinsar.

Teorem 1.2.12 [a,b] reel saylarin bir araligr olsun ve varsayalim ki
f : [a, b] X [avb] - [avb]

asaqidaki ozellikleri saglayan bir stirekli fonksiyon olsun:

(a) f(x,y), y € [a,b] nin her biri i¢in x € [a,b] i¢inde artmayan ve f(z,y) = € [a,b] nin
her biri i¢in y € [a,b] i¢inde azalmayandar.

(b) (1.2) fark denklemi [a,b] arahginda asal iki periyotlu ¢oziime sahip degildir.

O halde (1.2) denklemi T € [a,b] seklinde tek denge noktasina sahiptir ve (1.2) denk-

leminin her ¢éziimii T dengesine yakinsar.

Teorem 1.2.13 [a, b] reel sayilarin bir aralige olsun ve varsayalim ki
f:]a,b] x [a,b] — [a,b]

stirekli fonksiyonu asagdaki ézelliklert saglasin.

(a) f(x,y) fonksiyonu her biry € [a,b] i¢in x € [a,b] de artmayan ve f(x,y) fonksiyonu
her bir x € [a,b] i¢in y € [a,b] 'de azalmayandur.

(b) (1.2) fark denklemi |a,b] araliginda hi¢bir asil iki periyotlu ¢ozime sahip degildir.
O halde (1.2) denklemi T € [a,b] tek denge noktasina sahiptir ve (1.2) denkleminin her

¢cOzimi T ‘e yakinsar.



Bir sonraki teoremimizde her bir degigkenine gére monoton olan f (21, z5) fonksiyonu ile
ilgili agagidaki notasyonlar1 kullanacagiz.

Her biri ¢ift sayilar olan (m, M) ve her bir ¢ € {1,2} i¢in

M, f, z ’de artan ise

m, f,z ’de azalan ise

ve
tammlariz.

Teorem 1.2.14 Varsayalum ki f € C ([0, 00)?, [0,00)) ve f (21, 22), ya z1 ve z ‘de kesin
artan ya da z, and zo “de kesin azalan, veya z, ‘de kesin artan ve and zo ‘de kesin azalan

olsun. Ayrica, varsayalim ki her

m € (0,00) ve M >m

1¢IN Yya

[f (My (m, M), My (m, M)) = M[f (my (m, M), mg (m, M)) —m] >0
dir ya da

f (M (m, M), My (m, M)) = M we f (mq (m, M) ,my (m, M)) = m

dir. O halde alttan ve dstten pozitif sabitle sinwrly olan (1.2) denkleminin her ¢ézimdi

sonlu bir limite yakinsar.

Tanmim 1.2.15 7, (1.2) denkleminin denge noktasi olsun. | > —1 ve m < oo olmak

tizere, {x;, Ty41, .oy T} dizisinin her elemam T denge noktasindan biiyik ya da esit,
l=—1lwyadal>—-11iginz_1<7T

ve

m =00 ya da m < 00 I¢iN Typi1 < T

oluyorsa, {x;, x111,...,xm} dizisine {x,} ~ | ¢oziiminin bir pozitif yari deviri denir.
Benzer sekilde, | > —1 ve m < oo olmak iizere, {x;, 111, ..., Ty} dizisinin her elemani T

denge noktasindan kigiik,

l=—1wyadal>—-114¢inz,_1>7



dir ve
m =00 ya da m < 00 I¢iN Ty, > T
oluyorsa, {x;, T 111, ..., T} dizisine {x,} -~ | ¢oziiminin bir negatif yary deviri denir.

Teorem 1.2.16 f € C[(0,00) x (0,00), (0,00)] fonksiyonunun, y sabit iken x’e gore
azalan ve x sabit iken y’ye gore artan oldugunu varsayalim. Ayrica T dengesi (1.2)
denkleminin bir pozitif denge noktast olsun. O halde ilk yar: devir hari¢ (1.2) denkleminin

her ¢éoziimii uzunlugu bir olan yary devirlere sahiptir.

Tanim 1.2.17 (Salinimlihik)

(a) Bir {x,} dizisine, eger x,, terimleri ya eninde sonunda pozitif ya da eninde sonunda
negatif ise sifir denge noktasy civarinda salimamlidir ya da basitce salimimlbidir denir. Aksi
taktirde dizi salinimly degildir denir. Bir {x,} dizisine, eger her ng > 0 i¢in x,,x,, < 0
olacak sekilde ny,no > 0 varsa kesin salimimiidir denir.

(b) Bir {x,} dizisine, eger x,—T dizisi salinimli ise T denge noktasi civarinda salinimlidur
denir. Bir {x,} dizisine, eger x,, — T dizisi kesin salinimly ise T denge noktast civarinda

kesin salinimbidir denir.

10



BOLUM 2

BAZI iKiNCi DERECEDEN RASYONEL FARK DENKLEM
ORNEKLERI

2.1, =241 FARK DENKLEMI

Bu kisimda Kulenovic and Ladas (2002) kaynagindan yararlamlmigtir.

Tt =  n=01,.. (2.1)

denklemi

Tn = VYn

degisken degigimi ile
p="c(0.00)

v

olacak sekilde

Ynil = , n=0,1,.. (2.2)

fark denklemine indirgenir. (2.2) denklemi Gibbons et al. ’da (2000) aragtirilmigtir.

(2.2) denklemine gore

af _ —Yn—1 _ _(p + yn>yn+1
o (p+yn) (p+yn)?
0f@.y) _ —w+9)y _ -y _
FYn (p+7)° p+Y
ve
of _(p+ys) 1
W1 (p4+uyn)? (@+Un)
of (,7) 1

p— :t
OYn—1 P+

11



oldugundan (2.2) denkleminin 7 noktasindaki lineerlegtirilmis denklemi

Y
Zna1 + — 20 — —2,-1 =0, n=0,1,...
+1 bt iy 1

dir.

Asagidaki yerel sonug lineerlegtirilmis kararhilik teoreminin bir basit uygulamasidir.

Lemma 2.1.1 (a)
p>1

oldugunu farzedelim. O halde sifir, (2.2) denkleminin tek denge noktasidur ve lokal asimp-

totik kararlidar.

(b)
p<l1

oldugunu varsayalim. O haldey = 0 vey = 1—p (2.2) denkleminin tek denge noktalaridr
ve her ikisi de kararsizdir. Gergekten, sifir noktas: piiskirticidir vey = 1—p, eyer denge

noktasidur.

Ispat. (a) (2.2) denkleminin denge noktalar:

v

7=
Pty

denkleminin ¢oziimleridir. O halde p > 1 oldugunda
@ +@-1)7=0

denkleminin negatif kokii olamayacagindan, tek denge noktasi sifirdir.

p > 1 oldugunda sifir denge noktasin ele alirsak, lokal asimptotik kararli olmasi i¢in
|s|] <1—1t<2

sartinin saglanmasi gerekir. Yani

olmalidir. O halde bu sartin saglandigini iki durumda inceleyelim.

12



Durum 1. § = 0 alindiginda

1
- >0
p

oldugu goriiliir, buradan

1
1——-<2
p

elde edilir.

Durum 2.

-7 1
R
p+y Pty

oldugunu gostermek icin

1 -y 1
Pty Pty

l-p-y < -y<p+y-—1
1-p<0<p+2y—1 (2.3)

ifadesinin saglanmasi gerekir. 7 = 0 alindiginda ve ayrica p > 1 oldugundan (2.3) ifadesi
saglanir. O halde (2.2) denkleminin 7 = 0 denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.
(b) p < 1 oldugunda

@+ (p-1)7=0

denklemi ¥y = 0 ve ¥ = 1 — p olacak sekilde koklere sahiptir.

p < 1 oldugunda y = 0 denge noktasini incelersek

1 1
it = |——| = |=| > 1
Pty p

elde ederiz. Diger taraftan

S
o= |22 <o

p+y
oldugundan p < 1 olmak iizere |1 — t| > |s| oldugunu buluruz. O halde (2.2) denkleminin

7y = 0 denge noktas piiskiirtiiciidiir.

13



p < 1 oldugunda ¥ = 1 — p denge noktasini incelersek

— N2

— 1
S dt = (—y_) +4<—_)

p+y p+y

= (p—10°+4>0
elde ederiz. Diger taraftan
1

|1—t\:'1——_ =0

p+y
ve
Y
Pty
= [p—1

|s| =

oldugundan p < 1 olmak iizere |1 — t| < |s| oldugunu buluruz. O halde (2.2) denkleminin
1y = 1 — p denge noktas1 eyer noktasidir.

(2.2) denkleminin ¢oztimlerinin salimimhlik karakteri Teorem (1.2.16) ’in sonucudur. Yani,
muhtemelen ilk yar1 devir harig, (2.2) denkleminin her ¢oziimii uzunlugu bir olan yar
devirlere sahiptir.

n > 0 igin

Yn+1 < lyn—l
p
esitsizligi (2.2) denkleminden direkt elde edilir ve bundan dolay:
p>1
oldugunda (2.2) denkleminin sifir dengesi global asimptotik kararlidir. Diger bir taraftan
p=1
oldugunda n > 0 i¢in
Yn+1 < Yn—1
dir ve buradan (2.2) denkleminin her pozitif ¢6ziimii bir
s Oy, P,
2 periyotlu ¢oziime yakinsar. Ayrica
b=1=0

14



olacak gekilde ¢oziimlerinin bulunmasi agik bir problem iken

¢ =0

oldugunu goriiriiz.

Sonug olarak
p<l1

oldugunda Kararli Manifold Teoreminden, 1 —p pozitif denge noktasi monoton yakinsaya-

cak sekilde, salinimli olmayan ¢oziimlerinin oldugu goriilebilir.

1_p — Yn
Yn+1 — Yn—-1 = Mynflv n= 07 17
P+ Yn

0zdegliginden, her salimimli ¢oziimiin ¢ift ve tek terimli alt dizilerinden biri oo ’a digeri 0

’a monoton yakinsayacak sekilde oldugu elde edilir.

2.2 1,4 === FARK DENKLEMI

Bu kisimda Kulenovic and Ladas (2002) kaynagindan yararlamlmigtir.
Tp = Ayn

degisken degisimi yapildiginda

Tl = %, n=01,.. (2.4)
denklemi
a
P=p v 1=y
olacak gekilde
Yns1 = %, n=01,.. (2.5)

fark denklemine indirgenir. (2.5) denklemi Gibbons et al. ’da (2000) aragtirilmigtir.

S
1+7
T+ =p+qy

15



7+0-q7-p=0
bulunur. O halde (2.5) denkleminin tek denge noktasi

¢—1+4/(g—1)*+4p
2

g:

dir.
(2.5) denklemine gore

Of _ =(+aqyn) _ =1+ Yn)¥ynp1
Y (1+ yn)2 (1+ yn)2
0fwy) _ —(A+9y _ -5 _
n 1+7)? 1+7
ve
of a4y 4«
0f@y) _ _a _,

OYn—1 1+7%y

oldugundan (2.5) denkleminin y noktasindaki lineerlegtirilmis denklemi

Zn41 +

dir.

Asgagidaki yerel sonug lineerlestirilmis kararlilik teoreminin bir basit uygulamasidir.
Lemma 2.2.1 (a) (2.5) denklemininy denge noktas
qg<1

oldugunda lokal asimptotik kararldur.

(b) (2.5) denklemininy denge noktasu
qg>1
oldugunda da kararsiz eyer noktasidir.

Ispat. (a) ¢ < 1 oldugunda 7 denge noktasim ele alirsak, lokal asimptotik kararl olmasi

igin
|s] <1—1t<2

16



sartinin saglanmasi gerekir. Yani

olmalidir. O halde bu sartin saglandigini iki durumda inceleyelim.

Durum 1.

¢—1+4/(g—1) +4p

y:

2
alindiginda
1 j]__ - 1 v 1)%24+4 >0
¥y 4 9=t (;1* )" +4p
oldugu goriiliir buradan
1-—1_ <9
1+7y
elde edilir.
Durum 2.
= q
— <] - —
' 1+ y‘ 1+y
oldugunu gostermek icin
q -y q
— -1 < ——=<1—-——=
1+7vy 1+7vy 1+7y

q—1—-y < —y<l+y—gq

g—1 < 0<1+2y—g¢q
ifadesinin saglanmasi gerekir.

g—1+4/(g—1) +4p
2

7=
alindiginda ve ayrica ¢ < 1 oldugundan

g—1<0<+/(g—1)7+4p

ifadesi saglanir. O halde (2.5) denkleminin 7 = -ty (5_1)2+4p denge noktasi lokal asimp-
totik kararhdir.

17



(b) ¢ > 1 oldugunda

¢—1+1/(q—1)" +4p
2

7=
denge noktasini incelersek

_q=1+/(¢=1)*+4p

= o o
q—1++/(g—1)"+4p q—1++/(g—1)"+4p
1+ 5 1+ 5

>0

elde ederiz. Diger taraftan

—q+1+4/(g—1)°*+4p

11—t =
g+1+4/(g—1)>+4p
ve
¥ —q+1—\/(q—1)2+4p
S =
g+1+4/(g—1)>+4p

oldugundan ¢ > 1 olmak tizere |1 — t| < |s| oldugunu buluruz. O halde (2.5) denkleminin

—  q—1+4/(q—-1)*+4p
- 2

Y

denge noktasi kararsiz eyer noktasidir.
Asal iki periyotlu ¢oziimle ilgili olarak, agagidaki sonug Kulenovic and Ladas 'da (2002)

verilmistir.
Teorem 2.2.2 (a) (2.5) denklemi

ey G, DD, . (2.6)

seklinde asil ki periyotlu ¢oziimlere sahiptir ancak ve ancak
g=1 (2.7)

dir.
(b) Varsayalim ki (2.7) saglansin. O halde asil iki periyotiu (2.6) ¢ézimlerinin ¢ ve ¢

degerleri

{¢,4 € (0,00) : o9 = p}

oldugunu verir.
(c) Varsayalim ki (2.7) saglansin. O zaman (2.5) denkleminin her ¢ézimi iki periyotlu

coziime yakinsar.
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2.2.1 Yar:1 Devir Analizi

(2.5) denkleminin ¢oziimlerinin yar1 devirleri iizerine sonuglar agagida verilmistir.

Teorem 2.2.3 {y,}, (2.5) denkleminin bir asikar olmayan ¢ozimi olsun ve Yy, (2.5)
denkleminin tek pozitif dengesi olarak tanimlansin. O halde asagidaki durumlar dogrudur:
(a) 1k yary devirden sonra, (2.5) denkleminin bir {y,} salimaml ¢62imii 7y denge noktas
ciwarinda uzunlugu bir olan yary devirli salimymiidar.

(b) p > q oldugunu varsayalim. O halde (2.5) denkleminin her salinimly ¢ozimi y denge

noktasina monoton yakinsar.
Ispat. (a)

_ ptay

fonksiyonunu géz 6niine alalim. y sabit iken f(x,y) fonksiyonu

of _—letay) _,

Ox (1+ :U)2

dir. z sabit iken f(z,y) fonksiyonu

of ¢
ay_1+:c>0
dir.

O halde Teorem (1.2.16) ’den bir {y,} salimml ¢tziimii ¥ denge noktasi civarinda uzun-
lugu bir olan yar1 devirli salinimlidir.

(b) {y,} dizisi, (2.5) denkleminin salimmlh olmayan ¢oziimii olsun. Her n > K igin
Yn—1 > ¥y olacak sekilde bir pozitif K tamsayisinin var oldugunu farzedelim. n > K igin
{yn} dizisinin azalan oldugunu gostermek yeterlidir. Buradan, celigki elde etmek igin,

herhangi bir ny > K i¢in

Yno > Yno—1
oldugunu varsayalim.
Agikca, p > ¢ olmasi kosulu

_ ptax
flw) = 14z

fonksiyonunun azalan oldugunu gosterir.

19



O halde

p+qyn0—1 — f(
L+ Yng

ifadesi kabuliimiizle celisir.

Ynot+1 = Ynor Yno—1) < J WUno>Yno) < [ (7,9) =7

Diger bir taraftan her n > K igin y,_; < ¥y olacak sekilde bir pozitif K tamsayisinin var

oldugunu farzedelim. Celigki elde etmek i¢in, herhangi bir ny > K igin

yn() -1 > yno

oldugunu varsayalim.

p+ qYno—1
L+ Yng

olmasi kabuliimiizle celigir. O halde ispat tamamlanir.

Yno+1 = = f (ynoayno—l) > f (ynoayno) > f (gag) = g

2.2.2 g<1 durumu

Bu kisimdaki ana sonucumuz agagidadir.
Teorem 2.2.4
qg<1

oldugunu varsayalim. O halde (2.5) denkleminin pozitif denge noktasy global asimptotik
kararhdar.

Ispat. Acikca n > 0 icin

. p + qYn—1

nl = < n— 2.8
Ynir =TT = <P (2.8)
dir. € herhangi bir pozitif say1 olmak tiizere
M = - + ¢

l—gq

olsun. (2.8) ve (2.5) denkleminden, (2.5) denkleminin her ¢tziimii eninde sonunda [0, M|
araliginin i¢inde kalir.
b p

f(l’,y):pl_:_q:g, a=0 ve :1—_q+€

olsun. O halde agikga biitiin (x,y) € [a,b] X [a, b] i¢in
a< flzy) <b

dir. Teorem (1.2.13) ’y1 uygularsak, ¥ dengesinin (2.5) denkleminin biitiin ¢ziimlerinin
global gekicisi oldugunu elde ederiz. 7 dengesinin lokal kararlihgi Teorem (2.2.1) ’de

bulunmustu. O halde ispat tamamlanir.
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2.2.3 qg>1 durumu

Bu kisimda sahip olunan iki alt dizilerin var olan ¢6ziimlerinin, birinin monoton sekilde
sifira yakinsadigini ve digerinin monoton sekilde co ’a yakinsadigini gosterecegiz. Gergek-
ten bu, agagidaki esitsizlikler dogru olacak gekilde baglangi¢ kosullu her {y,,} > | ¢oziimii

icin dogrudur:

y1<q—1 ve yo>q—1+L
qg—1
dir. Bu amagla
+qy- + -1
gL P q(q )<q_1
1+ 1+ 1y
ve
+ +
= PTG pEay D
I+ q q

oldugunu goriiriiz ve tiimevarimla n > 1 igin,
p

Y1 < q—1 ve yo, > yo—irn&

dur. Buradan

lim y,, = 00

ve
lim 99,41 = lim P+ qYon— =
n—oo n+ n—oo 1 + Yon

bulunur ve ispat tamamlanir.
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BOLUM 3

ATy + ﬁxn—l

Tayt = = TEKRARLI DiZisi

+z,

3.1 GIRIS

Bu boliimde Kulenovic et al. (2000) kaynagidan yararlanilmigtir.
«, [, A parametreleri negatif olmayan reel sayilar ve x_; ve x( negatif olmayan baglangic
kosullar1 olmak {izere,

Ty + 63:71—1

=0,1,.. 1
A+.Tn ) 07 ) (3 )

Tpy1 =
tekrarh dizisinin ¢oziimlerinin periyodikligi, global kararlilig1 ve sinirliligini inceleyecegiz.
Problem 3.1

a,,A € (0,00)

olmak tzere (3.1) denklemini ele alalbim. Asagidaki ozellikleri saglayan o,  ve A fize-
rindeki gerekli ve yeter kosulu bulunuz.

(i) Her pozitif ¢oziim sinarldar.

(i) Her pozitif ¢oziim sifira yakinsar.

(ii) Her pozitif ¢ozim pozitif denge noktasina yakinsar.

(i) Her pozitif ¢ozim iki-devire yakinsar.

A = 0 oldugunda (3.1) denkleminin 6zel durumu Amleh et al. ’da (1999) ve a = 0 oldugu
durumu da Gibbons et al. ’da (2000) incelenmistir. Sonug olarak = 0 oldugunda,

Tn = 1/y,
degisken degisimi yapildiginda (3.1) denklemi ¢oziimlerinin karakteri kolayca goriilen
A 1

Yni1 = —Yn+—, n=0,1,..
« «

23



lineer denklemine indirgenir. n = 0,1, ... igin

T, = Az,

degisken degisimi ile genelligi bozmadan A = 1 alinabilecegi goriilebilir. Bu sebeple

devaminda, (3.1) denklemi yerine
a, € (0,00) ve x_1,z9 € [0,00)

olmak tizere

ax, + 0x,_
Tn+1 = #, n = 0, ]_,

fark denklemini ele alacagiz.

3.2 DEGISMEZ ARALIKLAR

(3.2)

Bu kisimdaki ana sonucumuz (5 # 1 iken (3.2) denklemi ile ilgili agagidaki teoremdir.

p=1
olmasi durumu Béliim (3.7) ’de islenmigtir.

Teorem 3.2.1

(a) Varsayalim ki
g <1

olsun. O halde (3.2) denkleminin her
kalir. Ayrica (0, /3], (3.2) denklemi

(3.3)

¢Oziimii eninde sonunda (0, a/ 5] aralig: i¢inde

icin bir degismez araliktir. Yani, (0, «/3] ara-

ligindaki baglangig kogullarina sahip olan (3.2) denkleminin her ¢oziimii, bu aralik

icinde kalir.

(b) Varsayalim ki

g>1

(3.4)

olsun. O halde (3.2) denkleminin her ¢oziimii eninde sonunda [/, co) aralig i¢inde

kalir. Ayrica [/, 00), (3.2) denklemi igin bir degigmez araliktir.
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Ustteki teoremin ispat1, asagidaki lemmanim bir temel sonucudur.

Lemma 3.2.2 (a) Varsayalim ki (3.3) saglansin. O halde herhangi k,m € N i¢in
o o

$k§5:$k+2§a<g

ve

(0] (0]
$k+gzﬁm:>$k>w>a

dar.
(b) Varsayalim ki (3.4) saglansin. O halde herhangi k,m € N i¢in

o o
ZL“kZE:>£Uk+2Za>—

s

ve

(0% (0%
xk+2§5—m:>xk<—<a

6m+1
dur.

3.3 DENGE NOKTALARI VE LOKAL KARARLILIK

(3.2) denkleminin denge noktalari

_  oaT+ [T
r=——"—"—"
14+

denkleminin ¢oziimleridir.

Buradan = = 0 daima bir denge noktasidir ve
a+p>1

oldugunda 7 = a + 8 — 1, (3.2) denkleminin tek pozitif denge noktasidir.
(3.2) denklemine gore

of  a(l4uz,) — (axy+ Pre)  a(l+a,) — (1+x,) T

oz, (14 2,)° (14 z,)?

of(#,2) a(l4+7)-(14+7)T a—-T
or, (1+7)° T 147

=S
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ve

of _pO+a) B

a:Cnfl B (1 +.Tn)2 B (1+xn)

of @z B
a$n_1 N 1+7

oldugundan (3.2) denkleminin T noktasindaki lineerlestirilmis denklemi

oa—
1+z "

Yn+1 — —Un—1 — 0, n = 0, 1,
T

1+
dir.

Asagidaki lokal sonug (3.2) denkleminin lineerlegtirilmig analizinden elde edilir (Kocic and

Ladas 1993).
Teorem 3.3.1 (a)
a+p<1

olsun. O halde (3.2) denkleminin sifur denge noktas: lokal asimptotik kararlidur.

(b)
a+p>1

olsun. O zaman (3.2) denkleminin sifir denge noktasi kararsizdur.

(c)
l—a<f<l+4+a

olsun. O halde (3.2) denkleminin T = o + [ — 1 pozitif denge noktasy lokal asimptotik

kararlidar.

(d)
b>14+a«
olsun. O zaman (3.2) denkleminin T = o +  — 1 pozitif denge noktasi kararsizdar.

ispat. (a) @+ 5 < 1 oldugunda sifir denge noktasini ele alirsak, lokal asimptotik kararli

olmasi i¢in
|s] <1—1t<2
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sartinin saglanmasi gerekir. Yani

B

1+7

oa—7T
1+7

<1- <2

olmalidir. O halde bu sartin saglandigini iki durumda inceleyelim.

Durum 1. 7 = 0 alindiginda

a>0

oldugu goriiliir, buradan

l—a<?2

elde edilir.

Durum 2.
A PR B_
1+7 1+=

oldugunu gostermek icin

5 a—T 5
-1 < <1-—
1+7 1+7 1+7

B-1-T < a-T<14+4T-4

f—1 < a<l+4+2x—-p
ifadesinin saglanmasi gerekir. ¥ = 0 alindiginda ve ayrica o + 3 < 1 oldugundan
b—-1l<a<l-0

ifadesi saglanir. O halde (3.2) denkleminin ¥ = 0 denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.
()1 —a< <1+ aoldugunda @ =« +  — 1 pozitif denge noktasim ele alirsak, lokal

asimptotik kararl olmasi icin
|s] <1—1t<2

sartinin saglanmasi gerekir. Yani

s
1+2

oa—7T

<1-
1+7

<2

olmalidir. O halde bu sartin saglandigini iki durumda inceleyelim.
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Durum 1. 7 = a +  — 1 alindiginda
s g

= >0
147 a+p

oldugu goriiliir, buradan

B

- <2
a—+p
elde edilir.
Durum 2.
oIl P
1+7= 1+=

oldugunu gostermek icin

B_—l < a_f<1— ﬁ_
1+= 1+= 1+7

B-1-T < a-T<14+4T-4

-1 < a<l+4+2x—-p

ifadesinin saglanmasi gerekir. T = o +  — 1 alindiginda ve ayrica 1 —a < < 1+ «

oldugundan
f—l<a<2a+p-1

ifadesi saglanir. O halde (3.2) denkleminin 7 = o+ 3 — 1 denge noktasi lokal asimptotik

kararhdir.

3.4 SIFIR DENGE NOKTASININ GLOBAL KARARLILIGI

Bu kisimda (3.2) denkleminin sifir denge noktasimin global asimptotik kararli olmasi igin
gerekli ve yeter kogulu verecegiz.
Agagidaki teorem Teorem (1.2.10) ve Teorem (3.2.1) (b) ’'nin kolayca goriilebilen sonu-

cudur.

Teorem 3.4.1 (3.2) denkleminin sifir denge noktasy global asimptotik kararlidur ancak

ve ancak
a+p<1
dir.
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Ispat. (a) o+ 8 < 1 saglansin. O halde

ATy + Ty

Tpt+1 = 1+
n

denkleminden

o} B
1+onfK%M%ﬂ)—1+xn

fO(xna xnfl) =

bulunur.

(i)

ve

=1 +in)2 <Y
oldugundan f; ve f; fonksiyonlar: her bir degiskenlerine gore artmayandir.
(ii) Her > 0 igin
o)
1+

>0

folz,z) =
dir.

(iii) Her x,y € (0, 0c0) igin

f0<xvy)+f1<xvy)_ - 6 _a+6<1

_A+x+A+x_A+x

bulunur. O halde Teorem (1.2.10) ’den (3.2) denkleminin sifir denge noktasi global asimp-
totik kararhdir.

3.5 IiKi DEVIRLI COZUMLERIN VARLIGI

Asagidaki sonucun ispat1 kolaylikla goriiliir.

Teorem 3.5.1 (3.2) denklemi asal iki periyotlu ¢ézimlere sahiptir ancak ve ancak

b=1+«
dir. Ayrica
=1+«
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oldugunda (8.2) denkleminin {x,} -~ | ¢ozimi asil iki periyotlu periyodiktir ancak ve

ancak

axr_q

T_1,%0 € (a,00) ve xy = # 2

r_1 —«

dur.
3.6 (<1 OLDUGUNDA COZUMLERIN YARI DEVIR ANALIZi

Bu kisimda
a+pB>1 ve <1

oldugunda, (3.2) denkleminin pozitif ¢dziimlerinin yari devirlerinin davraniglarin ele ala-
cagiz.

Bundan sonra 7, (3.2) denkleminin o 4+ 3 — 1 pozitif denge noktasii gosterecektir.

_ax+ By

olacak sekilde f : [0,00) x [0, 00) — [0, 00) fonksiyonu tanimlansin.

O halde f fonksiyonu negatif geri bildirim kogulunu saglar, yani her = € (0, 00) — {Z} i¢in
(z —2)(f(z,2) —2) <0

dir.

(a4 0z

g(z) = T

seklinde g : [0, 00) — [0, c0) fonksiyonunu goz éniine alalim. ¢ (Z) = T ve g fonksiyonunun

[0, 00) araliginda artan oldugunu goriiriiz.
Teorem 3.6.1
a+p>1 ve p<1

oldugunu varsayalim. {x,}, (3.2) denkleminin bir pozitif ¢ozimi olsun. O zaman her
n > 0 i¢in asagdaki durumlar dogrudur:
(a) Eger T < x,_1,z, is¢ T < xp11 < max{x, 1, T,} dir.

(b) Eger x,,—1,x, <7T ise min{x, 1,2,} < xpp1 <T dor.
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(c) Eger x,_1 <T < x, is€ Tp_1 < Tpy1 < Tp dir.
(d) Eger , <T < x,_1 i€ Tp < Tpiq < Tp_q dir.
(e) Her k > —1 i¢in T < x, < T/(2— ) ise, o halde {x,}, T denge noktasina dogru

azalur.

Ispat. (a) Varsayalm ki = < z,,_1,x, olsun. O zaman

oy, + Br,_1 < (a+ B) max {x,_1,z,}

14z, = 1+7 = max {Tn1, Zn}

Tnt1 =

dir.

ar + [T
1+z

fonksiyonu 8 < 1 koguluna denk olan T < o/ i¢in artan oldugundan,

ax, + bx,— axr, + T _ _
Pn-s 2 >g(T) =T
1+z, 1+z,

Tnt1 =

oldugunu elde ederiz. x,,_; > ¥ ya da z,, > T oldugunu varsayarsak tiim esitsizlikler kesin
olarak saglanir.

(b) xy—1, %, < T oldugunu farzedelim. O halde bir 6énceki béliim g6z 6niine alinirsa

ax, + Br, 1 < Qn + [z _

— < =T
Tnt1 1+, I U <9(@ =7
ve
Tpt1 = T + Bn1 > (a+ ) min {1, 20} =min{x,_1,2,}

1+, B 1+7
dir. x,_1 <7 ya da x,, < T oldugunu varsayarsak tiim esitsizlikler kesin olarak saglanir.

(¢) 1 < T < x, oldugunu varsayalim. O zaman

ar, + Brp1  (a+p)x, (147)x,
Tpt+1 = - S Ty,

dir. 8 <1 ve x,,_1 < T olmak iizere
a—PBr,1>a—0T=(1-0)(a+p)>0

dir. Boylece (o — Bx,—1) / (1 4+ ), x e gore artan ve dolayisiyla

aTp + BTn1 _ QTp_1 + BTy
Tp+1 1+z, 1+, g(Tn1) > 2n

dir. Son egitsizlik negatif geri bildirim ¢zelliginden elde edilir.
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(d) Varsayalim ki z,, <7 < x,_; olsun. O zaman negatif geri bildirim &zelliginden

azr, + anfl ATy + ﬁxn
. 1+, A

dir. x,11 < x,_1 oldugunu gormek i¢in iki durumda ele almaliyiz.
Durum 1. « — fz,-; > 0 oldugunu farzedelim. O halde (az + fz,—1) /(1 + ), z 'e

gore artan ve dolayisiyla

- . axy, + 63:1171 < QTp_1 + ﬁxnfl <
n+1 1+ T, = 1 o, n—1

dir. Son egitsizlik negatif geri bildirim ¢zelliginden gelir.

Durum 2. a — 8x,_1 < 0 oldugunu varsayalim. O halde

axy, + Brn1 Prag (x, +1) <
1+z, 1+z,

Tnt1 =

bulunur.
(e)

Oé.Tn—FB.an,l —
el sz =—a+8-1
14+ x, b

Tp41 =
oldugunu goz oniine alalim ve dolayisiyla

Tp1 > Pry 1 >T+(B—1)x, >y

oldugu goriiliir.

3.7 YARI DEVIR ANALIiZi VE 5 = 1 OLDUGUNDA GLOBAL CEKICi-
LiK

Bu kisimda

B=1

oldugunda, (3.2) denkleminin pozitif ¢oziimlerinin davraniglarini inceleyecegiz.

Burada (3.2) denkleminin pozitif denge noktasi
T =«
dir.
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Teorem 3.7.1 § = 1 oldugunu varsayalim ve {x,}.— |, (3.2) denkleminin bir pozitif
¢oztimi olsun. O zaman (8.2) denkleminin T denge noktasu global asimptotik kararlidr.
Daha wyi bir ifadeyle asagudaki durumlar dogrudur.

(a) Varsayalim ki x_q > o ve xg > « olsun. O halde her n > 0 i¢in x,, > « ve

lim z, =« (3.5)

n—oo

dar.

(b) Varsayalim ki v—; < o ve xg < « olsun. O halde her n > 0 i¢in z, < « ve (3.5)
saglanar.

(c) Varsayalim ki ya v—1 < a < xy ya da 1 > a > xy olsun. O halde {xn}f:_l, «

denge noktasi civarinda vzunlugu bir olan yary devirli salinimbidir ve (3.5) saglanar.

Ispat. (a) z_, = 29 = « olmasi durumu agiktir. Biz z_; > a ve o > «a oldugunu

varsayacaglz. r_q > « ve xo > « durumu benzerdir. O halde

axrg+ fr_1 _ arg+ «

e T

ve

. _amry + frg >a:z:1+a_a
2 141, 141,

dir. Tiimevarim ile her n > 0 i¢in x,, > « oldugu goriiliir. Ayrica x_; > « oldugundan
arg+ Ty ST 1x0+ T 1

elde edilir ve buradan

o arg+fry _ roaro+woy .
! l+zo — 1+ !

dir. Benzer olarak, zs < xy oldugunu gosterebiliriz ve tiimevarimdan
To12%1 2732 ... 2«

ve

Tog > Tog > Ty > ... >

dir. Boylece

lim o1 =m ve lim a9, =M

k—00 k—oo
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olacak sekilde m > « ve M > « vardir. (3.2) denkleminin 5 = 1 iken iki periyotlu

¢oztimleri olmadigindan m = M = « dir ve (a) kisminin ispat1 tamamlanir.

k > 0 icin

T =0 Top4] — &
ve k > 0 icin

Top=Q = Top =«
oldugunu gorebiliriz.

Ornek 3.7.2

T, + Tp—1

Tpt+1 = 1+x
n

denkleminin ¢oziimleri ve ¢éziimlerinin yakinsaklhk durumu asaqida verilmistir.

Cizelge 3.1 (3.6) denkleminin ¢oziimleri
n —1 0 1 2 3

T, 1.1 14 1.0416 | 1.1959 | 1.0189
Tnts | 1.0970 | 1.0090 | 1.0483 | 1.0044 | 1.0241

x(n)
1.4¢

13F
12F e
11 .:’ L ]

L o [ ]

1_02 14 '.o'o'o‘¢ooooooo-oo-o----

0 5 10 15 20 25 30

(3.6)

Sekil 3.1 (3.6) denkleminin ¢oziimlerinin yakinsakhk durumu. (z_; = 1.1, 29 = 1.4)

(b) z_1 < a ve g < a oldugunu varsayalim. z_; < «a ve xg < a durumu benzerdir. O

halde

axrg+ fr_1 _ arg+ «

xr1 = =
! l+zo — 1+
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ve

. _amry + B <ax1+a_a
2 142 142

dir. Tiimevarim ile her n > 0 i¢in z,, < a oldugu goriiliir. Ayrica r_; < a oldugundan

aTog+x_1 2 T_1x0+ x_1

elde edilir ve buradan

- axg + fr_y w170 + T4 .
! T+xg — 1+ -1

dir. Benzer olarak, ro > xg oldugunu gosterebiliriz ve tiimevarimdan

x1<xp Sy <

<«

ve

Top < To <y <..<w

dir. Boylece

]}Lrgo Topr1 =M Ve ]}Lrgo Top, = M

olacak sekilde m < a ve M < « vardir. (3.2) denkleminin 5 = 1 iken iki periyotlu

¢oziimleri olmadigimmdan m = M = « dir ve (b) kisminin ispati tamamlanir.

Ornek 3.7.3
Tp + Tp
] = ———— 3.7
Tnt1 1+, ( )

denkleminin ¢oziimleri ve ¢oziimlerinin yakinsaklhk durumu asagida verilmigtir.

Cizelge 3.2 (3.7) denkleminin ¢oziimleri
n —1 0 1 2 3

T, 0.9 0.7 0.9411 | 0.8454 | 0.9681
Tnys | 0.9214 | 0.9834 | 0.9604 | 0.9915 | 0.9801
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x(n)

1.00 f . e eecesesscessesssssnss
0.95 .
090« F
085" o
0.80 |
0.75 -
0.70+

n

0 5 10 15 20 25 30
Sekil 3.2 (3.7) denkleminin ¢oziimlerinin yakinsaklik durumu.

_ TptTn-_1 I —
Tn+1 = ﬁ,$_1 = 0.9,1’0 =0.7

(c) Varsayalim ki z_1 < @ < xg olsun. x_; > a > x oldugunda ispat benzerdir.

axrg+ fr_1  axg+ «

xr1 = =
! 1+ 1+ z

ve

. _ax1+ﬁx0>a:c1+a_a
2 141, 141,

dir. Timevarimla o denge noktasi civarinda ¢oziimlerin uzunlugu bir olan yar1 devirli
salmml oldugu bulunur. Simdi {z9x+1},. , alt dizisinin artan oldugunu ve buradan

yakinsak oldugunu iddia edelim. Gergekten

T_1+aryg>r_1+T_170

oldugunda
oo = Q0 + Bx_4
S -1

dir ve iddia tiimevarimla bulunur. Benzer bir yolla {xq;} -, alt dizisinin azalan oldugunu

ve buradan yakinsak oldugunu gosterebiliriz. Boylece
klim Toki1 =M Ve klim Top, = M
olacak gekilde m > o ve M > « vardir ve (a) ’daki gibi m = M = « dir.
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Ornek 3.7.4

T, + Tp—1

Tpt+1 = 1+
n

denkleminin ¢oziimleri ve ¢éziimlerinin yakinsaklhk durumu asaqida verilmistir.

Cizelge 3.3 (3.8) denkleminin ¢oziimleri
n —1 0 1 2 3

Ty, 0.8 1.3 0.9130 | 1.1568 | 0.9596
ZTns | 1.0800 | 0.9806 | 1.0404 | 0.9905 | 1.0203

x(n)

1.2;
1.1; o

1.0F N ...'.0.0-....-.-----..-..
().9;

0.8e

0 5 10 15 20 25 30

Sekil 3.3 (3.8) denkleminin ¢ziimlerinin yakinsaklik durumu. (z_; = 0.8,y = 1.3)

Baslangi¢ kosullarinin siralamasini degistirdigimizde asagidaki ornegi verebiliriz.

Ornek 3.7.5

T, + Tp—1

Tnt+1 = 1+
n

(3.9)
denkleminin ¢oziimleri ve ¢oziimlerinin yakinsaklhk durumu asagida verilmigtir.

Cizelge 3.4 (3.9) denkleminin ¢oziimleri
n —1 0 1 2 3

T 1.2 0.7 1.1176 | 0.8583 | 1.0633
Tnys | 0.9313 | 1.0327 | 0.9662 | 1.0166 | 0.9832
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x(n)
1.2 *r

1.1Fe

10} ..'.0.0..0000-----.uooc..

0.7l:r

‘““\““l““\““\“.‘\““l‘n
0 5 10 15 20 25 30

Sekil 3.4 (3.9) denkleminin ¢oziimlerinin yakinsakhk durumu. (z_; = 1.2, 29 = 0.7)

3.8 <1 OLDUGUNDA GLOBAL CEKIiCiLiK

Bu kisimda
l—-a<p<l1

oldugu durumu varsayalm ve T = o + § — 1 denge noktasimin, (3.2) denkleminin tiim
pozi-tif ¢oziimlerinin global ¢ekicisi oldugunu gosterecegiz. Grove et al. ’daki (2000)

asagidaki sonucu kullanacagiz.

Teorem 3.8.1 I C [0,00) bir aralik olsun ve f € C[I x I,(0,00)] 'nin asagidaki kosullar:

sagladigint varsayalim.

(i) f(z,y) her bir degiskenine gore azalmayandir.

(i)

Tpr1 = [(Tn,2n_1), n=0,1,.. (3.10)
denklemi bir tek T € I pozitif denge noktasma sahiptir ve f(z,z) fonksiyonu her x €
I — {7z} icin

(z —2)(f(z,z) —2) <0

negatif geri bildirim kosulunu saglar.
O zaman [ araligindaki baglangig kogullu, (3.10) denkleminin her pozitif ¢oziimii T ’e

yakinsar.
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Teorem 3.8.2
l—-a<p<l1

oldugunu varsayalim. O halde (3.2) denkleminin her pozitif ¢ozimi pozitif T denge nok-

tasina yakinsar.

Ispat. T < o/f tutarlilik kosulunun 8 < 1 kosuluna denk oldugunu gorebiliriz. Teorem
(3.2.1) (a) ’dan, z_; ve zy baglangig kogullarimin I = (0,«/f] aralig iginde kaldigim

varsayalim. Acik olarak

ax + [y

flz,y) = T2

fonksiyonu Teorem (3.8.1) 'nin kogullarimi I arahiginda saglar.
3.9 (3>10LDUGUNDA COZUMLERIN UZUN SURELI DAVRANISLARI

Bu kisimda
7> «
T> —
g
ifadesinin esiti olan
g>1

olmasi durumunda (3.2) denkleminin pozitif ¢oziimlerinin davramglarini inceleyecegiz.
O halde (3.2) denkleminin her pozitif ¢tziimii eninde sonunda [, 00) aralig: iginde kalir.
(3.2) denkleminin ¢oziimlerinin uzun siireli davramglar ile ilgili olarak, genelligi boz-

madan

T_1,T9 € [, 00)

oldugunu varsayabiliriz. O halde
Ty =Yt o

degisken degisimi ile (3.2) denklemi, n > 0 igin y,, > 0 olmak iizere

o (5 - 1) + ﬁynfl

3.11
l1+a+uy, ( )

Yn+1 =
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denklemine doniisiir.

(3.11) denkleminin pozitif ¢oziimlerinin karakteri Gibbons et al. ’da (2000) tamamiyla
aragtirilmigtir. Gibbons et al. ’daki (2000) sonuglar1 (3.11) denklemine uyguladigimizda,
B > 1 saglandigindaki (3.2) denkleminin ¢oziimleri hakkindaki agagidaki teoremleri elde

ederiz.

Teorem 3.9.1 Ik yar: devirden sonra, (8.2) denkleminin bir salmaml ¢oziimii, uzunlugu

bir olan yary devirli T pozitif denge noktasi civarinda salinimlbidar.
Teorem 3.9.2 (a) Varsayalvm ki
=1+«

olsun. O halde (3.2) denkleminin her pozitif ¢ozimii ki periyotlu ¢ozime yakinsar.

(b) Varsayalvm ki
l<f<l+a

olsun. O halde (3.2) denkleminin her pozitif ¢ozimi pozitif denge noktasina yakinsar.

(c) Varsayalim ki
B>1+a«

olsun. O halde (3.2) denklemi sinirsiz ¢éziimlere sahiptir.

Ornek 3.9.3
2z, + 3x,_1
] = — 072 3.12
Tnt1 1+, ( )

denkleminin ¢oziimleri ve pozitif ¢oziimlerinin yakinsaklik durumu asagida verimistir.

Cizelge 3.5 (3.12) denkleminin ¢oziimleri
n —1 0 1 2 3

T, 0 1 1 2.5 | 2.2857
Tnts | 3.6739 | 3.0392 | 4.2335 | 3.36 | 4.4542
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A I T T T S T S [ T T TN S T S S B n
5 10 15 20 25 30

Sekil 3.5 (3.12) denkleminin her pozitif ¢dziimiiniin iki periyotlu ¢oziime yakinsamasi.

(x-1=0,20=1)

Ornek 3.9.4

3T, + 22,1

Tnt1 = 1+«
n

(3.13)
denkleminin ¢oziimleri ve pozitif ¢ozimlerinin yakinsaklk durumu asagida verimaistir.

Cizelge 3.6 (3.13) denkleminin ¢oziimleri
n -1 10 1 2 3

T 0 1 1.5 2.6 3
Tnts | 3.55 | 3.6593 | 3.8799 | 3.8849 | 3.9744

x(n)
4? ......................0...

14

s 7\ N T T T (N T T Y T N S O n
0 5 10 15 20 25 30

Sekil 3.6 (3.13) denkleminin her pozitif ¢oziimiiniin pozitif denge noktasina yakinsamasi.

(x-1=0,20=1)
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Ornek 3.9.5

3T, + 5T,_1

Tpt+1 = 1+
n

(3.14)

denkleminin ¢oziimleri ve ¢oziimlerinin simirsizhgr asagida verilmistir.

Cizelge 3.7 (3.14) denkleminin ¢oziimleri
n —1 0 1 2 3
T 0 1 1.5 3.8 3.9375
Tpas | 6.2405 | 5.3047 | 7.4732 | 5.7762 | 8.0715
x(n)
15+ .
10} S
5 , . ¢« T % v e 4 4, * e 4 . ol
& 1 L IS I S T S T [N T T SN SN NN T T AN SN N S SN T SO SR S S n
0 5 10 15 20 25 30

Sekil 3.7 (3.14) denkleminin simirsiz ¢ziimlere sahip olmasi. (x_; = 0,29 = 1)

Problem (3.1) ’in Cevab:

Girig boliimiinde bahsedilen Problem (3.1) ’in (i)-(iv) sorularinin cevaplar1 agagidadir.

(i) (3.1) denkleminin her pozitif ¢tziimii simirhdir ancak ve ancak

B<A+a

dir.

(ii) (3.1) denkleminin her pozitif ¢oziimii sifira yakinsar ancak ve ancak

a+pB <A
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dir.

(iii) (3.1) denkleminin her pozitif ¢oziimii pozitif denge noktasina yakinsar ancak ve ancak
A—a<f<A+a

dir.

(iv) (3.1) denkleminin her pozitif ¢oziimii iki periyotlu ¢oziime yakinsar ancak ve ancak
B=A+a«

dir.
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BOLUM 4

a+ Bx, + YT,_1

FARK DENKLEMIi
A+,

Tnt1 =

4.1 GIRIS

Bu boliimde Gibbons et al. (2002) kaynagindan yararlanilmigtir.
a, B, v, A parametreleri negatif olmayan reel sayilar ve x_; ve xy negatif olmayan

baslangic kosullar: olmak iizere, paydasi daima pozitif olan

o+ Bx, + YT, _1

=0,1,.. 4.1
A+xn ?/n' ) Y ( )

Tnt1 =

ikinci dereceden rasyonel fark denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligi, yakinsaklik davranisi
ve sinirliligini inceleyecegiz.

(4.1) denkleminin gesitli 6zel durumlar1 Amleh et al. (1999), Gibbons et al. (2000),
Gibbons et al. (2000a) ve Kulenovic et al. ’da (2000) aragtirilmigtir.

Bizim buradaki amacimiz, bilinen sonuglar1 gostererek ve birlegtirerek bunlar1 (4.1) denk-
lemine genigletmektir. Ana sonucumuz, (4.1) denkleminin ¢oziimlerinin agagidaki tric-

hotomy karakterini gostermesidir.

Teorem 4.1.1

(a)

v=B+A (4.2)
olsun. O halde (4.1) denkleminin biitiin ¢dziimleri, iki periyotlu ¢oziime yakinsar.

(b)

v>B+A (4.3)

oldugunu farzedelim. O halde (4.1) denklemi simirsiz ¢oziimlere sahiptir.

(c)
y<B+A (4.4)
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oldugunu varsayalim. O halde (4.1) denkleminin her ¢oziimii sonlu limite sahiptir.

Ornek 4.1.2

14 2x, 4+ bz, 1
3+ x,

Tnt1 =

denkleminin ¢oziimleri ve ¢oziimlerinin yakinsaklhk durumu asagida verilmigtir.

Cizelge 4.1 (4.5) denkleminin ¢oziimleri

n 0 1 2 3 4
Tn 0 1 0.75 2 1.75
Tpas | 3.0026 | 2.6195 | 3.8263 | 3.1862 | 4.2843
x(n)

4_ I e ® ® 8 © & & & ® @
3F .

2F -,

1fe .

0 5 10 15 20 25 30

(4.5)

Sekil 4.1 (4.5) denkleminin biitiin ¢oziimlerinin iki periyotlu ¢dziime yakinsamasi.

Ornek 4.1.3

14 2z, + 6x,,_1
3+ x,

Tnt+1 =

denkleminin ¢oziimleri ve ¢oziimlerinin simrsizhge asagida verimigtir.

(l’o = 0,1’1 = 1)
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Cizelge 4.2 (4.6) denkleminin ¢oziimleri

no |0 1 2 3 4
zn |0 1 0.75 | 2.26667 | 1.90506
Tois | 3.75329 | 2.95218 | 4.94341 | 3.60046 | 5.73618
x(n)
12t .
10f . !
Y Lo "
6F RO
N . ® o o
0 5 10 15 20 25 30

Sekil 4.2 (4.6) denkleminin sinirsiz ¢oziimlere sahip olmasi. (zg = 0,27 = 1)

Ornek 4.1.4

1+ 2$n + 4$n_1

Tnt1 = 3+
n

denkleminin ¢oziimleri ve ¢oziimlerinin limit durumu asaqida verilmistir.

Cizelge 4.3 (4.7) denkleminin ¢oziimleri
n 0 1 2 3 4
T 0 1 0.75 1.7333 | 1.5774
Tpas | 24223 | 2.2415 | 2.8946 | 2.6728 | 3.1596
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250 .
20f
Lsf°
1.0fe
05}

Sekil 4.3 (4.7) denkleminin her ¢oziimiiniin sonlu limite sahip olmasi. (xg = 0,21 = 1)

Teorem (4.1.1) ’in (a) kisminda, (4.1) denkleminin her {z,,}°° | ¢6ziimiiniin iki periyotlu
bir ¢oziime yakinsamasindan, {xg,}5°, ve {xo,41}22 _; tek ve ¢ift alt dizilerinin n — oo
iken sonlu limitlere sahip oldugunu ve bu limitlerin bazen esit olmalarina ragmen her
zaman egit olmadigim anlarz. Gergekten, (4.2) saglandiginda (4.1) denklemi, asil iki
periyotlu sonsuz ¢oklukta ¢oziime sahiptir.

(4.3) saglandiginda, (4.1) denklemi eyer noktasi olan bir pozitif denge noktasina sahiptir.
Dolayisiyla kararli manifold teoreminden, (4.1) denklemi pozitif denge noktasina yakin-
sayan siirli ¢oziimlere sahiptir.

(4.4) saglandiginda, (4.1) denklemi sifir veya pozitif olan bir tek denge noktasina veya
biri sifir digeri pozitif olan iki denge noktasina sahip olabilir. (4.1) denkleminin tek denge
noktasi oldugunda, bu global asimptotik kararhdir. (4.1) denkleminin iki denge nok-
tasi oldugunda, sifir denge noktas1 kararsizdir, pozitif denge noktasi ise lokal asimptotik
kararlidir ve bu pozitif denge noktasi sifir olmayan tiim ¢oziimlerinin bir global ¢ekicisidir.

I reel sayilari herhangi bir araligi ve f € C[I x I,I] olsun. T € I,

Tpt1 = [(Tn,Tp-1), n=0,1,... (4.8)
fark denkleminin bir denge noktasi yani

z=[f(z,7)

olsun.
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4.2 DENGE NOKTALARI VE LINEER KARARLILIK

(4.1) denkleminin denge noktalari,
- (f+y—A)T—a=0

ikinci derece denkleminin negatif olmayan ¢oziimleridir.

of  B(A+uz,) —(a+Bry +y1,1)  BA+z,) — (A+20) Topa

Oy (A+ ) (A+x,)°
of(@,z) pA+7T)—-(A+T)T [-T

Oz, (A+7)° T A+z C

ve

of _v(Atwn) 7

Otn1  (A+z,)? (A+m,)

of @z~

=t

a$n_1 N A +7

oldugundan (4.1) denkleminin Z noktasindaki lineerlestirilmis denklemi

p-T gl
n - n - —Yn— :0, :O,l,...
It T I T Ayt "
veya
YT+ a— (A VT +vA
Ynt1 + — o Yn — — o Yn—1 = 0, n=0,1,..
(A+B+v)2+a+ A (A+B+y)2+a+ A
dir.

a=0 ve A>0
iken

- (B+y—A)zT = 0
T(x-(B+7-A4) =0

oldugundan T = 0, (4.1) denkleminin bir denge noktasidir.

a=0 ve f4+vy<A (4.9)
oldugunda 0, (4.1) denkleminin tek denge noktasidir.

a=0 ve f+7y>A>0 (4.10)
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oldugunda sifir dengesine ek olarak, (4.1) denklemi
T=p+7v—A

pozitif denge noktasina sahiptir.

a>0

iken

By =AEV(B - A +4a
2

T2 =

oldugundan (4.1) denkleminin tek pozitif denge noktas

T =

B+r=A+V(B+7—-A)?+4a
2

dir.
Asagidaki sonug, Teorem (1.2.7) ve (1.2.10) ’'nin bir sonucu olarak ve bazi basit hesapla-

malar ile bulunur.

Lemma 4.2.1 (a) A > 0 ve (4.9) saglansin. O halde (4.1) denkleminin sifir dengesi

global asimptotik kararlhdar.

(b) Varsayalim ki (4.10) saglansin. Bu durumda sifir dengesi kararsizdur. Ayrica, sifer

dengesi

vy<B+A

oldugunda bir eyer noktasidir ve
v>pB+A

oldugunda da bir piiskirticidiir.
y=F8+A4A

oldugunda, (4.1) denklemi asil periyotlu iki ¢ozime sahiptir ve sifir dengesindeki

lineerlestirilmis denklemin karakteristik kokleri,

B
A =-—1 AN =1+4+—
1 ve 2 +A
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dur. Sifir dengesine ek olarak, (4.10) saglandiginda, (4.1) denklemi
vy<B+A

oldugunda lokal asimptotik kararl

v>pB+A

oldugunda eyer noktasi olan bir

T=0+v—-A

pozitif denge noktasina sahiptir.

y=0+A

oldugunda, (4.1) denklemi asil periyotlu iki ¢éziime sahiptir ve T = B+ — A denge

noktasindaki lineerlestirilmis denklemin karakteristik kokleri

a > 0 olsun. O halde (4.1) denkleminin pozitif denge noktasu
vy<B+A

oldugunda lokal asimptotik kararhdir ve

v>B+A

oldugunda da bir kararsiz eyer noktasidar.

y=0+A

oldugunda, (4.1) denklemi asil periyotlu iki ¢ozime sahiptir ve denge noktasindaki

lineerlestirilmis denklemin karakteristik kokleri

p+ A

o —
Y B+A+VFE+a

€(0,1)
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Ispat. (a) A >0, o =0ve 3+~ < Asaglansm. O halde

a+ an + Y Tn—1

xn+1 = A —I— T
denkleminden
Foln, 1) = Ve fi(n, T 1) = —L
’ A4z, ’ A4z,
bulunur.
(i)
/ _B
= <0
Jo (A4 :L“n)2
ve
! -
———T <o
h (A4 :L“n)2

oldugundan f; ve f; fonksiyonlar: her bir degiskenlerine gore artmayandir.

(ii) Her > 0 igin

B

>0
A+zx

fo(z,x) =

dir.
(iii) Her x,y € (0, 00) igin

1

foles) + ) =+ = B0 <

bulunur. O halde Teorem (1.2.10) ’den (4.1) denkleminin sifir denge noktasi global asimp-
totik kararhdir.

(b) a=0ve g+~ > A>0saglansin. v < §+ A oldugunda T = 0 denge noktasinda
—\ 2
s A+=x + A+7T
B\* (7
— (Z) +4(2) >0
elde ederiz. Diger taraftan

\1 -
=

1 -]
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ve

B—-x
A+=z

|s] =

B
A
oldugundan v < f + A olmak iizere |1 —t| < |s| oldugunu buluruz. O halde (4.1)

denkleminin ¥ = 0 denge noktas1 eyer noktasidir.

v > [+ A oldugunda ise T = 0 denge noktasinda

1= AZ—E a %’>1
elde ederiz. Diger taraftan
A—
- =]1-%|= 77‘
ve
o= 52| =[]
A+7Z A

oldugundan vy > 4+ A olmak iizere |1 — t| > |s| oldugunu buluruz. O halde (4.1) denk-
leminin ¥ = 0 denge noktasi piiskiirtiiciidiir.
Son olarak v =  + A oldugunda * = 0 denge noktasindaki lineerlestirilmis denkleme

karsilik gelen

o By v _
A A)\ I 0

karakteristik denkleminin kokleri

B4 \/8 142
Ao =

2

bulunur ve v = g 4+ A yazarsak

B B24+4AB+4A2
A + A2

2
B8 / (B+24)*
A + A2

2
_ B B+24
24~ 24

elde ederiz. Buradan

B B+24

2A 2A

B—p5—2A
2A

—2A

2A
= -1

Mg =

)\1:
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ve

6 p+2A
24 24
B+ B +2A
24
26 + 24
24

)\2:

dir.
7T = 0 denge noktasina ek olarak, (4.10) saglandiginda ve v < 5 + A oldugunda

T=0+v—A
denge noktasini ele alirsak, lokal asimptotik kararli olmasi igin
|s] <1—1t<2

sartinin saglanmasi gerekir. Yani

-7
Atz

v

<2
A+7T

<1-

olmalidir. O halde bu sartin saglandigini iki durumda inceleyelim.

Durum 1. 7 =  + v — A alindiginda

v _ 7
A+T  [B+7y

>0

oldugu goriiliir, buradan

v

1— 2
Atz °
elde edilir.
Durum 2.
f—= 7
A+T A+T

oldugunu gostermek icin

gl f-= gl
Atz Atz - A1z

y—A-7T < -T<A4+T—7

vy—A < B<A+2T—7

o4



ifadesinin saglanmasi gerekir. T =  + v — A alindiginda ve ayricay < S+ A, v+ 3> A

oldugundan
T—A<B<-A+28+y

ifadesi saglanir. O halde (4.1) denkleminin T = 5 + v — A denge noktasi lokal asimptotik
kararhdir.

Simdi ise T denge noktasinin v > 3+ A oldugunda, eyer noktasi olup olmadigini gostere-
lim.

v > [+ A oldugunda = = 3 + v — A denge noktasinda

2 +4f = <ﬁ_5)2+4< v )
A+ A+7
_ (A=Y (L)

- (57) 1 (75)

elde ederiz. Diger taraftan

g
1—t = |1-
g
= [1-—
B+J
_ L‘
B+
ve
R e B
C|A+T| | B4y

oldugundan v > f + A olmak iizere |1 —t| < |s| oldugunu buluruz. O halde (4.1)
denkleminin T = [ + v — A denge noktasi eyer noktasidir.

v = [+ A oldugunda T = [+~ — A denge noktasindaki lineerlegtirilmis denkleme karsilik
gelen

A0, 0

A — - =
Bty B+~

karakteristik denkleminin kokleri

B+ B+ B+
2

A_—li\/<A_—7)2+4J_

Ao =
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seklinde bulunur ve v = [ + A yazarsak

Ay 4 932 +12A8+4A2

2
Mo = Bty (B+7)
2
A—ry (38+24)°
_ Bt (B+7)*
2

A—~ 38+ 2A
2(8B+7)  2(B+7)

elde ederiz. Buradan

L —AB-24
1 2(8+7)
234
- B+B+A
. —(28+4)
28+ A
- 1
ve
L 3B+34-5-4
’ 2(8+7)
B+ A
B+
- 0
B+
dir.
c) a > 0 saglansin. v < 4+ A oldugunda T = G RVA G i pozitif denge
2

noktasini ele alirsak, lokal asimptotik kararli olmasi i¢in
|s] <1—1t<2

sartinin saglanmasi gerekir. Yani

-7
Atz

v

<1-
A+7T

<2

olmalidir. O halde bu sartin saglandigini iki durumda inceleyelim.

Durum 1.
Y
1-— <2
A+7T

her zaman dogrudur. Ciinkii

B+r-A)+/(B+7—A)?+4a
2

T =
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denge noktasinda

Y 2y

— = >0
A+T  (B+y+A)+/(B+7— A)? +4a
dir.

Durum 2.
f—= 7
A+7T A+7T

oldugunu ele alirsak

gl f-= gl
-1 < <1-
A+T A+T A+T

Yy—A-T < f-T<A+T—7

v—A < B<A+2T—v

(B+y=A)++/ (B+1—A)* +4a
2

bulunur ve T = yazarsak 7 < [ + A oldugunda

T—A<B<B+V(B+y— AP +4a

esitsizligi saglanir. O halde (4.1) denkleminin 7 = (G Aty ;ﬁﬂ_A)zMa denge noktasi

lokal asimptotik kararhidir.

(B+7=A)+4/ (B+y—A)*+4a

v > [+ A oldugunda T = 5

—\ 2
24 — B—7 4 Y
s <A+§ ATz

(B+r=A)++/ (B+71—A)*+H4a
A+ (BAr=A)+4/ (B+7—A)2+4a AL (BAr—=A)+/ (B+7—A)?+4a

2 2
2
_ (B=r+A) =/ (B+7—A)?+4a ! 2y >0
(B+y+A)+1/ (B+y—A)2+4a (B+y+A)+1/ (B+y—A)2+4a

elde ederiz. Diger taraftan

pozitif denge noktasini ele alirsak

>0

5
A+=z

-t = [1-

v

A+ (B+y—A)+ éﬁ+7ﬂ4)2+4a

2y

(B+7+A) +/(B+7—A)?+4a
B=1+A)+/(B+7—-A)?+4a
(B+7+A)+/(B+7—A)?+4a
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ve

-z
A+72

(B+y=A)++/ (B+y—A)> +4a
5— 2

At (B+y—A)+ éﬁ+7—A)2+4a

B=7+4)—/(B+7—-A)?+4a
(B+y+A)+/(B+7—A)?+da

dir. v > 4 A olmak tizere (5 — v + A) < 0 olacagindan dolay1 |1 —t| < |s| oldugunu

elde ederiz. O halde (4.1) denkleminin T = Ghsohs ;Bﬂ*APHa

pozitif denge noktasi

eyer noktasidir.

v = B+ A oldugunda 7 = LH=AF ;ﬁ+va)2+4a

pozitif denge noktasindaki lineerlestiril-

mis denkleme kargilik gelen

8 (B+r—A)++/ (B+71—A)* +H4a

pLa. 2 A 7 —0
A+ (B+y—A)+ éﬁﬂ—A)ZHa AL (B+y—A)+ ;ﬁ+w—A)2+4a
e B+ A -VB+y AP +da, 2y

BHr+A+VBr1-AP+da Brv+A)+/Brr-A2+4da
karakteristik denkleminde v = § + A yazarsak

2 (268)? +4a 268 + 24

28424+ /202 1 4o 28+2A+ /(2B +4a

buluruz ve karakteristik kokleri

2
—/(26)2+4a V/(28) +4a ) 14 2B8+2A

26+2A++/ (25)2+4a 26+2A+\/ (28)2+4a 26+2A+4/(28)2+4a

— /2Bt \/ 45% 1o - 4(2B+2A) (2,6+2A+\/(25)2+4a)

28+24+4/(28)?+H4a 28+2A4++/(28) +4oz> (26+2A+ (2,3)2+4a>2

,\/m \/ ﬁ2+a . (28+24) (25+2A+\/(25)2+404>

26+2A+4/(26)*+4a (26+24+ +4a) (26+24+1/(26)2 +4a)2

2B+2A+\/ (28)2+4c 28+2A+ (2,6’)2+4a>

—+/(28)244a \/52+a+(25+2A +(28424)4/(28)2+4a
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—/(28)2+4a \/ B2+a+(28+24)%+(48+4A)\/ B2 +a

2[3’+2A+ (2,3)2+4a> ?

26+2A++/(26)%+4a

26+2A+1/(26)%+4a

(26)%+4a n 2\/( (25+2A+m>

284244/ (28)? +4a)2

2
. -/ B*+a + 284244/ B2+«

28+2442¢/B%+4 ~ 28+24424/B*+a

seklinde elde ederiz. Buradan

—VBF+a 28+2A+ /B +a

M= 25+2A+2\/ﬁ2+a_25+2A+2\/ﬁ2+a
—VB ra-(20+24+ /B +a)
N 28+ 24+ 2V +«
—(2ﬁ+2A+2M)
N 26 +2A 42V +a
= -1
ve
N VB +a 25+2A+\/m
28+ 244+2v/ + a 25+2A+2\/62+a
283 + 24
N 28+ 24+ 2V +«
B g+ A
B+ A+ VP fa
dir.

4.3 afyA =0 OLMASI DURUMU

(4.1) denklemi agagidaki 6zel durumlar1 kapsar; burada parametrelerin biri ya da birden

fazlas1 sifirdir ve agagidaki denklemlerde ortaya cikan bu parametrelerin pozitif oldugu

kabul edilmigtir.

f=~v=A=0igin

Tp+1 :ga n=01,..,
Tn

a=v=A=0igin

Tnt1 257 n=01,..,
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a=pF=A=0igin

T
Tpt1 =7 17 n:0717---a
In
B =~=0igin
o
Tpt1 = , N = 0,1,...,
1= A
a=v=0ic¢in
By
Tpi1 = , n=20,1,..,
Sy
a= [ =0icin
YTn—1
Tn = -, nZO,l,...,
i A+x,
v=A=0icin
o Tn
Tpi1 = i, n=20,1,..,
Tn
f=A=0igin
a~+ YT,
Tpg1 = L, n=0,1,..,
In
a=A=0igin
T T
I L e L R
Tn
v =0 i¢cin
a+ Bx,
Tpi1=———, n=201,..
= At
£ =0 i¢in
o+ YTp—1
Tppl = ———, =0,1,...,
+1 Atz
a =0 i¢in
Bn + YTn—1
Tppl = ——— =0,1,...,
+ A+x,
A =0 igin
! Tn T
Tpt1 = Bty 1, n=20,1,..

Tn

60

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)



dir. (4.11) denkleminin biitiin agikar olmayan ¢oziimleri, asil iki periyotlu olacak gekilde

periyodiktir.

T, = e

degisken degisimi (4.13) denklemini siirh ve siirsiz ¢oziimlere sahip olan
Yl +Yn —Yn—1=0, n=0,1,..

lineer denklemine indirger. Denge noktasi bir eyer noktasidir.

(4.14), (4.15), (4.17) ve (4.20) denklemleri Riccati formundadir ve bunlarin ¢oztimleri,
pozitif denge noktasina sahipse pozitif denge noktasina yakinsar ya da pozitif denge nok-
tas1 yoksa, sifir dengesine yakinsar.

(4.1) denkleminin 6zel durumlar: olan (4.16), (4.18) ve (4.20) denklemleri i¢in Teorem
(4.1.1) ’in saglandig1 Gibbons et al. ’da (2000) incelenmistir.

degisken degisimi (4.19) denklemini

p==
f)/

olmak tizere Amleh et al. ’da (1999) incelenen

Yorr =p+ 2= n=0,1,... (4.24)

n

fark denklemine doniigtiiriir. Gergekten bu, Teorem (4.1.1) ’in saglandigim gosteren (4.1)

denkleminin ilk 6zel durumudur.

Yn =D+ 2n

degisken degigimi ile (4.24) denkleminin, (4.21) denkleminin bir 6zel durumuna indirgen-
mesi ilgi ¢ekicidir. (4.1) denkleminin 6zel durumu olan (4.22) denklemi igin Teorem (4.1.1)

'in saglandigr Kulenovic et al. ’da (2000) incelenmigtir.

xn:yn+ﬁ

degisken degisimi (4.23) denklemini (4.21) denkleminin bir formu olan

(4 B7) +YYn
B+ Yn

Ynt1 = , n=0,1,..
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fark denklemine indirger.

Ozetle, tiim bu 6zel durumlar icin Teorem (4.1.1) "in sagladigim gorebiliriz ve ispatlarimi
Gibbons et al. (2000) ve Kulenovic et al. ’da (2000) bulunabilir. Ayrica bahsettigimiz
Teorem (4.1.1) ’in (a) kismuinin ispati1 Gibbons et al. ’da (2000a) verilmistir.
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