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Bu tez dört bölümden oluĢmaktadır. Ġlk bölümde; tez boyunca kullanılacak olan temel tanım 

ve teoremlere yer verilmiĢtir. Ayrıca, bu bölümde çeĢitli fonksiyon uzayları ile doğrusal 

pozitif operatörlerin genel özellikleri tanıtılmıĢ ve bu uzaylar için bazı yaklaĢım teoremleri 

verilmiĢtir. 

 

Ġkinci ve üçüncü bölümlerde; sırası ile tek değiĢkenli ve iki değiĢkenli fonksiyonlar için 

Bernstein-Chlodowsky polinomları ile yaklaĢım özellikleri incelenmiĢ, ayrıca yaklaĢım hızları 

alıĢılmıĢ süreklilik modülü ve ağırlıklı süreklilik modülü yardımı ile analiz edilmiĢtir.  

 

Son bölüm olan dördüncü bölümde ise, değiĢken sınırı olan üçgen piramit bölgede üç 

değiĢkenli sürekli fonksiyonlar için Bernstein-Chlodowsky polinomları ile yaklaĢım 
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özellikleri araĢtırılmıĢtır. Ayrıca, yaklaĢım hızları alıĢılmıĢ süreklilik modülü ve ağırlıklı 

süreklilik modülü tanımları yardımıyla incelenmiĢtir. Yapılan yaklaĢımın etkinliği grafiksel 

olarak gösterilmiĢtir. 
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This thesis consists of four sections. The first section is devoted to introduction and some 

essential definitions and theorems. Moreover, some function spaces and the general properties 

of linear positive operators are introduced and some of the approximation theorems for these 

spaces are given. 

 

In the second and third sections the properties of approximation by Bernstein-Chlodowsky 

polynomials for functions of one variable and two variables are investigated respectively, and 

the rates of approximations are analysed by the usual modulus of continuity and the weighted 

modulus of continuity. 
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In the fourth chapter which is the final chapter of the thesis; the properties of approximation 

by Bernstein-Chlodowsky polynomials for continuous functions of three variables in a 

tetrahedron with variable boundary. The rates of approximations are analysed by the usual 

modulus of continuity and the weighted modulus of continuity. The effectiveness of this 

approximation is presented graphically.  
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BÖLÜM 1 

 

GĠRĠġ 

 

 

Matematiksel analizin önemli dallarından biri olan YaklaĢım Teorisi; verilen bir fonksiyona, 

basit ama daha iyi özelliklere sahip ve kullanıĢlı fonksiyonlar ailesi ile yaklaĢımını inceler. 

Genel olarak, bir yaklaĢım probleminde üç önemli durum belirlenmelidir. Bunlardan birincisi, 

yaklaĢım yapılan 𝑓 fonksiyonu, ikincisi yaklaĢım fonksiyonunun ait olduğu uzay ve üçüncüsü 

ise bu yaklaĢımın 𝑓 fonksiyonuna ne kadar yaklaĢtığının belirlenmesidir. Buradan yola 

çıkılarak yapılan ve yaklaĢım teorisinin temelini oluĢturan araĢtırma 1885 yılında Weierstrass 

tarafından yapılmıĢtır.  

 

𝑓 fonksiyonu  𝑎, 𝑏  aralığında sürekli, 𝜀 > 0 olsun. Bu durumda  𝑎, 𝑏  aralığındaki her 𝑥 için  

 

 𝑓 𝑥 − 𝑃 𝑥  < 𝜀 

 

eĢitsizliğini sağlayan bir 𝑃 polinomunun varlığını kanıtlamıĢtır.  

 

Picard, Volterra ve Lebesgue gibi önemli matematikçiler Weierstrass teoreminin kanıtını 

farklı yöntemler kullanarak vermiĢlerdir. Rus matematikçi Bernstein (1912), Weierstrass 

teoreminde belirtilen 𝑃 polinomunun niteliğini Binom formülü yardımıyla; 𝑥 ∈  0,1  için  

 

𝐵𝑛 𝑓; 𝑥 =  𝑓  
𝑘

𝑛
  

𝑛

𝑘
 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

olacak Ģekilde ortaya koymuĢtur ve ayrıca keyfi bir 𝜀 > 0 verildiğinde her 𝑥 ∈  0,1  ve 

yeterince büyük 𝑛 ∈ ℕ için  
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 𝑓 𝑥 − 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥  < 𝜀 

eĢitsizliğinin sağlandığını göstermiĢtir. 

 

1953 yılında Korovkin; 𝐿𝑛 : 𝐶 𝑎, 𝑏 → 𝐶 𝑎, 𝑏  doğrusal pozitif operatörler dizisi olmak üzere 

her 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için  

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑡𝜂 ; 𝑥 − 𝑥𝜂 𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0            𝜂 = 0,1,2                                                        

 

Ģeklindeki üç koĢul sağlandığında, [𝑎, 𝑏] de sürekli ayrıca 𝑎 da soldan 𝑏 de sağdan sürekli ve 

tüm reel eksende sınırlı her 𝑓 fonksiyonu için 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0 

 

eĢitliği geçerli olduğunu göstermiĢtir. Bu teoremin ispatından sonra Bernstein polinomlar 

dizisi doğrusal pozitif operatörler dizisi olacak Ģekilde ele alınarak birçok genelleĢmesi 

tanımlanmıĢ ve yaklaĢım özellikleri incelenmiĢtir. Bernstein polinomlarının çok yaygın olarak 

kullanılmasının nedeni sade inĢası ve önemli özelliklerinin olmasındandır. 1937 yılında 

Bernstein öğrencisi Chlodowsky, Bernstein polinomlarını  0, 𝑏𝑛  aralığına taĢıyıp  

 

𝐵𝑛  𝑓; 𝑥 =  𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

,   0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏𝑛               

                             

Ģeklinde tanımını vermiĢtir. Chlodowsky tanımladığı bu operatör dizilerinin yakınsaklık 

özelliklerini sınırsız aralıkta incelemiĢtir; burada 𝑏𝑛  artan,  

 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞    ,   lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 

 

olacak Ģekilde gerçel değerli bir dizidir.  

 

Verilen bir 𝑓 fonksiyona yaklaĢım yapan doğrusal pozitif operatör dizilerinin varlığı, yapılan 

yaklaĢımın ne kadar hata ile yapıldığı sorusunu gündeme taĢımıĢtır. Bu nedenle bu çalıĢmalar 

dünyanın birçok ülkesinde matematiksel çalıĢmaların ilk sıralarında yer almaktadır. 
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Bu tezde; üç değiĢkenli fonksiyonlar için Bernstein-Chlodowsky operatör dizilerinin tanımını 

ortaya koyup, 𝐶 0, 𝐴  uzayı ve ağırlıklı uzaylarda yaklaĢım özellikleri incelenmiĢtir. Daha 

sonra yine belirtilen uzaylarda Bernstein-Chlodowsky operatör dizilerinin yaklaĢım hızları 

süreklilik modülü ve ağırlıklı süreklilik modülü yardımıyla araĢtırılmıĢtır. 

 

1.1 SONLU ARALIKTA TANIMLI SÜREKLĠ FONKSĠYONLAR UZAYI 

 

Tanım 1.1.1 

 

 𝑎, 𝑏  sonlu aralığı üzerinde tanımlanmıĢ ve aralığın tüm noktalarında sürekli olan       

𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonlar uzayına  𝑎, 𝑏  aralığı üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonlar uzayı 

denir ve 𝐶 𝑎, 𝑏  ile gösterilir. Kısaca  

 

𝐶 𝑎, 𝑏 =  𝑓: 𝑓, her 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için sürekli ve 𝑎 da soldan 𝑏 de sağdan sürekli  

 

Ģeklinde ifade edilir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Tanım 1.1.2 

  

𝑓:  𝑎, 𝑏 → ℝ sürekli bir fonksiyon olsun. 𝐶 𝑎, 𝑏  uzayında norm; 

 

 𝑓 𝐶[𝑎 ,𝑏] = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

 𝑓(𝑥)  

 

Ģeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Önerme 1.1.3 

  

 𝑓𝑛 ⊂ 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyon dizisinin bir 𝑔 ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏  fonksiyonuna düzgün yakınsaması için 

gerekli ve yeterli koĢul her 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  ve 𝑀 > 0 olmak üzere sıfıra yakınsayan bir  𝜀𝑛 𝑛∈ℕ 

dizisi için, 

 

 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑔(𝑥) < 𝑀𝜀𝑛  

olmasıdır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995).  
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Tanım 1.1.4 (Hölder EĢitsizliği) 

 

𝑝 > 0 ve 𝑞 > 0 reel sayıları 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 Ģartını sağlasın. Bu durumda her  𝑎𝑘  ve  𝑏𝑘  dizisi 

için 

 

  𝑎𝑘𝑏𝑘  ≤    𝑎𝑘  𝑝
∞

𝑘=0

 

1

𝑝∞

𝑘=0

   𝑏𝑘  𝑞
∞

𝑘=0

 

1

𝑞

 

 

eĢitsizliği sağlanır. Bu eĢitsizlik 𝑝 = 𝑞 = 2 için Cauchy-Schwarz eĢitsizliği olarak adlandırılır 

(Lorentz 1953). 

 

1.2 DOĞRUSAL POZĠTĠF OPERATÖRLER VE GENEL ÖZELLĠKLERĠ 

 

Tanım 1.2.1 

 

𝑋 ve 𝑌 iki fonksiyon uzayı olsun. Her 𝑓 ∈ 𝑋 için, 

 

𝐿 𝑓; 𝑥 = 𝑔(𝑥) 

 

olacak Ģekilde bir 𝑔 ∈ 𝑌 bulunuyorsa 𝐿 dönüĢümüne operatördür denir (Hacısalihoğlu ve 

Hacıyev 1995). Bernstein operatörü ve Hacıyev operatörü gibi örnekler verilebilir. 

 

Tanım 1.2.2 

 

𝑋, 𝑌 doğrusal uzaylar, 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝑋 ve 𝛼1 , 𝛼2 ∈ ℝ olsun. 

 

𝐿 𝛼1𝑓1 + 𝛼2𝑓2, 𝑥 = 𝛼1𝐿 𝑓1, 𝑥 + 𝛼2𝐿 𝑓2, 𝑥  

 

eĢitliğini sağlayan L operatörüne doğrusaldır denir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995).  

 

Uyarı 1.2.3 

 

L doğrusal bir operatör olsun.  
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𝐿 0, 𝑥 = 𝐿 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑡 , 𝑥  

              = 𝐿 𝑓 𝑡 , 𝑥 − 𝐿 𝑓 𝑡 , 𝑥  

              = 0 

 

olduğundan 𝐿 0, 𝑥 = 0 dır. 

 

Tanım 1.2.4 

 

𝑋+ ≔  𝑓 ∶ 𝑓(𝑥) ≥ 0, her 𝑥 ∈ ℝ için  , 𝑌+ ≔  𝑔 ∶  𝑔(𝑥) ≥ 0, her 𝑥 ∈ ℝ için  

 

iki fonksiyon uzayı olsun. 𝐿: 𝑋+ → 𝑌+ operatörü için, 𝐿 𝑋+ ⊂ 𝐿 𝑌+  oluyorsa L’ ye pozitif 

operatördür denir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995).  

 

Uyarı 1.2.5 

 

L doğrusal pozitif operatörü negatif fonksiyonları da negatif fonksiyonlara dönüĢtürür.  

 

Uyarı 1.2.6 

 

Doğrusal pozitif operatörler monotondur. 

 

Kanıt: 

Her 𝑥 ∈ ℝ için 𝑓 𝑥 ≤ 𝑔(𝑥) olsun. Bu durumda her 𝑥 ∈ ℝ için 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥) ≤ 0 eĢitsizliği 

elde edilir. Uyarı 1.2.5 ve operatörün doğrusallığından 

 

𝐿(𝑓 − 𝑔; 𝑥) ≤ 0 

𝐿 𝑓; 𝑥 − 𝐿(𝑔; 𝑥) ≤ 0 

 

olur. Böylece 𝐿(𝑓; 𝑥) ≤ 𝐿(𝑔; 𝑥) bulunur. 

 

Tanım 1.2.7 

 

X ve Y normlu uzaylar ve 𝐿: 𝑋 → 𝑌 doğrusal bir operatör olsun. Her 𝑓 ∈ 𝑋 için  
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 𝐿(𝑓; 𝑥) 𝑌 ≤ 𝐶 𝑓 𝑋  

 

oluyorsa L’ye sınırlı operatör denir. Bu C sabitlerinin en küçüğüne L operatörünün normu 

denir. Operatör normu 

 

 𝐿 = inf 𝐶 |  𝐿(𝑓; 𝑥) 𝑌 ≤ 𝐶 𝑓 𝑋  

 

Ģeklinde gösterilir (Rudin 1973).  

Önerme 1.2.8 

 

𝑋 ve 𝑌 normlu uzaylar, 𝐿: 𝑋 → 𝑌 doğrusal operatör olsun.  𝑓 𝑋 ≠ 0 olmak üzere, 𝐿 

operatörünün normu: 

 

 𝐿 𝑋→𝑌 = sup
 𝑓 𝑋 ≠0

 𝐿(𝑓; 𝑥) 𝑌

 𝑓 𝑋
                                                                                                        (1.2.1) 

 

biçiminde de tanımlanır (Rudin 1973). 

 

Uyarı 1.2.9 

 

𝑋 ve 𝑌 normlu uzaylar, 𝐿: 𝑋 → 𝑌 doğrusal operatör olsun.  𝑔 𝑋 = 1 olmak üzere, 𝐿 

operatörünün normu; 

 

 𝐿 𝑋→𝑌 = sup
 𝑔 𝑋 =1

 𝐿(𝑔; 𝑥) 𝑌 

 

Ģeklinde olur (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995).  

 

Önerme 1.2.10 

 

𝐿: 𝑋 → 𝑌 doğrusal pozitif operatör olsun. Bu durumda 

 𝐿(𝑓; 𝑥) ≤ 𝐿  𝑓 ; 𝑥  

 

eĢitsizliği sağlanır. 
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Kanıt: 

 

L doğrusal pozitif operatör olsun. 

 

− 𝑓 ≤ 𝑓 ≤  𝑓  

 

eĢitsizliğine L operatörü uygulanır ve L operatörünün monotonluk özelliği kullanılırsa; 

 

𝐿 − 𝑓 ; 𝑥 ≤ 𝐿(𝑓; 𝑥) ≤ 𝐿  𝑓 ; 𝑥  

 

olur. L operatörünün doğrusallığından, 

 

−𝐿  𝑓 ; 𝑥 ≤ 𝐿(𝑓; 𝑥) ≤ 𝐿  𝑓 ; 𝑥  

 

yazılabilir. Bu ise 

 

 𝐿(𝑓; 𝑥) ≤ 𝐿  𝑓 ; 𝑥  

 

olması demektir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

1.3 SONSUZ BÖLGELERDE SÜREKLĠ VE SINIRLI FONKSĠYON UZAYLARI 

 

Tanım 1.3.1 

 

𝜌 fonksiyonu her 𝑥 ∈ ℝ𝑚  için 𝜌(𝑥) ≥ 1 olacak Ģekilde ℝ𝑚de sürekli bir fonksiyon olsun. 

Ayrıca, 

 

lim
 𝑥 →∞

𝜌 𝑥 = ∞ 

 

olsun. 𝑓: ℝ𝑚 → ℝ olmak üzere 

 

 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥) 
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eĢitsizliğini sağlayan fonksiyonlar uzayına 𝐵𝜌 ℝ𝑚  uzayı denir ve kısaca  

 

𝐵𝜌 ℝ𝑚 =  𝑓: ∀𝑥 ∈ ℝ𝑚  için  𝑓(𝑥) ≤ 𝑀𝑓𝜌 𝑥 , 𝑓: ℝ𝑚 → ℝ  

 

Ģeklinde gösterilir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Tanım 1.3.2 

 

𝐵𝜌 ℝ𝑚  uzayındaki sürekli fonksiyonların uzayına 𝐶𝜌 ℝ𝑚  uzayı denir. Bu uzay, 

 

𝐶𝜌 ℝ𝑚 =  𝑓: 𝑓 ∈ 𝐵𝜌 ℝ𝑚  ve 𝑓, ℝ𝑚 de sürekli  

 

Ģeklinde gösterilir. 

 

𝐵𝜌 ℝ𝑚  ve 𝐶𝜌 ℝ𝑚  uzaylarına Ağırlıklı Uzay denir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995).  

 

Tanım 1.3.3 

 

𝐵𝜌 ℝ𝑚  ve 𝐶𝜌 ℝ𝑚  uzayları için norm, 

 

 𝑓 𝝆 = sup
𝑥∈ℝ𝑚

 𝑓(𝑥) 

𝜌(𝑥)
 

 

Ģeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Önerme 1.3.4 

 

𝐿: 𝐶𝜌(ℝ𝑚 ) → 𝐵𝜌(ℝ𝑚 ) dönüĢümü yapan doğrusal pozitif operatörler sınırlıdır. 

 

Önerme 1.3.5 

  

Bir  𝑓𝑛  fonksiyonlar dizisinin  
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 𝑓 𝜌 = sup
𝑥∈ℝ𝑚

 𝑓 𝑥  

𝜌 𝑥 
 

 

normunda sıfıra yaklaĢması için gerekli ve yeterli koĢul  𝜀𝑛  sıfır dizisi olmak üzere her           

𝑥 ∈ ℝ𝑚  için 

 

 𝑓𝑛(𝑥) ≤ 𝜀𝑛𝜌(𝑥) 

 

olmasıdır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Önerme 1.3.6 

 

𝜌 ≥ 1 olmak üzere, 𝜌 tüm ℝ𝑚  uzayında sürekli bir fonksiyon,  

 

lim
 𝑥 →∞

𝜌 𝑥 = ∞ 

ve 𝑋 = 𝐶𝜌(ℝ𝑚 ) ve 𝑌 = 𝐵𝜌(ℝ𝑚 ) olsun. Bu durumda 𝐿: 𝐶𝜌(ℝ) → 𝐵𝜌(ℝ) ye dönüĢüm yapan 

doğrusal pozitif bir operatör olmak üzere; 

 

 𝐿 𝐶𝜌 (ℝ)→𝐵𝜌 (ℝ) ≤  𝐿(𝜌; 𝑥) 𝜌  

 

eĢitsizliği geçerlidir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Tanım 1.3.7 𝑚 = 1 olması durumunda ise 𝐵𝜌 ℝ  

 

𝐵𝜌 ℝ =  𝑓: ∀𝑥 ∈ ℝ için  𝑓(𝑥) ≤ 𝑀𝑓  𝜌 𝑥   

 

Ģeklinde ifade edilir. Burada 𝑀𝑓 , 𝑓 fonksiyonuna bağlı bir sabit ve 𝜌 𝑥 = 1 + 𝑥2 olup,  

 

lim
 𝑥 →∞

𝜌 𝑥 = ∞ 

 

koĢulunu sağlayan bir fonksiyondur. 𝐵𝜌 ℝ  uzayındaki sürekli fonksiyonların uzayına 𝐶𝜌 ℝ  

uzayı denir. Bu uzay, 
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𝐶𝜌 ℝ =  𝑓: 𝑓 ∈ 𝐵𝜌 ℝ  ve 𝑓 ℝ de sürekli  

 

Ģeklinde gösterilir. 

 

Önerme 1.3.8 

 

lim
 𝑥 →∞

𝜌 𝑥 = ∞ 

 

eĢitliğini sağlayan her 𝑥 ∈ ℝ için 𝜌(𝑥) ≥ 1 olacak Ģekilde ℝ de sürekli bir fonksiyon olsun. 

𝐿: 𝐶𝜌 → 𝐵𝜌  doğrusal pozitif operatör olsun. Bu durumda 𝑓 ∈ 𝐶𝜌  olmak üzere  

 

 𝐿 𝑓; 𝑥  ≤ 𝑀 𝑓 𝜌   

 

olması için gerekli ve yeterli koĢul en az bir 𝑀 > 0 için  𝐿 𝜌; 𝑥  𝜌 ≤ 𝑀 olmasıdır. 

(Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Kanıt:  

 

 :  𝐿: 𝐶𝜌 → 𝐵𝜌  doğrusal pozitif operatör ve 𝑓 ∈ 𝐶𝜌  olsun. Bu durumda 𝐿 𝑓; 𝑥 ∈ 𝐵𝜌  olur ve 

her 𝑥 ∈ ℝ ve 𝑀 > 0 için  𝐿 𝑓; 𝑥  ≤ 𝑀𝜌 𝑥  eĢitsizliği sağlanır. Özel durumda ise 𝜌 ∈ 𝐶𝜌  

olduğundan  𝐿 𝜌; 𝑥  ≤ 𝑀𝜌 𝑥  olur. L pozitif ve 𝜌 ≥ 0 olduğundan 𝐿 𝜌; 𝑥 ≥ 0 olur. 

Böylece her  𝑥 ∈ ℝ için 𝐿 𝜌; 𝑥 ≤ 𝑀𝜌 𝑥  olur. Her 𝑥 ∈ ℝ için 

 

𝐿 𝜌; 𝑥 

𝜌 𝑥 
≤ 𝑀  ve  sup

𝑥∈ℝ

𝐿 𝜌; 𝑥 

𝜌 𝑥 
≤ 𝑀 

 

olacağından 

 

 𝐿 𝜌; 𝑥  𝜌 ≤ 𝑀 < ∞ 

 

elde edilir.  
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 :  ġimdi herhangi bir L operatörü için  𝐿 𝜌; 𝑥  𝜌 ≤ 𝑀 olacak Ģekilde bir 𝑀 > 0 sayısının 

var olduğu kabul edilsin. Bu durumda her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌  için L’nin monotonluğu ve pozitifliği 

kullanılarak; 

 

 𝐿 𝑓; 𝑥  ≤ 𝐿  𝑓 ; 𝑥  

                  = 𝐿  
 𝑓 𝜌 𝑡 

𝜌 𝑡 
; 𝑥  

                  ≤ 𝐿  sup
𝑡∈ℝ

 𝑓 𝑡  

𝜌 𝑡 
𝜌 𝑡 ; 𝑥  

                  =  𝑓 𝜌𝐿 𝜌; 𝑥  

 

olur. Son eĢitsizliğin her iki tarafı 𝜌 𝑥  ile bölünüp supremum alınırsa; 

 

sup
𝑥∈ℝ

 𝐿 𝑓; 𝑥  

𝜌 𝑥 
≤  𝑓 𝜌sup

𝑥∈ℝ

 𝐿 𝜌; 𝑥  

𝜌 𝑥 
 

 

eĢitsizliği ve buradan operatör normu tanımı kullanılarak 

 

 𝐿 𝑓; 𝑥  𝜌 ≤  𝑓 𝜌 𝐿 𝜌; 𝑥  𝜌  

 

eĢitsizliği elde edilir. Kabulden; 

 

 𝐿 𝑓; 𝑥  𝜌 ≤ 𝑀 𝑓 𝜌  

 

olacak Ģekilde 𝑀 > 0 sayısı vardır. Bu ise kanıtı tamamlar. 

 

Önerme 1.3.9 

  

 𝑓𝑛 ⊂ 𝐵𝜌  olacak Ģekilde  𝑓𝑛  fonksiyonlar dizisi alalım.  𝑓𝑛  fonksiyonlar dizisinin 𝐵𝜌  

uzayında sıfır fonksiyonuna yakınsaması için gerek ve yeter Ģart  𝜀𝑛  sıfır dizisi olmak üzere 

her 𝑥 ∈ ℝ için 

 

 𝑓𝑛(𝑥) ≤ 𝜀𝑛𝜌(𝑥) 
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olmasıdır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

Uyarı 1.3.10  

 

i) ℝ+
2 =   𝑥, 𝑦  | 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0  

olmak üzere bu uzaydaki sürekli fonksiyonların uzayı için  

 

𝐶 ℝ+
2  =  𝑓 | 𝑓: ℝ+

2 → ℝ  sürekli  

 

gösterimi kullanılacaktır. 

 

ii) 𝜌 𝑥, 𝑦 = 1 + 𝑥2 + 𝑦2 olmak üzere 𝐶 ℝ+
2   nin ağırlıklı uzayları; 

 

𝐵𝜌 ℝ+
2  =  𝑓 | ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+

2  için   𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥2 + 𝑦2   

𝐶𝜌 ℝ+
2  =  𝑓 | 𝑓 ∈ 𝐶 ℝ+

2    ve   𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥2 + 𝑦2   

 

Ģeklinde gösterilecek olup bu uzaylar 

 

 𝑓 𝐶𝜌  ℝ+
2  = sup

𝑥≥0,𝑦≥0

 𝑓(𝑥, 𝑦) 

1 + 𝑥2 + 𝑦2
 

 

normuyla birer doğrusal normlu uzaylardır. 

Uyarı 1.3.11  

 

i) ℝ+
3 =   𝑥, 𝑦, 𝑧  | 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0   

 

olmak üzere bu uzayda tanımlı ve sürekli fonksiyonların uzayı için 

 

𝐶 ℝ+
3  =  𝑓 | 𝑓: ℝ+

3 → ℝ  sürekli  

 

gösterimi kullanılacaktır. 

 

ii) 𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 olmak üzere 𝐶 ℝ+
3   nin ağırlıklı uzayları; 
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𝐵𝜌 ℝ+
3  =  𝑓 | ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ+

3  için   𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2   

𝐶𝜌 ℝ+
3  =  𝑓 | 𝑓 ∈ 𝐶 ℝ+

3    ve   𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2   

 

Ģeklinde gösterilecek olup bu uzaylar 

 

 𝑓 𝐶𝜌  ℝ+
3  = sup

𝑥≥0,𝑦≥0,𝑧≥0

 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

 

normuyla birer doğrusal normlu uzaylardır. 

  

1.4 𝑪[𝒂, 𝒃] UZAYINDA TANIMLI OPERATÖR DĠZĠLERĠ ĠÇĠN KOROVKĠN 

TEOREMLERĠ 

 

Teorem 1.4.1 (Korovkin Teoremi) 

 

𝐿𝑛 : 𝐶 𝑎, 𝑏 → 𝐶 𝑎, 𝑏  doğrusal pozitif operatörler dizisi olsun. Her 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için 𝜂 = 0,1,2 

olmak üzere, 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑡𝜂 ; 𝑥 − 𝑥𝜂 𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0                                                                                                    (1.4.1) 

 

Ģeklindeki üç koĢul sağlanıyorsa, [𝑎, 𝑏] de sürekli ayrıca 𝑎 da soldan 𝑏 de sağdan sürekli ve 

tüm reel eksende sınırlı her 𝑓 fonksiyonu için 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0 

 

eĢitliği geçerlidir. (Korovkin 1960). 

 

Kanıt: 

 

𝑓 fonksiyonu ℝ’de sınırlı olduğundan her 𝑥 ∈ ℝ için  

 

 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀  
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olacak Ģekilde en az bir 𝑀 > 0 vardır. 

𝑓 ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏  olduğundan; her 𝜀 > 0 için en az bir 𝛿 > 0 vardır, öyle ki 𝑥, 𝑡 ∈  𝑎, 𝑏  için 

 𝑡 − 𝑥 < 𝛿 olduğunda  𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  < 𝜀 olur.  

Her 𝑡 ∈  −∞, ∞  ve 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için  𝑡 − 𝑥 < 𝛿 olduğunda da  𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  < 𝜀 eĢitsizliği 

geçerlidir. Gerçekten; 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  ve 𝑡 ∉  𝑎, 𝑏  olsun.  𝑡 − 𝑥 < 𝛿 olduğunda                  

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  < 𝜀 eĢitsizliği f fonksiyonu a’ da soldan, b’ de sağdan sürekli olduğu için 

doğrudur.  

 

Diğer taraftan,  𝑡 − 𝑥 ≥ 𝛿 olduğunda ise 
 𝑡−𝑥 2

𝛿2 ≥ 1 olup açıkça  

 

2𝑀 ≤
2𝑀

𝛿2
 𝑡 − 𝑥 2 

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. Üçgen eĢitsizliği ve son eĢitsizlikler kullanılarak her 𝜀 > 0 için  

 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  < 𝜀 +
2𝑀

𝛿2
 𝑡 − 𝑥 2                                                                                                 (1.4.2) 

 

eĢitsizliği elde edilir. Ayrıca  

 

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) 𝐶 𝑎 ,𝑏 =  𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 ; 𝑥 − 𝑓(𝑥) 𝐶 𝑎 ,𝑏  

              =  𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 ; 𝑥 + 𝐿𝑛 𝑓 𝑥 ; 𝑥 − 𝑓(𝑥) 𝐶 𝑎 ,𝑏  

                =  𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 ; 𝑥 + 𝑓 𝑥 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 𝑓(𝑥) 𝐶 𝑎 ,𝑏  

             =  𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 ; 𝑥 + 𝑓(𝑥) 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1  𝐶 𝑎 ,𝑏  

                           ≤  𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 ; 𝑥  𝐶[𝑎 ,𝑏] +  𝑓(𝑥) 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1  𝐶 𝑎 ,𝑏  

                                          ≤  𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 ; 𝑥  𝐶[𝑎 ,𝑏] + max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

 𝑓(𝑥)   𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1  𝐶 𝑎 ,𝑏  

 

eĢitsizliği bulunur ve buradan 𝜀𝑛  sıfır dizisi olmak üzere 

 

 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 𝐶 𝑎 ,𝑏 ≤ 𝜀𝑛  

 

olacağından, 
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 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) 𝐶 𝑎 ,𝑏 ≤  𝐿𝑛  𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) ; 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 + 𝜀𝑛 𝑓 𝐶 𝑎 ,𝑏                              (1.4.3) 

 

eĢitsizliği elde edilir. (1.4.2)’ den 

 

𝐿𝑛  𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) , 𝑥 ≤ 𝐿𝑛  
2𝑀

𝛿2
 𝑡 − 𝑥 2 + 𝜀; 𝑥  

                                        = 𝐿𝑛  
2𝑀

𝛿2
 𝑡 − 𝑥 2; 𝑥 + 𝐿𝑛 𝜀; 𝑥  

                                        = 𝜀𝐿𝑛 1; 𝑥 +
2𝑀

𝛿2
𝐿𝑛 𝑡2 − 2𝑡𝑥 + 𝑥2; 𝑥  

                                        = 𝜀𝐿𝑛 1; 𝑥 +
2𝑀

𝛿2
 𝐿𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝐿𝑛 2𝑡𝑥; 𝑥 + 𝐿𝑛 𝑥2; 𝑥   

                                        = 𝜀 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 + 𝜀 +
2𝑀

𝛿2
  𝐿𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2 + 𝑥2   

                                         −2𝑥 𝐿𝑛 𝑡; 𝑥 − 𝑥 − 2𝑥2 + 𝑥2 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 + 𝑥2  

 

eĢitsizliği geçerli olup  

 

 𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 ; 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 = max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

 𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 ; 𝑥   

                                                   ≤ max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

𝐿𝑛  𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ; 𝑥  

                                                   ≤ max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

 𝜀 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 + 𝜀 +
2𝑀

𝛿2
  𝐿𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2    

                                                    −2𝑥 𝐿𝑛 𝑡; 𝑥 − 𝑥 + 𝑥2   𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1    

                                                   ≤ 𝜀 max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 + 𝜀 +
2𝑀

𝛿2
 max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

 𝐿𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2   

                                                    − max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

2𝑥 𝐿𝑛 𝑡; 𝑥 − 𝑥 + max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

𝑥2 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1   

                                                   ≤ 𝜀 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 𝐶 𝑎 ,𝑏 + 𝜀 +
2𝑀

𝛿2
  𝐿𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2 𝐶 𝑎 ,𝑏 

  

                                                    −2𝑎 𝐿𝑛 𝑡; 𝑥 − 𝑥 𝐶 𝑎 ,𝑏 + 𝑏2 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 𝐶 𝑎 ,𝑏   

 

olur. (1.4.3) eĢitsizliğinin her iki tarafının 𝑛 → ∞ için limiti alınırsa 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) 𝐶 𝑎 ,𝑏 ≤ lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥); 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏  
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                                                     ≤ 𝜀 𝜀𝑛 + 𝜀 +
2𝑀

𝛿2
𝜀𝑛 − 2𝑎𝜀𝑛 + 𝑏2𝜀𝑛  

 

eĢitsizliği bulunur ve buradan 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) 𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0 

 

eĢitliği elde edilir. Böylece kanıt tamamlanmıĢ olur. 

Sonuç 1.4.2 

 

 𝐿𝑛  doğrusal pozitif operatörler dizisi  𝑎, 𝑏  aralığında, 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛  𝑡 − 𝑥 2; 𝑥 −  𝑡 − 𝑥 2 𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0 

 

koĢullarını sağlıyorsa 𝐶[𝑎, 𝑏] uzayındaki herhangi bir f fonksiyonu için 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0 

 

sağlanır (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

AĢağıdaki teorem ℝ𝑚  in kompakt bir alt bölgesinde Korovkin Teoremi’nin geçerli olduğunu 

gösterir. 

Teorem 1.4.3 𝐿𝑛 : 𝐶 ℝ𝑚 → 𝐶 ℝ𝑚  doğrusal pozitif operatörler dizisi olsun. 𝑋 ⊂ ℝ𝑚  sınırlı 

bir bölge olmak üzere eğer  𝐿𝑛  doğrusal pozitif operatörler dizisi, 𝐾 ⊂ 𝑋 kompakt 

bölgesinde  

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 𝐶 𝐾 = 0 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑡𝑖 ; 𝑥 − 𝑥𝑖 𝐶 𝐾 = 0     (𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚) 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛  𝑡 2; 𝑥 −  𝑥 2 𝐶 𝐾 = 0 
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Ģeklindeki  𝑚 + 2  koĢulu sağlıyorsa 𝑋 bölgesinde sürekli ve tüm ℝ𝑚  de sınırlı herhangi bir 

𝑓 fonksiyonu için 𝐾 üzerinde 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) 𝐶 𝐾 = 0 

 

sağlanır. Burada 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 , ⋯ , 𝑥𝑚   ve  

 

 𝑥 =   𝑥𝑘
2

𝑚

𝑘=1

 

1/2

 

 

Ģeklindedir (Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995). 

 

1.5 𝑪𝝆 ℝ
𝒎  UZAYINDA YAKINSAKLIK KOġULLARI 

 

𝐶𝜌(ℝ) ve 𝐵𝜌 ℝ  uzaylarından oluĢturulan, 𝜌1 ve 𝜌2 Ģeklinde farklı ağırlık fonksiyonları 

alınarak elde edilen 𝐶𝜌1
(ℝ) ve 𝐶𝜌2

(ℝ) uzaylarında dönüĢüm yapan doğrusal pozitif operatör 

dizilerinin yaklaĢım özellikleri CoĢkun (1997, 2011, 2012) de çalıĢılmıĢtır. 

 

𝜌 fonksiyonu  

 

𝜌 𝑥 = 1 + 𝑥2 

 

olmak üzere 𝜌 fonksiyonu ile bağımlı 𝐵𝜌  ve 𝐶𝜌  uzayları ile ilgili teorem aĢağıdaki Ģekilde 

verilebilir. 

 

Teorem 1.5.1 (Hacıyev Teoremi) 𝐿𝑛 : 𝐶𝜌(ℝ) → 𝐵𝜌(ℝ) doğrusal pozitif operatörler dizisi 

olsun. Bu dizi 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 𝜌 = 0                                                                                                               (1.5.1) 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 t; 𝑥 − 𝑥 𝜌 = 0                                                                                                                (1.5.2) 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 t2; 𝑥 − 𝑥2 𝜌 = 0                                                                                                            (1.5.3) 
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koĢullarını sağlasın. Bu durumda bir 𝑓∗ ∈ 𝐶𝜌 ℝ  için  

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓∗; 𝑥 − 𝑓∗ 𝑥  𝜌 ≠ 0 

 

olur. (Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995, CoĢkun 1997). 

 

Tanım 1.5.2  

 

𝜑 𝑥 , ℝ de monoton artan sürekli bir fonksiyon ve 𝐾𝑓 ; 𝑓 e bağlı pozitif bir sabit olmak üzere 

𝜌(𝑥); 𝜌 𝑥 = 1 + 𝜑2 𝑥  Ģeklinde tanımlansın. 

 

lim
 𝑥 →∓∞

𝑓 𝑥 

1 + 𝜑2 𝑥 
= 𝐾𝑓  

 

eĢitliğini sağlayan 𝐶𝜌  nun elemanlarından oluĢan alt uzaya 𝐶𝜌
𝑘 ℝ  uzayı denir. (Hacısalihoğlu 

ve Hacıyev 1995). 

 

AĢağıdaki teorem, 𝐶𝜌
𝑘 ℝ ⊂ 𝐶(ℝ) uzayında keyfi  𝐿𝑛  doğrusal pozitif operatörler dizisi ile 

yaklaĢımın sağlanacağını gösterir. 

 

Teorem 1.5.3 𝐿𝑛 : 𝐶𝜌(ℝ) → 𝐵𝜌(ℝ) doğrusal pozitif operatörler dizisi olsun. Bu dizi 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 𝜌 = 0                                                                                                               (1.5.4) 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 φ; 𝑥 − φ 𝑥  𝜌 = 0                                                                                                       (1.5.5) 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 φ2; 𝑥 − φ2 𝑥  𝜌 = 0                                                                                                   (1.5.6) 

 

koĢullarını sağlasın. Bu durumda keyfi 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘 ℝ  için  

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝜌 = 0 

 

olur. (Hacıyev ve Hacısalihoğlu 1995). 
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1962 yılında Baskakov, [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli ve 𝑀𝑓 , 𝑓 fonksiyonuna bağlı bir sabit olmak 

üzere  

 

 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥2                                                                                                                       (1.5.7) 

 

koĢulunu sağlayan 𝑓 fonksiyonu için Korovkin Teoremi’nin sağlandığını göstermiĢtir.  

 

Teorem 1.5.4 𝐿𝑛 : 𝐶𝜌( 𝑎, 𝑏 ) → 𝐵𝜌 ( 𝑎, 𝑏 ) doğrusal pozitif operatörler dizisi olsun. Her           

𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için 𝜂 = 0,1,2 olmak üzere, 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑡𝜂 ; 𝑥 − 𝑥𝜂 𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0                                                                                                    (1.5.8) 

 

Ģeklindeki üç koĢul sağlanıyorsa,  𝑎, 𝑏  de sürekli ve (1.5.7) koĢulunu sağlayan her 𝑓 

fonksiyonu için 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0 

 

eĢitliği geçerlidir. (Baskakov 1962). 

 

Kanıt: 𝑓 ∈ 𝐶 𝑎, 𝑏  olduğundan her 𝜀 > 0 için  𝑡 − 𝑥 < 𝛿 olduğunda her 𝑡, 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için 

 

 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) < 𝜀 

 

eĢitsizliğini sağlayan en az bir 𝛿 > 0 vardır. 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  ve 𝑡 ∉  𝑎, 𝑏  ise 𝑓 𝑎 da soldan ve 𝑏 de 

sağdan sürekli olduğundan  𝑡 − 𝑥 < 𝛿 olduğunda yine  𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) < 𝜀 eĢitsizliği sağlanır. 

Ayrıca 𝑡 ∈ ℝ ve 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için  𝑡 − 𝑥 < 𝛿 olduğunda da söz konusu eĢitsizlik sağlanır. Diğer 

taraftan  𝑡 − 𝑥 ≥ 𝛿 olduğunda ise 1 ≤
 𝑡−𝑥 2

𝛿2  olacağından 2𝑀𝑓 ≤
2𝑀𝑓

𝛿2
 𝑡 − 𝑥 2 dir ve 

 

 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) ≤  𝑓 𝑡  +  𝑓 𝑥   
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                           ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥2 + 𝑀𝑓 1 + 𝑡2  

                           = 𝑀𝑓 2 + 𝑥2 + 𝑡2  

                           = 𝑀𝑓 2 +  𝑡 − 𝑥 + 𝑥 2 + 𝑥2  

                           = 𝑀𝑓 2 +  𝑡 − 𝑥 2 + 2𝑥 𝑡 − 𝑥 + 2𝑥2  

                           ≤ 𝑀𝑓  2
 𝑡 − 𝑥 2

𝛿2
+  𝑡 − 𝑥 2 + 2𝑥

 𝑡 − 𝑥 

𝛿

2

+ 2𝑥2
 𝑡 − 𝑥 2

𝛿2
  

                           = 𝑀𝑓 𝑡 − 𝑥 2  
2

𝛿2
+ 1 +

2𝑥

𝛿
+

2𝑥2

𝛿2
  

 

biçiminde yazılabilir. Bu eĢitsizlikte her 𝑡 ∈ ℝ ve 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için  

 

𝐶 𝑥, 𝛿 : =
2

𝛿2
+ 1 +

2𝑥

𝛿
+

2𝑥2

𝛿2
 

 

olarak alınırsa  

 

 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) ≤ 𝜀 + 𝐶 𝑥, 𝛿 𝑀𝑓 𝑡 − 𝑥 2                                                                                    (1.5.9) 

 

elde edilir. 𝐿𝑛  doğrusal operatör olduğundan 

 

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 =  𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 ; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏  

                                              =  𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 ; 𝑥 + 𝐿𝑛 𝑓 𝑥 , 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏         

                                              ≤  𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 ; 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 + max
𝑥∈ 𝑎 ,𝑏 

 𝑓 𝑥   𝐿𝑛 1, 𝑥 − 1 𝐶 𝑎 ,𝑏      

                                             =  𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 ; 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 + 𝑓 𝐶 𝑎 ,𝑏  𝐿𝑛 1, 𝑥 − 1 𝐶 𝑎 ,𝑏     

 

eĢitsizliği bulunur. 𝜀𝑛  sıfır dizisi olmak üzere  𝐿𝑛 1, 𝑥 − 1 𝐶 𝑎 ,𝑏 = 𝜀𝑛  dir. Buradan, 𝐿𝑛  nin 

monotonluğundan 

 

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 ≤  𝐿𝑛 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥 ; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 + 𝜀𝑛  

                                             ≤  𝐿𝑛  𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 + 𝜀𝑛  

 

yazılabilir. (1.5.9) eĢitsizliğinden 

 



21 

𝐿𝑛  𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ; 𝑥 ≤ 𝐿𝑛 𝜀; 𝑥 + 𝐶 𝑥, 𝛿 𝑀𝑓𝐿𝑛  𝑡 − 𝑥 2; 𝑥  

                                        = 𝜀 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 + 𝜀 + 𝐶 𝑥, 𝛿 𝑀𝑓𝐿𝑛 𝑡2 − 2𝑥𝑡 + 𝑥2; 𝑥  

                                        = 𝜀 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 + 𝜀 + 𝐶 𝑥, 𝛿 𝑀𝑓 𝐿𝑛 𝑡2; 𝑥  − 𝑥2 + 𝑥2 − 2𝑥𝐿𝑛 𝑡; 𝑥  

                                         +𝑥2𝐿𝑛 1; 𝑥 − 𝑥2 + 𝑥2  

                                        = 𝜀 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 + 𝜀 + 𝐶 𝑥, 𝛿 𝑀𝑓  𝐿𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2   

                                        −2𝑥 𝐿𝑛 𝑡; 𝑥 − 𝑥 + 𝑥2 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1   

bulunur. Norma geçilirse 

 

 𝐿𝑛  𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ; 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 ≤ 𝜀 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 𝐶 𝑎 ,𝑏 + 𝜀 

                                                      +𝑀𝑓𝐶 𝑏, 𝛿   𝐿𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2 𝐶 𝑎 ,𝑏 
  − 2𝑏 𝐿𝑛 𝑡; 𝑥 − 𝑥 𝐶 𝑎 ,𝑏  

                                                       +𝑏2 𝐿𝑛 1; 𝑥 − 1 𝐶 𝑎 ,𝑏   

eĢitsizliği elde edilir. (1.5.8) koĢulları sağlandığından  

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛  𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ; 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0 

 

olur. Böylece (1.4.3) eĢitsizliğinden istenen 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 𝑎 ,𝑏 = 0 

 

elde edilir. O halde Korovkin Teoremi sağlanmıĢ olur. 

 

Teorem 1.5.5  

 

𝑓𝑘 ,𝑚 = 𝑡𝑘𝜏𝑚  fonksiyonu olmak üzere, 𝐿𝑛 : 𝐶𝜌 ℝ+
2  → 𝐵𝜌 ℝ+

2   doğrusal pozitif operatörler 

dizisi için  

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛𝑓𝑘 ,𝑚 − 𝑓𝑘 ,𝑚 
𝜌

= 0  ,       0 ≤ 𝑘 + 𝑚 ≤ 2,    𝑘, 𝑚 ∈  0,1,2    

 

koĢulları sağlandığı halde bir 𝑓∗ ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   vardır öyle ki, 

 

lim
𝑛→∞
      𝐿𝑛𝑓∗ − 𝑓∗ 𝜌 ≠ 0   

olur (Ġbikli 2005). 
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Kanıt: 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   ve ∆𝑛=   𝑥, 𝑦 : 𝑥, 𝑦 ≥ 0, 𝑥 + 𝑦 ≤ 𝑛  olmak üzere  

 

𝐿𝑛 𝑓; 𝑥, 𝑦 =

 
 

 𝑓 𝑥, 𝑦 +
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
 𝑓 𝑥 + 1, 𝑦 + 1 − 𝑓 𝑥, 𝑦  ;  𝑥, 𝑦 ∈ ∆𝑛

𝑓 𝑥, 𝑦 ;  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+
2 \∆𝑛

  

 

Ģeklinde tanımlı 𝐿𝑛  operatörlerini göz önüne alınsın.  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+
2 \∆𝑛  için kanıt açıktır. 

 

 𝐿𝑛  doğrusal pozitif operatörler dizisinin 𝐶𝜌 ℝ+
2   dan 𝐵𝜌 ℝ+

2   ya bir dönüĢüm olduğu 

gösterilmelidir. Buradan hareketle, 

 

𝐿𝑛 𝜌; 𝑥, 𝑦 = 𝜌 𝑥, 𝑦 +
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
 𝜌 𝑥 + 1, 𝑦 + 1 − 𝜌 𝑥, 𝑦   

                     = 𝜌 𝑥, 𝑦 +
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
 1 +  𝑥 + 1 2+ 𝑦 + 1 2 −  1 + 𝑥2 + 𝑦2   

                     = 𝜌 𝑥, 𝑦 +
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
2 𝑥 + 𝑦 + 1  

 

Ģeklinde yazılabilir.  𝑥, 𝑦 ∈ ∆𝑛  olduğundan 

 

𝐿𝑛 𝜌; 𝑥, 𝑦 ≤ 𝜌 𝑥, 𝑦 +
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
2 𝑛 + 1  

 

olur. 𝜌 𝑥, 𝑦 = 1 + 𝑥2 + 𝑦2 olduğundan 

 

𝐿𝑛 𝜌; 𝑥, 𝑦 ≤ 𝜌 𝑥, 𝑦 +
𝜌 𝑥, 𝑦 

1 + 4𝑛2
2 𝑛 + 1  

                     = 𝜌 𝑥, 𝑦  1 +
2 𝑛 + 1 

1 + 4𝑛2
  

                     ≤ 2𝜌 𝑥, 𝑦  

 

olup, Önerme 1.3.9 dan  𝐿𝑛  doğrusal pozitif operatörler dizisinin 𝐶𝜌 ℝ+
2   dan 𝐵𝜌 ℝ+

2   ya bir 

dönüĢümdür. 
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ġimdi 𝑘, 𝑚 ∈  0,1,2  ve tanımlanan doğrusal pozitif operatörler dizisi için 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛𝑓𝑘 ,𝑚 − 𝑓𝑘 ,𝑚 
𝜌

= 0 

 

olduğu gösterilecektir. 

 

𝑓𝑘 ,𝑚 = 𝑡𝑘𝜏𝑚  fonksiyonu olduğundan, 𝑓0,0(𝑡, 𝜏) = 1 için, 

 

𝐿𝑛 𝑓0,0; 𝑥, 𝑦 − 𝑓0,0(𝑥, 𝑦) =
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
 𝑓0,0 𝑥 + 1, 𝑦 + 1 − 𝑓0,0 𝑥, 𝑦   

                                                = 0 

 

olup, 

 

sup
𝑥≥0,𝑦≥0

 𝐿𝑛 𝑓0,0; 𝑥, 𝑦 − 𝑓0,0(𝑥, 𝑦) 

𝜌 𝑥, 𝑦 
= 0 

 

ifadesinden 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓0,0; 𝑥, 𝑦 − 𝑓0,0 𝑥, 𝑦  
𝜌

= 0 

 

elde edilir. 

 

𝑓1,0(𝑡, 𝜏) = 𝑡 için, 

 

𝐿𝑛 𝑓1,0; 𝑥, 𝑦 − 𝑓1,0(𝑥, 𝑦) =
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
 𝑥 + 1 − 𝑥  

                                                =
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
 

 

olacağından,  

 

 𝐿𝑛 𝑓1,0; 𝑥, 𝑦 − 𝑓1,0(𝑥, 𝑦) 

𝜌 𝑥, 𝑦 
=

1

1 + 4𝑛2
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ifadesi elde edilir. Bu ifade kullanılarak, 

 

lim
𝑛→∞

sup
𝑥≥0,𝑦≥0

 𝐿𝑛 𝑓1,0; 𝑥, 𝑦 − 𝑓1,0(𝑥, 𝑦) 

𝜌 𝑥, 𝑦 
= lim

𝑛→∞

1

1 + 4𝑛2
= 0 

 

eĢitliği elde edilmiĢ olup 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓1,0; 𝑥, 𝑦 − 𝑓1,0 𝑥, 𝑦  
𝜌

= 0 

 

olacaktır. Benzer Ģekilde 

 

𝑓0,1(𝑡, 𝜏) = 𝜏 için; 

 

𝐿𝑛 𝑓0,1; 𝑥, 𝑦 − 𝑓0,1(𝑥, 𝑦) =
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
 𝑦 + 1 − 𝑦  

                                                =
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
 

 

eĢitliği geçerlidir. Her iki tarafın 𝜌 𝑥, 𝑦 ’e bölünmesiyle 

 

 𝐿𝑛 𝑓0,1; 𝑥, 𝑦 − 𝑓0,1(𝑥, 𝑦) 

𝜌 𝑥, 𝑦 
=

1

1 + 4𝑛2
 

 

ifadesi elde edilir. Bu eĢitlik kullanılarak, 

 

lim
𝑛→∞

sup
𝑥≥0,𝑦≥0

 𝐿𝑛 𝑓0,1; 𝑥, 𝑦 − 𝑓0,1(𝑥, 𝑦) 

𝜌 𝑥, 𝑦 
= lim

𝑛→∞

1

1 + 4𝑛2
= 0 

 

olacağından 

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓1,0; 𝑥, 𝑦 − 𝑓1,0 𝑥, 𝑦  
𝜌

= 0 

 

bulunur. 
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Son olarak, 𝑓2,0(𝑡, 𝜏) = 𝑡2 ve 𝑓0,2(𝑡, 𝜏) = 𝜏2 olmak üzere, 

 

𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝑓2,0 𝑡, 𝜏 + 𝑓0,2(𝑡, 𝜏) 

 

fonksiyonuna operatör uygulanırsa; 

 

𝐿𝑛 𝑔; 𝑥, 𝑦 = 𝑔 𝑥, 𝑦 +
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
 𝑔 𝑥 + 1, 𝑦 + 1 − 𝑔 𝑥, 𝑦   

                      = 𝑔 𝑥, 𝑦 +
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
 𝑓2,0 𝑥 + 1, 𝑦 + 1 + 𝑓0,2 𝑥 + 1, 𝑦 + 1   

                      −𝑓2,0 𝑥, 𝑦 − 𝑓0,2 𝑥, 𝑦   

 

ifadesi elde edilir. Buradan, 

 

𝐿𝑛 𝑔; 𝑥, 𝑦 − 𝑔 𝑥, 𝑦 =
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
  𝑥 + 1 2 +  𝑦 + 1 2 − 𝑥2 − 𝑦2  

                                        = 2
1 + 𝑥2 + 𝑦2

1 + 4𝑛2
 𝑥 + 𝑦 + 1  

eĢitliği yazılabilir. Dolayısıyla  

 

 𝐿𝑛 𝑔; 𝑥, 𝑦 − 𝑔 𝑥, 𝑦  

𝜌 𝑥, 𝑦 
=

2

1 + 4𝑛2
 𝑥 + 𝑦 + 1  

 

elde edilir.  𝑥, 𝑦 ∈ ∆𝑛  olduğundan 

 

sup
𝑥≥0,𝑦≥0

 𝐿𝑛 𝑔; 𝑥, 𝑦 − 𝑔 𝑥, 𝑦  

𝜌 𝑥, 𝑦 
≤

2 𝑛 + 1 

1 + 4𝑛2
 

 

ve böylece 

 

lim
𝑛→∞

sup
𝑥≥0,𝑦≥0

 𝐿𝑛 𝑔; 𝑥, 𝑦 − 𝑔 𝑥, 𝑦  

𝜌 𝑥, 𝑦 
= 0 

 

geçerli olup, 
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lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛 𝑓2,0 + 𝑓0,2; 𝑥, 𝑦 −  𝑓2,0 𝑥, 𝑦 + 𝑓0,2 𝑥, 𝑦   
𝜌

= 0 

 

eĢitliği bulunur. Böylece  

 

lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛𝑓𝑘 ,𝑚 − 𝑓𝑘 ,𝑚 
𝜌

= 0  ,       0 ≤ 𝑘 + 𝑚 ≤ 2,    𝑘, 𝑚 ∈  0,1,2    

 

olduğu gösterilmiĢ olur. ġimdi; 

 

𝑓∗ 𝑥, 𝑦 =  𝑥2 + 𝑦2 cos 𝜋 𝑥 + 𝑦  

 

fonksiyonu göz önüne alınsın. Öncelikle 𝑓∗ ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   olduğu gösterilecektir.  

 

 𝑓∗ 𝑥, 𝑦  =  𝑥2 + 𝑦2  cos 𝜋 𝑥 + 𝑦   

                   ≤ 𝑥2 + 𝑦2 + 1 

                   = 𝜌 𝑥, 𝑦  

 

olup, açıkça 𝑓∗ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   olur.  𝑥, 𝑦 ∈ ∆𝑛  olduğundan fonksiyona operatörün 

uygulanması ile  

 

 𝐿𝑛 𝑓∗; 𝑥, 𝑦 − 𝑓∗ 𝑥, 𝑦  

𝜌 𝑥, 𝑦 
≥

1

1 + 4𝑛2
 2𝑥𝑦 +  

𝑥

2
− 1 

2

+  
𝑦

2
− 1 

2

  cos 𝜋 𝑥 + 𝑦   

 

elde edilir. Buradan, 

 

sup
𝑥≥0,𝑦≥0

 𝐿𝑛 𝑓∗; 𝑥, 𝑦 − 𝑓∗ 𝑥, 𝑦  

𝜌 𝑥, 𝑦 
≥

2𝑛2 − 2𝑛 + 2

1 + 4𝑛2
 

 

olup, 

 

lim
𝑛→∞

sup
𝑥≥0,𝑦≥0

 𝐿𝑛 𝑓∗; 𝑥, 𝑦 − 𝑓∗ 𝑥, 𝑦  

𝜌 𝑥, 𝑦 
≥

1

2
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eĢitsizliğine ulaĢılır. Bu da 𝑓∗ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   fonksiyonu için yakınsaklığın 

gerçekleĢmediğini gösterir.  

 

1.6 BĠR DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLAR ĠÇĠN SÜREKLĠLĠK MODÜLÜ VE 

ÖZELLĠKLERĠ 

 

Tanım 1.6.1 BoĢ olmayan 𝐼 ⊂ ℝ sınırlı aralığı için 

 

𝑑 𝐼 = sup  𝑥 − 𝑦 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼  

ifadesine 𝐼 kümesinin çapı denir (Natanson, 1964). 

 

Tanım 1.6.2 𝐼 ⊂ ℝ sınırlı bir aralık, 𝑓: 𝐼 → ℝ fonksiyonu 𝐼 üzerinde sınırlı olsun. 𝑑 = 𝑑 𝐼 , 𝐼 

kümesinin çapı olmak üzere,  

𝜔 𝑓, 𝛿 = sup  𝑓 𝑥1 − 𝑓 𝑥2  ∶  𝑥1 , 𝑥2 ∈ 𝐼,  𝑥1 − 𝑥2 ≤ 𝛿  

 

𝜔:  0, 𝑑 →  0, ∞  fonksiyonuna 𝑓 fonksiyonunun 𝐼 üzerindeki süreklilik modülü denir 

(Natanson 1964). 

Süreklilik modülünün bazı önemli özellikleri aĢağıda verilmiĢtir (Musayev 2003, Natanson 

1964, Ġzgi 2004). 

 

Özellik 1.6.3  

i. 𝛿 > 0 için 𝜔 𝑓, 𝛿 ≥ 0 dır. 

ii. 𝜔 𝑓, 𝛿  monoton artandır. 

iii. 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 

𝜔 𝑓, 𝑛𝛿 ≤ 𝑛𝜔 𝑓, 𝛿  
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sağlanır. 

iv. 𝜆 pozitif reel sayı olmak üzere  

𝜔 𝑓, 𝜆𝛿 ≤  𝜆 + 1 𝜔 𝑓, 𝛿  

eĢitsizliği sağlanır. 

v. 𝑓, 𝐼 aralığında sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda  

lim
𝛿→0

𝜔 𝑓, 𝛿 = 0 

eĢitliği sağlanır. 

 

1.7 ĠKĠ DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLAR ĠÇĠN TAM VE KISMĠ SÜREKLĠLĠK 

MODÜLÜ TANIMI VE ÖZELLĠKLERĠ 

 

Tanım 1.7.1 𝐷 ⊂ ℝ2 sınırlı bir bölge ve 𝑓: 𝐷 → ℝ tanımlı, sınırlı bir fonksiyon olsun. 𝐾 ⊂ 𝐷 

kompakt bir bölge ve 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑦 =  𝑦1 , 𝑦2  olmak üzere,  

 

𝜔 𝑓, 𝛿 = sup   𝑓 𝑥1 , 𝑦1 − 𝑓 𝑥2 , 𝑦2  ∶  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾,     𝑥1 − 𝑥2 
2 +  𝑦1 − 𝑦2 

2 ≤ 𝛿  

 

fonksiyonuna 𝑓 fonksiyonunun tam süreklilik modülü denir. 

 

Tanım 1.7.2 𝐷 ⊂ ℝ2 sınırlı bir bölge ve 𝑓: 𝐷 → ℝ tanımlı, sınırlı bir fonksiyon olsun. 𝐾 ⊂ 𝐷 

kompakt bir bölge ve 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑦 =  𝑦1 , 𝑦2  olmak üzere,  

 

𝜔1 𝑓, 𝛿 = sup  𝑓 𝑥1 , 𝑦 − 𝑓 𝑥2 , 𝑦  ∶   𝑥1 , 𝑦 ,  𝑥2 , 𝑦 ∈ 𝐾,    𝑥1 − 𝑥2 ≤ 𝛿  

𝜔2 𝑓, 𝛿 = sup  𝑓 𝑥, 𝑦1 − 𝑓 𝑥, 𝑦2  ∶   𝑥, 𝑦1 ,  𝑥, 𝑦2 ∈ 𝐾,    𝑦1 − 𝑦2 ≤ 𝛿  

fonksiyonlarına 𝑓 fonksiyonunun 𝑥’e göre ve 𝑦’ye göre kısmi süreklilik modülü denir. 
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1.6.3 Özellikleri, Tanım 1.7.1 ve Tanım 1.7.2 için de geçerlidir. Ġki değiĢkenli fonksiyonlar 

için ağırlıklı süreklilik modülü tanımı ve özellikleri aĢağıda verilmiĢtir. 

 

Tanım 1.7.3 Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   ve 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 ,  =  1, 2  için 

 

Ω 𝑓; 𝛿 = sup
𝑥∈ 0,∞ 

 1 ≤𝛿 , 2 ≤𝛿

 𝑓 𝑥1 + 1, 𝑥2 + 2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 +  𝑥 2  1 +   2 
                                                      (1.7.1) 

 

Ģeklinde tanımlı ifadeye 𝑓 fonksiyonunun ağırlıklı süreklilik modülü denir. Ω 𝑓; 𝛿  nin bazı 

temel özellikleri aĢağıdaki lemmada verilmiĢtir. 

 

Lemma 1.7.4 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   olsun. Bu durumda aĢağıdaki özellikler geçerlidir. 

i. 𝛿 ≥ 0 olmak üzere Ω 𝑓; 𝛿 , 𝛿 nın monoton artan bir fonksiyonudur. 

ii. Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   için  

lim
𝛿→0

 Ω 𝑓; 𝛿 = 0 

 olur. 

iii. Her 𝜇 ∈ ℕ için Ω 𝑓; 𝜇𝛿 ≤ 4𝜇 1 + 2𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  eĢitsizliği geçerlidir. 

iv. 𝜆 nın pozitif her değeri için Ω 𝑓; 𝜆𝛿 ≤ 4 𝜆 + 1  1 + 2𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  eĢitsizliği vardır. 

v. Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   ve 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑡 =  𝑡1 , 𝑡2  için 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤  1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 +  𝑥 2 Ω 𝑓;  𝑡 − 𝑥   

 eĢitsizliği sağlanır. 

vi. Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   ve 𝑡 =  𝑡1 , 𝑡2 , 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2  için 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤ 4  
 𝑡 − 𝑥 

𝛿
+ 1  1 +  𝑥 2  1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 + 2𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

 eĢitsizliği sağlanır. 
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Kanıt:  

i) ve ii) nin kanıtı açık olduğundan diğer özellikler kanıtlanacaktır.  

(iii) Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘  ve 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 ,  =  1, 2  için 

 

Ω 𝑓; 𝛿 = sup
𝑥1 ,𝑥2∈ 0,∞ 

 1 ≤𝛿 , 2 ≤𝛿

 𝑓 𝑥1 + 1, 𝑥2 + 2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 +  𝑥 2  1 +   2 
 

 

ifadesinde 𝑥1 + 1 =: 𝑝 ve 𝑥2 + 2 =: 𝑟 olarak alınırsa 

 

Ω 𝑓; 𝛿 = sup
𝑝 ,𝑟 ,𝑥1 ,𝑥2∈ 0,∞ 

 𝑝−𝑥1 ≤𝛿 , 𝑟−𝑥2 ≤𝛿

 𝑓 𝑝, 𝑟 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 +  𝑝 − 𝑥1 
2 +  𝑟 − 𝑥2 

2  1 +  𝑥 2 
 

 

elde edilir. O halde  𝑝 − 𝑥1 ≤ 𝜇𝛿 ve  𝑟 − 𝑥2 ≤ 𝜇𝛿 olmak üzere 𝑥1 + 𝜇1 = 𝑝 ve 𝑥2 +

𝜇2 = 𝑟 Ģeklinde seçilirse  1 ≤ 𝛿 ve  2 ≤ 𝛿 elde edilir. Bulunanlar (1.7.1) ifadesinde 

yerine yazılırsa  

 

Ω 𝑓; 𝜇𝛿 = sup
𝑥1 ,𝑥2∈ 0,∞ 

 1 ≤𝛿 , 2 ≤𝛿

 𝑓 𝑥1 + 𝜇1 , 𝑥2 + 𝜇2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2 
 

 

bulunur. Diğer taraftan 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 ,  =  1 , 2  olmak üzere 

 

 𝑓 𝑥 + 𝜇 − 𝑓 𝑥  =    𝑓 𝑥 + 𝑘 − 𝑓 𝑥 +  𝑘 − 1   

𝜇

𝑘=1

  

                                      ≤    𝑓 𝑥 + 𝑘 − 𝑓 𝑥 +  𝑘 − 1    

𝜇

𝑘=1

 

                              =  
  𝑓 𝑥 + 𝑘 − 𝑓 𝑥 +  𝑘 − 1    

 1 +   2  1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 
 1 +   2  1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 

𝜇

𝑘=1
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eĢitsizliği sağlanır. EĢitsizliği her iki tarafı  1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2  ifadesiyle bölünürse, 

 

 𝑓 𝑥 + 𝜇 − 𝑓 𝑥  

 1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2 

≤  
  𝑓 𝑥 + 𝑘 − 𝑓 𝑥 +  𝑘 − 1    

 1 +   2  1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 

𝜇

𝑘=1

 1 +   2  1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 

 1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2 
 

 

bulunur. Her iki tarafın  1 ≤ 𝛿 ve  2 ≤ 𝛿 üzerinden supremum alınırsa, 

 

Ω 𝑓; 𝜇𝛿 ≤ Ω 𝑓; 𝛿  1 + 2𝛿2  
 1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 

 1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2 

𝜇

𝑘=1

                                                 (1.7.2) 

 

ifadesine ulaĢılır. Öte yandan; 

 

 1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 ≤ 1 + 4  𝑥 2 +   𝑘 − 1  2  

                                             ≤ 4 1 +  𝑥 2 +   𝑘 − 1  2  

 

ifadesi elde edilir. 𝑘 − 1 ≤ 𝜇 olduğundan 

 

 1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 ≤ 4 1 +  𝑥 2 +  𝜇 2  

                                             ≤ 4 1 +  𝑥 2 +  𝜇 2 + 4  𝑥 2 𝜇 2  

                                             = 4 1 +  𝑥 2  1 +  𝜇 2  

elde edilir. O halde, 

 1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 

 1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2 
≤ 4 
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yazılabilir. Bu eĢitsizlik (1.7.2) de yerine yazılırsa, 

 

Ω 𝑓; 𝜇𝛿 ≤ 4𝜇 1 + 2𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

 

bulunur.  

 

(iv) 𝜆 ∈ ℝ+ nın tam kısmı  𝜆  olmak üzere  

 

 𝜆 ≤ 𝜆 ≤  𝜆 + 1 

 

eĢitsizliği sağlanır. Bu eĢitsizlik ve (ii) özelliğinden 

 

Ω 𝑓; 𝜆𝛿 ≤ Ω 𝑓;   𝜆 + 1 𝛿   

 

eĢitsizliği geçerlidir. yazılır.  𝜆 + 1 ∈ ℕ olduğundan (iii) özelliği uygulanarak, 

 

Ω 𝑓; 𝜆𝛿 ≤ Ω 𝑓;   𝜆 + 1 𝛿  

                  ≤ 4  𝜆 + 1  1 + 2𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

 

bulunur. Ayrıca her 𝜆 ∈ ℝ+ için  𝜆 + 1 ≤ 𝜆 + 1 olduğundan 

 

Ω 𝑓; 𝜆𝛿 ≤ 4 𝜆 + 1  1 + 2𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

elde edilir. 

(v) 𝑥1 + 1 = 𝑡1 ve 𝑥2 + 2 = 𝑡2 olmak üzere Ω 𝑓; 𝛿  ifadesinde 𝛿 =  𝑡 − 𝑥  olarak 

seçilirse, 

 

Ω 𝑓;  𝑡 − 𝑥  = sup
𝑡1𝑡2 ,𝑥1 ,𝑥2∈ 0,∞ 

 𝑡1−𝑥1 ≤𝛿 , 𝑡2−𝑥2 ≤𝛿

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  

 1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 +  𝑥 2 
 

 

Ģeklinde ifade edilebilir. Ayrıca supremum tanımından, 
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Ω 𝑓;  𝑡 − 𝑥  ≥
 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  

 1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 +  𝑥 2 
 

 

eĢitsizliği geçerlidir. Böylece gösterilmek istenen  

 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤  1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 +  𝑥 2 Ω 𝑓;  𝑡 − 𝑥   

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. 

(vi) (v) özelliğinden 

 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤  1 +  𝑥 2  1 +  𝑡 − 𝑥 2 Ω 𝑓;
 𝑡 − 𝑥 

𝛿
𝛿                                              1.7.3  

 

eĢitsizliği geçerlidir. Ayrıca; 
 𝑡−𝑥 

𝛿
∈ ℝ+ olup, (iv) özelliğinden 

 

Ω 𝑓;
 𝑡 − 𝑥 

𝛿
𝛿 ≤ 4  

 𝑡 − 𝑥 

𝛿
+ 1  1 + 2𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

 

eĢitsizliği doğrudur. Son eĢitsizlik (1.7.3) te yerine yazılırsa 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤ 4  
 𝑡 − 𝑥 

𝛿
+ 1  1 +  𝑥 2  1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 + 2𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

 

elde edilir. Bu ise kanıtı tamamlar. 
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1.8 ÜÇ DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLAR ĠÇĠN TAM VE KISMĠ SÜREKLĠLĠK 

MODÜLÜ TANIMI VE ÖZELLĠKLERĠ 

 

Tanım 1.8.1 𝐷 ⊂ ℝ3 sınırlı bir bölge ve 𝑓: 𝐷 → ℝ tanımlı, sınırlı bir fonksiyon olsun. 𝐾 ⊂ 𝐷 

kompakt bir bölge ve 𝑥 =  𝑥1 , 𝑦1, 𝑧1 , 𝑦 =  𝑥2 , 𝑦2, 𝑧2  olmak üzere,  

 

𝜔 𝑓, 𝛿 = sup  𝑓 𝑥1 , 𝑦1 , 𝑧1 − 𝑓 𝑥2 , 𝑦2, 𝑧2  ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 ,  

                      𝑥1 − 𝑥2 
2 +  𝑦1 − 𝑦2 

2 +  𝑧1 − 𝑧2 
2 ≤ 𝛿  

 

fonksiyonuna 𝑓 fonksiyonunun tam süreklilik modülü denir. 

 

Tanım 1.8.2 𝐷 ⊂ ℝ3 sınırlı bir bölge ve 𝑓: 𝐷 → ℝ tanımlı, sınırlı bir fonksiyon olsun. 𝐾 ⊂ 𝐷 

kompakt bir bölge ve 𝑥 =  𝑥1 , 𝑦1, 𝑧1 , 𝑦 =  𝑥2 , 𝑦2, 𝑧2  olmak üzere,  

 

𝜔1 𝑓, 𝛿 = sup  𝑓 𝑥1 , 𝑦, 𝑧 − 𝑓 𝑥2, 𝑦, 𝑧  ∶   𝑥1 , 𝑦, 𝑧 ,  𝑥2, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐾,    𝑥1 − 𝑥2 ≤ 𝛿  

𝜔2 𝑓, 𝛿 = sup  𝑓 𝑥, 𝑦1 , 𝑧 − 𝑓 𝑥, 𝑦2, 𝑧  ∶   𝑥, 𝑦1 , 𝑧 ,  𝑥, 𝑦2, 𝑧 ∈ 𝐾,    𝑦1 − 𝑦2 ≤ 𝛿  

𝜔3 𝑓, 𝛿 = sup  𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧1 − 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧2  ∶   𝑥, 𝑦, 𝑧1 ,  𝑥, 𝑦, 𝑧2 ∈ 𝐾,    𝑧1 − 𝑧2 ≤ 𝛿  

 

fonksiyonlarına 𝑓 fonksiyonunun 𝑥’e göre, 𝑦’ye göre ve 𝑧’ye göre kısmi süreklilik modülü 

denir. 

 

1.6.3 Özellikleri Tanım 1.8.1 ve Tanım 1.8.2 için de geçerlidir. Üç değiĢkenli fonksiyonlar 

için ağırlıklı süreklilik modülü tanımı ve özellikleri aĢağıda verilmiĢtir. 
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Tanım 1.8.3 Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
3   ve 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ,  =  1 , 2, 3  için 

 

Ω 𝑓; 𝛿 = sup
𝑥∈ 0,∞ 

 1 ≤𝛿 , 2 ≤𝛿 , 3 ≤𝛿

 𝑓 𝑥1 + 1 , 𝑥2 + 2 , 𝑥3 + 3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 +  𝑥 2  1 +   2 
                      (1.8.1) 

 

Ģeklinde tanımlı ifadeye 𝑓 fonksiyonunun ağırlıklı süreklilik modülü denir. Ω 𝑓; 𝛿  nin bazı 

temel özellikleri aĢağıdaki lemmada verilmiĢtir. 

 

Lemma 1.8.4 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
3   olsun. Bu durumda aĢağıdaki özellikler geçerlidir. 

i. 𝛿 ≥ 0 olmak üzere Ω 𝑓; 𝛿 , 𝛿 nın monoton artan bir fonksiyonudur. 

ii. Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
3   için  

lim
𝛿→0

 Ω 𝑓; 𝛿 = 0 

 olur. 

iii. Her 𝜇 ∈ ℕ için Ω 𝑓; 𝜇𝛿 ≤ 4𝜇 1 + 3𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  eĢitsizliği geçerlidir. 

iv. 𝜆 nın pozitif her değeri için Ω 𝑓; 𝜆𝛿 ≤ 4 𝜆 + 1  1 + 3𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  eĢitsizliği vardır. 

v. Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
3   ve 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , 𝑡 =  𝑡1 , 𝑡2, 𝑡3 için 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤  1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 +  𝑥 2 Ω 𝑓;  𝑡 − 𝑥   

 eĢitsizliği sağlanır. 

vi. Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
3   ve 𝑡 =  𝑡1 , 𝑡2, 𝑡3 , 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 için 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤ 4  
 𝑡 − 𝑥 

𝛿
+ 1  1 +  𝑥 2  1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 + 3𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

 eĢitsizliği sağlanır. 

Kanıt:  

i) ve ii) nin kanıtı açık olduğundan diğer özellikler kanıtlanacaktır.  

(iii) Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘  ve 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ,  =  1, 2, 3 için 
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Ω 𝑓; 𝛿 = sup
𝑥∈ 0,∞ 

 1 ≤𝛿 , 2 ≤𝛿 , 3 ≤𝛿

 𝑓 𝑥1 + 1 , 𝑥2 + 2 , 𝑥3 + 3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 +  𝑥 2  1 +   2 
 

 

ifadesinde 𝑥1 + 1 =: 𝑝, 𝑥2 + 2 =: 𝑟 ve 𝑥3 + 3 =: 𝑞 olarak alınırsa 

 

Ω 𝑓; 𝛿 = sup
𝑝 ,𝑟 ,𝑞 ,𝑥1 ,𝑥2∈ 0,∞ 

 𝑝−𝑥1 ≤𝛿 , 𝑟−𝑥2 ≤𝛿 , 𝑞−𝑥3 ≤𝛿

 𝑓 𝑝, 𝑟, 𝑞 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 +  𝑝 − 𝑥1 
2 +  𝑟 − 𝑥2 

2 +  𝑞 − 𝑥3 
2  1 +  𝑥 2 

 

 

elde edilir. O halde  𝑝 − 𝑥1 ≤ 𝜇𝛿,  𝑟 − 𝑥2 ≤ 𝜇𝛿 ve  𝑞 − 𝑥3 ≤ 𝜇𝛿 olmak üzere                

𝑥1 + 𝜇1 = 𝑝, 𝑥2 + 𝜇2 = 𝑟 ve 𝑥3 + 𝜇3 = 𝑞 Ģeklinde seçilirse  1 ≤ 𝛿,  2 ≤ 𝛿 ve 

 3 ≤ 𝛿 elde edilir. Bulunanlar (1) ifadesinde yerine yazılırsa  

 

Ω 𝑓; 𝜇𝛿 = sup
𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3∈ 0,∞ 

 1 ≤𝛿 , 2 ≤𝛿 , 3 ≤𝛿

 𝑓 𝑥1 + 𝜇1, 𝑥2 + 𝜇2, 𝑥3 + 𝜇3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2 
 

 

bulunur. Diğer taraftan 𝑥 =  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ,  =  1, 2, 3  olmak üzere 

 

 𝑓 𝑥 + 𝜇 − 𝑓 𝑥  =    𝑓 𝑥 + 𝑘 − 𝑓 𝑥 +  𝑘 − 1   

𝜇

𝑘=1

  

                                      ≤    𝑓 𝑥 + 𝑘 − 𝑓 𝑥 +  𝑘 − 1    

𝜇

𝑘=1

 

                              =  
  𝑓 𝑥 + 𝑘 − 𝑓 𝑥 +  𝑘 − 1    

 1 +   2  1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 
 1 +   2  1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 

𝜇

𝑘=1

 

 

eĢitsizliği sağlanır. EĢitsizliği her iki tarafı  1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2  ifadesiyle bölünürse, 
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 𝑓 𝑥 + 𝜇 − 𝑓 𝑥  

 1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2 

≤  
  𝑓 𝑥 + 𝑘 − 𝑓 𝑥 +  𝑘 − 1    

 1 +   2  1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 

𝜇

𝑘=1

 1 +   2  1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 

 1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2 
 

 

bulunur. Her iki tarafın  1 ≤ 𝛿,  2 ≤ 𝛿 ve  3 ≤ 𝛿 üzerinden supremum alınırsa, 

Ω 𝑓; 𝜇𝛿 ≤ Ω 𝑓; 𝛿  1 + 3𝛿2  
 1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 

 1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2 

𝜇

𝑘=1

                                                 (1.8.2) 

 

ifadesine ulaĢılır. Öte yandan; 

 

 1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 ≤ 1 + 4  𝑥 2 +   𝑘 − 1  2  

                                             ≤ 4 1 +  𝑥 2 +   𝑘 − 1  2  

 

ifadesi elde edilir. 𝑘 − 1 ≤ 𝜇 olduğundan 

 

 1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 ≤ 4 1 +  𝑥 2 +  𝜇 2  

                                             ≤ 4 1 +  𝑥 2 +  𝜇 2 + 4  𝑥 2 𝜇 2  

                                             = 4 1 +  𝑥 2  1 +  𝜇 2  

 

elde edilir. O halde, 

 

 1 +  𝑥 +  𝑘 − 1  2 

 1 +  𝜇 2  1 +  𝑥 2 
≤ 4 

 

yazılabilir. Bu eĢitsizlik (1.8.2) de yerine yazılırsa, 
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Ω 𝑓; 𝜇𝛿 ≤ 4𝜇 1 + 3𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

 

bulunur. 

(iv) 𝜆 ∈ ℝ+ nın tam kısmı  𝜆  olmak üzere  

 

 𝜆 ≤ 𝜆 ≤  𝜆 + 1 

eĢitsizliği sağlanır. Bu eĢitsizlik ve (ii) özelliğinden 

 

Ω 𝑓; 𝜆𝛿 ≤ Ω 𝑓;   𝜆 + 1 𝛿  

 

eĢitsizliği geçerlidir.  𝜆 + 1 ∈ ℕ olduğundan (iii) özelliği uygulanarak, 

 

Ω 𝑓; 𝜆𝛿 ≤ Ω 𝑓;   𝜆 + 1 𝛿  

                  ≤ 4  𝜆 + 1  1 + 3𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

 

bulunur. Ayrıca her 𝜆 ∈ ℝ+ için  𝜆 + 1 ≤ 𝜆 + 1 olduğundan 

 

Ω 𝑓; 𝜆𝛿 ≤ 4 𝜆 + 1  1 + 3𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

 

elde edilir. 

(v) 𝑥1 + 1 = 𝑡1, 𝑥2 + 2 = 𝑡2 ve 𝑥3 + 3 = 𝑡3 olmak üzere Ω 𝑓; 𝛿  ifadesinde 𝛿 =  𝑡 − 𝑥  

olarak seçilirse, 

 

Ω 𝑓;  𝑡 − 𝑥  = sup
𝑡1𝑡2 ,𝑡3 ,𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3∈ 0,∞ 

 𝑡1−𝑥1 ≤𝛿 , 𝑡2−𝑥2 ≤𝛿 , 𝑡3−𝑥3 ≤𝛿

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  

 1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 +  𝑥 2 
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Ģeklinde ifade edilebilir. Ayrıca supremum tanımından, 

 

Ω 𝑓;  𝑡 − 𝑥  ≥
 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  

 1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 +  𝑥 2 
 

 

eĢitsizliği geçerlidir. Böylece gösterilmek istenen  

 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤  1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 +  𝑥 2 Ω 𝑓;  𝑡 − 𝑥   

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. 

(vi) (v) özelliğinden 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤  1 +  𝑥 2  1 +  𝑡 − 𝑥 2 Ω 𝑓;
 𝑡 − 𝑥 

𝛿
𝛿                                               1.8.3  

eĢitsizliği geçerlidir. Ayrıca; 
 𝑡−𝑥 

𝛿
∈ ℝ+ olup, (iv) özelliğinden 

 

Ω 𝑓;
 𝑡 − 𝑥 

𝛿
𝛿 ≤ 4  

 𝑡 − 𝑥 

𝛿
+ 1  1 + 3𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

 

eĢitsizliği doğrudur. Son eĢitsizlik (1.8.3) te yerine yazılırsa 

 

 𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥  ≤ 4  
 𝑡 − 𝑥 

𝛿
+ 1  1 +  𝑥 2  1 +  𝑡 − 𝑥 2  1 + 3𝛿2 Ω 𝑓; 𝛿  

 

elde edilir. Bu ise kanıtı tamamlar. 
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BÖLÜM 2 

 

BĠR DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLAR ĠÇĠN BERNSTEIN-CHLODOWSKY 

POLĠNOMLARI ĠLE YAKLAġIM 

 

2.1 WEIERSTRASS YAKINSAKLIK TEOREMĠ VE BERNSTEIN ĠSPATI 

 

Bu bölümde Weierstrass yakınsaklık teoreminde ifade edilen 𝑃(𝑥) polinomunun yerine 

Bernstein polinomu alındığında da ilgili teoremin sağlandığı gösterilecektir.  

 

Teorem 2.1.1 (Weierstrass Yakınsaklık Teoremi) 

 

𝑓 fonksiyonu  𝑎, 𝑏  aralığında sürekli, 𝜀 > 0 olsun. Bu durumda  𝑎, 𝑏  aralığındaki her 𝑥 için  

 

 𝑓 𝑥 − 𝑃 𝑥  < 𝜀 

 

eĢitsizliğini sağlayan bir 𝑃 polinomu vardır. 

 

1912 yılında S. Bernstein, Weierstrass’ın yaklaĢım teoreminin yeni bir ispatını yapmıĢtır ve 

 0,1  aralığında verilmiĢ sürekli bir fonksiyona yakınsayan polinom tanımlamıĢtır. 

 

Tanım 2.1.2 

0 ≤ 𝑥 ≤ 1 olmak üzere 

 

𝐵𝑛 𝑓; 𝑥 =  𝑓  
𝑘

𝑛
  

𝑛

𝑘
 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

                                                                                   (2.1.1) 
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biçiminde tanımlı operatörler dizisi literatürde Bernstein polinomu olarak adlandırılır.  

Açıkça, Bernstein polinomu doğrusal ve pozitiftir. Gerçekten, her 𝑎1 , 𝑎2 ∈ ℝ ve 𝑓1, 𝑓2 ∈  0,1  

için  

𝐵𝑛 𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2; 𝑥 =   𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2; 𝑥  
𝑘

𝑛
  

𝑛

𝑘
 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

                                     = 𝑎1  𝑓1  
𝑘

𝑛
  

𝑛

𝑘
 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

+ 𝑎2  𝑓2  
𝑘

𝑛
  

𝑛

𝑘
 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

                                     = 𝑎1𝐵𝑛 𝑓1; 𝑥 + 𝑎2𝐵𝑛 𝑓2; 𝑥  

 

olduğundan 𝐵𝑛  polinom dizisi doğrusaldır. 

 

Ayrıca, 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘 ≥ 0 olduğundan her 𝑓 ≥ 0 için 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥 ≥ 0 olacaktır. Dolayısıyla 𝐵𝑛  

operatör dizisi pozitiftir. 

 

Teorem 2.1.3 

Eğer 𝑓 fonksiyonu  0,1  aralığında sürekli ve 𝜀 > 0 ise bu aralıktaki her 𝑥 değeri için  

 

𝐵𝑛 𝑓; 𝑥 =  𝑓  
𝑘

𝑛
  

𝑛
𝑘
 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

olmak üzere 

 

 𝑓 𝑥 − 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥  < 𝜀 

 

eĢitsizliği sağlanır.  

 

Kanıt: (Bernstein Kanıtı) 

Kanıt için;  0,1  aralığında 𝑓(𝑥) fonksiyonu sürekli olduğunda 𝐵𝑛 𝑓, 𝑥  in  0,1 ’de 𝑓(𝑥)’e 

düzgün yakınsak olduğunu gösterilmelidir. Korovkin teoremine göre 𝐵𝑛 𝑓𝑘 ; 𝑥 , 𝑓𝑘(𝑥)’e 
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düzgün yakınsar. 𝑓𝑘 𝑡 = 𝑡𝑘   𝑘 = 0,1,2 (Korovkin teoremindeki 𝑓(𝑥) fonksiyonunun 

sürekliliği sağda 𝑏’den solda 𝑎’dan sağlanır). Fakat Bernstein polinomu 𝑓(𝑡) fonksiyonunun 

 0,1  aralığının dıĢındaki davranıĢına bağımlı değildir. 

 

Eğer 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ise 0 ≤
𝑘

𝑛
≤ 1 olduğundan ek varsayımlar burada gereksizdir. 

 

𝐵𝑛 1; 𝑥 =   
𝑛
𝑘
 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘 =  𝑥 + 1 − 𝑥 𝑛 = 1

𝑛

𝑘=0

                                                        (2.1.2) 

𝐵𝑛 𝑡; 𝑥 =  
𝑘

𝑛
 
𝑛
𝑘
 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

=  
𝑘

𝑛
 
𝑛
𝑘
 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1

 

𝑘

𝑛
 
𝑛
𝑘
 =

𝑘

𝑛

𝑛 𝑛 − 1 ⋯ (𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑘(𝑘 − 1)
=

 𝑛 − 1 ⋯ (𝑛 − 𝑘 + 1)

 𝑘 − 1 !
=  

𝑛 − 1
𝑘 − 1

  

 

olduğundan  

 

𝐵𝑛 𝑡; 𝑥 =   
𝑛 − 1
𝑘 − 1

 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1

 

                 = 𝑥   
𝑛 − 1
𝑘 − 1

 𝑥𝑘−1 1 − 𝑥 𝑛−1−(𝑘−1)

𝑛

𝑘=1

= 𝑥(𝑥 + 1 − 𝑥)𝑛−1 = 𝑥                       (2.1.3) 

 

bulunur. Benzer Ģekilde, 

 

𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥 =  
𝑘2

𝑛2
 
𝑛
𝑘
 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

=  
𝑘

𝑛
 
𝑛 − 1
𝑘 − 1

 𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1

 

                  = 𝑥  
𝑘

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 !
𝑥𝑘−1 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1

 

                  = 𝑥  
𝑘 − 1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 !
𝑥𝑘−1 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=2

 

                  +
𝑥

𝑛
 

 𝑛 − 1 !

 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 !
𝑥𝑘−1 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1
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                  = 𝑥2
𝑛 − 1

𝑛
 

 𝑛 − 2 !

 𝑘 − 2 !  𝑛 − 𝑘 !
𝑥𝑘−2 1 − 𝑥 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=2

 

                  +
𝑥

𝑛
 

 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 1 − 𝑘 ! 𝑘!
𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−1−𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

                  = 𝑥2
𝑛 − 1

𝑛
 

 𝑛 − 2 !

𝑘!  𝑛 − 𝑘 − 2 !
𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−2−𝑘

𝑛−2

𝑘=0

+
𝑥

𝑛
𝐵𝑛−1 1; 𝑥  

                  = 𝑥2
𝑛 − 1

𝑛
𝐵𝑛−2 1, 𝑥 +

𝑥

𝑛
𝐵𝑛−1 1, 𝑥  

                  = 𝑥2
𝑛 − 1

𝑛
+

𝑥

𝑛
 

                  = 𝑥2 +
𝑥 − 𝑥2

𝑛
                                                                                                               (2.1.4) 

 

elde edilir. Bu da 𝑓𝑘 𝑡 = 𝑡𝑘   𝑘 = 0,1,2 için 𝐵𝑛 𝑓𝑘 ; 𝑥 ’in 𝑓𝑘(𝑥)’e düzgün yakınsak olduğunu 

gösterir. Böylece [0,1]’de sürekli 𝑓(𝑡) için 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥 ’in [0,1]’de 𝑓(𝑥)’e düzgün yakınsak 

olduğu bulunur. Her 𝜀 > 0 için 

 

 𝑓 𝑥 − 𝐵𝑛 𝑥  < 𝜀,   0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

 

eĢitsizliği sağlanır. Bu ise kanıtı tamamlar. 

 

Teorem 2.1.4 𝑓, [0,1] aralığında sürekli bir fonksiyon olmak üzere 𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) polinomları      

𝑛 → ∞ iken aynı aralıkta 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsar. 

Kanıt:  

Kanıt için Korovkin teoreminin koĢullarının sağlandığının gösterilmesi yeterlidir. (2.1.2), 

(2.1.3) ve (2.1.4) eĢitlikleri kullanılırsa; 𝑛 → ∞ için 

 

 𝐵𝑛 1; 𝑥 − 1 𝐶 0,1 → 0 

 𝐵𝑛 𝑡; 𝑥 − 𝑥 𝐶 0,1 → 0 

 𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2 𝐶 0,1 = max
0≤𝑥≤1

 𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2 = max
0≤𝑥≤1

 𝑥2 +
𝑥 − 𝑥2

𝑛
− 𝑥2 → 0 
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sağlanır. Korovkin teoreminin koĢulları sağlandığından her 𝑓 ∈ 𝐶 0,1  için  

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  𝐶 0,1 → 0 

 

olur. Böylece kanıt tamamlanmıĢ olur. 

 

Bernstein polinomu keyfi  𝑎, 𝑏  aralığı için de yazılabilir. Bu halde 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için, 

 

𝐵𝑛 𝑓; 𝑥 =  𝑓  𝑎 +
𝑘

𝑛
 𝑏 − 𝑎   

𝑛
𝑘
  

𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
 

𝑘

 
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
 

𝑛−𝑘𝑛

𝑘=0

 

 

Ģeklinde tanımlıdır. 𝑎 = 0 olduğunda  0, 𝑏  aralığında Bernstein polinomu 𝑥 ∈  0, 𝑏  için, 

 

𝐵𝑛 𝑓; 𝑥 =  𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

                                                                          (2.1.5) 

 

Ģeklinde tanımlıdır. 

 

Uyarı 2.1.5 (2.1.5) ifadesinde 𝑏 sabit bir sayıdır. 𝑏 sayısı yerine 𝑛’ye bağlı bir artan dizi 

alınırsa ne Weierstrass teoremi ne de Korovkin teoremi sağlanır, çünkü bu iki teorem de 

kapalı sonlu aralık için geçerlidir.  𝑏𝑛  dizisi artan ve lim𝑛→∞ 𝑏𝑛 = ∞ olduğunda 𝑥 

değiĢkeninin tanım bölgesi [0, ∞[ yarıekseni olur. Bu nedenle bu tür artan dizilere bağlı 

Bernstein polinomlarını özel olarak incelemek gerekir. 

 

2.2 BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLĠNOMLARI VE YAKLAġIM KOġULLARI 

 

1932 yılında Bernstein’ın öğrencisi Chlodowsky tarafından aĢağıdaki polinomlar dizisi 

tanımlanmıĢtır. 

 

Tanım 2.2.1  𝑏𝑛 ; 

 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞    ,   lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 
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koĢullarını sağlayan gerçel sayı dizisi olmak üzere 

 

𝐵𝑛  𝑓; 𝑥 =  𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

,   0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏𝑛                                          (2.2.1) 

 

Ģeklinde tanımlanan polinomlar dizisi Bernstein-Chlodowsky polinomu olarak adlandırılır. 

Chlodowsky (1932), (2.2.1) polinomlarının noktasal yakınsaklığını incelemiĢ ve 𝑓 

fonksiyonunun bir 𝑥0 noktasında sürekli ve tüm pozitif yarım eksende sınırlı olması 

durumunda 

 

lim
𝑛→∞

𝐵𝑛  𝑓; 𝑥0 = 𝑓 𝑥0  

 

eĢitliğinin sağlandığını göstermiĢtir. 

1995 yılında E. Ġbikli–E. Gadjieva tarafından Bernstein-Chlodowsky polinomlarının aĢağıdaki 

gibi bir genelleĢmesi ele alınmıĢtır. 𝛼, 𝛽 ≥ 0 ve 𝛼 + 𝛽 = 1 gerçel sayıları için bu 

genelleĢmeyi 

 

𝐵𝑛
𝛼 ,𝛽 𝑓; 𝑥 =  𝑓  𝛼𝑥 + 𝛽

𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

,   𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏𝑛                         (2.2.2) 

 

Ģeklinde tanımlamıĢlardır. Burada yine  𝑏𝑛  dizisi  

 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞    ,   lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 

 

koĢullarını sağlayan gerçel sayıların bir dizisidir. 

(2.2.2) de 𝛼 = 0, 𝛽 = 1 yazıldığı taktirde 

 

𝐵𝑛
0,1 𝑓; 𝑥 =  𝑓  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

,   𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏𝑛                         

 

 

(2.2.1) polinomlar dizisine dönüĢeceğinden (2.2.2) eĢitliği ile verilen operatörlerin, Bernstein-

Chlodowsky polinomlarının bir genelleĢmesi olduğu kolayca görülebilir. 
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Uyarı 2.2.2 Genel halde 𝐵𝑛
𝛼 ,𝛽 𝑓; 𝑥  dizisinin; yalnızca 𝑓 fonksiyonunun polinom olduğu 

durumlarda bir polinom olacağına dikkat edilmelidir. 

 

Uyarı 2.2.3 Açıkça (2.2.1) ile gösterilen 𝐵𝑛
∗ dizisi doğrusal ve pozitiftir. Her 𝑓1, 𝑓2 ∈  0, ∞  ve 

her 𝑎1 , 𝑎2 ∈ ℝ için  

 

𝐵𝑛  𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2; 𝑥 =   𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2; 𝑥  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

                                     = 𝑎1  𝑓1  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

                                     +𝑎2  𝑓2  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

                                     = 𝑎1𝐵𝑛  𝑓1; 𝑥 + 𝑎2𝐵𝑛  𝑓2; 𝑥  

 

eĢitliği geçerli olduğundan 𝐵𝑛  doğrusaldır. ġimdi 𝐵𝑛  dizisinin pozitifliği incelenecektir.  

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏𝑛  olduğundan 
𝑥

𝑏𝑛
≥ 0 ve 1 −

𝑥

𝑏𝑛
≥ 0 dır. Dolayısıyla her 𝑓 ≥ 0 için 𝐵𝑛 (𝑓; 𝑥) ≥ 0 

olduğundan (2.2.1) pozitiftir. 

 

ġimdi (2.2.1) ile verilen 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥  in sonlu aralıkta 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsak 

olduğunu görmek için Korovkin teoremi uygulanacaktır. 

Teorem 2.2.4 𝐴 ∈ ℝ+ olmak üzere [0, 𝐴] aralığında tanımlı, sürekli ve  

 

 𝑓 𝑥  ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥2  

 

Ģartını sağlayan olan her 𝑓 fonksiyonu ve 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥  polinom dizisi için  

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥 − 𝑓(𝑥) 
𝐶 0,𝐴 

= 0 
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olur. Yani 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥  polinom dizisi 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsaktır. 

Kanıt: Yukarıda (2.2.1) ifadesinin doğrusallığı ve pozitifliği gösterildiğinden yalnızca 

Korovkin teoremindeki üç Ģartın sağlandığını göstermek yeterlidir. 

𝑓 𝑡 = 1 için 𝐵𝑛  1; 𝑥  operatör dizisi, 

 

𝐵𝑛  1; 𝑥 =   
𝑛
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

 
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

=  1 −
𝑥

𝑏𝑛
+

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛

= 1

                                                                              (2.2.3) 

 

olacaktır. 𝑓 𝑡 = 𝑡 olmak üzere 𝐵𝑛  𝑡; 𝑥  operatör dizisi, 

 

𝐵𝑛 𝑡; 𝑥 =   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

                =  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                = 𝑥  
𝑘

𝑛

𝑛!

𝑘!  𝑛 − 𝑘 !
 

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘−1

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                = 𝑥  
 𝑛 − 1 !

 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 !
 

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘−1

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                = 𝑥  
 𝑛 − 1 !

𝑘!  𝑛 − 𝑘 − 1 !
 

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                = 𝑥   
𝑛 − 1

𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

 

olduğundan 
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𝐵𝑛 𝑡; 𝑥 = 𝑥                                                                                                                                      (2.2.4) 

 

elde edilir. Son olarak 𝑓 𝑡 = 𝑡2 alınırsa 𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥  operatör dizisi, 

 

𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥 =   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

                  =  
𝑘2

𝑛2
𝑏𝑛

2  
𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

                  = 𝑏𝑛
2  

𝑘

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 !
 

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

                  = 𝑏𝑛
2  

𝑘 − 1 + 1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 !
 

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

                  = 𝑏𝑛
2  

𝑘 − 1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 !
 

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=2

 

                  +𝑏𝑛
2  

1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 !
 

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                  =
𝑛 − 1

𝑛
𝑏𝑛

2  
 𝑛 − 2 !

 𝑘 − 2 !  𝑛 − 𝑘 !
 

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=2

 

                  +
1

𝑛
𝑏𝑛

2  
 𝑛 − 1 !

 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 !
 

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                  = 𝑥2
𝑛 − 1

𝑛
 

 𝑛 − 2 !

 𝑘 − 2 !  𝑛 − 𝑘 !
 

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘−2

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=2

 

                  +
𝑥

𝑛
𝑏𝑛  

 𝑛 − 1 !

 𝑘 − 1 !  𝑛 − 𝑘 !
 

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘−1

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                  = 𝑥2
𝑛 − 1

𝑛
  

𝑛 − 2

𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2
𝑛−2

𝑘=0
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                  +
𝑥

𝑛
𝑏𝑛   

𝑛 − 1

𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                  = 𝑥2
𝑛 − 1

𝑛
+

𝑥

𝑛
𝑏𝑛  

 

olduğundan 

 

𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥 = 𝑥2 +
𝑥 𝑏𝑛 − 𝑥 

𝑛
                                                                                                         (2.2.5) 

 

elde edilir. Böylece 𝑛 → ∞ için (2.2.3) ve (2.2.4) ten 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 1; 𝑥 − 1 𝐶 0,𝐴 = 0 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 𝑡; 𝑥 − 𝑥 𝐶 0,𝐴 = 0 

 

eĢitlikleri gösterilmiĢ olur. Son olarak (2.2.5) eĢitliğinden; 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2 𝐶 0,𝐴 = max
0≤𝑥≤𝐴

 𝑥2 +
𝑥 𝑏𝑛 − 𝑥 

𝑛
− 𝑥2 ≤

𝐴𝑏𝑛

𝑛
 

 

eĢitsizliği geçerli olduğundan 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2 𝐶 0,𝐴 = 0 

 

bulunur. O halde 𝑓 ∈ 𝐶 0, 𝐴  fonksiyonu için 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥  polinom dizisi 𝑓 fonksiyonuna düzgün 

yakınsar. 

 

Bernstein-Chlodowsky polinomları, tanımlı olduğu  0, 𝑏𝑛  aralığı  𝑏𝑛  artan ve  

 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞ 

 

olduğu durumda [0, ∞[ aralığına dönüĢeceğinden Korovkin Teoreminin son koĢulunu 

sağlamayacaktır. 
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Yani, 𝐶[0, ∞[ üzerinde 𝑓 𝑥 = 𝑥2 fonksiyonuna (2.2.1) ile yaklaĢım mümkün olmamaktadır. 

Çünkü (2.2.1) den  

 

 𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2 𝐶 0,𝑏𝑛  =
𝑏𝑛

2

4𝑛
 

 

olup, 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥 − 𝑥2 𝐶 0,𝑏𝑛  = ∞ 

 

bulunur. Bu ise yakınsamanın olmadığını gösterir. 

 

2.3 BĠR DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLAR ĠÇĠN BERNSTEIN-CHLODOWSKY 

POLĠNOMLARININ YAKLAġIM HIZI 

 

AĢağıdaki teoremde 𝜔1+𝐴 𝑓, 𝛿 ; [0,1 + 𝐴] aralığında 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülünü 

göstermek üzere Ġbikli ve Gadjiev (1995) tarafından verilen kanıtın bir uygulaması 

yapılacaktır. 

 

Teorem 2.3.1 

 

𝑓, tüm ℝ de sürekli ve  

 

 𝑓 𝑥  ≤ 𝑀𝑓 1 +  𝑥 2  

 

koĢulunu sağlayan fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir  0, 𝐴  aralığında  

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤ 𝐶 𝜔1+𝐴  𝑓,  
𝑏𝑛

𝑛
  

 

eĢitsizliğini sağlayan 𝑛 den bağımsız pozitif bir 𝐶 sabiti vardır. 
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Kanıt: 

𝑥 ∈ [0, 𝐴] olmak üzere 

 

𝐸1 =  𝑘: 
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ≥ 1 + 𝐴  ve 𝐸2 =  𝑘: 

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ≤ 1 + 𝐴  

 

kümeleri tanımlansın. 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  =   𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘
𝑛

𝑘=0

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

− 𝑓(𝑥)  

                                  =    𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓(𝑥)  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘
𝑛

𝑘=0

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

  

                                  =    𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓(𝑥)  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

𝑘∈𝐸1

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
  

                                  +    𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓(𝑥)  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

𝑘∈𝐸2

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

  

                                  ≤   𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓(𝑥)  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

𝑘∈𝐸1

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

                                  +   𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓(𝑥)  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

𝑘∈𝐸2

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

 

olarak yazılabilir. 

 

𝑡𝑛 ≔   𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓(𝑥)  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

𝑘∈𝐸1

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

𝑠𝑛 : =   𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓(𝑥)  

𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

𝑘∈𝐸2

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
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olarak tanımlansın. 𝑡𝑛  ve 𝑠𝑛  ifadeleri ayrı ayrı göz önüne alınırsa; 𝑘 ∈ 𝐸1 ve 𝑥 ∈ [0, 𝐴] için 𝑓 

fonksiyonunun özelliklerinden  

 

 𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀𝑓  2 +  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

+ 𝑥2  

                                  ≤ 𝑀𝑓   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥 

2

+ 2𝑥  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥 + 2(1 + 𝑥2)  

elde edilir.  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥 ≥ 1 olduğundan  

 

 𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓(𝑥) ≤ 2𝑀𝑓  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥 

2

[4 + 4𝑥 + 𝑥2] 

                                   ≤ 2𝑀𝑓(𝐴 + 2)2  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥 

2

 

 

olup 𝐵 = 2𝑀𝑓(𝐴 + 2)2 ile gösterilirse 

 

 𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓(𝑥) ≤ 𝐵  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥 

2

 

 

elde edilir. O halde  

 

𝑡𝑛 ≤ 𝐵   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥 

2𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

      = 𝐵
𝑥(𝑏𝑛 − 𝑥)

𝑛
 

      ≤ 𝐵𝐴
𝑏𝑛

𝑛
                                                                                                                                       (2.3.1) 
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eĢitsizliği bulunur. lim𝑛→∞
𝑏𝑛

𝑛
= 0 olduğundan yeterince büyük 𝑛 değerleri için 

𝑏𝑛

𝑛
≤  

𝑏𝑛

𝑛
 

yazılabilir. Özellik 1.6.3.  𝑖𝑣  den  

 

𝐶𝑓 
𝑏𝑛

𝑛
≤ 𝜔1+𝐴  𝑓,  

𝑏𝑛

𝑛
 ⟹  

𝑏𝑛

𝑛
≤

1

𝐶𝑓
𝜔1+𝐴  𝑓,  

𝑏𝑛

𝑛
  

 

olacak Ģekilde 𝑓 fonksiyonuna bağlı 𝐶𝑓 > 0 sayısı vardır. O halde 𝑀 =
𝐵𝐴

𝐶𝑓
 olmak üzere 

(2.2.1) den 

𝑡𝑛 ≤ 𝑀𝜔1+𝐴  𝑓,  
𝑏𝑛

𝑛
  

 

eĢitsizliği elde edilir. 

𝑘 ∈ 𝐸2 ve 𝑥 ∈ [0, 𝐴] için süreklilik modülünün özelliklerinden 

 

 𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓(𝑥) ≤ 𝜔𝑓

1+𝐴    
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥    

                                  ≤ 𝜔𝑓
1+𝐴(𝛿𝑛)  1 +

1

𝛿𝑛  
 
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥    

 

olarak yazılabilir. Cauchy-Schwartz eĢitsizliği kullanılarak 

 

𝑠𝑛 ≤ 𝜔1+𝐴(𝛿𝑛)  1 +
1

𝛿𝑛  
  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥  

𝑛
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

 
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
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     ≤ 𝜔1+𝐴(𝛿𝑛)

 
 
 
 
1 +

1

𝛿𝑛  
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥 

2

 
𝑛
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

 
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 
 
 
 
 

    = 𝜔1+𝐴(𝛿𝑛)  1 +
1

𝛿𝑛  
 

𝑥(𝑏𝑛 − 𝑥)

𝑛
  

    ≤ 𝜔1+𝐴(𝛿𝑛)  1 +
1

𝛿𝑛  
 𝐴 

𝑏𝑛

𝑛
  

 

olarak bulunur. 𝛿𝑛 =  
𝑏𝑛

𝑛
 ve 𝐾 = 1 +  𝐴 olarak belirlenirse 

 

𝑠𝑛 ≤ 𝐾𝜔1+𝐴  𝑓,  
𝑏𝑛

𝑛
  

 

elde edilir. Bu durumda 𝑡𝑛  ve 𝑠𝑛  ifadelerinden 𝐶 = 𝑀 + 𝐾 olmak üzere 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥 − 𝑓 𝑥  ≤ 𝐶𝜔1+𝐴  𝑓,  
𝑏𝑛

𝑛
  

 

istenen eĢitsizlik elde edilir. 

 

Örnek 2.3.2 𝑓 𝑥 =
1

𝑒2𝑥+5 fonksiyonunun 𝑥 ∈  0,5  ve 𝑏𝑛 =  𝑛 dizisi alınarak süreklilik 

modülü yardımıyla elde edilen yaklaĢımın hata değerlerini veren MAPLE programı aĢağıda 

verilmiĢtir. 

 

> restart; 

> f:=x->1/exp(2*x+5); 

 

> n:=1: 

> for k from 0 to 9 do 

> n:=10*n; 

 := f x
1

e
( )2 x 5
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> beta(n):=sqrt(n): 

> delta(n):=evalf(simplify(beta(n)/n)); 

> omega(f,delta(n)):=evalf(simplify(maximize(abs(expand(f(x+h)-
f(x))),x=0..1,h=0..delta(n)))): 

> errorL:= omega(f,delta(n)); 

> end do; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 := n 10

 := ( ) 10 10

 := ( ) 10 0.3162277660

 := ( ) ,f 0.3162277660 0.003158172724

 := errorL 0.003158172724

 := n 100

 := ( ) 100 10

 := ( ) 100 0.1000000000

 := ( ) ,f 0.1000000000 0.001221382578

 := errorL 0.001221382578

 := n 1000

 := ( ) 1000 10 10

 := ( ) 1000 0.03162277660

 := ( ) ,f 0.03162277660 0.0004129489526

 := errorL 0.0004129489526

 := n 10000

 := ( ) 10000 100

 := ( ) 10000 0.01000000000

 := ( ) ,f 0.01000000000 0.0001334202885

 := errorL 0.0001334202885

 := n 100000

 := ( ) 100000 100 10

 := ( ) 100000 0.003162277660

 := ( ) ,f 0.003162277660 0.00004248004381

 := errorL 0.00004248004381

 := n 1000000

 := ( ) 1000000 1000

 := ( ) 1000000 0.001000000000

 := ( ) ,f 0.001000000000 0.00001346242484
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 := errorL 0.00001346242484

 := n 10000000

 := ( ) 10000000 1000 10

 := ( ) 10000000 0.0003162277660

 := ( ) ,f 0.0003162277660 0.4260107418 10-5

 := errorL 0.4260107418 10-5

 := n 100000000

 := ( ) 100000000 10000

 := ( ) 100000000 0.0001000000000

 := ( ) ,f 0.0001000000000 0.1347454641 10-5

 := errorL 0.1347454641 10-5

 := n 1000000000

 := ( ) 1000000000 10000 10

 := ( ) 1000000000 0.00003162277660

 := ( ) ,f 0.00003162277660 0.4261279821 10-6

 := errorL 0.4261279821 10-6

 := n 10000000000

 := ( ) 10000000000 100000

 := ( ) 10000000000 0.00001000000000

 := ( ) ,f 0.00001000000000 0.1347569186 10-6

 := errorL 0.1347569186 10-6
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BÖLÜM 3 

 

ĠKĠ DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLAR ĠÇĠN BERNSTEIN-CHLODOWSKY 

POLĠNOMLARI ĠLE YAKLAġIM 

 

3.1 ÜÇGENSEL BÖLGEDE ĠKĠ DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLARA BERNSTEIN-

CHLODOWSKY POLĠNOMLARI VE YAKLAġIM KOġULLARI 

 

Bu bölümde ilk olarak Büyükyazıcı, Ġbikli (2006) da tanımlanan bir üçgensel bölgedeki iki 

değiĢkenli fonksiyonlara Bernstein-Chlodowsky polinomları ile yaklaĢımın bir uygulaması 

yapılacaktır. Daha sonra, Ġbikli (2005) de yine iki değiĢkenli fonksiyonlar için yapılan sınırsız 

kümelerde sürekli fonksiyonlara yaklaĢımın uyarlanması yapılacaktır. 

 

Tanım 3.1.1 (𝑏𝑛) dizisi 

 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞       ,      lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 

 

eĢitliklerini sağlayan monoton artan gerçel terimli pozitif sayıların bir dizisi olsun. Bu 

durumda ∆𝑏𝑛
 üçgensel bölgesi 

 

∆𝑏𝑛
=   𝑥1 , 𝑥2 ∶ 𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 𝑏𝑛  

 

Ģeklinde tanımlansın.  𝑥1 , 𝑥2 ∈ ∆𝑏𝑛
 olmak üzere, bu üçgensel bölgede iki değiĢkenli 

fonksiyonlar yardımıyla Bernstein-Chlodowsky tipli bir polinom  

 

𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 =   𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑦

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥

𝑏𝑛
−

𝑦

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 (3.1.1) 
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Ģeklinde tanımlanır. (3.1.1) ile tanımlanan ifadenin doğrusallığı, 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ ve 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐶∆𝑏𝑛
 

olmak üzere 

𝐵𝑛  𝛼𝑓1 + 𝛽𝑓2; 𝑥1 , 𝑥2 =     𝛼𝑓1 + 𝛽𝑓2; 𝑥1 , 𝑥2  
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                         = 𝛼   𝑓1  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                            1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+ 𝛽   𝑓2  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

                                            
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                          = 𝛼𝐵𝑛  𝑓1; 𝑥1 , 𝑥2 + 𝛽𝐵𝑛  𝑓2; 𝑥1 , 𝑥2  

 

Ģeklinde gösterilir. 

 

𝑎 yeterince büyük bir sabit olmak üzere 

 

∆𝑎=   𝑥1 , 𝑥2 ∶ 𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 𝑎  

 

bölgesi ve 

 

𝐶 ∆𝑎 =  𝑓: 𝑓, ∆𝑎  bölgesinde sürekli  

 

uzayı tanımlansın. (3.1.1) ifadesinin 𝐶 ∆𝑎  dan 𝐶 ∆𝑎  ya dönüĢüm yaptığı 𝑓 fonksiyonunun 

sürekliliğinden açıktır. 

 

Lemma 3.1.2 (3.1.1) ile tanımlanan 𝐵𝑛 : 𝐶 ∆𝑎 → 𝐶 ∆𝑎  doğrusal pozitif operatörler dizisi 

aĢağıdaki dört koĢulu sağlar. 

 

𝐵𝑛 𝑓0,0; 𝑥1 , 𝑥2 = 1                                                                                                                          (3.1.2) 

𝐵𝑛 𝑓1,0; 𝑥1 , 𝑥2 = 𝑥1                                                                                                                        (3.1.3) 
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𝐵𝑛 𝑓0,1; 𝑥1 , 𝑥2 = 𝑥2                                                                                                                        (3.1.4) 

𝐵𝑛 𝑓2,0 + 𝑓0,2; 𝑥1 , 𝑥2 = 𝑥1
2 +

𝑥1(𝑏𝑛 − 𝑥1)

𝑛
𝑥2

2 +
𝑥2(𝑏𝑛 − 𝑥2)

𝑛
                                              (3.1.5) 

 

 

Kanıt: Kanıt için Ġbikli (2005) de kullanılan notasyonlar kullanılacaktır. Öncelikle, 𝑘 ve 𝑚 

pozitif tam sayılar olmak üzere 𝑓𝑘 ,𝑚 = 𝑡𝑘𝜏𝑚  fonksiyonu için 𝐵𝑛 𝑓0,0; 𝑥1 , 𝑥2  belirlenmelidir. 

𝐵𝑛 𝑓𝑘 ,𝑚 ; 𝑥1 , 𝑥2  polinom dizisi için (3.1.2)-(3.1.5) eĢitlikleri geçerlidir. Gerçekten; 

 

𝑓0,0 𝑡, 𝜏 = 1 olmak üzere, 

 

𝐵𝑛 𝑓0,0; 𝑥1 , 𝑥2 =    
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                             =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                             =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

                 

𝑛

𝑘=0

 

                             = 1 

 

eĢitliği geçerlidir. Benzer Ģekilde, 𝑓1,0 𝑡, 𝜏 = 𝑡 için, 

 

𝐵𝑛 𝑓1,0; 𝑥1 , 𝑥2 =    
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                             =   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                             = 𝑥1   
𝑛 − 1

𝑘 − 1
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘−1

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=1

 

                             = 𝑥1   
𝑛 − 1

𝑘 − 1
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

                           

𝑛

𝑘=1

 

                             = 𝑥1   
𝑛 − 1

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1

= 𝑥1                   

𝑛−1

𝑘=0

 



62 

 

eĢitliği elde edilir. ġimdi 𝑓0,1 𝑡, 𝜏 = 𝜏 fonksiyonu için, 

 

𝐵𝑛 𝑓0,1; 𝑥1 , 𝑥2 =    
𝑗

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                             = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 1

𝑛
 𝑗

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 ! 𝑗!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 

                            = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 1

𝑛
 

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 ! (𝑗 − 1)!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 

                            = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 1

𝑛
 

𝑛 − 𝑘

𝑛 − 𝑘

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 ! (𝑗 − 1)!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1
𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 

                               1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                            = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑛 − 𝑘

𝑛
 

 𝑛 − 𝑘 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 ! (𝑗 − 1)!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1
𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 

                               1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                            = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑛 − 𝑘

𝑛
 

 𝑛 − 𝑘 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1 ! 𝑗!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
𝑛−𝑘−1

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                               1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

 

                            = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑛 − 𝑘

𝑛
 1 −

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛

𝑘=0

 

                            = 𝑥2  
𝑛!

 𝑛 − 𝑘 ! 𝑘!

𝑛 − 𝑘

𝑛
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                            = 𝑥2  
(𝑛 − 1)!

 𝑛 − 𝑘 − 1 ! 𝑘!
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                            = 𝑥2   
𝑛 − 1

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

= 𝑥2 

 

olarak bulunur. Yine 𝑓2,0 𝑡, 𝜏 + 𝑓0,2 𝑡, 𝜏 = 𝑡2 + 𝜏2 olmak üzere, 𝐵𝑛 𝑓2,0 + 𝑓0,2; 𝑥1 , 𝑥2  

aĢağıdaki gibi hesaplanır. 

 

𝐵𝑛 𝑓2,0 + 𝑓0,2; 𝑥1 , 𝑥2 =     
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

+  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

2

  
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
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                                           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                        =    
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                      +    
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                       = 𝑇′ + 𝑇′′ 

 

ifadesi elde edilir. ĠĢlemlerin kolaylığı açısından toplamlar ayrı ayrı hesaplanırsa; 

𝑇′ = 𝐵𝑛 𝑓2,0; 𝑥1 , 𝑥2 =    
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                       =   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                      = 𝑏𝑛
2  

𝑘

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 !  𝑘 − 1 !
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

           

                                      = 𝑏𝑛
2  

 𝑘 − 1 + 1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 !  𝑘 − 1 !
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                                      = 𝑏𝑛
2  

𝑘 − 1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 !  𝑘 − 1 !
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                                      +𝑏𝑛
2  

1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 !  𝑘 − 1 !
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                                     = 𝑥1
2  

1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 !  𝑘 − 2 !
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘−2

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=2

 

                                     +
𝑥1𝑏𝑛

𝑛
  

𝑛 − 1

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                                     = 𝑥1
2
𝑛 − 1

𝑛
 

 𝑛 − 2 !

 𝑛 − 𝑘 − 2 ! 𝑘!
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2

+

𝑛−2

𝑘=0

𝑥1𝑏𝑛

𝑛
 

                                     = 𝑥1
2
𝑛 − 1

𝑛
  

𝑛 − 2

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2

+

𝑛−2

𝑘=0

𝑥1𝑏𝑛

𝑛
 

                                     = 𝑥1
2 +

𝑥1(𝑏𝑛 − 𝑥1)

𝑛
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elde edilir. 𝑇′′ ise aĢağıdaki gibi hesaplanır. 

 

𝑇′′ = 𝐵𝑛 𝑓0,2; 𝑥1 , 𝑥2 =    
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                       =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

2𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                   =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑏𝑛
2

𝑛
 

𝑗

𝑛

𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                   =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑏𝑛
2

𝑛
 

 𝑗 − 1 + 1

𝑛

𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                     1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

     =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑏𝑛

2

𝑛
 

𝑗 − 1

𝑛

𝑛−𝑘

𝑗 =1

 
𝑛

𝑘=0

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                      1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+
𝑏𝑛

2

𝑛
 

1

𝑛

𝑛−𝑘

𝑗 =1

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                      1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

  

                                   =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑏𝑛

2

𝑛
 

1

𝑛

𝑛−𝑘

𝑗 =2

 
𝑛

𝑘=0

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 2 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                     1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+
𝑥2𝑏𝑛

𝑛2
 

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1𝑛−𝑘

𝑗 =1

 

                                      1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

  

                                   =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

2

𝑛2
 

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 2 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−2𝑛−𝑘

𝑗 =2

 
𝑛

𝑘=0

 

                                     1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+
𝑥2𝑏𝑛

𝑛2
 𝑛 − 𝑘  
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 𝑛 − 𝑘 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =1

  

                                =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

2

𝑛2
 𝑛 − 𝑘  𝑛 − 𝑘 − 1  

 𝑛 − 𝑘 − 2 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 2 ! 𝑗!

𝑛−𝑘−2

𝑗 =0

 
𝑛

𝑘=0

 

                                   
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−2

+
𝑥2𝑏𝑛

𝑛2
 𝑛 − 𝑘  

                                    
 𝑛 − 𝑘 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1 ! 𝑗!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1
𝑛−𝑘−1

𝑗 =0

  

                                =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

2

𝑛2
 𝑛 − 𝑘  𝑛 − 𝑘 − 1  1 −

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2
 

𝑛

𝑘=0

 

                               +
𝑥2𝑏𝑛

𝑛2
 (𝑛 − 𝑘)  1 −

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1

  

                               =
𝑥2

2

𝑛2
  

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 𝑛 − 𝑘  𝑛 − 𝑘 − 1  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2
𝑛

𝑘=0

 

                               +
𝑥2𝑏𝑛

𝑛2
 (𝑛 − 𝑘)  

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛

𝑘=0

 

                               =
𝑥2

2(𝑛 − 1)

𝑛
  

𝑛 − 2

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2
𝑛−2

𝑘=0

 

                               +
𝑥2𝑏𝑛

𝑛
  

𝑛 − 1

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                               =
𝑥2

2(𝑛 − 1)

𝑛
+

𝑥2𝑏𝑛

𝑛
= 𝑥2

2 +
𝑥2(𝑏𝑛 − 𝑥2)

𝑛
 

 

olarak bulunur. Son olarak iki toplam birleĢtirilirse 

 

𝐵𝑛 𝑓2,0 + 𝑓0,2; 𝑥1 , 𝑥2 = 𝑥1
2 +

𝑥1(𝑏𝑛 − 𝑥1)

𝑛
+ 𝑥2

2 +
𝑥2(𝑏𝑛 − 𝑥2)

𝑛
 

 

eĢitliği elde edilir. 
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Tanım 3.1.3 (𝑏𝑛) dizisi 

 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞       ,      lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 

 

eĢitliklerini sağlayan monoton artan gerçel terimli pozitif sayıların bir dizisi olsun. Bu 

durumda ∆𝑏𝑛
 üçgensel bölgesi 

∆𝑏𝑛
=   𝑥1 , 𝑥2 ∶ 𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 𝑏𝑛  

Ģeklinde tanımlansın. (𝑥1 , 𝑥2) ∈ ∆𝑏𝑛
 olmak üzere, bu üçgensel bölgede iki değiĢkenli 

fonksiyonlar yardımıyla Bernstein-Chlodowsky tipli bir polinom  

 

𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 =   𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                             1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

                                                                                           (3.1.6) 

 

Ģeklinde tanımlanır.  

 

𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2  doğrusal pozitif operatör dizileri 𝐶𝜌 ℝ+
2   dan 𝐶𝜌 ℝ+

2   ya dönüĢüm tanımlar. 

Gerçekten, 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   ve 𝐾 ≥ 1 olmak üzere 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 𝐵𝑛  𝑓 ; 𝑥1 , 𝑥2  

                            ≤ 𝐵𝑛 𝑀𝑓 1 + 𝑡2 + 𝜏2 ; 𝑥1 , 𝑥2  

                            = 𝑀𝑓 𝐵𝑛 1; 𝑥1 , 𝑥2 + 𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥1 , 𝑥2 + 𝐵𝑛 𝜏2; 𝑥1 , 𝑥2   

                            = 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 +

𝑥1(𝑏𝑛 − 𝑥1)

𝑛
+ 𝑥2

2 +
𝑥2(𝑏𝑛 − 𝑥2)

𝑛
  

                            = 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 +
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 + 𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
  

                            = 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 +
𝑏𝑛

𝑛
 𝑥1 + 𝑥2 −

𝑥1
2 + 𝑥2

2

𝑛
  

                            ≤ 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝐾 𝑥1 + 𝑥2 −
𝑥1

2 + 𝑥2
2

𝑛
  

                            ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 2𝐾 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 1   
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eĢitsizliği geçerlidir. Burada 

 

𝑀′𝑓 = 𝑀𝑓(1 + 2𝐾) 

 

olarak tanımlanırsa, 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 𝑀′𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2  

 

bulunur. O halde 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   olur. 

 

(3.1.6) ile tanımlanan 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2  doğrusal pozitif operatörler dizisi Teorem 1.4.1 in 

koĢullarını sağlar. 

 

Teorem 3.1.4 (3.1.6) ile verilen 𝐵𝑛 : 𝐶𝜌 ℝ+
2  → 𝐶𝜌 ℝ+

2   doğrusal pozitif operatör dizisi için 𝑛 

yeterince büyük bir sayı olmak üzere ∆𝑏𝑛
 üçgensel bölgesinin herhangi bir ∆𝑎  üçgensel 

kompakt alt bölgesinde 𝑘, 𝑚 ∈  0,1,2  ve 𝑓𝑘 ,𝑚 = 𝑡𝑘𝜏𝑚  olmak üzere 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 𝑓0,0; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓0,0 𝑥1 , 𝑥2  𝐶 ∆𝑎  
= 0 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 𝑓1,0; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓1,0 𝑥1 , 𝑥2  𝐶 ∆𝑎  
= 0 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 𝑓0,1; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓0,1 𝑥1 , 𝑥2  𝐶 ∆𝑎  
= 0 

 

Ayrıca;  𝑡, 𝜏 ≔ 𝑓2,0 𝑡, 𝜏 + 𝑓0,2 𝑡, 𝜏  olmak üzere, 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 ; 𝑥1 , 𝑥2 −  𝑥1 , 𝑥2  𝐶 ∆𝑎  = 0 

 

Ģeklindeki dört koĢul sağlansın. ∆𝑏𝑛
 üçgensel bölgesinde tanımlı, tüm ℝ2 de 

 

 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2  

 

koĢulunu sağlayan sürekli fonksiyonlar için 
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lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  𝐶 ∆𝑎  = 0 

 

eĢitliği sağlanır. 

 

Kanıt: Lemma 3.1.2 de elde edilen (3.1.2)-(3.1.4) ifadeleri kullanılırsa 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 𝑓0,0; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓0,0 𝑥1 , 𝑥2  𝐶 ∆𝑎  
= 0 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 𝑓1,0; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓1,0 𝑥1 , 𝑥2  𝐶 ∆𝑎  
= 0 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 𝑓0,1; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓0,1 𝑥1 , 𝑥2  𝐶 ∆𝑎  
= 0 

 

eĢitlikleri bulunur. 

 

ġimdi (3.1.5) ifadesi göz önüne alındığında  

 

𝐵𝑛 ; 𝑥1 , 𝑥2 −  𝑥1 , 𝑥2 = 𝑥1
2 +

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ 𝑥2

2 +
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
− 𝑥1

2 − 𝑥2
2 

                                               =
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
 

 

ve 

 

sup
(𝑥 ,𝑦)∈∆𝑎

 𝐵𝑛 ; 𝑥1 , 𝑥2 −  𝑥1 , 𝑥2  = sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑎

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
 

                                                               = sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑎

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ sup

(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑎

𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
 

 

eĢitliği yazılabileceğinden, aynı zamanda, 

 

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑎

 𝐵𝑛 ; 𝑥1 , 𝑥2 −  𝑥1 , 𝑥2  =
𝑎  𝑏𝑛 −

𝑎

2
 

2𝑛
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olduğundan ve  𝑏𝑛  dizisinin seçiminden 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛 ; 𝑥1 , 𝑥2 −  𝑥1 , 𝑥2  𝐶 ∆𝑎  = 0 

 

elde edilir. Böylece Teorem 1.4.1 in Ģartları sağlandığından her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   fonksiyonu için  

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛
∗∗ 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  𝐶 ∆𝑎  = 0 

 

bulunur. Bu da kanıtı tamamlar. 

 

Sonuç 3.1.5 𝑎 yeterince büyük pozitif gerçel bir sayı olmak üzere ∆𝑎  kompakt bölgesinde 

𝐵𝑛 : 𝐶 ∆𝑎 → 𝐶 ∆𝑎  doğrusal pozitif operatörler dizisi 𝑛 → ∞ için (3.1.2)-(3.1.5) Ģeklindeki 

Ģartları sağlıyorsa her 𝑓 ∈ 𝐶 ∆𝑎  için 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  𝐶 ∆𝑎  
= 0 

 

eĢitliği sağlanır. 

 

Uyarı 3.1.6 ∆𝑏𝑛
 üçgensel bölgesinin sınırlı olmadığı durumda 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 = 𝑥1

2 + 𝑥2
2 

fonksiyonuna (3.1.1) polinom dizisi ile yaklaĢım mümkün değildir. Gerçekten polinom 

dizisinin tanımından; 

 

𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 = 𝑥1
2 +

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ 𝑥2

2 +
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
− 𝑥1

2 − 𝑥2
2 

                                               =
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
 

 

ve 

 

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  = sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
 =

𝑏𝑛
2

2𝑛
 

 

olup, 



70 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  = lim
𝑛→∞

𝑏𝑛
2

2𝑛
= ∞ 

 

olacak Ģekilde bir tane  𝑏𝑛  dizisi vardır. Bu da yakınsamanın sınırsız bölgelerde 

sağlanmadığını gösterir. 

 

ġimdiki önerme, sınırsız ∆𝑏𝑛
 bölgesinde (3.1.1) ile özel bir yaklaĢımın varlığını gösterir. 

 

Önerme 3.1.7 𝛾 > 0 olmak üzere her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   fonksiyonu için 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 1+𝛾
= 0 

 

eĢitliği sağlanır. 

 

Kanıt: Her 𝜀 > 0 için 𝑥1 + 𝑥2 > 𝑎 olmak üzere  

 

1

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 < 𝜀                                                                                                                               (3.1.7) 

 

eĢitsizliğini sağlayan yeterince büyük 𝑎 > 0 sayısı seçilirse 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 

 

olduğundan 
𝑏𝑛

𝑛
 dizisi sınırlıdır. O halde 

 

𝑏𝑛

𝑛
< 𝐶 

 

olacak Ģekilde 𝐶 > 0 sayısı vardır. Diğer taraftan 

 

sup
(𝑥 ,𝑦)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 1+𝛾
≤ sup

(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑎

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 1+𝛾
+ 
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                                                                  + sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑎

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 1+𝛾
 

                                                                  ≤ sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑎

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  + 

                                                                 + sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑎

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 1+𝛾
 

                                                                 = 𝐼′
𝑛 𝑓 + 𝐼′′

𝑛(𝑓) 

 

Ģeklinde yazılabilir. Lemma 3.1.2 den  

 

lim
𝑛→∞

𝐼′
𝑛 𝑓 = 0 

 

olur. Ayrıca (3.1.6) polinom dizisi için, 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 𝐵𝑛  𝑓 ; 𝑥1 , 𝑥2  

                            ≤ 𝐵𝑛 𝑀𝑓 1 + 𝑡2 + 𝜏2 ; 𝑥1 , 𝑥2  

                            = 𝑀𝑓 𝐵𝑛 1; 𝑥1 , 𝑥2 + 𝐵𝑛 𝑡2; 𝑥1 , 𝑥2 +𝐵𝑛 𝜏2; 𝑥1 , 𝑥2   

                            = 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 +

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ 𝑥2

2 +
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
  

                           = 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 +
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 + 𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
  

                           = 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 +
𝑏𝑛

𝑛
 𝑥1 + 𝑥2 −

𝑥1
2 + 𝑥2

2

𝑛
  

                           ≤ 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝐶 𝑥1 + 𝑥2 −
𝑥1

2 + 𝑥2
2

𝑛
  

                           ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 2𝐶 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 1   

 

eĢitsizliği geçerlidir. Burada 

 

𝑀′𝑓 = 𝑀𝑓(1 + 2𝐶) 

 

olarak tanımlanırsa, 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 𝑀′𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2  
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bulunur. Dolayısıyla,  𝑓(𝑥1 , 𝑥2) ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2  olduğundan, 

 

𝐼′′
𝑛 𝑓 = sup

(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑎

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 1+𝛾
 

              ≤ sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑎

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2  +  𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 1+𝛾
 

              ≤ sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑎

 
𝑀′𝑓 𝑥1

2 + 𝑥2
2 + 1 + 𝑀𝑓 1 + 𝑥1

2 + 𝑥2
2 

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 1+𝛾
  

              ≤  𝑀′𝑓 + 𝑀𝑓 sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑎

1

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 𝛾
 

 

eĢitsizliği geçerli olur, her 𝜀 > 0 ve her 𝛾 > 0 için (3.1.7) den, 

 

𝐼′′
𝑛(𝑓) ≤  𝑀′𝑓 + 𝑀𝑓 𝜀𝛼  

 

sağlanır. Buradan  

 

lim
𝑛→∞

𝐼′′𝑛 𝑓 = 0 

 

elde edilir.  

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 1+𝛾
≤ lim

𝑛→∞
 𝐼′

𝑛 𝑓 + 𝐼′′
𝑛(𝑓) = 0 

 

olup, 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 1+𝛾
= 0 

 

eĢitliği bulunur. Bu da kanıtı tamamlar. 

𝛾 = 0 olması durumunda (3.1.1) ifadesi Teorem 1.5.6 nın koĢullarını sağladığı için                    

𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   fonksiyonuna yakınsaması sağlanmaz. 𝛾 = 0 için yakınsama koĢullarını 

aĢağıdaki önerme ile verilebilir. 
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Önerme 3.1.8 𝑘, 𝑚 ∈ ℕ0 ve 𝑓𝑘 ,𝑚 = 𝑡𝑘𝜏𝑚  olmak üzere (3.1.6) ile tanımlanan iki değiĢkenli 

fonksiyonlar için Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi, 𝑘 + 𝑚 ≤ 2 için 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓𝑘 ,𝑚 ; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓𝑘 ,𝑚 𝑥1 , 𝑥2  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 = 0 

 

ifadesini sağlar. 

 

Kanıt: 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2  polinom dizisinin tanımını kullanarak; açıkça 

 

𝐵𝑛 𝑓0,0; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓0,0 𝑥1 , 𝑥2 = 0, 

 

𝐵𝑛 𝑓1,0; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓1,0 𝑥1 , 𝑥2 = 0 

 

ve 

 

𝐵𝑛 𝑓0,1; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓0,1 𝑥1 , 𝑥2 = 0 

 

bulunur. Dolayısıyla her bir 𝑘, 𝑚 ∈  0,1,2  için, 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓𝑘 ,𝑚 ; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓𝑘 ,𝑚 𝑥1 , 𝑥2  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 = 0 

 

bulunur. 

 

ġimdi de, olmak üzere (3.1.5) ve 𝑓2,0 fonksiyonu için (3.1.6) polinom dizisi tanımı kullanılırsa 

 

𝐵𝑛 𝑓2,0; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓2,0 𝑥1 , 𝑥2 =
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 

olacaktır. Bu eĢitliği kullanarak; 

 

 𝐵𝑛 𝑓2,0; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓2,0 𝑥1 , 𝑥2  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 =
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 
≤

 𝑏𝑛 − 𝑥 

𝑛
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eĢitsizliği yazılabileceğinden ∆𝑏𝑛
 üzerinden supremum alınarak, 

 

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓2,0; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓2,0 𝑥1 , 𝑥2  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 ≤ sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
≤

𝑏𝑛

𝑛
 

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. Her iki tarafın 𝑛 → ∞ üzerinden limiti alınırsa 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓2,0; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓2,0 𝑥1 , 𝑥2  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 ≤ lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 

 

bulunur. Son olarak;  

 

𝑘 = 0, 𝑚 = 2 olmak üzere (3.1.5) ve 𝑓0,2 𝑥1 , 𝑥2 = 𝑥2
2 olduğundan 

 

𝐵𝑛 𝑓0,2; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓0,2 𝑥1 , 𝑥2 =
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
 

 

elde edilir. O halde 

 

 𝐵𝑛 𝑓0,2; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓0,2 𝑥1 , 𝑥2  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 =
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 
≤

 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
 

 

bulunur. Dolayısıyla, 

 

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓0,2; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓0,2 𝑥, 𝑦  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 ≤ sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
≤

𝑏𝑛

𝑛
 

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. Her iki tarafın 𝑛 → ∞ üzerinden limiti alınırsa 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛 𝑓0,2; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓0,2 𝑥1 , 𝑥2  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 ≤ lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 

 

gerçeklenir. Bu durumda kanıt tamamlanır. 
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3.2 ĠKĠ DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLAR ĠÇĠN BERNSTEIN-CHLODOWSKY 

POLĠNOMLARININ YAKLAġIM HIZI 

 

Teorem 3.2.1 𝜔 𝑓; 𝛿𝑛 , 𝑓 fonksiyonunun 𝐴 > 1 olmak üzere  0, 𝐴  aralığı üzerinde tanımlı 

tam süreklilik modülü olsun. 𝑓 ∈ 𝐶 ∆𝐴  fonksiyonu için  0, 𝐴  aralığı üzerinde, yeterince 

büyük 𝑛 ler için 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 6𝐴𝜔  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
  

 

eĢitsizliği sağlanır. 

 

Kanıt: 𝑥1 , 𝑥2 ∈  0, 𝐴  olmak üzere 

 

𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 =    𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2   

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                                1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                              =    𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥2 + 𝑓  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                               
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

 

elde edilir. Buradan; 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤    𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥2   

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 

                                                 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+    𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                                 
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
   

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                           ≤   𝜔2  𝑓;  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2   

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                             1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+   𝜔1  𝑓;  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1   

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                             
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                         = 𝜓1 𝑥1 , 𝑥2 + 𝜓2 𝑥1 , 𝑥2  
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bulunur. 𝜓1 𝑥1 , 𝑥2  ve 𝜓2 𝑥1 , 𝑥2  ayrı ayrı hesaplanırsa; ilk olarak 𝜓2 𝑥1 , 𝑥2  ele alındığında, 

 

𝜓2 𝑥1 , 𝑥2 =   𝜔1  𝑓;  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1   

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                    =  𝜔1  𝑓;  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                    =  𝜔1  𝑓;  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

ifadesine ulaĢılır. 𝑥, 𝑡 ∈  0, 𝐴  ve 𝐴 > 1 olmak üzere, süreklilik modülünün 

 

 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) ≤ 𝜔 𝑓; 𝛿  1 +
 𝑡 − 𝑥 

𝛿
                                                                                      (3.2.1) 

 

özelliği ve Cauchy-Schwarz eĢitsizliği son eĢitsizlikte kullanılırsa, 

 

𝜓2 𝑥1 , 𝑥2 ≤ 𝜔1 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

  
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

𝑛

𝑘=0

 

1/2

  

                     ≤ 𝜔1 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 ≤ 𝜔1 𝑓; 𝛿𝑛  1 +

1

𝛿𝑛

 
𝑥1𝑏𝑛

𝑛
  

                     ≤ 𝜔1 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛

 
𝐴𝑏𝑛

𝑛
  

elde edilir. Burada 𝛿𝑛 =  
𝑏𝑛

𝑛
 olarak seçilirse, 

 

𝜓2 𝑥1 , 𝑥2 ≤ 𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
  1 +  𝐴  

                    < 2𝐴𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
                                                                                                     (3.2.2) 

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. Diğer taraftan (3.2.1) özelliği kullanılarak 𝜓1 𝑥1 , 𝑥2  ifadesi 

hesaplanırsa; 

 

𝜓1 𝑥1 , 𝑥2 =   𝜔2  𝑓;  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2   

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
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                    ≤ 𝜔2 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
    

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2  

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

   
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                       1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

   

                   = 𝜔2 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

   
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                      1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

   

               ≤ 𝜔2 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

   
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                 +   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

𝑥2   
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

   

                ≤ 𝜔2 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
2𝑥2  

 

eĢitsizliği elde edilir. 𝑥2 ∈  0, 𝐴  olduğundan, 

 

𝜓1 𝑥1 , 𝑥2 ≤ 𝜔2 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
2𝐴  

 

eĢitsizliği sağlanmıĢ olur. Yeterince büyük 𝑛 ler için 𝛿𝑛 =  
𝑏𝑛

𝑛
 olarak seçilirse; 

 

𝜓1 𝑥1 , 𝑥2 < 3𝐴𝜔2  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
                                                                                                      (3.2.3) 

 

ifadesine ulaĢılır. (3.2.2) ve (3.2.3) eĢitsizliklerinden 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 2𝐴𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
 + 3𝐴𝜔2  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
  

 

elde edilir. Son olarak; 
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𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
 + 𝜔2  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
 < 2𝐴𝜔1  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
 + 3𝐴𝜔2  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
  

                                                        < 3𝐴  𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
 + 𝜔2  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
   

 

olduğundan, ayrıca kısmi süreklilik ve süreklilik modülü arasında iyi bilinen  

 

𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
 + 𝜔2  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
 ≤ 2𝜔  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
  

 

ifadesi kullanılarak 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 6𝐴𝜔  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
  

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. 

 

Teorem 3.2.2 Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
2   ve yeterince büyük 𝑛 için 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2  ile tanımlı operatör 

olmak üzere, 

sup
𝑥1 ,𝑥2∈ 0,∞ 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 +  𝑥 2 3
≤ 𝐾 Ω  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
  

eĢitsizliği geçerlidir. 

Kanıt: Operatörün tanımından 

𝐵𝑛 1; 𝑥1 , 𝑥2 =    
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                         = 1                                                                                                                              (3.2.4) 

eĢitliği doğrudur. Operatörün doğrusallığı ve monotonluğu kullanılarak 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤    𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2   

𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0
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                                                  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

                                                                       3.2.5  

 

eĢitsizliği elde edilir. Ġki değiĢkenli fonksiyonlar için ağırlıklı süreklilik modülünün (vi) 

özelliğinde 𝑡1 =
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  ve 𝑡2 =

𝑗

𝑛
𝑏𝑛  olarak seçilirse; her 𝛿𝑛 > 0 için 

 

 𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 4 1 + 𝛿𝑛

2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                    
  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 −  𝑥1 , 𝑥2  

𝛿𝑛
+ 1   

                                                    1 +   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 −  𝑥1 , 𝑥2  

2

  

eĢitsizliği geçerlidir. Bu eĢitsizlik (3.2.5) de yerine yazılırsa yine operatörün monotonluk 

özelliği kullanılarak; 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 4 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                     
  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 −  𝑥1 , 𝑥2  

𝛿𝑛
+ 1 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

  

                                                  1 +   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 −  𝑥1 , 𝑥2  

2

  
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 

                                                  
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

  

 

elde edilir. Son eĢitsizlikte  𝑥 =   𝑥𝑖 
2
𝑖=1  normu kullanılarak, 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 4 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  
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𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝛿𝑛
+

 
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝛿𝑛
+ 1 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

  

                                                1 +   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 +  

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2  

2

  
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 

                                                
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

  

                                                ≤ 16 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                   
 
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝛿𝑛
+

 
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝛿𝑛
+ 1 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

  

                                                1 +  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

+  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2

  
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 

                                                
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

  

                                               = 16 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                  1 +    
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

  
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                                 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+     
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 

                                                
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  

                                                 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

3𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                                 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+ 

                                               
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
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                                               1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+ 
1

𝛿𝑛
   

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
   

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 

                                             
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                             
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+ 

                                       
1

𝛿𝑛
   

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

3𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

  

(3.2.6) 

ifadesine ulaĢılır. Elde edilen toplamlar ayrı ayrı hesaplanmalıdır. Yani;  

 

𝐼1 =    
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

 

𝐼2 =    
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

 

𝐼3 =  
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

 

𝐼4 =  
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

3𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

 

𝐼5 =  
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
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𝐼6 =
1

𝛿𝑛
   

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

 

𝐼7 =  
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

 

𝐼8 =  
1

𝛿𝑛
   

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

3𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

 

yazılırsa, 𝐼1 ve 𝐼2 için daha önce yapılan hesaplamalar dikkate alınarak, 

 

   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

=
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 

 

ve  

 

   
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

=
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
 

 

eĢitlikleri yazılabilir. Üçüncü toplam için Cauchy-Schwarz eĢitsizliği kullanılırsa; 

 
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

= 

                                    
1

𝛿𝑛
  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
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                               ≤
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

1
2 

≤
1

𝛿𝑛

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 

ifadesine ulaĢılır. Dördüncü toplam ele alınarak, Cauchy-Schwarz eĢitsizliğinden 

 
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

3𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

= 

                                                            
1

𝛿𝑛
  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛

𝑘=0

 
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

= 

                                                           
1

𝛿𝑛
  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1   

𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

1
2 𝑛

𝑘=0

 

                                                             
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

  
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

1
2 

≤ 

                                                            
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

1
2 

 

                                                              
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

4

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

1
2 

 

                                               ≤  
1

𝛿𝑛
  

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

4

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

1
2 

 

(3.2.7) 

ifadesine ulaĢılır. (3.2.7) ifadesi ise aĢağıdaki Ģekilde ayrıca hesaplanmalıdır. 

 

 
1

𝛿𝑛
  

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

4

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

1
2 

= 

                                                 
1

𝛿𝑛
  

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
    

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

4

− 4  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

3

𝑥1 + 6  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

𝑥1
2  

𝑛

𝑘=0

−  
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                                                   4  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 𝑥1

3 + 𝑥1
4  

𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

1
2 

                           

 

eĢitliğinde 𝑡4 = 𝑡 𝑡 − 1  𝑡 − 2  𝑡 − 3 + 6𝑡3 − 11𝑡2 + 6𝑡 açılımı kullanılarak her bir ifade 

ayrı ayrı hesaplanmalıdır. 

  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

4

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

=

𝑛

𝑘=0

   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑘 − 1

𝑛
𝑏𝑛  

𝑘 − 2

𝑛
𝑏𝑛  

𝑘 − 3

𝑛
𝑏𝑛 + 

𝑛

𝑘=0

 

                                                                    6  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

3

  
𝑏𝑛

𝑛
 − 11  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑏𝑛

𝑛
 

2

+ 6  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑏𝑛

𝑛
 

3

  

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

                                              (3.2.8) 

 

Ģeklinde ifade edilebilir. Diğer taraftan 𝑡3 = 𝑡 𝑡 − 1  𝑡 − 2 + 3𝑡2 − 2𝑡 eĢitliği yardımıyla, 

 

 
𝑏𝑛

𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

3

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

=

𝑛

𝑘=0

   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑘 − 1

𝑛
𝑏𝑛  

𝑘 − 2

𝑛
𝑏𝑛 + 3   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2𝑛

𝑘=0

 

                                                                                 
𝑏𝑛

𝑛
 − 2  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑏𝑛

𝑛
 

2

  
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

(3.2.9) 

yazılabileceğinden (3.2.9) eĢitliği  

 

 
𝑏𝑛

𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

3

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

=

𝑛

𝑘=0

   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑘 − 1

𝑛
𝑏𝑛  

𝑘 − 2

𝑛
𝑏𝑛 + 3   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2𝑛

𝑘=0

 

                                                                                
𝑏𝑛

𝑛
 − 2  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑏𝑛

𝑛
 

2

  
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

   

                                                                            = 𝑥1
3
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 

𝑛2
 
𝑏𝑛

𝑛
 + 3𝑥1

 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
 

2
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−2𝑥1  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

                                                          (3.2.10) 

Ģeklinde bulunur. (3.2.10) eĢitliği yardımıyla (3.2.8) eĢitliği hesaplanırsa, 

 

  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

4

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

=

𝑛

𝑘=0

   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑘 − 1

𝑛
𝑏𝑛  

𝑘 − 2

𝑛
𝑏𝑛  

𝑘 − 3

𝑛
𝑏𝑛 + 

𝑛

𝑘=0

 

                                                                   6  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

3

 
𝑏𝑛

𝑛
 −  11  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑏𝑛

𝑛
 

2

+ 6  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑏𝑛

𝑛
 

3

   

                                                                   
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

                                        

                                                             = 𝑥1
4
 𝑛 − 1  𝑛 − 2  𝑛 − 3 

𝑛3
+ 6𝑥1

3
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 

𝑛2
 
𝑏𝑛

𝑛
 + 

                                                             18𝑥1

 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
 

2

− 12𝑥1  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

− 11𝑥1

 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 

                                                               
𝑏𝑛

𝑛
 

2

+  6𝑥1  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

                                                        (3.2.11) 

 

ifadesine ulaĢılır. (3.2.10) ve (3.2.11) ifadeleri (3.2.7) ifadesinde yerlerine yazılır ve gerekli 

sadeleĢtirmeler yapılırsa; 

 

 
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

3𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                        ≤
1

𝛿𝑛
  

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 𝑥1

4
 𝑛 − 1  𝑛 − 2  𝑛 − 3 

𝑛3
− 4𝑥1

4
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 

𝑛2
 

                                        +6𝑥1
3
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 

𝑛2
 
𝑏𝑛

𝑛
 + 6𝑥1

3
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
− 12𝑥1

2
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
  

                                        +8𝑥1
2  

𝑏𝑛

𝑛
 

2

+  7𝑥1

 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
 

2

− 6𝑥1  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

−  3𝑥1
4 

1
2 
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yazılır. 𝐼5, 𝐼6, 𝐼7 , 𝐼8 toplamları için ise,  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 < 𝛿𝑛  ve  

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 < 𝛿𝑛  eĢitsizlikleri 

dikkate alınarak (3.2.6) eĢitsizliği yeniden yazılırsa, 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 16 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  2 + 3𝛿𝑛

2 +
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+   

                                                 
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
+

1

𝛿𝑛
  

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

1

𝛿𝑛
  

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 

                                                 𝑥1
4
 𝑛 − 1  𝑛 − 2  𝑛 − 3 

𝑛3
− 4𝑥1

4
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 

𝑛2
 

                                               +6𝑥1
3
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 

𝑛2
 
𝑏𝑛

𝑛
 + 6𝑥1

3
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
  

                                               −12𝑥1
2
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
 + 8𝑥1

2  
𝑏𝑛

𝑛
 

2

+ 7𝑥1

 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
 

2

 

                                               −6𝑥1  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

−  3𝑥1
4 

1
2 

  

 

elde edilir. Buradan, 𝑛 ∈ ℕ için 
 𝑛−1  𝑛−2  𝑛−3 

𝑛3 ≤ 1, 
 𝑛−1  𝑛−2 

𝑛2 ≤ 1 eĢitsizlikleri kullanılarak, 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 16 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  2 + 3𝛿𝑛

2 +
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+   

                                                   
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
+

1

𝛿𝑛
  

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

1

𝛿𝑛
  

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 

                                                   8𝑥1
4 + 6𝑥1

3  
𝑏𝑛

𝑛
 + 6𝑥1

3
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ 12𝑥1

2
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
   

                                                 +   8𝑥1
2  

𝑏𝑛

𝑛
 + 7𝑥1

 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
 

2

+ 6𝑥1  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

 

1
2 

  

yazılabilir. 



87 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  ≤ 16 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                    2 + 3𝛿𝑛
2 +

𝑏𝑛

𝑛
 𝑥1 + 𝑥2 +

1

𝛿𝑛
  𝑥1

𝑏𝑛

𝑛
+ 1

𝛿𝑛
  𝑥1

𝑏𝑛

𝑛
 

                                                     8𝑥1
4 + 12𝑥1

3  
𝑏𝑛

𝑛
 + 20𝑥1

2  
𝑏𝑛

𝑛
 

2

+ 13𝑥1  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

 

1
2 

  

 

yazılabilir. Son eĢitsizliğin her iki tarafı  1 +  𝑥 2 3 ye bölünürse; 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 +  𝑥 2 3
≤ 16 1 + 𝛿𝑛

2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  
2

 1 +  𝑥 2 2
+ 3

𝛿𝑛
2

 1 +  𝑥 2 2
  

                                             + 
𝑏𝑛

𝑛

 𝑥1 + 𝑥2 

 1 +  𝑥 2 2
+

1

𝛿𝑛
 

 𝑥1

 1 +  𝑥 2 2
 

𝑏𝑛

𝑛
+  

1

𝛿𝑛
 

 𝑥1

 1 +  𝑥 2 
 

𝑏𝑛

𝑛
 

                                                 8
𝑥1

4

 1 +  𝑥 2 2
+ 12

𝑥1
3

 1 +  𝑥 2 2
 
𝑏𝑛

𝑛
 + 20

𝑥1
2

 1 +  𝑥 2 2
 
𝑏𝑛

𝑛
 

2

    

                                                +13
𝑥1

 1 +  𝑥 2 2
 
𝑏𝑛

𝑛
 

3

 

1
2 

  

 

eĢitsizliği elde edilir. Burada, 

 
1

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1, 
 𝑥1+𝑥2 

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1, 
 𝑥1

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1, 
 𝑥1

 1+ 𝑥 2 
≤ 1, 

𝑥1
4

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1, 
𝑥1

3

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1, ve 

𝑥1

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1 eĢitsizlikleri kullanılarak 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 +  𝑥 2 3
≤ 16 1 + 𝛿𝑛

2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  2 + 3𝛿𝑛
2 +

𝑏𝑛

𝑛
+

1

𝛿𝑛

 
𝑏𝑛

𝑛
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                                                   +
1

𝛿𝑛

 
𝑏𝑛

𝑛
 8 + 12  

𝑏𝑛

𝑛
 + 20  

𝑏𝑛

𝑛
 

2

+ 13  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

 

1
2 

  

eĢitsizliğine ulaĢılır. Burada 𝐾; 𝑏𝑛  den bağımsız bir sabit olmak üzere 𝛿𝑛 =  
𝑏𝑛

𝑛
 olarak 

alınırsa ve 
𝑏𝑛

𝑛
→ 0 olduğundan 

sup
𝑥1 ,𝑥2∈ 0,∞ 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2  

 1 +  𝑥 2 3
≤ 𝐾 Ω  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
  

eĢitsizliği gösterilmiĢ olur. Bu da kanıtı tamamlar. 

 

Örnek 3.2.3 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥3𝑦2 fonksiyonunun 𝑥, 𝑦 ∈  0,5  ve 𝑏𝑛 =  𝑛 dizisi alınarak süreklilik 

modülü yardımıyla elde edilen hata değerlerini veren MAPLE program aĢağıda verilmiĢtir. 

 

> restart; 

> f:=(x,y)->x^3*y^2; 

 

> n:=1: 

> for i from 1 to 9 do 

> n:=10*n; 

> beta(n):=sqrt(n): 

> delta(n):=evalf(simplify(beta(n)/n)); 

> 
omega(f,delta(n)):=evalf(simplify(maximize(abs(expand(f(x+h,y+

h)-f(x,y))),x=0..1-delta(n),y=0..1-delta(n),h=0..delta(n)))): 

> errorL:= 30*omega(f,delta(n)); 

> end do; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 := f ( ),x y x3 y2

 := n 10

 := ( ) 10 10

 := ( ) 10 0.3162277660

 := ( ) ,f 0.3162277660 0.8505288739

 := errorL 25.51586622

 := n 100

 := ( ) 100 10

 := ( ) 100 0.1000000000
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 := ( ) ,f 0.1000000000 0.4095100000

 := errorL 12.28530000

 := n 1000

 := ( ) 1000 10 10

 := ( ) 1000 0.03162277660

 := ( ) ,f 0.03162277660 0.1484251424

 := errorL 4.452754272

 := n 10000

 := ( ) 10000 100

 := ( ) 10000 0.01000000000

 := ( ) ,f 0.01000000000 0.04900995010

 := errorL 1.470298503

 := n 100000

 := ( ) 100000 100 10

 := ( ) 100000 0.003162277660

 := ( ) ,f 0.003162277660 0.01571170403

 := errorL 0.4713511209

 := n 1000000

 := ( ) 1000000 1000

 := ( ) 1000000 0.001000000000

 := ( ) ,f 0.001000000000 0.004990009995

 := errorL 0.1497002998

 := n 10000000

 := ( ) 10000000 1000 10

 := ( ) 10000000 0.0003162277660

 := ( ) ,f 0.0003162277660 0.001580139146

 := errorL 0.04740417438

 := n 100000000

 := ( ) 100000000 10000

 := ( ) 100000000 0.0001000000000

 := ( ) ,f 0.0001000000000 0.0004999000100

 := errorL 0.01499700030
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Örnek 3.2.4 𝑏𝑛 =  𝑛 olmak üzere 𝑓 𝑥, 𝑦 =   𝑥2 − 𝑦2  fonksiyonuna (3.1.1) iki değiĢkenli 

Bernstein-Chlodowsky polinom dizileri yardımıyla, 𝑛 = 7, 𝑛 = 10, 𝑛 = 15 ve 𝑛 = 18 için 

yaklaĢımı grafik üzerindeki görünümü aĢağıdaki Ģekildedir. 

> restart; 

***************************************************************************

******************f:=(x,y)->sqrt(abs((x^2)-

(y^2)));*****************************************************************

****************************     n:=1:c:=n^(1/2):   
P[k,j](n,x,y):=binomial(n,k)*binomial(n-

k,j)*(x/c)^k*(y/c)^j*(1-(x/c)-(y/c))^(n-k-j):      

B[n](f,x,y):=sum(sum(f((k/n)*c,(j/n)*c)*P[k,j](n,x,y),j=0..n-

k),k=0..n):**************************************************************

*******************************     n:=7:c:=n^(1/2):   
P[k,j](n,x,y):=binomial(n,k)*binomial(n-

k,j)*(x/c)^k*(y/c)^j*(1-(x/c)-(y/c))^(n-k-j):      

B[n](f,x,y):=sum(sum(f((k/n)*c,(j/n)*c)*P[k,j](n,x,y),j=0..n-

k),k=0..n):**************************************************************

*******************************     n:=10:c:=n^(1/2):   
P[k,j](n,x,y):=binomial(n,k)*binomial(n-

k,j)*(x/c)^k*(y/c)^j*(1-(x/c)-(y/c))^(n-k-j):      

B[n](f,x,y):=sum(sum(f((k/n)*c,(j/n)*c)*P[k,j](n,x,y),j=0..n-

k),k=0..n):**************************************************************

*******************************     n:=15:c:=n^(1/2):   
P[k,j](n,x,y):=binomial(n,k)*binomial(n-

k,j)*(x/c)^k*(y/c)^j*(1-(x/c)-(y/c))^(n-k-j):      

B[n](f,x,y):=sum(sum(f((k/n)*c,(j/n)*c)*P[k,j](n,x,y),j=0..n-

k),k=0..n):**************************************************************

*******************************     n:=18:c:=n^(1/2):   
P[k,j](n,x,y):=binomial(n,k)*binomial(n-

k,j)*(x/c)^k*(y/c)^j*(1-(x/c)-(y/c))^(n-k-j):      

B[n](f,x,y):=sum(sum(f((k/n)*c,(j/n)*c)*P[k,j](n,x,y),j=0..n-

k),k=0..n): 

 

> 
plot3d({f(x,y),B[7](f,x,y),B[15](f,x,y),B[10](f,x,y),B[18](f,x

,y)},x=0..1,y=0..1); 

 

 

 := n 1000000000

 := ( ) 1000000000 10000 10

 := ( ) 1000000000 0.00003162277660

 := ( ) ,f 0.00003162277660 0.0001581038833

 := errorL 0.004743116499

 := f ( ),x y x2 y2
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ġekil 3.2.1 𝑓 𝑥, 𝑦 =   𝑥2 − 𝑦2  fonksiyonuna 𝑛 = 7, = 10, 𝑛 = 15 ve 𝑛 = 18  için 

yaklaĢım. 
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BÖLÜM 4 

 

ÜÇ DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLAR ĠÇĠN BERNSTEIN-CHLODOWSKY 

POLĠNOMLARI ĠLE YAKLAġIM 

 

4.1 ÜÇGEN PĠRAMĠT BÖLGEDE ÜÇ DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLAR ĠÇĠN 

BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLĠNOMLARI VE YAKLAġIM KOġULLARI 

 

Bu bölüm tezin orijinal kısmını oluĢturmaktadır. Bir önceki bölümdeki iki değiĢkenli 

fonksiyonlar için kullanılan (3.1.1) Bernstein-Chlodowsky polinom dizisi üç değiĢkenli 

fonksiyonlara taĢınarak yaklaĢım koĢulları elde edilmiĢtir. Üç değiĢkenli fonksiyonlar için 

süreklilik modülü tanımı ve özellikleri inĢa edilerek oluĢturulan yeni polinom dizisinin 

yaklaĢım hızı incelenmiĢtir. Son olarak, yeni polinom dizisinin farklı fonksiyonlara yaklaĢımı 

grafik olarak desteklenmiĢtir. 

 

Tanım 4.1.1 (𝑏𝑛) dizisi 

 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞       ,      lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 

 

eĢitliklerini sağlayan monoton artan gerçel terimli pozitif sayıların bir dizisi olsun. 

Bu durumda ∆𝑏𝑛
 üçgen piramit bölgesi 

 

∆𝑏𝑛
=   𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ∶ 𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0, 𝑥1+𝑥2 + 𝑥3 ≤ 𝑏𝑛  

 

Ģeklinde tanımlansın. (𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3) ∈ ∆𝑏𝑛
 olmak üzere, bu üçgen piramit bölgede üç değiĢkenli 

fonksiyonlar yardımıyla Bernstein-Chlodowsky tipli bir polinom  

 

𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 =     𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
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𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

                                                             (4.1.1) 

 

Ģeklinde tanımlanır. (4.1.1) ifadesinin doğrusallığı, 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ ve 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐶∆𝑏𝑛
 olmak üzere  

 

𝐵𝑛  𝛼𝑓1 + 𝛽𝑓2; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =      𝛼𝑓1 + 𝛽𝑓2; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  

                                                 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                               = 𝛼    𝑓1  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  

                                                 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                               +𝛽    𝑓2  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 

                                                
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                             = 𝛼𝐵𝑛  𝑓1; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 + 𝛽𝐵𝑛  𝑓2; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 

Ģeklinde gösterilir. 

 

𝑑 yeterince büyük bir sabit olmak üzere 

 

∆𝑑=   𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 ∶ 𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0, 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 𝑑  

 

bölgesi ve  

 

𝐶∆𝑑
=  𝑓: 𝑓,   ∆𝑑  bölgesinde sürekli  

 

uzayı tanımlansın. Açıkça (4.1.1) ifadesi 𝐶∆𝑑
 den 𝐶∆𝑑

 ye dönüĢüm yapar.  
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Lemma 4.1.2 (4.1.1) eĢitliği ile verilen 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  operatör dizisi 𝐶∆𝑑
 den 𝐶∆𝑑

 ye 

tanımlı olup aĢağıdaki beĢ koĢulu sağlar. 

 

𝐵𝑛  𝑓0,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 1                                                                                                                (4.1.2) 

𝐵𝑛  𝑓1,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥1                                                                                                              (4.1.3) 

𝐵𝑛  𝑓0,1,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥2                                                                                                              (4.1.4) 

𝐵𝑛  𝑓0,0,1; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥3                                                                                                              (4.1.5) 

 

Ayrıca; 𝑔 𝑡, 𝜏, 𝜂 ≔ 𝑓2,0,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 + 𝑓0,2,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 + 𝑓0,0,2 𝑡, 𝜏, 𝜂  olmak üzere, 

 

𝐵𝑛  𝑔; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥1
2 +

𝑥1(𝑏𝑛 − 𝑥1)

𝑛
+ 𝑥2

2 +
𝑥2(𝑏𝑛 − 𝑥2)

𝑛
+ 𝑥3

2 +
𝑥3(𝑏𝑛 − 𝑥3)

𝑛
           (4.1.6) 

 

Kanıt: Kanıt için ∆𝑑  üzerinde (4.1.1) ifadesinin Korovkin teoreminin Ģartlarını sağladığı 

gösterilmelidir. Yani, 𝑘, 𝑚, 𝑝 ∈  0,1,2 , 𝑓𝑘 ,𝑚 ,𝑝 = 𝑡𝑘𝜏𝑚𝜂𝑝 , ve 𝑓 ∈ 𝐶(∆𝑑) olmak üzere (4.1.2)-

(4.1.6) eĢitlikleri geçerlidir. Gerçekten; 

 

𝑓0,0,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 = 1 olduğundan 

 

𝐵𝑛  𝑓0,0,0; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 =     
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                        1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                      =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 

                                        
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

 

eĢitliği yazılabilir. Burada, 

 

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
+

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

=   
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0
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                                                                                                                                                              (4.1.7) 

 

eĢitliği geçerli olduğundan, 

 

𝐵𝑛  𝑓0,0,0; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                      =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

 

halini alır. Yine burada, 

 

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
+

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

=   
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

                                   (4.1.8) 

 

ifadesi kullanılarak 

 

𝐵𝑛  𝑓0,0,0; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

= 1                 

𝑛

𝑘=0

 

 

bulunur. ġimdi de, 

 

𝑓1,0,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 = 𝑡 fonksiyonu için benzer bir hesap yapılırsa, 

 

𝐵𝑛  𝑓1,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =     
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                        1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                      =    
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 

                                       1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠
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eĢitliğine ulaĢılır. Burada, (4.1.7) eĢitliği kullanılarak 𝐵𝑛  𝑓1,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  polinom dizisi  

 

𝐵𝑛  𝑓1,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =    
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                      =   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                   = 𝑥1   
𝑛 − 1

𝑘 − 1
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘−1

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=1

 

 

Ģeklinde ifade edilebilir. Diğer taraftan, (4.1.8) eĢitliği geçerli olduğundan 

 

𝐵𝑛  𝑓1,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥1   
𝑛 − 1

𝑘 − 1
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                                      = 𝑥1   
𝑛 − 1

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1

 

𝑛−1

𝑘=0

 

                                      = 𝑥1 

Ģeklinde bulunur. 

 

𝑓0,1,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 = 𝜏 fonksiyonu için ise polinom dizisi aĢağıdaki Ģekilde belirlenir: 

 

𝐵𝑛  𝑓0,1,0; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 =     
𝑗

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                      1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                      =    
𝑗

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 

                                      1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

 

Burada, (4.1.7) eĢitliği geçerli olduğundan, bu eĢitlik polinomda yerine yazılırsa; 
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𝐵𝑛  𝑓0,1,0; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 =    
𝑗

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                      = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 1

𝑛
 𝑗

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 ! 𝑗!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 

                                      = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 1

𝑛
 

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 ! (𝑗 − 1)!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1
𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 

                                        1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                     = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 1

𝑛
 

𝑛 − 𝑘

𝑛 − 𝑘

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 ! (𝑗 − 1)!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1
𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 

                                      1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                   = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑛 − 𝑘

𝑛
 

 𝑛 − 𝑘 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 ! (𝑗 − 1)!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1
𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 

                                     1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                   = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑛 − 𝑘

𝑛
 

 𝑛 − 𝑘 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1 ! 𝑗!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
𝑛−𝑘−1

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                    1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

 

 

olarak bulunur. Burada; 

 

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 +

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1

=   
𝑛 − 𝑘 − 1

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1
𝑛−𝑘−1

𝑗 =0

         (4.1.9) 

 

ifadesi geçerli olduğundan 𝐵𝑛  𝑓0,1,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  için 

 

𝐵𝑛  𝑓0,1,0; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 = 𝑥2   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑛 − 𝑘

𝑛
 1 −

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛

𝑘=0
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                                      = 𝑥2  
𝑛!

 𝑛 − 𝑘 ! 𝑘!

𝑛 − 𝑘

𝑛
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                                    = 𝑥2  
(𝑛 − 1)!

 𝑛 − 𝑘 − 1 ! 𝑘!
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                                    = 𝑥2   
𝑛 − 1

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                                    = 𝑥2 

 

eĢitliği geçerlidir. 

 

Benzer Ģekilde 𝑓0,0,1 𝑡, 𝜏, 𝜂 = 𝜂 fonksiyonu için operatör dizisi 

 

𝐵𝑛  𝑓0,0,1; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 =     
𝑠

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                        1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                      =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  
𝑠

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 

                                       1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                     = 𝑥3    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗 1

𝑛
 

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 1 !

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=1

 

                                      
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                    = 𝑥3    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗 1

𝑛
 

𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=1

 

                                   
 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 1 !
 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                    = 𝑥3    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗 𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑛
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 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 1 !

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=1

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                   = 𝑥3    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗 𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑛
 

                                   
 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 − 1 ! 𝑠!
 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗−1

𝑠=0

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠−1

 

 

Ģeklinde yazılabilir. 

 

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 +

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

=   
𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1

𝑠
  

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗−1

𝑠=0

 

                                                                     1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠−1

                               (4.1.10) 

 

eĢitliği dikkate alınırsa, 

 

𝐵𝑛  𝑓0,0,1; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 = 𝑥3    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗 𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑛
 1 −

𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

 

                                  = 𝑥3   
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
 

𝑛−𝑘−1

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗 𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑛
 1 −

𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

 

                                  = 𝑥3   
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 ! 𝑗!

𝑛−𝑘−1

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑛
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                    1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

 

                                   = 𝑥3   
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 1

𝑛
 

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1 ! 𝑗!

𝑛−𝑘−1

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                     1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

 

                                   = 𝑥3   
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑛 − 𝑘

𝑛
 

 𝑛 − 𝑘 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1 ! 𝑗!

𝑛−𝑘−1

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
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                                    1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

 

 

eĢitliğine ulaĢılır. Burada yine, (4.1.9) eĢitliği kullanılırsa, 

 

𝐵𝑛  𝑓0,0,1; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 = 𝑥3   
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑛 − 𝑘

𝑛

𝑛

𝑘=0

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1

 

                                      = 𝑥3  
𝑛!

 𝑛 − 𝑘 ! 𝑘!
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑛 − 𝑘

𝑛

𝑛−1

𝑘=0

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1

 

                                      = 𝑥3  
 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 1 ! 𝑘!
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘
𝑛−1

𝑘=0

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1

 

                                      = 𝑥3 

 

olacaktır. 𝑔 𝑡, 𝜏, 𝜂 = 𝑓2,0,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 + 𝑓0,2,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 + 𝑓0,0,2 𝑡, 𝜏, 𝜂  olduğundan 

 

𝑓2,0,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 + 𝑓0,2,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 + 𝑓0,0,2 𝑡, 𝜏, 𝜂 = 𝑡2 + 𝜏2 + 𝜂2 

 

fonksiyonu için de polinom dizisi, 

 

𝐵𝑛  𝑔; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 =       
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

+  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

2

+  
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 

2

  
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  

                                  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                               =     
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                              +     
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠
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                              +     
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                              = 𝑇′ + 𝑇′′ + 𝑇′′′ 

 

bulunur. Kolaylık açısından 𝑇′, 𝑇′′ ve 𝑇′′′ ifadeleri ayrı ayrı hesaplanacaktır. 𝑇′ ifadesinin 

hesabı için (4.1.1) den 

 

𝑇′ = 𝐵𝑛  𝑓2,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =     
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                                  
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                            =    
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                                1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

 

eĢitliği geçerlidir. Yine, (4.1.7) eĢitliği kullanılarak 

 

𝑇′ = 𝐵𝑛  𝑓2,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =    
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                                 =   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑦

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

 

ifadesine ulaĢılır. Burada, (4.1.8) ifadesinden 

𝑇′ = 𝐵𝑛  𝑓2,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑏𝑛
2  

𝑘

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 !  𝑘 − 1 !
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                                                 = 𝑏𝑛
2  

 𝑘 − 1 + 1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 !  𝑘 − 1 !
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1
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                                                  = 𝑏𝑛
2  

𝑘 − 1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 !  𝑘 − 1 !
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                                                   +𝑏𝑛
2  

1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 !  𝑘 − 1 !
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘
𝑛

𝑘=1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

                                                   = 𝑥1
2  

1

𝑛

 𝑛 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 !  𝑘 − 2 !
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘−2

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=2

 

                                                   +
𝑥1𝑏𝑛

𝑛
  

𝑛 − 1

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                                                   = 𝑥1
2
𝑛 − 1

𝑛
 

 𝑛 − 2 !

 𝑛 − 𝑘 − 2 ! 𝑘!
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2

+

𝑛−2

𝑘=0

𝑥1𝑏𝑛

𝑛
 

                                                   = 𝑥1
2
𝑛 − 1

𝑛
  

𝑛 − 2

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2

+

𝑛−2

𝑘=0

𝑥1𝑏𝑛

𝑛
 

                                                   = 𝑥1
2 +

𝑥1(𝑏𝑛 − 𝑥1)

𝑛
 

 

ifadesi bulunur. Benzer Ģekilde 𝑇′′ hesaplanırsa; 

 

𝑇′′ = 𝐵𝑛  𝑓0,2,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =     
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                                   
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                                 =    
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 

                                                  
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

 

elde edilir. Yine benzer eĢitlik kullanılarak, yani (4.1.7)’den 

 

𝑇′′ = 𝐵𝑛  𝑓0,2,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =    
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
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                                                  =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

2𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                                  =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑏𝑛
2

𝑛
 

𝑗

𝑛

𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                               

                                                   1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                                  =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘 𝑏𝑛
2

𝑛
 

 𝑗 − 1 + 1

𝑛

𝑛−𝑘

𝑗 =1

𝑛

𝑘=0

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                                   1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                                                 =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑏𝑛

2

𝑛
 

𝑗 − 1

𝑛

𝑛−𝑘

𝑗 =1

 
𝑛

𝑘=0

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                                   1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+
𝑏𝑛

2

𝑛
 

                                                    
1

𝑛

𝑛−𝑘

𝑗 =1

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

  

                                               =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑏𝑛

2

𝑛
 

1

𝑛

𝑛−𝑘

𝑗 =2

 
𝑛

𝑘=0

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 2 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                                  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+
𝑥2𝑏𝑛

𝑛2
 

                                                    
 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =1

  

                                                =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

2

𝑛2
 

 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 2 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−2𝑛−𝑘

𝑗 =2

 
𝑛

𝑘=0

 

                                                1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+
𝑥2𝑏𝑛

𝑛2
 

                                                (𝑛 − 𝑘)  
 𝑛 − 𝑘 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !  𝑗 − 1 !
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =1
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                                             =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

2

𝑛2
 

 𝑛 − 𝑘  𝑛 − 𝑘 − 1  𝑛 − 𝑘 − 2 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 2 ! 𝑗!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗𝑛−𝑘−2

𝑗 =0

 
𝑛

𝑘=0

 

                                              1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−2

+
𝑥2𝑏𝑛

𝑛2
 

                                              (𝑛 − 𝑘)  
 𝑛 − 𝑘 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1 ! 𝑗!
 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1
𝑛−𝑘−1

𝑗 =0

  

                                            =   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

2

𝑛2
 𝑛 − 𝑘  𝑛 − 𝑘 − 1  1 −

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2
 

𝑛

𝑘=0

 

                                             +
𝑥2𝑏𝑛

𝑛2
 (𝑛 − 𝑘)  1 −

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1

  

                                           =
𝑥2

2

𝑛2
  

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 𝑛 − 𝑘  𝑛 − 𝑘 − 1  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2
𝑛

𝑘=0

 

                                           +
𝑥2𝑏𝑛

𝑛2
 (𝑛 − 𝑘)  

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛

𝑘=0

 

                                           =
𝑥2

2(𝑛 − 1)

𝑛
  

𝑛 − 2

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2
𝑛−2

𝑘=0

 

                                           +
𝑥2𝑏𝑛

𝑛
  

𝑛 − 1

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                                           =
𝑥2

2(𝑛 − 1)

𝑛
+

𝑥2𝑏𝑛

𝑛
= 𝑥2

2 +
𝑥2(𝑏𝑛 − 𝑥2)

𝑛
 

 

ifadesine ulaĢılır. 𝑇′′′ toplamı için (4.1.1) den 

 

𝑇′′′ = 𝐵𝑛  𝑓0,0,2; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =     
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                                      
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                                  =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 

2

 
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 

                                     
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠
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                                  =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗 𝑏𝑛
2

𝑛
 

𝑠

𝑛

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 1 !

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=1

 

                                   
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                  =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗 𝑏𝑛
2

𝑛
 

 𝑠 − 1 + 1

𝑛

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=1

 

                                  
 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 1 !
 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                  =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                  
𝑏𝑛

2

𝑛
 

𝑠 − 1

𝑛

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 1 !
 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=2

  

                                 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
𝑏𝑛

2

𝑛
 

1

𝑛

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 1 !

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=1

 

                                  
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

  

                                =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                
𝑏𝑛

2

𝑛2
 

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 2 !
 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=2

  

                                1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
𝑥3𝑏𝑛

2

𝑛2
 

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 1 !

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=1

 

                                 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

  

                               =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                
𝑥3

2

𝑛2
 

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 2 !
 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠−2
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=2
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                                1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
𝑥3𝑏𝑛

𝑛2
 

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗  𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 1 !

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=1

 

                                 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠−1

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

  

                               =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                
𝑥3

2

𝑛2
 𝑛 − 𝑘 − 𝑗  𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1  

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 2 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 !  𝑠 − 2 !
 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠−2
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=2

  

                                1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

       

+
𝑥3𝑏𝑛

𝑛2
 𝑛 − 𝑘 − 𝑗  

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 − 1 ! 𝑠!

𝑛−𝑘−𝑗−1

𝑠=1

 

                                
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠−1

  

 

bulunur. Ayrıca, (4.1.10)’dan 

 

𝑇′′′ = 𝐵𝑛  𝑓0,0,2; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                                  
𝑥3

2

𝑛2
 

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗  𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1  𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 2 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 𝑠 − 2 ! 𝑠!
 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗−2

𝑠=0

  

                                                  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠−2

   +
𝑥3𝑏𝑛

𝑛2
 𝑛 − 𝑘 − 𝑗  

                                                   1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

  

 

elde edilir. Aynı Ģekilde, 

 

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 +

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−2

=   
𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 2

𝑠
 

𝑛−𝑘−𝑗−2

𝑠=0

 



108 

                                                                      
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠−2

 

 

olduğundan, 

 

𝑇′′′ =    
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

2

𝑛2
 𝑛 − 𝑘 − 𝑗  𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1   

             1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−2

+
𝑥3𝑏𝑛

𝑛2
 𝑛 − 𝑘 − 𝑗  1 −

𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

  

       =
𝑥3

2

𝑛2
   

𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗  𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1  

           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−2

+
𝑥3𝑏𝑛

𝑛2
   

𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

           𝑛 − 𝑘 − 𝑗  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

 

         =
𝑧2

𝑛2
  

𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗  𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1  

           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−2 𝑥3𝑏𝑛

𝑛2
  

𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

+  
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗  

           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

 

          =
𝑥3

1

𝑛2
  

𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 2 ! 𝑗!

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−2

 

          +
𝑥3𝑏𝑛

𝑛2
  

𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
 𝑛 − 𝑘 !

 𝑛 − 𝑘 − 𝑗 − 1 ! 𝑗!

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1

 

          =
𝑥3

2

𝑛2
  

𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 𝑛 − 𝑘  𝑛 − 𝑘 − 1   
𝑛 − 𝑘 − 2

𝑗
 

𝑛−𝑘−2

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

            1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−2

+
𝑥3𝑏𝑛

𝑛2
  

𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 𝑛 − 𝑘   
𝑛 − 𝑘 − 1

𝑗
 

𝑛−𝑘−1

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

            
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−1
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  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 +

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2

=   
𝑛 − 𝑘 − 2

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−2
𝑛−𝑘−2

𝑗 =0

 

 

ve (4.1.9)’dan 

 

𝑇′′′ = 𝐵𝑛  𝑓0,0,2; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =
𝑥3

2

𝑛2
  

𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 𝑛 − 𝑘  𝑛 − 𝑘 − 1  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2
𝑛−2

𝑘=0

 

                                                   +
𝑥3𝑏𝑛

𝑛2
  

𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 𝑛 − 𝑘  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                                                   =
𝑥3

2

𝑛2
 

𝑛!

 𝑛 − 𝑘 − 2 ! 𝑘!
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2
𝑛−2

𝑘=0

 

                                                  +
𝑥3𝑏𝑛

𝑛2
 

𝑛!

 𝑛 − 𝑘 − 1 ! 𝑘!
 
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

                                                  =
𝑥3

2

𝑛
 𝑛 − 1   

𝑛 − 2
𝑘

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2
𝑛−2

𝑘=0

 

                                                 +
𝑥3𝑏𝑛

𝑛
  

𝑛 − 1
𝑘

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

 

bulunur. Ayrıca, 

 

1 =   
𝑛 − 2

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−2
𝑛−2

𝑘=0

 

 

ve 

 

1 =   
𝑛 − 1

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−1
𝑛−1

𝑘=0

 

 

olduğundan,  
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𝑇′′′ = 𝐵𝑛  𝑓0,0,2; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =
𝑥3

2

𝑛
 𝑛 − 1 +

𝑥3𝑏𝑛

𝑛
= 𝑥3

2 +
𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
 

 

sonucuna ulaĢılır. 𝑇′, 𝑇′′ ve 𝑇′′′ için  

𝐵𝑛 𝑔; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑇′ + 𝑇′′ + 𝑇′′′  

                               = 𝑥1
2 +

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ 𝑥2

2 +
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
+ 𝑥3

2 +
𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
 

 

elde edilir.  

 

Tanım 4.1.3 (𝑏𝑛) dizisi 

 

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞       ,      lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑛
= 0 

 

eĢitliklerini sağlayan monoton artan gerçel terimli pozitif sayıların bir dizisi olsun. 

Bu durumda ∆𝑏𝑛
 üçgen piramit bölgesi 

 

∆𝑏𝑛
=   𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ∶ 𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0, 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 𝑏𝑛  

 

Ģeklinde tanımlansın. (𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3) ∈ ∆𝑏𝑛
 olmak üzere, 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+

3   için Bernstein-Chlodowsky 

tipi bir polinom  

 

𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 =     𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 
𝑛

𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

                                                            (4.1.11) 

 

Ģeklinde tanımlanır. 

 

𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  doğrusal pozitif operatör dizileri 𝐶𝜌 ℝ+
3   dan 𝐶𝜌 ℝ+

3   ya dönüĢüm sağlar. 

Gerçekten, 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
3    ve 𝐾 ≥ 1 olmak üzere  
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 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 𝐵𝑛   𝑓 ; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

                                   ≤ 𝐵𝑛  𝑀𝑓 1 + 𝑡2 + 𝜏2 + 𝜂2 ; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

                                   = 𝑀𝑓 𝐵𝑛  1; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 + 𝐵𝑛  𝑡2; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 + 𝐵𝑛  𝜏2; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3   

                                    +𝐵𝑛  𝜂2; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3   

                                   = 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 +

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ 𝑥2

2 +
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
+ 𝑥3

2 +
𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
  

                                   = 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 +

𝑏𝑛

𝑛
 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 −

𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2

𝑛
  

                                   ≤ 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 + 𝐾 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 −

𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2

𝑛
  

                                   ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 + 𝐾 𝑥1

2 + 𝑥2
2 + 𝑥3

2 + 1   

 

eĢitsizliği sağlanır. Burada 

 

𝑀′𝑓 = 𝑀𝑓(1 + 𝐾) 

 

denilirse 

 

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 𝑀′𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2  

 

bulunur. Böylece 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
3,∗  olur. 

 

Tanımlanan 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  doğrusal pozitif operatörler dizisi Teorem 1.4.5 in koĢullarını 

sağlar. 

 

Teorem 4.1.4 (4.1.11) ile verilen 𝐵𝑛 : 𝐶𝜌 ℝ+
3  → 𝐶𝜌 ℝ+

3   doğrusal pozitif operatör dizisi için 

𝑛 yeterince büyük bir sayı olmak üzere ∆𝑏𝑛
 üçgen piramidinin herhangi bir ∆𝑑  kompakt alt 

bölgesinde 𝑘, 𝑚, 𝑝 ∈  0,1,2  ve 𝑓𝑘 ,𝑚 ,𝑝 = 𝑡𝑘𝜏𝑚𝜂𝑝  olmak üzere 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓0,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓0,0,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓1,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓1,0,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 
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lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓0,1,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓0,1,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓0,0,1; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓0,0,1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

Ayrıca; 𝑔 𝑡, 𝜏, 𝜂 ≔ 𝑓2,0,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 + 𝑓0,2,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 + 𝑓0,0,2 𝑡, 𝜏, 𝜂  olmak üzere, 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑔; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑔 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

Ģeklindeki beĢ koĢul sağlansın. ∆𝑏𝑛
 bölgesinde tanımlı, tüm ℝ3 de 

 

 𝑓(𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3) ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2  

 

koĢulunu sağlayan sürekli fonksiyonlar için  

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

eĢitliği sağlanır. 

 

Kanıt: Lemma 4.1.2 de elde edilen (4.1.2)-(4.1.5) ifadeleri göz önüne alınırsa 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓0,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓0,0,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓1,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓1,0,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓0,1,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓0,1,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓0,0,1; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓0,0,1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

eĢitlikleri bulunur. 
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ġimdi (4.1.6) ifadesi göz önüne alınırsa 

 

𝐵𝑛  𝑔; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑔 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥1
2 +

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ 𝑥2

2 +
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
+ 𝑥3

2 

                                                             +
𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
− 𝑥1

2 − 𝑥2
2 − 𝑥3

2 

                                                             =
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
+

𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
 

 

ve 

 

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑑

 𝐵𝑛 𝑔; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑔 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  = sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑑

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
  

                                                                                         +
𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
  

                                                                         = sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑑

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ sup

(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑑

𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
 

                                                                          + sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑑

𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
 

yazılabileceğinden, diğer taraftan, 

 

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑑

 𝐵𝑛  𝑔; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑔 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  =
3

2

𝑑  𝑏𝑛 −
𝑑

2
 

𝑛
 

 

olduğundan ve  𝑏𝑛  dizisinin seçiminden 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑔; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑔 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

elde edilir. Böylece Teorem 1.4.5 in koĢulları sağlandığından her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
3   fonksiyonu için  

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

bulunur. Bu da kanıtı tamamlar. 
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Sonuç 4.1.5 𝑑 yeterince büyük pozitif gerçel bir sayı olmak üzere ∆𝑑  kompakt bölgesinde 

𝐵𝑛 : 𝐶 ∆𝑑 → 𝐶 ∆𝑑  doğrusal pozitif operatörler dizisi 𝑛 → ∞ için (4.1.2)-(4.1.6) Ģeklindeki 

Ģartları sağlıyorsa her 𝑓 ∈ 𝐶 ∆𝑑  için 

 

lim
𝑛→∞

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  𝐶 ∆𝑑 
= 0 

 

eĢitliği sağlanır. 

 

Uyarı 4.1.6 𝑛 → ∞ için ∆𝑏𝑛
 üçgensel piramit bölgesi üzerinde 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥1

2 + 𝑥2
2 + 𝑥3

2 

fonksiyonuna (4.1.1) polinom dizisi ile yaklaĢım mümkün değildir.  

Gerçekten polinom dizisinin tanımından, 

 

𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥1
2 +

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ 𝑥2

2 +
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
+ 𝑥3

2 

                                                                +
𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
− 𝑥1

2 − 𝑥2
2 − 𝑥3

2 

                                                             =
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
+

𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
 

 

yazılabilir. Norm tanımından; 

 

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  = sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
  

                                                                                           +
𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
  

                                                                                      =
3𝑏𝑛

2

4𝑛
 

eĢitliği geçerli olup, 𝑛 → ∞ için 
𝑏𝑛

2

𝑛
→ ∞ olacak Ģekilde bir  𝑏𝑛  dizisi bulunabileceğinden 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  = lim
𝑛→∞

3𝑏𝑛
2

4𝑛
= ∞ 

 

olacak Ģekilde  𝑏𝑛  vardır. Bu da yakınsamanın sınırsız bölgelerde olmadığını gösterir. 
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ġimdiki teorem, 𝑛 → ∞ için ∆𝑏𝑛
 bölgesinde (4.1.1) ifadesi ile özel bir yaklaĢımın varlığını 

ortaya koyar. 

 

Teorem 4.1.7 𝜌 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 olmak üzere her 𝛾 > 0 ve 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+

3   için  

 

∆𝑏𝑛
=   𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ∶ 𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0, 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 𝑏𝑛  

 

bölgesinde 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 1+𝛾

= 0 

 

eĢitliği sağlanır. 

Kanıt: Her 𝜀 > 0 için  

 

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑑

1

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 𝛾

< 𝜀                                                                                (4.1.12) 

 

olmak üzere 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 > 𝑑 olacak Ģekilde yeterince büyük 𝑑 > 0 sayısı seçilirse  𝑏𝑛  

dizisinin seçiminden 
𝑏𝑛

𝑛
 dizisi sınırlıdır. O halde 

 

𝑏𝑛

𝑛
< 𝐾 

 

olacak Ģekilde 𝐾 > 0 sayısı vardır. Aynı zamanda, 

 

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 1+𝛾

 

                                                                     ≤ sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑑

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 1+𝛾

+ 

                                                                     + sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑑

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 1+𝛾

 

                                                                     ≤ sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑑

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  + 



116 

                                                                     + sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑑

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 1+𝛾

 

                                                                     = ′𝑛 𝑓 + ′′𝑛(𝑓) 

 

Ģeklinde yazılabilir. Teorem 4.1.3 den  

 

lim
𝑛→∞

′𝑛 𝑓 = 0 

 

olur. Ayrıca, yine Lemma 4.1.2 de elde edilen ifadeler yardımıyla 

 

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 𝐵𝑛   𝑓 ; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

                                   ≤ 𝐵𝑛  𝑀𝑓 1 + 𝑡2 + 𝜏2 + 𝜂2 ; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

                                   = 𝑀𝑓 𝐵𝑛  1; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 + 𝐵𝑛  𝑡2; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 + 𝐵𝑛  𝜏2; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3   

                                     +𝐵𝑛  𝜂2; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3   

                                   = 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 +

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ 𝑥2

2 +
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
+𝑥3

2 +
𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
  

                                   = 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 +

𝑏𝑛

𝑛
 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 −

𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2

𝑛
  

                                   ≤ 𝑀𝑓  1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 + 𝐾 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 −

𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2

𝑛
  

                                   ≤ 𝑀𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 + 𝐾 𝑥1

2 + 𝑥2
2+𝑥3

2 + 1   

 

eĢitsizliği sağlanır. Burada 

 

𝑀′𝑓 = 𝑀𝑓(1 + 𝐾) 

 

denilirse 

 

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 𝑀′𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2  

 

bulunur. Aynı zamanda  
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′′𝑛 𝑓 = sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑑

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 1+𝛾

 

               ≤ sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑑

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  +  𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 1+𝛾

 

               ≤ sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑑

 
𝑀′𝑓 1 + 𝑥1

2 + 𝑥2
2+𝑥3

2 + 𝑀𝑓 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 

 1+𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 1+𝛾

  

               ≤  𝑀′𝑓 + 𝑀𝑓 sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛 \∆𝑑

1

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 𝛾

 

 

olur, (4.1.12) den, her 𝜀 > 0 için 

 

′′𝑛 𝑓 ≤  𝑀′𝑓 + 𝑀𝑓 𝜀 

 

eĢitsizliği sağlanır. Böylece 

 

lim
𝑛→∞

′′𝑛 𝑓 = 0 

 

sonucuna ulaĢılır. Dolayısıyla, 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 1+𝛾

≤ lim
𝑛→∞

 ′𝑛 𝑓 + ′′𝑛 𝑓  = 0 

 

eĢitsizliği geçerli olup, 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 1+𝛾

= 0 

 

eĢitliği gösterilmiĢ olur. 

𝛾 = 0 olması durumunda (4.1.1) ifadesi Teorem 1.5.5 gereği her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
3   için yakınsama 

sağlamak zorunda değildir. 𝛾 = 0 için yakınsama koĢulları aĢağıdaki teoremle verilir. 

 

Teorem 4.1.8 𝑓𝑘 ,𝑚 ,𝑝 = 𝑥𝑘𝑦𝑚𝑧𝑝  fonksiyonu için (4.1.1) ile tanımlanan üç değiĢkenli 

fonksiyonlar için Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi,  
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△ ′ =   𝑘, 𝑚, 𝑝 : 𝑘, 𝑚, 𝑝 ∈ ℕ0, 𝑘 ≥ 0, 𝑚 ≥ 0, 𝑝 ≥ 0, 𝑘, 𝑚, 𝑝 ∈  0,1,2   

 

olmak üzere  𝑘, 𝑚, 𝑝 ∈△ ′ için 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓𝑘 ,𝑚 ,𝑝 ; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓𝑘 ,𝑚 ,𝑝 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 = 0 

 

ifadesini sağlar. 

 

Kanıt: 𝑘 = 𝑚 = 𝑝 = 0 olmak üzere 𝑓0,0,0 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 = 1 fonksiyonu için polinom dizisinin 

tanımından, 

 

𝐵𝑛  𝑓0,0,0; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓0,0,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 0 

 

elde edilir. O halde 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓0,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓0,0,0 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 = 0 

 

bulunur. 

𝑘 = 1, 𝑚 = 0 ve 𝑝 = 0 olmak üzere 𝑓1,0,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥1 fonksiyonu ve polinom dizisinin 

sağladığı (4.1.3) eĢitliğinden 

 

𝐵𝑛  𝑓1,0,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓1,0,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 0 

 

yazılabilir. Böylece 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓1,0,0; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓1,0,0 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 = 0 

 

olacaktır. Benzer Ģekilde, 
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𝑘 = 0, 𝑚 = 1 ve 𝑝 = 0 olmak üzere 𝑓0,1,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥2 fonksiyonu için (4.1.4) eĢitliği 

göz önüne alınırsa, 

 

𝐵𝑛  𝑓0,1,0; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓0,1,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 0 

 

eĢitliği sağlanır. Dolayısıyla  

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓0,1,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓0,1,0 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 = 0 

 

eĢitliği geçerlidir. 

 

𝑘 = 0, 𝑚 = 0 ve 𝑝 = 1 olmak üzere 𝑓0,0,1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥3 fonksiyonu için (4.1.5) eĢitliği 

yardımıyla, 

 

𝐵𝑛  𝑓0,0,1; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓0,0,1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 0 

 

bulunur. O halde 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓0,0,1; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓0,0,1 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 = 0 

 

elde edilir. 

𝑘 = 1, 𝑚 = 1 ve 𝑝 = 0 olmak üzere 𝑓1,1,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥1𝑥2 fonksiyonu için (4.1.3) ve 

(4.1.4) eĢitlikleri göz önüne alınarak, 

 

𝐵𝑛  𝑓1,1,0; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓1,1,0 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 0 

 

bulunur. O halde 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓1,1,0; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓1,1,0 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 = 0 
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elde edilir. 

 

Benzer Ģekilde; 𝑘 = 1, 𝑚 = 0 ve 𝑝 = 1 olmak üzere 𝑓1,0,1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥1𝑥3 fonksiyonu için 

(4.1.3) ve (4.1.5) eĢitlikleri kullanılarak, 

 

𝐵𝑛  𝑓1,0,1; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓1,0,1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 0 

 

bulunur. O halde 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓1,0,1; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓1,0,1 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 = 0 

 

bulunur. 

 

Diğer taraftan, 𝑘 = 0, 𝑚 = 1 ve 𝑝 = 1 olmak üzere 𝑓0,1,1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥2𝑥3 fonksiyonu için 

(4.1.4) ve (4.1.5) eĢitlikleri yardımıyla, 

 

𝐵𝑛  𝑓0,1,1; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑓0,1,1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 0 

 

bulunur. O halde 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑓0,1,1; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓0,1,1 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 = 0 

 

elde edilir. 

Son olarak, 

 

𝑔 𝑡, 𝜏, 𝜂 = 𝑓2,0,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 + 𝑓0,2,0 𝑡, 𝜏, 𝜂 + 𝑓0,0,2 𝑡, 𝜏, 𝜂  

 

fonksiyonu için 

 

𝐵𝑛  𝑔; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑔 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

𝑥2(𝑏𝑛 − 𝑥2)

𝑛
+

𝑥3(𝑏𝑛 − 𝑥3)

𝑛
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elde edilir. 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 ifadesine bölünür ve  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ∈ ∆𝑏𝑛

 üzerinden supremum 

alınırsa, 

 

 𝐵𝑛  𝑔; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑔 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 =

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 + 𝑥2(𝑏𝑛 − 𝑥2) + 𝑥3(𝑏𝑛 − 𝑥3)

𝑛 1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 

 

                                                                ≤
 𝑏𝑛 − 𝑥1 +  𝑏𝑛 − 𝑥2 + (𝑏𝑛 − 𝑥3)

𝑛
 

 

bulunur. Dolayısıyla, 

 

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑔; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 − 𝑔 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 ≤ sup

(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝑏𝑛 − 𝑥1 +  𝑏𝑛 − 𝑥2 + (𝑏𝑛 − 𝑥3)

𝑛
 

                                                                                       ≤
3𝑏𝑛

𝑛
 

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. Her iki tarafın 𝑛 → ∞ üzerinden limiti alınırsa  𝑏𝑛  dizisinin tanımından 

 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3)∈∆𝑏𝑛

 𝐵𝑛  𝑔; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑔 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2+𝑥3
2 ≤ lim

𝑛→∞

3𝑏𝑛

𝑛
= 0 

 

bulunur. Bu ise kanıtı tamamlar. 

 

4.2 ÜÇ DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLAR ĠÇĠN BERNSTEIN-CHLODOWSKY 

POLĠNOMLARININ YAKLAġIM HIZI 

 

Teorem 4.2.1 𝜔 𝑓; 𝛿𝑛 , 𝑓 fonksiyonunun 𝐵 > 1 olmak üzere  0, 𝐵 ×   0, 𝐵 ×   0, 𝐵  

üzerinde tanımlı tam süreklilik modülü olsun. 𝑓 ∈ 𝐶 ∆𝐵  fonksiyonu için  0, 𝐵 ×   0, 𝐵 ×

  0, 𝐵  üzerinde, yeterince büyük 𝑛 ler için 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 9𝐵𝜔  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
  

 

eĢitsizliği sağlanır. 
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Kanıt: 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ∈  0, 𝐵  olmak üzere 

 

𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓(𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3) =     𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

                                              
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

 

elde edilir. Buradan; 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3) ≤     𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

                                             
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                        =     𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥3  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                        +𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥3 − 𝑓  𝑥1 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥3 + 𝑓  𝑥1 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3   

                                         
𝑛

𝑘
   

𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                         ≤     𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥3  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

                                           
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                         +     𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥3 − 𝑓  𝑥1 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥3  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
  

                                           
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                         +     𝑓  𝑥1 ,
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
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𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                         ≤    𝜔3  𝑓;  
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
   

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

   

                                          
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                         +    𝜔1  𝑓;  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

   

                                           
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                         +    𝜔2  𝑓;  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  

                                          
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                          = 𝜃1 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 + 𝜃2 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 + 𝜃3 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

bulunur. 𝜃1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , 𝜃2 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ve 𝜃3 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ayrı ayrı hesaplanırsa; ilk olarak 

𝜃2 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ele alındığında, 

 

𝜃2 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =    𝜔1  𝑓;  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                        
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                    =  𝜔1  𝑓;  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

  
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                        1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                   =  𝜔1  𝑓;  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

 

                   =  𝜔1  𝑓;  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

ifadesine ulaĢılır. 𝑥, 𝑡 ∈  0, 𝐴  ve 𝐴 > 1 olmak üzere, süreklilik modülünün 
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 𝑓 𝑡 − 𝑓(𝑥) ≤ 𝜔 𝑓; 𝛿  1 +
 𝑡 − 𝑥 

𝛿
                                                                                      (4.2.1) 

 

özelliği ve Cauchy-Schwarz eĢitsizliği son eĢitsizlikte kullanılırsa, 

 

𝜃2 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ≤ 𝜔1 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

  
𝑛

𝑘
  

𝑥

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

𝑛

𝑘=0

 

1/2

  

                          ≤ 𝜔1 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 ≤ 𝜔1 𝑓; 𝛿𝑛  1 +

1

𝛿𝑛

 
𝑥1𝑏𝑛

𝑛
  

                          ≤ 𝜔1 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛

 
𝐴𝑏𝑛

𝑛
  

 

elde edilir. Burada 𝛿𝑛 =  
𝑏𝑛

𝑛
 olarak seçilirse, 

 

𝜃2 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ≤ 𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
  1 +  𝐴  

      < 2𝐴𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
                                                                                                  (4.2.2) 

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. Diğer taraftan (4.2.1) özelliği kullanılarak 𝜃3 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ifadesi 

hesaplanırsa; 

 

𝜃3 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =    𝜔2  𝑓;  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                         
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                  ≤ 𝜔2 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
     

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘
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𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑠

   1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

   

                 = 𝜔2 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2  

𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

   

                     
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

  
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
  1 −

𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

   

                = 𝜔2 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
  

                 +   1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

   

                 ≤ 𝜔2 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
   

                   1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

+   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

𝑦   
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗

   

                  ≤ 𝜔2 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
2𝑥2  

eĢitsizliği elde edilir. 𝑥2 ∈  0, 𝐵  olduğundan, 

 

𝜃3 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ≤ 𝜔2 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
2𝐵  

 

eĢitsizliği sağlanmıĢ olur. Yeterince büyük 𝑛 ler için 𝛿𝑛 =  
𝑏𝑛

𝑛
 olarak seçilirse; 

 

𝜃3 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 < 3𝐵𝜔2  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
                                                                                                 (4.2.3) 

 

ifadesine ulaĢılır. Son olarak (4.2.1) özelliği yardımıyla benzer olarak 𝜃1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ifadesi 

hesaplanırsa; 
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𝜃1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =    𝜔3  𝑓;  
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                         
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                     ≤ 𝜔3 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
     

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛

𝑘
  

𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

  
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘
   

                         
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

   1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

   

                    = 𝜔3 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

   

                          
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
  1 −

𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

   

                    ≤ 𝜔3 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
   

𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

  
𝑠

𝑛
𝑏𝑛  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗
𝑠

 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

   

                     
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+   
𝑛

𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                     𝑥3   
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

  1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

    

                  ≤ 𝜔3 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
2𝑥3  

 

eĢitsizliği elde edilir. 𝑥3 ∈  0, 𝐵  olduğundan, 

 

𝜃1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ≤ 𝜔3 𝑓; 𝛿𝑛  1 +
1

𝛿𝑛
2𝐵  

 

eĢitsizliği sağlanmıĢ olur. Yeterince büyük 𝑛 ler için 𝛿𝑛 =  
𝑏𝑛

𝑛
 olarak seçilirse; 

 

𝜃1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 < 3𝐵𝜔3  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
                                                                                                 (4.2.4) 
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ifadesine ulaĢılır. (4.2.2)-(4.2.4) eĢitsizliklerinden 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 2𝐵𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
 + 3𝐵𝜔2  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
 + 3𝐵𝜔3  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
  

 

elde edilir. Son olarak; 

 

𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
 + 𝜔2  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
 + 𝜔3  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
 < 2𝐵𝜔1  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
 + 3𝐵𝜔2  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
  

                                                                                       +3𝐵𝜔3  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
  

                                                                       < 3𝐵  𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
 + 𝜔2  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
 + 𝜔3  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
   

 

olduğundan, ayrıca kısmi süreklilik ve süreklilik modülü arasında iyi bilinen  

 

𝜔1  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
 + 𝜔2  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
 + 𝜔3  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
 ≤ 3𝜔  𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
  

 

ifadesi kullanılarak 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 9𝐵𝜔  𝑓;  
𝑏𝑛

𝑛
  

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. 

 

Teorem 4.2.2 Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 ℝ+
3   ve yeterince büyük 𝑛 için 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  ile tanımlı operatör 

olmak üzere, 
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sup
𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3∈ 0,∞ 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

 1 +  𝑥 2 3
≤ 𝐾 Ω 𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
  

 

eĢitsizliği geçerlidir. 

Kanıt: Operatörün tanımından 

 

𝐵𝑛 1; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =     
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

= 1                                                                  (4.2.5) 

 

eĢitliği doğrudur. Operatörün doğrusallığı ve monotonluğu kullanılarak 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤     𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

 
𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

 
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

(4.2.6) 

 

eĢitsizliği elde edilir. Üç değiĢkenli fonksiyonlar için ağırlıklı süreklilik modülünün (v) 

özelliğinde 𝑡1 =
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 , 𝑡2 =

𝑗

𝑛
𝑏𝑛  ve 𝑡3 =

𝑠

𝑛
𝑏𝑛  olarak seçilirse; her 𝛿𝑛 > 0 için 

 

 𝑓  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 4 1 + 𝛿𝑛

2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                                    
  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 −  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

𝛿𝑛
+ 1  
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                                                                   1 +   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 −  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

2

  

 

eĢitsizliği geçerlidir. Bu eĢitsizlik (4.2.6) da yerine yazılırsa yine operatörün monotonluk 

özelliği kullanılarak; 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 4 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                                   
  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 −  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

𝛿𝑛
+ 1 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

  

                                                               1 +   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 ,

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 −  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

2

  
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  

                                                               
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                                               1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

  

 

elde edilir. Son eĢitsizlikte  𝑥 =   𝑥𝑖 
3
𝑖=1  normu kullanılarak, 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 4 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                              
 
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝛿𝑛
+

 
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝛿𝑛
+

 
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝛿𝑛
+ 1 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

  

                                                          1 +   
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 +  

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 +  

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3  

2

  
𝑛
𝑘
  

                                                          
𝑛 − 𝑘

𝑗
   

𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                                           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠
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                                                          ≤ 16 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                              
 
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝛿𝑛
+

 
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝛿𝑛
+

 
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝛿𝑛
+ 1 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

  

                                                           1 +  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

+  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2

+  
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

2

  
𝑛
𝑘
  

                                                           
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                                            1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

  

                                                       = 16 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                    1 +     
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

  

                                           
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+     
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                               
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                              1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+ 

                                                  
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 

                                                
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
1

𝛿𝑛
    

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                                
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                                1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
1

𝛿𝑛
    

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2  

𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0
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𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                                1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
1

𝛿𝑛
    

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3  

𝑛
𝑘
 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                               
𝑛 − 𝑘

𝑗
   

𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                              1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
1

𝛿𝑛
     

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                           
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

   
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
   

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

  
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                            1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
1

𝛿𝑛
     

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                           
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
1

𝛿𝑛
    

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                            
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

  
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                            1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 +
1

𝛿𝑛
     

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                            
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
1

𝛿𝑛
    

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                          
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
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                                          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
1

𝛿𝑛
    

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                          
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 

                                         1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

+
1

𝛿𝑛
    

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

3
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

                                          
𝑛 − 𝑘

𝑗
  

𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                      +
1

𝛿𝑛
    

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

3
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
   

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 

                                            
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

                                           
1

𝛿𝑛
    

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

3

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                            
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

                                                  (4.2.7) 

 

ifadesine ulaĢılır. Elde edilen toplamlar ayrı ayrı hesaplanacaktır. Yani;  

 

𝐼1 =     
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼2 =     
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠
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𝐼3 =     
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼4 =
1

𝛿𝑛
    

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1  

𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼5 =
1

𝛿𝑛
    

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2  

𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼6 =
1

𝛿𝑛
    

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3  

𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼7 =
1

𝛿𝑛
    

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

3

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼8 =
1

𝛿𝑛
    

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

3

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼9 =
1

𝛿𝑛
    

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

3

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0
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          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼10 =
1

𝛿𝑛
    

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1  

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼11 =
1

𝛿𝑛
    

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1  

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼12 =
1

𝛿𝑛
    

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼13 =
1

𝛿𝑛
    

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2  

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼14 =
1

𝛿𝑛
    

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

𝐼15 =
1

𝛿𝑛
    

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3  

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 

 



135 

yazılırsa, 𝐼1 , 𝐼2 ve 𝐼3 için daha önce yapılan hesaplamalar dikkate alınarak, 

 

    
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                                                                           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

=
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
, 

    
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                                                                           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

 =
𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
 

 

ve  

 

    
𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

                                                                                           1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

=
𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
 

 

eĢitlikleri yazılabilir. 𝐼4 toplamı için Cauchy-Schwarz eĢitsizliği kullanılırsa; 

1

𝛿𝑛
    

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1  

𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

=
1

𝛿𝑛
  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

               

                                                                            ≤
1

𝛿𝑛
   

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2𝑛

𝑘=0

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

1
2 
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                                                                            ≤
1

𝛿𝑛

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 

 

ifadesine ulaĢılır. 𝐼5 ve 𝐼6 toplamlarının hesabı için  
𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 < 𝛿𝑛  ve  

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 < 𝛿𝑛  

eĢitsizlikleri yardımıyla,  

 

𝐼5 =
1

𝛿𝑛
    

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2  

𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

≤ 1                                                                                         (4.2.8) 

𝐼6 =
1

𝛿𝑛
    

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3  

𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

≤ 1                                                                                         (4.2.9) 

 

eĢitsizliklerine ulaĢılır. 𝐼7 ifadesinin hesaplanması için daha önce elde edilen (3.2.7) eĢitsizliği 

kullanılırsa, 

 

𝐼7 =
1

𝛿𝑛
    

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

3

 
𝑛
𝑘
  

𝑛 − 𝑘
𝑗

  
𝑛 − 𝑘 − 𝑗

𝑠
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 
𝑥2

𝑏𝑛
 

𝑗

 
𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑠
𝑛−𝑘−𝑗

𝑠=0

𝑛−𝑘

𝑗 =0

𝑛

𝑘=0

 

          1 −
𝑥1

𝑏𝑛
−

𝑥2

𝑏𝑛
−

𝑥3

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘−𝑗−𝑠

=
1

𝛿𝑛
  

𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛

𝑘=0

 
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 

2

 
𝑛
𝑘
  

𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑘

 1 −
𝑥1

𝑏𝑛
 

𝑛−𝑘

 

                                                              =  
1

𝛿𝑛

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 𝑥1

4
 𝑛 − 1  𝑛 − 2  𝑛 − 3 

𝑛3
−   

                                                                4𝑥1
4
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 

𝑛2
+ 6𝑥1

3
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 

𝑛2
 
𝑏𝑛

𝑛
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                                                              +6𝑥1
3
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
− 12𝑥1

2
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
 + 8𝑥1

2  
𝑏𝑛

𝑛
 

2

 

                                                               +  7𝑥1

 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
 

2

− 6𝑥1  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

−  3𝑥1
4 

1
2 

 

 

yazılır. 𝐼8 − 𝐼15 toplamları için ise,  
𝑘

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥1 < 𝛿𝑛 ,  

𝑗

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥2 < 𝛿𝑛  ve  

𝑠

𝑛
𝑏𝑛 − 𝑥3 < 𝛿𝑛  

eĢitsizlikleri dikkate alınarak (4.2.7) eĢitsizliği yeniden düzenlenerek yazılırsa, 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 16 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                                3 + 8𝛿𝑛
2 +

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+   

𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
+

𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
 

                                                             +
1

𝛿𝑛

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

1

𝛿𝑛

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 

                                                              𝑥1
4
 𝑛 − 1  𝑛 − 2  𝑛 − 3 

𝑛3
− 4𝑥1

4
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 

𝑛2
+ 

                                                           6𝑥1
3
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 

𝑛2
 
𝑏𝑛

𝑛
 + 6𝑥1

3
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
− 

                                                        12𝑥1
2
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
 8𝑥1

2  
𝑏𝑛

𝑛
 

2

+ 7𝑥1

 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
 

2

 

                                                           −6𝑥1  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

−  3𝑥1
4 

1
2 

  

elde edilir. Buradan, 𝑛 ∈ ℕ için 
 𝑛−1  𝑛−2  𝑛−3 

𝑛3 ≤ 1, 
 𝑛−1  𝑛−2 

𝑛2 ≤ 1 eĢitsizlikleri kullanılarak, 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 16 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                                3 + 8𝛿𝑛
2 +

𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ 𝑥2 𝑏𝑛 − 𝑥2 

𝑛
+

𝑥3 𝑏𝑛 − 𝑥3 

𝑛
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                                                             +
1

𝛿𝑛

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+

1

𝛿𝑛

 
𝑥1 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 

                                                               8𝑥1
4 + 6𝑥1

3  
𝑏𝑛

𝑛
 + 6𝑥1

3
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
+ 12𝑥1

2
 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
   

                                                                +8𝑥1
2  

𝑏𝑛

𝑛
 + 7𝑥1

 𝑏𝑛 − 𝑥1 

𝑛
 
𝑏𝑛

𝑛
 

2

+ 6𝑥1  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

 

1
2 

  

 

yazılabilir. Buradan bazı düzenlemeler yapılarak, 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ≤ 16 1 + 𝛿𝑛
2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  1 +  𝑥 2  

                                                  3 + 8𝛿𝑛
2 +

𝑏𝑛

𝑛
 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 1

𝛿𝑛

 𝑥1

𝑏𝑛

𝑛
 

                                              +
1

𝛿𝑛

 𝑥1

𝑏𝑛

𝑛
  8𝑥1

4 + 12𝑥1
3  

𝑏𝑛

𝑛
 + 20𝑥1

2  
𝑏𝑛

𝑛
 

2

+ 13𝑥1  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

 

1
2 

  

 

yazılabilir. Son eĢitsizliğin her iki tarafı  1 +  𝑥 2 3 ye bölünürse; 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 +  𝑥 2 3
≤ 16 1 + 𝛿𝑛

2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  
3

 1 +  𝑥 2 2
+ 8

𝛿𝑛
2

 1 +  𝑥 2 2
+   

                                                              
𝑏𝑛

𝑛

 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 

 1 +  𝑥 2 2
+

1

𝛿𝑛

 𝑥1

 1 +  𝑥 2 2
 

𝑏𝑛

𝑛
+  

1

𝛿𝑛

 𝑥1

 1 +  𝑥 2 
 

                                                             
𝑏𝑛

𝑛
  8

𝑥1
4

 1 +  𝑥 2 2
+ 12

𝑥1
3

 1 +  𝑥 2 2
 
𝑏𝑛

𝑛
  + 

                                                               +20
𝑥1

2

 1 +  𝑥 2 2
 
𝑏𝑛

𝑛
 

2

+ 13
𝑥1

 1 +  𝑥 2 2
 
𝑏𝑛

𝑛
 

3

 

1
2 
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eĢitsizliği elde edilir. Burada, 

1

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1, 
 𝑥1+𝑥2+𝑥3 

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1, 
 𝑥1

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1, 
 𝑥1

 1+ 𝑥 2 
≤ 1, 

𝑥1
4

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1, 
𝑥1

3

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1, ve 

𝑥1

 1+ 𝑥 2 2 ≤ 1 eĢitsizlikleri kullanılarak 

 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  

 1 +  𝑥 2 3
≤ 16 1 + 𝛿𝑛

2 Ω 𝑓; 𝛿𝑛  3 + 8𝛿𝑛
2 +

𝑏𝑛

𝑛
+

1

𝛿𝑛

 
𝑏𝑛

𝑛
  

                                                               +
1

𝛿𝑛

 
𝑏𝑛

𝑛
 8 + 12  

𝑏𝑛

𝑛
 + 20  

𝑏𝑛

𝑛
 

2

+ 13  
𝑏𝑛

𝑛
 

3

 

1
2 

  

eĢitsizliğine ulaĢılır. Burada 𝐾; 𝑏𝑛  den bağımsız bir sabit olmak üzere 𝛿𝑛 =  
𝑏𝑛

𝑛
 olarak 

alınırsa ve 
𝑏𝑛

𝑛
→ 0 olduğundan 

 

sup
𝑥1 ,𝑥2 ,𝑥3∈ 0,∞ 

 𝐵𝑛 𝑓; 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 − 𝑓 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3  

 1 +  𝑥 2 3
≤ 𝐾 Ω 𝑓;  

𝑏𝑛

𝑛
  

 

eĢitsizliği gösterilmiĢ olur. Bu da kanıtı tamamlar. 

 

Örnek 4.2.3 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥3𝑦2𝑧 fonksiyonunun 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  0,5  ve 𝑏𝑛 =  𝑛 dizisi alınarak 

süreklilik modülü yardımıyla elde edilen yaklaĢımın hata değerlerini veren MAPLE programı 

aĢağıda verilmiĢtir. 

> restart; 

> f:=(x,y,z)->x^3*y^2*z; 

 

> n:=1: 

> for i from 1 to 9 do 

> n:=10*n; 

> beta(n):=sqrt(n): 

 := f ( ), ,x y z x3 y2 z
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> delta(n):=evalf(simplify(sqrt(beta(n)/n))); 

> 
omega(f,delta(n)):=evalf(simplify(maximize(abs(expand(f(x+h,y+

h,z+h)-f(x,y,z))),x=0..1-delta(n),y=0..1-delta(n),z=0..1-

delta(n),h=0..delta(n)))): 

> errorL:= 45*omega(f,delta(n)); 

> end do; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 := n 10

 := ( ) 10 10

 := ( ) 10 0.3162277660

 := ( ) ,f 0.3162277660 0.8977957944

 := errorL 40.40081075

 := n 100

 := ( ) 100 10

 := ( ) 100 0.1000000000

 := ( ) ,f 0.1000000000 0.4685590000

 := errorL 21.08515500

 := n 1000

 := ( ) 1000 10 10

 := ( ) 1000 0.03162277660

 := ( ) ,f 0.03162277660 0.1753543039

 := errorL 7.890943676

 := n 10000

 := ( ) 10000 100

 := ( ) 10000 0.01000000000

 := ( ) ,f 0.01000000000 0.05851985060

 := errorL 2.633393277

 := n 100000

 := ( ) 100000 100 10

 := ( ) 100000 0.003162277660

 := ( ) ,f 0.003162277660 0.01882429692

 := errorL 0.8470933614

 := n 1000000

 := ( ) 1000000 1000
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Örnek 4.2.4 (4.1.1) de tanımlanan Bernstein-Chlodowsky tipli polinom dizisinde 𝑏𝑛 = ln 𝑛 

alınarak 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 =  𝑥 −
1

2
 

2
+  𝑦 −

1

2
 

2
+  𝑧 −

1

2
 

2
−

1

4
 fonksiyonuna 𝑛 = 10, 𝑛 = 25,   

𝑛 = 50 ve 𝑛 = 100 için yaklaĢımın yapıldığı grafik ve program parçası aĢağıdaki Ģeklindedir. 

Dört boyutta grafik çizmek mümkün olmadığından yaklaĢımın yapıldığı grafik özel olarak    

𝑧 =
1

2
 alınarak çizdirilmiĢtir. 

 

> restart; 
with(plots): 

with(plottools): 

f:=(x,y,z)->(x-1/2)^2+(y-1/2)^2-1/4; 

c:=n->ln(n);   

B:=(n,x,y,z)-> simplify(sum(binomial(n,k)*sum(binomial(n-

k,j)*sum(f((k/n)*c(n),(j/n)*c(n),(s/n)*c(n))*binomial(n-k-

j,s)*(x/c(n))^k*(y/c(n))^j*(z/c(n))^s*(1-(x/c(n))-(y/c(n))-

(z/c(n)))^(n-k-j-s),s=0..(n-k-j)),j=0..(n-k)),k=0..n)); 

implicitplot3d([f(x,y,z)=0,B(10,x,y,z)=0,B(25,x,y,x)=0,B(50,x,

y,z)=0,B(100,x,y,z)=0 

 := ( ) 1000000 0.001000000000

 := ( ) ,f 0.001000000000 0.005985019985

 := errorL 0.2693258993

 := n 10000000

 := ( ) 10000000 1000 10

 := ( ) 10000000 0.0003162277660

 := ( ) ,f 0.0003162277660 0.001895867229

 := errorL 0.08531402530

 := n 100000000

 := ( ) 100000000 10000

 := ( ) 100000000 0.0001000000000

 := ( ) ,f 0.0001000000000 0.0005998500200

 := errorL 0.02699325090

 := n 1000000000

 := ( ) 1000000000 10000 10

 := ( ) 1000000000 0.00003162277660

 := ( ) ,f 0.00003162277660 0.0001897216602

 := errorL 0.008537474709
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],x=0..1,y=0..1,z=0..1,color=[magenta,gray,blue,yellow,red],tr

ansparency=0.6); 

 

 

 

 

 

 
 

 

ġekil 4.2.1 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 =  𝑥 −
1

2
 

2
+  𝑦 −

1

2
 

2
+  𝑧 −

1

2
 

2
−

1

4
 fonksiyonuna 𝑛 = 10, 𝑛 = 25,

        𝑛 = 50 ve 𝑛 = 100 için yaklaĢım  

 

 := f ( ), ,x y z  







x

1

2

2









y

1

2

2
1

4

 := c n ( )ln n

B ( ), , ,n x y z simplify 
k 0

n

( )binomial ,n k 
j 0

n k

( )binomial ,n k j 
s 0

 n k j




















 := 









f , ,

k ( )c n

n

j ( )c n

n

s ( )c n

n
( )binomial , n k j s 









x

( )c n

k











y

( )c n

j











z

( )c n

s









  1

x

( )c n

y

( )c n

z

( )c n

( )  n k j s
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Örnek 4.2.5 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 =  𝑥 −
1

2
 

2
+  𝑦 −

1

2
 

2
+  𝑧 −

1

2
 

2
−

1

4
 fonksiyonunun, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  0,1  

ve 𝑏𝑛 = ln 𝑛 alınarak süreklilik modülü yardımıyla elde edilen yaklaĢımın hata değerlerini 

aĢağıdaki tabloda verilmiĢtir. 

 

𝑛 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü yardımıyla elde 

edilen yaklaĢımın hata değerleri 

10 6,739040215 

102 4,550712319 

103 2,057539091 

104 0,7945427310 

105 0,2865969234 

106 0,09998388036 

107 0,03423488795 

108 0,01158324296 

109 0,003886246460 
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