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BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1 (Hadamard anlaminda iyi konulmus problem) Iyi konulmus problem tanyma
20. yiizylin baslarinda Fransiz matematikei J. S. Hadamard tarafindan verilmistir. U ve

F metrik uzaylar, A : U — F bir operator olmak tizere
Au=f (1.1)

denklemini ele alalvm. (1.1) denkleminin asagidaki ozellikleri saglayan ¢oziminin bu-
lunmasi problemine (U, F') wuzay c¢ifti i¢in Hadamard anlaminda iyi konulmus problem
denir;

i. Her f € F i¢cin U uzaynda problemin ¢ozimii vardar.

1. Problemin ¢ozimi U uzayinda tektir.

11.  Problemin kosullart F' uzayinda az degistiginde problemin ¢ozimi de U uzayinda
az degisir (kararblik kosulu) (Lavrent’ev et al. 1986, s. 26). Bu sartlardan herhangi
birinin saglanmamasy durumunda problem, (U, F') wuzay ¢ifti i¢in Hadamard anlaminda
kéti konulmug problem olarak adlandirilur. Bir (Uy, F1) uzay ¢ifti i¢in iyi, baska bir
(Us, F3) uzay ¢ifti icin kéti konulmus probleme (Us, Fy) uzay ¢ifti icin zayf kot konulmug
problem denir. Tim uzay c¢iftlerinde koti konulmus probleme kuvvetli kéti konulmus

problem denar.

Tanmim 1.2 (Tikhonov anlaminda iyi konulmus problem) Ilk defa, bir Rus matematik¢i
olan A. N. Tikhonov, Hadamard anlaminda kéti konulmus problemlerin gerekliligini or-
taya koymustur. (1.1) denkleminin asagqidaki ozellikleri saglayan ¢ozimiinin bulunmas
problemine sarty iyi (dogru) konulmus problem veya Tikhonov anlaminda iyi konulmus
problem denir:

. U bir metrik uzay olmak tizere, problemin ¢éziimii var ve belirli bir M C U ciimlesine
asttir.

11. Problemin ¢6ziimii M de tektir.



11.  Problemin ¢éziimii M de kosullara strekli bagimiidir, yani ¢éziimii M ciimlesinin
disina ¢ikarmayan kosullar F metrik uzaynda sonsuz kiiciik bir degisiklige ugradiklarimda
problemin ¢ézimii de U metrik uzayinda sonsuz kiigik degisir (Lavrent’ev et al. 1986, s.
27).

M ciimlesine problemin dogruluk ciimlesi denir ve M genellikle kompakt bir ciimle olarak

segilir.

Tamm 1.3 (Agrhkl L? uzay) w, —oo < a < b < 400 olmak iizere (a, ) tizerinde pozitif
integrallenebilir bir fonksiyon olsun, éyle ki

b

/w(t)dt =00

dir. (a,b) dzerinde tanvmlanan [ reel degerli dlgilebilir fonksiyonlar sinifine olusturan

L2 = L2 (a,b) agurhkl uzaym ele alalim Gyle ki

2

b
£, = | [s@P0t@s | <o
geklinde yazilir (Kruglyak et al. 2000).

Tanim 1.4 (Riemann manifoldu) M manifoldunun her bir p noktasina T, uzay tstiinde
gp t¢ carpymu karsihik getiren bir g donistimiine M dstinde bir metrik tenséri ady verilir.
M manifoldu tistiinde bir metrik tensor varsa bu metrik tensoriyle birlikte bu manifolda

bir Riemann manifoldu denir (Sabuncuoglu 20006, s. 405).

Tamm 1.5 (Kovaryant tensor alani) R" uzaywmin her bir p noktasina T,(R™) vektor uzay
tstiinde reel degerli k lineer bir fonksiyon karsilik getiren bir K dontisimiine, R™ uzay

tistinde k wnce basamaktan bir kovaryant tensor alany denir (Sabuncuoglu 2006, s. 411).

Tanim 1.6 (Teget uzay) g € R™ olsun. v € R™ olmak tizere q noktasindan q+v noktasina
grden yonlii dogru parcasina, g noktasinda, v teget vektori denir ve v, biciminde gosterilir.
q noktasindaki butin teget vektorlerin kiimesi T,(R™) ile gosterilir. T,(R™) kimesinde
toplama islemi, vy + w, = (v + w), egitligiyle tanvmlanr. Skalerle ¢carpma islemi, A € R
icin A\vg = (Av), esitligi ile tanemlanwr. T,(R"™) kiimesi yukarda tansmlanan islemlere
gore R cismi dstiinde bir vektor uzayidir. Boylece elde edilen T,(R™) vektor uzayina, R™

uzayrmn q noktasindaki teget uzayr denir (Sabuncuoglu 2006, s. 5).



1.1 iKi BAGIMSIZ DEGISKEN iCEREN DENKLEMLERIN KANONIiK
FORMLARI VE SINIFLANDIRILMASI

Bu boliimde

AUy + 20Ugy + Clyy + du, + euy + fu=g (1.2)
lineer denklemi ve iki degiskenli

gy + 2bUgy + cly, + F(2,y,u, Uy, uy) =0 (1.3)
hemen hemen lineer denklemi ele alinacaktir. Burada a, ..., g; C*(2) smifinin elemanlari,
Q CR?ve Qda (a,b,c) # (0,0,0) dir. (1.2) ve (1.3) denklemlerinde

Ay + 20Uy + Cliyy

ifadesine bu denklemlerin bag (esas) kismu denir. Coziimlerin 6zelliklerini temel olarak
bag kisim belirlediginden (1.2) yerine daha genel olan (1.3) denkleminin simiflandirmasim

yapacagiz.

A(‘r7 y) = bz(xa y) - CL(J],y)C(JI,y)

seklinde tanimlanan A fonksiyonuna (1.3) denkleminin diskriminant: denir. Diskriminan-

tin igsareti terslenebilir degisken doniisiimleri altinda degismezdir.

Teorem 1.1

52 f(l’,y)
n=n(z,y)

o :

diizgiin bir degisken doniisiimi olsun, oyle ki Jakobiyen

-0

Bu déndisim altinda (1.3) denklemi

Auff + ZBufU + Cum] + ¢(€7 77a U, ufa un) = 0 (]_4)
formuna dondisiir. Burada
A = afl + 26,8, + &,

B = a&n, +0b(¢n, +n.&,)+c€,n,

C = any+2bn,n, +

dir. Bu durumda QQ = ¢(P) deki diskriminantin isareti P deki ile aynadar.



Tanwm 1.7 P(z,y) € Q noktasinda (1.3) denklemi
i. Hiperboliktir, eger A(zx,y) > 0,

it. Paraboliktir, eger A(z,y) =0,

iti. Eliptiktir, eger A(x,y) < 0.

Eger denklem G nin her noktasinda hiperbolikse (parabolik, eliptik) G C € nin bir alt
kiimesinde de hiperboliktir (parabolik, eliptik).
(1.3) denkleminin esas kismini yeni & ve ) koordinatlar1 tanimlayarak daha basit bir hale

getirebiliriz. Bu sekilde bir yazilisa denklemin kanonik formu adi verilir.

Teorem 1.2 Kabul edelim ki (1.3) denklemi bir Py(zo,yo) noktasin bir komsulugunda
hiperbolik, parabolik ya da eliptik olsun. Bu durumda Py(zo,yo) noktasiman bir komsu-

lugunda taniml

§=¢(z,y)
n=mn(z,y)
terslenebilir bir degisken doniigimi vardir oyle ki (1.8) denklemi asagudaki ti¢ formdan

birine indirgenebilir:
i. Eger Py(xo,yo) hiperbolik bir nokta ise

u{n +w(£7n7u7 Ug,un) = 07 (15)

(hiperbolik denklemler igin birinci kanonik form)

ii. Eger Py(xg,yo) parabolik bir nokta ise

Uy + V(E, M, u, ue, uy) =0, (1.6)
iii. Eger Py(xo,yo) eliptik bir nokta ise

Uge + Upy + (€, M, u, ug, uy) =0 (1.7)

seklindedir.
Hiperbolik denklemler ic¢in

a =&+, B=&—n
doniigtimii tanimlanirsa (1.5) denklemi

Uaa — UpA + 0(aaﬁv U, Ug, uﬁ) =0



sekline indirgenir. Bu da hiperbolik denklemlerin ikinci kanonik formu olarak adlandirilir.

Ispat. i. Py(, o) hiperbolik bir nokta olsun.

= a€l+2b8,8, + &2 =0,

A

C = ani+2bn,n,+cn. =0

esitlikleri saglanacak gekilde & ve n secelim. O halde & ve 1

ap? + 2bp,p, + 0905 =0 (1.8)

birinci mertebeden lineer olmayan denklemin ¢oziimleridir. Dolayisiyla

0
é?zpﬂf%ﬂ%=2@ﬁ+2@m+ff)=0

olur. (1.8) denkleminin karakteristikleri boyunca
o(x,y) = sabit (1.9)

bulunur. Eger ¢, (z0,%0) # 0 oldugunu kabul edersek, o noktasinm bir komsulugunda

bir y = y(z) kapah fonksiyonu tanimlanabilir ve

g @ — _Spm(‘ray)
dz ¢y(z,9)

dir. (1.8) denkleminden y(x) fonksiyonu
ay® —2by' +c=0 (1.10)

adi diferensiyel denklemini saglar. Eger ¢, (xo,%0) # 0 oldugunu kabul edersek, yo nok-

tasimin bir komgulugunda bir = = z(y) kapali fonksiyonu belirlenebilir ve

NG

dy ©.(2,y)

olur. Bu durumda z(y) fonksiyonu

cx’? — 20’ +a =0 (1.11)
adi diferensiyel denklemini saglar. Hem (1.10) hem de (1.11) denklemi

a(dy)? — 2bdzdy + c(dz)* = 0 (1.12)

diferensiyel formunda ifade edilebilir. Genelligi bozmadan a(zg, yo) # 0 ya da c(zg,yo) # 0
oldugunu kabul edebiliriz. Ciinkii a(zo,yo) = ¢(xo,yo) = 0 ise, b(xo, yo) # 0 olur ve (1.3)



b(zo, o) ile boliinerek (1.5) formu elde edilir. (zg,yo) noktasmm bir A komgulugunda
a(xo,yo) # 0 ve a(x,y) # 0 oldugunu kabul edelim. (1.10) denklemi

b+VA , b—VA
a

Yy
a 72

Yy = ,A=b—ac

iki adi diferensiyel denkleme déniisiir. Swrasiyla &(z,y) = C; ve n(z,y) = C2 bu denklem-

lerin N; C N bolgesinde tanimlanan genel ¢oziimleri olsun. Bu durumda
£, #0ven, #0, (z,y) € Ni.

g: f(l’,y)
n=n(z,y)

o :

degisken degistirmesi (1.3) denklemini (1.5) formuna indirger. Bu déniisiim terslenebilirdir

¢linkii,
- & b+ VA

1 gy a )

/ Ny b— \/Z
Yg = —— = y

Ny a
ifadelerinden
2v/A

gxny - gynx = _Tgyny 7é 0

oldugu goriiliir. Benzer sekilde ¢(xg, yo) # 0 durumunda da bu iglemler yapilr.

ii. Py(xo, o) parabolik bir nokta olsun. Burada £ ve i) sayilarim A = B = 0 olacak gekilde
secelim. b2 — ac = 0 oldugundan a ve c¢ katsayilarindan herhangi biri sifirdan farkhdur.
Aksi takdirde b de sifir olabilir ki bu durum da (a, b,c) # (0,0,0) ifadesine ters diiger.
Eger a # 0 ise (1.12) denklemi

y =-
a

formuna indirgenir. Farz edelim ki genel ¢oziim
§(z,y) = K

olsun. Bir = n(z,y) basit fonksiyonunu alalim, dyle ki




O halde A= B =0 ve C' # 0 dur.

§=E&(z,y)
n=n(z,y)

degisken doniigiimii (1.3) denklemini (1.6) kanonik formuna indirger. ¢ = 0 durumunda
¢ # 0 olur ve benzer bir yol takip edilir.

iii. Py(zo,yo) eliptik bir nokta olsun. Burada £ ve 7 sayillarim A = C' ve B # 0 olacak
sekilde segelim. b? — ac < 0 oldugundan a # 0 igin (1.12) denklemi

kompleks formunu adi diferensiyel denkleme indirger.
o(z,y) = &(x,y) + in(x,y) = K ilk denklemin genel ¢oziimii olsun. (1.8) denkleminden
A = C ve B # 0 sonucuna ulagilir. O halde degisken doniistimleri

SZ §($7y)
n=mn(z,y)

(1.7) formundan (1.3) denklemine indirgenir. m

(1.12) denklemine (1.3) denkleminin karakteristik denklemi ve ¢oziimlerine de karakteris-
tikler denir. Hiperbolik bolgede (1.3) denkleminin enine kesigen iki reel karakteristik ailesi
vardir. Parabolik bolgede (1.3) denkleminin bir tane reel karakteristik ailesi mevcuttur.

Diger taraftan eliptik bolgede ise reel karakteristikler yoktur.

1.2 R" UZAYINDA HEMEN HEMEN LINEER DENKLEMLERIN SINIF-
LANDIRILMASI

D, R" n—boyutlu Oklid uzaymda bir bolge olsun. R” de bir noktay1 # = (z1, ..., 7,,) ile ve
skaler ¢carpimi da < -,- > sembolii ile gosterelim. R™ de ikinci mertebeden hemen hemen

lineer bir denklem

Z i (T)Ug,e; + F(2,u, Vu) =0 (1.13)
i, j=1

seklindedir. Burada o;;(z) katsayilar = e gore siirekli, diferensiyellenebilir fonksiyonlar;

a;j(x) = aji(x); u(x) bilinmeyen bir fonksiyon ve Vu = (u,, ..., 4y, ), u nun gradyantidir.



Denklem (1.13) iin hemen hemen lineerliginden anlatilmak istenen bu denklemin w,,,,

ikinci meretebeden tiirevlerine gore lineer olmasidir. Ayrca

n 82
L= Z Yij ((E) 81‘1833]

ij=1

lineer operatoriine (1.13) denkleminin bag (esas) kismi denir.

Denklem (1.13) iin simflandirilmasinda temel kosul bagimsiz degiskenlerin tekil olmayan
bir doniigiimii altinda tipinin sabit kalmasidir. Daha ¢nce yaptigimiz gibi simflandirmay1

lokal yani bir 2° € D sabit noktasi i¢in yapacagiz. Kabul edelim ki

¢ ()
y=ox) = :

P ()

V1(y)
z=9Y(y) = :

U, (y)

doniisiimleri 2° ve 3° = ¢(2°) noktalarinin sirasiyla N ve N' komsuluklarmda taniml

tekil olmayan doniigiimler olsun, dyle ki
y=0W(y)), y €N ver=1(¢(x), z €N
dir. u(z) € C*(D), D de (1.13) denkleminin bir ¢oziimii ve

v(y) = u(¥(y), ye N’

olsun. Bu durumda

u(r) =v(p(x)), v € N

ve
" 0
ey = D vy (00) 2%,
k=1 !
n a 8 n 02
lexj Zvykyl<¢(x>) aﬁk 8_? Z Yk (gb(x))a{bgi’
fl=1 LT k= o



dir. Yukaridaki ifadeler (1.13) denkleminde yerine yazilirsa

> 05(0) Yt 00 G 5+ By, 70) =0

i,j=1 k=1

ya da

> b)) + (y, v, V0) =0 (1.14)
k,l=1

sonucuna ulagilir. Burada

= 0¢y. 0¢;
bely) = 3y () 22 0% (1.15)

3,j=1
dir.

2% noktasinda (1.13) denkleminin simiflandirilmas:

Qa,6) = Y ay(a)&;, EeR” (1.16)

1,j=1
karakteristik formunun siniflandirilmasina dayanir.

A agagidaki gibi simetrik bir matris

an (2% .. ag,(a?)

A —
a1 (2°%) o apn(20)
olsun. Bu durumda

Q= (2§ =< AL, § >

yazilabilir ve A, nzn lik bir matris olmak iizere eger

E=ApeR"
ise
Q(z°,€) =< AAn, An >=< ATAAn,n > (1.17)

dir. Burada AT, A matrisinin transpozunu ifade eder. Diger taraftan

99y,

i = axi(:”O)’ kyi=1,..,n, (1.18)
M1 A

A= ;
At oo Ann

y = Az



olsun.

Dikkat edilirse

" 0
Yk = Z)\m’fﬁi, a—yk = A
i=1

X

dir. Eger (1.18) lineer degisken doniigiimii yapilirsa

bri = Z Q4 (xo))\/m;)\kj

ij=1
katsayilar: elde edilir ve bu da (1.15) ile gakigir. Elemanlar: b;; olan B matrisini tanim-

layalim, yani:

dir. Bu matris simetriktir ve
B = ATAA

olur. (1.17) den (1.13) denkleminin karakteristik formu ve 2° ve y* = ATz da doniigtiiriilmiig

denklem birbirine egittir:

Q(2°,€) = Qy*,n), &= An.

Kuadratik formlar icin temel teoreme gore tekil olmayan bir A matrisi vardir dyle ki

Q2% ¢),
QW M) =1+ 10— oy — e — g (1.19)

kanonik formuna indirgenir. Burada p > 0, ¢ > 0, p+ ¢ < n dir. (1.19) daki pozi-
tif terimlerin sayisina pozitif indeks, negatif terimlerin sayisina negatif indeks denir ve
sirasiyla p ve ¢ ile gosterilir. Ayrica r = p + ¢ saywisma (1.16) karakteristik formunun
ranki, v = n —r ye de sifirligi denir. Burada tizerinde durulmas: gereken nokta, bu sayilar
¢ ve o degigkenlerinin tekil olmayan lineer doniistimlerine gore sabittir. Oyleyse (1.13) {in

smiflandirmasi (1.16) karakteristik formun kanonik formundan bagimsiz olarak yapilir.

§=An
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(1.16) kanonik formu (1.19) karakteristik formuna indirgeyen tekil olmayan lineer bir

doniigiim olsun. Sonra
y=A"x
doniigiimii
p q
Zvyi?ﬁ - Zvypﬂ'ypﬂ' + ®(y,v, Vu) =0

=1 =1

formunu z° noktasinda (1.19) denklemine déniigtiiriir. Burada

v(y) = u((A")y)

dir.

(1.13) denklemi z° noktasinda:

i. Egerv=n—p—q=0vep=0yadaq =0 ise eliptik, yani terimlerin hepsi pozitif
ya da negatif ise;

ii. Egerv=0vep=n—1veq=1yadap=1veq=n—1 ise hiperbolik, yani biri
negatif diger tiim terimler pozitif ya da tersine biri pozitif diger tiim terimler negatif ise;
iii. Eger v =0 ve 1 < p < n — 1 ise ultrahiperbolik, yani birden fazla pozitif ve negatif
terim varsa;

iv. Eger v > 0 ise paraboliktir denir.

Denklem (1.13), D nin her noktasinda eliptik (hiperbolik, ultrahiperbolik, parabolik) ise
D de eliptiktir (hiperbolik, ultrahiperbolik, parabolik) denir.

Bu tiir denklemlerin siniflandirmasi ayrica A matrisinin katsayilarinin 6z degerlerine gére

de yani
ap (%) — A ... ag(29)
=0
Q1 (%) o apa(2®) = A

denkleminin koklerine gore yapilabilir. Lineer cebirden bilindigi gibi A matrisi simetrik
oldugundan zdegerlerinin hepsi reeldir. Ustelik A matrisinin pozitif, negatif ve sifir olan
ozdegerlerinin sayis1 bagimsiz degigkenlerin tekil olmayan donitistimleri altinda sabit kalir.
(1.13) denkleminin bag kismina karsilik gelen A matrisinin 6zdegerleri Aj, Ao, ..., A, olsun.
Bu durumda, (1.13) denklemi z° noktasinda

i. Eger Ay, ..., A\, sifirdan farkli ve ayni igaretli ise eliptiktir,

11



ii. Eger A1, ..., A\, sifirdan farkli ve bir tanesi hari¢ hepsi aym isaretli ise hiperboliktir,
iii. Eger A1, ..., A\, sifirdan farkli ve bunlardan en az ikisi pozitif ya da negatif ise ultra-
hiperboliktir,

iv. Eger Ay, ..., A, den herhangi biri sifir ise paraboliktir denir.

Ornek olarak, Laplace denklemi
AU = Uy gy + oo F Ugpz, =0
R™ de eliptik, dalga denklemi
Uy — Ay =0

R"*! de hiperboliktir. Burada c sabit bir sayidir. Is1 yada difiizyon denklemi olarak

adlandirilan
2 —
u —a“Au =0
denklemi R"*! de paraboliktir. Burada a bir sabittir. Diger taraftan

Uy x4 + Ugozy — Uggzs — Uggzy — Uzgzs = 0
denklemi R5 te ultrahiperboliktir.

Ornek 1.1 Asagida verilen denklemi kanonik forma indirgeyerek denklemin tipini ve il-

gili degisken dontisimiini belirleyelim:
Uz, + FUgyz, — 5%313 + 6Ugy 3y — 2Ugyzy = 0.

Denklemin karakteristik formu

1
261 436 — 56 + 60,6 — 266
1
= (V26 V26 = 6 (6 4 6"~ (G &)
= I+ -
olup degisken dontigiimii
U5 —V2 V2 :/_% 31
0| (&
N3 L0 1] |&

Ny | = 1 1

12



seklindedir. Bu déniistimiin bir terst vardir ve

3 —V2 2 1| |n
Sa| = \/§ -1 -1 Up
& v 2 o |n

dir. Bu durumda

n V2 V2 V2| =
Yo | = 2 —1 2 T2
Ys 1 -1 0 Z3

lineer donitisiimi orijinal denklemi kanonik forma indirger
Uyryn + Uyoys — Vysys = 0.

O halde bu denklem biitiin uzaylarda hiperboliktir. Dikkat edilirse

T \/5 1 1 n

To| — \/§ 1 0 Y2

I3 —%\/5 0 —1 Ys
ve

1
v(y1, Y2, y3) = w(V2y1 + Yo + Y3, V201 + va, v Y3)

seklindedir.
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BOLUM 2
DALGA DENKLEMIi VE ASGEIRSSON TEOREMIi
2.1 BIiR BOYUTLU ZAMANDA DALGA DENKLEMIi

Bu boliim Robinson (2011) esas alinarak hazirlanmigtir. Modern matematigin kullamgh
ve tizerinde iyi galigilmig bir denklemi olan dalga denklemi, bir u = u(z, y, 2, t) fonksiyonu
icin

Pu  P*u  Pu  Du

o2 92 o | 022

seklinde tanimlanir. Burada x,y, z bagimsiz uzay degigkenleri ve ¢ de bagimsiz zaman
degiskeni olarak alinmaktadir. Bu denklem genellikle ses, 151k ve su dalgasinin yayilimim
iceren problemlerde kargimiza c¢ikar.

(n + 1)—boyutlu Oklid uzayina genellestirildiginde dalga denklemi

9%u

W = Uyt = A$U (21)

formunda yazilir. Burada n > 1 olup

0? 0? 02

A,

seklinde tanimhdir. (2.1) denkleminin fiziksel snemini gosteren ilging bir nokta sudur ki
her n > 1 icin ilgili baslangic deger problemleri fiziksel acidan énem arzeden baslangic
kosullarinin énemli bir sinifi i¢in iyi konulmustur. Bu tiir problemler icin klasik bir durum

(2.1) denklemi ve agagidaki (2.2) baglangig kogulu ile verilen baglangi¢ deger problemidir:

U(ZL‘,O) = f(x)7 ut(x,O) = g(I) (22)

Burada f,¢g: R" — R, n = 2k ya da n = 2k + 1 seklinde tanimlansin.
(2.1)-(2.2) baglangic deger problemi genellikle dalga denklemi igin bir Cauchy Problemi

olarak adlandirilir ve bu problem f € C¥™2 ve g € C5™ olmak sartiyla iyi konulmustur.
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2.2 COK BOYUTLU ZAMANDA DALGA DENKLEMI

t = (t1,to, ..., tm) ve x = (21, X2, ..., T,,) olmak lizere ¢ok boyutlu zamanda dalga denklemi
A= Azu

seklinde tamimlanir. Buna denk olarak, y = (t1,ts,...,t,_1) ve t = t,, olarak tanmm-

landiginda yukaridaki denklem

0%u

olarak yazilabilir. Bu yazilim seklinin yapacagimiz islemlerde saglayacagi avantajlar
vardir. (2.1)-(2.2) Cauchy Problemine benzer olarak (2.3) denklemi i¢in ilgili baglangig
kosullar1 asagidaki sekilde verilebilir:

u(z,y,0) = f(2,y), w(x,y,0) = g(z,y), (2.4)

burada f,g: R" x R"! — R seklinde tamimh fonksiyonlardir. (2.3)-(2.4) Cauchy Prob-
lemi f ve g iizerine ilave bir sart konulmadig siirece, her k > 1 i¢in f € CF ve g € C¥
baglangig verilerine gore kotii konulmugtur (Renardy and Rogers 1962). Bunu ispatlamak

icin agsagidaki 6nemli teoreme ihtiyacimiz vardir.
2.3 ASGEIRSSON TEOREMI

Teorem 2.1

0%u
o (Ay — Ay)u, m =n,

diferensiyel denkleminin bir u € C? ¢oziimii icin x—uzaymda xo merkezli ve R yaricaph
bir kiire tizerinde u(x, to) fonksiyonunun ortalamasi ile t—uzayinda to merkezli R yarigapl
bir kiire tizerinde u(xg,t) fonksiyonunun ortalamast aymidir (John Fritz 1955).

Ispat. Her o, 3 > 0 icin R™ de u nun elipsoidal ortalamasina

I(a, ) = L / u(z,t)dw

2nway,
F(a,B,2,t)=1

|z

olarak tanmemlayalvm. Burada F(o, B, x,t) = O'f +% ve wy, R¥ de birim kiirenin hacmidir.

Dikkat edilirse dw, afin déniisiimleri altinda degismez oldugundan x = \/an ve t = /B¢
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degisken dontigiimleri uygqulandiginda

1

2nway,

I(e, B) / w(v/an, /BC)dw

In+1¢1?=1

elde edilir. Buradan da

a n
a—a[(a,ﬁ) = m / Zuxi(\/an,\/BC)mdw

nlP+leP=1"""
1
— v, : - nd
ST / u(v/an, /BC) - ndw
Inf2+1¢[2=1

bulunur. Ayrica (Vi u(y/an,/BC),0;) vektori dikkate alimirsa diverjans teoreminden

0 1
—1 = A
sols) = oo [ Aavan /Bodndc
Inl*+/¢)?<1
1 _n
= 2nw2n(a6) / Ayu(z, t)dxdt (2.5)
F(a,B,y)<1
olur. Benzer sekilde
CH8) = (et [ Acateodaat (2.6
a5 a, —an2na Lu(z, t)dr .
F(a,B,y)<1

sonucuna varir. Boylece (2.5) ve (2.6) denklemlerinden (A, — Ay)u = 0 oldugunu da
dikkate alarak (a% — %)I (a, ) = 0 bulunur. O halde bazi ¢ : R — R fonksiyonu igin
I(a,8) = (o + B) dur. Ozel olarak her o, f > 0 igin

I{a, 5) = I(B,a) (2.7)
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dwr. Buna ek olarak

Blirél+2nw2n[(a,ﬁ) = / u(v/an, 0)dw
Inl*+/¢)?=1
d
In|*+1¢|*<r? r=1
d
= |5 [ uano) [ dcn
In[><r2 IKP<r2—n?] . _4
— d \/_ O 2 2 %d
= | gwn [ uVoen 0)(r" —[ul")=dn
L n|?<r2 1
= i [ (VA 0)0 o)y
In?<1
= nw,a’ " / u(x,())(a—|x\2)%dx. (2.8)
|2]* <o

(2.8) denklemi integrant tim |z| < « i¢in sinarl oldugundan yukaridaeki limit vardir ve
I bélgesi = 0 1 igerecek sekilde genisletilebilir. Benzer sekilde, lim+1 (o, B) limiti de
a—0

vardir ve I bolgesi yine genisletilebilir. Diger taraftan (2.7) denkleminden her o > 0 igin

I(a,0) = I1(0, ) (2.9)

bulunur.

Sonug¢ olarak, siraswla x—uzay ve t—uzayindaki kiiresel ortalamalar

I(R) = — /u(m,o)dsx ve Io(R) =

nwy,

- / u(0,)dS; (2.10)

lz|=R [t|=R

seklinde tanwmlanar. Bu yiizden o = R? igin (2.8) ve (2.9) denklemleri dikkate alindiginda
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sabitlestirilmis herhangi R > 0 i¢in
0 = I(o,0)—1(0,)
nR2f2n
= 2 [ w0 - o) T

2W2n
\x|2§R2
wnR2f2n
g el IRCCICR PR
|t|2§R2
2—2n
B /rn—1<R2—r2>"E2 [ vl 0pds.ar
Wan
ja=r
w RZ 2n R —
ol /T / u(0, £)dSydr
2n 0 [t|=r
nw? R2-2" )
_ . /r (Il() I(r))dr
0

olarak bulunur. Dolayswla, tim 0 < r < R i¢in r" 1(R? — 7“2)"7_2 > 0 oldugundan tim
r >0 i¢in I1(r) = Iy(r) olmaldr. Cinki R > 0 keyfi olarak alinmaktadar.

Yukarida teoremin sadece xo =ty = 0 i¢in saglandige gosterilmistir. Fakat bu sonug dife-
rensiyel denklem lineer oldugundan xy ve tg noktalarinin herhangt bir 6teleme doniigiimsii

altinda da saglanir. =

Dikkat edelirse Asgeirsson Teoremi'nde n = m varsayimmi dogal bir kabul degildir ve
elde edilen sonu¢ n # m olmak iizere A,u = Ayu formundaki denklemler i¢in de geger-
lidir. Boyle bir durumda ¢oziim ihmal edilen degiskenlerden bagimsiz olarak aragtirilir
ve ortalama degerlere kargilik gelen integral maks{n, m} boyutlu uzayda z, ve ty noktas

civarinda alinir.
2.4 COZUMLER VE IYi KONULMUSLUK

2.4.1 Tek Boyutlu Zaman Durumu

Hiperbolik denklemler sinifinin temsilci denklemi dalga denklemidir.

Ut — gy = 0 (2.11)
denklemine bir boyutlu homojen dalga denklemi,

Uy — gy = F(2,1) (2.12)
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denklemine ise bir boyutlu homojen olmayan dalga denklemi denir. (2.11) ve (2.12)
denklemlerinde x degiskeni yer ve t degiskeni zamani gostermektedir. ¢, pozitif bir sabittir
ve F', dalgaya etki eden bilinen bir dig kuvveti temsil etmektedir.

Homojen dalga denklemi, genel ¢6ziimii kolayca elde edilebilen denklemlerden biridir.

Denklemin karakteristikleri

x £ ct = sabit

dogrularidir. Eger

E=x+ct,n=x—ct

degisken degisimi yapilirsa, (2.11) denklemi

Ugy = 0

formuna doniisiir. Buradan, C? smifindan ¢ ve ¢ fonksiyonlar icin

u=¢(&) +¢(n)

veya tekrar x, y degiskenlerine doniigtiiriiliirse,

u=¢(z+ct)+p(x — ct) (2.13)

elde edilir. Homojen dalga denklemi icin énemli bir problem baglangi¢ deger problemidir:

Uy — gy =0, —00 < T < 00, (2.14)
u(z,0) = f(r), —oo <z < o0, (2.15)
ur(z,0) = g(z), —oo <z < 0. (2.16)

Bu problem, fiziksel olarak, uzunlugu sonsuz farzedilen titregen bir telin (sicimin) serbest
salimimlarini ifade eder.

Simdi, problemin bir ¢éziimiiniin mevcut oldugunu varsayalim. Bu ¢oziim, ¢ ve ¢ fonksi-
yonlar1 C? simifindan olmak {izere, (2.13) bigimindedir. Buradan (2.15) ve (2.16) baglangig

kosullarini saglamasi igin
u(z,0) = ¢(x) + ¥(z) = f(z) (2.17)
u(,0) = c[¢'(x) — ()] = g(x) (2.18)
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olmalidir. (2.18) den

T

oa) — v(w) = - [o(€de + K (2.19)

zo

yazilabilir. Burada xy ve K keyfi sabitlerdir. (2.17) ve (2.19) denklemlerinden ¢ ve 1

¢oziilerek
1 1 K
oa) = 35+ 5 [+ 5,
1 1 K
Y(z) = §f($) ~ % 9(§)d¢ — 5
ve dolayisiyla (2.13) ten
u(z,t) = ¢(x+ct)+(x —ct)
z+-ct r—ct
= Sty sw—al+ o | [a@a- [ o
1 1 a;—f—cfo "
— SUera)+ sl + o [ o)t (2.20)

elde edilir. (2.20) ¢oziimiine d’Alembert formiilii denir.
(2.14)-(2.16) baglangig deger problemlerinin ¢oziimii baglangi¢ verilerine siirekli bagim-

hdir. Yani eger u*(z,t),

u*(x,0) = f*(x), u; (x,0) = 9" ()

baslangic kosullarini saglayan diger bir ¢oziim; eger herhangi bir ¢ > 0 icin
|[f(x) = f(@)] < 6(e), lg(z) — g*(x)] < o(e)

ise, bu taktirde

lu(x,t) —u*(z,t)| < e

dir.
Uy — Uy = F(2,1), —00 <z <00, 0<t< 00, (2.21)
u(z,0) = f(z), —oo <z < 00, (2.22)
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u(z,0) = g(z), —oo <z < o0, (2.23)

problemine homojen olmayan dalga denklemi i¢in baglangi¢ deger problemi denir. Burada
F(z,t), sonsuz uzunluktaki bir sicime etki eden dig kuvveti, 6rnegin yercekimi kuvvetini

temsil eden verilmis bir fonksiyondur.

Homojen ve homojen olmayan dalga denklemleri i¢in yukarida alinan basglangic deger
problemlerinde veriler, x—ekseni {izerinde verilmistir. Veriler xt—diizleminde bir egri
iizerinde de verilebilir. Bu durumda probleme, daha 6nce de ifade edildigi gibi, baslangic

deger problemi yerine ekseriya Cauchy problemi denir.

Cauchy probleminin ¢oziimiiniin mevcut olmasi igin baglangi¢ egrisinin egimleri mutlak
degerce 1 den kiigiik olan egriler olmasi gerekir. Boyle egrilere uzay-tipi (space-like) egriler
denir. Egimleri mutlak degerce 1 den biiyiik olan egrilere de zaman-tipi (time-like) egriler
denir. Ornegin, —ekseni dalga denklemi icin uzay-tipi, t—ekseni ise zaman-tipi egridir

(Cagliyan ve Celebi 2013, s. 143-154).

Dalga denklemi i¢in 6nceki kisimlarda ele alinan baglangi¢ veya Cauchy problemlerinden
bagka, siirli bolgelere kisitlandirilan fiziksel olaylarla ilgili diger bazi problemlerle de
kargilagilir. Bu tip problemlerde baslangic verileri, ¢ = 0 dogrusunun sonlu bir alt a-
raliginda, mesela a < z < b araliginda tanimlanir. Ayrica bu baglangic verilerine ilave
olarak araligin u¢ noktalarinda yani x = a, x = b dogrulan {izerinde u (veya u;) nun
degerleri de 6nceden tanimlanir. Boylece homojen veya homojen olmayan dalga den-
kleminin, asagidaki sekilde gosterilen ) bolgesinde, yukarida verilen kogullar1 saglayan

¢oziimleri aranir. Bu tiir problemlere baglangi¢-sinir deger problemi denir.
Kabul edelim ki n = 2k ya da n = 2k + 1 olsun. u € C? oldugundan her f € Ck*?
ve g € C*1 n > 1 igin (2.1)-(2.2) probleminin agagida verilen kapali ¢oziimlerinin

varlhigi gosterilebilir. n = 1 oldugunda ¢oziimiin D’Alembert formiiliinden elde edildigi

bilinmektedir
lz+t
t —t
u(z,t) = flett) £ /=) + —/g(s)ds.
2 2
x—t

Bundan bagka, ¢, = 1.3...(2k — 1) olarak tanimlandiginda, n nin diger tiim tek degerleri
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icin

1 0 10 03, 4
u(x,t) = o O (tat Tt /f x + t€)dSe
|€1=1
1 1 a n—3 2
——)\) 2 " té)d
CrnWn, (tat) /g(x—l— §)dSe
1€1=1

dir. Diger taraftan biitiin ¢ift n degerleri igin

u(z,t) = Lg / w—{—tf'

Cnwy, Ot Ja /1+|€
1 (1 a )nT_at"_Z / (I + tg)

dea 1+ €L

+ Cown | T Ot d

sonucuna ulagilir.

Yukaridaki formiillerden ¢ > 0 i¢in (x, t) noktasindaki ¢dziimiin tamm kiimesinin {x +¢¢ :
€] < 1} oldugu goriiliir. Buradan (2.2) denkleminde f ve g kompakt supporta sahip
oldugundan t degigkeni sabit alindiginda ¢oziimiin de kompakt supporta sahip olmasi
gerektigi goriiliir. Ozel olarak her f € C¥™ ve g € C¥™! icin bir R > 0 sayis1 vardir, oyle
ki

u(x,t) =0, her x € R"\ Bry(0). (2.24)

Yukaridaki diisiinceler i1iginda f € Ci*2 ve g € C¥™ fonksiyonlar icin (2.1)-(2.2) prob-
leminin ¢oziimlerinin tek oldugunu ispatlayacagiz. Esas itibariyle, bu her f € C&*? ve
g € Cficin (2.1)-(2.2) baslangic deger probleminin iyi konulmus oldugunu géstermek
icin yeterlidir. Ciinkii problemin ¢oziimiiniin siirekli bagimlilig1 direkt olarak coziimiin
yukarida verilen kapali formundan goriiliir.

Tekligin Ispati: u; ve ug, (2.1)-(2.2) probleminin ¢6ziimii olsun. Bu durumda v = u; — us

i¢in dalga denklemi lineer oldugundan

vy = Agu, (2,1) € R® X RT,
o(2,0) = () — () = 0, 7 € ", (2.25)
vi(z,0) = g(z) — g(x) =0, z € R",

bulunur, yani f = ¢ = 0 igin v, (2.1)-(2.2) problemlerini saglar.
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Simdi fiziksel degerlendirmelerde kullanilan

B0 = [ (0} + v,/

R

global enerji fonksiyonunu ele alalim. O halde

E,(t) = /(Utvtt ‘I" valvxlt)dx
i=1

R

= / (VU + V2. Ve Up)dT

BR+t(0)

= / (vevy — v Vo v)dx + / vy Vg 0.0dS

B 0B

R+(0) R+t(0)

= / v;.0dxr + 0

B0

= 0.

Burada ikinci ve dordiincii esitlik (2.24) ve (2.25) denklemlerinden ve tigiincii esitlik ise

Green’nin birinci 6zdegliginden gelir. Boylece her ¢ > 0 i¢in, E(t) = E(0) dir ve
Vet =0ve v, =0, her (z,t) € R" x RT

bulunur. O halde v nin sabit oldugu goriiliir ve denklem (2.25) ten v = 0 elde edilir ve

bu yiizden teklik kogulu saglanir.

2.4.2 Cok Boyutlu Zaman Durumu

(2.3) ve (2.4) probleminin kotii konulmus oldugunu gostermek igin Courant and Hilbert

(1962) ’in standart yontemi kullamlacaktir.

2.4.3 Ortalama Degerlerinden Fonksiyonlarin Belirlenmesi Problemi

(y,t)—uzayinda (y,0) merkezli bir u = u(y,t) fonksiyonunun bir r yarigaph kiirede orta-

lamasini ele alalim:

My(y,r) =

/ uly +€,7) = dS = Qlul.

|€[?+72=r2

Wy,

t = 0 koordinatima gore simetri dikkate alinarak Q[u], ¢ degigkenine gore u nun gift

kismina bagh olur, yani temel olarak (u(y, t) +u(y, —t)). Ozel bir M,(y, r) bilineninden
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u(y,t) + u(y, —t) yi belirlemek i¢in

1

Wy,

/ u(y + &, 7)dédr (2.26)

|2 +r2<r2

Nu(y,r) = /Mu(y,p)dp =

tanimlayalim. Bununla birlikte, herhangi bir y; degiskenine gére N, nun tiirevi alinirsa

iJ\fu(yﬂ") - / uy, (y + &, 7)dédT

Yy Wy,
l€J?+r2<r2

= 1 / u(y + &, 7)0;dS

NWy,
|€[*+r2=r2
1
- / uly + €, 7)€,dS

Wy,

|€[2+72=r2
olur. Burada ikinci ve iiciincii esitlikler v; = 57 dikkate alinarak diverjans teoreminden

elde edilir. Boylece

Quly, tyy] = — / w(y +€,7) (i + €)dS

nwy,
|2 +72=r2

= yM,(y,7) + T%Nu(y,r)

a T
= yz-Mu(y,v”)JrT(9 /Nu(y,p)dp
Y;
0

oldugu goriiliir. Burada

T

0
ayi / 'dp)
0

M, (y, r) fonksiyonlar: iizerinde lineer bir operatordiir. Lineerlikten, verilen bir P : R” —

D= (yi+7

R polinomu i¢in
Q[Pu] = P(Dy, ..., D,) M,

dir ve bu yiizden Mpy ) = Q[Pu] ve M, elde edilir. Bundan farkli olarak

aPd = —— [ P+ Quly+enase
|€ > +-r2=r2
1
= / P(n)u(n, )dS, -
ly—nl*+72=r2
1
~ o | PO+l —7)dS,.

ly—n|*+r2=r2
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olur. Yukaridaki ifadede n = y + £ olarak alinmugtir. Ayrica Q[u] ve dolayisiyla Q[Pul
nun t—degiskenine gore v nun ¢ift kismina baglh olarak ele alinir.

Simdi |y—77]2 + 72 = r? igin 7 > 0 durumunu ele alahm. O halde 7 = ¢() =

\/72 — |n —y|* yazarak

dSy, = \ I+ Wn¢|2d77
V72 + In—yl®
d

= Ui
-

T

bulunur. Boylece,

r

Q[Pu] =

| Po. ) +ut, -2 22

ly—n|*<r2

2nw,

olur. Sonug olarak Stone-Weierstrass Teoremi’'ne gore polinomlar supremum normu al-
tinda C(B,, (0),R) de yogun oldugundan (u(n,7) + u(n, —7)) fonksiyonlan Q[Pu] =
P(Dy, ..., D,)M, yardimiyla tek tiirlii belirlenebilir. Buradan |yo — y|2 + 12 = r? icin

u(y,t) nin ¢ift kism tek tiirlii elde edilir.

Lemma 2.2 Yeteri kadar kiigiik her € > 0, yo € R™ ve rq > 0 i¢in u fonksiyonunun,
lyo — y|2—Hf2 < r, kiiresine gére ¢ift kisma %(u(y, ) +u(y,—t)),0<r<rguvely—yo| <e

sonlu silindirine gore M, (yo,r0) yardima ile tek tirli belirlenir.

Ispat. Dikkat edilirse yo ve ro icin D;M, = y;M,(y,r) + ra%ZMu(y,p)dp ifadesini
hesaplarken 0 < r < rq olmak iizere, y uzaynda oy 1n baz1 komgulugunda sadece M, (y, )
yi bilmeye ihtiyag vardir. Genelligi bozmadan farzedelim ki gerekli olan komguluk g
merkezli € > 0 yarigapl bir yuvar olsun. Q[Pu] ifadesini hesaplamak icin |y — yo| < € ve
0 <r < g igin sadece M, (y,r) yi bilmek gereklidir. Buna ek olarak, (2.27) denkleminden
ve sadece 0 < r < ry arahigini goz oniinde bulundurarak yukaridaki silindirde M, nun
lyo — y|2 +1? < 2 kiiresinin tamaminda u nun ¢ift kismini tek olarak belirledigi sonucuna
varilir. =

Ayrica sunu vurgulamak gerekir ki (2.1)-(2.2) probleminin her ¢oziimii ¢ degiskenine gore
¢ift olacaktir. Ciinkii ¢ — —¢ doniigiimii (2.1) denklemini korur.

Simdi (2.3)-(2.4) problemini tekrar animsayalm:
ug = (A — Ay)u, (x,y,t) € R” x R™,
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u(r,y,0) = f(z,y), (z,y) e R”" x R™ 1,

w(z,y,0) = g(x,y), (z,y) € R" x R™L,

G, R™ nin bir alt bolgesi ve € > 0 olsun. Sadece y € B.(yo) ve z € G yi goz 6niine alalim.
(2.2)-(2.3) iin bir u ¢oziimiinii ele alalim. Ayrica sabitlenmis « i¢in, f fonksiyonu (y,t)
uzayinda tiim kiireler tizerinde M, yu belirler. Oyle ki (y,t) € B.(yo) % {0} ve o yarigap
hala B,,(x) C G olacak sekilde yeterince kiigiiktiir.

Asgeirsson Teoremi’nin ispatini tekrar hatirlarsak agagidaki iki duruma ulagiriz:
Durum 1. (m > n) : Dogrudan Asgeirsson Teoremi kullanilarak

1 1
_ / w(x +(,y,0)dSy = —— / w(x,y + &, 7)dSe »

MW, mwm
[¢"F=r§ ¢ +r2=r3

bulunur. Burada ¢ = (¢4, ...,(,,) ve ¢' = (¢4, ..., (s o5 C,py) it

Durum 2. (n > m) : Tekrar Asgeirsson Teoremi'nden

1
0)dS,
nw, / u(l‘—i—C,y, ) ¢
¢I*=r3
! / (x,y + & 7)dS
= u(x /
nw, » Y y T &
€'2 +72=r3
1 d
= / u(z,y+ & 7)d€'dr
_ ‘5/‘2+72§7’2 T=TQ
1 d
= / w(z,y +&,7) / de'dr
[ g2 &' —€<r2—[¢]?—72 r—ro
1 d 2 2 2\ R—m
= e [ eyt e P - ) dedr
| |f‘2+72§7'2 r=TrQ
= oo [yt gm0 e — 7% dedr

| +72<r}

bulunur. Burada & = (&, ...,&,, 1) ve & = (&1, ...,&,,_1, -, &,_1) dir. Bu yiizden Asgeirs-
son Teoremi’'nin ispatina benzer sekilde 0 < r < rg igin yukaridaki denklem

T

[ g+ s, = Ml [lpenoir - 2 )y (29

nwy,
¢[?=r2 0

1

Wy,
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olarak yazilabilir. Burada

I(r) = L / uw(z,y +&,7)dSe

nwy,

|2 +72=r2
bir r yarigapi igin u nun kiiresel ortalamasidir. Sabitlenmis bir x € G igin M, (y,1t)-
uzayinda (z, y, 0) noktasinda almmigtir. Ciinkii (2.28) denkleminin sol tarafi f tarafindan
tek tiirlii belirlendiginden (2.28) denkleminin r ye gore tiirevini alirsak /(r) icin birinci
mertebeden bir diferensiyel denklem elde ederiz. Adi diferensiyel denklemler i¢in varlik ve
teklik teoreminden bu elde ettigimiz diferensiyel denklemin tek c¢oziime sahip oldugunu
soyleyebiliriz. n ve m keyfi sayilar verildiginde ro > 0 1n B,, C G olacak sekilde yeterince

kiiciik olarak sinirlandirilmas: gerekir. Boylece

/ u(x + ¢, y,0)dS,
[¢I*=rg
iyl tamml olur. Bunu goz 6niinde bulundurarak bir énceki iddiadan 1 (u(z, y, t)+u(z, y, —t))
¢ift fonksiyonunun ve u nun kendisi |yo — y|2 + t? < r2 kiiresinde (y, t) uzayinda M, or-
talama degeriyle tek tiirlii belirlenir. Oyle ki (y,t) € B.(yo) x {0} olacaktir. Ayrica M,
nun kendisi verilen f fonksiyonunun integraline esit olacagindan M, f tarafindan tek
tiirlii belirlenir. Benzer bir yolla i (u(z,y,t) + u(z,y, —t)) fonksiyonu g(z,y) tarafin-
dan tek tiirlii belirlenir ve buradan u, f ve g tarafindan tek tiirlii belirlendigi sonucuna
varilir. Ozel olarak u(x,y,0), t = 0 baglangic degeri icin y— uzaymnda |yo — y|* < 72
kiirenin igerisinde belirlenir. Boylece ispatlanmig olur ki eger (2.3)-(2.4) probleminin u
¢oziimiiniin baglangi¢ degerleri x € G olmak iizere |yo — y|2 < €? kiigiik yuvarinda bir ¢
i¢in biliniyorsa bu durumda baglangig degerleri daha biiyiik olan |yy — y|2 < r2 kiiresinin
her yerinde de tek tiirlii belirlenir. Burada ry yukaridaki gibi tammlanmigtir (Courant
and Hilbert 1962). Boylece ¢ok boyutlu dalga denklemi iizerine keyfi baglangi¢ kosullar:
konulamaz. Ciinkii bu genel olarak iyi konulmusgluk sartin1 ortadan kaldirir. Eger f ve g
baglangic kosullar1 uygun sekilde tanimlanmazsa ¢oziimiin varligi soz konusu olmaz.
(2.1)-(2.2) ve (2.3)-(2.4) baglangi¢ deger problemleri arasindaki temel fark yukarida ifade
edilmis oldu. Tekrar ozetlersek birinci problem iyi konulmustur yani basit bir ifadeyle
fiziksel olarak anlamhdir, diger taraftan ikinci problem ise kotii konulmusg bir problem
olup fiziksel acidan muhtemelen pek bir anlama sahip degildir. Muhtemel bir fiziksel yo-
rum goyle yapilabilir: (2.3)-(2.4) problemini ele aldigimizda buradaki baglangic kosullar:

karigik bir hiperyiizey tizerinde verilir ki bu hiperyiizey sadece konum uzayma degil aym
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zamanda zamana gore de genisleyen bir hiperyiizey olarak diisiiniiliir. Boylece muhtemel
¢oziimle ilgili karakteristikler baz1 yonlerde zaman benzeri (time-like) olur ve verilmis
zaman benzeri baslangic kosullarini saglamasi gerekir. Bu da gelecekle ilgili verilen sart-
larda sinirlama olusturacagindan fiziksel olmayan bir durum olacaktir. Yakin zamanlarda
¢oklu zaman boyutu igeren dalga denkleminin iyi konulmusglugu ile ilgili Craig and We-
instein (2009) tarafindan énemli sonuglar elde edilmigtir. Bu galismada 6zel bir Fourier
doniigiim kullanilmig ve baglangig kogullari iizerindeki bazi kisitlamalar altinda (2.3)-(2.4)

baglangi¢ deger probleminin iyi konulmuslugu ispatlanmigtir.
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BOLUM 3

ULTRAHIPERBOLIK DENKLEMLER VE MODERN FizZiK
KURAMLARI

Zaman boyutunun (m) birden az ya da ¢ok olmasi durumunda dogadaki olaylar ifade
eden kismi diferensiyel denklem, gézlemcilerin 6ngoriide bulanabilmelerine imkan taniyan
hiperboliklik 6zelliginden yoksun olacaktir. Uzay boyutunun (n) iigten biiyiik oldugu du-
rumda klasik anlamda atomlar mevcut olmayabilir ya da kararsiz yapilar sz konusu ola-
bilir. Ucten daha az boyuta sahip uzaylar ise yer cekim kuvvetinin olmamasindan dolay1
cok basit ve gozlemciyi icermeyen anlamsiz bir duruma sebebiyet verebilir. Ilk olarak
m = 1 oldugunda uzaysal boyutlarin sayis: ile ilgili eski fakat az bilinen sonugclar: ifade
edecegiz. Daha sonra da zaman boyutunun sayisi ile baglantili yeni sonuglar1 sunacagiz.
Burada bizim amacimiz sadece (n,m) = (3,1) durumunda gézlemcilerin var oldugunu
soylemek degildir. Daha ¢ok diger durumlarin bir gézlemcinin varligina imkan tanimak-
tan uzak oldugunu basitce tartigacagiz. 1917’de Ehrenfest’in ifade ettigi gibi ne klasik
atomlar ne gezegen yoriingeleri ne de klasik kuantum atomlar1 n > 3 olan uzaylarda kararl
olabilir. Bu 6zellikler bir nokta pargacigin elektrostatik /gravitasyonel potansiyelini veren

V?¢ = p Poisson denkleminin temel Green fonksiyonunun n > 2 icin r>="

olmasiyla
baglantilidir. n > 3 iken iki parcacikli problem artik ¢oziim olarak hicbir kararh yoriin-
geye sahip olmayacaktir. Bu sekil 3.1 de gosterilmistir (Tegmark 1997).Ornegin benzer
bir durum kuantum mekaniginde Schrodinger denkleminde de ortaya cikar. Burada da
hidrojen atomlar1 n > 3 oldugunda birbiriyle iligkili degillerdir. Peki n < 3 iken durum
nedir? Whitrow (1955) tarafindan n = 2 igin organizmalarin {istesinden gelinemez topolo-
jik problemlerle yiizlegsecekleri tartigilmigtir. Wheeler (1973) tarafindan vurgulanan diger
bir problem de n < 3 durumunda genel relativitede gravitasyonel kuvvet olmamasidir.
Dolayisiyla n = 2 durumu n = 3 durumundan daha az bir karmagikliga sahip oldugun-

dan n < 3 olan bir diinya cok basit olacaktir ve gbzlemci igermeyecektir. Burada bizim

diinyamiz ile aymi fiziksel kanunlar igeren bir (n + m)—boyutlu uzay-zamanin neden
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Sekil 3.1: Dort boyutlu uzayda 2-parcacik problemi (Tegmark 1997).

uzay boyutuna bakilmaksizin sadece zaman boyutu m = 1 oldugunda gozlemciler icere-
bilecegini aciklayacagiz. Kismi diferensiyel denklemlerin hiperboliklik tzellikleri ile ilgili
olan bu durumu agiklamadan 6nce zamanin ¢ok boyutlulugu ile ilgili birkag genel yorum
sunacagiz. Birden biiyiik zaman benzeri boyutlu bir manifoldda bir gozlemciye gergek
acaba nasil goriiniir? m > 1 odugunda bile bir gézlemcinin zamani neden bir boyutlu
durumda oldugu gibi algilayamadiginin kesin bir sebebi yoktur. Dolayisiyla kendi gercek
algisim1 karakterize eden bir boyutlu diisiinceler zincirine sahip olma kalibimi stirdiiriir.
Eger gozlemci lokalize edilmis bir nesne ise temel olarak (n + m)—boyutlu uzay-zaman
manifoldunda bir boyutlu zaman benzeri diinya ¢izgisi tizerinde hareket edecektir. m > 1
oldugunda parcaciklarin daha az kararli oldugu geometrik yontemler kullanilarak goste-
rilebilir. m = 1 oldugu zaman bozunabilen bir parcacik i¢in ayni kuantum sayili parcacik-
lar kiimesinin varligi yeterli degildir. Bilindigi gibi durgun kiitlelerinin toplaminin kinetik
enerjileri ne kadar biiytiik olsa da orijinal parcacigin durgun kiitlesinden daha kii¢iik olmasi

gerekir. m > 1 oldugunda bu simirlama kalkar. Ornegin;
i. Bir proton; bir nétron, pozitron ve nétronoya bozunabilir,
ii. Bir elektron; bir notron, antiproton ve nétronoya bozunabilir,

iii. Yeterli biiyiikliikteki enerjiye sahip bir foton herhangi bir parcaciga ve onun anti

parcacigina bozunabilir.
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R? uzayinda asagidaki ikinci mertebeden lineer kismi diferensiyel denklemini ele alalim:

d

‘K 0 0 )

i=1 j=1 i=
Burada A simetrik bir matris, b bir vektor ve ¢ skaleri de d koordinatinda diferen-
siyellenebilen fonksiyonlardir. Burada siniflandirma Boliim 1’de belirtildigi iizere A nin
ozdegerlerinin isaretine gére yapilabilir. Bu kismi diferensiyel denklem, R? nin bir bol-
gesinde 6zdegerlerinin;
i. Eger hepsi pozitif veya negatif ise eliptik,
ii. Eger birisi porzitif geri kalanlarin hepsi negatif ise veya tam tersi ise hiperbolik,
iii. Eger en az iki tane tzdegeri pozitif ve en az iki tane tzdegeri negatifse ultrahiperbolik
olarak adlandirilir.
Kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin bu standart simiflandirilmasinin 6énemli bir 6zel-
ligi bu denklemlerin nedensellik yapilarini yani siir kogullarinin problemin iyi konul-
mus olmasi igin nasil verilmesi gerektigini belirlemesidir. Daha agik bir ifadeyle eger
bu siir kogullarindan tek bir u c¢oziimii elde ediliyorsa ve bu ¢oziimiin sinir kosullarina
bagliligi sinirhiysa problem iyi konulmustur. En son yazilan gereksinim yani ¢oziimiin sinir
kosullaria baglhiligi, u ¢oziimiiniin bir noktasinda sinir degerlerinin sonlu miktarda degisi-
minin ¢éziimde de sonlu miktarda degisim meydana getirmesini ifade eder. Bu yiizden
kotii konulmug bir problem formal olarak coziilse de bu ¢oziim pratikte bir gozlemci i¢in
yararsizdir. Ciinkii herhangi bir 6l¢iim hatasi ¢oziimde sonsuz bir hataya sebep olacaktir.
Uzay-zaman boyutluluguyla bu siniflandirma arasinda da bir iligki mevcuttur. Diinyamiz-
daki olaylari tasvir eden birgok kovaryant alan denklemleri (6rnegin; dalga denklemi,
Klein-Gordon denklemi) icin A matrisi metrik tensérle aym 6zdegerlere sahiptir. Ornegin;
(n, m) = (3, 1) e karsilik gelen (+ - - -) isaretli (imzali) bir metrikte hiperbolik, (+ + +
+) isaretli metrikte eliptik, (+ + - -) isaretli metrikte ultrahiperbolik olacaktur.
Eliptik denklemler i¢in sinir deger problemi iyi konulmusgtur. Diger taraftan kapali ol-
mayan hiperyiizeyler iizerinde (6rnegin bir diizlem {izerinde) eliptik tiirden bir kismi
tiirevli denklem icin baslangi¢ kogullarinin verilmesi kotii konulmus bir problemi or-
taya cikarir. Bu da zaman boyutu olmayan (m = 0) bir diinyada bir gézlemcinin lokal
olarak gozlemledigi seylere bagh olarak uzayin bagka bir boliimiindeki duruma iligkin her-
hangi bir 6ngoriide bulunamayacagi anlamina gelir. Diger taraftan hiperbolik denklemler

icin baslangic siir problemleri iyi konulmustur. Ornegin sekil 3.2 deki tarali bolgede
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Sekil 3.2: Hiperbolik ve ultrahipebolik denklemler agisindan nedensellik ilkesi (Tegmark
1997).

tanimli, baglangic verisi (u ve @) olarak belirlenen Klein-Gordon denklemi i¢in ¢oziim,
iki koni tarafindan sinirlandirilan ve tepe noktasini da iceren hacimde belirlenir. Burada
lokalize olmusg bir gtzlemci bu nedenle gelecek hakkinda ¢ngoriilerde bulunabilir. Ter-
sine eger hiperbolik kismi tiirevli denklem icin baglangi¢ verisi uzay benzeri olmayan bir

hiperyiizeyde verilirse o zaman problem kotii konulmus olur.

Asgeirsson Teoremi’nin 6énemli bir sonucu olarak eger u fonksiyonu sgekil 3.2 deki silindir
igerisinde verilirse bu durumda u fonksiyonu, iki tane kesik koni tarafindan olugturulan
bolgenin tamaminda belirlenmis olur. Eger bu silindirin yaricapini sifira gotiiriirsek bu
durumda rahatsiz edici bir sonug elde ederiz. Soyle ki elimizde bir boyutlu bolgede verilen
veriler ti¢ boyutlu bolgede ¢oziimii belirler. Boyle bir durum, yani ¢coziimiin baglangic girig
verisinden daha fazla bilgi icermesi kotii konulmus bir problemin klasik ¢zelligidir. Burada
odenmesi gereken bir bedel vardir: Baglangig verisi kesin olarak belirlenmelidir. Oysa bu
gercek diinyada miimkiin degildir. Baslangig verisi uzay benzeri olmayan bir hiperyiizeyin
bir bolimiinde verildigi zaman da ayni durumun ortaya ¢iktigini gérmek zor degildir. Bu
ozellikler (n+ 1) boyuttakine benzerdir ve bir gézlemcinin (n+ 1)—boyutlu uzay zamanda

neden sadece zaman benzeri yonlerde 6ngoriide bulunabilecegini gosterir (Tegmark 1997).

Asgeirsson teoremi ultrahiperbolik denklemler icin de gegerlidir ve bize sunu gosterir:
Hem uzay benzeri hem de zaman benzeri yonleri iceren hiperyiizeyler iizerindeki baglangic

verileri kotii konulmus bir problemin ortaya ¢ikmasina neden olur. Bununla birlikte bir
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hiperyiizeyin boyutu uzay-zaman manifoldundan bir boyut az oldugu i¢in ultrahiperbolik
durumda uzay benzeri veya zaman benzeri hiperyiizeyler yoktur. Dolayisiyla bu durumda
da iyi konulmug problemin varligindan bahsedemeyiz.

Verilen diger fizik kanunlarina gore sadece (3 + 1)—boyutlu uzay-zamanda diinyalar:
hakkinda ongoriilerde bulunabilecek ve anlayabilecek gozlemcilerin varliginin mantiksiz
olmadiginmi agsagidaki nedenlerden dolay: soyleyebiliriz:

i. Birden gok veya az zaman boyutu yetersiz ongoriilebilirliktir (insufficient predictabil-
ity),

ii. Ucten fazla uzay boyutu yetersiz kararhliktir (insufficient stabillity),

iii. Ucten daha az zaman boyutu yetersiz karmagikliktir (insufficient complexity).

Sonug olarak, burada amag diger boyutlarda kesin olarak bir gézlemcinin olmadigini
gostermek degildir. Ornegin 6zel modellerde (n, m) = (4,1) durumunda kararli yapilarin
olabilecegi diisiiniilebilir. Burada basit olarak (n,m) = (3, 1) disindaki kombinasyonlarda
gozlemcinin olma olasiliginin uzak oldugu ifade edildi. Bunun nedeni n veya m nin

degismesi durumunda ciddi, niteliksel degisikliklerin ortaya ¢ikmasidir (Tegmark 1997).

3.1 SiciM TEORIiSi VE M-KURAMI

3.1.1 SiCiM TEORISi

Evrenin nasil olustugunu ve karadelikleri daha iyi anlayabilmek igin kiitlecekimini de
igeren bir kurama gereksinim vardir. Standart modelle genel goreliligi birlestirmek gok zor
bir igtir. Ciinkii ikisinin de kuvvet tanimlari birbirinden farkhidir. Bu problem Sicim /M-
Kurami tarafindan ¢oziime kavugmustur. Sicim kuraminin ana varsayimina gére, mad-
denin yapitaglar1 nokta parcaciklar degil, 1—boyutlu sicimlerdir. Noktasal bir parcacik,
uzay-zamanda hareket ettiginde 1—boyutlu bir cizgi ¢izerken, bir sicim 2—boyutlu bir
yiizeyi tarar. Sicim kuraminin kuantum mekanigiyle tutarl olabilmesi i¢in uzay-zamanin
26—boyutlu (1 zaman, 25 uzay) olmasi gerekir.

Bir fizik kuraminda her bozona (fermiyona) kargilik gelen, aym kiitleye sahip bir fermiyon
(bozon) varsa bu simetriye "siipersimetri" denir. Eger sicim kuraminda siipersimetri
olursa, kuantum mekanigiyle tutarhilik gostermesi i¢in uzay-zamanin boyut sayisinin 10
(94 1) olmas: gerekir.

Gravitasyonel kuvvetle ilgili ilk kuram Isaac Newton tarafindan 1686 yilinda ortaya
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atilmigtir. Newton’un gravitasyon teorisi bazi doga olaylarini agiklamakta yetersiz kalmigtir.
1915 yilinda Albert Einstein genel gorelilik kurami ile gravitasyonun temel teorisini agik-
lamigtir. Bu kuram bugiine kadar gravitasyonel kuvvet icin gergeklestirilmis olan deneylerle

ve gozlemlerle uyumluluk gostermis bir teoridir.

Einstein’nin Genel Gorelilik kuramina ek uzaysal boyutlar ekleyerek teoriyi genigletme
fikri ilk olarak 1921 yilinda Theodor Kaluza tarafindan onerilmistir. 1926 yilinda Os-
car Klein tarafindan geligtirilen Kaluza’nin teorisi giiniimiizde Kaluza-Klein teorisi adiyla
bilinmektedir. Kaluza-Klein teorisinin temel amaci, iki temel kuvvet olan gravitasy-
onel kuvvet ile elektromanyetik kuvveti birlegtirmektir. Bu birlegtirme denemesi (4 +
1)—boyutlu yani 5—boyutlu uzay zamanda gergeklestirilmigtir. Buna gore 5—boyutlu
evrende yalmzca kiitlegekimi vardir; ama 5. boyuttaki gravitonu (kiitlegekimini tagiyan
bozon) 4 boyuta indirdigimizde iki farkh pargaciga ayrilir. Bunlardan biri graviton, digeri

ise 4 boyuttaki fotondur (elektromanyetizmay1 tasiyan bozon).

Kaluza-Klein teorisi Genel Gorelilik ile Kuantum Mekanigi'nin birlestirilmesini saglaya-
madigl, yeni ongoriilerde bulunamadigi ve daha sonraki yillarda anlagilan giiclii ve zayif
gekirdek kuvvetlerini icermediginden dolay:1 terk edilmistir. 1980’li yillarda Sicim teo-
rilerinin ortaya ¢ikmasi ile birlikte ek boyut fikri tekrar giindeme gelmistir. Ancak bu
teoriler giintimiiz deneylerinin ulagabileceginin 6tesinde ¢ok kiigiik ek boyutlar igerirler.
Giintimiiz deneylerinin ulagabilecegi 6l¢iide biiyiik ek boyutlarin modern pargacik fizigine
uygulanmasit 1990’l1 yillarda I. Antoniadis, N. Arkani-Hamed, S. Dimopoulos ve G.R.
Dvali’nin 6ncii ¢aligmalar ile olmugtur. Ek boyutlar, cok sayidaki aragtirmacinin stan-
dart model baglaminda coziilemeyen pek ¢ok problemin ¢oziilmesinde ek boyut fikrini
bir ara¢ olarak kullanmasi ile birlikte, yeni bir paradigmaya doniigmiistiir. Ek boyutlar:
igeren teorilerin sagladigi en 6nemli basar1 hiyerarsi problemi olarak bilinen probleme ge-
tirdikleri ¢oziimdiir. Hiyerarsi problemi basitce, Planck 6lcegi ile zayif 6lgek arasindaki
biiyiik farkliligin sebebinin anlagilamamasi olarak tanimlanabilir. Ek boyutlar1 iceren
farkli modeller vardir. Bunlardan en iyi bilinenleri: ADD (Arkani-Hamed, Dimopou-
los, Dvali) diiz ek boyutlar modeli, RS (Randall-Sundrum) biikiilmiig ek boyutlar modeli
olarak siralanabilir. Evreni anlayabilmek icin 10—boyutlu sicim kuraminin 6—boyutlu bir
uzay iizerinde biiziigtiiriilmesi gerekir. Buna 6rnek olarak Calabi-Yau uzaylari verilebilir

(Deger 2002).
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3.1.2 M-KURAMI

1987’den sonra Green ve Schwarz’in anomalilerden temizledikleri siipersicim kurami,
"herseyin kurami" olarak ifade edilmistir. Herseyin kurami, kara deliklerden biiyiik pat-
lamaya kadar herseyi matematiksel olarak ifade eden bir kuramdir. 80’li yillarin ikinci
yarisinda, bu kuramlardan bildigimiz 4—boyutlu fizigin elde edilebilmesi i¢in 10 boyuttan
altisinin kendi iizerine kapanmis, cok kiiciik ve bazi ¢ok 6zel niteliklere sahip Calabi-
Yau uzaylar1 olmasi gerektigi ortaya atilmigti. Ancak 6—boyutlu kag Calabi-Yau uzay:
oldugu bilinmiyordu ve denenen higbir Calabi-Yau uzay1 4 boyutta beklenen cevabi ver-
medi. 1995’ten sonra beg siipersicim kuramiyla 11—boyutlu siiper¢cekim kuraminin, daha
temel bir kuramin 6zel durumlar1 oldugu gosterildi. Bu kurama Witten tarafindan ve-
rilen isim "M-Kurami"dir. M-kuramimin anlamli oldugu 11 boyuttaki temel cisim, sicim
degil, zardir. M-kuramina gore evren 11—boyutludur. 11. boyut, sicimlerin birer zar gibi
uzamalarina olanak verir. Teorik olarak yeterli enerji saglandiginda bir sicim bir evren
kadar biiytiyebilir. M-kuramina goére 10—boyutlu evrenler, 11 boyutta siiziilen zarlardan
ibarettir. M-kuraminin sonuclarinin bir yorumuna gore evrenimizin bulundugu bir zar ile
diger bir evrenin bulundugu zar ¢arpigmasi nedeni ile Biiyiik Patlama (Big Bang) olugsmus
ve bildigimiz evren diinyaya gelmigtir. Stephen Hawking, evreni gercekte i¢ ige ge¢mis,
birbirini gekillendiren ve hatta belki birbiriyle iletisim halinde olan, birbirine paralel ¢ok
sayida evrenlerin bulundugu sonsuz bir uzayin minik bir kesiti olarak ifade etmektedir.
10—boyutlu stipersicim kuramlarindan ya da 11—boyutlu M-kuramindan 4—boyutlu bi-
linen fizige ulagmak icin, fizikciler tarafindan 6 ya da 7—boyutlu, ¢ok kiiciik olgeklere
biiziismiis ve 4—boyutlu uzayin her noktasinda bulunan ¢ok 6zel nitelikli mini uzaylar
oldugu diistiniilmiigtiir. Onbinlerce farkli mini uzay: tek tek denemek pratik ve man-
tikli olmadigindan fizikgiler, M kuramindan 4—boyutlu fizigi elde etmek i¢in daha farkh
yontemler aragtirmiglardir. Fizikcilerin caligmalari sonucu, siipersicim kuramlarinin, her
noktasinda biiziigmiis bir kiire igeren hiperbolik uzay-zaman (Anti-de Sitter (AdS) uzay-
zaman) iginde de ¢dziimlerinin olabilecegi bulundu. Maldacena D-zar teknolojisini kulla-
narak yasadigimiz evrenin, yukarida bahsedilen bir hiperbolik uzay-zamanin yiizeyi ola-
bilecegini bir 6ngorii olarak ileri siirdii. Ancak bu kuram hiperbolik uzayda tanimlanmis
bir stipersicim ya da M-kuramindan elde edilebilir.

I¢inde yasadigimiz evrenin 11 ya da daha kiiciik boyutlu bir uzay-zamanda bir ada (bir

D-zar) olabilecegi fikri ¢ok etkileyicidir. Son yillarda yiiksek enerji fizikgilerinin biiyiik
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bir kismi, bu fikrin matematiksel ve fiziksel boyutlarin incelemektedir.
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BOLUM 4

DALGA DENKLEMI iCiN CARLEMAN DEGERLENDIiRMELERI

Bu boliimde, bir M Riemann manifoldu iizerinde ikinci mertebeden bir hiperbolik o-
perator igin iki biiyiik parametreli bir Carleman degerlendirmesi ispatlanacaktir. Burada
elde edilen Carleman degerlendirmeleri eger verilen fonksiyonlar (M x (0,7)) st ii-
zerinde sifir oluyorsa agirlik fonksiyonu tarafindan iiretilen seviye egrilerinden bagimsiz
olarak biitiin M x (0, T) silindirik bolgesinde saglanir. Carleman degerlendirmelerinin bu
tiiriine (0,7") x M de global Carleman degerlendirmesi adi verilir. Bu boliim Bellassoued

and Yamamoto (2012) {igiincii boliim esas alinarak hazirlanmigtir.

P(x;0), M Riemann manifoldunda tanimlanan bir diferensiyel operatér olsun. Bu ope-

rator icin Carleman degerlendirmesi

s HGWUHL?(M) <C HewPUHL2(M) (4.1)

seklinde yani agirhkli L? normuna gore verilir. Burada ¢ gradyam sifir olmayan reel
degerli bir agirlik fonksiyonu, s pozitif biiyiik bir parametre ve u da M de diizgiin kompakt
supporta sahip bir fonksiyon olsun. (4.1) Carleman degerlendirmesi, her biiyiik s > 0 igin
yani sg bir sabit olmak {izere s > sq icin diizgiin olarak gecerlidir. Basgka bir ifadeyle,
C' > 0 sabiti u € CP(M) ve s > so dan bagimsiz olmalidir. Uygulamalar acisindan s
parametresi temel bir rol oynar ve ele alinan problemin geometrik 6zellikleri agisindan ¢

agirlik fonksiyonunun nasil secildigi 6nemlidir.

Carleman degerlendirmesi, iki boyutlu eliptik denklemlerin ¢oziimlerinin bazi 6zellik-
lerinin aragtirilmasi amaciyla 1939’da ilk kez Torsten Carleman tarafindan ortaya konul-
mugtur. Daha sonra, Calderon (1958) ve Hérmander (1963) tarafindan daha genel ispatlar
verilmigtir. Bu metodun ters problemlere uygulanmasi ise Bukhgeim and Klibanov (1981)

tarafindan gerceklestirilmigtir.
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4.1 AGIRLIK FONKSIYONU VE OZELLIKLERI

Carleman degerlendirmesini ifade etmek i¢in uygun bir ¢ agirlik fonksiyonunu se¢mek
gerekir. (M, g), sitmr1 OM olan kompakt bir manifold olsun. M iizerinde agagidaki sartlar:
saglayan 1), pozitif ve diizgiin bir fonksiyon oldugunu kabul edelim:

(A.1) ¥y, g Riemann metrigine gore M iizerinde kesin olarak (strictly) konvekstir. Yani

1, fonksiyonunun g Riemann metrigindeki Hessian matrisi M iizerinde pozitiftir:
D*)o(X, X)(x) >0, x € M, X € T,M\{0}.

M kompakt oldugundan bir ¢ > 0 sabiti vardir 6yle ki

D*)o(X, X)(z) > 20|X?, z € M, X € T,M\{0} (4.2)

saglanir.

(A.2) ¥y(z) fonksiyonu M iizerinde kritik bir noktaya sahip degildir:

gélJ\Idl |Vipo(z)| > 0. (4.3)
(A.3) Bir I'y C OM altsimir (A.1)-(A.2) sartlar1 altinda

{x € OM; 0,10y > 0} C Iy (4.4)
geometrik kosulunu saglasin.

Q=M x(0,T), S =0M x (0,T), Sy =Tg x (0,7)

ve

Ut x2) = Yo(z) — Bt —t)* + By, 0< B <0, 0<ty<T, B5>0 (4.5)

seklinde tanmimlayalim. Burada g sabiti (4.2) de verilmistir. Bir 5, parametresi segelim

oyle ki (4.5) tarafindan verilen ¢ fonksiyonu pozitif olsun. ¢ : M x R — R olacak sekilde
oz, t) = V@D (4.6)
agirlik fonksiyonunu tanimlayalim. Burada ~ > 0 ikinci biiyiik parametredir. Ayrica

o(t,x) = sye(t,x) (4.7)

seklinde alalim. Burada s birinci biiyiik parametre olarak almmis reel bir sayidir. On
hazirlik olarak ¢ agirlik fonksiyonunun daha sonra yararlanacagimiz bazi temel 6zellik-

lerini gosterelim.
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Lemma 4.1 ¢, (4.6) tarafindan verilen agurlik fonksiyonu olsun. Bu durumda

¢ =ypY’, Vo =vpV1, (4.8)
0" =" + W), Agp =v0(Agth + 7 |VY[?), (4.9)
D*p(V2z,Vz) = yo(D*(Vz,Vz) +v[(Vz, V@Z)>|2) (4.10)

olur. Buna ek olarak bir C' > 0 sabiti vardir oyle ki
‘(@2 — Ag)2gp(t,x)‘ < O~%p(t, ), her (t,7) € Q (4.11)
dar.
ispat.
DRH(X, X) = X((X, V) - 5 Vu(X])
esitligi kullanilarak herhangi bir X vektor alani igin
D*p(X, X) = X((X,V(e™)) - %V(ew)(!X\Q)
= X(p{X, V) — 70Ve(XP)

= (X (X, V) — %w(mg)) + (X, V) X ()
= pDXH(X, X) + 720 | (X, V) (4.12)

elde edilir. X = Vz alinarak (4.10) elde edilir. Son olarak benzer hesaplamalar yardimiyla
(4.11) oldugu gosterilir. m

4.2 CARLEMAN DEGERLENDIRMELERININ ELDE EDILiSi

Bu boliimde
P(x,0) =07 — A, (4.13)

formundaki ikinci mertebeden bir hiperbolik operatorii ele alacagiz. Carleman deger-
lendirmesini ispat etmek icin ilk adim {istel agirlik fonksiyonuna gére P operatoriiniin
eslenigini hesaplamaktir. (4.1) formundaki bir Carleman degerlendirmesini elde etmek

icin
e**P(x,0)u = Py(t,x,0)z (4.14)
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esitligi kullanilir. Burada P,

Pi(t,x,0) = e*¥P(x,0)e”**

olarak tamiml ikinci mertebeden diferensiyel operatordiir. Ayrica

z(t,x) = e*u(x,t), (t,x) € Q (4.15)

seklinde yeni bir fonksiyon tanimlayalim. Diger taraftan

0, (e7%2) = 2/ — s’z ve €YV (e *¥2) = Vz — s2Vp (4.16)
oldugundan
P,(t,z,0)2 = Pf 2+ P,z =G, (4.17)

kolayca elde edilir. Burada P} ve P, sirasiyla

Piz = 2= A2+ (101~ |Vel)z,

s

Pz = =2s(2'¢" = (V2z,Vp)) — s(¢" — Ayp)z (4.18)

s

seklindedir ve
Gy =e**F (4.19)

dir. Burada (4.1) formunda bir degerlendirme elde etmek icin Ps operatoriinii goz éniinde

bulundurmak yeterlidir. Onceki notasyonlar kullamlarak

|PF2||* + || Prz||” + 2(PF 2, Prz) = |Gy (4.20)

S

yazilabilir. Simdi 2(P;" z, P, z) ifadesini hesaplayalim. Bunun i¢in (P, z, P, z) de ortaya

S S

cikan alt1 adet terim uzay ve zaman degiskenine gére kismi integrasyon uygulanarak

degerlendirilir.

Lemma 4.2 ¢, Q da diizgiin bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir z € H*(Q)

1¢in
z(z,7) =2 (2,7) =0, 7=0,T (4.21)
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olmak tizere asagidaki dzdeslik saglanr:

(Prz, P z) = 23/(@” 12> — 22/ (V2, V') + D*0(Vz, Vz))dv,dt
Q
o5 / 2P (6 ¢ + D2p(Vip, Vo) — 26/ (Vip, V'Yt

——/| * (82 — A,)*pdv,dt + By.

Burada

By = 3/((‘%@ IVz|? = 2(V2, V)d,z2)do,dt + 8/(2g0’2/8v2 — |2/ By)do ydt
5 s

+S/(z3uZ(90” = Dgp) + 5000 |2 (I9'] — [Vl

by

1 1/
—5 |+ 04" — Ap))doydt

seklinde olup sinar tzeri integralleri icerir.

Ispat. (4.18) kullanilarak

(Pfz,P72) = —2s / "(Z'¢" = (Vz,Vp))dv,dt — s/z"(go” — Ayp)zdu,dt
Q

Q
/Agz 2o = (Vz, V) )dv,dt + S/Agz(gp” — Ayp)zdv,dt
Q Q

28 / (&2 = [VeP)z('¢! — (V2. Vo) )duydt
Q

‘33/ (19 = [Vol?)a(e” = Byip) |21 duv,dt
Q

i
-
o~
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elde edilir. Simdi de I, Is,..., I ifadelerini hesaplayalim:

L = —25/2”(2’@’ —(Vz,V))dv,dt
Q
= —23/2”2’@'dvgdt + 23/2"<Vz, V)dv,dt
Q Q
= —s/@t(|z’|2)gp’dvgdt — 25/2'((Vz’, V) + (Vz, V') dvydt + 25/2"(V30, Vz)dv,dt
Q M

= _s/at 1'% ¢ dv,dt — 5/ <V 2%, Vg0> dvgdt — 25/2/(Vg0’, Vz)dv,dt
Q Q

= —s/]z'\ng'dvdt+s/\z']2¢"dvdt+s/]z'|2Agodvdt

M Q Q
—s/@vcp 1'% dodt — 28/2"(ch', Vz)dv,dt
Q
= s/ 1212 (" + Agp)dugdt — 25/2’<V<p', Vz)dv,dt — S/avcp 12'[* doydt (4.24)
Q
ve
I, = —s[2'(¢" — Ayp)zdv,dt

E\ @\

(" — Ap)zdodt + S/Z'at[(gp/’ — Ayp)z]du,dt
Q
(" = Dgp) + (0] — Bg)¢'2|dvydt

= S

Vﬁw—AwWWHE/@M%fﬂ%M%M

= S

|W<¢—Awﬂwﬁ—i/H (02 — D) dvydt (4.25)

elde edilir. Buna ek olarak, Green formiilii ve kismi integrasyon yardimiyla
I; = Ayz(2'¢" — (Vz,V))dv,dt

Agz2'o'dv,dt — /Agz<Vz, V)dv,dt
Q

g
g
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(Vz,V('¢"))dv,dt — 23/8vz(z’g0')dadt

+2s [ (Vz,V((Vz,V)))dv,dt — 23/8vz<Vz, V)do,dt

O ~— Q\

= =25 [(Vz, V) dv,dt — 23/<Vz,th’>z’dvgdt

Q

(Vz,V((Vz,V)))dv,dt + 23/8vz(z’<p’ —(Vz,V))do,dt
s

+2s

O~— 0\

= s/|Vz| gpdvgdt—l—s/|Vz| @ dvgdt — 23/<Vz V') 2 dv,dt
M Q

\

(Vz,V((Vz,Vo)))dv,dt + 23/8 z2(Z'¢" — (Vz,V))do,dt
= 5/ V2| " dvydt — 25/(VZ,V¢’>z/dvgdt + 25/D2<p(Vz,Vz)dvgdt
Q
+s/<Vg0, V(|Vz)?))dvydt + 23/&2(2’@’ —(Vz,V))dodt

%

Q
= /(|Vz|2 " —2(Vz, V') +2(Vz,V((Vz,V))))dv,dt
Q

+2s

/sz(z’gp’ —(Vz, Vgp))dogdt]

bulunur. m

Lemma 4.3 X ve Z diizgiin reel vektér alanlar: olsun. Bu durumda
X((Z,X))=DZ(X,X) + %Z(|X\2)

0zdesligi saglanar.

Z = Vzicin lemma 4.3 ten

(V2,V((Vz, V) = D*o(Vz, Vz) + %(V% V(IVa*)

elde edilir. Oyleyse

I; = s/(|Vz|2 (¢" — Ayp) — 22/ (V2, V') + 2D*p(V2,Vz))dv,dt
Q

= [3/(2&;2’(2"9@' —(V2, V) 4 0y |V 2|*)do,dt

by
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seklinde sonuclandirilir. Diger taraftan

I, = S/Agz(go” — A yp)zdu,dt

= —s/(Vz, V((¢" = Ayp)z))dvydt + 8/8112’(90” — Ap)zdodt
Q 5

_— / (V2 V(e — Do)} — (¢ — Agp)(Vz, Vo) duydt
Q

—l—s/@vz(go" — Ayp)zdodt

= —S/(1<V(|2|2),V(90” — Dgp)) + (" = Dgp) [V2|”)dvgdt

2
Q
—l—/@vz(go” — Ayp)zdodt

1 1
= 5s/ 12)? Ay (0" — Agp)dvgdt — 53/&,(@” — Ayo) |2 dodt

by

—s/(cp” — Ayp) |Vz|? duydt + s/avz(go” — Ayp)zdodt
Q

U 1 !
J IVl (0 = 80) = 5 o 800" = Ba)

Q
1
= [ 2t = Ay = R0 - Ay dot
>

dvgdt

olarak hesaplanir. Benzer islemler uygulayarak

L= =25 [(1¢ = IVeP)a(ey! — (72, 99)duyi
Q

- / Bu(12P)e — (V(I2), V) (&' — [Veol?)dvgdt

~ s /at S Vo)t + 5° [ (V). T) (0 = [V oy
Q

= /IZ\2 "( \90’12—|V¢\2)dvgdt+83/!Z|2so’(9t(lso’|2—\Vso!2)dvgdt
e / o |2 (T — [Vl2)duydt — &° /avsa|z| (&' = [Vl?)dodt

/ 210 = Veldugdt = 5° [ (1P V(1T = Vol Vio) dugt
Q
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_ 9 / 22 (0" — Ago) (&2 — Vo) dugdt
e / o [(Cale ~ [VeP) — V(&' ~ VP . Vo)) vyt
=5 [Bup 4P (11 = Vol )dori

b
= & [ = Byl ~ Vel )y

458 [ @1 = 25 196 19¢/] = (V1 Vo) + 9 ([Tl

—837&;30 22 (1" = [Vp|*)doydt
= 5 [ - A1 Vel
$ [ (97 &7 — 25/ (V6.V} + D*e{Vio, Vi) vy
$ [Ouplaf? (9 = 94l o
bulunur. Son olarak
o= =5 [ 18 (" = 80) (¢ = [Vl )y
oldugu goriiliir. O halde (4.24)-(4.29) esitlikleri toplanarak
(Prz, P z) = s/ 127 (¢" + Ag)dugdt — 23/2’<Vg0’, Vz)dv,dt

Q
/&,cp 12'? doydt + s/ 12']% (" — Ag)dvydt

—= / 122 (02 — A" dvydt

V))dvdt

—|—s/(\Vz] (¢" — Ayp) — 22/ (V2, V') + 2D*p(V2,Vz))dv,dt

Q

/ 1 !
= [ [|Vz|2 (¢~ D) — 5 12 By — )| dugit

Q
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#5807 = A0 (1 = [Vl oy
Q
1258 [ LI (61 = 26V, 96) + DPo(Ti, Vi) vy
Q
=5 [ 12 (6" = By2) 16" = [Vl
Q

= 23/((,0” 12']> = 22/(Vz, V') + D*p(Vz, Vz))duv,dt
Q

1268 [ B (10 + Do(T. Vo) = 26/ (Vio, Ty
Q
_g/ 2% (82 — A,)%pdu,dt + By
Q
elde edilir. Burada By, (4.22) ile verilmistir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

4.2.1 Ek Degerlendirme
Bu boliimde (P z, P z) ifadesi igin bir alt simir bulmak istiyoruz. Bunun igin

(P:Z, PS_Z) = Jl + J2 + Jg + B() (430)

olarak alimir. Burada .J;, Js, ve J3

J = 23/(go” 12> = 22/(Vz, V') + D*p(Vz, Vz))duydt, (4.31)
Q
T =25 [ 12 (16 ¢ + Do(V. Vo) = 2 (Vi Vi i, (432)
Q
Jy = —g/ 12 (82 — A,)*pdu,dt (4.33)
Q
seklindedir.

b(v) = [/ — [Vy|?

olsun. Asagidaki iglemlerde s, v ve z den bagimsiz olan sabitleri gostermek icin ayni C'

harfi kullanilacaktir. Bununla birlikte farkli durumlarda farkli degerlere sahip olabilirler.

Lemma 4.4 ¢, (4.6) ile verilen agirlik fonksiyonu olsun ve yukarida belirtilen (A.1) sart.

saglansin. Bu durumda bir C > 0 sabiti vardwr oyle ki herhangi bir ¢ > 0 i¢in C. > 0
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vardir ve
Ji+2(0+8)B1 > 20— 5)/a(|z'\2 + |Vz|2)dvgdt
Q

—C /0—3 ()] |2 dvgdt + 05/02 |2|? dvgdt + 2 || P =|)* | (4.34)
Q Q

olur. Burada By bir simr terimi olup

B, = /0(78v1/1 2> = 20,2)do,dt

P

seklindedir.

Ispat. Lemma (4.2) kullanilirsa

J = 25/(@” 12> — 22/ (V2, V') + D*o(Vz, Vz))dv,dt

Q
9 / Yo"+ W) |#]2 = 22/ (V 2, V(vei))
Q
+y0(D*)(Vz, V2) + 7 [(Vz, Vi) ) duydt
_ / (" |22+ D*(V2, V2) 4 7 (2 + (Vz, Vi))?)dv, dt (4.35)
Q

olur. Bu durumda

Jy > 2/0(D2¢(v2, V) 4+ 0" |2 ) dogdt > 4@/0 |V 2|? dvgdt — 4ﬁ/0 12* dvydt  (4.36)
Q Q Q

elde edilir. Boylece, (4.18) esitliginin ilk denklemi oz ile ¢arpilirsa ve kismi integrasyon
alinirsa

/sz(az)dvgdt = [ (02)(z" = Ayz + (| — |Vo|*)2)dv,dt

Q

ozz"dv,dt — /ozAgzdvgdt + 82/az2(|g0'|2 — |V )dv,dt
Q Q
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= —/z’(az)tdvgdt + /(VZ,V(02)>dvgdt — /avz(az)dagdt
>

Q

Q

+52/0z2(|7g0¢/|2 — |y eV} dvydt + /azz'dvdt

Q

M

1
— —/a |12'|? dvgdt — 5/0’8t(|z]2)dvdt

Q

Q

1
+/J(Vz)2dvgdt + 5/<V(|z|2), V)du,dt

Q

Q

—/3vz(az)dagdt + /03 127 (J¢')* — Vb |*)dvgydt

Q

D)
2 1 "2
= Z v - = Z v g |z v
/||dgdt /y| dgdt+2/ |2[? du,dt

Q

M Q

/U\Vz| dv,dt — —/ 12|* Ayoduv,dt

Q

+% /3UU(|Z|2)dagdt - /&,z(az)dagdt + /J3b(¢) |2|? du,dt
s %

1
= —/O’ |12'|? dvydt + 5/ 2% (0" — Ayo)dvydt + /O’ |V 2|? du,dt

o[

Q

Q
Q

Q Q

V) |2 dvydt + [/a(y@mﬁ 2> = 20,2)do,dt

2

bulunur. Ayrica

"
AW

(s79)" = Dg(s79)

579" — VV(s79)

s [ + 7 18] = V(sr(0vw))
sY2 (0" + v [W°) — 72 (VoY + pAg)
oy + o W — 0’ | Agl* — oy Ag)
o ([0 = [VY[*) + oy(" = Agy)

esitliginden bir € > 0 i¢in C. > 0 vardir 6yle ki

/0 12']> dvgdt — By| < /03 2|2 |b()| dvgdt + € HszHz

Q

Q

—i—/a |V 2|? du,dt + 06/02 |2|? du,dt
Q

Q

20

(4.37)

(4.38)



yazilabilir. (4.38) ve (4.36) birlegtirilirse

Ji+48B, > 4(9—5)/a|vz|2dvgdt
Q

—C /03 1207 b(1)] dugdt + ¢ || B 2| + 08/02 |2|? dv,dt (4.39)
Q Q
elde edilir. Tekrar (4.38) kullanilirsa

2(p — ﬁ)/a |z'|2 dvgdt — C /03 |z|2 |b(¢)| dv,dt + ¢ HP;FZHQ + 05/02 |z|2 dvgdt
Q Q Q
< 2(@—6)/0|Vz|2dvgdt+2(g—B)Bl (4.40)
Q
bulunur. (4.40) ve (4.39) birlestirilirse (4.34) elde edilir. =

Lemma 4.5 ¢, (4.6) ile tanaml bir agirbik fonksiyonu olsun ve (A.1) sartiny saglasin.

Bu durumda éyle bir C > 0 sabiti vardir ki asagidaki degerlendirme saglanar:

o= 2y [ o0 |2 duyit +4 [ 6 (0 V0l = B107F) [f* gt (1.41)
Q Q

Ispat. Lemma (4.2) kullanilarak

T = 28 / (vo)® [/ (0" + 7[00 *) | 2| dvgdt — 45° / Vo [P [V ? dugdt
Q Q
+25° [ D26V 0. V0) + 9 [TUL") | gt
Q

= 2 / W [ 2P + Dp(Vep, V) |2[7)dvgdt + 2y / o (b(1))? |2] dvgdt
Q Q

> 27/03(5@)))2 122 dvydt + 4/03(9 V[ = B0 2) |2[? doydt (4.42)
Q Q

bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur. m

Diger taraftan (4.11) e gore

|5 < 6’72/0 |z|2dvgdt < 07/02 ER dvgdt (4.43)
Q Q

bulunur. (4.43), Lemma (4.30) ve Lemma (4.31) den yola g¢ikilarak agagidaki lemma elde

edilir:
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Lemma 4.6 ¢, (4.0) ile tansmlanan bir agerlik fonksiyonu olsun ve (A.1) sartine saglasin.

Bu durumda éyle bir C > 0 sabiti vardwr ki herhangi bir € > 0 i¢in C. > 0 vardwr éyle ki

Lt Jot Js 200+ BB > 20— B) / o (V[ + | ) du,dt
Q

+27 / o (b(1))? |2|* dvydt

Q
44 [0 Vult = 1) of doy

Q

_g(/g3 (212 [b(w)| duydt + ¢ || P2

Q
—1—057/02 |2|? dv,dt) (4.44)

Q

saglanar.

Teorem 4.7 Kabul edelim ki

o(t,x) = syp(t, z)

olsun. Ayrica (A.1) ve (A.2) sartlarman saglandiginy kabul edelim. Bu durumda dyle
C > 0 ve v, > 0 sabitleri vardur ki herhangi bir v > 7y, i¢in s, = s.(y) vardir éyle ki

S > Sy 1CIN
z € H*(Q), 2(0,-) = 2'(0,-) = 0, 2(T,)=2(T,)=0
olmak tizere

C’/J(|Vz|2 F 122+ 02 |2 P)dugdt < / P, dvydt — B (4.45)
Q Q

Carleman degerlendirmesi saglanir. Burada

B = / 0 (uth | V2|* = 2(V 2, Vipy) Dy 2)doydt + / 0(20'2'0yz — |2 Byihy)dorydt

2 P

+/"(20vz(—26 — Agth +b(¥)) + 020ty |2]* b(1))

by

1
+§ ’Z’2 av<Ag¢0 +7 |V¢0|2))d‘79dt

—2(p+ pB) /J(’y&,w 2 — 20,2)do ,dt (4.46)
>

ile verilen bir sinar terimidir.
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Ispat. < p oldugundan kiiciik n > 0 icin

Bl+n) <o (4.47)

bulunur.

Q" = {(x,t) € Q; |b(¥)| < n|Vy[}

kiimesini goz oniine alalim. Bu durumda

Lt Jat Js 200+ BB > 20— B) / o (V[ + | ) du,dt
Q

+27 / o (b(1))? | 2]* dvydt
Q\@
H(o = A1+ ) [0 2 VO doyd
Qn

n [ o®|z|? dvydt
Qn

—o| + [ Pl dvdtre||PF 2| (4.48)
Q\Q"

+Coy [0?|2]? dv,dt)
Q

elde edilir. (4.48) ve (A.2) sart1 kullanilirsa

Ji+Jo+Js+ 200+ B)B1 > 5/a<|v2\2 |2 )dvydt + 2912C / o |21 dvydt
Q Q\Q"
+Calo = A1+ ) [o° o] duyd
.
—C(n/a3 |2|? dvydt + / o® |2|? dv,dt + ¢ Hsz||2
Qn Q\Q"

+7/02 |2|? du,dt)
Q
5/0(\%\2 + 2P dvgdt
Q
+(2yn*Cy - O) / o |2|? dvydt
Q\Q"

A%

+Calo = B(1+ ) = 1C) [0 | duyt
Q”I
—C(e H]:’;'ZH2 + 7/02 |2)? dvgdt) (4.49)
Q
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elde edilir. O halde kiigiik n, biiyiik v > 7, ve s > s,(7) i¢in

Ji+ o+ J3+2(0+ B)B > 5/a(yv2\2 + 12 + 0% |2*)dv,dt — i P2 (4.50)
Q
olur. (4.30) esitliginden
2(Ptz, P 2)—2B > 25/0(|Vz|2 + 121 + 02 |2 dv,dt — % HP;“;:HQ (4.51)
Q
bulunur. Burada B = By —2(¢o+ ()B; dir. Bu durumda s,(y) > 0 vardir 6yle ki herhangi

bir s > s, igin

IGLI? — 2B > c/o—<|vz\2 12+ 0% |2 P)duydt (4.52)
Q

olup ispat tamamlanir. m

Sonug 4.1 (A.1) ve (A.2) sartlarimn saglandigina kabul edelim. Bu durumda éyle C' > 0
ve 7y, > 0 sabitleri vardir ki herhangi bir v > -, i¢in s, = s.(7y) vardwr oyle ki her s > s,
1¢in
ue H*(Q), u(0,-) =4/(0,-) =0, w(T,-)=u'(T,")=0
olmak tzere
0/625”0(|Vu|2 + ) + o u)?)dvgdt < /628"’ (07 — Ag)u}Q dv,dt

Q Q

—l—/a(|Vu|2 + |u)? + o2 |ul?)e*?do,dt) (4.53)
b
Carleman degerlendirmesi saglanar.

Sonug 4.2 (A.1), (A.2) ve (A.3) sartlarnan saglandigini kabul edelim. Bu durumda oyle
C > 0 ve vy, > 0 sabitleri vardur ki herhangi bir v > 7y, i¢in s, = s.(y) vardwr dyle ki her

§ > 8, 1CIn
u € H*(Q), u(0,-) =4'(0,:) =0, w(T,) =4 (T,")=0
ve ¥ uzerinde u(t,z) = 0 olmak tzere
C/e%%(\vu\? + ]+ o u)dvgdt < /em (92 — Ag)ul” dvgdt
Q Q

+/0(|8vu|2)628‘pdagdt) (4.54)
b
Carleman degerlendirmesi saglanar.
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Ispat. Eger ¥ tizerinde u(t, z) = 0 ise bu durumda ¥ tizerinde z(t,z) = 0 olur ve B sir
terimi
B=— / 0 |0,z Byipydo ydt

by
seklini alir. m
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BOLUM 5

ULTRAHIPERBOLIK DENKLEMLER IiCiN CARLEMAN
DEGERLENDIiRMELERI

Bir @ = {(z,y) : x € D C R",y € G C R™} bolgesinde

LU = Ayu (x7y>_Azu (%?JH‘ZCM (%y) uxl—i_zbz (x,y) uyﬂ‘ao ('I7y)u (*Tay) = f (I,y)
i=1 i=1

(5.1)

ultrahiperbolik denklemini gz 6niine alalim.
(2 bolgesinin siirm 02 = I'y U Iy seklinde ifade edelim. Burada I'y, = 0D x G ve
I'y = D x OG bic¢imindedir. Ayrica

Lou = Ayu(z,y) — Ayu(z,y), (5.2)
2 (w,y) = e (2,y) (5.3)
Pz (x,y) = e’ Lyu, (5.4)

80(%9) _ eW(ﬂc,y)’

n

v (z,y) = Z(Zﬁi—w?)z—ﬁZ(yi_yg)Z

i=1

olarak tamimlayalim. (5.2)-(5.4) esitliklerinden

Ptz = Ay — A2+ 82 (V0 — [Vapl?) 2, (5.5)
P~z = -2s (<vy907 Vy2> - <Vx907 vx'z)) - S (AySO - AIQO) < (56>

olmak tizere

Pz=Pt 2+ Pz, (5.7)

o7



bulunur. (5.5) ve (5.6) esitlikleri kullanilarak

ho= =2 [ A2 (Vy0. 9,2 = (Vap, V22)) dady,

I, = —s/QAyz(Aygo—Axgp)zdxdy,

I = 2 /Q Doz (Y40, Vy2) — (Vaip, V,.2)) dady,

L = s /Q Avz (Byp — Ayip) 2dady,

o= =25 [ (196" = IVapl) 2 (V0 942) = (Vo Vi) dody

o = =5 | (9l = 1Vl (Ao = D) ol dady
olmak iizere
(P+Z,P_Z) :]1+]2+[3+I4+]5+[6,

elde edilir. Simdi, kismi integrasyon yardimiyla, ilgili sinir kogullarin1 da dikkate alarak

I, k=1,...,6 terimlerini degerlendirelim:

ho= =25 [ A ((T6.Vy2) = (Vap, V) dady
Q

= 23/ V2V, ((Vyp, Vy2)) dedy —2s | 0,2 (Vyp, Vy2) dosde

Ly

0
—25/ V2V ((Vaop, Vaz))dedy +2s | 0,2 (Vap, Viz) doyde
Q

Ly

= 25 Z / 2y, (goy_zy]) drdy —2s | 0,z (Vyp, Vy2) dosde
kj=1" ’ Yk Ly

—QSZm:zn:/szk <gpszzj)yk dxdy + 2s A 0v2 (Vup,Vy2) dosdx

k=1 j=1

2
= 25 ) /szkzng)yjykd:cdy—l—s Z/Q(]zyk\ )yj p, drdy

k,j=1 k,j=1

—2s | 0,2(Vyp,Vyz)doydr — 2s Z Z /Q Zyy 2y Py, dTAY

Ty k=1 j=1

= Z Z/Q (|Zyk |2)xj P, drdy +2s | 0yz (Vaip, Vp2) dosdx

k=1 j=1 Ly
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25 Z /zykzngoyjykda:dy—s/ IV, 2% A pdady
Q Q

k,j=1

—2s [ 0,2(Vyp,V,2)dosdx + 8/ D0 |V 2| doydx
Ly

Ly

233 [ oy s [ 19,5 Ay

k=1 j=1

+2s [ 0,2(Vyp,V,2) doydr — s/ 0,0 |Vy2|* doydy (5.8)

Ty

bulunur. Diger taraftan

I

—s/ Ayz (Ayp — Ayp) zdzdy
Q

S/ V2V, (Ayp — App) 2)dedy — s | 0,z (Ayp — App) zdosyde
Q

Fy
S
s [ 1920 (Ayp = Asg)dudy+ 5 [ 9, (1) ¥, (B0 = Asp) dady
—s/ 0,z (Ayp — Ayp) zdoade
Fy
S
S/Q Vil (Ayp — D) dudy — - /Q 1212 Ay (Ayp — Ayp) dzdy

_3/ 0z (Ayp — Ayp) zdosdr + g/ 0y (Ayp — Ayyp) ]2]2 doydx (5.9)
r, r

Yy Y

olarak elde edilir. Buna ek olarak, Green formiilii ve kismi integrasyon yardimiyla

I3

2S/AxZ (Vyp,Vy2) d:cdy—Qs/sz (Vap, Vy2) dedy
Q Q

—23/szvx((vy<p, Vyz))dxdy—l—%/ 0,2 (Vyp, Vyz) doidy
Q r

x

+28/ V2V ((Vep, Ve2)) dedy — 2s 0vz (Vaup, Vyz) doydy
Q

Iz
_2322/ Zzy, (soyjzyj> dxdy + 2s Z /zxk <g0szxj> dxdy
k=1 j=1 7% Tk ko172 Tk
+2s | 0,2 (Vyp,Vyz)dordy —2s | 0,z (Vup, Vyz) dody
Fz Fz
_2822/ Zay 2y Py, AT Y — SZZ/ (|Zl‘k|2)yj p,,drdy
k=1 j=1 7% h—1 j—1 79
2
+2s Z /Zxkzxj%jxkda:dy+ s Z / (B )xj Py, dxdy

+2s | 0,2 (Vyp,Vyz)dordy —2s | 0,z (Vup, Vuz) dody
Tz Iz
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= —2522/{22xk2ng0yﬂkd:cdy+s/Q]sz|2Ayg0d:cdy

k=1 j=1

—s/ O, | V2| doydx — s/ |Voz|? Ayedrdy
r, 0

+s | Oy |Vaz| doydy + 2s Z / 2y, 225 P, ATAY
Q

Ts k=1

+25 0,z (Vyp, Vyz) doydy — 2s 0y2 (V o, Vyz) doidy (5.10)

T Iy

seklinde bulunur. Diger taraftan
I, = s/ Az (Ayp — Ayp) zdzdy
Q
= —S/ V22V (Ayp — App) 2)dady + s | Opz (Ayp — Ayyp) zdordy
Q FI

S
= s [ Vel (Bp = D) dndy = 5 [ 9. () Vi (B0 = D)oy
Q Q

+s [ 0,z (Ayp — Ayp) zdordy
Ty

= s [ Vsl (B = ) dedy 5 [ o B, (B0 — D) dady
Q Q

+s/ 0z (Ayp — Ayp) zdordy — g / 0y (A — Do) |2|° doydy (5.11)
I, I,

olarak hesaplanir. Benzer islemler uygulanarak
i = =20 [ (9,0l = [9u6l") 2 (V0. Vy2) = (Vo V) dody
= -5 /Q (Vye. Yy (1217)) = (Voo Vo (1217))) (1Yl = [Vail®) dady
= = [ (V0,9 (2 (Vl” = [Val?))) oy
+5° [ (T ol 9, (Wl = 92l?) oy
s / (Vap, Vi (12 IV = [Vaol)) ) dady

—83/Q<szo,lz|2vm (IVyel® = |Vaol?) ) dudy

= 5 [l (9l = V) Ay
=58 [ Ol (yf” = V.ol doads
Fy

+5° /Q Els (Vyp,V, (]Vyg0]2 — |V$<p|2)> dxdy

9 / 22 (19,6 = [Vael?) Aspdady
Q
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/ 0up |2 (IVyl* = [Val?) doidy
=5 [P (V0,92 (90l = [Vl dady
= s /QIZI (IVy” = IVa0l?) (Ayp — Asp) dady
|1 (9.9, (936l = [9.68)) dady
=50 [l (Vi Vi (94l” = [9)) ddy
s / Ao |21 (V0 = Vaipl?) dorsda

s / By |2 (V0 — [Vagl?) dosdy (5.12)
F.T,‘

bulunur. Son olarak

lo==5* [ (Wl = [926l%) (B0 = D) ol ddy (5.13)
olur. Yukarida buldugumuz (5.8)-(5.13) ifadeleri birlestirilirse daha basit olarak

(P*2,P 2) = Ji + Jo+ Js + Jy + J5 + By,

elde edilir. Burada

J, = 2s Z /zykz%(py s drdy — 4SZZ/ZykaJ9% s drdy,

k,j=1 k=1 j=1
Jy = QSZ/Z%Z%S% o, dxdy,
k,j=1
Js = _§/|Z|2Ay(Ay‘P—Ax90)dxdya
Q

S
Bo= 5 [ 8 (B Aug) dudy
Q
B = 8 [ 1o (V0.9 (19l = [Val?)) dady
Q

8 [ o (Vs Ve (Dl = Vo)) oy,
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ve

2s [ 0yz ((Vap, Viz) — (Vyp,Vy2)) doodx

Ty

+8/ Opp (|Vyz|2 - |V1,z\2) doydr — 83/ dvp |2 (|Vygo|2 - ]ng0|2) doydx
r, r,
S 2
—s/ Oz (Ayp — Ayp) zdoadx + 3 / Oy (Ayp — Ayp) |2]” dosdx
r, r,

+2s | 0pz ((Vyp, Vyz) — (Vap, Vi2)) dordy

Tz

s / Oup (IVy2l” = |Vaz[?) dordy + s° / 0up |21 (IVyl” = |Vapl?) dordy

Ty

+s [ Opz (Ayp — Ayp) zdordy — g Ay (Ayp — Dy |2 dody.

Iy Ty

Ikinci olarak, ¢ agirhk fonksiyonunun asagida verilen ozelliklerini kullanarak .J;, ..., Js ve

By ifadelerini degerlendirelim:

Puies =12 (2+702.) Py = VOV Vs,
Paiz; = VP (%xj + 7%%,.) ) Pyiy; = VP (%iyj + Wyi%j) ;
Ve = 19Va, Vyp = 7oV,
Aso =70 (Dt +7[Vatbl), Aye =v0 (A + 7|V,

Ay — Do = vodi () + 7Peds (V).

Burada

dy (1)
dy ()

= nyﬂ)_'zxmdh
= |Vyu|* = |V

seklindedir. O halde

J1

2s Z /zykzngoyjykdacdy —4322/ zykzxjgoxjykdxdy
Q Q

k,j=1 k=1 j=1

Z /Q 25y (1/)yjyk + vakwyj> 2y, 2y, dwdy

k,j=1

— Z Z / 4372@%%], 2y 2 dxdy
Q

k=1 j=1

m m 2
Z /ZSfygowyjykzykzyjda:dy—k/237% (Z%ﬁ%) dxdy
Q Q i

k,j=1

— Z Z /Q 4372g0¢yk¢xj Zyy 2o dxdy (5.14)

k=1 j=1
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ve

Jy = 252/zmkzxjgoxjwkdxdy
Q

k,j=1

= Y /Q 2520, Za; (@/)Wk + vkaszj) dxdy

k,j=1

n n 2
— Z /287¢2xk2xj¢szkd$dy+/287290 (Z Zkaxk> dxdy (5.15)
Q Q

k,j=1

k=1

formunda hesaplanir. Diger yandan, J3 ifadesinin degerlendirilmesi yapilmadan énce

A, (pda (V) = vpAds (V) + 720 |V, do (1)

+270(Vyh, V,, (d2 (1)) + 04, (da (1))

ozdegligini ispatlayalim:

Ay (pdy (1))

Buna bagh olarak

ERTIN

Xm; (3, () + 0 (o (9)),,)

i (60, 00) + 20, (@2 (), + 2 (2 (6),,,)

3~ (50 (i + 798 s 09+ 2160, (0100, + ),
il VP, da () + il Vs dy (1)

£ (210w, (0 0), + £ (0),,)

VoA ds (1) + ¥ |V do (¥)
+2y¢ <vy¢» vV, (do (@Z))» + SOAy (d2 (V).

S
5 = —5/\z|2Ay(Aygo—Axgo)dxdy
(9]

_ _g /Q 1212 A, (vpds (¥) + v2pds () dedy

-
9|

S S
S lef dy (6) Bydady — [ 595l du (0) 9,0 dady

S S
57390|Z|2Aywd2 (¥) dxdy—/gﬁv“wlzlzlvywl% (v) dedy

2

- / 5750 |21 (Vy0, V,y (ds (1)) dardy — / 520122 Ay (da (1)) dardy
Q Q
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_ / Sl (A () A0+ A, (d (1)) drdy
B / S 1= (1 (0) [V, 01 + Ayida (8) + 2 (V26, V, (da (1)) dedy

_ /Q gy&p 22|V, 0 do (v) dedy (5.16)

seklinde hesaplanir. J, ifadesi icin

A, (pdy (V) = YpAubds (1) + 720 |Vaib| do (1)

esitligini kullanalim:

Jy = S/Q 21* Ay (Ayp — Ayp) dady
— g/g 27 Ay (vpdy () + 7 pda (1)) dady
/ gfydl (v) \2\2 Apdxdy ~|—/ 372 |Z\2 A, (pdy (¥)) dody
Q Q
- /Q%dl () 12" (v (Aet) + 7| Vati[)) derdy
+/Q 37390 |2|” Agtpdy (1) dady + /Q %74<p 2% |V, do (1) dwdy
_'_/ 5730 |z’2 (V1h, V. (da () dedy + / 572()0 |z’2 Ay (dz () dzdy
Q Q
- /Q %7290 2% (dh () Agt) + A, (dz (v))) dady
+égfwMWAﬂ%@M+ﬂVm5hwﬂwD+%WNVWﬂdMy

S
+ [ 59 Bl 9. da (0) ey (517)

J5 ifadesinin degerlendirilmesinde

(Voo Vy Vol = IVael’)) = (Vi Vy (P0%d2 (1))
= (V. V ( “dy ()))
= Y (Vyp,d2 () Vy (¢7)) + 77 (Vye. 9°V, (d2 ()
= 29%pds (V) (Vy0, V) + 770 (Vy0, V,, (da (1))
= 27'9%dy () (V) Vi) + 7% (V) V,, (da (1))

<va:907 v:c (|Vy‘:0|2 - |vx@|2>> = 2,74903d2 (’QD) <vx¢a vaﬂb) + ’73903 <Vx77b7 vx (d2 (¢))>
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esitliklerini kullanalim:

B = 5 [ (D9, (9l = V.ol dody
50 [P (Vo Vi (9 0l” = [92)) day
= 5 [ Bl (296 (0) (0. 93+ %6 (T30 ¥, (da (1)) dly
—s /H 291 0% dy (V) (Varh, Vo) +7°0* (Vo) Vi (da (1)) dady
= [ Sl (0,9, (0) — (T2, V. ()
- /Q 25%7" % |2 (da (¢))” dady.

Son olarak smir terimleri
By, = / 257900,z ((V), Vyz) — (Vy), Vy2)) doodx
Fy

+/ 570 (|Vyz|2 - |sz|2) doydr — / sy 030,0 |27 dy (V) dopda
r r

Yy Yy

- / s (ody () + ods (1)) 20, 2dosde
Fy

+/r S [(Pds () +770da (1)) 00t + 7700, (da ()] |2 dozda

Y

+/ 25y7p0yz ((Vyp, Vyz) — (Vu1p, Vi, 2)) doydy

—/ $Yp0y ) (|Vyz|2 - |sz|2) do1dy +/ Y3030, | 2| dy () doydy

T Fz

+/ s (vedy (V) + ¥eds (V) 20,2dordy
Iy

_/I

olur. Ayrica (5.14)-(5.18) esitliklerinden

[(V2pdy () + vpds (1) Db + 7200, (ds ()] |2]? doidy

[NSRVA

2
(P+z,P z Z /237901% ykzykzy]dmdy—k/Zsy © (Zz/) zyj> dxdy

k]l

_ZZ / A7 0hy, 1, 2y, Za; ddy

k=1 j=1

2
+ Z / 25702, Za, WV Ay + / 2577 (Z zkamk> dady

k,j=1

—/957 o2l ds (@/})dxdy—/987330|2|2d5 (v) dwdy
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S
— [ 3l ) dedy+ [ 960 |2 s () oy
+/%%%ﬂﬁwﬂwfmw+3m
Q
bulunur. Burada

ds = ds (¥) = (d1 (1))” + Ay (da (1)) — Ay (d2 (1))

dy = dy (V) = (Vy1h, Vy (d2 (¥))) — (Vat, Vi (d2 (¥)))
ds = dy () = di (V) d2 (¢) + (Vy1), Vy (d2 (1)) = (Vat), Vo (d2 ()))

dir. Simdi ¢ > 0 olmak tizere

Q=0(0) := {(z,y); Y(z,y) > 0}

kiimesini tanimlayalim. Ayrica 0 < 3 < 1 oldugunu farzedelim. Bu durumda 2 iizerinde
¢ > 1 ve dolayisiyla k = 1,2, 3 icin o* < Cp* olur.

Buna ek olarak sag taraftaki ikinci, iigiincii ve beginci terimler dikkate alinarak

m n 2
/ 25720 <Z Uy, 2y — Zz/}xkzxk) dzdy > 0
Q j=1 k=1

yazilabilir. Bunun sonucu olarak

(Ptz,P72) > —/94637@\Vyz\2dxdy + /Q4S’yg0]sz]2dxdy

+ /Q 25343 d2| 2|2 dady + /Q o(s*y*¢?)| 2| dxdy

elde edilir. Ayrica 0 < 8 < 1 icin |z — x0|? — 82|y — vo|® > ¥(z,y) > 6 oldugundan
d3 = 16(|x — x> = 8|y — wol*)* > 160°

bulunur. Oyleyse

(Ptz,P~2) > —/468790|Vyz|2dxdy+/437@|V$z|2dxdy
Q Q

+32(52/Qs374g03]z|2dxdy+/90(5374g03)|z]2da:dy (5.19)

esitsizligi elde edilir. Burada
/ (P+z + P_z) pzdxdy
Q
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icin yeni bir degerlendirme yapilmasi gerekir. Bu yiizden son ifade z ile carpilirsa

Ayz — Aoz + 82 (V) = |Vapl?) 2
—25 ((Vyp, Vyz) = (Vaip, Va2)) — s (A — Aapp) 2

= fe*
bulunur. Kismi integrasyon uygulanirsa
/ (PTz+ P z) pzdady = Ky + Ky + K3 + Ky + K5 + Kg
Q

elde edilir. Burada sirasiyla

K, = /Ayz(goz)dxdy
Q

= —/Vyzvy (pz) dmdy+/ 0yz (pz) doydx
Q

Ty

1
= — /Q |V, 2|* edxdy — 5 /Q v, (]2\2) Vypdrdy + | 0,z (pz) dosdx

Ly

1
= —/|Vyz|2 gpdxdy+§/|z|2Aycpdmdy—|—/ 0yz (pz) doydx
Q Q ry

1

——/ Ay || doada
2 Jr,

1
= —/@|Vyz|2dxdy+—/7g0|z|2Ay¢dxdy
Q 2 Jq

1
+§/7290|z|2 Vo dedy + | 8,2 (@z) doadz
Q Fy

1

1 / 0, 2|2 doradi,
2 r,

K, = —/Amz (pz) dxdy
Q
2 1 2
— [ ity — 5 [ |2 Apdody
Q 2 Jq
1
— &,z(goz)daldy—l—§/ 8,,g0|z\2daldy
. v
1
— [ oIVasl dudy ~ 5 [ ol Asvdady
Q 2 Jq
1
—5/”yz<p]z]2\vx¢‘2da:dy—/ 0z (pz) doydy
Q Ty
1
+§/ 7903u¢|75|2d01d%
Iz
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s (IV, 0 = [Vagl?) |2 pdady
s (Vo) — |V ?) |2 dady

sy dy () |2)? dady,

S~— S — 5 —

25 ((Vyp, Vyz) — (Vap, Vi2)) pzdedy

s ((Vye, V, (|z|2)> —(V40, V, (|z|2)>) odxdy

S~— S — S

S<Vy<p, Vy (]z\2<p)>dxdy+/ﬂs<vy<p, \z|2Vygo> dzdy
+/S<Vmg0,vm (|z|2g0)>dxdy—/S<Vrg0,|z|zvmgo>dxdy
Q Q
/sap|z|2Ayg0da:dy+/s|z|2|Vygo|2dxdy
Q Q
—/SWZIQAzsodxdy—/SIZ\glvadxdy
Q Q
—3/ 8V<,0|z|2<,0d02dx+8/ A, |2|” edoydy

/87902\2\2611 (¥) dxdy+2/872902|Z!2d2 (v) dzdy
Q Q

= [ 20| doads+s [ 20015 dody
T

vy x

- /Q s (Ao — D) |2)7 pdady

_ /Q sy |2 dudy + /Q s, |2|* dady

N /Q s7¢9° (Ayth + |vy¢|2) |2|? dady

+ /ﬂ 579% (Aath + 7 Voo [?) |2]° dady

_/QSWQ 1" Ayiodrdy —/9872902 22 [V dady
+ /Q sv9? |2)* Agibdady + /Q sv2 0% 2| |Vt dady

- /Q 570 |22 dy (1) drdy — /Q 722 |22 dy (1) dady

68



seklinde hesaplanir. Bu durumda
1
/(P+z+P_z) pzdrdy = —/¢|Vyz|2dxdy+§/7<p|z|2d1 () dxdy
Q Q Q
1
+§/v290\2|2d2 (¥) dxdy+/<p|VxZ|2dxdy
Q Q

+/§f@@wwfmw+/w%%f@WMMy
Q Q

olur. Burada

1
B, = / 0z (p2) d02d$—§/ v (14 2s¢p) 8Vw\z|2d02dw
Fy

Ly

1
— | O,z (pz)doidy + 3 / v (14 250) D4 | 2| doydy
| Iz

dir. Bunun sonucunda —sy(45 + u) ile (5.20) denklemi ¢arpilirsa, ;1 > 0 olmak {izere

- /Q (48 + p)syp(Pz)zdedy = /Q (48 + p)sye|Vyzdedy — /Q (48 + p) syl Vo[ dady
= [ ol sl dady (5.21)

bulunur. (5.19) ve (5.21) denklemi toplanirsa:

(Ptz,P™2) — /Q(Pz)(élﬁ + p)sypzdrdy
> u/gswlvyZFdxder (4—4p —M)Asvwlvlezdxdy
+ 3252/5374cp3|z|2dxdy+/0(8374<p3)|z|2dxdy

0 0
elde edilir. Diger taraftan,

1 1 1
sol taraf < §|Pz|2 + (48 + ) {5/ |Pz|*dxdy + 5/ 5272902]z|2dxdy}
0 0

oldugu goriiliir. Son olarak 0 < 8 < 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda yeterince

kiictik o > 0 igin
4—48—pu>0

yazilabilir. Bunun sonucu olarak, o(s3y*¢?) ve |z|? ifadelerini igeren terimler absorbe

edilirse z € C3(Q(d)) igin
/{sv(p|(Vyz|2 + | Vaoz?) 4 839403 2|2 Ydady < C’/ |Pz|2dxdy
Q Q
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elde edilir.
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BOLUM 6

SONUC

Bu ¢alismada ultrahiperbolik tipten kismi tiirevli denklemler i¢in Carleman degerlendirme-
leri ele alinmigtir. Ultrahiperbolik denklemler fiziksel ve felsefik yorumlar: bakimindan son
zamanlarda biiyiik ilgi gormektedir. Bu konu 3. Boliimde ayrintili olarak tartigilmigtir.
Diger taraftan Carleman degerlendirmeleri basta hiperbolik, parabolik ve eliptik tipten
denklemler olmak {izere bircok problemin gesitli 6zelliklerinin aragtirilmasinda 6nemli
bir aragtir. Ters problemler teorisinde de son 30 yilda bu alanda 6nemli gelismeler
kaydedilmistir. Ozellikle bu tiir problemlerin ¢oziimlerinin Lipschitz ve Holder karar-
hilhigimin incelenmesinde Amirov (2001), Bellassoued and Yamamoto (2012), Bukhgeim
and Klibanov (1981), Imanuvilov and Yamamoto (1998), Imanuvilov and Yamamoto
(2001), Isakov (2006), Klibanov and Timonov (2004), Romanov (2006), Yamamoto (2009)

tarafindan onemli sonuglar elde edilmigtir.
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