
 ii 

 

 

 

ULTRAHĠPERBOLĠK TÜRDEN KISMĠ TÜREVLĠ DENKLEMLER ĠÇĠN 

CARLEMAN DEĞERLENDĠRMELERĠ   

 

 

 

 

 

Pelin ġEN 

 

 

 

 

 

Bülent Ecevit Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalında 

Yüksek Lisans Tezi 

Olarak HazırlanmıĢtır 

 

 

 

 

 

 

 

ZONGULDAK 

Haziran 2015

 







 iii 

 

 

ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

ULTRAHĠPERBOLĠK TÜRDEN KISMĠ TÜREVLĠ DENKLEMLER ĠÇĠN 

CARLEMAN DEĞERLENDĠRMELERĠ   

 

 Pelin ġEN 

 

Bülent Ecevit Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Tez DanıĢmanı: Yrd. Doç. Dr. Fikret GÖLGELEYEN 

Haziran 2015, 75 sayfa 

 

Bu tez altı bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde, tezde gerekli olan bazı temel tanım, 

teoremlere ve ayrıca kısmi türevli diferensiyel denklemlerin sınıflandırılmasına yer 

verilmiĢtir. Ġkinci bölümde; Asgeirsson Teoremi, bir boyutlu ve çok boyutlu zamanda dalga 

denklemlerinin çözülebilirliği ele alınmıĢtır. Üçüncü bölümde; ultrahiperbolik tipten kısmi 

türevli diferensiyel denklemler ve bu bağlamda Sicim Kuramı ve M-Kuramı üzerinde 

durulmuĢtur. Dördüncü bölüm, bir Riemann manifoldu üzerinde dalga denklemi için 

Carleman değerlendirmelerine ayrılmıĢtır. BeĢinci bölümde ultrahiperbolik denklemler için 

Carleman değerlendirmeleri araĢtırılmıĢtır.  

 

Anahtar Sözcükler: Ultrahiperbolik Denklem, Sicim Kuramı, Carleman Değerlendirmeleri 

 

Bilim Kodu: 403.06.01  

 

 



 iv 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 v 

 

 

 

ABSTRACT 

 

M.Sc. Thesis 

 

CARLEMAN ESTIMATES FOR ULTRAHYPERBOLIC  

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 

Pelin ġEN 

 

Bülent Ecevit University  

Gradute School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

Thesis Advisor: Assist. Prof. Fikret GÖLGELEYEN  

June 2015, 75 pages 

 

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, some  necessary definitions, theorems 

and also a classification of partial differential equations are presented. In the second chapter, 

Asgeirsson Theorem and the solvability of one- time dimensional and multi- time dimensional 

wave equations are studied. In the third chapter, ultrahyperbolic equations and in this 

connection String Theory and M-Theory are considered. The fourth chapter is devoted to the 

Carleman estimates for the wave equation on a Riemannian manifold. In the fifth chapter,  

Carleman estimates for ultrahyperbolic equations are investigated. 

 

Key Words: Ultrahyperbolic Equation, String Theory, Carleman Estimates 

 

Science Code: 403.06.01 

 

 

 



 vi 

 

  



 vii 

 

 

 

TEġEKKÜR 

 

Tezin tüm aĢamalarında değerli vaktini bana ayıran, görüĢ ve önerileriyle beni yönlendiren 

danıĢman hocam, Sayın Yrd. Doç. Dr. Fikret GÖLGELEYEN’e sonsuz teĢekkürlerimi 

sunarım.  

 

Hayatımın tüm aĢamalarında olduğu gibi bu çalıĢma esnasında da manevi desteklerini hep 

yanımda hissettiğim, canım anneme, babama ve kardeĢime en içten duygularımla sonsuz 

teĢekkür ederim. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 viii 

 

 

 

 

 

 

 

  



 ix 

 

 

 

ĠÇĠNDEKĠLER 

 

Sayfa 

KABUL ...................................................................................................................................... ii 

ÖZET ......................................................................................................................................... iii 

ABSTRACT ............................................................................................................................... v 

TEġEKKÜR ............................................................................................................................. vii 

ĠÇĠNDEKĠLER .......................................................................................................................... ix 

ġEKĠLLER DĠZĠNĠ ................................................................................................................... xi 

SĠMGELER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ ............................................................................ xiii 

 

BÖLÜM 1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER ....................................................................... 1 

 

1.1 ĠKĠ BAĞIMSIZ DEĞĠġKEN ĠÇEREN DENKLEMLERĠN KANONĠK FORMLARI 

VE SINIFLANDIRILMASI ............................................................................................ 3 

1.2 ℝ𝑛  UZAYINDA HEMEN HEMEN LĠNEER DENKLEMLERĠN 

SINIFLANDIRILMASI .................................................................................................. 7 

 

BÖLÜM 2 DALGA DENKLEMĠ VE ASGEIRSSON TEOREMĠ ......................................... 15 

 

2.1 BĠR BOYUTLU ZAMANDA DALGA DENKLEMĠ .................................................. 15 

2.2 ÇOK BOYUTLU ZAMANDA DALGA DENKLEMĠ ................................................ 16 

2.3 ASGEIRSSON TEOREMĠ  ........................................................................................... 16 

2.4 ÇÖZÜMLER VE ĠYĠ KONULMUġLUK .................................................................... 19 

2.4.1 Tek Boyutlu Zaman Durumu ................................................................................. 19 

    2.4.2 Çok Boyutlu Zaman Durumu ................................................................................. 24 

2.4.3 Ortalama Değerlerinden Fonksiyonların Belirlenmesi Problemi .......................... 24 

 

 

 



 x 

ĠÇĠNDEKĠLER (devam ediyor) 

Sayfa 

BÖLÜM 3 ULTRAHĠPERBOLĠK DENKLEMLER VE MODERN FĠZĠK KURAMLARI . 31 

 

3.1 SĠCĠM TEORĠSĠ VE M-KURAMI ............................................................................... 35 

    3.1.1 SĠCĠM TEORĠSĠ ..................................................................................................... 35 

          3.1.2 M-KURAMI .......................................................................................................... 37 

 

BÖLÜM 4 DALGA DENKLEMĠ ĠÇĠN CARLEMAN DEĞERLENDĠRMELERĠ ............... 39 

 

4.1 AĞIRLIK FONKSĠYONU VE ÖZELLĠKLERĠ ..................................................... 40 

4.2 CARLEMAN DEĞERLENDĠRMELERĠNĠN ELDE EDĠLĠġĠ .............................. 41 

    4.2.1 Ek Değerlendirme ............................................................................................. 48 

 

BÖLÜM 5 ULTRAHĠPERBOLĠK DENKLEMLER ĠÇĠN CARLEMAN 

DEĞERLENDĠRMELERĠ .................................................................................... 57 

 

BÖLÜM 6 SONUÇ .................................................................................................................. 71 

 

KAYNAKLAR ......................................................................................................................... 73 

 

ÖZGEÇMĠġ ............................................................................................................................. 75 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 xi 

ġEKĠLLER DĠZĠNĠ 

 

No                                                                                                                                         Sayfa  

3.1 Dört boyutlu uzayda 2-parçacık problemi ......................................................................... 32 

3.2 Hiperbolik ve ultrahiperbolik denklemler açısından nedensellik ilkesi ............................ 34 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 xii 

 

 

 



 xiii 

SĠMGELER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ 

 

   :   Verilen bir bölge 

   :    bölgesinin kapanıĢı 

    :    bölgesinin sınırı 

( )kC    :   kümesinde tanımlı k. mertebeye kadar sürekli kısmi türevlere sahip 

fonksiyonlar uzayı 

𝐶0
𝑘 (Ω)       :    kümesinde tanımlı k defa diferensiyellenebilir ve supportu   nın kompakt 

alt kümesi olan fonksiyonlar uzayı 

D   :   Türev için multiindeks gösterimi 

( )u x   :   ( )u x  fonksiyonunun gradienti; 
1 2

( ) ( , ,..., )
nx x xu x u u u   

∆  :   Laplace operatörü 

 2L    :     üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzayı  

Ʌ𝑇               :    Ʌ matrisinin transpozu 

<⋅,⋅>           :    ℝ𝑛 de skaler çarpım 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 xiv 

 

 

 



BÖLÜM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tan¬m 1.1 (Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problem) ·Iyi konulmuş problem tan¬m¬

20. yüzy¬l¬n başlar¬nda Frans¬z matematikçi J. S. Hadamard taraf¬ndan verilmiştir. U ve

F metrik uzaylar, A : U �! F bir operatör olmak üzere

Au = f (1.1)

denklemini ele alal¬m. (1.1) denkleminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün bu-

lunmas¬ problemine (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problem

denir;

i. Her f 2 F için U uzay¬nda problemin çözümü vard¬r.

ii. Problemin çözümü U uzay¬nda tektir.

iii. Problemin koşullar¬ F uzay¬nda az de¼gişti¼ginde problemin çözümü de U uzay¬nda

az de¼gişir (kararl¬l¬k koşulu) (Lavrent�ev et al. 1986, s. 26). Bu şartlardan herhangi

birinin sa¼glanmamas¬ durumunda problem, (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda

kötü konulmuş problem olarak adland¬r¬l¬r. Bir (U1; F1) uzay çifti için iyi, başka bir

(U2; F2) uzay çifti için kötü konulmuş probleme (U2; F2) uzay çifti için zay¬f kötü konulmuş

problem denir. Tüm uzay çiftlerinde kötü konulmuş probleme kuvvetli kötü konulmuş

problem denir.

Tan¬m 1.2 (Tikhonov anlam¬nda iyi konulmuş problem) ·Ilk defa, bir Rus matematikçi

olan A. N. Tikhonov, Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problemlerin gereklili¼gini or-

taya koymuştur. (1.1) denkleminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün bulunmas¬

problemine şart¬ iyi (do¼gru) konulmuş problem veya Tikhonov anlam¬nda iyi konulmuş

problem denir:

i. U bir metrik uzay olmak üzere, problemin çözümü var ve belirli bir M � U cümlesine

aittir.

ii. Problemin çözümü M de tektir.
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iii. Problemin çözümü M de koşullara sürekli ba¼g¬ml¬d¬r, yani çözümü M cümlesinin

d¬̧s¬na ç¬karmayan koşullar F metrik uzay¬nda sonsuz küçük bir de¼gişikli¼ge u¼grad¬klar¬nda

problemin çözümü de U metrik uzay¬nda sonsuz küçük de¼gişir (Lavrent�ev et al. 1986, s.

27).

M cümlesine problemin do¼gruluk cümlesi denir ve M genellikle kompakt bir cümle olarak

seçilir.

Tan¬m 1.3 (A¼g¬rl¬kl¬L2 uzay¬) !, �1 � a < b � +1 olmak üzere (a; b) üzerinde pozitif

integrallenebilir bir fonksiyon olsun, öyle ki

bZ
a

!(t)dt =1

d¬r. (a; b) üzerinde tan¬mlanan f reel de¼gerli ölçülebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬n¬ oluşturan

L2! = L2!(a; b) a¼g¬rl¬kl¬uzay¬n¬ele alal¬m öyle ki

kfkL2w =

0@ bZ
a

f(x)2!(x)dx

1A
1
2

<1

şeklinde yaz¬l¬r (Kruglyak et al. 2006).

Tan¬m 1.4 (Riemann manifoldu) M manifoldunun her bir p noktas¬na Tp uzay¬üstünde

gp iç çarp¬m¬karş¬l¬k getiren bir g dönüşümüne M üstünde bir metrik tensörü ad¬verilir.

M manifoldu üstünde bir metrik tensör varsa bu metrik tensörüyle birlikte bu manifolda

bir Riemann manifoldu denir (Sabuncuo¼glu 2006, s. 405).

Tan¬m 1.5 (Kovaryant tensör alan¬) Rn uzay¬n¬n her bir p noktas¬na Tp(Rn) vektör uzay¬

üstünde reel de¼gerli k lineer bir fonksiyon karş¬l¬k getiren bir K dönüşümüne, Rn uzay¬

üstünde k ¬nc¬basamaktan bir kovaryant tensör alan¬denir (Sabuncuo¼glu 2006, s. 411).

Tan¬m 1.6 (Te¼get uzay) q 2 Rn olsun. v 2 Rn olmak üzere q noktas¬ndan q+v noktas¬na

giden yönlü do¼gru parças¬na, q noktas¬nda, v te¼get vektörü denir ve vq biçiminde gösterilir.

q noktas¬ndaki bütün te¼get vektörlerin kümesi Tq(Rn) ile gösterilir. Tq(Rn) kümesinde

toplama işlemi, vq + wq = (v + w)q eşitli¼giyle tan¬mlan¬r. Skalerle çarpma işlemi, � 2 R

için �vq = (�v)q eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r. Tq(Rn) kümesi yukar¬da tan¬mlanan işlemlere

göre R cismi üstünde bir vektör uzay¬d¬r. Böylece elde edilen Tq(Rn) vektör uzay¬na, Rn

uzay¬n¬n q noktas¬ndaki te¼get uzay¬denir (Sabuncuo¼glu 2006, s. 5).
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1.1 ·IK·I BA¼GIMSIZ DE¼G·IŞKEN ·IÇEREN DENKLEMLER·IN KANON·IK

FORMLARI VE SINIFLANDIRILMASI

Bu bölümde

auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = g (1.2)

lineer denklemi ve iki de¼gi̧skenli

auxx + 2buxy + cuyy + F (x; y; u; ux; uy) = 0 (1.3)

hemen hemen lineer denklemi ele al¬nacakt¬r. Burada a; :::; g; C2(
) s¬n¬f¬n¬n elemanlar¬,


 � R2 ve 
 da (a; b; c) 6= (0; 0; 0) d¬r. (1.2) ve (1.3) denklemlerinde

auxx + 2buxy + cuyy

ifadesine bu denklemlerin baş (esas) k¬sm¬denir. Çözümlerin özelliklerini temel olarak

baş k¬s¬m belirledi¼ginden (1.2) yerine daha genel olan (1.3) denkleminin s¬n¬�and¬rmas¬n¬

yapaca¼g¬z.

�(x; y) = b2(x; y)� a(x; y)c(x; y)

şeklinde tan¬mlanan � fonksiyonuna (1.3) denkleminin diskriminant¬denir. Diskriminan-

t¬n i̧sareti terslenebilir de¼gi̧sken dönüşümleri alt¬nda de¼gi̧smezdir.

Teorem 1.1

� :

8<: � = �(x; y)

� = �(x; y)

düzgün bir de¼gişken dönüşümü olsun, öyle ki Jakobiyen

J�(P ) =
@(�; �)

@(x; y)
6= 0:

Bu dönüşüm alt¬nda (1.3) denklemi

Au�� + 2Bu�� + Cu�� +  (�; �; u; u�; u�) = 0 (1.4)

formuna dönüşür. Burada

A = a�2x + 2b�x�y + c�2y

B = a�x�x + b(�x�y + �x�y) + c�y�y

C = a�2x + 2b�x�y + c�2y

d¬r. Bu durumda Q = �(P ) deki diskriminant¬n işareti P deki ile ayn¬d¬r.
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Tan¬m 1.7 P (x; y) 2 
 noktas¬nda (1.3) denklemi

i. Hiperboliktir, e¼ger �(x; y) > 0;

ii. Paraboliktir, e¼ger �(x; y) = 0;

iii. Eliptiktir, e¼ger �(x; y) < 0:

E¼ger denklem G nin her noktas¬nda hiperbolikse (parabolik, eliptik) G � 
 n¬n bir alt

kümesinde de hiperboliktir (parabolik, eliptik).

(1.3) denkleminin esas k¬sm¬n¬yeni � ve � koordinatlar¬tan¬mlayarak daha basit bir hale

getirebiliriz. Bu şekilde bir yaz¬l¬̧sa denklemin kanonik formu ad¬verilir.

Teorem 1.2 Kabul edelim ki (1.3) denklemi bir P0(x0; y0) noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda

hiperbolik, parabolik ya da eliptik olsun. Bu durumda P0(x0; y0) noktas¬n¬n bir komşu-

lu¼gunda tan¬ml¬

� :

8<: � = �(x; y)

� = �(x; y)

terslenebilir bir de¼gişken dönüşümü vard¬r öyle ki (1.3) denklemi aşa¼g¬daki üç formdan

birine indirgenebilir:

i. E¼ger P0(x0; y0) hiperbolik bir nokta ise

u�� +  (�; �; u; u�; u�) = 0; (1.5)

(hiperbolik denklemler için birinci kanonik form)

ii. E¼ger P0(x0; y0) parabolik bir nokta ise

u�� +  (�; �; u; u�; u�) = 0; (1.6)

iii. E¼ger P0(x0; y0) eliptik bir nokta ise

u�� + u�� +  (�; �; u; u�; u�) = 0 (1.7)

şeklindedir.

Hiperbolik denklemler için

� = � + �; � = � � �

dönüşümü tan¬mlan¬rsa (1.5) denklemi

u�� � u�� + �(�; �; u; u�; u�) = 0
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şekline indirgenir. Bu da hiperbolik denklemlerin ikinci kanonik formu olarak adland¬r¬l¬r.

·Ispat. i. P0(x0; y0) hiperbolik bir nokta olsun.

A = a�2x + 2b�x�y + c�2y = 0;

C = a�2x + 2b�x�y + c�2y = 0

eşitlikleri sa¼glanacak şekilde � ve � seçelim. O halde � ve �

a'2x + 2b'x'y + c'2y = 0 (1.8)

birinci mertebeden lineer olmayan denklemin çözümleridir. Dolay¬s¬yla

@'

@t
= pFp + qFq = 2(ap

2 + 2bpq + cq2) = 0

olur. (1.8) denkleminin karakteristikleri boyunca

'(x; y) = sabit (1.9)

bulunur. E¼ger 'y(x0; y0) 6= 0 oldu¼gunu kabul edersek, x0 noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda

bir y = y(x) kapal¬fonksiyonu tan¬mlanabilir ve

y0 =
dy

dx
= �'x(x; y)

'y(x; y)

d¬r. (1.8) denkleminden y(x) fonksiyonu

ay02 � 2by0 + c = 0 (1.10)

adi diferensiyel denklemini sa¼glar. E¼ger 'x(x0; y0) 6= 0 oldu¼gunu kabul edersek, y0 nok-

tas¬n¬n bir komşulu¼gunda bir x = x(y) kapal¬fonksiyonu belirlenebilir ve

x0 =
dx

dy
= �

'y(x; y)

'x(x; y)

olur. Bu durumda x(y) fonksiyonu

cx02 � 2bx0 + a = 0 (1.11)

adi diferensiyel denklemini sa¼glar. Hem (1.10) hem de (1.11) denklemi

a(dy)2 � 2bdxdy + c(dx)2 = 0 (1.12)

diferensiyel formunda ifade edilebilir. Genelli¼gi bozmadan a(x0; y0) 6= 0 ya da c(x0; y0) 6= 0

oldu¼gunu kabul edebiliriz. Çünkü a(x0; y0) = c(x0; y0) = 0 ise; b(x0; y0) 6= 0 olur ve (1.3)
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b(x0; y0) ile bölünerek (1.5) formu elde edilir. (x0; y0) noktas¬n¬n bir N komşulu¼gunda

a(x0; y0) 6= 0 ve a(x; y) 6= 0 oldu¼gunu kabul edelim. (1.10) denklemi

y01 =
b+

p
�

a
; y02 =

b�
p
�

a
; � = b2 � ac

iki adi diferensiyel denkleme dönüşür. S¬ras¬yla �(x; y) = C1 ve �(x; y) = C2 bu denklem-

lerin N1 � N bölgesinde tan¬mlanan genel çözümleri olsun. Bu durumda

�y 6= 0 ve �y 6= 0; (x; y) 2 N1.

� :

8<: � = �(x; y)

� = �(x; y)

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi (1.3) denklemini (1.5) formuna indirger. Bu dönüşüm terslenebilirdir

çünkü,

y01 = ��x
�y
=
b+

p
�

a
;

y02 = ��x
�y
=
b�

p
�

a
;

ifadelerinden

�x�y � �y�x = �
2
p
�

a
�y�y 6= 0

oldu¼gu görülür. Benzer şekilde c(x0; y0) 6= 0 durumunda da bu i̧slemler yap¬l¬r.

ii. P0(x0; y0) parabolik bir nokta olsun. Burada � ve � say¬lar¬n¬A = B = 0 olacak şekilde

seçelim. b2 � ac = 0 oldu¼gundan a ve c katsay¬lar¬ndan herhangi biri s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

Aksi takdirde b de s¬f¬r olabilir ki bu durum da (a; b; c) 6= (0; 0; 0) ifadesine ters düşer.

E¼ger a 6= 0 ise (1.12) denklemi

y0 =
b

a

formuna indirgenir. Farz edelim ki genel çözüm

�(x; y) = K

olsun. Bir � = �(x; y) basit fonksiyonunu alal¬m, öyle ki

J�(P ) =
@(�; �)

@(x; y)
6= 0:
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O halde A = B = 0 ve C 6= 0 d¬r.

� :

8<: � = �(x; y)

� = �(x; y)

de¼gi̧sken dönüşümü (1.3) denklemini (1.6) kanonik formuna indirger. a = 0 durumunda

c 6= 0 olur ve benzer bir yol takip edilir.

iii. P0(x0; y0) eliptik bir nokta olsun. Burada � ve � say¬lar¬n¬A = C ve B 6= 0 olacak

şekilde seçelim. b2 � ac < 0 oldu¼gundan a 6= 0 için (1.12) denklemi

y01 =
b+ i

p
��

a
; y02 =

b� i
p
��

a

kompleks formunu adi diferensiyel denkleme indirger.

�(x; y) = �(x; y) + i�(x; y) = K ilk denklemin genel çözümü olsun. (1.8) denkleminden

A = C ve B 6= 0 sonucuna ulaş¬l¬r. O halde de¼gi̧sken dönüşümleri

� :

8<: � = �(x; y)

� = �(x; y)

(1.7) formundan (1.3) denklemine indirgenir.

(1.12) denklemine (1.3) denkleminin karakteristik denklemi ve çözümlerine de karakteris-

tikler denir. Hiperbolik bölgede (1.3) denkleminin enine kesi̧sen iki reel karakteristik ailesi

vard¬r. Parabolik bölgede (1.3) denkleminin bir tane reel karakteristik ailesi mevcuttur.

Di¼ger taraftan eliptik bölgede ise reel karakteristikler yoktur.

1.2 Rn UZAYINDA HEMEN HEMEN L·INEER DENKLEMLER·IN SINIF-

LANDIRILMASI

D, Rn n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir bölge olsun. Rn de bir noktay¬x = (x1; :::; xn) ile ve

skaler çarp¬m¬da < �; � > sembolü ile gösterelim. Rn de ikinci mertebeden hemen hemen

lineer bir denklem

nX
i; j=1

�ij(x)uxixj + F (x; u;ru) = 0 (1.13)

şeklindedir. Burada �ij(x) katsay¬lar¬x e göre sürekli, diferensiyellenebilir fonksiyonlar;

�ij(x) = �ji(x); u(x) bilinmeyen bir fonksiyon ve ru = (ux1 ; :::; uxn); u nun gradyant¬d¬r.
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Denklem (1.13) ün hemen hemen lineerli¼ginden anlat¬lmak istenen bu denklemin uxixj

ikinci meretebeden türevlerine göre lineer olmas¬d¬r. Ayrca

L :=

nX
i;j=1

�ij(x)
@2

@xi@xj

lineer operatörüne (1.13) denkleminin baş (esas) k¬sm¬denir.

Denklem (1.13) ün s¬n¬�and¬r¬lmas¬nda temel koşul ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin tekil olmayan

bir dönüşümü alt¬nda tipinin sabit kalmas¬d¬r. Daha önce yapt¬¼g¬m¬z gibi s¬n¬�and¬rmay¬

lokal yani bir x0 2 D sabit noktas¬için yapaca¼g¬z. Kabul edelim ki

y = �(x) =

26664
�1(x)
...

�n(x)

37775
ve

x =  (y) =

26664
 1(y)
...

 n(y)

37775
dönüşümleri x0 ve y0 = �(x0) noktalar¬n¬n s¬ras¬yla N ve N

0
komşuluklar¬nda tan¬ml¬

tekil olmayan dönüşümler olsun, öyle ki

y = �( (y)); y 2 N 0
ve x =  (�(x)); x 2 N

dir. u(x) 2 C2(D), D de (1.13) denkleminin bir çözümü ve

v(y) = u( (y)); y 2 N 0

olsun. Bu durumda

u(x) = v(�(x)); x 2 N

ve

uxi =
nX
k=1

vyk(�(x))
@�k
@xi

;

uxixj =

nX
k;l=1

vykyl(�(x))
@�k
@xi

@�l
@xj

+

nX
k=1

vyk(�(x))
@2�k
@xi@xj

8



d¬r. Yukar¬daki ifadeler (1.13) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa
nX

i;j=1

�ij(x)

nX
k;l=1

vykyl(�(x))
@�k
@xi

@�l
@xj

+ �(y; v;Ov) = 0;

ya da
nX

k;l=1

bkl(y)vykyl(y) + �(y; v;Ov) = 0 (1.14)

sonucuna ulaş¬l¬r. Burada

bki(y) =
nX

i;j=1

�ij(x)
@�k
@xi

@�i
@xj

(1.15)

d¬r.

x0 noktas¬nda (1.13) denkleminin s¬n¬�and¬r¬lmas¬

Q(x0; �) =
nX

i;j=1

�ij(x
0)�i�j; � 2 Rn (1.16)

karakteristik formunun s¬n¬�and¬r¬lmas¬na dayan¬r.

A aşa¼g¬daki gibi simetrik bir matris

A =

26664
�11(x

0) ::: �1n(x
0)

...
...

�n1(x
0) ::: �nn(x

0)

37775
olsun. Bu durumda

Q = (x0; �) =< A�; � >

yaz¬labilir ve �, nxn lik bir matris olmak üzere e¼ger

� = �� 2 Rn

ise

Q(xo; �) =< A��;�� >=< �TA��; � > (1.17)

d¬r. Burada �T , � matrisinin transpozunu ifade eder. Di¼ger taraftan

�ki =
@�k
@xi

(x0); k; i = 1; :::; n; (1.18)

� =

26664
�11 ::: �1n
...

...

�n1 ::: �nn

37775 ;
y = �Tx
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olsun.

Dikkat edilirse

yk =
nX
i=1

�kixi,
@yk
@xi

= �ki

dir. E¼ger (1.18) lineer de¼gi̧sken dönüşümü yap¬l¬rsa

bki =

nX
i;j=1

�i;j(x
0)�ki�kj

katsay¬lar¬elde edilir ve bu da (1.15) ile çak¬̧s¬r. Elemanlar¬bki olan B matrisini tan¬m-

layal¬m, yani:

B =

26664
b11 ::: b1n
...

...

bn1 ::: bnn

37775
d¬r. Bu matris simetriktir ve

B = �TA�

olur. (1.17) den (1.13) denkleminin karakteristik formu ve x0 ve y� = �Tx0 da dönüştürülmüş

denklem birbirine eşittir:

Q(x0; �) = Q(y�; �); � = ��:

Kuadratik formlar için temel teoreme göre tekil olmayan bir � matrisi vard¬r öyle ki

Q(x0; �),

Q(y�; �) = �21 + :::+ �2p � �2p+1 � :::� �2p+q (1.19)

kanonik formuna indirgenir. Burada p � 0; q � 0; p + q � n dir. (1.19) daki pozi-

tif terimlerin say¬s¬na pozitif indeks, negatif terimlerin say¬s¬na negatif indeks denir ve

s¬ras¬yla p ve q ile gösterilir. Ayr¬ca r = p + q say¬s¬na (1.16) karakteristik formunun

rank¬, v = n�r ye de s¬f¬rl¬¼g¬denir. Burada üzerinde durulmas¬gereken nokta, bu say¬lar

� ve x de¼gi̧skenlerinin tekil olmayan lineer dönüşümlerine göre sabittir. Öyleyse (1.13) ün

s¬n¬�and¬rmas¬(1.16) karakteristik formun kanonik formundan ba¼g¬ms¬z olarak yap¬l¬r.

� = ��
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(1.16) kanonik formu (1.19) karakteristik formuna indirgeyen tekil olmayan lineer bir

dönüşüm olsun. Sonra

y = �Tx

dönüşümü

pX
i=1

vyiyi �
qX
i=1

vyp+iyp+i + �(y; v;ru) = 0

formunu x0 noktas¬nda (1.19) denklemine dönüştürür. Burada

v(y) = u((�T )�1y)

dir.

(1.13) denklemi x0 noktas¬nda:

i. E¼ger v = n � p � q = 0 ve p = 0 ya da q = 0 ise eliptik, yani terimlerin hepsi pozitif

ya da negatif ise;

ii. E¼ger v = 0 ve p = n � 1 ve q = 1 ya da p = 1 ve q = n � 1 ise hiperbolik, yani biri

negatif di¼ger tüm terimler pozitif ya da tersine biri pozitif di¼ger tüm terimler negatif ise;

iii. E¼ger v = 0 ve 1 < p < n � 1 ise ultrahiperbolik, yani birden fazla pozitif ve negatif

terim varsa;

iv. E¼ger v > 0 ise paraboliktir denir.

Denklem (1.13), D nin her noktas¬nda eliptik (hiperbolik, ultrahiperbolik, parabolik) ise

D de eliptiktir (hiperbolik, ultrahiperbolik, parabolik) denir.

Bu tür denklemlerin s¬n¬�and¬rmas¬ayr¬ca A matrisinin katsay¬lar¬n¬n öz de¼gerlerine göre

de yani���������
�11(x

0)� � ::: �1n(x
0)

...
...

�n1(x
0) ::: �nn(x

0)� �

��������� = 0
denkleminin köklerine göre yap¬labilir. Lineer cebirden bilindi¼gi gibi A matrisi simetrik

oldu¼gundan özde¼gerlerinin hepsi reeldir. Üstelik A matrisinin pozitif, negatif ve s¬f¬r olan

özde¼gerlerinin say¬s¬ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin tekil olmayan dönüşümleri alt¬nda sabit kal¬r.

(1.13) denkleminin baş k¬sm¬na kaŗs¬l¬k gelen A matrisinin özde¼gerleri �1; �2; :::; �n olsun.

Bu durumda, (1.13) denklemi x0 noktas¬nda

i. E¼ger �1; :::; �n s¬f¬rdan farkl¬ve ayn¬i̧saretli ise eliptiktir,
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ii. E¼ger �1; :::; �n s¬f¬rdan farkl¬ve bir tanesi hariç hepsi ayn¬i̧saretli ise hiperboliktir,

iii. E¼ger �1; :::; �n s¬f¬rdan farkl¬ve bunlardan en az ikisi pozitif ya da negatif ise ultra-

hiperboliktir,

iv. E¼ger �1; :::; �n den herhangi biri s¬f¬r ise paraboliktir denir.

Örnek olarak, Laplace denklemi

�u := ux1x1 + :::+ uxnxn = 0

Rn de eliptik, dalga denklemi

utt � c2�u = 0

Rn+1 de hiperboliktir. Burada c sabit bir say¬d¬r. Is¬ yada difüzyon denklemi olarak

adland¬r¬lan

ut � a2�u = 0

denklemi Rn+1 de paraboliktir. Burada a bir sabittir. Di¼ger taraftan

ux1x1 + ux2x2 � ux3x3 � ux4x4 � ux5x5 = 0

denklemi R5 te ultrahiperboliktir.

Örnek 1.1 Aşa¼g¬da verilen denklemi kanonik forma indirgeyerek denklemin tipini ve il-

gili de¼gişken dönüşümünü belirleyelim:

2ux1x1 + 3ux2x2 �
1

2
ux3x3 + 6ux1x2 � 2ux2x3 = 0:

Denklemin karakteristik formu

2�21 + 3�
2
2 �

1

2
�23 + 6�1�2 � 2�2�3

= (
p
2�1 +

p
2�2 �

1p
2
�3)

2 + (�1 + �2)
2 � (�1 � �3)

2

= �21 + �22 � �23

olup de¼gişken dönüşümü26664
�1

�2

�3

37775 =
26664
�
p
2
p
2 �1p

2

1 1 0

1 0 �1

37775
26664
�1

�2

�3

37775
12



şeklindedir. Bu dönüşümün bir tersi vard¬r ve26664
�1

�2

�3

37775 =
26664
�
p
2 2 1

p
2 �1 �1

�
p
2 2 0

37775
26664
�1

�2

�3

37775
dir. Bu durumda26664
y1

y2

y3

37775 =
26664
�
p
2
p
2 �

p
2

2 �1 2

1 �1 0

37775
26664
x1

x2

x3

37775
lineer dönüşümü orijinal denklemi kanonik forma indirger

vy1y1 + vy2y2 � vy3y3 = 0.

O halde bu denklem bütün uzaylarda hiperboliktir. Dikkat edilirse26664
x1

x2

x3

37775 =
26664
p
2 1 1

p
2 1 0

�1
2

p
2 0 �1

37775
26664
y1

y2

y3

37775
ve

v(y1; y2; y3) = u(
p
2y1 + y2 + y3;

p
2y1 + y2;�

1p
2
y1 � y3)

şeklindedir.
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BÖLÜM 2

DALGA DENKLEM·I VE ASGEIRSSON TEOREM·I

2.1 B·IR BOYUTLU ZAMANDA DALGA DENKLEM·I

Bu bölüm Robinson (2011) esas al¬narak haz¬rlanm¬̧st¬r. Modern matemati¼gin kullan¬̧sl¬

ve üzerinde iyi çal¬̧s¬lm¬̧s bir denklemi olan dalga denklemi, bir u = u(x; y; z; t) fonksiyonu

için

@2u

@t2
=
@2u

@x2
+
@2u

@y2
+
@2u

@z2

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada x; y; z ba¼g¬ms¬z uzay de¼gi̧skenleri ve t de ba¼g¬ms¬z zaman

de¼gi̧skeni olarak al¬nmaktad¬r. Bu denklem genellikle ses, ¬̧s¬k ve su dalgas¬n¬n yay¬l¬m¬n¬

içeren problemlerde kaŗs¬m¬za ç¬kar.

(n+ 1)�boyutlu Öklid uzay¬na genelleştirildi¼ginde dalga denklemi

@2u

@t2
= utt = �xu (2.1)

formunda yaz¬l¬r. Burada n � 1 olup

�x =
@2

@x21
+

@2

@x22
+ :::+

@2

@x2n

şeklinde tan¬ml¬d¬r. (2.1) denkleminin �ziksel önemini gösteren ilginç bir nokta şudur ki

her n � 1 için ilgili başlang¬ç de¼ger problemleri �ziksel aç¬dan önem arzeden başlang¬ç

koşullar¬n¬n önemli bir s¬n¬f¬için iyi konulmuştur. Bu tür problemler için klasik bir durum

(2.1) denklemi ve aşa¼g¬daki (2.2) başlang¬ç koşulu ile verilen başlang¬ç de¼ger problemidir:

u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = g(x): (2.2)

Burada f; g : Rn ! R; n = 2k ya da n = 2k + 1 şeklinde tan¬mlans¬n.

(2.1)-(2.2) başlang¬ç de¼ger problemi genellikle dalga denklemi için bir Cauchy Problemi

olarak adland¬r¬l¬r ve bu problem f 2 Ck+2
0 ve g 2 Ck+2

0 olmak şart¬yla iyi konulmuştur.
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2.2 ÇOK BOYUTLU ZAMANDA DALGA DENKLEM·I

t = (t1; t2; :::; tm) ve x = (x1; x2; :::; xn) olmak üzere çok boyutlu zamanda dalga denklemi

�tu = �xu

şeklinde tan¬mlan¬r. Buna denk olarak, y = (t1; t2; :::; tm�1) ve t = tm olarak tan¬m-

land¬¼g¬nda yukar¬daki denklem

@2u

@t2
= (�x ��y)u (2.3)

olarak yaz¬labilir. Bu yaz¬l¬m şeklinin yapaca¼g¬m¬z i̧slemlerde sa¼glayaca¼g¬ avantajlar

vard¬r. (2.1)-(2.2) Cauchy Problemine benzer olarak (2.3) denklemi için ilgili başlang¬ç

koşullar¬aşa¼g¬daki şekilde verilebilir:

u(x; y; 0) = f(x; y), ut(x; y; 0) = g(x; y); (2.4)

burada f; g : Rn � Rn�1 ! R şeklinde tan¬ml¬fonksiyonlard¬r. (2.3)-(2.4) Cauchy Prob-

lemi f ve g üzerine ilave bir şart konulmad¬¼g¬sürece, her k � 1 için f 2 Ck
0 ve g 2 Ck

0

başlang¬ç verilerine göre kötü konulmuştur (Renardy and Rogers 1962). Bunu ispatlamak

için aşa¼g¬daki önemli teoreme ihtiyac¬m¬z vard¬r.

2.3 ASGEIRSSON TEOREM·I

Teorem 2.1

@2u

@t2
= (�x ��y)u, m = n;

diferensiyel denkleminin bir u 2 C2 çözümü için x�uzay¬nda x0 merkezli ve R yar¬çapl¬

bir küre üzerinde u(x; t0) fonksiyonunun ortalamas¬ile t�uzay¬nda t0 merkezli R yar¬çapl¬

bir küre üzerinde u(x0; t) fonksiyonunun ortalamas¬ayn¬d¬r (John Fritz 1955).

·Ispat. Her �; � > 0 için Rn de u nun elipsoidal ortalamas¬n¬

I(�; �) =
1

2n!2n

Z
F (�;�;x;t)=1

u(x; t)d!

olarak tan¬mlayal¬m. Burada F (�; �; x; t) = jxj2
�
+ jtj2

�
ve !k; Rk de birim kürenin hacmidir.

Dikkat edilirse d!; a�n dönüşümleri alt¬nda de¼gişmez oldu¼gundan x =
p
�� ve t =

p
��
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de¼gişken dönüşümleri uyguland¬¼g¬nda

I(�; �) =
1

2n!2n

Z
j�j2+j�j2=1

u(
p
��;

p
��)d!

elde edilir. Buradan da

@

@�
I(�; �) =

1

2n!2n
p
�

Z
j�j2+j�j2=1

nX
i=1

uxi(
p
��;

p
��)�id!

=
1

2n!2n

Z
j�j2+j�j2=1

rxu(
p
��;

p
��) � �d!

bulunur. Ayr¬ca (rxu(
p
��;

p
��); 0t) vektörü dikkate al¬n¬rsa diverjans teoreminden

@

@�
I(�; �) =

1

2n!2n

Z
j�j2+j�j2<1

�xu(
p
��;

p
��)d�d�

=
1

2n!2n
(��)�

n
2

Z
F (a;�;y)<1

�xu(x; t)dxdt (2.5)

olur. Benzer şekilde

@

@�
I(�; �) =

1

2n!2n
(��)�

n
2

Z
F (a;�;y)<1

�xu(x; t)dxdt (2.6)

sonucuna var¬l¬r. Böylece (2.5) ve (2.6) denklemlerinden (�x � �t)u = 0 oldu¼gunu da

dikkate alarak ( @
@�
� @

@�
)I(�; �) = 0 bulunur. O halde baz¬� : R ! R fonksiyonu için

I(�; �) = �(�+ �) d¬r. Özel olarak her �; � > 0 için

I(�; �) = I(�; �) (2.7)
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d¬r. Buna ek olarak

lim
�!0+

2n!2nI(�; �) =

Z
j�j2+j�j2=1

u(
p
��; 0)d!

=

264 d

dr

Z
j�j2+j�j2�r2

u(
p
��; 0)d�d�

375
r=1

=

264 d

dr

Z
j�j2�r2

u(
p
��; 0)

Z
d�d�

j�j2�r2�j�j2

375
r=1

=

264 d

dr
!n

Z
j�j2�r2

u(
p
��; 0)(r2 � j�j2)n2 d�

375
r=1

= n!n

Z
j�j2�1

u(
p
��; 0)(1� j�j2)n�22 d�

= n!n�
1�n

Z
jxj2��

u(x; 0)(�� jxj2)n�22 dx: (2.8)

(2.8) denklemi integrant tüm jxj � � için s¬n¬rl¬oldu¼gundan yukar¬daki limit vard¬r ve

I bölgesi � = 0 ¬ içerecek şekilde genişletilebilir. Benzer şekilde, lim
�!0+

I(�; �) limiti de

vard¬r ve I bölgesi yine genişletilebilir. Di¼ger taraftan (2.7) denkleminden her � > 0 için

I(�; 0) = I(0; �) (2.9)

bulunur.

Sonuç olarak, s¬ras¬yla x�uzay¬ve t�uzay¬ndaki küresel ortalamalar

I1(R) =
1

n!n

Z
jxj=R

u(x; 0)dSx ve I2(R) =
1

n!n

Z
jtj=R

u(0; t)dSt (2.10)

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu yüzden � = R2 için (2.8) ve (2.9) denklemleri dikkate al¬nd¬¼g¬nda
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sabitleştirilmiş herhangi R > 0 için

0 = I(�; 0)� I(0; �)

=
!nR

2�2n

2!2n

Z
jxj2�R2

u(x; 0)(R2 � jxj2)n�22 dx

�!nR
2�2n

2!2n

Z
jtj2�R2

u(0; t)(R2 � jtj2)n�22 dt

=
!nR

2�2n

2!2n

RZ
0

rn�1(R2 � r2)
n�2
2

Z
jxj=r

u(x; 0)dSxdr

�!nR
2�2n

2!2n

RZ
0

rn�1(R2 � r2)
n�2
2

Z
jtj=r

u(0; t)dStdr

=
n!2nR

2�2n

2!2n

RZ
0

rn�1(R2 � r2)
n�2
2 (I1(r)� I2(r))dr

olarak bulunur. Dolay¬s¬yla, tüm 0 < r < R için rn�1(R2 � r2)
n�2
2 > 0 oldu¼gundan tüm

r > 0 için I1(r) = I2(r) olmal¬d¬r. Çünkü R > 0 key� olarak al¬nmaktad¬r.

Yukar¬da teoremin sadece x0 = t0 = 0 için sa¼gland¬¼g¬gösterilmiştir. Fakat bu sonuç dife-

rensiyel denklem lineer oldu¼gundan x0 ve t0 noktalar¬n¬n herhangi bir öteleme dönüşümü

alt¬nda da sa¼glan¬r.

Dikkat edelirse Asgeirsson Teoremi�nde n = m varsay¬m¬ do¼gal bir kabul de¼gildir ve

elde edilen sonuç n 6= m olmak üzere �xu = �tu formundaki denklemler için de geçer-

lidir. Böyle bir durumda çözüm ihmal edilen de¼gi̧skenlerden ba¼g¬ms¬z olarak araşt¬r¬l¬r

ve ortalama de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen integral maksfn;mg boyutlu uzayda x0 ve t0 noktas¬

civar¬nda al¬n¬r.

2.4 ÇÖZÜMLER VE ·IY·I KONULMUŞLUK

2.4.1 Tek Boyutlu Zaman Durumu

Hiperbolik denklemler s¬n¬f¬n¬n temsilci denklemi dalga denklemidir.

utt � c2uxx = 0 (2.11)

denklemine bir boyutlu homojen dalga denklemi,

utt � c2uxx = F (x; t) (2.12)
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denklemine ise bir boyutlu homojen olmayan dalga denklemi denir. (2.11) ve (2.12)

denklemlerinde x de¼gi̧skeni yer ve t de¼gi̧skeni zaman¬göstermektedir. c, pozitif bir sabittir

ve F , dalgaya etki eden bilinen bir d¬̧s kuvveti temsil etmektedir.

Homojen dalga denklemi, genel çözümü kolayca elde edilebilen denklemlerden biridir.

Denklemin karakteristikleri

x� ct = sabit

do¼grular¬d¬r. E¼ger

� = x+ ct; � = x� ct

de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬l¬rsa, (2.11) denklemi

u�� = 0

formuna dönüşür. Buradan, C2 s¬n¬f¬ndan � ve  fonksiyonlar¬için

u = �(�) +  (�)

veya tekrar x; y de¼gi̧skenlerine dönüştürülürse,

u = �(x+ ct) +  (x� ct) (2.13)

elde edilir. Homojen dalga denklemi için önemli bir problem başlang¬ç de¼ger problemidir:

utt � c2uxx = 0; �1 < x <1; (2.14)

u(x; 0) = f(x); �1 < x <1; (2.15)

ut(x; 0) = g(x); �1 < x <1: (2.16)

Bu problem, �ziksel olarak, uzunlu¼gu sonsuz farzedilen titreşen bir telin (sicimin) serbest

sal¬n¬mlar¬n¬ifade eder.

Şimdi, problemin bir çözümünün mevcut oldu¼gunu varsayal¬m. Bu çözüm, � ve  fonksi-

yonlar¬C2 s¬n¬f¬ndan olmak üzere, (2.13) biçimindedir. Buradan (2.15) ve (2.16) başlang¬ç

koşullar¬n¬sa¼glamas¬için

u(x; 0) = �(x) +  (x) = f(x) (2.17)

ut(x; 0) = c [�0(x)�  0(x)] = g(x) (2.18)
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olmal¬d¬r. (2.18) den

�(x)�  (x) =
1

c

xZ
x0

g(�)d� +K (2.19)

yaz¬labilir. Burada x0 ve K key� sabitlerdir. (2.17) ve (2.19) denklemlerinden � ve  

çözülerek

�(x) =
1

2
f(x) +

1

2c

xZ
x0

g(�)d� +
K

2
;

 (x) =
1

2
f(x)� 1

2c

xZ
x0

g(�)d� � K

2
;

ve dolay¬s¬yla (2.13) ten

u(x; t) = �(x+ ct) +  (x� ct)

=
1

2
[f(x+ ct) + f(x� ct)] +

1

2c

24x+ctZ
x0

g(�)d� �
x�ctZ
x0

g(�)d�

35
=

1

2
[f(x+ ct) + f(x� ct)] +

1

2c

x+ctZ
x�ct

g(�)d� (2.20)

elde edilir. (2.20) çözümüne d�Alembert formülü denir.

(2.14)-(2.16) başlang¬ç de¼ger problemlerinin çözümü başlang¬ç verilerine sürekli ba¼g¬m-

l¬d¬r. Yani e¼ger u�(x; t);

u�(x; 0) = f �(x); u�t (x; 0) = g�(x)

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan di¼ger bir çözüm; e¼ger herhangi bir " > 0 için

jf(x)� f �(x)j < �("); jg(x)� g�(x)j < �(")

ise, bu taktirde

ju(x; t)� u�(x; t)j < "

dir.

utt � c2uxx = F (x; t); �1 < x <1; 0 � t <1; (2.21)

u(x; 0) = f(x); �1 < x <1; (2.22)
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ut(x; 0) = g(x); �1 < x <1; (2.23)

problemine homojen olmayan dalga denklemi için başlang¬ç de¼ger problemi denir. Burada

F (x; t); sonsuz uzunluktaki bir sicime etki eden d¬̧s kuvveti, örne¼gin yerçekimi kuvvetini

temsil eden verilmi̧s bir fonksiyondur.

Homojen ve homojen olmayan dalga denklemleri için yukar¬da al¬nan başlang¬ç de¼ger

problemlerinde veriler, x�ekseni üzerinde verilmi̧stir. Veriler xt�düzleminde bir e¼gri

üzerinde de verilebilir. Bu durumda probleme, daha önce de ifade edildi¼gi gibi, başlang¬ç

de¼ger problemi yerine ekseriya Cauchy problemi denir.

Cauchy probleminin çözümünün mevcut olmas¬için başlang¬ç e¼grisinin e¼gimleri mutlak

de¼gerce 1 den küçük olan e¼griler olmas¬gerekir. Böyle e¼grilere uzay-tipi (space-like) e¼griler

denir. E¼gimleri mutlak de¼gerce 1 den büyük olan e¼grilere de zaman-tipi (time-like) e¼griler

denir. Örne¼gin, x�ekseni dalga denklemi için uzay-tipi, t�ekseni ise zaman-tipi e¼gridir

(Ça¼gl¬yan ve Çelebi 2013, s. 143-154).

Dalga denklemi için önceki k¬s¬mlarda ele al¬nan başlang¬ç veya Cauchy problemlerinden

başka, s¬n¬rl¬ bölgelere k¬s¬tland¬r¬lan �ziksel olaylarla ilgili di¼ger baz¬ problemlerle de

kaŗs¬laş¬l¬r. Bu tip problemlerde başlang¬ç verileri, t = 0 do¼grusunun sonlu bir alt a-

ral¬¼g¬nda, mesela a � x � b aral¬¼g¬nda tan¬mlan¬r. Ayr¬ca bu başlang¬ç verilerine ilave

olarak aral¬¼g¬n uç noktalar¬nda yani x = a, x = b do¼grular¬üzerinde u (veya ut) nun

de¼gerleri de önceden tan¬mlan¬r. Böylece homojen veya homojen olmayan dalga den-

kleminin, aşa¼g¬daki şekilde gösterilen 
 bölgesinde, yukar¬da verilen koşullar¬ sa¼glayan

çözümleri aran¬r. Bu tür problemlere başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemi denir.

Kabul edelim ki n = 2k ya da n = 2k + 1 olsun. u 2 C2 oldu¼gundan her f 2 Ck+2

ve g 2 Ck+1; n � 1 için (2.1)-(2.2) probleminin aşa¼g¬da verilen kapal¬ çözümlerinin

varl¬¼g¬gösterilebilir. n = 1 oldu¼gunda çözümün D�Alembert formülünden elde edildi¼gi

bilinmektedir

u(x; t) =
f(x+ t) + f(x� t)

2
+
1

2

x+tZ
x�t

g(s)ds:

Bundan başka, cn = 1:3:::(2k � 1) olarak tan¬mland¬¼g¬nda, n nin di¼ger tüm tek de¼gerleri
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için

u(x; t) =
1

cn!n

@

@t

0B@(1
t

@

@t
)
n�3
2 tn�2

Z
j�j=1

f(x+ t�)dS�

1CA
+

1

cn!n

0B@(1
t

@

@t
)
n�3
2 tn�2

Z
j�j=1

g(x+ t�)dS�

1CA
dir. Di¼ger taraftan bütün çift n de¼gerleri için

u(x; t) =
1

cn!n

@

@t

0B@(1
t

@

@t
)
n�3
2 tn�2

Z
j�j�1

f(x+ t�)q
1 + j�j2

d�

1CA
+

1

cn!n

0B@(1
t

@

@t
)
n�3
2 tn�2

Z
j�j�1

g(x+ t�)q
1 + j�j2

d�

1CA
sonucuna ulaş¬l¬r.

Yukar¬daki formüllerden t > 0 için (x; t) noktas¬ndaki çözümün tan¬m kümesinin fx+ t� :

j�j � 1g oldu¼gu görülür. Buradan (2.2) denkleminde f ve g kompakt supporta sahip

oldu¼gundan t de¼gi̧skeni sabit al¬nd¬¼g¬nda çözümün de kompakt supporta sahip olmas¬

gerekti¼gi görülür. Özel olarak her f 2 Ck+2
0 ve g 2 Ck+1

0 için bir R > 0 say¬s¬vard¬r, öyle

ki

u(x; t) = 0, her x 2 RnnBR+t(0): (2.24)

Yukar¬daki düşünceler ¬̧s¬¼g¬nda f 2 Ck+2
0 ve g 2 Ck+1

0 fonksiyonlar¬için (2.1)-(2.2) prob-

leminin çözümlerinin tek oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z. Esas itibariyle, bu her f 2 Ck+2
0 ve

g 2 Ck+1
0 için (2.1)-(2.2) başlang¬ç de¼ger probleminin iyi konulmuş oldu¼gunu göstermek

için yeterlidir. Çünkü problemin çözümünün sürekli ba¼g¬ml¬l¬¼g¬direkt olarak çözümün

yukar¬da verilen kapal¬formundan görülür.

Tekli¼gin ·Ispat¬: u1 ve u2; (2.1)-(2.2) probleminin çözümü olsun. Bu durumda v = u1�u2
için dalga denklemi lineer oldu¼gundan8>>><>>>:

vtt = �xv, (x; t) 2 Rn � R+;

v(x; 0) = f(x)� f(x) = 0, x 2 Rn;

vt(x; 0) = g(x)� g(x) = 0, x 2 Rn;

(2.25)

bulunur, yani f = g = 0 için v, (2.1)-(2.2) problemlerini sa¼glar.
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Şimdi �ziksel de¼gerlendirmelerde kullan¬lan

E(t) =

Z
Rn

(v2t + j5xvj2)dx

global enerji fonksiyonunu ele alal¬m. O halde

E 0(t) =

Z
Rn

(vtvtt +
nX
i=1

vxivxit)dx

=

Z
B
R+t(0)

(vtvtt +5xv:5x vt)dx

=

Z
B
R+t(0)

(vtvtt � vt5x v)dx+

Z
@B

R+t(0)

vt5x v:�vdS

=

Z
B
R+t(0)

vt:0dx+ 0

= 0:

Burada ikinci ve dördüncü eşitlik (2.24) ve (2.25) denklemlerinden ve üçüncü eşitlik ise

Green�nin birinci özdeşli¼ginden gelir. Böylece her t > 0 için, E(t) = E(0) d¬r ve

5xv = 0 ve vt = 0; her (x; t) 2 Rn � R+

bulunur. O halde v nin sabit oldu¼gu görülür ve denklem (2.25) ten v = 0 elde edilir ve

bu yüzden teklik koşulu sa¼glan¬r.

2.4.2 Çok Boyutlu Zaman Durumu

(2.3) ve (2.4) probleminin kötü konulmuş oldu¼gunu göstermek için Courant and Hilbert

(1962) �in standart yöntemi kullan¬lacakt¬r.

2.4.3 Ortalama De¼gerlerinden Fonksiyonlar¬n Belirlenmesi Problemi

(y; t)�uzay¬nda (y; 0) merkezli bir u = u(y; t) fonksiyonunun bir r yar¬çapl¬kürede orta-

lamas¬n¬ele alal¬m:

Mu(y; r) =
1

n!n

Z
j�j2+�2=r2

u(y + �; �) = dS = Q[u]:

t = 0 koordinat¬na göre simetri dikkate al¬narak Q[u]; t de¼gi̧skenine göre u nun çift

k¬sm¬na ba¼gl¬olur, yani temel olarak 1
2
(u(y; t) + u(y;�t)): Özel bir Mu(y; r) bilineninden
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u(y; t) + u(y;�t) yi belirlemek için

Nu(y; r) =

�Z
0

Mu(y; �)d� =
1

n!n

Z
j�j2+�2�r2

u(y + �; �)d�d� (2.26)

tan¬mlayal¬m. Bununla birlikte, herhangi bir yi de¼gi̧skenine göre Nu nun türevi al¬n¬rsa

@

@yk
Nu(y; r) =

1

n!n

Z
j�j2+�2�r2

uyi(y + �; �)d�d�

=
1

n!n

Z
j�j2+�2=r2

u(y + �; �)v̂idS

=
1

n!n

Z
j�j2+�2=r2

u(y + �; �)�idS

olur. Burada ikinci ve üçüncü eşitlikler v̂i =
�i
�
dikkate al¬narak diverjans teoreminden

elde edilir. Böylece

Q[u(y; t)yi] =
1

n!n

Z
j�j2+�2=r2

u(y + �; �)(yi + �i)dS

= yiMu(y; r) + �
@

@yi
Nu(y; r)

= yiMu(y; r) + �
@

@yi

�Z
0

Nu(y; �)d�

= DiMu

oldu¼gu görülür. Burada

Di = (yi + �
@

@yi

�Z
0

:d�)

Mu(y; r) fonksiyonlar¬üzerinde lineer bir operatördür. Lineerlikten, verilen bir P : Rn !

R polinomu için

Q[Pu] = P (D1; :::; Dn)Mn

dir ve bu yüzden MPu(y;r) = Q[Pu] ve Mu elde edilir. Bundan farkl¬olarak

Q[Pu] =
1

n!n

Z
j�j2+�2=r2

P (y + �)u(y + �; �)dS�;�

=
1

n!n

Z
jy��j2+�2=r2

P (�)u(�; �)dS�;�

=
1

2n!n

Z
jy��j2+�2=r2

P (�)(u(�; �) + u(�;��))dS�;�
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olur. Yukar¬daki ifadede � = y + � olarak al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca Q[u] ve dolay¬s¬yla Q[Pu]

nun t�de¼gi̧skenine göre u nun çift k¬sm¬na ba¼gl¬olarak ele al¬n¬r.

Şimdi jy � �j2 + � 2 = r2 için � � 0 durumunu ele alal¬m. O halde � = �(�) =q
r2 � j� � yj2 yazarak

dS�;� =

q
1 + jOn�j2d�

=

q
� 2 + j� � yj2

�
d�

=
r

�
d�

bulunur. Böylece,

Q[Pu] =
r

2n!n

Z
jy��j2�r2

P (�)(u(�; �) + u(�;��))d�
�

(2.27)

olur. Sonuç olarak Stone-Weierstrass Teoremi�ne göre polinomlar supremum normu al-

t¬nda C( �Br; (0);R) de yo¼gun oldu¼gundan 1
�
(u(�; �) + u(�;��)) fonksiyonlar¬Q[Pu] =

P (D1; :::; Dn)Mu yard¬m¬yla tek türlü belirlenebilir. Buradan jy0 � yj2 + t2 = r2 için

u(y; t) nin çift k¬sm¬tek türlü elde edilir.

Lemma 2.2 Yeteri kadar küçük her " > 0, y0 2 Rn ve r0 > 0 için u fonksiyonunun,

jy0 � yj2+t2 � r20, küresine göre çift k¬sm¬
1
2
(u(y; t)+u(y;�t)); 0 � r � r0 ve jy � y0j � "

sonlu silindirine göre Mu(y0; r0) yard¬m¬ile tek türlü belirlenir.

·Ispat. Dikkat edilirse y0 ve r0 için DiMu = yiMu(y; r) + r @
@yi

rR
0

Mu(y; �)d� ifadesini

hesaplarken 0 � r � r0 olmak üzere, y uzay¬nda y0 ¬n baz¬komşulu¼gunda sadeceMu(y; r)

yi bilmeye ihtiyaç vard¬r. Genelli¼gi bozmadan farzedelim ki gerekli olan komşuluk y0

merkezli " > 0 yar¬çapl¬bir yuvar olsun. Q[Pu] ifadesini hesaplamak için jy � y0j � " ve

0 � r < r0 için sadeceMu(y; r) yi bilmek gereklidir. Buna ek olarak, (2.27) denkleminden

ve sadece 0 � r < r0 aral¬¼g¬n¬göz önünde bulundurarak yukar¬daki silindirde Mu nun

jy0 � yj2+ t2 � r20 küresinin tamam¬nda u nun çift k¬sm¬n¬tek olarak belirledi¼gi sonucuna

var¬l¬r.

Ayr¬ca şunu vurgulamak gerekir ki (2.1)-(2.2) probleminin her çözümü t de¼gi̧skenine göre

çift olacakt¬r. Çünkü t! �t dönüşümü (2.1) denklemini korur.

Şimdi (2.3)-(2.4) problemini tekrar an¬msayal¬m:

utt = (�x ��y)u; (x; y; t) 2 Rn � Rm;
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u(x; y; 0) = f(x; y), (x; y) 2 Rn � Rm�1;

ut(x; y; 0) = g(x; y), (x; y) 2 Rn � Rm�1:

G, Rn nin bir alt bölgesi ve " > 0 olsun. Sadece y 2 B"(y0) ve x 2 G yi göz önüne alal¬m.

(2.2)-(2.3) ün bir u çözümünü ele alal¬m. Ayr¬ca sabitlenmi̧s x için, f fonksiyonu (y; t)

uzay¬nda tüm küreler üzerindeMu yu belirler. Öyle ki (y; t) 2 B"(y0)�f0g ve r0 yar¬çap¬

hala Br0(x) � G olacak şekilde yeterince küçüktür.

Asgeirsson Teoremi�nin ispat¬n¬tekrar hat¬rlarsak aşa¼g¬daki iki duruma ulaş¬r¬z:

Durum 1. (m � n) : Do¼grudan Asgeirsson Teoremi kullan¬larak

1

m!m

Z
j�0j2=r20

u(x+ �; y; 0)dS�0 =
1

m!m

Z
j�j2+�2=r20

u(x; y + �; �)dS�;�

bulunur. Burada � = (�1; :::; �n) ve �
0 = (�1; :::; �n; :::; �m) d¬r.

Durum 2. (n � m) : Tekrar Asgeirsson Teoremi�nden

1

n!n

Z
j�j2=r20

u(x+ �; y; 0)dS�

=
1

n!n

Z
j�0j2+�2=r20

u(x; y + �; �)dS�0;�

=
1

n!n

264 d

dr

Z
j�0j2+�2�r2

u(x; y + �; �)d�0d�

375
r=r0

=
1

n!n

264 d

dr

Z
j�j2+�2�r2

u(x; y + �; �)

Z
j�0��j2�r2�j�j2��2

d�0d�

375
r=r0

=
1

n!n

264 d

dr
!n�m

Z
j�j2+�2�r2

u(x; y + �; �)(r2 � j�j2 � � 2)
n�m
2 d�d�

375
r=r0

=
(n�m)!n�mr0

n!n

Z
j�j2+�2�r20

u(x; y + �; �)(r20 � j�j
2 � � 2)

n�m�2
2 d�d�

bulunur. Burada � = (�1; :::; �m�1) ve �
0 = (�1; :::; �m�1; :::; �n�1) dir. Bu yüzden Asgeirs-

son Teoremi�nin ispat¬na benzer şekilde 0 � r < r0 için yukar¬daki denklem

1

n!n

Z
j�j2=r2

u(x; y + �; )dS� =
m(n�m)!n�m!mr

n!n

�Z
0

�n�m�1(r2 � �2)
n�m�2

2 I(�)d� (2.28)
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olarak yaz¬labilir. Burada

I(r) =
1

n!n

Z
j�j2+�2=r2

u(x; y + �; �)dS�;�

bir r yar¬çap¬ için u nun küresel ortalamas¬d¬r. Sabitlenmi̧s bir x 2 G için Mu; (y; t)-

uzay¬nda (x; y; 0) noktas¬nda al¬nm¬̧st¬r. Çünkü (2.28) denkleminin sol taraf¬f taraf¬ndan

tek türlü belirlendi¼ginden (2.28) denkleminin r ye göre türevini al¬rsak I(r) için birinci

mertebeden bir diferensiyel denklem elde ederiz. Adi diferensiyel denklemler için varl¬k ve

teklik teoreminden bu elde etti¼gimiz diferensiyel denklemin tek çözüme sahip oldu¼gunu

söyleyebiliriz. n ve m key� say¬lar verildi¼ginde r0 � 0 ¬n Br0 � G olacak şekilde yeterince

küçük olarak s¬n¬rland¬r¬lmas¬gerekir. BöyleceZ
j�j2=r20

u(x+ �; y; 0)dS�

iyi tan¬ml¬olur. Bunu göz önünde bulundurarak bir önceki iddiadan 1
2
(u(x; y; t)+u(x; y;�t))

çift fonksiyonunun ve u nun kendisi jy0 � yj2 + t2 � r20 küresinde (y; t) uzay¬nda Mu or-

talama de¼geriyle tek türlü belirlenir. Öyle ki (y; t) 2 B"(y0)� f0g olacakt¬r. Ayr¬ca Mu

nun kendisi verilen f fonksiyonunun integraline eşit olaca¼g¬ndan Mu; f taraf¬ndan tek

türlü belirlenir. Benzer bir yolla 1
2
(ut(x; y; t) + ut(x; y;�t)) fonksiyonu g(x; y) taraf¬n-

dan tek türlü belirlenir ve buradan u; f ve g taraf¬ndan tek türlü belirlendi¼gi sonucuna

var¬l¬r. Özel olarak u(x; y; 0); t = 0 başlang¬ç de¼geri için y� uzay¬nda jy0 � yj2 � r20

kürenin içerisinde belirlenir. Böylece ispatlanm¬̧s olur ki e¼ger (2.3)-(2.4) probleminin u

çözümünün başlang¬ç de¼gerleri x 2 G olmak üzere jy0 � yj2 � "2 küçük yuvar¬nda bir t

için biliniyorsa bu durumda başlang¬ç de¼gerleri daha büyük olan jy0 � yj2 � r20 küresinin

her yerinde de tek türlü belirlenir. Burada r0 yukar¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r (Courant

and Hilbert 1962). Böylece çok boyutlu dalga denklemi üzerine key� başlang¬ç koşullar¬

konulamaz. Çünkü bu genel olarak iyi konulmuşluk şart¬n¬ortadan kald¬r¬r. E¼ger f ve g

başlang¬ç koşullar¬uygun şekilde tan¬mlanmazsa çözümün varl¬¼g¬söz konusu olmaz.

(2.1)-(2.2) ve (2.3)-(2.4) başlang¬ç de¼ger problemleri aras¬ndaki temel fark yukar¬da ifade

edilmi̧s oldu. Tekrar özetlersek birinci problem iyi konulmuştur yani basit bir ifadeyle

�ziksel olarak anlaml¬d¬r, di¼ger taraftan ikinci problem ise kötü konulmuş bir problem

olup �ziksel aç¬dan muhtemelen pek bir anlama sahip de¼gildir. Muhtemel bir �ziksel yo-

rum şöyle yap¬labilir: (2.3)-(2.4) problemini ele ald¬¼g¬m¬zda buradaki başlang¬ç koşullar¬

kar¬̧s¬k bir hiperyüzey üzerinde verilir ki bu hiperyüzey sadece konum uzay¬na de¼gil ayn¬
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zamanda zamana göre de geni̧sleyen bir hiperyüzey olarak düşünülür. Böylece muhtemel

çözümle ilgili karakteristikler baz¬ yönlerde zaman benzeri (time-like) olur ve verilmi̧s

zaman benzeri başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glamas¬gerekir. Bu da gelecekle ilgili verilen şart-

larda s¬n¬rlama oluşturaca¼g¬ndan �ziksel olmayan bir durum olacakt¬r. Yak¬n zamanlarda

çoklu zaman boyutu içeren dalga denkleminin iyi konulmuşlu¼gu ile ilgili Craig and We-

instein (2009) taraf¬ndan önemli sonuçlar elde edilmi̧stir. Bu çal¬̧smada özel bir Fourier

dönüşüm kullan¬lm¬̧s ve başlang¬ç koşullar¬üzerindeki baz¬k¬s¬tlamalar alt¬nda (2.3)-(2.4)

başlang¬ç de¼ger probleminin iyi konulmuşlu¼gu ispatlanm¬̧st¬r.
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BÖLÜM 3

ULTRAH·IPERBOL·IK DENKLEMLER VE MODERN F·IZ·IK

KURAMLARI

Zaman boyutunun (m) birden az ya da çok olmas¬durumunda do¼gadaki olaylar¬ ifade

eden k¬smi diferensiyel denklem, gözlemcilerin öngörüde bulanabilmelerine imkan tan¬yan

hiperboliklik özelli¼ginden yoksun olacakt¬r. Uzay boyutunun (n) üçten büyük oldu¼gu du-

rumda klasik anlamda atomlar mevcut olmayabilir ya da karars¬z yap¬lar söz konusu ola-

bilir. Üçten daha az boyuta sahip uzaylar ise yer çekim kuvvetinin olmamas¬ndan dolay¬

çok basit ve gözlemciyi içermeyen anlams¬z bir duruma sebebiyet verebilir. ·Ilk olarak

m = 1 oldu¼gunda uzaysal boyutlar¬n say¬s¬ile ilgili eski fakat az bilinen sonuçlar¬ifade

edece¼giz. Daha sonra da zaman boyutunun say¬s¬ile ba¼glant¬l¬yeni sonuçlar¬sunaca¼g¬z.

Burada bizim amac¬m¬z sadece (n;m) = (3; 1) durumunda gözlemcilerin var oldu¼gunu

söylemek de¼gildir. Daha çok di¼ger durumlar¬n bir gözlemcinin varl¬¼g¬na imkan tan¬mak-

tan uzak oldu¼gunu basitce tart¬̧saca¼g¬z. 1917�de Ehrenfest�in ifade etti¼gi gibi ne klasik

atomlar ne gezegen yörüngeleri ne de klasik kuantum atomlar¬n > 3 olan uzaylarda kararl¬

olabilir. Bu özellikler bir nokta parçac¬¼g¬n elektrostatik/gravitasyonel potansiyelini veren

r2� = � Poisson denkleminin temel Green fonksiyonunun n > 2 için r2�n olmas¬yla

ba¼glant¬l¬d¬r. n > 3 iken iki parçac¬kl¬problem art¬k çözüm olarak hiçbir kararl¬yörün-

geye sahip olmayacakt¬r. Bu şekil 3:1 de gösterilmi̧stir (Tegmark 1997).Örne¼gin benzer

bir durum kuantum mekani¼ginde Schrödinger denkleminde de ortaya ç¬kar. Burada da

hidrojen atomlar¬n > 3 oldu¼gunda birbiriyle ili̧skili de¼gillerdir. Peki n < 3 iken durum

nedir? Whitrow (1955) taraf¬ndan n = 2 için organizmalar¬n üstesinden gelinemez topolo-

jik problemlerle yüzleşecekleri tart¬̧s¬lm¬̧st¬r. Wheeler (1973) taraf¬ndan vurgulanan di¼ger

bir problem de n < 3 durumunda genel relativitede gravitasyonel kuvvet olmamas¬d¬r.

Dolay¬s¬yla n = 2 durumu n = 3 durumundan daha az bir karmaş¬kl¬¼ga sahip oldu¼gun-

dan n < 3 olan bir dünya çok basit olacakt¬r ve gözlemci içermeyecektir. Burada bizim

dünyam¬z ile ayn¬ �ziksel kanunlar¬ içeren bir (n + m)�boyutlu uzay-zaman¬n neden
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Şekil 3.1: Dört boyutlu uzayda 2-parçac¬k problemi (Tegmark 1997).

uzay boyutuna bak¬lmaks¬z¬n sadece zaman boyutu m = 1 oldu¼gunda gözlemciler içere-

bilece¼gini aç¬klayaca¼g¬z. K¬smi diferensiyel denklemlerin hiperboliklik özellikleri ile ilgili

olan bu durumu aç¬klamadan önce zaman¬n çok boyutlulu¼gu ile ilgili birkaç genel yorum

sunaca¼g¬z. Birden büyük zaman benzeri boyutlu bir manifoldda bir gözlemciye gerçek

acaba nas¬l görünür? m > 1 odu¼gunda bile bir gözlemcinin zaman¬neden bir boyutlu

durumda oldu¼gu gibi alg¬layamad¬¼g¬n¬n kesin bir sebebi yoktur. Dolay¬s¬yla kendi gerçek

alg¬s¬n¬karakterize eden bir boyutlu düşünceler zincirine sahip olma kal¬b¬n¬sürdürür.

E¼ger gözlemci lokalize edilmi̧s bir nesne ise temel olarak (n + m)�boyutlu uzay-zaman

manifoldunda bir boyutlu zaman benzeri dünya çizgisi üzerinde hareket edecektir. m > 1

oldu¼gunda parçac¬klar¬n daha az kararl¬oldu¼gu geometrik yöntemler kullan¬larak göste-

rilebilir. m = 1 oldu¼gu zaman bozunabilen bir parçac¬k için ayn¬kuantum say¬l¬parçac¬k-

lar kümesinin varl¬¼g¬yeterli de¼gildir. Bilindi¼gi gibi durgun kütlelerinin toplam¬n¬n kinetik

enerjileri ne kadar büyük olsa da orijinal parçac¬¼g¬n durgun kütlesinden daha küçük olmas¬

gerekir. m > 1 oldu¼gunda bu s¬n¬rlama kalkar. Örne¼gin;

i. Bir proton; bir nötron, pozitron ve nötronoya bozunabilir,

ii. Bir elektron; bir nötron, antiproton ve nötronoya bozunabilir,

iii. Yeterli büyüklükteki enerjiye sahip bir foton herhangi bir parçac¬¼ga ve onun anti

parçac¬¼g¬na bozunabilir.
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Rd uzay¬nda aşa¼g¬daki ikinci mertebeden lineer k¬smi diferensiyel denklemini ele alal¬m:"
dX
i=1

dX
j=1

Aij
@

@xi

@

@xj
+

dX
i=1

bi
@

@xi
+ c

#
u = 0:

Burada A simetrik bir matris, b bir vektör ve c skaleri de d koordinat¬nda diferen-

siyellenebilen fonksiyonlard¬r. Burada s¬n¬�and¬rma Bölüm 1�de belirtildi¼gi üzere A n¬n

özde¼gerlerinin i̧saretine göre yap¬labilir. Bu k¬smi diferensiyel denklem, Rd nin bir böl-

gesinde özde¼gerlerinin;

i. E¼ger hepsi pozitif veya negatif ise eliptik,

ii. E¼ger birisi pozitif geri kalanlar¬n hepsi negatif ise veya tam tersi ise hiperbolik,

iii. E¼ger en az iki tane özde¼geri pozitif ve en az iki tane özde¼geri negatifse ultrahiperbolik

olarak adland¬r¬l¬r.

K¬smi türevli diferensiyel denklemlerin bu standart s¬n¬�and¬r¬lmas¬n¬n önemli bir özel-

li¼gi bu denklemlerin nedensellik yap¬lar¬n¬ yani s¬n¬r koşullar¬n¬n problemin iyi konul-

muş olmas¬ için nas¬l verilmesi gerekti¼gini belirlemesidir. Daha aç¬k bir ifadeyle e¼ger

bu s¬n¬r koşullar¬ndan tek bir u çözümü elde ediliyorsa ve bu çözümün s¬n¬r koşullar¬na

ba¼gl¬l¬¼g¬s¬n¬rl¬ysa problem iyi konulmuştur. En son yaz¬lan gereksinim yani çözümün s¬n¬r

koşullar¬na ba¼gl¬l¬¼g¬, u çözümünün bir noktas¬nda s¬n¬r de¼gerlerinin sonlu miktarda de¼gi̧si-

minin çözümde de sonlu miktarda de¼gi̧sim meydana getirmesini ifade eder. Bu yüzden

kötü konulmuş bir problem formal olarak çözülse de bu çözüm pratikte bir gözlemci için

yarars¬zd¬r. Çünkü herhangi bir ölçüm hatas¬çözümde sonsuz bir hataya sebep olacakt¬r.

Uzay-zaman boyutlulu¼guyla bu s¬n¬�and¬rma aras¬nda da bir ili̧ski mevcuttur. Dünyam¬z-

daki olaylar¬ tasvir eden birçok kovaryant alan denklemleri (örne¼gin; dalga denklemi,

Klein-Gordon denklemi) için Amatrisi metrik tensörle ayn¬özde¼gerlere sahiptir. Örne¼gin;

(n; m) = (3; 1) e kaŗs¬l¬k gelen (+ - - -) i̧saretli (imzal¬) bir metrikte hiperbolik, (+ + +

+) i̧saretli metrikte eliptik, (+ + - -) i̧saretli metrikte ultrahiperbolik olacakt¬r.

Eliptik denklemler için s¬n¬r de¼ger problemi iyi konulmuştur. Di¼ger taraftan kapal¬ol-

mayan hiperyüzeyler üzerinde (örne¼gin bir düzlem üzerinde) eliptik türden bir k¬smi

türevli denklem için başlang¬ç koşullar¬n¬n verilmesi kötü konulmuş bir problemi or-

taya ç¬kar¬r. Bu da zaman boyutu olmayan (m = 0) bir dünyada bir gözlemcinin lokal

olarak gözlemledi¼gi şeylere ba¼gl¬olarak uzay¬n başka bir bölümündeki duruma ili̧skin her-

hangi bir öngörüde bulunamayaca¼g¬anlam¬na gelir. Di¼ger taraftan hiperbolik denklemler

için başlang¬ç s¬n¬r problemleri iyi konulmuştur. Örne¼gin şekil 3:2 deki taral¬ bölgede
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Şekil 3.2: Hiperbolik ve ultrahipebolik denklemler aç¬s¬ndan nedensellik ilkesi (Tegmark
1997).

tan¬ml¬, başlang¬ç verisi (u ve _u) olarak belirlenen Klein-Gordon denklemi için çözüm,

iki koni taraf¬ndan s¬n¬rland¬r¬lan ve tepe noktas¬n¬da içeren hacimde belirlenir. Burada

lokalize olmuş bir gözlemci bu nedenle gelecek hakk¬nda öngörülerde bulunabilir. Ter-

sine e¼ger hiperbolik k¬smi türevli denklem için başlang¬ç verisi uzay benzeri olmayan bir

hiperyüzeyde verilirse o zaman problem kötü konulmuş olur.

Asgeirsson Teoremi�nin önemli bir sonucu olarak e¼ger u fonksiyonu şekil 3:2 deki silindir

içerisinde verilirse bu durumda u fonksiyonu, iki tane kesik koni taraf¬ndan oluşturulan

bölgenin tamam¬nda belirlenmi̧s olur. E¼ger bu silindirin yar¬çap¬n¬s¬f¬ra götürürsek bu

durumda rahats¬z edici bir sonuç elde ederiz. Şöyle ki elimizde bir boyutlu bölgede verilen

veriler üç boyutlu bölgede çözümü belirler. Böyle bir durum, yani çözümün başlang¬ç giri̧s

verisinden daha fazla bilgi içermesi kötü konulmuş bir problemin klasik özelli¼gidir. Burada

ödenmesi gereken bir bedel vard¬r: Başlang¬ç verisi kesin olarak belirlenmelidir. Oysa bu

gerçek dünyada mümkün de¼gildir. Başlang¬ç verisi uzay benzeri olmayan bir hiperyüzeyin

bir bölümünde verildi¼gi zaman da ayn¬durumun ortaya ç¬kt¬¼g¬n¬görmek zor de¼gildir. Bu

özellikler (n+1) boyuttakine benzerdir ve bir gözlemcinin (n+1)�boyutlu uzay zamanda

neden sadece zaman benzeri yönlerde öngörüde bulunabilece¼gini gösterir (Tegmark 1997).

Asgeirsson teoremi ultrahiperbolik denklemler için de geçerlidir ve bize şunu gösterir:

Hem uzay benzeri hem de zaman benzeri yönleri içeren hiperyüzeyler üzerindeki başlang¬ç

verileri kötü konulmuş bir problemin ortaya ç¬kmas¬na neden olur. Bununla birlikte bir
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hiperyüzeyin boyutu uzay-zaman manifoldundan bir boyut az oldu¼gu için ultrahiperbolik

durumda uzay benzeri veya zaman benzeri hiperyüzeyler yoktur. Dolay¬s¬yla bu durumda

da iyi konulmuş problemin varl¬¼g¬ndan bahsedemeyiz.

Verilen di¼ger �zik kanunlar¬na göre sadece (3 + 1)�boyutlu uzay-zamanda dünyalar¬

hakk¬nda öngörülerde bulunabilecek ve anlayabilecek gözlemcilerin varl¬¼g¬n¬n mant¬ks¬z

olmad¬¼g¬n¬aşa¼g¬daki nedenlerden dolay¬söyleyebiliriz:

i. Birden çok veya az zaman boyutu yetersiz öngörülebilirliktir (insu¢ cient predictabil-

ity),

ii. Üçten fazla uzay boyutu yetersiz kararl¬l¬kt¬r (insu¢ cient stabillity),

iii. Üçten daha az zaman boyutu yetersiz karmaş¬kl¬kt¬r (insu¢ cient complexity).

Sonuç olarak, burada amaç di¼ger boyutlarda kesin olarak bir gözlemcinin olmad¬¼g¬n¬

göstermek de¼gildir. Örne¼gin özel modellerde (n;m) = (4; 1) durumunda kararl¬yap¬lar¬n

olabilece¼gi düşünülebilir. Burada basit olarak (n;m) = (3; 1) d¬̧s¬ndaki kombinasyonlarda

gözlemcinin olma olas¬l¬¼g¬n¬n uzak oldu¼gu ifade edildi. Bunun nedeni n veya m nin

de¼gi̧smesi durumunda ciddi, niteliksel de¼gi̧sikliklerin ortaya ç¬kmas¬d¬r (Tegmark 1997).

3.1 S·IC·IM TEOR·IS·I VE M-KURAMI

3.1.1 S·IC·IM TEOR·IS·I

Evrenin nas¬l oluştu¼gunu ve karadelikleri daha iyi anlayabilmek için kütleçekimini de

içeren bir kurama gereksinim vard¬r. Standart modelle genel görelili¼gi birleştirmek çok zor

bir i̧stir. Çünkü ikisinin de kuvvet tan¬mlar¬birbirinden farkl¬d¬r. Bu problem Sicim/M-

Kuram¬taraf¬ndan çözüme kavuşmuştur. Sicim kuram¬n¬n ana varsay¬m¬na göre, mad-

denin yap¬taşlar¬nokta parçac¬klar de¼gil, 1�boyutlu sicimlerdir. Noktasal bir parçac¬k,

uzay-zamanda hareket etti¼ginde 1�boyutlu bir çizgi çizerken, bir sicim 2�boyutlu bir

yüzeyi tarar. Sicim kuram¬n¬n kuantum mekani¼giyle tutarl¬olabilmesi için uzay-zaman¬n

26�boyutlu (1 zaman, 25 uzay) olmas¬gerekir.

Bir �zik kuram¬nda her bozona (fermiyona) kaŗs¬l¬k gelen, ayn¬kütleye sahip bir fermiyon

(bozon) varsa bu simetriye "süpersimetri" denir. E¼ger sicim kuram¬nda süpersimetri

olursa, kuantum mekani¼giyle tutarl¬l¬k göstermesi için uzay-zaman¬n boyut say¬s¬n¬n 10

(9 + 1) olmas¬gerekir.

Gravitasyonel kuvvetle ilgili ilk kuram Isaac Newton taraf¬ndan 1686 y¬l¬nda ortaya
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at¬lm¬̧st¬r. Newton�un gravitasyon teorisi baz¬do¼ga olaylar¬n¬aç¬klamakta yetersiz kalm¬̧st¬r.

1915 y¬l¬nda Albert Einstein genel görelilik kuram¬ile gravitasyonun temel teorisini aç¬k-

lam¬̧st¬r. Bu kuram bugüne kadar gravitasyonel kuvvet için gerçekleştirilmi̧s olan deneylerle

ve gözlemlerle uyumluluk göstermi̧s bir teoridir.

Einstein�nin Genel Görelilik kuram¬na ek uzaysal boyutlar ekleyerek teoriyi geni̧sletme

�kri ilk olarak 1921 y¬l¬nda Theodor Kaluza taraf¬ndan önerilmi̧stir. 1926 y¬l¬nda Os-

car Klein taraf¬ndan geli̧stirilen Kaluza�n¬n teorisi günümüzde Kaluza-Klein teorisi ad¬yla

bilinmektedir. Kaluza-Klein teorisinin temel amac¬, iki temel kuvvet olan gravitasy-

onel kuvvet ile elektromanyetik kuvveti birleştirmektir. Bu birleştirme denemesi (4 +

1)�boyutlu yani 5�boyutlu uzay zamanda gerçekleştirilmi̧stir. Buna göre 5�boyutlu

evrende yaln¬zca kütleçekimi vard¬r; ama 5. boyuttaki gravitonu (kütleçekimini taş¬yan

bozon) 4 boyuta indirdi¼gimizde iki farkl¬parçac¬¼ga ayr¬l¬r. Bunlardan biri graviton, di¼geri

ise 4 boyuttaki fotondur (elektromanyetizmay¬taş¬yan bozon).

Kaluza-Klein teorisi Genel Görelilik ile Kuantum Mekani¼gi�nin birleştirilmesini sa¼glaya-

mad¬¼g¬, yeni öngörülerde bulunamad¬¼g¬ ve daha sonraki y¬llarda anlaş¬lan güçlü ve zay¬f

çekirdek kuvvetlerini içermedi¼ginden dolay¬ terk edilmi̧stir. 1980�li y¬llarda Sicim teo-

rilerinin ortaya ç¬kmas¬ ile birlikte ek boyut �kri tekrar gündeme gelmi̧stir. Ancak bu

teoriler günümüz deneylerinin ulaşabilece¼ginin ötesinde çok küçük ek boyutlar¬içerirler.

Günümüz deneylerinin ulaşabilece¼gi ölçüde büyük ek boyutlar¬n modern parçac¬k �zi¼gine

uygulanmas¬ 1990�l¬ y¬llarda I. Antoniadis, N. Arkani-Hamed, S. Dimopoulos ve G.R.

Dvali�nin öncü çal¬̧smalar¬ile olmuştur. Ek boyutlar, çok say¬daki araşt¬rmac¬n¬n stan-

dart model ba¼glam¬nda çözülemeyen pek çok problemin çözülmesinde ek boyut �krini

bir araç olarak kullanmas¬ile birlikte, yeni bir paradigmaya dönüşmüştür. Ek boyutlar¬

içeren teorilerin sa¼glad¬¼g¬en önemli başar¬hiyeraŗsi problemi olarak bilinen probleme ge-

tirdikleri çözümdür. Hiyeraŗsi problemi basitçe, Planck ölçe¼gi ile zay¬f ölçek aras¬ndaki

büyük farkl¬l¬¼g¬n sebebinin anlaş¬lamamas¬ olarak tan¬mlanabilir. Ek boyutlar¬ içeren

farkl¬modeller vard¬r. Bunlardan en iyi bilinenleri: ADD (Arkani-Hamed, Dimopou-

los, Dvali) düz ek boyutlar modeli, RS (Randall-Sundrum) bükülmüş ek boyutlar modeli

olarak s¬ralanabilir. Evreni anlayabilmek için 10�boyutlu sicim kuram¬n¬n 6�boyutlu bir

uzay üzerinde büzüştürülmesi gerekir. Buna örnek olarak Calabi-Yau uzaylar¬verilebilir

(De¼ger 2002).
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3.1.2 M-KURAMI

1987�den sonra Green ve Schwarz�¬n anomalilerden temizledikleri süpersicim kuram¬,

"heŗseyin kuram¬" olarak ifade edilmi̧stir. Heŗseyin kuram¬, kara deliklerden büyük pat-

lamaya kadar heŗseyi matematiksel olarak ifade eden bir kuramd¬r. 80�li y¬llar¬n ikinci

yar¬s¬nda, bu kuramlardan bildi¼gimiz 4�boyutlu �zi¼gin elde edilebilmesi için 10 boyuttan

alt¬s¬n¬n kendi üzerine kapanm¬̧s, çok küçük ve baz¬ çok özel niteliklere sahip Calabi-

Yau uzaylar¬olmas¬gerekti¼gi ortaya at¬lm¬̧st¬. Ancak 6�boyutlu kaç Calabi-Yau uzay¬

oldu¼gu bilinmiyordu ve denenen hiçbir Calabi-Yau uzay¬4 boyutta beklenen cevab¬ver-

medi. 1995�ten sonra beş süpersicim kuram¬yla 11�boyutlu süperçekim kuram¬n¬n, daha

temel bir kuram¬n özel durumlar¬oldu¼gu gösterildi. Bu kurama Witten taraf¬ndan ve-

rilen isim "M-Kuram¬"d¬r. M-kuram¬n¬n anlaml¬oldu¼gu 11 boyuttaki temel cisim, sicim

de¼gil, zard¬r. M-kuram¬na göre evren 11�boyutludur. 11. boyut, sicimlerin birer zar gibi

uzamalar¬na olanak verir. Teorik olarak yeterli enerji sa¼gland¬¼g¬nda bir sicim bir evren

kadar büyüyebilir. M-kuram¬na göre 10�boyutlu evrenler, 11 boyutta süzülen zarlardan

ibarettir. M-kuram¬n¬n sonuçlar¬n¬n bir yorumuna göre evrenimizin bulundu¼gu bir zar ile

di¼ger bir evrenin bulundu¼gu zar çarp¬̧smas¬nedeni ile Büyük Patlama (Big Bang) oluşmuş

ve bildi¼gimiz evren dünyaya gelmi̧stir. Stephen Hawking, evreni gerçekte iç içe geçmi̧s,

birbirini şekillendiren ve hatta belki birbiriyle ileti̧sim halinde olan, birbirine paralel çok

say¬da evrenlerin bulundu¼gu sonsuz bir uzay¬n minik bir kesiti olarak ifade etmektedir.

10�boyutlu süpersicim kuramlar¬ndan ya da 11�boyutlu M-kuram¬ndan 4�boyutlu bi-

linen �zi¼ge ulaşmak için, �zikçiler taraf¬ndan 6 ya da 7�boyutlu, çok küçük ölçeklere

büzüşmüş ve 4�boyutlu uzay¬n her noktas¬nda bulunan çok özel nitelikli mini uzaylar

oldu¼gu düşünülmüştür. Onbinlerce farkl¬mini uzay¬ tek tek denemek pratik ve man-

t¬kl¬olmad¬¼g¬ndan �zikçiler, M kuram¬ndan 4�boyutlu �zi¼gi elde etmek için daha farkl¬

yöntemler araşt¬rm¬̧slard¬r. Fizikçilerin çal¬̧smalar¬sonucu, süpersicim kuramlar¬n¬n, her

noktas¬nda büzüşmüş bir küre içeren hiperbolik uzay-zaman (Anti-de Sitter (AdS) uzay-

zaman) içinde de çözümlerinin olabilece¼gi bulundu. Maldacena D-zar teknolojisini kulla-

narak yaşad¬¼g¬m¬z evrenin, yukar¬da bahsedilen bir hiperbolik uzay-zaman¬n yüzeyi ola-

bilece¼gini bir öngörü olarak ileri sürdü. Ancak bu kuram hiperbolik uzayda tan¬mlanm¬̧s

bir süpersicim ya da M-kuram¬ndan elde edilebilir.

·Içinde yaşad¬¼g¬m¬z evrenin 11 ya da daha küçük boyutlu bir uzay-zamanda bir ada (bir

D-zar) olabilece¼gi �kri çok etkileyicidir. Son y¬llarda yüksek enerji �zikçilerinin büyük
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bir k¬sm¬, bu �krin matematiksel ve �ziksel boyutlar¬n¬incelemektedir.
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BÖLÜM 4

DALGA DENKLEM·I ·IÇ·IN CARLEMAN DE¼GERLEND·IRMELER·I

Bu bölümde, bir M Riemann manifoldu üzerinde ikinci mertebeden bir hiperbolik o-

peratör için iki büyük parametreli bir Carleman de¼gerlendirmesi ispatlanacakt¬r. Burada

elde edilen Carleman de¼gerlendirmeleri e¼ger verilen fonksiyonlar @(M � (0; T )) s¬n¬r¬ü-

zerinde s¬f¬r oluyorsa a¼g¬rl¬k fonksiyonu taraf¬ndan üretilen seviye e¼grilerinden ba¼g¬ms¬z

olarak bütünM � (0; T ) silindirik bölgesinde sa¼glan¬r. Carleman de¼gerlendirmelerinin bu

türüne (0; T )�M de global Carleman de¼gerlendirmesi ad¬verilir. Bu bölüm Bellassoued

and Yamamoto (2012) üçüncü bölüm esas al¬narak haz¬rlanm¬̧st¬r.

P (x; @), M Riemann manifoldunda tan¬mlanan bir diferensiyel operatör olsun. Bu ope-

ratör için Carleman de¼gerlendirmesi

s jjes'ujjL2(M) � C jjes'PujjL2(M) (4.1)

şeklinde yani a¼g¬rl¬kl¬L2 normuna göre verilir. Burada ' gradyan¬ s¬f¬r olmayan reel

de¼gerli bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu, s pozitif büyük bir parametre ve u daM de düzgün kompakt

supporta sahip bir fonksiyon olsun. (4.1) Carleman de¼gerlendirmesi, her büyük s > 0 için

yani s0 bir sabit olmak üzere s � s0 için düzgün olarak geçerlidir. Başka bir ifadeyle,

C > 0 sabiti u 2 C10 (M) ve s > s0 dan ba¼g¬ms¬z olmal¬d¬r. Uygulamalar aç¬s¬ndan s

parametresi temel bir rol oynar ve ele al¬nan problemin geometrik özellikleri aç¬s¬ndan '

a¼g¬rl¬k fonksiyonunun nas¬l seçildi¼gi önemlidir.

Carleman de¼gerlendirmesi, iki boyutlu eliptik denklemlerin çözümlerinin baz¬ özellik-

lerinin araşt¬r¬lmas¬amac¬yla 1939�da ilk kez Torsten Carleman taraf¬ndan ortaya konul-

muştur. Daha sonra, Calderon (1958) ve Hörmander (1963) taraf¬ndan daha genel ispatlar

verilmi̧stir. Bu metodun ters problemlere uygulanmas¬ise Bukhgeim and Klibanov (1981)

taraf¬ndan gerçekleştirilmi̧stir.
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4.1 A¼GIRLIK FONKS·IYONU VE ÖZELL·IKLER·I

Carleman de¼gerlendirmesini ifade etmek için uygun bir ' a¼g¬rl¬k fonksiyonunu seçmek

gerekir. (M; g), s¬n¬r¬@M olan kompakt bir manifold olsun. M üzerinde aşa¼g¬daki şartlar¬

sa¼glayan  0 pozitif ve düzgün bir fonksiyon oldu¼gunu kabul edelim:

(A.1)  0, g Riemann metri¼gine göre M üzerinde kesin olarak (strictly) konvekstir. Yani

 0 fonksiyonunun g Riemann metri¼gindeki Hessian matrisi �M üzerinde pozitiftir:

D2 0(X;X)(x) > 0; x 2M; X 2 TxMnf0g:

M kompakt oldu¼gundan bir % > 0 sabiti vard¬r öyle ki

D2 0(X;X)(x) > 2% jXj
2 ; x 2 �M; X 2 TxMnf0g (4.2)

sa¼glan¬r.

(A.2)  0(x) fonksiyonu M üzerinde kritik bir noktaya sahip de¼gildir:

min
x2M

jr 0(x)j > 0: (4.3)

(A.3) Bir �0 � @M alts¬n¬r¬(A.1)-(A.2) şartlar¬alt¬nda

fx 2 @M ; @v 0 � 0g � �0 (4.4)

geometrik koşulunu sa¼glas¬n.

Q =M � (0; T ); � = @M � (0; T ); �0 = �0 � (0; T )

ve

 (t; x) =  0(x)� �(t� t0)
2 + �0; 0 < � < %; 0 < t0 < T; �0 � 0 (4.5)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada % sabiti (4.2) de verilmi̧stir. Bir �0 parametresi seçelim

öyle ki (4.5) taraf¬ndan verilen  fonksiyonu pozitif olsun. ' :M �R! R olacak şekilde

'(x; t) = e
 (x;t) (4.6)

a¼g¬rl¬k fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Burada 
 > 0 ikinci büyük parametredir. Ayr¬ca

�(t; x) = s
'(t; x) (4.7)

şeklinde alal¬m. Burada s birinci büyük parametre olarak al¬nm¬̧s reel bir say¬d¬r. Ön

haz¬rl¬k olarak ' a¼g¬rl¬k fonksiyonunun daha sonra yararlanaca¼g¬m¬z baz¬temel özellik-

lerini gösterelim.
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Lemma 4.1 '; (4.6) taraf¬ndan verilen a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. Bu durumda

'0 = 
' 0; r' = 
'r ; (4.8)

'00 = 
'( 00 + 
 j 0j2); �g' = 
'(�g + 
 jr j2); (4.9)

D2'(rz;rz) = 
'(D2 (rz;rz) + 
 jhrz;r ij2) (4.10)

olur. Buna ek olarak bir C > 0 sabiti vard¬r öyle ki��(@2t ��g)
2'(t; x)

�� � C
3'(t; x); her (t; x) 2 Q (4.11)

dir.

·Ispat.

D2 (X;X) = X(hX;r i)� 1
2
r (jXj2)

eşitli¼gi kullan¬larak herhangi bir X vektör alan¬için

D2'(X;X) = X(hX;r(e
 )i)� 1
2
r(e
 )(jXj2)

= X(
'hX;r i)� 1
2

'r (jXj2)

= 
'(X(hX;r i)� 1
2
r (jXj2)) + 
hX;r iX(')

= 
'D2 (X;X) + 
2' jhX;r ij2 (4.12)

elde edilir. X = rz al¬narak (4.10) elde edilir. Son olarak benzer hesaplamalar yard¬m¬yla

(4.11) oldu¼gu gösterilir.

4.2 CARLEMAN DE¼GERLEND·IRMELER·IN·IN ELDE ED·IL·IŞ·I

Bu bölümde

P (x; @) = @2t ��g (4.13)

formundaki ikinci mertebeden bir hiperbolik operatörü ele alaca¼g¬z. Carleman de¼ger-

lendirmesini ispat etmek için ilk ad¬m üstel a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre P operatörünün

eşleni¼gini hesaplamakt¬r. (4.1) formundaki bir Carleman de¼gerlendirmesini elde etmek

için

es'P (x; @)u = Ps(t; x; @)z (4.14)
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eşitli¼gi kullan¬l¬r. Burada Ps;

Ps(t; x; @) = es'P (x; @)e�s'

olarak tan¬ml¬ikinci mertebeden diferensiyel operatördür. Ayr¬ca

z(t; x) = es'u(x; t); (t; x) 2 Q (4.15)

şeklinde yeni bir fonksiyon tan¬mlayal¬m. Di¼ger taraftan

es'@t(e
�s'z) = z0 � s'0z ve es'r(e�z'z) = rz � szr' (4.16)

oldu¼gundan

Ps(t; x; @)z = P+s z + P�s z = Gs (4.17)

kolayca elde edilir. Burada P+s ve P�s s¬ras¬yla

P+s z = z00 ��gz + s2(j'0j2 � jr'j2)z;

P�s z = �2s(z0'0 � hrz;r'i)� s('00 ��g')z (4.18)

şeklindedir ve

Gs = es'F (4.19)

dir. Burada (4.1) formunda bir de¼gerlendirme elde etmek için Ps operatörünü göz önünde

bulundurmak yeterlidir. Önceki notasyonlar kullan¬larak



P+s z

2 + 

P�s z

2 + 2(P+s z; P�s z) = kGsk2 (4.20)

yaz¬labilir. Şimdi 2(P+s z; P
�
s z) ifadesini hesaplayal¬m. Bunun için (P

+
s z; P

�
s z) de ortaya

ç¬kan alt¬ adet terim uzay ve zaman de¼gi̧skenine göre k¬smi integrasyon uygulanarak

de¼gerlendirilir.

Lemma 4.2 '; Q da düzgün bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir z 2 H2(Q)

için

z(x; �) = z0(x; �) = 0; � = 0; T (4.21)
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olmak üzere aşa¼g¬daki özdeşlik sa¼glan¬r:

(P+s z; P
�
s z) = 2s

Z
Q

('00 jz0j2 � 2z0hrz;r'0i+D2'(rz;rz))dvgdt

+2s3
Z
Q

jzj2 (j'0j2 '00 +D2'(r';r')� 2'0hr';r'0i)dvgdt

�s
2

Z
Q

jzj2 (@2t ��g)
2'dvgdt+B0:

Burada

B0 = s

Z
�

(@v' jrzj2 � 2hrz;r'i@vz)d�gdt+ s

Z
�

(2'0z0@vz � jz0j2 @v')d�gdt

+s

Z
�

(z@vz('
00 ��g') + s2@v' jzj2 (j'0j2 � jr'j2)

�1
2
jzj2 @v('00 ��'))d�gdt (4.22)

şeklinde olup s¬n¬r üzeri integralleri içerir.

·Ispat. (4.18) kullan¬larak

(P+s z; P
�
s z) = �2s

Z
Q

z00(z0'0 � hrz;r'i)dvgdt� s

Z
Q

z00('00 ��g')zdvgdt

+2s

Z
Q

�gz(z
0'0 � hrz;r'i)dvgdt+ s

Z
Q

�gz('
00 ��g')zdvgdt

�2s3
Z
Q

(j'0j2 � jr'j2)z(z0'0 � hrz;r'i)dvgdt

�s3
Z
Q

(j'0j2 � jr'j2)z('00 ��g') jzj2 dvgdt (4.23)

:=

6X
Ii

i=1

43



elde edilir. Şimdi de I1; I2;..., I6 ifadelerini hesaplayal¬m:

I1 = �2s
Z
Q

z00(z0'0 � hrz;r'i)dvgdt

= �2s
Z
Q

z00z0'0dvgdt+ 2s

Z
Q

z00hrz;r'idvgdt

= �s
Z
Q

@t(jz0j2)'0dvgdt� 2s
Z
Q

z0(hrz0;r'i+ hrz;r'0i dvgdt+ 2s
Z
M

z0hr';rzidvgdt

= �s
Z
Q

@t jz0j2 '0dvgdt� s

Z
Q

D
r jz0j2 ;r'

E
dvgdt� 2s

Z
Q

z0hr'0;rzidvgdt

= �s
Z
M

jz0j2 '0dvdt+ s

Z
Q

jz0j2 '00dvdt+ s

Z
Q

jz0j2�'dvdt

�s
Z
�

@v' jz0j2 d�dt� 2s
Z
Q

z0hr'0;rzidvgdt

= s

Z
Q

jz0j2 ('00 +�g')dvgdt� 2s
Z
Q

z0hr'0;rzidvgdt� s

Z
�

@v' jz0j2 d�gdt (4.24)

ve

I2 = �s
Z
Q

z00('00 ��g')zdvgdt

= �s
Z
M

z0('00 ��')zdvdt+ s

Z
Q

z0@t[('
00 ��g')z]dvgdt

= s

Z
Q

z0[z0('00 ��g') + (@
2
t ��g)'

0z]dvgdt

= s

Z
Q

jz0j2 ('00 ��g')dvgdt+
s

2

Z
Q

@t jzj2 (@2t ��g)'
0dvgdt

= s

Z
Q

jz0j2 ('00 ��g')dvgdt�
s

2

Z
Q

jzj2 (@2t ��g)'
00dvgdt (4.25)

elde edilir. Buna ek olarak, Green formülü ve k¬smi integrasyon yard¬m¬yla

I3 = 2s

Z
Q

�gz(z
0'0 � hrz;r'i)dvgdt

= 2s

Z
Q

�gzz
0'0dvgdt� 2s

Z
Q

�gzhrz;r'idvgdt
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= �2s
Z
Q

hrz;r(z0'0)idvgdt� 2s
Z
�

@vz(z
0'0)d�dt

+2s

Z
Q

hrz;r(hrz;r'i)idvgdt� 2s
Z
�

@vzhrz;r'id�gdt

= �2s
Z
Q

hrz;rz0i'0dvgdt� 2s
Z
Q

hrz;r'0iz0dvgdt

+2s

Z
Q

hrz;r(hrz;r'i)idvgdt+ 2s
Z
�

@vz(z
0'0 � hrz;r'i)d�gdt

= �s
Z
M

jrzj2 '0
dvgdt+ s

Z
Q

jrzj2 '00
dvgdt� 2s

Z
Q

hrz;r'0iz0dvgdt

+2s

Z
Q

hrz;r(hrz;r'i)idvgdt+ 2s
Z
�

@vz(z
0'0 � hrz;r'i)d�gdt

= s

Z
Q

jrzj2 '00dvgdt� 2s
Z
Q

hrz;r'0iz0dvgdt+ 2s
Z
Q

D2'(rz;rz)dvgdt

+s

Z
Q

hr';r(jrzj2)idvgdt+ 2s
Z
�

@vz(z
0'0 � hrz;r'i)d�dt

= s

Z
Q

(jrzj2 '00 � 2hrz;r'0iz0 + 2hrz;r(hrz;r'i)i)dvgdt

+2s

24Z
�

@vz(z
0'0 � hrz;r'i)d�gdt

35
bulunur.

Lemma 4.3 X ve Z düzgün reel vektör alanlar¬olsun. Bu durumda

X(hZ;Xi) = DZ(X;X) +
1

2
Z(jXj2)

özdeşli¼gi sa¼glan¬r.

Z = rz için lemma 4.3 ten

hrz;r(hrz;r'i)i = D2'(rz;rz) + 1
2
hr';r(jrzj2)i

elde edilir. Öyleyse

I3 = s

Z
Q

(jrzj2 ('00 ��g')� 2z0hrz;r'0i+ 2D2'(rz;rz))dvgdt

+

24sZ
�

(2@vz(z
0'0 � hrz;r'i) + @v' jrzj2)d�gdt

35 (4.26)
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şeklinde sonuçland¬r¬l¬r. Di¼ger taraftan

I4 = s

Z
Q

�gz('
00 ��g')zdvgdt

= �s
Z
Q

hrz;r(('00 ��g')z)idvgdt+ s

Z
�

@vz('
00 ��')zd�dt

= �s
Z
Q

(zhrz;r('00 ��g')i � ('00 ��g')hrz;rzi)dvgdt

+s

Z
�

@vz('
00 ��g')zd�dt

= �s
Z
Q

(
1

2
hr(jzj2);r('00 ��g')i+ ('00 ��g') jrzj2)dvgdt

+

Z
�

@vz('
00 ��g')zd�dt

=
1

2
s

Z
Q

jzj2�g('
00 ��g')dvgdt�

1

2
s

Z
�

@v('
00 ��g') jzj2 d�dt

�s
Z
Q

('00 ��g') jrzj2 dvgdt+ s

Z
�

@vz('
00 ��g')zd�dt

= �s

24Z
Q

jrzj2 ('00 ��g')�
1

2
jzj2�g('

00 ��g')

35 dvgdt
�s
Z
�

�
@vz('

00 ��g')z �
1

2
jzj2 @v('00 ��g')

�
d�dt (4.27)

olarak hesaplan¬r. Benzer i̧slemler uygulayarak

I5 = �2s3
Z
Q

(j'0j2 � jr'j2)z(z0'0 � hrz;r')i)dvgdt

= �s3
Z
Q

@t(jzj2)'0 � hr(jzj2);r'i)(j'0j2 � jr'j2)dvgdt

= �s3
Z
Q

@t(jzj2)'0(j'0j2 � jr'j2)dvgdt+ s3
Z
Q

hr(jzj2);r'i(j'0j2 � jr'j2)dvgdt

= s3
Z
Q

jzj2 '00(j'0j2 � jr'j2)dvgdt+ s3
Z
Q

jzj2 '0@t(j'0j2 � jr'j2)dvgdt

�s3
Z
Q

�g' jzj2 (j'0j2 � jr'j2)dvgdt� s3
Z
�

@v' jzj2 (j'0j2 � jr'j2)d�gdt

�s3
Z
M

jzj2 '0(j'0j2 � jr'j2)dvgdt� s3
Z
Q

D
jzj2r(j'0j2 � jr'j2);r'

E
dvgdt
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= s3
Z
Q

jzj2 ('00 ��g')(j'0j2 � jr'j2)dvgdt

+s3
Z
Q

jzj2
h
('0@t(j'0j2 � jr'j2)� hr(j'0j2 � jr'j2 ;r'i

i
dvgdt

�s3
Z
�

@v' jzj2 (j'0j2 � jr'j2)d�gdt

= s3
Z
Q

jzj2 ('00 ��g')(j'0j2 � jr'j2)dvgdt

+s3
Z
Q

jzj2 (2 j'0j2 '00 � 2'0 jr'j jr'0j �
D
r j'0j2 ;r'

E
+r



jr'j2 ;r'

�
)dvdt

�s3
Z
�

@v' jzj2 (j'0j2 � jr'j2)d�gdt

= s3
Z
Q

jzj2 ('00 ��g')(j'0j2 � jr'j2)dvgdt

+2s3
Z
Q

jzj2 (j'0j2 '00 � 2'0hr';r'0i+D2'hr';r'i)dvgdt

�s3
Z
�

@v' jzj2 (j'0j2 � jr'j2)d�gdt (4.28)

bulunur. Son olarak

I6 = �s3
Z
Q

jzj2 ('00 ��g')(j'0j2 � jr'j2)dvgdt (4.29)

oldu¼gu görülür. O halde (4.24)-(4.29) eşitlikleri toplanarak

(P+s z; P
�
s z) = s

Z
Q

jz0j2 ('00 +�g')dvgdt� 2s
Z
Q

z0hr'0;rzidvgdt

�s
Z
�

@v' jz0j2 d�gdt+ s

Z
Q

jz0j2 ('00 ��g')dvgdt

�s
2

Z
Q

jzj2 (@2t ��g)'
00dvgdt

+s

Z
Q

(jrzj2 ('00 ��g')� 2z0hrz;r'0i+ 2D2'(rz;rz))dvgdt

�s
Z
Q

�
jrzj2 ('00 ��g')�

1

2
jzj2�g('

00 ��g')

�
dvgdt
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+s3
Z
Q

jzj2 ('00 ��g')(j'0j2 � jr'j2)dvgdt

+2s3
Z
Q

jzj2 (j'0j2 '00 � 2'0hr';r'0i+D2'hr';r'i)dvgdt

�s3
Z
Q

jzj2 ('00 ��g')(j'0j2 � jr'j2)dvgdt

= 2s

Z
Q

('00 jz0j2 � 2z0hrz;r'0i+D2'(rz;rz))dvgdt

+2s3
Z
Q

jzj2 (j'0j2 '00 +D2'(r';r')� 2'0hr';r'0i)dvgdt

�s
2

Z
Q

jzj2 (@2t ��g)
2'dvgdt+B0

elde edilir. Burada B0; (4.22) ile verilmi̧stir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

4.2.1 Ek De¼gerlendirme

Bu bölümde (P+s z; P
�
s z) ifadesi için bir alt s¬n¬r bulmak istiyoruz. Bunun için

(P+s z; P
�
s z) = J1 + J2 + J3 +B0 (4.30)

olarak al¬n¬r. Burada J1, J2, ve J3

J1 = 2s

Z
Q

('00 jz0j2 � 2z0hrz;r'0i+D2'(rz;rz))dvgdt; (4.31)

J2 = 2s
3

Z
Q

jzj2 (j'0j2 '00 +D2'(r';r')� 2'0hr';r'0i)dvgdt; (4.32)

J3 = �
s

2

Z
Q

jzj2 (@2t ��g)
2'dvgdt (4.33)

şeklindedir.

b( ) = j 0j2 � jr j2

olsun. Aşa¼g¬daki i̧slemlerde s; 
 ve z den ba¼g¬ms¬z olan sabitleri göstermek için ayn¬C

har� kullan¬lacakt¬r. Bununla birlikte farkl¬durumlarda farkl¬de¼gerlere sahip olabilirler.

Lemma 4.4 '; (4.6) ile verilen a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun ve yukar¬da belirtilen (A.1) şart¬

sa¼glans¬n. Bu durumda bir C > 0 sabiti vard¬r öyle ki herhangi bir " > 0 için C" > 0
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vard¬r ve

J1 + 2(%+ �)B1 � 2(%� �)

Z
Q

�(jz0j2 + jrzj2)dvgdt

�C

0@Z
Q

�3 jb( )j jzj2 dvgdt+ C"

Z
Q

�2 jzj2 dvgdt+ "


P+s z

2

1A (4.34)

olur. Burada B1 bir s¬n¬r terimi olup

B1 =

Z
�

�(
@v jzj2 � z@vz)d�gdt

şeklindedir.

·Ispat. Lemma (4.2) kullan¬l¬rsa

J1 = 2s

Z
Q

('00 jz0j2 � 2z0hrz;r'0i+D2'(rz;rz))dvgdt

= 2s

Z
Q


'( 00 + 
 j 0j2) jz0j2 � 2z0hrz;r(
' 0)i

+
'(D2 (rz;rz) + 
 jhrz;r ij2)dvgdt

= 2

Z
Q

�( 00 jz0j2 +D2 (rz;rz) + 
( z0 + hrz;r i)2)dvgdt (4.35)

olur. Bu durumda

J1 � 2
Z
Q

�(D2 (rz;rz) +  00 jz0j2)dvgdt � 4%
Z
Q

� jrzj2 dvgdt� 4�
Z
Q

� jz0j2 dvgdt (4.36)

elde edilir. Böylece, (4.18) eşitli¼ginin ilk denklemi �z ile çarp¬l¬rsa ve k¬smi integrasyon

al¬n¬rsa

Z
Q

P+s z(�z)dvgdt =

Z
Q

(�z)(z00 ��gz + s2(j'0j2 � jr'j2)z)dvgdt

=

Z
Q

�zz00dvgdt�
Z
Q

�z�gzdvgdt+ s2
Z
Q

�z2(j'0j2 � jr'j2)dvgdt
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= �
Z
Q

z0(�z)tdvgdt+

Z
Q

hrz;r(�z)idvgdt�
Z
�

@vz(�z)d�gdt

+s2
Z
Q

�z2(j
' 0j2 � j
'r j2)dvgdt+
Z
M

�zz0dvdt

= �
Z
Q

� jz0j2 dvgdt�
1

2

Z
Q

�0@t(jzj2)dvdt

+

Z
Q

�(rz)2dvgdt+
1

2

Z
Q

hr(jzj2);r'idvgdt

�
Z
�

@vz(�z)d�gdt+

Z
Q

�3 jzj2 (j 0j2 � jr j2)dvgdt

= �
Z
Q

� jz0j2 dvgdt�
1

2

Z
M

jz0j2 �0dvgdt+
1

2

Z
Q

�00 jzj2 dvgdt

+

Z
Q

� jrzj2 dvgdt�
1

2

Z
Q

jzj2�g�dvgdt

+
1

2

Z
�

@v�(jzj2)d�gdt�
Z
�

@vz(�z)d�gdt+

Z
Q

�3b( ) jzj2 dvgdt

= �
Z
Q

� jz0j2 dvgdt+
1

2

Z
Q

jzj2 (�00 ��g�)dvgdt+

Z
Q

� jrzj2 dvgdt

+

Z
Q

�3b( ) jzj2 dvgdt+

24Z
�

�(
@v jzj2 � z@vz)d�gdt

35 (4.37)

bulunur. Ayr¬ca

�00 ��g� = (s
')00 ��g(s
')

= s
'00 �rr(s
')

= s

h

'( 00 + 
 j 0j2)

i
�r(s
(
'r ))

= s
2'( 00 + 
 j 0j2)� s
2(r'r + '�g )

= �
 00 + �
2 j 0j2 � �
2 j�g j2 � �
�g 

= �
2(j j2 � jr j2) + �
( 00 ��g )

eşitli¼ginden bir " > 0 için C" > 0 vard¬r öyle ki������
Z
Q

� jz0j2 dvgdt�B1

������ �
Z
Q

�3 jzj2 jb( )j dvgdt+ "


P+s z

2

+

Z
Q

� jrzj2 dvgdt+ C"

Z
Q

�2 jzj2 dvgdt (4.38)
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yaz¬labilir. (4.38) ve (4.36) birleştirilirse

J1 + 4�B1 � 4(%� �)

Z
Q

� jrzj2 dvgdt

�C

0@Z
Q

�3 jzj2 jb( )j dvgdt+ "


P+s z

2 + C"

Z
Q

�2 jzj2 dvgdt

1A (4.39)

elde edilir. Tekrar (4.38) kullan¬l¬rsa

2(%� �)

Z
Q

� jz0j2 dvgdt� C

0@Z
Q

�3 jzj2 jb( )j dvgdt+ "


P+s z

2 + C"

Z
Q

�2 jzj2 dvgdt

1A
� 2(%� �)

Z
Q

� jrzj2 dvgdt+ 2(%� �)B1 (4.40)

bulunur. (4.40) ve (4.39) birleştirilirse (4.34) elde edilir.

Lemma 4.5 '; (4.6) ile tan¬ml¬ bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun ve (A.1) şart¬n¬ sa¼glas¬n.

Bu durumda öyle bir C > 0 sabiti vard¬r ki aşa¼g¬daki de¼gerlendirme sa¼glan¬r:

J2 � 2

Z
Q

�3(b( ))2 jzj2 dvgdt+ 4
Z
Q

�3
�
% jr j2 � � j 0j2

�
jzj2 dvgdt: (4.41)

·Ispat. Lemma (4.2) kullan¬larak

J2 = 2s3
Z
Q

(
')3 j 0j2 ( 00 + 
 j@t j2) jzj2 dvgdt� 4s3
Z
Q


4'3 j 0j2 jr j2 dvgdt

+2s3
Z
Q


3'3(D2 (r ;r ) + 
 jr j4) jzj2 dvgdt

= 2

Z
Q

�3( 00 j 0j2 jzj2 +D2 (r ;r ) jzj2)dvgdt+ 2

Z
Q

�3(b( ))2 jzj2 dvgdt

� 2


Z
Q

�3(b( ))2 jzj2 dvgdt+ 4
Z
Q

�3(% jr j2 � � j 0j2) jzj2 dvgdt (4.42)

bulunur ve böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Di¼ger taraftan (4.11) e göre

jJ3j � C
2
Z
Q

� jzj2 dvgdt � C


Z
Q

�2 jzj2 dvgdt (4.43)

bulunur. (4.43), Lemma (4.30) ve Lemma (4.31) den yola ç¬k¬larak aşa¼g¬daki lemma elde

edilir:
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Lemma 4.6 '; (4.6) ile tan¬mlanan bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun ve (A.1) şart¬n¬sa¼glas¬n.

Bu durumda öyle bir C > 0 sabiti vard¬r ki herhangi bir " > 0 için C" > 0 vard¬r öyle ki

J1 + J2 + J3 + 2(%+ �)B1 � 2(%� �)

Z
Q

�(jrzj2 + jz0j2)dvgdt

+2


Z
Q

�3(b( ))2 jzj2 dvgdt

+4

Z
Q

�3(% jr j2 � � j 0j2) jzj2 dvgdt

�C(
Z
Q

�3 jzj2 jb( )j dvgdt+ "


P+s z

2

+C"


Z
Q

�2 jzj2 dvgdt) (4.44)

sa¼glan¬r.

Teorem 4.7 Kabul edelim ki

�(t; x) = s
'(t; x)

olsun. Ayr¬ca (A.1) ve (A.2) şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬ kabul edelim. Bu durumda öyle

C > 0 ve 
� > 0 sabitleri vard¬r ki herhangi bir 
 > 
� için s� = s�(
) vard¬r öyle ki

s � s� için

z 2 H2(Q); z(0; �) = z0(0; �) = 0; z(T; �) = z0(T; �) = 0

olmak üzere

C

Z
Q

�(jrzj2 + jz0j2 + �2 jzj2)dvgdt �
Z
Q

jPszj2 dvgdt�B (4.45)

Carleman de¼gerlendirmesi sa¼glan¬r. Burada

B =

Z
�

�(@v 0 jrzj
2 � 2hrz;r 0i@vz)d�gdt+

Z
�

�(2 0z0@vz � jz0j2 @v 0)d�gdt

+

Z
�

�(z@vz(�2� ��g + 
b( )) + �2@v 0 jzj
2 b( )

+
1

2
jzj2 @v(�g 0 + 
 jr 0j

2))d�gdt

�2(%+ �)

24Z
�

�(
@v jzj2 � z@vz)d�gdt

35 (4.46)

ile verilen bir s¬n¬r terimidir.
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·Ispat. � < % oldu¼gundan küçük � > 0 için

�(1 + �) < % (4.47)

bulunur.

Q� =
�
(x; t) 2 Q; jb( )j � � jr j2

	
kümesini göz önüne alal¬m. Bu durumda

J1 + J2 + J3 + 2(%+ �)B1 � 2(%� �)

Z
Q

�(jrzj2 + jz0j2)dvgdt

+2


Z
QnQ�

�3(b( ))2 jzj2 dvgdt

+4(%� �(1 + �))

Z
Q�

�3 jzj2 jr j2 dvgdt

�C

0BBBBBB@
�
R
Q�
�3 jzj2 dvgdt

+
R

QnQ�
�3 jzj2 dvgdt+ " kP+s zk

2

+C"

R
Q

�2 jzj2 dvgdt)

1CCCCCCA (4.48)

elde edilir. (4.48) ve (A.2) şart¬kullan¬l¬rsa

J1 + J2 + J3 + 2(%+ �)B1 � �

Z
Q

�(jrzj2 + jz0j2)dvgdt+ 2
�2C1
Z
QnQ�

�3 jzj2 dvgdt

+C2(%� �(1 + �))

Z
Q�

�3 jzj2 dvgdt

�C(�
Z
Q�

�3 jzj2 dvgdt+
Z
QnQ�

�3 jzj2 dvgdt+ "


P+s z

2

+


Z
Q

�2 jzj2 dvgdt)

� �

Z
Q

�(jrzj2 + jz0j2)dvgdt

+(2
�2C1 � C)

Z
QnQ�

�3 jzj2 dvgdt

+(C2(%� �(1 + �))� �C)

Z
Q�

�3 jzj2 dvgdt

�C("


P+s z

2 + 


Z
Q

�2 jzj2 dvgdt) (4.49)
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elde edilir. O halde küçük �; büyük 
 � 
� ve s � s�(
) için

J1 + J2 + J3 + 2(%+ �)B1 � �

Z
Q

�(jrzj2 + jz0j2 + �2 jzj2)dvgdt�
1

4



P+s z

2 (4.50)

olur. (4.30) eşitli¼ginden

2(P+s z; P
�
s z)� 2B � 2�

Z
Q

�(jrzj2 + jz0j2 + �2 jzj2)dvgdt�
1

2



P+s z

2 (4.51)

bulunur. Burada B = B0�2(%+�)B1 d¬r. Bu durumda s�(
) > 0 vard¬r öyle ki herhangi

bir s � s� için

kGsk2 � 2B � C

Z
Q

�(jrzj2 + jz0j2 + �2 jzj2)dvgdt (4.52)

olup ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.1 (A.1) ve (A.2) şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda öyle C > 0

ve 
� > 0 sabitleri vard¬r ki herhangi bir 
 > 
� için s� = s�(
) vard¬r öyle ki her s � s�

için

u 2 H2(Q); u(0; �) = u0(0; �) = 0; u(T; �) = u0(T; �) = 0

olmak üzere

C

Z
Q

e2s'�(jruj2 + ju0j2 + �2 juj2)dvgdt �
Z
Q

e2s'
��(@2t ��g)u

��2 dvgdt
+

Z
�

�(jruj2 + ju0j2 + �2 juj2)e2s'd�gdt)(4.53)

Carleman de¼gerlendirmesi sa¼glan¬r.

Sonuç 4.2 (A.1), (A.2) ve (A.3) şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda öyle

C > 0 ve 
� > 0 sabitleri vard¬r ki herhangi bir 
 > 
� için s� = s�(
) vard¬r öyle ki her

s � s� için

u 2 H2(Q); u(0; �) = u0(0; �) = 0; u(T; �) = u0(T; �) = 0

ve � üzerinde u(t; x) = 0 olmak üzere

C

Z
Q

e2s'�(jruj2 + ju0j2 + �2 juj2)dvgdt �
Z
Q

e2s'
��(@2t ��g)u

��2 dvgdt
+

Z
�

�(j@vuj2)e2s'd�gdt) (4.54)

Carleman de¼gerlendirmesi sa¼glan¬r.
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·Ispat. E¼ger � üzerinde u(t; x) = 0 ise bu durumda � üzerinde z(t; x) = 0 olur ve B s¬n¬r

terimi

B = �
Z
�

� j@vzj2 @v 0d�gdt

şeklini al¬r.
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BÖLÜM 5

ULTRAH·IPERBOL·IK DENKLEMLER ·IÇ·IN CARLEMAN

DE¼GERLEND·IRMELER·I

Bir 
 = f(x; y) : x 2 D � Rn; y 2 G � Rmg bölgesinde

Lu � �yu (x; y)��xu (x; y)+
nX
i=1

ai (x; y)uxi+
mX
i=1

bi (x; y)uyi+a0 (x; y)u (x; y) = f (x; y)

(5.1)

ultrahiperbolik denklemini göz önüne alal¬m.


 bölgesinin s¬n¬r¬n¬ @
 = �x [ �y şeklinde ifade edelim. Burada �x = @D � G ve

�y = D � @G biçimindedir. Ayr¬ca

L0u � �yu (x; y)��xu (x; y) ; (5.2)

z (x; y) = es'(x;y)u (x; y) ; (5.3)

Pz (x; y) = es'L0u; (5.4)

' (x; y) = e
 (x;y);

 (x; y) =

nX
i=1

�
xi � x0i

�2 � �

mX
i=1

�
yi � y0i

�2
olarak tan¬mlayal¬m. (5.2)-(5.4) eşitliklerinden

P+z = �yz ��xz + s2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
z; (5.5)

P�z = �2s (hry';ryzi � hrx';rxzi)� s (�y'��x') z (5.6)

olmak üzere

Pz = P+z + P�z, (5.7)
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bulunur. (5.5) ve (5.6) eşitlikleri kullan¬larak

I1 = �2s
Z



�yz (hry';ryzi � hrx';rxzi) dxdy;

I2 = �s
Z



�yz (�y'��x') zdxdy;

I3 = 2s

Z



�xz (hry';ryzi � hrx';rxzi) dxdy;

I4 = s

Z



�xz (�y'��x') zdxdy;

I5 = �2s3
Z



�
jry'j2 � jrx'j2

�
z (hry';ryzi � hrx';rxzi) dxdy;

I6 = �s3
Z



�
jry'j2 � jrx'j2

�
(�y'��x') jzj2 dxdy

olmak üzere

�
P+z; P�z

�
= I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6;

elde edilir. Şimdi, k¬smi integrasyon yard¬m¬yla, ilgili s¬n¬r koşullar¬n¬da dikkate alarak

Ik, k = 1; :::; 6 terimlerini de¼gerlendirelim:

I1 = �2s
Z



�yz (hry';ryzi � hrx';rxzi) dxdy

= 2s

Z



ryzry (hry';ryzi) dxdy � 2s
Z
�y

@�z hry';ryzi d�2dx

�2s
Z



ryzry (hrx';rxzi) dxdy + 2s
Z
�y

@�z hrx';rxzi d�2dx

= 2s

mX
k;j=1

Z



zyk

�
'yjzyj

�
yk
dxdy � 2s

Z
�y

@�z hry';ryzi d�2dx

�2s
mX
k=1

nX
j=1

Z



zyk

�
'xjzxj

�
yk
dxdy + 2s

Z
�y

@�z hrx';rxzi d�2dx

= 2s
mX

k;j=1

Z



zykzyj'yjykdxdy + s
mX

k;j=1

Z



�
jzyk j

2�
yj
'yjdxdy

�2s
Z
�y

@�z hry';ryzi d�2dx� 2s
mX
k=1

nX
j=1

Z



zykzxj'xjykdxdy

�s
mX
k=1

nX
j=1

Z



�
jzyk j

2�
xj
'xjdxdy + 2s

Z
�y

@�z hrx';rxzi d�2dx
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= 2s
mX

k;j=1

Z



zykzyj'yjykdxdy � s

Z



jryzj2�y'dxdy

�2s
Z
�y

@�z hry';ryzi d�2dx+ s

Z
�y

@�' jryzj2 d�2dx

�2s
mX
k=1

nX
j=1

Z



zykzxj'xjykdxdy + s

Z



jryzj2�x'dxdy

+2s

Z
�y

@�z hrx';rxzi d�2dx� s

Z
�x

@�' jryzj2 d�1dy (5.8)

bulunur. Di¼ger taraftan

I2 = �s
Z



�yz (�y'��x') zdxdy

= s

Z



ryzry ((�y'��x') z) dxdy � s

Z
�y

@�z (�y'��x') zd�2dx

= s

Z



jryzj2 (�y'��x') dxdy +
s

2

Z



ry

�
jzj2
�
ry (�y'��x') dxdy

�s
Z
�y

@�z (�y'��x') zd�2dx

= s

Z



jryzj2 (�y'��x') dxdy �
s

2

Z



jzj2�y (�y'��x') dxdy

�s
Z
�y

@�z (�y'��x') zd�2dx+
s

2

Z
�y

@� (�y'��x') jzj2 d�2dx (5.9)

olarak elde edilir. Buna ek olarak, Green formülü ve k¬smi integrasyon yard¬m¬yla

I3 = 2s

Z



�xz hry';ryzi dxdy � 2s
Z



�xz hrx';rxzi dxdy

= �2s
Z



rxzrx (hry';ryzi) dxdy + 2s
Z
�x

@�z hry';ryzi d�1dy

+2s

Z



rxzrx (hrx';rxzi) dxdy � 2s
Z
�x

@�z hrx';rxzi d�1dy

= �2s
nX
k=1

mX
j=1

Z



zxk

�
'yjzyj

�
xk
dxdy + 2s

nX
k;j=1

Z



zxk

�
'xjzxj

�
xk
dxdy

+2s

Z
�x

@�z hry';ryzi d�1dy � 2s
Z
�x

@�z hrx';rxzi d�1dy

= �2s
nX
k=1

mX
j=1

Z



zxkzyj'yjxkdxdy � s
nX
k=1

mX
j=1

Z



�
jzxk j

2�
yj
'yjdxdy

+2s

nX
k;j=1

Z



zxkzxj'xjxkdxdy + s
nX

k;j=1

Z



�
jzxk j

2�
xj
'xjdxdy

+2s

Z
�x

@�z hry';ryzi d�1dy � 2s
Z
�x

@�z hrx';rxzi d�1dy
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= �2s
nX
k=1

mX
j=1

Z



zxkzyj'yjxkdxdy + s

Z



jrxzj2�y'dxdy

�s
Z
�y

@�' jrxzj2 d�2dx� s

Z



jrxzj2�x'dxdy

+s

Z
�x

@�' jrxzj2 d�1dy + 2s
nX

k;j=1

Z



zxkzxj'xjxkdxdy

+2s

Z
�x

@�z hry';ryzi d�1dy � 2s
Z
�x

@�z hrx';rxzi d�1dy (5.10)

şeklinde bulunur. Di¼ger taraftan

I4 = s

Z



�xz (�y'��x') zdxdy

= �s
Z



rxzrx ((�y'��x') z) dxdy + s

Z
�x

@�z (�y'��x') zd�1dy

= �s
Z



jrxzj2 (�y'��x') dxdy �
s

2

Z



rx

�
jzj2
�
rx (�y'��x') dxdy

+s

Z
�x

@�z (�y'��x') zd�1dy

= �s
Z



jrxzj2 (�y'��x') dxdy +
s

2

Z



jzj2�x (�y'��x') dxdy

+s

Z
�x

@�z (�y'��x') zd�1dy �
s

2

Z
�x

@� (�y'��x') jzj2 d�1dy (5.11)

olarak hesaplan¬r. Benzer i̧slemler uygulanarak

I5 = �2s3
Z



�
jry'j2 � jrx'j2

�
z (hry';ryzi � hrx';rxzi) dxdy

= �s3
Z



�

ry';ry

�
jzj2
��
�


rx';rx

�
jzj2
��� �

jry'j2 � jrx'j2
�
dxdy

= �s3
Z





ry';ry

�
jzj2

�
jry'j2 � jrx'j2

���
dxdy

+s3
Z





ry'; jzj2ry

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdy

+s3
Z





rx';rx

�
jzj2

�
jry'j2 � jrx'j2

���
dxdy

�s3
Z





rx'; jzj2rx

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdy

= s3
Z



jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
�y'dxdy

�s3
Z
�y

@�' jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
d�2dx

+s3
Z



jzj2


ry';ry

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdy

�s3
Z



jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
�x'dxdy
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+s3
Z
�x

@�' jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
d�1dy

�s3
Z



jzj2


rx';rx

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdy

= s3
Z



jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
(�y'��x') dxdy

+s3
Z



jzj2


ry';ry

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdy

�s3
Z



jzj2


rx';rx

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdy

�s3
Z
�y

@�' jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
d�2dx

+s3
Z
�x

@�' jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
d�1dy (5.12)

bulunur. Son olarak

I6 = �s3
Z



�
jry'j2 � jrx'j2

�
(�y'��x') jzj2 dxdy (5.13)

olur. Yukar¬da buldu¼gumuz (5.8)-(5.13) ifadeleri birleştirilirse daha basit olarak

�
P+z; P�z

�
= J1 + J2 + J3 + J4 + J5 +B0,

elde edilir. Burada

J1 = 2s
mX

k;j=1

Z



zykzyj'yjykdxdy � 4s
mX
k=1

nX
j=1

Z



zykzxj'xjykdxdy;

J2 = 2s
nX

k;j=1

Z



zxkzxj'xjxkdxdy;

J3 = �s
2

Z



jzj2�y (�y'��x') dxdy;

J4 =
s

2

Z



jzj2�x (�y'��x') dxdy;

J5 = s3
Z



jzj2


ry';ry

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdy

�s3
Z



jzj2


rx';rx

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdy;
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ve

B0 = 2s

Z
�y

@vz (hrx';rxzi � hry';ryzi) d�2dx

+s

Z
�y

@v'
�
jryzj2 � jrxzj2

�
d�2dx� s3

Z
�y

@v' jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
d�2dx

�s
Z
�y

@vz (�y'��x') zd�2dx+
s

2

Z
�y

@v (�y'��x') jzj2 d�2dx

+2s

Z
�x

@vz (hry';ryzi � hrx';rxzi) d�1dy

�s
Z
�x

@v'
�
jryzj2 � jrxzj2

�
d�1dy + s3

Z
�x

@v' jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
d�1dy

+s

Z
�x

@vz (�y'��x') zd�1dy �
s

2

Z
�x

@v (�y'��x') jzj2 d�1dy.

·Ikinci olarak, ' a¼g¬rl¬k fonksiyonunun aşa¼g¬da verilen özelliklerini kullanarak J1; :::; J5 ve

B0 ifadelerini de¼gerlendirelim:

'xixi = 
'
�
2 + 
 2xi

�
; 'xiyj = 
2' xi xj ;

'xixj = 
'
�
 xixj + 
 xi xj

�
; 'yiyj = 
'

�
 yiyj + 
 yi yj

�
;

rx' = 
'rx ; ry' = 
'ry ;

�x' = 
'
�
�x + 
 jrx j2

�
; �y' = 
'

�
�y + 
 jry j2

�
;

�y'��x' = 
'd1 ( ) + 
2'd2 ( ) :

Burada

d1 ( ) = �y ��x ,

d2 ( ) = jry j2 � jrx j2

şeklindedir. O halde

J1 = 2s
mX

k;j=1

Z



zykzyj'yjykdxdy � 4s
mX
k=1

nX
j=1

Z



zykzxj'xjykdxdy

=
mX

k;j=1

Z



2s
'
�
 yjyk + 
 yk yj

�
zykzyjdxdy

�
mX
k=1

nX
j=1

Z



4s
2' yk xjzykzxjdxdy

=
mX

k;j=1

Z



2s
' yjykzykzyjdxdy +

Z



2s
2'

 
mX
j=1

 yjzyj

!2
dxdy

�
mX
k=1

nX
j=1

Z



4s
2' yk xjzykzxjdxdy (5.14)
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ve

J2 = 2s
nX

k;j=1

Z



zxkzxj'xjxkdxdy

=

nX
k;j=1

Z



2s
'zxkzxj

�
 xjxk + 
 xk xj

�
dxdy

=
nX

k;j=1

Z



2s
'zxkzxj xjxkdxdy +

Z



2s
2'

 
nX
k=1

zxk xk

!2
dxdy (5.15)

formunda hesaplan¬r. Di¼ger yandan, J3 ifadesinin de¼gerlendirilmesi yap¬lmadan önce

�y ('d2 ( )) = 
'�y d2 ( ) + 
2' jry j2 d2 ( )

+2
' hry ;ry (d2 ( ))i+ '�y (d2 ( ))

özdeşli¼gini ispatlayal¬m:

�y ('d2 ( )) =
mX
j=1

('d2 ( ))yjyj

=
mX
j=1

�
'yjd2 ( ) + ' (d2 ( ))yj

�
yj

=
mX
j=1

�
'yjyjd2 ( ) + 2'yj (d2 ( ))yj + ' (d2 ( ))yjyj

�
=

mX
j=1

�

'
�
 yjyj + 
 2yj

�
d2 ( ) + 2
' yj (d2 ( ))yj + ' (d2 ( ))yjyj

�
=

mX
j=1


' yjyjd2 ( ) +
mX
j=1


2' 2yjd2 ( )

+
mX
j=1

�
2
' yj (d2 ( ))yj + ' (d2 ( ))yjyj

�
= 
'�y d2 ( ) + 
2' jry j2 d2 ( )

+2
' hry ;ry (d2 ( ))i+ '�y (d2 ( )) .

Buna ba¼gl¬olarak

J3 = �s
2

Z



jzj2�y (�y'��x') dxdy

= �s
2

Z



jzj2�y

�

'd1 ( ) + 
2'd2 ( )

�
dxdy

= �
Z



s

2

2' jzj2 d1 ( )�y dxdy �

Z



s

2

3' jzj2 d1 ( ) jry j2 dxdy

�
Z



s

2

3' jzj2�y d2 ( ) dxdy �

Z



s

2

4' jzj2 jry j2 d2 ( ) dxdy

�
Z



s
3' jzj2 hry ;ry (d2 ( ))i dxdy �
Z



s

2

2' jzj2�y (d2 ( )) dxdy
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= �
Z



s

2

2' jzj2 (d1 ( )�y +�y (d2 ( ))) dxdy

�
Z



s

2

3' jzj2

�
d1 ( ) jry j2 +�y d2 ( ) + 2 hry ;ry (d2 ( ))i

�
dxdy

�
Z



s

2

4' jzj2 jry j2 d2 ( ) dxdy (5.16)

şeklinde hesaplan¬r. J4 ifadesi için

�x ('d2 ( )) = 
'�x d2 ( ) + 
2' jrx j2 d2 ( )

+2
' hrx ;rx (d2 ( ))i+ '�x (d2 ( ))

eşitli¼gini kullanal¬m:

J4 =
s

2

Z



jzj2�x (�y'��x') dxdy

=
s

2

Z



jzj2�x

�

'd1 ( ) + 
2'd2 ( )

�
dxdy

=

Z



s

2

d1 ( ) jzj2�x'dxdy +

Z



s

2

2 jzj2�x ('d2 ( )) dxdy

=

Z



s

2

d1 ( ) jzj2

�

'
�
�x + 
 jrx j2

��
dxdy

+

Z



s

2

3' jzj2�x d2 ( ) dxdy +

Z



s

2

4' jzj2 jrx j2 d2 ( ) dxdy

+

Z



s
3' jzj2 hrx ;rx (d2 ( ))i dxdy +
Z



s

2

2' jzj2�x (d2 ( )) dxdy

=

Z



s

2

2' jzj2 (d1 ( )�x +�x (d2 ( ))) dxdy

+

Z



s

2

3' jzj2

�
�x d2 ( ) + 2 hrx ;rx (d2 ( ))i+ d1 ( ) jrx j2

�
dxdy

+

Z



s

2

4' jzj2 jrx j2 d2 ( ) dxdy: (5.17)

J5 ifadesinin de¼gerlendirilmesinde



ry';ry

�
jry'j2 � jrx'j2

��
=



ry';ry

�

2'2d2 ( )

��
= 
2



ry';ry

�
'2d2 ( )

��
= 
2



ry'; d2 ( )ry

�
'2
��
+ 
2



ry'; '

2ry (d2 ( ))
�

= 2
2'd2 ( ) hry';ry'i+ 
2'2 hry';ry (d2 ( ))i

= 2
4'3d2 ( ) hry ;ry i+ 
3'3 hry ;ry (d2 ( ))i ,



rx';rx

�
jry'j2 � jrx'j2

��
= 2
4'3d2 ( ) hrx ;rx i+ 
3'3 hrx ;rx (d2 ( ))i
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eşitliklerini kullanal¬m:

J5 = s3
Z



jzj2


ry';ry

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdy

�s3
Z



jzj2


rx';rx

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdy

= s3
Z



jzj2
�
2
4'3d2 ( ) hry ;ry i+ 
3'3 hry ;ry (d2 ( ))i

�
dxdy

�s3
Z



jzj2
�
2
4'3d2 ( ) hrx ;rx i+ 
3'3 hrx ;rx (d2 ( ))i

�
dxdy

=

Z



s3
3'3 jzj2 (hry ;ry (d2 ( ))i � hrx ;rx (d2 ( ))i) dxdy

+

Z



2s3
4'3 jzj2 (d2 ( ))2 dxdy: (5.18)

Son olarak s¬n¬r terimleri

B0 =

Z
�y

2s
'@vz (hrx ;rxzi � hry ;ryzi) d�2dx

+

Z
�y

s
'@v 
�
jryzj2 � jrxzj2

�
d�2dx�

Z
�y

s3
3'3@v jzj2 d2 ( ) d�2dx

�
Z
�y

s
�

'd1 ( ) + 
2'd2 ( )

�
z@vzd�2dx

+

Z
�y

s

2

��

2'd1 ( ) + 
3'd2 ( )

�
@v + 
2'@v (d2 ( ))

�
jzj2 d�2dx

+

Z
�x

2s
'@vz (hry ;ryzi � hrx ;rxzi) d�1dy

�
Z
�x

s
'@v 
�
jryzj2 � jrxzj2

�
d�1dy +

Z
�x

s3
3'3@v jzj2 d2 ( ) d�1dy

+

Z
�x

s
�

'd1 ( ) + 
2'd2 ( )

�
z@vzd�1dy

�
Z
�x

s

2

��

2'd1 ( ) + 
3'd2 ( )

�
@v + 
2'@v (d2 ( ))

�
jzj2 d�1dy

olur. Ayr¬ca (5.14)-(5.18) eşitliklerinden

�
P+z; P�z

�
=

mX
k;j=1

Z



2s
' yjykzykzyjdxdy +

Z



2s
2'

 
mX
j=1

 yjzyj

!2
dxdy

�
mX
k=1

nX
j=1

Z



4s
2' yk xjzykzxjdxdy

+
nX

k;j=1

Z



2s
'zxkzxj xjxkdxdy +

Z



2s
2'

 
nX
k=1

zxk xk

!2
dxdy

�
Z



s

2

2' jzj2 d3 ( ) dxdy �

Z



s
3' jzj2 d5 ( ) dxdy
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�
Z



s

2

4' jzj2 (d2 ( ))2 dxdy +

Z



s3
3'3 jzj2 d4 ( ) dxdy

+

Z



2s3
4'3 jzj2 (d2 ( ))2 dxdy +B0;

bulunur. Burada

d3 := d3 ( ) = (d1 ( ))
2 +�y (d2 ( ))��x (d2 ( )) ,

d4 := d4 ( ) = hry ;ry (d2 ( ))i � hrx ;rx (d2 ( ))i ;

d5 := d5 ( ) = d1 ( ) d2 ( ) + hry ;ry (d2 ( ))i � hrx ;rx (d2 ( ))i

dir. Şimdi � > 0 olmak üzere


 = 
(�) := f(x; y);  (x; y) > �g

kümesini tan¬mlayal¬m. Ayr¬ca 0 < � < 1 oldu¼gunu farzedelim. Bu durumda 
 üzerinde

' � 1 ve dolay¬s¬yla k = 1; 2; 3 için 'k � C'4 olur.

Buna ek olarak sa¼g taraftaki ikinci, üçüncü ve beşinci terimler dikkate al¬narakZ



2s
2'

 
mX
j=1

 yjzyj �
nX
k=1

 xkzxk

!2
dxdy � 0

yaz¬labilir. Bunun sonucu olarak

(P+z; P�z) � �
Z



4�s
'jryzj2dxdy +
Z



4s
'jrxzj2dxdy

+

Z



2s3
4'3d22jzj2dxdy +
Z



o(s3
4'3)jzj2dxdy

elde edilir. Ayr¬ca 0 < � < 1 için jx� x0j2 � �2jy � y0j2 �  (x; y) > � oldu¼gundan

d22 = 16(jx� x0j2 � �2jy � y0j2)2 � 16�2

bulunur. Öyleyse

�
P+z; P�z

�
� �

Z



4�s
'jryzj2dxdy +
Z



4s
'jrxzj2dxdy

+32�2
Z



s3
4'3jzj2dxdy +
Z



o(s3
4'3)jzj2dxdy (5.19)

eşitsizli¼gi elde edilir. BuradaZ



�
P+z + P�z

�
'zdxdy
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için yeni bir de¼gerlendirme yap¬lmas¬gerekir. Bu yüzden son ifade 'z ile çarp¬l¬rsa

�yz ��xz + s2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
z

�2s (hry';ryzi � hrx';rxzi)� s (�y'��x') z

= fes'

bulunur. K¬smi integrasyon uygulan¬rsaZ



�
P+z + P�z

�
'zdxdy = K1 +K2 +K3 +K4 +K5 +K6

elde edilir. Burada s¬ras¬yla

K1 =

Z



�yz ('z) dxdy

= �
Z



ryzry ('z) dxdy +

Z
�y

@�z ('z) d�2dx

= �
Z



jryzj2 'dxdy �
1

2

Z



ry

�
jzj2
�
ry'dxdy +

Z
�y

@�z ('z) d�2dx

= �
Z



jryzj2 'dxdy +
1

2

Z



jzj2�y'dxdy +

Z
�y

@�z ('z) d�2dx

�1
2

Z
�y

@�' jzj2 d�2dx

= �
Z



' jryzj2 dxdy +
1

2

Z




' jzj2�y dxdy

+
1

2

Z




2' jzj2 jry j2 dxdy +
Z
�y

@�z ('z) d�2dx

�1
2

Z
�y


'@� jzj2 d�2dx;

K2 = �
Z



�xz ('z) dxdy

=

Z



' jrxzj2 dxdy �
1

2

Z



jzj2�x'dxdy

�
Z
�x

@�z ('z) d�1dy +
1

2

Z
�x

@�' jzj2 d�1dy

=

Z



' jrxzj2 dxdy �
1

2

Z




' jzj2�x dxdy

�1
2

Z




2' jzj2 jrx j2 dxdy �
Z
�x

@�z ('z) d�1dy

+
1

2

Z
�x


'@� jzj2 d�1dy;
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K3 =

Z



s2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
jzj2 'dxdy

=

Z



s2
2'3
�
jry j2 � jrx j2

�
jzj2 dxdy

=

Z



s2
2'3d2 ( ) jzj2 dxdy;

K4 = �
Z



2s (hry';ryzi � hrx';rxzi)'zdxdy

= �
Z



s
�

ry';ry

�
jzj2
��
�


rx';rx

�
jzj2
���

'dxdy

= �
Z



s


ry';ry

�
jzj2 '

��
dxdy +

Z



s


ry'; jzj2ry'

�
dxdy

+

Z



s


rx';rx

�
jzj2 '

��
dxdy �

Z



s


rx'; jzj2rx'

�
dxdy

=

Z



s' jzj2�y'dxdy +

Z



s jzj2 jry'j2 dxdy

�
Z



s' jzj2�x'dxdy �
Z



s jzj2 jrx'j2 dxdy

�s
Z
�y

@�' jzj2 'd�2dx+ s

Z
�x

@�' jzj2 'd�1dy

=

Z



s
'2 jzj2 d1 ( ) dxdy + 2
Z



s
2'2 jzj2 d2 ( ) dxdy

�s
Z
�y


'2@� jzj2 d�2dx+ s

Z
�x


'2@� jzj2 d�1dy;

K5 = �
Z



s (�y'��x') jzj2 'dxdy

= �
Z



s'�y' jzj2 dxdy +
Z



s'�x' jzj2 dxdy

= �
Z



s
'2
�
�y + 
 jry j2

�
jzj2 dxdy

+

Z



s
'2
�
�x + 
 jrx j2

�
jzj2 dxdy

= �
Z



s
'2 jzj2�y dxdy �
Z



s
2'2 jzj2 jry j2 dxdy

+

Z



s
'2 jzj2�x dxdy +

Z



s
2'2 jzj2 jrx j2 dxdy

= �
Z



s
'2 jzj2 d1 ( ) dxdy �
Z



s
2'2 jzj2 d2 ( ) dxdy
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şeklinde hesaplan¬r. Bu durumdaZ



�
P+z + P�z

�
'zdxdy = �

Z



' jryzj2 dxdy +
1

2

Z




' jzj2 d1 ( ) dxdy

+
1

2

Z




2' jzj2 d2 ( ) dxdy +
Z



' jrxzj2 dxdy

+

Z



s2
2'3d2 ( ) jzj2 dxdy +
Z



s
2'2 jzj2 d2 ( ) dxdy

+B1; (5.20)

olur. Burada

B1 =

Z
�y

@�z ('z) d�2dx�
1

2

Z
�y


' (1 + 2s') @� jzj2 d�2dx

�
Z
�x

@�z ('z) d�1dy +
1

2

Z
�x


' (1 + 2s') @� jzj2 d�1dy

dir. Bunun sonucunda �s
(4� + �) ile (5.20) denklemi çarp¬l¬rsa, � > 0 olmak üzere

�
Z



(4� + �)s
'(Pz)zdxdy =

Z



(4� + �)s
'jryzj2dxdy �
Z



(4� + �)s
'jrxzj2dxdy

+

Z



o(s3
4'3)jzj2dxdy (5.21)

bulunur. (5.19) ve (5.21) denklemi toplan¬rsa:

(P+z; P�z)�
Z



(Pz)(4� + �)s
'zdxdy

� �

Z



s
'jryzj2dxdy + (4� 4� � �)

Z



s
'jrxzj2dxdy

+ 32�2
Z



s3
4'3jzj2dxdy +
Z



o(s3
4'3)jzj2dxdy

elde edilir. Di¼ger taraftan,

sol taraf � 1

2
jPzj2 + (4� + �)

�
1

2

Z



jPzj2dxdy + 1
2

Z



s2
2'2jzj2dxdy
�

oldu¼gu görülür. Son olarak 0 < � < 1 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda yeterince

küçük � > 0 için

4� 4� � � > 0

yaz¬labilir. Bunun sonucu olarak, o(s3
4'2) ve jzj2 ifadelerini içeren terimler absorbe

edilirse z 2 C20(
(�)) içinZ



fs
'j(ryzj2 + jrxzj2) + s3
4'3jzj2gdxdy � C

Z



jPzj2dxdy
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elde edilir.
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BÖLÜM 6

SONUÇ

Bu çal¬̧smada ultrahiperbolik tipten k¬smi türevli denklemler için Carleman de¼gerlendirme-

leri ele al¬nm¬̧st¬r. Ultrahiperbolik denklemler �ziksel ve felse�k yorumlar¬bak¬m¬ndan son

zamanlarda büyük ilgi görmektedir. Bu konu 3. Bölümde ayr¬nt¬l¬olarak tart¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Di¼ger taraftan Carleman de¼gerlendirmeleri başta hiperbolik, parabolik ve eliptik tipten

denklemler olmak üzere birçok problemin çeşitli özelliklerinin araşt¬r¬lmas¬nda önemli

bir araçt¬r. Ters problemler teorisinde de son 30 y¬lda bu alanda önemli geli̧smeler

kaydedilmi̧stir. Özellikle bu tür problemlerin çözümlerinin Lipschitz ve Hölder karar-

l¬l¬¼g¬n¬n incelenmesinde Amirov (2001), Bellassoued and Yamamoto (2012), Bukhgeim

and Klibanov (1981), Imanuvilov and Yamamoto (1998), Imanuvilov and Yamamoto

(2001), Isakov (2006), Klibanov and Timonov (2004), Romanov (2006), Yamamoto (2009)

taraf¬ndan önemli sonuçlar elde edilmi̧stir.
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