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H*(Q)

L, (Q)

L,(Q)

G

suppp(x)

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
. Genellestirilmis fonksiyonlar sinifi
: Verilen bir bolge
: () bolgesinin kapanisi
: Q1 bolgesinin siniry; 0Q =T

. Q bolgesinde tanimli k. mertebeye kadar siirekli kismi tiirevlere sahip

fonksiyonlar uzay1

. Q bolgesinde bolgesinde tanimli sonsuz defa diferensiyellenebilir ve

supportu Q nin kompakt alt kiimesi olan fonksiyonlar uzayi
: Tiirev i¢in multiindeks gosterimi

: u(x)fonksiyonunun gradienti; Vu(x) = (uxl,ux2 ,...,an)

: Kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellestirilmis tiirevleri L, () ya ait

olan fonksiyonlar uzay1
: (1 lizerinde Lebesgue dlgiilebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar uzay1
: Q) lizerinde Lebesgue dl¢iilebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

:L,(Q) daig ¢arpim

: ¢ fonksiyonun supportu; suppe(x) = {x | x € Q, p(x) # 0}

Xiii



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi (devam ediyor)

HY(Q) : Kendisi ve k. mertebeye kadar genellesmis tiirevleri L,(£)) ya ait olan ve
(k — 1). mertebeye kadar tiim genellesmis tlirevleri  nin sinirmda sifir olan

fonksiyonlar smifi

R(1; 4) : A operatoriiniin rezolvanti

p(A) : A operatoriiniin regiiler degerler kiimesi

At : A nin ortogonal tiimleyeni

D(A) : A operatoriiniin operatoriiniin tanim kiimesi

Au(x) s u(x) fonksiyonun Laplacian’ 1; Au(x) = XN, %

R(A) . A operat0riiniin operatoriiniin deger kiimesi

LP(Q) = {u € Q — R: u dlgtlebilir ve fnlulp < OO}, 1<p<o

L*(Q) = {u: Q - R:u o6lgilebilir ve bazi c sabitleriicin Q da |lu(x)| < c}

L(X,X) = L(X) : X den X e sinirli lineer operatorler kiimesi

X'=L(X,K) :Xnormluuzaymin dual uzayi
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BOLUM 1
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tezde gerekli olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmigtir:
Tanim 1.1 (Metrik, Metrik Uzay) Bos olmayan bir X kiimesi ve bir

d: X x X - R" (z,y) — d(z,y)

dontigiimii verilsin. Eger, her x,y,z € X i¢in

1) d(z,y) =0z =y,

2) d(z,y) =d(y,x),
3) d(z,y) <d(x,2) +d(zy) (Ucgen Esitsizligi)

ozellikleri saglamyorsa o takdirde d dontisimine X tzerinde uzakhk fonksiyonu ya da
metrik adu verilir ve bu durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir. Bir kiime dzerinde

birden fazla metrik tanimlanabilir (Musayev ve Alp 2000).

Tanim 1.2 (Norm, Normlu Uzay) Bir X vektor uzay: tizerindeki norm, X dzerinde
tanimly olup bir v € X noktasindaki degeri ||x|| ile gosterilen ve x,y € X de keyfi vektorler

ve ¢ bir skaler olmak tizere asagidaki o6zellikleri gercekleyen reel degerli bir fonksiyondur:
1) |z =0,

2) [zl =0 z=0,

3) llexll = lef |,

4) ||z +yll < ll=ll + llyll (Ucgen Esitsizligi).

Uzerinde bir norm tanimlanmas bir X vektor uzayina bir normlu uzay ade verilir. Normlu

uwzaylar (X, ||-]]) ya da kisaca X ile gosterilir (Kreyszig 1989).



Tanim 1.3 (Cauchy Dizisi) (X,d) bir metrik uzay ve X in i¢inde bir dizi (x,) olsun.
Bu durumda ¥ € > 0 i¢in m,n > n. oldugunda d (x,,x,,) < ¢ olacak sekilde € a bagl bir
n. € N dogal saysi varsa, (x,,) dizisine X i¢inde bir Cauchy dizisi adu verilir.

Bu tanwym daha kisa olarak séyle yazilabilir:
Ve >0 i¢in 3 n. € N3 Vm,n > n. i¢in
d(Tp,Tm) < € & (x,) dizisi X iginde bir Cauchy dizisidir (Musayev ve Alp 2000).

Tanim 1.4 (Tam uzay) X bir normlu lineer uzay olmak tzere X in elemanlarindan

olusan her bir Cauchy dizisi X in bir elemamina yakinswyor ise X e tam uzay denir

(Mikhailov 1978).

Tamim 1.5 (Banach Uzay1) Tam normlu bir lineer uzaya Banach uzayr denir (Mikhailov

1978).

Tanim 1.6 (Yogun Kiime) (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. A
nin kapamse X e egit ise yani A = X ise A ya X de yogun kiime adi verilir. Ornegin, Q
rasyonel sayilar kiimesi R de yogundur. Ancak, Z tam saylar kiimesi R de yogun degildir

(Musayev ve Alp 2000).

Tamm 1.7 (Her Yerde Yogunluk) M C X olmak iizere, her bir x € X ig¢in, M nin
elemanlarindan olusan bir (x,) dizisi © e yakinsayacak sekilde varsa, M kiimesine X de

her yerde yogundur denir (Mikhailov 1978).

Tanim 1.8 (ig Carpim Uzay1) Bir i¢ carpym uzays, tzerinde bir i¢ ¢arpvm tanvmlan-
mas bir X wvektor uzayrdir. Burada s6zi edilen i¢ ¢arpim X X X den X in bir K skaler
cismi igine yapilan bir donisimdir, yani X in her x ve y vektor ¢ifti, (x,y) ile gosterilen

ve asaqdaki 6zellikleri gercekleyen bir skalerle eslenmektedir:
1) (x+y2) = (x,2)+(y,2),

2) (cx,y) = c(z,y),

3) (v,y) = (y,7),

4) (z,x2) >0, (x,2) =0< 2 =0 (Kreyszig 1989).



Tanim 1.9 (Hilbert Uzay1) Bir Hilbert uzay, tzerindeki i¢ ¢arpimla taniml metrige
gore tam olan bir i¢ ¢arpym uzaydur (Kreyszig 1989).

Tanim 1.10 (Lineer Operatér) Bir A lineer operatori, asagidaki ozellikleri ger¢ekleyen

bir operatordiir:

1) A mn D (A) tamwm bolgesi bir vektor uzayr olup, R (A) deger bolgesi, ayn cisim -

zerinde bir vektor uzayidar.

2) Her xz,y € D (A) ve ¢ skaleri igin,

Al +y) = Ax)+Ay)
A(cx) = cA(x)

dir (Kreyszig 1989).

Tanim 1.11 (Smurli Lineer Operator) X ve Y normlu uzaylar ve D (A) C X olmak
tizere, A: D (A) — Y lineer bir operator olsun. Eger, her x € D (A) igin,

[Az]| < cfl]]
olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisi varsa, A operatori simrhdir denir (Kreyszig 1989).

Tanim 1.12 (Siirekli Operatér) X ve Y normlu uzaylar, D (A) C X olmak iizere,

A . D(A) — Y lineer olmast zorunlu olmayan herhangi bir operator olsun. A ope-
ratorinin bir xo € D (A) noktasinda sirekli olmasu i¢in, verilen her € > 0 sayisina
kargilik, ||x — zo|| < § kosulunu gergekleyen her x € D (A) ig¢in, ||Ax — Axg|| < € olacak
sekilde bir 6 > 0 sayisiman var olmasy gerekmektedir. Eger her x € D (A) noktasinda A
stirekli ise, A operatori streklidir denir. A operatéoriniin lineer olmast halinde asagidaki

onemli teorem ifade edilebilir:

Teorem 1.1 (Siireklilik ve Smirlihk) X ve Y normlu uzaylar ve D (A) C X olmak

tizere, A : D (A) — Y bir lineer operator olsun. Bu durumda
1) A mn siirekli olmast igin gerek ve yeter kosul A nan sinarle olmasidar,

2) A bir tek noktada stirekli ise, her noktada streklidir (Kreyszig 1989).



Tanim 1.13 (Zay:if Yakinsaklik) Normlu bir X uzayinda bir (z,,) dizisi verilmig olsun.
Eger, her f € X' igin

lim f (2,) = f (20)

n—oo

olacak sekilde bir xo € X elemam varsa, (x,,) dizisi (o)’ a zayf yakinsaktur denir ve

T, 2 To seklinde yazlir.

Burada, zayif yakinsakhigin her f € X’ icin f (z,,) sayilarindan olugan dizinin yakinsakligi

anlamina geldigine dikkat edilmelidir (Musayev ve Alp 2000).

Tanim 1.14 (Norma Goére Yakinsaklik) Normlu bir X uzay i¢inde bir (x,,) dizisi ve

x9 € X werilmis olsun. FEger,

lim @, — 2ol =0

n—o0

ise (x,,) dizisi xoy noktasina yakinswyor denir ve

Tp — To ya da lim x, = g

n—oo

olarak ifade edilir. Normlu uzayda tamimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsama
ady verilir. Bu tamim aym zamanda, "kuvvetli yakinsakhk" olarak da adlandirilmakta ve

Tp LR xo geklinde de ifade edilmektedir (Musayev ve Alp 2000).

Tanim 1.15 (Noktasal Yakinsaklik) Her n € N olmak dzere f, : D — R fonksiyon-
lari verilmig olsun. Bu durumdan — f, dizisine (kisaca (f,,) ile gosterilir), D C R kiimesi
tizerinde tanimly fonksiyonlar dizisi ady verilir. Burada her bir x € D i¢in f, (z) € R ola-
cagindan (fy, (v)),cy seklinde gergel sayplarn bir dizisi olusmaktadur. Eger her bir x € D

icin (fn ())nen sayr dizisi, bir f (z) saypsina yakinswyor, yani her x € D ig¢in

lim f, (z) = f (z)

n—oo

oluyor ise, (f,) fonksiyon dizisine f : D — R fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir.

Bu durum

Jg&fn:f’ o=, ..

gibi simgelerle ifade edilir (Coskun 2002).



Tanim 1.16 (Diizgiin Yakinsaklik) Her n € N olmak tzere f, : D — R fonksiyonlar:
verilmig olsun. Bu durumda n — f, dizisine (kisaca (f,) ile gosterilir), D C R kiimesi
tizerinde tanymly fonksiyonlar dizisi adv verilir. Burada her bir x € D i¢in f, (z) € R

olacagindan (f, (x)) seklinde gercel saylarin bir dizisi olusmaktadir. Eger her bir

neN

e > 0 sayse igin bir ng :=ng (¢) € N dogal sayst var ve her x € D, her n > ng i¢in

|[fn () = f(2)] <&

oluyor ise, (f,) fonksiyon dizisine f : D — R fonksiyonuna dizgiin yakinsaktur denir

(Coskun 2002).

Tamim 1.17 (Siireklilik) D C R" olmak tzere f : D — R™ bir donisim ve bir a € D

noktasi i¢in

lim f (z) = f (a)

r—a

oluyor ise, f ye a noktasinda stireklidir denir. Stureklilik tanimi daha ac¢ik olarak su an-

lamdadwr: Her k € N igin a, € D olmak tizere lim ay = a olan her (ay), oy dizisi i¢in

k—o0

lim f (ax) = [ (a)

k—o0

dar.

D nin her bir noktasinda stirekli olan f : D — R"™ doniigiimiine D’ de siireklidir denir

(Cogkun 2003).

Tanmim 1.18 (Diizgiin Siireklilik) D C R" olmak tzere f : D — R™ dénisimi ve-
rilmig olsun. Eger her bir e > 0 i¢in bir § > 0 sayist var ve ||z — y|| < ¢ olan her x,y € D

1¢in
If (@)= FWll <e

oluyor ise, f donigimine D de dizgiin sireklidir denir (Coskun 2003).

Tanim 1.19 (Kompakt Kiime) (M,d) bir metrik uzay ve A C M olsun. A daki her
() dizisi, A man bir elemanina yakinsayan bir alt diziye sahipse A ya kompakttir denir.

Eger M ciimlesinin kendisi kompakt ise (M, d) ye kompakt metrik uzay denir (Rynne and
Youngson 2000).



Tanim 1.20 (Kompakthk) Bir X metrik uzayr verilmis olsun. Eger X’ deki her dizi
yakinsak bir alt diziye sahip ise X wuzayr kompakttir (Kreyszig 1978).

Tanim 1.21 (Operator) X ve Y bos olmayan kiimeler ve D C X olsun. D’ nin her
elemanina Y’ nin bir elemanina karsilik getiren bir kurala D’ den Y’ ye bir operator veya

dondigiim denir (Musayev ve Alp 2000).

Tanim 1.22 (Kompakt Operator) X ve Y herhangi iki normiu uzay ve A : X — Y

yakinsak alt diziye sahipse, A operatorine kompakttir denir (Rynne and Youngson 2000).

Tanim 1.23 (Kismi Tiirevli Denklem) Bir kismi tirevli denklem x4, xo, ..., x,, bagim-
s1z degiskenlerine baglh bilinmeyen u fonksiyonu ve onun sonlu sayida kismi tirevlerinin
olusturdugu bir bagintidir. Bu denklemin en genel bicimi, k = ki + ks + ... + k, olmak
uzere

ou ou 0Fu
e — =0 1.1
0y Oy, axlflaxg?..axﬁn) (1)

dur. (1.1) denkleminde en yiiksek kismi tiirev basamage k dur. k ya kismi tirevli denklemin

F = (3:1,3:2, ey Ty U (L1, Ty evy Ty,

basamage (mertebesi) denir (Dernek 2009).

Tamm 1.24 (C (ﬁ) , C* (ﬁ) Uzaylar1) C (ﬁ) . Q dizerinde stirekli tiim fonksiyonlarin
olusturdugu ciimle, C* (ﬁ), k= 1,2,...Q dizerinde k. mertebeye kadar tiim tiirevleri
siirekli olan tiim fonksiyonlarn olusturdugu ciimledir. f € C*(Q), a = (a1, s, ..., ay)
bir multiindeks (o; € ZTU{0},i=1,2,....,n) ve |a] = a1 + ag + ... + «, olsun. Bu
durumda,

0lf (x)

= 3 a1 4,..02
0x "' 0xy?...0xon

D f (z) = 0x{*0x5?...0x0" f (2)
f fonksiyonunun kismi tirevlerini ifade eder (Bulut 2014).

Tanmim 1.25 (C° (2) Uzay1) C§°(Q), Q dzerinde tanvml sonsuz defa diferensiyellenebilir

ve supportu (suppcp (x)={z |z € Qo(x)# O}) Q mn kompakt alt ciimlesi olan tim
fonksiyonlarin olusturdugu ctimledir (Mikhailov 1978).

Tanim 1.26 (L, (2), Ly (2) Uzaylar1) L, (2), 2 dzerinde Lebesgue él¢tilebilir ve integ-
rallenebilir tim fonksiyonlarin olusturdugu ciimle, Lo (2) , Q tzerinde Lebesgue él¢iilebilir
ve modiliiniin karest integrallenebilir tim fonksiyonlarin olusturdugu ciimledir. Bu kiimelere

ait baz onemli ozellikler asagida verilmigtir (Mikhailov 1978);



1) L1 () ve Ly () lineer uzaydur ve 2 sinarly bir bélge ise

C(Q) C Ly(Q) C L1 (),
2) L, (), dzerinde tanvmlanan

1l = / f (@) de
Q

normuna gore bir Banach uzayidar,

3) Ly (), dzerinde tanvmlanan
(Fr: s /ﬁ )o@

1¢c carprmana gore bir Hilbert uzayidir, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm

1/
||f||L2(Q) = /|f (x)|2 dx
Q

bicimindedar,

2

4) C () ve C5° () uzayr, Ly (Q) ve Ly (Q) da her yerde yogundur,
5) L1 () ve Ly () ayrdabilir uzaydar.

Tanim 1.27 (Genellestirilmis Fonksiyon) Cg° () dzerinde asagidaki yakinsaklik yardima
ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzayr denir. Bu uzay, D () ile
gosterilir. Eger,

1) Oyle bir K C Q kompakt ciimlesi vardur;

Vk € N i¢in suppy, € K,

2) Her a = (aq,qq,...,0p) ve k — 00 iken
D@ = Do)

yakinsamas ) bolgesinde diizgiin ise, k — oo i¢in @, o) © yakinsar denir.



D (Q) topolojik uzayinda tanimly stirekli, lineer fonksiyonellere, genellestirilmis fonksiyon

denir. Genellestirilmis fonksiyonlar sinafs D' (QQ) ile gosterilir (Viadimirov 1984).

Tanim 1.28 (Genellestirilmis Tiirev) f, (z) vev (x) fonksiyonlar: Q2 da integrallenebilir

fonksiyonlar olsun. Herhangi bir ¢ € C3° () i¢in, |a| = oy + ag + ... + ay, olmak dizere,

/fa (z) @dQ = (—1)" /v () D2dS

Q
ise, fo(x) ya Q bélgesinde v (x) in o’ wnct mertebeden genellestirilmis tirevi denir. Bu-
rada,
aal—&—ag—l—.l.anv 8|a\,U

©T TOR o oo

Tn

seklindedir (Mikhailov 1978).

Tanim 1.29 (Kapali Operator) Eger A lineer operatori, asagidaki sartlar saglyor

Up — U, ve Au, — Yy, = Au, =1,

d
kapalidir denir. Her stirekli operator kapalidir ama tersi, dogru olmayabilir. Mesela, o
x

tirev operatori Lo (0,1) uzayinda kapalidir ama sinarly degildir (Kreyszig 1978).

Tanim 1.30 (Ortogonallik, Ortogonal Kiimeler, Ortogonal Tiimleyen) (X, (.,.))
bir i¢ carpim uzayr ve x,y € X olsun. (x,y) = 0 ise x vektori y vektorine ortogonaldir
(diktir) denir ve x L y ile gosterilir. Benzer sekilde A, B C X alt kiimeleri verildiginde
eger her a € A i¢cin x L a ise x vektori A kiimesine ortogonaldir denir ve x 1. A yazilir.

Eger her a € A ve her b € B i¢in a L b ise A ve B kiimelerine ortogonal kiimeler denir
ve A L B ile géosterilir.

Bir A C X id¢in {x € X : x L A} kiimesi A kiimesinin ortogonal tiimleyeni adina alir ve

At ile gosterilir (Musayev ve Alp 2000).

Tanim 1.31 (Adjoint Operator) X ve Y aym bir K cismi tizerinde normlu uzaylar,

Ae L(X,Y) vegeY' olsun.
[iX =K, [@)=(goA) ) =g(Aw), veX

biciminde bir f fonksiyoneli tamimlayalim. g ile A lineer ve simirl olduklarindan f de

lineer ve swmurhdir. g € Y’ verildiginde, buna karsilik gelen ve yukaridaki gibi tanimlanan



| fonksiyonelinin tek oldugu a¢iktir. Bu nedenle, bir A € L(X,Y) i¢in f = go A olmak

uzere
A12Y,—>X,, gﬁA/(g):goA:f

biciminde bir A’ operatori tanimlanabilir. Bu bicimde tamimlanan A’ operatorine, A min

adjoint operatori denir (Musayev ve Alp 2000).

Tanim 1.32 (Self-Adjoint Operatdr) Hy, Hy Hilbert uzaylari ve A € L (Hy, Hy) ol-

sun. Her x € Hy, y € Hy i¢in

(Az,y) = (z, Ay)

olacak bicimde tanwmly stirekli lineer A* operatorine A mn self-adjoint operatérii ads

verilir (Musayev ve Alp 2000).

Tanmim 1.33 (Sobolev Uzay1) m bir pozitif tam say, 1 < p < oo ve |||, de L7 ()

uzaynda bir norm olmak tizere, sag tarafi anlamlb kilan her u i¢in

1/p
lull,, = oDl | . 1<p<oo, (1.2)
0<|a|<m
e = max D%l (13)

seklinde bir ||-||,,, , fonksiyoneli tanamlayalim. Bazi durumlarda bolgeler ile ilgili ¢ikabilecek

karigiklige onlemek igin ||ul|,, , sembolii yerine | o de kullamlmaktader. (1.2) veya

[ull .,

(1.8) normu ile verilen asagrdaki uzaylar Sobolev uzayr olarak adlandirir:

1) H™P(Q): {u e C™(Q) : ull,,, < oo} kiimesinin |-, ,, normuna gore tamlanisg,
2) Wrr(Q) ={ue L7 (2): D*u e L7 (2),0 < o] <mj,

3) Wmr(Q): WP (Q) uzaynda C§° () uzayiman kapanasi.

Agiktar ki,

WeP(Q) = LP ()

ve eger 1 < p < 0o ise

WP () = L7 ()



dur, ¢linki C§° () uzayr LP (Q) uzayinda yogundur. Her m i¢in asagidaki gomme zinciri

mevcuttur:
WP (Q) — W™ (Q) —> LP () .

Ayrica her § bolgesi igin H™P (Q) = W™P (Q) dwr. 1964 ylinda Meyer ve Serrin tarafin-
dan yayinlanan bu sonu¢, o zamana kadar literatiirde var olan bu uzaylar arasindaki
iliskiye dair karigiklign ortadan kaldirmastir. Bu temel sonucun uzun bir stire elde edile-
memis olmasy sagirtice bir durumdur. W™P (Q) uzaylar: Sobolev tarafindan tanitilmagtar.

Bu tiir uzaylary gostermek igin birgcok farkly sembol ( W™P H™P P™P L™ vb. ) kul-

D

lanalmagtar.  Ayrica Sobolev’ in ismiyle anilmadan dnce baska isimler altinda, érnegin

Beppo Levi uzaylary olarak adlandirilirlardy (Adams 2002).

Tanmim 1.34 (H* (Q) Uzaylar1) H* (Q), kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellesti-
rilmig tirevleri Ly (Q) ya ait olan tim fonksiyonlarin olusturdugu ciimledir. Bu ciimleye

ait baz énemli ozellikler asagida verilmigtir (Mikhailov 1978);
1) H*(Q) lineer uzaydir ve H° () = Ly (Q),
2) H*(Q), iizerinde tansmlanan

(f17f2)Hk(Q) = Z /DaleaECh

| <k @

1¢ carpymana gore bir Hilbert uzaydir, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm
1/2

1l = | 3 [ 1D°s o

la|<k ¢

bicimindedar,
3) 9Q € C* ise C () uzayr, H* () da her yerde yogundur,
4) 00 € C* ise H* () ayrlabilir uzaydar.

Tanmim 1.35 (I—DIk (€2) Uzay1) H* (Q), C* (ﬁ) uzayna ait ve ) bolgesi ile 02 ylizeyinin
bir komsulugunun ara kesitinde sifir olan tim fonksiyonlarin olusturdugu ciimlenin ka-

pamasider (Mikhailov 1978).
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Tanim 1.36 (Birebir Fonksiyon, Orten Fonksiyon ve Bijektif Fonksiyon) Bir
f: X =Y fonksiyonu verildiginde;

1) Her y € Y igin f(x) = y olacak bi¢imde en az bir v € X eleman varsa (veya

f(X) =Y ise), f fonksiyonuna érten (veya surjektif) fonksiyon,

2) xy,29 € X igin [ (x1) = f(x2) = 21 = 22 (ya da x1 # x9 = f (1) # f(22) ) ise, f

fonksiyonuna birebir (veya injektif) fonksiyon denir.

3) Baz kaynaklarda birebir ve orten bir fonksiyona bijektif fonksiyon denir (Musayev ve
Alp 2000).

Tanmim 1.37 (Deger Kiimesi) E ve F iki Banach uzayr olsun. A simirsiz lineer ope-
ratori, F degerli, D (A) C E lineer alt uzayinda tanvml bir A : D (A) C E — F lineer

dontigtimidir. D (A), A mn tanam kiimesi olmak tizere, A nan deger kiimesi
R(A)={AU:Ue DA} CF
dir ve R (A) ile gosterilir (Brezis 2011).

Teorem 1.2 X bir Banach uzay, T : X — X stirekli dogrusal bir operator olmak tizere

deger kiimesi R(T) = X wve T birebir ise, o zaman T operatorinin T~ tersi var ve

streklidir (Kolay 2003).

Tanim 1.38 (Laplace Doniisiimii, Ters Laplace Doniisiimii) F (t), ¢t > 0 wn pozi-
tif degerleri igin tanwmly t reel degiskeninin bir fonksiyonu olsun. (t < 0 igin F (t) = 0
kabul edilebilir) s > 0 reel veya kompleks bir parametre olmak tizere, t reel degiskeninin

st

bir fonksiyonu e~ olmak tizere;

/ e SUF (t) dt
0

integrali var olacak sekilde s parametresi i¢in bir deger bulmak miimkin oluyorsa bu in-
tegrale F (t) fonksiyonunun Laplace Doniisimi denir. Bu donisim L{F (t)} veya f(s)
ifadeleri ile gosterilir ve

[e.o]

f(s)=L{F(t)} = /e_StF (t) dt

11



seklinde yazilor.
Eger f(s), F(t) fonksiyonunun Laplace doniigimi ise, yani L{F (t)} = f (s) ise, bu
takdirde F(t) fonksiyonuna f (s) Laplace dontgimiiniin Ters Laplace doniigimi denir.

Gosterim olarak,

F(t) =L {f ()}

seklinde yazilir (Yasar 2005).

Tanim 1.39 (Hamilton Denklemleri)

ile tanymlh denklemler, Hamilton denklemleri olarak adlandivrilir. Burada,

D
=

p

— ve (¢ a
ot

t

p
seklindedir. H da Hamiltonian olarak adlandirilir. Bu denklemlerin vektor formu asag-

daki gibidar:

Qi = Hpi(t7Q7p)a

pi = _Hqi(taQap)'

Hamilton denklemlerine ait baska bir formilasyon da p = % dir. Burada L, Lagrangian

olarak adlandvrilur (Zwillinger 1997 and Iyanaga and Kawada 1980).

Tanim 1.40 (Baglangic Deger Problemi) Bir diferensiyel denklemde, bilinmeyen fonk-
siyon ve onun tirevler: tizerinde, bagimsiz degiskenin ayni degerleri i¢in verilen sartlar

altinda ¢ozimiinin bulunmasi problemine baslangi¢ deger problemi denir (Yasar 2009).

Tanim 1.41 (Simir Deger Problemi) Bir diferensiyel denklemde, bilinmeyen fonksiyon
ve onun tirevleri tizerinde, bagimsiz degiskenin farkly degerleri i¢in verilen sartlar altinda

coziiminin bulunmast problemine sinar deger problemi denir (Yasar 2009).

Tanim 1.42 (Direkt Problem) Matematiksel fizikte denklem ve kosullar verilerek prob-

lemin ¢éziminin bulunmasina direkt problem denir (Yildiz 1995).
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Teorem 1.3 (Morrey Teoremi) m > 1 bir tamsay ve p € [1,400) olsun. O zaman,

eger zlo — % > 0 ise,
wmr (RY) c L (RY)
— =0 ise,

dir. Burada % = dir. Eger % —

W (RY) € L (RY), Vg € [p, +o0)
dir. Eger 1 — % <0 ise,
wme (RY) C L= (RY)

dir. Yukaridaki ifadelerin tiimii siirekli birebirdir. Ustelik, eger m — (N/p) > 0 bir tam

sayr degil ise

k=[m—(N/p)] we 6=m—(N/p)—k, (0<6<1)

dir. Burada [.| tam sayr kisma géosterir. Tim u € W™P (RN ) icin,

1Dl vy < C llullyympery » |l < K ile birlikte Vo

ve

D% (2) — D% (y)| < C'||ullymsgny [z — yl”  hhh ozyeRY |a| =k e birlikte Vo
dir (Bu gerektirir ki D®u, |«| < k ile birlikte tim o lar i¢in Lipschitz sireklidir, yani,
D (z) — D*u (y)| < C |ullyymn |2 —y| bbb 2,y € RN

dir.).

Ozel olarak,

WP (RY) c C* (RY)

dir (Brezis 2011).

Sonug 1.1 (2 C RN Durumu) Eger RY, Q ile degistirilirse, Teorem 1.3 ten elde
edilen netice dogru kalir. Daha agik olarak, eger m — (N/p) > 0 bir tam sayr degil

18€e, 0 zaman
W (Q) © ¢ (Q)
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diwr. Burada k = [m — (n/p)] dir ve C* (Q) ={u € C* (Q) : D%, |a| < k ile tim o
lar i¢in Q tizerinde bir siirekli genislemeye sahiptir}. Burada Q, T' sinary ile birlikte C*

siafinan bir agik kiimesidir (ya da Q@ = RY) (Brezis 2011).

Tanim 1.43 (Zay:if Coziimlerin Regiilerligi) m > 1 bir tam say: olmak tizere, Q, C™
sinafiman bir acik kiimesi olsun. Eger her x € T' i¢in RN de, x in bir U komsulugu vardur
ve H : () — U dondisiimii bir bijektif dontisiimdiir oyleki

HeCm™(Q), H'eC™(U), H(Qy)=UNQ, H(Qy)=uUnT

dur (Brezis 2011). Bu tanimla birlikte asagidaki Teorem 1.4 saglanar:

Teorem 1.4 (Dirichlet Problemi Igin Regiilerlik) Q,T sinur ile birlikte, C? sinafinan
bir agik kiimesi olsun (ya da Q@ = RY). Asagdaki esitlik saglanmak dizere, f € L*(S2) ve
u € H} () olsun.

/VuV(,D—i—/ugo:/fcp, Vo € HY ().
Q Q Q
O zaman,

ue H?*(Q) ve |lullg <Clflle

dir. Burada C, sadece Q ya bagh bir sabittir. Ayrica, eger Q,C™2 simfindan ise ve

f e H™(Q) ise, 0o zaman

we H™(Q) ve [lullgmis < Cllf

dir. Ozel olarak, eger m > N/2 ile birlikte f € H™ (Q) ise, o zaman

e C?(Q)

dir. Son olarak, eger Q, C* sinifindan ise ve eger f € C'* (ﬁ) ise, 0 zaman
e (@)

dir (Brezis 2011).

Tanmim 1.44 (L? (a, b; X) Uzay1) X bir Hilbert uzay olsun. ([a,b] iizerinde dt Lebesque
ol¢timdi i¢in) X deki degeri ile birlikte [a, b tuzerinde kuvvetli dl¢iilebilir, f fonksiyonunun
(simaflarinin) uzayder, dyle ki

3

b
JIEOR ) =1l < 400 (14)

seklindedir. Burada, |||, , X~ in Hilbert normunu ifade eder.
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(1.4) deki norm ile birlikte, Ls (a, b; X), bir Hilbert uzayidir (Lions and Magenes 1972).
Tanim 1.45 (Homomorfizm) Bir G kimesi i¢in; pn: G X G — G dontigimi

w(a,b) =ab

bictminde tanimlanmasg olsun. Eger

1) Hera,b,ce G igina(b-c)= (a-b)c,

2) Her bir a € G igin ae = ea = a egitligini saglayan bir e € G elemans vardir (birim

(etkisiz) eleman),
3) Hera € G iginaa™ = a~'a = e olacak sekilde a™ (a’ mn tersi) vardwr

kosullary saglanwyorsa, G kiimesine (u dondigimd ile) bir gruptur denir. A, B herhangi
iki grup h : A — B dondigimi, h (ab) = h(a)h (b) esitligini saghyorsa; h’ ya bir homo-
morfizm’ dir denir (Dunford and Schwartz 1957).

1.1 HADAMARD ANLAMINDA IYi VE KOTU KONULMUS PROBLEM-
LER

Iyi konulmus problem tanimi 20. yiizyilin baglarinda Fransiz matematikci J. S. Hadamard

tarafindan verilmigtir. U ve F' metrik uzaylar, A : U — F bir operator olmak iizere
Au=f (1.5)

(1.5) denklemini ele alahm. ( 1.5 ) denkleminin agagidaki ozellikleri saglayan ¢oztimiiniin
bulunmasi problemine (U, F') uzay ¢ifti i¢cin Hadamard anlaminda iyi konulmug problem

denir:
1) Her f € F igin U uzayinda problemin ¢oziimii vardir.
2) Problemin ¢oziimii U uzaymda tektir.

3) Problemin kogullar1 F' uzayinda az degistiginde problemin ¢oziimii de U uzayinda az
degigir (kararhilik kogulu) (Lavrent’ev et al. 1986). Bu sartlardan herhangi birinin

saglanmamasi durumunda problem, (U, F') uzay ¢ifti icin Hadamard anlaminda kotii
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konulmug problem olarak adlandirihr. Bir (Uy, F1) uzay cifti igin iyi, bagka bir
(Us, Fy) uzay cifti i¢in kotii konulmug probleme (Us, Fy) uzay ¢ifti icin zayif kotii
konulmug problem denir. Tiim uzay ciftlerinde kotii konulmus probleme kuvvetli

kotii konulmug problem denir.

Hadamard’ a gore kotii konulmus problemler, reel fiziksel anlami olan pratik olaylar:
tamimlamaz. Ciinkii pratikte her zaman kogullar belirli bir hata payi ile verilir. Bu hatal
kosullar kullanilarak bulunan ¢oziim, kesin ¢oziimden ¢ok farklh olabilir ve bu da pratikte
yanlig sonuclara gotiirebilir. Bu nedenle bir ¢ok matematikgi énceleri sadece Hadamard
anlaminda iyi konulmus problemler ile ilgilenmisti. Ote yandan bircok pratik problem de
Hadamard anlaminda ko6tii konulmus problemlere doniiserek ister istemez matematikci-
lerin kargisina ¢ikiyordu. Hadamard’ in kendisinin 6rnek olarak gosterdigi kotii konulmus
problem, Laplace denklemi icin Cauchy problemidir, bu da elektromanyetik alanlarin

bulunmasi problemiyle ilgilidir.

Ayrica, diferensiyel denklemler icin ters problemler teorisinin karakteristik ¢zelliklerinden

biri, bu problemlerin Hadamard anlaminda kotii konulmus olmalaridir (Bulut 2014).

1.2 TIKHONOV ANLAMINDA iYi VE KOTU KONULMUS PROBLEM-
LER

Ik defa, bir Rus matematikci olan A. N. Tikhonov, Hadamard anlaminda kotii konul-
mus problemlerin gerekliligini ortaya koymustur. (1.5) denkleminin agagidaki 6zellik-
leri saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine gart1 iyi (dogru) konulmus problem veya

Tikhonov anlaminda iyi konulmus problem denir:

1) U bir metrik uzay olmak iizere, problemin ¢tziimii var ve belirli bir M C U ciimlesine

aittir.
2) Problemin ¢oziimii M de tektir.

3) Problemin ¢oziimii M de kosullara siirekli bagimhdir, yani ¢oziimii M ciimlesinin
disina gikarmayan kosullar F' metrik uzayinda sonsuz kiigiik bir degisiklige ugradik-
larinda problemin ¢oziimii de U metrik uzayimda sonsuz kiiciik degisir (Lavrent’ev

et al. 1986).
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M ciimlesine problemin dogruluk ciimlesi denir ve M genellikle kompakt bir ciimle olarak

secilir.

1.3 TERS PROBLEMLER

Pratikte karsilasilan oyle problemler vardir ki, bunlarin ¢oziimleri icin ayrica ek bilgiye
gerek duyulur. Verilen bu ek bilgiye gore problemdeki denklemi ve kogullari yani denk-
lemin bir veya birka¢ katsayisinin veya sag tarafinin ya da simir kosullarindan bir veya
birkagim1 denklemin ¢oziimii ile birlikte bulmak gerekir. Boyle problemlere ters problem
ad1 verilir (Yildiz 1995).

Genel anlamda ters problemler, cevabin bilindigi halde, sorunun bilinmedigi ya da sonugla-
rin bilindigi halde sebebin bilinmedigi problemler olarak da tanimlanabilir. Dogrudan e-
rigilemeyen bir ¢evre hakkinda bilgi edinmek icin, bu bolgelerden gelen akustik, sismik ve
elektromanyetik isaretler 6zel algilayicilar yardimi ile degerlendirilir. Bu isaretler tizerinde
yapilan gelis zamani, gelig dogrultusu, genlik, faz/frekans, polarizasyon vb. olgiimlerden
elde edilen bilgilere gore gevrenin ilgi duyulan 6zelliklerinin arastirilmasi, bir ters prob-
lemin ortaya ¢ikmasina sebep olur. Bu nedenle ters problemler teorisi, uzaktan algilama
ve tahribatsiz degerlendirme dallarindaki ¢aligmalarin teorik alt yapisini olusturmustur.
"Ters problem" ve "kotii konulmug problem" kavramlar: 20. yiizyilin ortalarinda bagla-
yarak modern bilimde her gecen giin daha popiiler hale gelmistir. Elli yili agkin bir stiredir
bu problemler {izerinde yapilan ¢alismalar sunu gostermistir: Klasik matematigin cesitli
branglarinda (bilgisayar cebiri, diferensiyel ve integral denklemler, kismi diferensiyel denk-
lemler, fonksiyonel analiz) ortaya gikan ¢ok sayida karmagik (kararsiz ve genellikle lineer
olmayan) problem ters veya kotii konulmusg olarak simflandirilabilir. Ters ve kotii konul-
mus problemler ayni1 zamanda fizik, jeofizik, tip ve astronomi gibi matematigin kullanildig
pek cok sahada calisilmaya ve sistematik olarak uygulanmaya baslanmistir, ciinkii bu
problemlerin ¢oziimleri incelenen ortamin yogunluk ve dalga yayilim hizi, elastisite para-
metreleri, iletkenlik, elektriksel ve manyetik gecirgenlik gibi 6nemli 6zelliklerini ve ayrica
dogrudan erisilemeyen bolgelerde homojenligin bozuldugu noktalarin konumuna ve karak-
terine iligkin bilgileri vermektedir.

Matematiksel fizigin direkt problemlerinde arastirmacilar; sesin, sicakligin, sismik veya
elektromanyetik dalgalarin yayilimi gibi gesitli fiziksel olaylar1 ifade eden fonksiyonlar:

kesin veya yaklasik olarak bulmaya caligsirlar. Bu problemlerde, ortamin 6zelliklerinin
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(denklemin katsayilar1 ile ifade edilir), fiziksel siirecin baglangi¢ anindaki durumunun
(duragan olmayan hallerde), sinirda saglanan ozelliklerin (bolge smirh ise ve/veya du-
ragan halde) bilindigi kabul edilmektedir. Bununla birlikte siklikla ortamin 6zelliklerinin
bilinmedigi durumlarla kargilagilmaktadir. Bu da direkt problemin ¢oziimii hakkinda
verilen bilgi yardimiyla ilgili denklemin katsayilarinin belirlenmesi ters probleminin or-
taya ¢ikmasina sebebiyet vermektedir. Ancak bu problemlerin birgogu kétii konulmustur.
Ciinkii verilerdeki hatalara karsi ¢oziimlerinin kararsizligr s6z konusudur. Diger yandan
ters problemlerin ¢oziimleri ele alinan ortama dair énemli bilgiler verir, 6rnegin sicaklik,
potansiyel fark veya kirlilik ile ilgili bir aragtirma s6z konusu ise ihlalin, bozulmanin veya
kaynagin yerinin, seklinin ve yapisinin belirlenmesine yardimei olur.

Giinlitk yagantimizda siklikla ters ve kotii konulmus problemlerle karsilagmaktayiz ve
eger ruhsal ve fiziksel olarak saglikli durumdaysak genellikle bu problemleri hizli ve etkili
bir sekilde ¢ozebilmekteyiz. Ornegin, gorsel algmmizi ele alalim. Gozlerimizin belli bir
anda c¢evremizdeki sadece siirl sayidaki noktadan gorsel bilgi alabildigi bilinmektedir.
Peki bu durumda neden etrafimizdaki herseyi gorebildigimiz hissine kapiliyoruz? Hig
stiphesiz bunun nedeni kigisel bir bilgisayar gibi ¢alisarak belirli noktalardan alinan verileri
interpolasyon ve kestirim yaparak goriintiiyii tamamlayan beynimizdir. Bir cismin gercek
goriintiisiiniin belli sayidaki noktadan tatmin edici bir sekilde olugturulabilmesi icin bu
cismin daha 6nceden bizim tarafimizdan goriilmiis olmasi gerekir. Dolayisiyla bir nesnenin
ve gevresinin goriintiisiiniin olugturulmasi problemi kétii konulmusg bir problemdir (¢oziim
tek degil veya kararsiz), buna ragmen beynimiz oldukga hizli bir gekilde bu problemi
¢ozebilmektedir. Bunun nedeni beynin 6nceki genis tecriibelerini (a priori information)
kullanabilme yetenegidir (Kabanikhin 2008).

Ters ve kotii konulmusg problemler teorisi bilimin ve teknolojinin hemen hemen tiim sa-
halarinda sikhikla kullamlmaktadir. Ozel olarak, fizik (astronomi, kuantum mekanigi,
akustik, elektrodinamik vb.), jeofizik (sismik galigmalar, elektrik, manyetik ve gravimet-
rik aragtirmalar, sondaj, manyetotelliirik 6lgiim vb.), tip (X-151m1, NMR tomografi, ultra-
son vb.), gevre (hava ve su kalitesinin aragtirilmasi, uzay gozlem vb.), ekonomi (optimal

kontrol teorisi, finans matematigi vb.) bu alanlardan bazilardir (Bulut 2014).
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BOLUM 2

LINEER OPERATORLERIN YARI-GRUPLARI

Genel olarak, yari-gruplar, evoliisyon denklemleri gibi yaygin olarak bilinen problemlerin
biiyiik bir sinifin1 ¢ozmek icin de kullanilabilir. Bu tip denklemler fizik, kimya, biyoloji,
miihendislik ve ekonomi de dahil olmak {izere bircok bilim dalinda kullanilir. Yari-grup
teorisi genellikle, kismi ya da adi diferensiyel denklem i¢in baglangi¢c deger problemlerine
uygulanabilir. Eger bir yari-grup mevcut ise, dogrudan baslangi¢ deger problemi (BDP)
ile calismak yerine, yari-grup ve onun uygulanabilir teorisi vasitasiyla caligilabilir.

Lineer yari-grup teorisi, cok geligmig bir teoridir. Aslhinda bu teori, bir problemin iyi konul-
mus olup olmadigina karar vermek igin gerekli ve yeterli kogullar1 saglar. Bu boliimde,
kuvvetli stirekli sinirh lineer operatorlerin yari-gruplari olan, Cj yari-gruplar olarak ad-

landirilan lineer yari-gruplarin 6zel bir sinifi iizerinde durulacaktir.

2.1 YARI-GRUP NEDIiR?

Tanim 2.1 (Yari-Grup) Bir S kiimesine, birlesme ozelligine sahip, x : S x S — S ikili

1slema ile birlikte bir yari-grup denir. Yani,
Va,y,z € Sigin (x*xy)*z=1xx* (y*2z)
dir. Birlesme ézelligi, ayni zamanda, F (F (x,y),z) = F (x, F (y,2)) olarak da gercek-

lestirilmig olabilir. Burada F (z,y), S x S den S ye doniigimiindeki gibidir.

Grup yapisindan farklhi olarak, yari-gruplarin, birim eleman e ye sahip olmasi gerekmez.
Ayrica, bir yari-grubun ters elemana da ihtiyaci yoktur. Bu nedenle, bircok problem

yari-gruplar yardim ile ¢oziilebilir.

2.1.1 Ornekler

Yari-gruplarin en temel érneklerinden bazilar: sunlardir:
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1) w = {0,1,2,...} tiim dogal sayilarin kiimesi (sifir dahil), dogal sayilarin toplama

iglemi altinda, bir (w, +) yari-grubunu olusturur.

Benzer sekilde, N = {1,2,3,...} tiim pozitif dogal sayilarin kiimesi (sifir haric), toplama
islemi altinda, (N, +) yari-grubunu olusturur.
Aymi zamanda, w ve N kiimelerinin her ikisi de, ¢arpma iglemi altinda sirasiyla, (w, -) ve

(N, ) yari-gruplarini olustururlar.
2) S = M. (R), *=matris carpimi.

Burada, Msys (R), reel girdiler ile 2 x 2 matrislerin kiimesidir.
Bir yari-grubun en genel taniminin verilmesine ragmen, bu béliimde lineer operatorlerin

yari-gruplari iizerine odaklanilacaktir.

2.1.2 Somut Bir Ornek Olarak Cauchy Problemi

Asagida Soyut Cauchy Problemi (kisaca SCP) ile verildigi gibi, zamanla degigen bir sis-

temin fiziksel durumunu goz 6niine alalim:

d
prs
u(0) = f. (2.2)

() = Aj@®)], (t=0), (2.1)

Burada u (t), A fonksiyonu tarafindan belirlenen oranda zamana gore degisen, ¢t anindaki
durumu ifade eder.

(2.1), (2.2) probleminin ¢oziimii agagidaki gibidir:

u(t) =ef. (2.3)
Gergekten de, (2.1), (2.2) problemlerinin ¢oziimii;

up (1) +us (t) = u(t)

genel ¢oziimii kullanilarak, karakteristik denklem yardim ile,

u'(t)—Au(t) = 0
r—A =
r = A
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olur. Buradan,

At

up =¢€""-c

elde edilir. (2.2) baglangi¢ kogulundan,

o= A

f = c

dir. Boylece (2.1) denkleminin (2.2) kogulunu saglayan ¢oziimii;
u(t) =ellf

olarak elde edilir.
"(2.1), (2.2) problemi, iyi konulmug bir problem midir?" sorusu, ilk olarak akla gelen
dogal bir sorudur. Iyi konulmus bir problemin ¢oziimii vardir ve tektir. Yari-grup teorisi

kullanilarak, bir problemin ne zaman iyi konulmus oldugu belirlenebilir. Bu amacgla,
T(t):u(s) —u(t+s) (2.4)

seklinde bir T operatorii tanimlayalim:

Eger A nin, zamana bagh olmadigl varsayilir ise, o zaman 7T (t), s den bagimsizdir.
Coziim, t+s zamanmnda u (t + s), f ye gore hareket ederek, T" (¢ + s) olarak hesaplanabilir.
Benzer sekilde, agagidaki gibi iki adimda inceleyelim:

1.Adim 7 (s) (f) = u(s),
2.Adm T'(t) (u(s)) =T () (T (s) (f)) =u(t+s) =T (+s)(f)

dir.

2.1.3 Cauchy Fonksiyonel Denklemi

Bu kisimda, orijinal ifadesi Cauchy’ ye uzanan agagidaki soruyla baglayalim (Cauchy
1821):
T (-) : Ry — C bigiminde olan ve

her t,s > 0i¢gin T'(t +s) =T () T (s)
T0)=1

(FD)

21



fonksiyonel denklemini (kisaca (F'D) yi) saglayan biitiin doniigiimleri belirleyiniz.

Agik¢a herhangi bir a € C igin

t_>6at

iistel fonksiyonu yukaridaki (F'D) fonksiyonel deklemini saglar.

Yukaridaki ifadenin daha genel bir durumunu diigiinerek X uzayini karmagik Banach uzay1
olarak alalim. Bu durumda £ (X), X tiizerindeki biitiin simrh dogrusal operatorlerin
Banach cebiridir ve Cauchy problemi su sekilde verilebilir:

"T'(-) : Ry — L£(X) bi¢iminde olan ve

her t,s > 0i¢gin T'(t +s) =T (t) T (s)
T0)=1

(FD)

fonksiyonel denklemini saglayan biitiin doniisiimleri belirleyiniz."

Bu sorunun yanitinin aragtirilmasi, bu kismin temelini olugturmaktadir. (F'D) fonksiyonel
denklemini saglayan her bir T'(:) : Ry — £ (X)) fonksiyonu i¢in (7'(t)),, ile gosterilen
{T (t) : t € R, } alt kiimesi, (£ (X),-) nmin alt yari-grubudur. Yani ¢t — 7T (¢) doniistimii
(R, +) dan (£ (X), -) igine bir homomorfizmdir. Bu durum asagidaki tanimlamay1 uygun
kilmaktadir (Engel and Nagel 2000):

2.1.4 Banach Uzaylarinda Bir Parametreli Yari-Gruplar

Tanim 2.2 (Bir Parametreli Yar1-Grup) Yukaridaki (F D) fonksiyonel denklemini sag-
layan X dizerindeki simarl dogrusal operatérlerin (T'(t)),, ailesine bir parametreli yar:-

grup ady veriir.
Buna gore;

Tt): X - X

f=T@{)f

seklinde tanimlanan 7' (t) sinirh dogrusal déniigiimii,
1) T'(0) = I ({ Birim Operator),
2) Vs,t € R, igin

T(t+s)=T (T (s) (2.5)
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kogullarini sagliyorsa (7" (t)),,, ailesine siirh dogrusal T (¢) operatorlerinin bir paramet-
reli yari-grubu adi verilir (Engel and Nagel 2000 and Davies 1980 and Goldstein 1985).
Yukarida, temel yari-grup ozelligi gosterilmistir. Simdi ise, A operatorii ve T yari-grubu
arasinda ne gibi bir baglanti oldugunu anlayabilmek i¢in, ilk olarak skaler durum ince-
lenecektir. A operatorii ve T yari-grubu arasindaki baglantinin ilk adimi olarak asagidaki
iki gozlem verilebilir:

TW(f) = Tt () =u(t)=e"f, (2.6)

d

L Q) = AT ). (2.7)

Dikkat edilirse, (2.1), (2.2) probleminin ¢oziimii,

dir. Buradan da,

T(t)(f) =e™f (2.8)

oldugu goriilebilir.

Burada A, T (t) nin tiirevidir. Bununla birlikte, her 7' (t) : f — e f, f iizerinde u (¢) nin
siirekli bagimhiligini gosteren, R iizerinde bir siirekli operatérdiir (Ya da X bir Banach
uzay1 olmak iizere, sonsuz boyutlu bir kiimedir.). Baglangic verisi f, A nin tanim kiimesine

ait olmalhdir. (2.8) in incelenmesi iizerine, agagidaki sonuglar elde edilir:
1) T (t), (2.5) deki gibi bir yari-grup ozelligi gosterir,
2) T (t), bir siirekli fonksiyondur,

3) TO)f =1,
4) A lineer olmak iizere, T'(t) : R — R lineerdir.

Bu boliimde lineer yari-gruplar ile ilgilenildiginden dolayi, A operatoriiniin lineer oldugu

kabul edilecektir.

Onerme 2.1 Bir X Banach uzayndaki bir-parametreli bir (T (t) >0 yar-grubunun kuvvetli
stirekli olmas i¢in gerekli ve yeterli kogul, herhangi bir f € X i¢int — 0 iken T (t) f — f
olmasidir (Engel and Nagel 2000).

Bu gozlemler ise, agagida verilen Cy yari-gruplar kavramin ortaya cikarir.
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2.2 (Cp YARI-GRUPLAR

Genel olarak Cj yari-grup, bir X Banach uzay1 iizerinde tanimlhi sinirh bir lineer ope-

ratoriin kuvvetli siirekli bir parametreli yari-grubudur.

Tanim 2.3 (C, Yari-Grup) Bir Cy yari-grup (ya da kuvvetli siirekli yari-grup),
T ={T(t) |t € R} olmak tizere, X den X e sinurl lineer operatirlerin bir ailesidir ki

asaqidaki ozellikler saglanr:
1) Vi, s e R i¢in T (t+s) =T (t) T (s),
2) I, X dzerinde ozdeslik (birim) operatori olmak tzere, T (0) = I,

3) X dizerindeki norm ile birlikte, Vf € X i¢in im T (¢) f — f

t—0+
dir.

Bundan sonra yari-grup kelimesi, Cj yari-grup anlamina gelecektir. Yari-grup taniminin

daha dikkatli incelenmesi, agagidaki soruya neden olur:
"X iizerindeki norm ile birlikte,
lim [T (¢) — ]| = 0 (2.9)

kogulu ile 3) ozelligini degistirebilir miyiz?". (Burada ||-||, X iizerindeki normu ifade
eder.) Bu sorunun cevabi olumsuzdur. (2.9) de verilen kogulu saglayan yari-gruplar,
siirh lineer operatorlerin diizgiin siirekli yari-gruplar1 olarak adlandirihir. (2.9) de verilen
kosul, kuvvetli siirekli yari-gruplar icin ¢ok giicliidiir. Bu nedenle, diizgiin siirekli yari-
gruplar, kuvvetli siirekli yari-gruplarin bir alt kiimesidir. Bu boliimde, yari-gruplarin
daha biiyiik kiimeleri iizerine odaklanilacaktir. Daha kiiciik kiimeler iizerine ise, gerektigi

sekilde yorum yapilacaktir.

2.2.1 Baz Sorular

Artik, bir yari-grubun tanimi yapildig icin A ve T () arasindaki baglantiy1 agiklayacak
olan asagidaki ii¢ sorunun cevabi aragtirilabilir:
(S1) Verilen T (t) yari-grubundan, e f deki A operatorii nasil bulunur?

(S2) Hangi A operatorleri, hangi yari-gruplar: dogurur?
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(S3) Verilen A operatorii, T (t) yari-grubuna uygun olarak nasil diizenlenebilir?

Bir sonraki kissmda bu sorularin cevaplar ele alinacaktir.
2.3 YARI-GRUP OLUSUMU

Bu kisimda, yari-gruplarin olusumunu inceleyecegiz. Buradan da, (2.4) ifadesindeki 7" (t)

ve (2.1), (2.2) problemindeki A operatorii arasindaki iligkiyi ortaya koyacagiz.
Ik olarak (S;) sorusunu inceleyecegiz. Buradan, (2.8) den

"T(t) = "

oldugu goriiliir. Dikkat edilmelidir ki,

T'(t) = Ae™ = AT (1)

ve

T(0)=A

dir. Boylelikle,

d
A - %T (t) |t:0

ile A elde edilebilir. Bu da, agagidaki tanima yol acar.

Tanim 2.4 (ﬁretici) T bir yari-grup olsun. T nin sonsuz kiigtk treticisi, A ile goste-
rilir ve asaqidaki sekilde ifade edilir:

Af = lim A, f = lim LS =/

t—0t t—0t t

(2.10)

Burada limit, X dzerindeki normun kosullar: i¢inde degerlendirilmistir ve f, A nin tanim
kiimesi i¢indedir, ancak ve ancak, bu limit varsa. Bu nedenle, (2.10) e gore, A iireticisi
T yari-grubunun tirevi almarak elde edilmigtir. Buradan da, (2.1), (2.2) probleminin

¢cozuminiin,

oldugu gorilir. Bu da (Sy) sorusunu cevaplar.
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2.3.1 A nin Yapisi1 Uzerine

Simdiye kadar, diizgiin siirekli yari-gruplar ve kuvvetli siirekli yari-gruplar olmak iizere,
lineer yari-gruplarin iki tipini gormiis olduk. Boylece (S3) sorusuna dayanarak, "Yari-
gruplarin iki farkl tipini, hangi A operatorleri dogurur?" sorusunu ele aldik. Ozellikle, A
nin bir siirli operator mii yoksa sinirsiz operatér mii oldugu, ¢cok onemlidir.

Neredeyse her zaman kargimiza cikan, ilging problemler ile ¢aligmak daha zordur. Bu
nedenle, cogu uygulamalarda, A bir sinirsiz operator olacaktir. Aslinda, diizgiin siirekli
yari-gruplar ile kuvvetli siirekli yari-gruplar arasindaki tek fark, A nin yapisidir. Yani,
daha acik olarak, A, bir diizgiin siirekli yari-grup 7" nin iireticisidir, ancak ve ancak, A
bir sinirli operatordiir. Bu nedenle, eger T', kuvvetli siirekli bir yari-grup ise, o zaman 7T’
yari-grubu, sinirsiz bir A iireticisine sahip olur.

Gergek su ki, A operatorii (2.1), (2.2) problemindeki gibi sinirsiz olabilir. Bu sasirtici
bir sonu¢ olmamalidir, ¢iinkii e tiirev operatoriiniin sinirsiz oldugu bilinmektedir. Bu

durum, (S3) sorusunu dogru yapmadigi igin, bu soruya tekrar geri doniilecektir.

2.3.2 T(t) nin Yapis1 Uzerine

(S3) sorusunu incelemek i¢in (2.8) i hatirlayalim. (2.8) deki tistel, A operatoriinden T (t)
yari-grubunu elde etmede 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu nedenle, asagidaki sartlari

inceleyelim:

—~ n!
2) lim (1—ﬁ) :
n—oo n
3) A — £} A>Re(A)
A

dir. Burada £, Laplace doniisiimiiniin tersini gostermektedir.

Artik, A nin simirhiligimin, siirekli yari-grubun tiiriinii belirledigini gormiis olduk. Bu ne-
denle, yukaridaki sorunun, operatorlerin sinirhiligi ve siirsizlig1 baglaminda cevaplanmasi
gerekmektedir.

Ik olarak, daha basit olan siirli durumu ele alahm. 7T (t) yari-grubunun {ireticisinin

A oldugunu gostermek, siirli durum igin zor degildir. Bu nedenle, T (¢) yari-grubu,
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T (t) = e olarak diizenlendiginde, A operatoriiniin stnirh olmasi durumunda, (S3) sorusu

cevaplanmig olur. Bu nedenle (2.8) deki 6neri, sinirh bir A iireticisi i¢in dogrudur. Buna

ek olarak t — T (t) = ¢** doniistimii tiirevlenebilirdir.

Peki, A operatorii sinirsiz oldugunda, yari-grup nasil olugturulabilir? Ayrica, (S2) sorusuna
geri donelim ve " A nin hangi 6zellikleri, onu, bir kuvvetli siirekli yari-grubun iireticisi ya-

par?" sorusunu soralim. Bu sorunun cevabi, Hille-Yosida teoremi olarak adlandirilan,

lineer yari-gruplarin "ana teoremi" icinde verilmistir.
2.4 HILLE-YOSIDA TEOREMI

Bir 6nceki kisimda, siirl iireticiler ve onlarin diizgiin siirekli yari-gruplari icin temel
sonuglar1 gostermis olduk. Bu kisimda, birgok ilging problemi inceleyebilmek icin énemli
olan sinirsiz {ireticileri ele alacagiz. Bu iireticiler i¢in de, sinirh tireticiler i¢in kullandigimiz
yaklagimi kullanmak daha uygun olacaktir. Ancak, yukarida bahsedilen serilerin yakin-
sakligl, A sinirsiz oldugunda uygun degildir. Daha ¢nce gosterilen, "A operatoriinii, bir
yari-grubun iireticisi yapan nedir?" ve "iireticiden, T (¢) yari-grubunu nasil elde ederiz?"

sorularini hatirlatalim.

2.4.1 Rezolvantlar Uzerine Notlar

Sonug olarak, bu bsliimde A operatorii ve T' (t) yari-grubu arasindaki iligkiler aragtiril-
maktadir. Bunu yaparken de, A operatoriiniin rezolvanti ve 7' (¢) yari-grubu arasinda bir

iligki kurulabilir. Bunun igin,
p(A)={reC: (A=) e L(X)}

ile verilen kompleks sayilar kiimesini hatirlayalim. Bu kiimeye, A operatoriiniin regiiler

degerler (veya rezolvant) kiimesi denir.
o (A)=C\p(4)

kiimesi ise, A operatoriiniin spektrumu olarak adlandirihr (Musayev ve Alp 2000).
A operatoriiniin rezolvanti (veya ¢oziicii operatorii), R (\; A) ile gosterilen, smirh lineer

operatorlerin bir ailesidir. Burada, A € p(A) olmak iizere,
R(MA)= (A - A"
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dir. A operatériiniin rezolvantinin 7' (¢) yari-grubu ile arasindaki iligkiyi gorebilmek igin,

asagidaki esitligi goz oniine alalim:

o0

1 . -t _tA
)\_A—/e e *dt.
0

Burada, Re (A\)>A ile birlikte A € C ve A € R dir. Ashnda, yukaridaki esitlikte 6zel
olarak, f (t) = e/ = T (t) ve s = A alarak Laplace doniisiimiinii elde ederiz. Bu esitlik,

asagidaki operator versiyona yol acar:
R(\A)f= / e MT (t) fdt.
0

Burada, A > 0 dir. Bu yiizden rezolvant, yari-grubun Laplace doniisiimii gibi diisiiniilebilir.
Bilindigi gibi Laplace doniigiimii, sinir deger problemleri de dahil olmak iizere, diferen-
siyel denklemler icin cesitli problemleri ¢ozmekte kullanilmaktadir. Diger taraftan, ters
Laplace doniistimii kullanilarak, rezolvanta bagli olarak, yari-grubun ifadesi elde edilebilir.
Bu yontem, et y1 goriintiilemek icin tek yoldur.

tA\ "
Ayrica, lim (1 — —) iken, e y1 agagidaki sekilde ifade edebiliriz:

n—00 n
— lim [% (%[ - A>_1]n. (2.11)

AN "
et = lim [(1 - —>
n—oo n
—1

Yani, A = % olmak tizere ¢4, bu formiil icine gomiilii, (A\] — A)

rezolvantidir.

Teorem 2.2 T (t) bir yari-grup olsun. w € R ve M > 1 sabitleri vardwr dyleki asagidaki

egitsizlik saglanar:
IT ()] < Me*, 0<t<o0. (2.12)

Dolayiswyla, yari-grup i¢in her zaman (2.12) egitsizliginde gésterildigi gibi bir sinar bu-

lunabilir.

Tamim 2.5 (Daralma Yari1-Grubu) (2.12) de, w = 0 ve M = 1 oldugunda, yani,

T ()| <1 oldugunda, T (t) yari-grubu, bir daralma yari-grubu olarak adlandurilar.

Teorem 2.3 (T'(t)),-, ailesi, X Banach uzayinda kuvvetli siirekli yari-grup ve w € R,

M > 1 sabitlert i¢in t > 0 olmak tizere
1T (&) < Me™*
esitsizligi saglansin. Bu durumda (A, D (A)) dreteci i¢in asagidaki iddialar gegerlidir:
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1) Her f € X fonksiyonu ve A € C sayustigin R () f :=
A€ p(A) dirve R(A\, A) = R(\) olur.

e T (t) fd (t) integrali varsa

2) Re A > w ise A € p(A) ve rezolvant, 1) iddiasindaki integral ifadesiyle verilir.

3) Her Re X > w igin ||[R (A, A)|| < egitsizligi vardar.

M
ReA —w
1) ozelligindeki R (N, A) doniigimii igin alinmag olan formiil rezolvantin integral gosteri-
madir. Her f € X i¢cin

t

R(\, A)f = lim e MT (t) fdt

0

esitligi vardir (Engel and Nagel 2000).

T (t) yari-grubu, A iireticisi ve A operatoriiniin rezolvanti arasinda nasil bir iligki oldugu

asagidaki diyagram yardimi ile kolaylikla goriilebilir:

s AP
R(A, d)=(1-4)" -

rd
ﬁf/ \
[J‘D{A}]‘f‘. = ﬁ(ﬁ{a’jﬂ}ltﬂhj

A=A-R(4,4)"

R(2,A)= [e™T(1)d:, ReA

Sekil 2.1: Yari-grup, iiretici ve rezolvant arasindaki iligki diyagrami (Engel and Nagel

2000)

Teorem 2.4 (Hille-Yosida) Bir lineer simirsiz A operatori, bir Co yari-grubun reti-

cisidir, ancak ve ancak,

1) A, bir kapalr operatérdiir,

2) A, yogun bir D (A) bolgesine sahiptir,
3) VA > 0icin A € p(A) dur,

4) [[R(XA)] <

> =
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dur.

Bu teoremin ispati, oldukca uzundur. Bu nedenle, teoremin bu tezde ispat1 yerine uygula-
malari ele alinacaktir. Ayrica, (S3) sorusuna cevap olarak, A nin karakterini daha ayritih
olarak ortaya koymamiza yardimci olur.

Ayrica, A nin rezolvantinin, yari-grubun Laplace doniisiimii olduguna dikkat edilmelidir.

Bu durumda Hille-Yosida Teoremi son derece énemlidir.
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BOLUM 3
HILLE-YOSIDA TEOREMININ UYGULAMALARI

3.1 MAKSIMAL MONOTON OPERATORLERIN TEMEL TANIM VE OZEL-
LIKLERI

Bu boliim boyunca H, bir Hilbert uzayimi gosterecektir.
Tanim 3.1 Eger, Vv € D (A) icin
(Av,v) >0

saglamyorsa, A : D (A) C H — H sumrsiz lineer operatéri, monoton olarak adlandirir.
Eger, ek olarak, R(I + A) = H, yani ¥Vf € H i¢in Ju € D (A) vardwr oyle ki u+ Au = f

o takdirde A operatoriine maksimal monoton operator denir.

Onerme 3.1 A bir maksimal monoton operatér olsun. O takdirde;
1) D(A), H da yogundur,
2) A, bir kapalr operatiordiir,

3) Y A >0igin (I +MA), D(A) dan H ya bijektiftir, (I + NA)~" bir sunarl operatérdiir

ve ||(I+AA)~ <1

e

dir.
3.2 TEOREM (HILLE-YOSIDA)

A bir maksimal monoton operator olsun. O takdirde, verilen herhangi bir u, € D (A)

icin, tek bir
u € C'([0,+00); H) N C([0, +00); D (A))
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fonksiyonu vardir ¢yle ki

a—l—Au = 0, [0,+00) iizerinde, (3.1)

u (0) = Ug
dir. Ustelik, her t > 0 icin,

ju (t)] < uo| ve

du
0] = 14u) < 14w
dir.

Uyar1 3.1 Yukaridaki teoremin ilging ézelliklerinden bir tanesi de sudur: FEvoliisyon

problemi, uw + AU = [ duragan denklemine indirgenir.

3.3 SELF-ADJOINT DURUMU

A:D(A) C H— H, D(A) = H ile birlikte, bir sirsiz lineer operator olsun. H ile

birlikte H* tanimlanirken, A*, H da bir sinirsiz lineer operator olarak goriilebilir.
Tanim 3.2 Eger her u,v € D (A) igin,

(Au,v) = (u, Av)

ise A simetriktir, eger

D(A")=D(A) ve A*=A

ise, A self-adjointtir.

Uyar1 3.2 Swurl operatorler i¢in simetrik ve self-adjoint operator kavramlar:y birbirine
denktir. Ancak, eger A operatori sinirsiz ise, simetrik ve self-adjoint operator kavramlar:
arasinda ¢ok ince bir fark vardir. Daha agik olarak, her self-adjoint operatér simetriktir.
Tersi dogru degildir:

Bir A operatéori simetriktir <& A C A* dur, yani, D (A) dzerinde, D (A) C D (A*) ve
A* = A dwr. A simetrik olabilir ve D (A) # D (A*) esitsizligi ortaya ¢ikabilir. Eger A

maksimal monoton operatdr ise, o zaman,
(A simetriktir) < (A, self-adjointtir)
dir.
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Onerme 3.2 A bir maksimal monoton simetrik operatér olsun. O takdirde A, self-

adjointtir.

Uyar1 3.3 Eger A bir monoton operator (hatta bir simetrik monoton operator) ise o
zaman, A* wn monoton olmasina gerek yoktur. Bununla birlikte, asagqdaki ozellikler es
degerdir:

A, maksimal monotondur < A*, maksimal monotondur.

< A kapalidir, D (A) yogundur, A ve A* monotondur.
Teorem 3.3 A, bir self-adjoint maksimal monoton operator olsun. O taktirde, her
ug € H 1¢in tek bir

u € C([0,+00); H)NC* ((0,+00); H) N C ((0,4+00) ; D (A))

fonksiyonu vardwr 6yleki

d
d—?—l—Au = 0, (0,400) tizerinde,

u(0) = wug
dur. Ustelik, her t > 0 igin,

[u (B)] < Juo| ve

du 1
- — 4 < — .
dt (t)’ | u<t>| =7 ’u0|

Her k, 0 tamsayist i¢in,

u € C* ((0,+00); D (AY)). (3.2)
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BOLUM 4

EVOLUSYON PROBLEMLERI

4.1 ISI DENKLEMIi: VARLIK, TEKLiK VE REGULERLIK

Q C RY, I st ile birlikte bir acik kiime olsun. @ ve X y1 asagidaki sekilde olusturalim.

Q = Qx(0,4),

Y = I'x(0,400).

Burada X, agagidaki @) silindirinin yan sinir1 olarak adlandirilir. Sekil 4.1° e bakiniz.

Sekil 4.1: Sekil 4.1: Is1 Denklemi igin tanim bolgesi (Brezis 2011)

Asagidaki problemi gz ¢niine alalim:

ou
E — Au
U
u (z,0)

0, (z,t)€q, (4.1)
0, (z,t) € x(0,7T), (4.2)
up (x), x €. (4.3)
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(4.1) denkleminin (4.2), (4.3) kosullarin saglayan bir u (z,t) : Qx [0, +00) — R ¢oziimiinii
bulalim. N

Burada A = Z 922 x degiskenler uzayinda Laplacian, ¢ zaman degiskeni, ve ug (x)
verilen bir fonlgilyon Zba@la,ng1g ( ya da Cauchy) kosulu olarak adlandirilir.

(4.1) denklemi, 1s1 denklemi olarak adlandirihir. Bu denklemler, ¢ zamamnda  bolgesin-
deki u sicaklik dagilimini modelize eder. Isi denklemi ve onun tiirevleri bir¢ok difiizyon
olaymnda ortaya cikar. Ornegin, 1s1 difiizyonu, digerleri arasmndan sadece bir érnektir. Isi
denklemi, bir parabolik denklemin en basit 6rnegidir (Kismi diferensiyel denklemlerin,
"eliptik", "parabolik", hiperbolik" olarak ii¢ kategori icinde geleneksel sinmiflandirmasi ile
ilgili bakimz: R. Courant-D. Hilbert).

(4.2) denklemi, (homojen) Dirichlet sinir koguludur. Bu kosul,

% =0, X iizerinde, (4.4)
Neumann kosulu ile degistirilebilir. Burada n,I" ya gore disa dogru birim normal vek-
tordiir.  (4.2) kogulu, T sinir kogulunun sifir sicaklikta tutulmasi varsayimina karsilik
gelir iken; (4.4) kosulu, I" genelinde 1s1 akiginin sifir oldugu durumun varsayimina kargilik
gelir. (4.1), (4.2), (4.3) problemi, bir H uzaymdaki degerleri ile birlikte, [0, +00) iizerinde
tanuml u (x,¢) gibi bir fonksiyon bulunarak g¢oziilecektir. Burada H, sadece x’ e bagh
olan bir fonksiyonlar uzayidir. Ornek olarak, H = L* () ya da H = H} () verilebilir.
u (t) gosterimi ile, w (¢)’ nin A’ nin bir eleman1 oldugu kastedilmektedir, yani buradan,
fonksiyonun x — u (x,t) seklinde oldugu anlagilmahdir. Bu bakis agis1, 6nceki boliimiin
sonuglar1 ve Hille-Yosida teoreminin kombinasyonu ile birlikte, (4.1), (4.2), (4.3) prob-
leminin ¢oziimii igin kolaylik saglayacaktir.

Konunun daha kolay anlagilabilmesi i¢in, bu boliim boyunca " nin, I' sinir1 ile birlikte

C* smifindan oldugu varsayilacaktir.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki ug € L? () olsun. O takdirde, (4.1) denkleminin (4.2),
(4.3) kosullarina ve asagidaki

u € C(0,00);L*(Q)) NC ((0,00); H* () N Hy (Q)) , (4.5)
u € C'((0,00); L% () (4.6)

ozelliklerini saglayan tek bir u (x,t) ¢oziimi vardwr. Ustelik,
Ve >0 igin ue C™(Qx [e,00))
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dur. Son olarak, w € L? ((0,00); Hy () ve VT > 0 i¢in

1
3Dl / V() gt = 5 ol (@7)

saglanar.

Yukaridaki tartisma dogrultusunda, asagidaki gosterimler kullanilacaktir:

4Ty = [ u@T)da

ve

N
[V (t ’LQ :Z/‘
Q

=1

Ispat. H = L?(Q) uzayinda Hille-Yosida teorisini uygulayacagiz.

D(A) = H*(Q)NH,(Q),
Au = —Au

ile tamiml, A: D (A) C H — H smursiz operatoriinii gz oniine alalim.

Burada (4.2) sinir kogulu, A nin tanmim kiimesi i¢ine dahil edilerek verilmigtir. Bu duruma
dikkat etmek 6nemlidir. Iddia ediyoruz ki A, bir self-adjoint maksimal monoton opera-
tordiir. O takdirde, Teorem 3.3 uygulanabilir ve (4.1) denkleminin (4.2), (4.3) kogullarm:

ve (4.5), (4.6) ozelliklerini saglayan tek bir ¢dziimii oldugu sonucuna varilabilir.
i) A monotondur. O halde, her v € D (A) igin

(Au, ), :/(—Au)u :Q/|Vu|2 >0

Q

saglanir.

ii) A, maksimal monotondur. O halde, R (I + A) = H = L? nin dogrulugunu goster-
memiz gerekir. Ama bunu yapmak yerine, Teorem 1.4 den bilinmektedir ki; her

f € L? i¢in, v — Au = f denkleminin tek bir w € H* N H} ¢bziimii vardir.
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iii) A, self-adjointtir. Onerme 3.2, bunun dogrulugu icin yeterlidir. Bu énerme yardim

ile A nin simetrik oldugunu kolaylikla goriilebilir. ¥V u,v € D (A) igin,

(Au,v) s = / (—Au)v = Q/ Vu.Vo

Q

ve
(u, Av) ;2 = /u(—AU) = /VU.VU

Q Q
saglanir. Boylece, (Au,v) = (u, Av) oldugu goriiliir.

Hemen sonrasinda, siirekli birebirlik ile, her ¢ tamsayisi i¢in, Teorem 1.4 den

D (A*) ¢ H* () oldugu goriilir. Daha agik bir ifade ile,
D(A) ={ue H*(Q):u=Au=..=A"u=0,T iizerinde}
seklindedir. Teorem 3.3 den bilinmektedir ki, (4.1), (4.2), (4.3) iin u ¢oziimi,

her k, ¢ igin u € C* ((0,00); D (A"))

y1 saglar ve bu nedenle,

her k., ! icin u € C* ((O,oo) - H* (Q))

dir. Bunu takiben, Sonug (1.1) dan yararlanarak,
her k i¢in u € C* ((0,00); C* (©2))

elde edilir.
Simdi (4.7) esitliginin ispatina geri donelim. Bu ispat i¢in, (4.1) denklemini u ile ¢arpip,
Q% (0,T) tizerinde integral alalim. Bununla birlikte, dikkat edilmesi gereken bir nokta da,

u (t) nin (0, 00) iizerinde tiirevlenebilir, fakat [0, 0o) iizerinde tiirevlenebilir olmamasidir.

1
p(t)= 3 |u (t)‘;(ﬂ)
fonksiyonunu gtz oniine alalim. Bu fonksiyon, (4.6) ¢zelliginden bilindigi gibi, (0, c0)
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tizerinde C' simfindandir ve ¢ > 0 igin,
(u(t),u(t))-

(W), u(t) + (u(t),w(t)) L

- 2(00.F0) —wo s,

= —/\Vu(t)2

dir. Bu nedenle, 0 < ¢ <T' < 00 i¢in,
T T

(@) =) = [t = [ 1Vu)fiae i

) £

— N RN

elde edilir. Son olarak, e — 0 olsun. Bu durumda, ¢ (¢) — 3 |ug|® oldugundan, (Ciinkii
(4.5) ozelliginden bilindigi gibi

ue C([0,00);L*(Q))

dur.)

ue L*((0,00); Hy (2))

oldugu bulunur ve ifade diizenlenirse,
T

so(T>+/|Vu<t>|im it = o)
1
T) s / Vu (Ot = 5 uolagey

Boylece, (4.7) esitligi saglanir.
Eger, ug iizerine ilave varsayimlar koyulursa, u ¢oziimii ¢ = 0 a kadar, daha regiiler hale
gelir. (Hatirlayalm ki ¢ = 0 dan uzakta, Teorem 4.1 daima u fonksiyonunun diizgiin

oldugunu garantiler, yani her £ > 0 i¢gin u € C*® (ﬁ X [e, oo)) dur.) m
4.2 DALGA DENKLEMI

Q C RY bir acik kiime olsun. @) ve ¥ y1 asagidaki sekilde olusturalim:
Q = 2x(0,00),

Y = I'x(0,00).

39



Asagidaki problemi gtz ¢niine alalim:

0%u
o2 Au = 0, (z,t)€Q, (4.8)
u = 0, (x,-)€ (4.9)
u(x,0) = wug(x), ze€Q, (4.10)
ou
i (,0) = wvo(x), x€ (4.11)

(4.8) denkleminin, (4.9)-(4.11) kogullarim saglayan bir v (z,t) : 2 x [0, 00) — R ¢oziimiinii
bulalim.

N g2
Burada A = Z 22 x degiskenler uzayinda Laplacian, ¢ zaman degiskeni ve wug, vy

i=1
verilen fonk81yonlard1r.
2

(4.8) denklemi, dalga denklemi olarak adlandirilir. <% — A) operatori, siklikla [ ile
gosterilir ve d’Alembertian olarak adlandirilir. Dalga denklemi, bir hiperbolik denklemin
tipik bir ¢rnegidir.

N =1ve Q= (0,1) iken, (4.8) denklemi, herhangi bir dig kuvvet olmadig1 durumlarda,
bir telin kiigiik titregimlerini ifade eder (Denklemin tam hali, ¢ok zor bir lineer olmayan
denklemdir. (4.8) denklemi, bir denge noktasi civarinda bu denklemin lineerlegtirilmis
halidir.). Her ¢ igin, z € Q —— u(x,t) fonksiyonunun grafigi, ¢ anindaki telin kon-
figirasyonunu (durumunu) temsil eder. N = 2 oldugunda, (4.8) denklemi, bir elastik
membranin kiigiik titregimlerini ifade eder. Her ¢ i¢in, z € Q —— wu (z,t) fonksiyonunun
grafigi, ¢ anindaki membramn konfigiirasyonunu (durumunu) temsil eder. Daha genel
olarak, (4.8) denklemi, bazi homojen elastik Q C RY ortaminda bir dalganin (akustik,
elektromanyetik, vb.) yayilimini ifade eder.

(4.9) denklemi, (homojen) Dirichlet smir koguludur. Bu kosul, Neumann kosulu ile
degigtirilebilir. ¥ iizerinde v = 0 kogulu, telin (ya da membran) I iizerinde sabit oldugunu
soylerken, Neumann kosulu, telin u¢ noktalarda serbest oldugunu sdylemektedir.

(4.10) ve (4.11) denklemleri, sistemin baglangi¢c durumunu temsil etmektedir ki; baglangig
konfigiirasyonu ug ile taniml iken, baglangic hiz1 vy ile tanimhidir. (ug, vo) verisi, genellikle
Cauchy verisi olarak adlandirilmaktadir.

Konunun daha kolay anlagilabilmesi igin, bu kisim boyunca €2 nin, I' sinir1 ile birlikte C'*°

siifindan oldugu varsayilacaktir.

Teorem 4.2 (Varlik ve Teklik) Kabul edelim ki ug € H* () N H} () ve vy € H} ()
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olsun. O takdirde, (4.1) denkleminin, (4.2), (4.3), (4-4) kosullarini ve
ue C([0,00); H* (Q) N Hy () NC* ([0,00) ; Hy (2)) N C? ([0, 00) ; L (Q)) (4.12)

ozelliging saglayan, tek bir u(z,t) ¢ozimii vardwr. Ustelik her t > 0 i¢in

2

ou
i (t) + |Vu (ﬂ‘i%m = ‘UO‘2L?(Q) + W“O‘i?(g) (4.13)

L2(Q)

dar.

Yukaridak: tartisma dogrultusunda, asagidaki gosterimler kullanilacaktir:

ou . |? ou
— (t) :/ — (2,t)| dx
ve

2

dz

N
ou
2
VU =2 [ |5 o)
i=1 %
dar.
Uyar: 4.1 (4.13) denklemi, sistemin enerjisinin zamana gore degismez oldugunu gésteren
korunum kanunudur.
Teorem (4.2) in ispatina gegmeden once bir regiilerlik sonucuna deginelim:
Teorem 4.3 (Regiilerlik) Varsayalvm ki baslangi¢ verisi, her k igin
UOEHk(Q), U()EHk(Q)
olsun ve her 7 >0, 7 tamsayist i¢in,

Aug = 0, T dzerinde,

Alvg = 0, T dzerinde,

wygunluk kosullar saglansin. O zaman, (4.8)-(4.11) un u ¢dzimi C* (Q x [0,00)) uza-

yina aittir.

Teorem 4.2 nin Ispati. [0, 00) iizerinde tanimh vektor degerli bir u (x, t) fonksiyonunu

goz oniine alalim. Daha agik bir ifade ile, her t > 0 igin u (), * —— u (x, t) doniistimiinii
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ifade eder. (4.8) denklemi, birinci mertebeden bir denklem sistemi geklinde agagidaki gibi

yazilabilir:
%—v = 0, @ da, (4.14)
ov

— —Au = 0, Q da.

Buna ek olarak, U = (u) vektoriinii olugturalim. Boylece (4.14) denklem sistemi,
v

dU
L AU = 4.1
dt 0 (4.15)

haline gelir. Burada,

0 I 0
AU = U=
-A 0 -A 0

(4.16)
—Au

seklindedir. Simdi,

(U1, Us) = /Vu1 Vuodx + /u1u2da: + /vlvgdx
Q

i¢ arpimu ile birlikte, H = H} () x L? () uzaymda Hille-Yosida teorisini uygulayacagiz.

Burada,

U Uz
U, = ve Us

U1 V2
dir.

D (A) = (H*(Q) N H; () x Hy ()

bolgesi ile birlikte, (4.16) tarafindan tammlanan A : D (A) C H — H smirsiz operatoriinii
g6z oniine alahm. Burada (4.9) smur kosulu, H uzay1 igerisine dahil edilerek verilmistir.

Bu duruma dikkat etmek onemlidir. ¥ {izerinde v = — = 0 kogulu, (4.9) kosulunun

ot

direkt bir sonucudur.

Iddia ediyoruz ki A + I, H da maksimal monotondur:
i) A+ I monotondur. Yani, (AU,U),, + |U[3 > 0 dir. Gergekten;
eger

U= € D(A)
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ise, i¢ carpim tanimindan;

—v u
(AU U)y = , :—/VU.VU—/UU—/(AU)U,
—Au v A A A
u u
|U|§{ = ) =/|Vu|2+/u2+/v2
v v Q Q Q

seklindedir. Buradan,

(AU, U, + U3, = —/VU.VU—/uv+/(—Au)v+/|Vu|2+/u2+/v2
0 Q

oldugu goriiliir.

ii) A+ I maksimal monotondur. Bu ispat, A+ 2] nin 6rten oldugunu ifade eder. Gergek-

ten;

F = d € H verilsin. AU +2U = F denklemini ¢6zmemiz gerekmektedir, yani daha

g
acik olarak,

we H>(Q)NHy(Q) ve wveH(Q)

ile birlikte

—v+2u = f, Qda, (4.17)

—Au+2v = g, da,

sistemini ¢bzmemiz gerekmektedir. Burada, —v + 2u = f denklemi, v = 2u — f geklinde

diizenlenip, —Au + 2v = g denkleminde v yerine yazildiginda;

—Au+2QR2u—f) = g

—Au+4u—-2f = g
elde edilir. Boylece, (4.17) sisteminden,
—Au+4du=2f+g (4.18)
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elde edilir. (4.18) denklemi, Teorem 1.4 den, tek bir
u € H*(Q) N Hy ()

¢Oziimiine sahiptir.

Hille-Yosida teoremi (3.2 Teorem) uygulanarak,
U e C([0,00); H)NC ([0,00); D (A)) (4.19)

ile birlikte

dU

o +AU = 0, [0,00) iizerinde, (4.20)
U) = U
u
probleminin tek bir ¢oziimiiniin oldugu goriiliir. Burada, Uy = ’ € D(A) dir.
Vo

(4.19) den (4.12) sonucuna varilir.

0
Simdi (4.13) esitliginin ispatina geri donelim. Bu ispat igin, (4.8) denklemini 8_1: ile

carpip, € iizerinde integral alalim:

0%
Ay —
o =0
JEE P T
o2 ot " o™
N L, & ,
1) 2)

dir. Buradan,

10
20t
Q

ou

5 (xt
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oldugu goriiliir. Yukaridaki ifade, L? normu tanimmindan, asagidaki sekilde tekrar yazila-

bilir:

19 |oul 10
-9 |gu s = 0
200 |0 | oy | 20 Vlia
d . _
/875 R /875 Vol 0
ou ou
E(t) |3 (0) +[Vu (t)@z(g) —|Vu (0)@2(9) =0
L2(Q) L2(Q)
au 2 2 8u 2 2
o (t) +Vu(@)|i2) = 5 (0) + [Vu (0)[720
L2(Q) L2(Q)
ou
Er (t) ) + |Vu (t)|i2(9) = |U0|%2(Q) + |VU0|22(Q)

elde edilir. Boylece (4.13) esitligi saglanir. =

Uyar1 4.2 (4.8) dalga denklemini, (4.14) deki gibi birinci mertebeden bir denklem sis-
temine doniistirme yontemi, ya da, daha genel olarak, k. mertebeden bir diferensiyel
denklemi, k tane birinci mertebeden denklemin olusturdugu bir sisteme déoniistiirme yon-
temi, standart bir yontemdir. Soyle ki;

Py _ 0%

oz~ oa2

dalga denklems,

dy dy

= —_— :C—
p ot’ ¢ ox

degiskenleri tanitilarak, birinci mertebeden bir denklem sistemi olarak yazilabilir:

dp  0q 9dq  Op

ot ‘or ot ‘oz
dir. Bu denklemler kisaca,

Oda da
— ¢cB—
ot ox

olarak yazilabilir. Burada,

a= b ve B =
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BOLUM 5
LIOUVILLE DENKLEMI iCiN BASLANGIC DEGER PROBLEMI

Bu boliimde, operator yari-grup teorisi kullanmilarak, Liouville denklemi icin baglangig
deger probleminin coziilebilirligi arastirlmistir. Baslangic verisinin, L? uzaymm baz
alt kiimelerine ait oldugu durumlarda, bu problemin ¢oziimiiniin varlik ve tekligi goste-
rilmigtir.

Ik olarak, asagidaki Liouville denklemini inceleyelim:

% = [H,u]. (5.1)

Burada, u £ u (t,q,p), H = H (t,¢,p), ¢ = (q1,-,qn), p = (p1, -, pv) seklinde verilen

fonksiyonlar olup, [.,.], Poisson parantezi olarak adlandirilir:
N
OFE OF OF OF
E F| = ey T om 5.2
[ ] Z (8(11 opr oq a]01) ( )

=1
H, sistemin Hamilton fonksiyonudur.
Operator yari-grup teorisi kullanilarak, ele alinan problem igin (5.1) denklemi yeniden

asagidaki gibi yazilabilir:

d
d—z; + Au = 0. (5.3)

Burada A = — [H, ] dir. A, L? (R2N ) de tanimh genellestirilmig bir diferensiyel operator,

ya da L? (RQN ) nin kendi i¢ine bir doniigiimii olarak kabul edilebilir.
D(A)={z e L*(R*™): Az e L* (R*?™)}

olsun. Kabul edelim ki A ya da H, C§° (R*) C D (A) saglasm. Burada C5° (R?Y), ele-
manlar1 kompakt supporta sahip ve diizgiin fonksiyonlar olan bir test uzayidir. Ornegin,
dig kuvvetlerin olmadigi bir ortamda, birim kiitle ile birlikte, £ tane ayni parcaciktan

olusan bir sistemi g6z oniine alalim. Boylece,
1 3k 3k
= 2 — 00 6k
H—§;Pm A—;pi(a/@pi) ve Cg° (R%) C D(A)

47



dir. u fonksiyonu, degeri L* (R?Y) den olan, ¢ ye bagh soyut bir fonksiyondur. Asagida,

baglangic kosulunu ele alalim:
u ‘t:OZ Ug. (54)
Burada, uyg = ug(q,p) dir. O halde, (5.3), (5.4) bagmtilar1, Liouville denklemi icin

baglangic deger problemi olarak adlandirilir.

Liboff (1990)’ dan bilinen, Liouville denklemi i¢in baglangi¢ deger probleminin ¢oziimiine
iligkin dort yaklagim vardir. Bu yaklagimlar, Taylor seri acilimi, yoriinge ¢oziimleri, 6z
fonksiyon agilimlar: ve rezolvanttir. 1990 yilinda Petrina ve Gezasimehko, yukarida bahsi
gecen ozel sisteme dair, Liouville denklemi icin baglangic deger probleminin iizerinde
calismuglardir ve A operatoriiniin L! (R6k ) uzayinda, bir daralma operator yari-grubunun

sonsuz kii¢iik tireticisi oldugunu gostermislerdir.

Teorem 5.1 A operatori, bir daralma operator yari-grubunun sonsuz kiictk treticisidir.

Teorem 5.17 in ispatiny vermeden 6nce, asagidaki yardimcy lemmalar ispatlanacaktor.

Lemma 5.2 A bir artan-iretici operatérdiir, yani, her € D (A) i¢in Re (Au,u) > 0 dur.

Burada (.,.), L? (RzN) uzayindaki i¢ ¢carpimdar.
Ispat. (5.2) esitliginden bilinmektedir ki, her u,v € D (A) icin,
OH Oov  Ov OH
(Av, u) / ( ) dqd
Z oq apl a% op aer
dir. Kismi integrasyon yontemi ve Hamilton denklemi kullanilarak, yukaridaki integrali

asagidaki sekilde tekrar ifade edelim:

N
OH Ou  Ou OH
Av, = - dqd
(A0, 0) /U; (3% op1 O 0}91) “

_ / @i (a_H Qu _ OuoH ) dqdp = — (A, 0). (5.5)
/=1

dq1 Opy a(h Ip1
Ozel olarak,

(AU, u) = _(Aua u)> (56)
ya da eg deger olarak, her v € D (A) igin,
Re (Au,u) =0 (5.7)

dir. m
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Lemma 5.3 A operatorii, L? (RzN ) uzayindaki yogun bolgesi ile birlikte bir kapali opera-

tordiir.

Ispat. C° (RQN) , L2 (R2N) de yogun ve C§° (R2N) C D (A) oldugundan dolayi, D (A)
L? (R*N) de yogundur. Bu yiizden, A operatériiniin L? (R?Y) uzaymda bir kapali opera-
tor oldugunu gostermek, ispat i¢in yeterlidir. Yani, n — +o0 iken, D (A) da bir z,, dizisi

vardir oyle ki,

r, =z,  L*(R™) de (5.8)
ve
Ax, — vy, L? (R2N) de (5.9)

iken, Az =y ve # € D (A) dir. Gergekten de, (5.5) denkleminden, her u € C§° (R*Y)

icin,

(Azp,u) = —(Au, z,) (5.10)
dir. (5.9) denkleminden,

(A, u) — (y,u) (5.11)
dur. (5.8) denkleminden,

(Au, x,) — (Au, x) (5.12)
dir. (5.10), (5.11) ve (5.12) denklemleri birlestirilirse, her u € C§° (R*Y) igin,

(yvu) = _<Au’x) = <AI7U'>

oldugu gosterilebilir. Gergekten de; (5.10) denklemi, (5.11) denkleminde yerine yazilirsa,

—(Au, ) = (y,u)

elde edilir. (5.12) denkleminden,

—(Au, x,) — —(Au, )
dir. Dolayisiyla, buradan

(y,u) = —(Au,z) = (Azx,u)
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dir. Genellegtirilmig fonksiyon tanimindan;

(y,u) = —(Au, z) = (Aw, u)

elde edilir. Burada ve agagida, (.,.) gosterimi ile, test fonksiyonu ve genellestirilmis
fonksiyon arasinda bir dual bagintis: temsil edilir. Eger genellestirilmis fonksiyon L? (RQN )
uzaymna ait ise, o zaman (.,.) dual bagmtisi, L? (R*) uzaymdaki i¢ ¢arpim ifade eder.
Yukarida sozii gegen esitlik ile genellestirilmis fonksiyon anlaminda Az = y kastedilir. y €
L? (R*) oldugundan, Az € L* (R*") dir. Buna ek olarak, z € D (A) dir. Dolayisiyla,
her u € C§° (R*) igin, (Az,u) = (y,u) esitligi saglanr. Burada kastedilen, C§° (R*"),
L? (R*N) uzaymda yogun oldugundan, Vu € L? (R*) i¢in (Az,u) = (y,u) oldugudur.

Buradan da, L? (R*Y) uzaymnda Az = y elde edilir. Bu da ispati tamamlar. m

Uyar:1 5.1 Eger S, P de heryerde yogun ise, o zaman S, P de yogundur. Eger S C P
ve S, P de yogun ise, o zaman S, P de her yerde yojundur. Ozel olarak, Lemma 5.3 de,
S = Cg° ve P = L? alindijinda, D (A) man L* (R*N) de yogun oldugu kolaylkla gorilebilir
(Morgan 1990).

Lemma 5.4 A + A, L? (R*) nin kendi tizerine (érten) bir donigimidir. Yani, I bir
Ozdeslik dontigiimii olmak zere, verilen her X > 0 i¢in N\ + A dondsiminin R (N + A)
rangi, L* (R*) dir.

Ispat. Ilk olarak, Lemma 5.2 dan ya da (5.7) denkleminden, her x € D (A) ve A > 0

icin,
(AL £ A) x| > M|z (5.13)

sonucuna varilabilir. Bu sonug, Al £ A nin bir birebir déniisiim oldugunu ifade eder.
Yukaridaki sonucun ardindan, R (A + A) nm, L? (R*") nin bir kapali kiimesi oldugunu
gosterelim: Gergekten, n — +oo iken, L? (R*") uzaymda f, — f ozelligi ile birlikte, her
f, € R(M + A) dizisi almir ve boylece her u € C§° (R?) i¢in

(fnsu) = (f,u) (5.14)
elde edilir. Diger taraftan, bir z,, € D (Al + A) eleman: vardir 6yle ki
M+ A)zx, = f,
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dir. Burada,
DM+ A)={ze L’ (R™): M+ A)zeLl* (RN},
L? (R2N ) den kendi iizerine tanimli, A\ + A doniigiimiiniin tanim kiimesi olarak kabul
edilebilir. (5.13) esitsizliginden goriiliir ki; n — +oo iken, tiim j € Z* igin,
l2n = @il < ATHIT + A) 2 — (A + A) 2|
= N fusll = 0,

yani, {z,},°], L* (R*") uzaymnda temel bir dizidir. Boylece, bir 2 € L? (R*") elemamn

n=1>?

vardir 8yle ki, n — 400 iken L? (R*N) de x,, — « dir. Dolaysiyla, (5.5) denkleminden,

(fr,u) = (M + A) zp,u) = (M — A u,z,) — (M — A)u, x) (5.15)

elde edilir.
(5.14) ve (5.15) denklemlerinden bilinmektedir ki; her v € Cg° (R*") i¢in

(f,u) = (O = A u,a) = (A + A) ),

yani, genellestirilmis fonksiyon anlaminda (A + A) z = f dir. f € L? (R*") oldugundan,
x € D(M + A) dir. Bu nedenle, f € R(A + A) dir.
Kabul edelim ki verilen her A > 0 igin R (A + A) # L* (R*") olsun. O zaman,

L* (R*™) = R\ + A)UR" (M + A)

dir. Burada R+ (M + A), L? (R*N) uzaymda R (Al + A) nin bir ortogonal kiimesidir. Bu
nedenle f* # 0 ile birlikte bir f+ € R+ (A + A) elamam vardir. Buradan su sonug ¢ikar

ki, ttim v € C§° (RQN) igin,

(M =A) f u) = (AL + A, fH)=0
dir. Yani, genellegtirilmis fonksiyon anlaminda,
(M —A)f-=0 yada Af"=f-eL*(R?)

dir. Ayrica, f+ € D(A) dir. Bu nedenle her u € C§° (R?Y) igin (M — A) fX,u) =0
dir. Cg° (R*M), L* (R*N) uzaymda yogun oldugundan, her u € L? (R*) i¢in

(M —A) fru)=0
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dir. Bu da, L? (R2N) uzayimda
M—-A) ff=0

oldugunu gosterir.

A — A, bir birebir déniisiim oldugundan, f+ = 0 dir ki bu durum, yukarida sdzii gecen
f*+ # 0 hipotezi ile gelisir. Bu nedenle, R (A + A) = L?(R?N) dir. Béylece ispat
tamamlanmig olur. m

Teorem 5.1 in ispati. Lemma 5.4 tarafindan, (A + A)~" in A > 0 da analitik oldugu
gosterilebilir. Ayrica, pozitif o ve M sabitleri vardir 6yleki her pozitif n tamsayisi ve her

A > « igin,
(M+A) " <MN=—a)" (5.16)

dir. Bu nedenle, Hille-Yosida-Phillips teoremine gore, (5.16) esitsizliginden ve Lemma 5.3
den bilinmektedir ki, Teorem 5.1 saglanir.

Ayrica, bir daralma operator yari-grubu 7' (t), asagidaki gibi diizenlenebilir:

T(t)= ,\EIEOOTA (t). (5.17)
Burada, her = € L? (R?") i¢in

Ao =[N +A) " =N (5.18)
ile birlikte

Ty (t) = e (5.19)
dir ve A — +o00 iken, her z € D (A) igin

Ayr — —Azx (5.20)

dir. O zaman — A, bir daralma operator yari-grubu olan 7' (¢) nin sonsuz kiigiik iiretici-
sidir. m

Benzer sekilde, agagida verilen Teorem 5.5 de ispatlanabilir.
Teorem 5.5 A operatori, bir daralma operatoér yari-grubunun sonsuz kiictk treticisidir.

Operator yari-grup teorisine gore, Teorem 5.1 tarafindan, Teorem 5.6 elde edilir.
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Teorem 5.6 Eger uy € D (A) ise, o zaman (5.3), (5.4) baslangi¢ deger probleminin tek

bir
u="T(t)ug € C* ([0,+00);L* (R*N)) N C° ([0, +00) ; D (A))
¢oziimii varder. Burada T (t), (5.17)-(5.20) denklemleri tarafindan tansmldur.

Bu teoremin ispati, burada atlanmigtir. Tiimevarim yontemi kullanlarak, Teorem 5.6

den kolaylikla Teorem 5.7 sonucuna varilabilir.

Teorem 5.7 Eger ug € D (Ak), k bir pozitif tamsayr ise, o zaman (5.8), (5.4) denklem-

lerinin u ¢Ozimii,

o€ ([0, 400): D (4))
ye aittir. Burada

D (A°) £ L* (R*)

dir.
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BOLUM 6

iKi NOKTA TERS PROBLEMIi

Problem 6.1 D ve G, R" Fuclid uzaynda siraswyla, 0D ve OG simarlar: yeterince diizgiin
olan sinarl bolgeler olsun.

Asagidaki ters problemi g6z oniine alalim:

%—l—é(jﬂigz—gzgi) = f(z,v,t),(z,0) e DxG,0<t<T, (6.1)
u(z,v,0) = wug(z,v), (x,v) € D x G, (6.2)
u(xz,v,t) = 0, (x,v) €d(DxG), 0<t<T, (6.3)
u(z,0,T) = wu(z,v), (x,v) € D x G. (6.4)

(6.1) denkleminin, (6.2), (6.3) kosullariny ve (6.4) ek bilgisini saglayan, u(x,v,t) ve
f (z,v,t) fonksiyon ¢iftini bulalvm.

Burada (6.1) denklemi, zamana bagl kinetik denklem, (6.2) baslangi¢ kosulu, (6.3) sinur
kosulu ve (6.4), son agiry belirginlik kosulu adi verilen ek bilgidir.

(6.1) denkleminde, f bilinmeyen kaynak fonksiyonunun yapsinmn asagidaki sekilde oldugunu

varsayalym:
F (5,0,8) = p(2,0) + F (,0,8). (6.5)

Burada F, bilinen fonksiyondur.

Problem 6.1, asagdaki gibi soyut formda da ifade edilebilir:

W(t)+Au(t) = p+ F(t) : 0<t<T, (6.6)
u(0) = g , (6.7)
uw(T) = w : (6.8)

Burada A = [H,.], Poisson parantezi olup, tanim kiimesi
D(A)={ue L’ (DxQq):[Hu € L*(DxG),ulpypxe=0}
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seklindedir. Ayrica (6.3) sinar kogulu, A nan tanam kiimesi icine dahil edilerek verilmistir.
Bu duruma dikkat etmek énemlidir.

Zamana bagly olmayan baz kinetik denklemler icin, cegitli ters problemlerin ¢ézilebilirligs
ve yaklagik ¢oziimleri Golgeyen and Amirov (2011) da ele alinmagtar.

Jiang (2002)’ da, A operatorinin, bir daralma operator yari-grubunun sonsuz kii¢ik treti-
cisi oldugu ispatlanmastir. Bu ispatta siraswyla gosterilmistir ki; A bir artan-tretici opera-
tordiir, A, L? (R*) uzayindaki yogun bolgesi ile birlikte bir kapal operatérdiir ve \I + A,
L? (R2N ) nin kendi tzerine (orten) bir donisumidir, yani, I bir ézdeslik déniisimi ol-
mak dizere, verilen her X > 0 i¢in A\ + A déniigiimiiniin R (A + A) rangi, L* (RQN ) dir.
Diger taraftan, Prilepko (1999)° da, asagidaki teorem ispatlanmastir:

Teorem 6.1 Kabul edelim ki A operatori, bir daralma operator yari-grubunu tretsin.

Eger, ug,uy € D (A) ve F fonksiyonu,

FreC' (0,T);L*(DxG)), FeC([0,T];D(4))

ile birlikte,

F=F+F

formuna sahip ise, o zaman (6.6)-(6.8) ters probleminin
ueC([0,T];L* (D x G))nC([0,T];D(A), pel*(DxGq)

fonksiyonlar sinifindan bir ¢ozimi vardwr ve tektir.

Ayrica, asaqidaki kararlilik degerlendirmeleri saglanar:

lullcrory < € (HUOHD(A) + llwall peay + 1 E5ll o7

H%%mmmﬁ7 (6.9)

lulleqoripay < € <||U0||D(A) + lwll peay + 12l o om0
+ 1Bl egoriouan) (6.10)

el < € (lluollpgay + lnllpesy + I Fillos oy
H%%mmmﬁ- (6.11)
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