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BÖLÜM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, tezde gerekli olan baz¬temel tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir:

Tan¬m 1.1 (Metrik, Metrik Uzay) Boş olmayan bir X kümesi ve bir

d : X �X ! R+; (x; y)! d (x; y)

dönüşümü verilsin. E¼ger, her x; y; z 2 X için

1) d (x; y) = 0, x = y;

2) d (x; y) = d (y; x) ;

3) d (x; y) � d (x; z) + d (z; y) (Üçgen Eşitsizli¼gi)

özellikleri sa¼glan¬yorsa o takdirde d dönüşümüne X üzerinde uzakl¬k fonksiyonu ya da

metrik ad¬verilir ve bu durumda (X; d) ikilisine bir metrik uzay denir. Bir küme üzerinde

birden fazla metrik tan¬mlanabilir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.2 (Norm, Normlu Uzay) Bir X vektör uzay¬üzerindeki norm, X üzerinde

tan¬ml¬olup bir x 2 X noktas¬ndaki de¼geri kxk ile gösterilen ve x; y 2 X de key�vektörler

ve c bir skaler olmak üzere aşa¼g¬daki özellikleri gerçekleyen reel de¼gerli bir fonksiyondur:

1) kxk � 0;

2) kxk = 0, x = 0;

3) kcxk = jcj kxk ;

4) kx+ yk � kxk+ kyk (Üçgen Eşitsizli¼gi).

Üzerinde bir norm tan¬mlanm¬̧s bir X vektör uzay¬na bir normlu uzay ad¬verilir. Normlu

uzaylar (X; k�k) ya da k¬saca X ile gösterilir (Kreyszig 1989).
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Tan¬m 1.3 (Cauchy Dizisi) (X; d) bir metrik uzay ve X in içinde bir dizi (xn) olsun.

Bu durumda 8 " > 0 için m;n > n" oldu¼gunda d (xn; xm) < " olacak şekilde " a ba¼gl¬bir

n" 2 N do¼gal say¬s¬varsa, (xn) dizisine X içinde bir Cauchy dizisi ad¬verilir.

Bu tan¬m daha k¬sa olarak şöyle yaz¬labilir:

8" > 0 için 9 n" 2 N 3 8m;n > n" için

d (xn; xm) < ", (xn) dizisi X içinde bir Cauchy dizisidir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.4 (Tam uzay) X bir normlu lineer uzay olmak üzere X in elemanlar¬ndan

oluşan her bir Cauchy dizisi X in bir eleman¬na yak¬ns¬yor ise X e tam uzay denir

(Mikhailov 1978).

Tan¬m 1.5 (Banach Uzay¬) Tam normlu bir lineer uzaya Banach uzay¬denir (Mikhailov

1978).

Tan¬m 1.6 (Yo¼gun Küme) (X; d) bir metrik uzay ve A, X in bir alt kümesi olsun. A

n¬n kapan¬̧s¬X e eşit ise yani A = X ise A ya X de yo¼gun küme ad¬verilir. Örne¼gin, Q

rasyonel say¬lar kümesi R de yo¼gundur. Ancak, Z tam say¬lar kümesi R de yo¼gun de¼gildir

(Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.7 (Her Yerde Yo¼gunluk) M � X olmak üzere, her bir x 2 X için, M nin

elemanlar¬ndan oluşan bir (xn) dizisi x e yak¬nsayacak şekilde varsa, M kümesine X de

her yerde yo¼gundur denir (Mikhailov 1978).

Tan¬m 1.8 (·Iç Çarp¬m Uzay¬) Bir iç çarp¬m uzay¬, üzerinde bir iç çarp¬m tan¬mlan-

m¬̧s bir X vektör uzay¬d¬r. Burada sözü edilen iç çarp¬m X �X den X in bir K skaler

cismi içine yap¬lan bir dönüşümdür, yani X in her x ve y vektör çifti, (x; y) ile gösterilen

ve aşa¼g¬daki özellikleri gerçekleyen bir skalerle eşlenmektedir:

1) (x+ y; z) = (x; z) + (y; z) ;

2) (cx; y) = c (x; y) ;

3) (x; y) = (y; x) ;

4) (x; x) � 0; (x; x) = 0, x = 0 (Kreyszig 1989).
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Tan¬m 1.9 (Hilbert Uzay¬) Bir Hilbert uzay¬, üzerindeki iç çarp¬mla tan¬ml¬metri¼ge

göre tam olan bir iç çarp¬m uzay¬d¬r (Kreyszig 1989).

Tan¬m 1.10 (Lineer Operatör) Bir A lineer operatörü, aşa¼g¬daki özellikleri gerçekleyen

bir operatördür:

1) A n¬n D (A) tan¬m bölgesi bir vektör uzay¬olup, R (A) de¼ger bölgesi, ayn¬ cisim ü-

zerinde bir vektör uzay¬d¬r.

2) Her x; y 2 D (A) ve c skaleri için,

A (x+ y) = A (x) + A (y)

A (cx) = cA (x)

dir (Kreyszig 1989).

Tan¬m 1.11 (S¬n¬rl¬Lineer Operatör) X ve Y normlu uzaylar ve D (A) � X olmak

üzere, A : D (A)! Y lineer bir operatör olsun. E¼ger, her x 2 D (A) için,

kAxk � c kxk

olacak şekilde bir c > 0 say¬s¬varsa, A operatörü s¬n¬rl¬d¬r denir (Kreyszig 1989).

Tan¬m 1.12 (Sürekli Operatör) X ve Y normlu uzaylar, D (A) � X olmak üzere,

A : D (A) ! Y lineer olmas¬ zorunlu olmayan herhangi bir operatör olsun. A ope-

ratörünün bir x0 2 D (A) noktas¬nda sürekli olmas¬ için, verilen her " > 0 say¬s¬na

karş¬l¬k, kx� x0k < � koşulunu gerçekleyen her x 2 D (A) için, kAx� Ax0k < " olacak

şekilde bir � > 0 say¬s¬n¬n var olmas¬gerekmektedir. E¼ger her x 2 D (A) noktas¬nda A

sürekli ise, A operatörü süreklidir denir. A operatörünün lineer olmas¬halinde aşa¼g¬daki

önemli teorem ifade edilebilir:

Teorem 1.1 (Süreklilik ve S¬n¬rl¬l¬k) X ve Y normlu uzaylar ve D (A) � X olmak

üzere, A : D (A)! Y bir lineer operatör olsun. Bu durumda

1) A n¬n sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul A n¬n s¬n¬rl¬olmas¬d¬r,

2) A bir tek noktada sürekli ise, her noktada süreklidir (Kreyszig 1989).
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Tan¬m 1.13 (Zay¬f Yak¬nsakl¬k) Normlu bir X uzay¬nda bir (xn) dizisi verilmiş olsun.

E¼ger, her f 2 X 0
için

lim
n!1

f (xn) = f (x0)

olacak şekilde bir x0 2 X eleman¬varsa, (xn) dizisi (x0)�a zay¬f yak¬nsakt¬r denir ve

xn z�! x0 şeklinde yaz¬l¬r.

Burada, zay¬f yak¬nsakl¬¼g¬n her f 2 X 0 için f (xn) say¬lar¬ndan oluşan dizinin yak¬nsakl¬¼g¬

anlam¬na geldi¼gine dikkat edilmelidir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.14 (Norma Göre Yak¬nsakl¬k) Normlu bir X uzay¬içinde bir (xn) dizisi ve

x0 2 X verilmiş olsun. E¼ger,

lim
n!1

kxn � x0k = 0

ise (xn) dizisi x0 noktas¬na yak¬ns¬yor denir ve

xn ! x0 ya da lim
n!1

xn = x0

olarak ifade edilir. Normlu uzayda tan¬mlanan bu yak¬nsamaya norma göre yak¬nsama

ad¬verilir. Bu tan¬m ayn¬zamanda, "kuvvetli yak¬nsakl¬k" olarak da adland¬r¬lmakta ve

xn
k�! x0 şeklinde de ifade edilmektedir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.15 (Noktasal Yak¬nsakl¬k) Her n 2 N olmak üzere fn : D ! R fonksiyon-

lar¬verilmiş olsun. Bu durumda n! fn dizisine (k¬saca (fn) ile gösterilir), D � R kümesi

üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar dizisi ad¬verilir. Burada her bir x 2 D için fn (x) 2 R ola-

ca¼g¬ndan (fn (x))n2N şeklinde gerçel say¬lar¬n bir dizisi oluşmaktad¬r. E¼ger her bir x 2 D

için (fn (x))n2N say¬dizisi, bir f (x) say¬s¬na yak¬ns¬yor, yani her x 2 D için

lim
n!1

fn (x) = f (x)

oluyor ise, (fn) fonksiyon dizisine f : D ! R fonksiyonuna noktasal yak¬nsakt¬r denir.

Bu durum

lim
n!1

fn = f; fn ! f; . . .

gibi simgelerle ifade edilir (Coşkun 2002).
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Tan¬m 1.16 (Düzgün Yak¬nsakl¬k) Her n 2 N olmak üzere fn : D ! R fonksiyonlar¬

verilmiş olsun. Bu durumda n ! fn dizisine (k¬saca (fn) ile gösterilir), D � R kümesi

üzerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar dizisi ad¬ verilir. Burada her bir x 2 D için fn (x) 2 R

olaca¼g¬ndan (fn (x))n2N şeklinde gerçel say¬lar¬n bir dizisi oluşmaktad¬r. E¼ger her bir

" > 0 say¬s¬için bir n0 := n0 (") 2 N do¼gal say¬s¬var ve her x 2 D; her n � n0 için

jfn (x)� f (x)j < "

oluyor ise, (fn) fonksiyon dizisine f : D ! R fonksiyonuna düzgün yak¬nsakt¬r denir

(Coşkun 2002).

Tan¬m 1.17 (Süreklilik) D � Rn olmak üzere f : D ! Rm bir dönüşüm ve bir a 2 D

noktas¬için

lim
x!a

f (x) = f (a)

oluyor ise, f ye a noktas¬nda süreklidir denir. Süreklilik tan¬m¬daha aç¬k olarak şu an-

lamdad¬r: Her k 2 N için ak 2 D olmak üzere lim
k!1

ak = a olan her (ak)k2N dizisi için

lim
k!1

f (ak) = f (a)

d¬r.

D nin her bir noktas¬nda sürekli olan f : D ! Rm dönüşümüne D�de süreklidir denir

(Coşkun 2003).

Tan¬m 1.18 (Düzgün Süreklilik) D � Rn olmak üzere f : D ! Rm dönüşümü ve-

rilmiş olsun. E¼ger her bir " > 0 için bir � > 0 say¬s¬var ve kx� yk < � olan her x; y 2 D

için

kf (x)� f (y)k < "

oluyor ise, f dönüşümüne D de düzgün süreklidir denir (Coşkun 2003).

Tan¬m 1.19 (Kompakt Küme) (M;d) bir metrik uzay ve A � M olsun. A daki her

(xn) dizisi, A n¬n bir eleman¬na yak¬nsayan bir alt diziye sahipse A ya kompaktt¬r denir.

E¼ger M cümlesinin kendisi kompakt ise (M;d) ye kompakt metrik uzay denir (Rynne and

Youngson 2000).
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Tan¬m 1.20 (Kompaktl¬k) Bir X metrik uzay¬verilmiş olsun. E¼ger X�deki her dizi

yak¬nsak bir alt diziye sahip ise X uzay¬kompaktt¬r (Kreyszig 1978).

Tan¬m 1.21 (Operatör) X ve Y boş olmayan kümeler ve D � X olsun. D�nin her

eleman¬na Y�nin bir eleman¬n¬karş¬l¬k getiren bir kurala D�den Y�ye bir operatör veya

dönüşüm denir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.22 (Kompakt Operatör) X ve Y herhangi iki normlu uzay ve A : X ! Y

bir lineer operatör olsun. E¼ger X deki her s¬n¬rl¬(xn) dizisi için, Y deki (Axn) dizisi bir

yak¬nsak alt diziye sahipse, A operatörüne kompaktt¬r denir (Rynne and Youngson 2000).

Tan¬m 1.23 (K¬smi Türevli Denklem) Bir k¬smi türevli denklem x1; x2; :::; xn ba¼g¬m-

s¬z de¼gişkenlerine ba¼gl¬bilinmeyen u fonksiyonu ve onun sonlu say¬da k¬smi türevlerinin

oluşturdu¼gu bir ba¼g¬nt¬d¬r. Bu denklemin en genel biçimi, k = k1 + k2 + ::: + kn olmak

üzere

F =

�
x1; x2; :::; xn; u (x1; x2; :::; xn) ;

@u

@x1
; :::;

@u

@xn
; :::;

@ku

@xk11 @x
k2
2 :::@x

kn
n

�
= 0 (1.1)

d¬r. ( 1.1) denkleminde en yüksek k¬smi türev basama¼g¬k d¬r. k ya k¬smi türevli denklemin

basama¼g¬(mertebesi) denir (Dernek 2009).

Tan¬m 1.24 (C
�


�
; Ck

�


�
Uzaylar¬) C

�


�
; 
 üzerinde sürekli tüm fonksiyonlar¬n

oluşturdu¼gu cümle, Ck
�


�
, k = 1; 2; :::;
 üzerinde k: mertebeye kadar tüm türevleri

sürekli olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. f 2 Ck (
) ; � = (�1; �2; :::; �n)

bir multiindeks (�i 2 Z+ [ f0g ; i = 1; 2; :::; n) ve j�j = �1 + �2 + ::: + �n olsun. Bu

durumda,

D�f (x) =
@j�jf (x)

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

= @x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n f (x) ;

f fonksiyonunun k¬smi türevlerini ifade eder (Bulut 2014).

Tan¬m 1.25 (C1
0 (
) Uzay¬) C

1
0 (
) ; 
 üzerinde tan¬ml¬sonsuz defa diferensiyellenebilir

ve supportu
�
supp' (x) = fx j x 2 
; ' (x) 6= 0g

�

 n¬n kompakt alt cümlesi olan tüm

fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir (Mikhailov 1978).

Tan¬m 1.26 (L1 (
) ; L2 (
) Uzaylar¬) L1 (
) ; 
 üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve integ-

rallenebilir tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümle, L2 (
) ; 
 üzerinde Lebesgue ölçülebilir

ve modülünün karesi integrallenebilir tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. Bu kümelere

ait baz¬önemli özellikler aşa¼g¬da verilmiştir (Mikhailov 1978);
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1) L1 (
) ve L2 (
) lineer uzayd¬r ve 
 s¬n¬rl¬bir bölge ise

C
�


�
� L2 (
) � L1 (
) ;

2) L1 (
), üzerinde tan¬mlanan

kfkL1(
) =
Z



jf (x)j dx

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r,

3) L2 (
), üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)L2(
) =

Z



f1 (x) f2 (x)dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkL2(
) =

0@Z



jf (x)j2 dx

1A1=2

biçimindedir,

4) C
�


�
ve C10

�


�
uzay¬, L1 (
) ve L2 (
) da her yerde yo¼gundur,

5) L1 (
) ve L2 (
) ayr¬labilir uzayd¬r.

Tan¬m 1.27 (Genelleştirilmi̧s Fonksiyon) C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yard¬m¬

ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay¬denir. Bu uzay, D (
) ile

gösterilir. E¼ger,

1) Öyle bir K � 
 kompakt cümlesi vard¬r;

8k 2 N için supp'k 2 K;

2) Her � = (�1; �2; : : : ; �n) ve k !1 iken

D�
'k(x)

! D�
'(x)

yak¬nsamas¬
 bölgesinde düzgün ise, k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsar denir.
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D (
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬sürekli, lineer fonksiyonellere, genelleştirilmiş fonksiyon

denir. Genelleştirilmiş fonksiyonlar s¬n¬f¬D0 (
) ile gösterilir (Vladimirov 1984).

Tan¬m 1.28 (Genelleştirilmi̧s Türev) f� (x) ve v (x) fonksiyonlar¬
 da integrallenebilir

fonksiyonlar olsun. Herhangi bir ' 2 C10 (
) için, j�j = �1 + �2 + :::+ �n olmak üzere,Z



f� (x)'d
 = (�1)j�j
Z



v (x)D�
'd


ise, f�(x) ya 
 bölgesinde v (x) in ��¬nc¬mertebeden genelleştirilmiş türevi denir. Bu-

rada,

f� =
@�1+�2+:::�nv

@�1x1 :::@�nxn
=

@j�jv

@�1x1 :::@�nxn

şeklindedir (Mikhailov 1978).

Tan¬m 1.29 (Kapal¬Operatör) E¼ger A lineer operatörü, aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼gl¬yor

ise her un dizisi için,

un �! uo ve Aun �! yo ) Auo = yo

kapal¬d¬r denir. Her sürekli operatör kapal¬d¬r ama tersi, do¼gru olmayabilir. Mesela,
d

dx
türev operatörü L2 (0; 1) uzay¬nda kapal¬d¬r ama s¬n¬rl¬de¼gildir (Kreyszig 1978).

Tan¬m 1.30 (Ortogonallik, Ortogonal Kümeler, Ortogonal Tümleyen) (X; (:; :))

bir iç çarp¬m uzay¬ve x; y 2 X olsun. (x; y) = 0 ise x vektörü y vektörüne ortogonaldir

(diktir) denir ve x ? y ile gösterilir. Benzer şekilde A, B � X alt kümeleri verildi¼ginde

e¼ger her a 2 A için x ? a ise x vektörü A kümesine ortogonaldir denir ve x ? A yaz¬l¬r.

E¼ger her a 2 A ve her b 2 B için a ? b ise A ve B kümelerine ortogonal kümeler denir

ve A ? B ile gösterilir.

Bir A � X için fx 2 X : x ? Ag kümesi A kümesinin ortogonal tümleyeni ad¬n¬al¬r ve

A? ile gösterilir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.31 (Adjoint Operatör) X ve Y ayn¬bir K cismi üzerinde normlu uzaylar,

A 2 L (X; Y ) ve g 2 Y 0 olsun.

f : X ! K; f (x) = (g � A) (x) = g (A (x)) ; x 2 X

biçiminde bir f fonksiyoneli tan¬mlayal¬m. g ile A lineer ve s¬n¬rl¬ olduklar¬ndan f de

lineer ve s¬n¬rl¬d¬r. g 2 Y 0 verildi¼ginde, buna karş¬l¬k gelen ve yukar¬daki gibi tan¬mlanan
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f fonksiyonelinin tek oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle, bir A 2 L (X; Y ) için f = g � A olmak

üzere

A0 : Y 0 ! X 0; g ! A0 (g) = g � A = f

biçiminde bir A0 operatörü tan¬mlanabilir. Bu biçimde tan¬mlanan A0 operatörüne, A n¬n

adjoint operatörü denir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.32 (Self-Adjoint Operatör) H1; H2 Hilbert uzaylar¬ve A 2 L (H1; H2) ol-

sun. Her x 2 H1; y 2 H2 için

(Ax; y) = (x;A�y)

olacak biçimde tan¬ml¬ sürekli lineer A� operatörüne A n¬n self-adjoint operatörü ad¬

verilir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.33 (Sobolev Uzay¬) m bir pozitif tam say¬, 1 � p � 1 ve k�kp de Lp (
)

uzay¬nda bir norm olmak üzere, sa¼g taraf¬anlaml¬k¬lan her u için

kukm;p =

0@ X
0�j�j�m

kD�ukpp

1A1=p

; 1 � p <1; (1.2)

kukm;1 = max
0�j�j�m

kD�uk1 (1.3)

şeklinde bir k�km;p fonksiyoneli tan¬mlayal¬m. Baz¬durumlarda bölgeler ile ilgili ç¬kabilecek

kar¬̧s¬kl¬¼g¬önlemek için kukm;p sembolü yerine kukm;p;
 de kullan¬lmaktad¬r. (1.2) veya

(1.3) normu ile verilen aşa¼g¬daki uzaylar Sobolev uzay¬olarak adland¬r¬l¬r:

1) Hm;p (
) :
n
u 2 Cm (
) : kukm;p <1

o
kümesinin k�km;p normuna göre tamlan¬̧s¬,

2) Wm;p (
) � fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg ;

3) Wm;p
o (
) : Wm;p (
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬.

Aç¬kt¬r ki,

W o;p (
) = Lp (
)

ve e¼ger 1 � p <1 ise

W o;p
o (
) = Lp (
)
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d¬r, çünkü C10 (
) uzay¬L
p (
) uzay¬nda yo¼gundur. Her m için aşa¼g¬daki gömme zinciri

mevcuttur:

Wm;p
o (
) �! Wm;p (
) �! Lp (
) :

Ayr¬ca her 
 bölgesi için Hm;p (
) = Wm;p (
) d¬r. 1964 y¬l¬nda Meyer ve Serrin taraf¬n-

dan yay¬nlanan bu sonuç, o zamana kadar literatürde var olan bu uzaylar aras¬ndaki

ilişkiye dair kar¬̧s¬kl¬¼g¬ortadan kald¬rm¬̧st¬r. Bu temel sonucun uzun bir süre elde edile-

memiş olmas¬şaş¬rt¬c¬bir durumdur. Wm;p (
) uzaylar¬Sobolev taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Bu tür uzaylar¬göstermek için birçok farkl¬sembol ( Wm;p; Hm;p; Pm;p; Lmp ; vb. ) kul-

lan¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca Sobolev� in ismiyle an¬lmadan önce başka isimler alt¬nda, örne¼gin

Beppo Levi uzaylar¬olarak adland¬r¬l¬rlard¬(Adams 2002).

Tan¬m 1.34 (Hk (
) Uzaylar¬) Hk (
), kendisi ve k: mertebeye kadar tüm genelleşti-

rilmiş türevleri L2 (
) ya ait olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. Bu cümleye

ait baz¬önemli özellikler aşa¼g¬da verilmiştir (Mikhailov 1978);

1) Hk (
) lineer uzayd¬r ve Ho (
) = L2 (
),

2) Hk (
), üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)Hk(
) =
X
j�j�k

Z



D�f1D
�f2dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHk(
) =

0@X
j�j�k

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

biçimindedir,

3) @
 2 Ck ise C1
�


�
uzay¬, Hk (
) da her yerde yo¼gundur,

4) @
 2 Ck ise Hk (
) ayr¬labilir uzayd¬r.

Tan¬m 1.35 (�H
k
(
) Uzay¬) �Hk (
), Ck

�


�
uzay¬na ait ve 
 bölgesi ile @
 yüzeyinin

bir komşulu¼gunun ara kesitinde s¬f¬r olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümlenin ka-

pan¬̧s¬d¬r (Mikhailov 1978).
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Tan¬m 1.36 (Birebir Fonksiyon, Örten Fonksiyon ve Bijektif Fonksiyon) Bir

f : X ! Y fonksiyonu verildi¼ginde;

1) Her y 2 Y için f (x) = y olacak biçimde en az bir x 2 X eleman¬ varsa (veya

f (X) = Y ise), f fonksiyonuna örten (veya surjektif) fonksiyon,

2) x1; x2 2 X için f (x1) = f (x2) ) x1 = x2 (ya da x1 6= x2 ) f (x1) 6= f (x2) ) ise, f

fonksiyonuna birebir (veya injektif) fonksiyon denir.

3) Baz¬kaynaklarda birebir ve örten bir fonksiyona bijektif fonksiyon denir (Musayev ve

Alp 2000).

Tan¬m 1.37 (De¼ger Kümesi) E ve F iki Banach uzay¬olsun. A s¬n¬rs¬z lineer ope-

ratörü, F de¼gerli, D (A) � E lineer alt uzay¬nda tan¬ml¬bir A : D (A) � E ! F lineer

dönüşümüdür. D (A), A n¬n tan¬m kümesi olmak üzere, A n¬n de¼ger kümesi

R (A) = fAU : U 2 D (A)g � F

dir ve R (A) ile gösterilir (Brezis 2011).

Teorem 1.2 X bir Banach uzay¬, T : X ! X sürekli do¼grusal bir operatör olmak üzere

de¼ger kümesi R (T ) = X ve T birebir ise, o zaman T operatörünün T�1 tersi var ve

süreklidir (Kolay 2003).

Tan¬m 1.38 (Laplace Dönüşümü, Ters Laplace Dönüşümü) F (t) ; t � 0 ¬n pozi-

tif de¼gerleri için tan¬ml¬ t reel de¼gişkeninin bir fonksiyonu olsun. (t < 0 için F (t) = 0

kabul edilebilir) s > 0 reel veya kompleks bir parametre olmak üzere, t reel de¼gişkeninin

bir fonksiyonu e�st olmak üzere;

1Z
0

e�stF (t) dt

integrali var olacak şekilde s parametresi için bir de¼ger bulmak mümkün oluyorsa bu in-

tegrale F (t) fonksiyonunun Laplace Dönüşümü denir. Bu dönüşüm L fF (t)g veya f (s)

ifadeleri ile gösterilir ve

f (s) = L fF (t)g =
1Z
0

e�stF (t) dt
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şeklinde yaz¬l¬r.

E¼ger f (s) ; F (t) fonksiyonunun Laplace dönüşümü ise, yani L fF (t)g = f (s) ise, bu

takdirde F (t) fonksiyonuna f (s) Laplace dönüşümünün Ters Laplace dönüşümü denir.

Gösterim olarak,

F (t) = L�1 ff (s)g

şeklinde yaz¬l¬r (Yaşar 2005).

Tan¬m 1.39 (Hamilton Denklemleri)

_q =
@H

@p
ve _p = �@H

@q

ile tan¬ml¬denklemler, Hamilton denklemleri olarak adland¬r¬l¬r. Burada,

_p � @p

@t
ve _q � dq

dt

şeklindedir. H da Hamiltonian olarak adland¬r¬l¬r. Bu denklemlerin vektör formu aşa¼g¬-

daki gibidir:

:
qi = Hpi (t; q; p) ;

:
pi = �Hqi (t; q; p) :

Hamilton denklemlerine ait başka bir formülasyon da p = @L
@
:
p
dir. Burada L, Lagrangian

olarak adland¬r¬l¬r (Zwillinger 1997 and Iyanaga and Kawada 1980).

Tan¬m 1.40 (Başlang¬ç De¼ger Problemi) Bir diferensiyel denklemde, bilinmeyen fonk-

siyon ve onun türevleri üzerinde, ba¼g¬ms¬z de¼gişkenin ayn¬de¼gerleri için verilen şartlar

alt¬nda çözümünün bulunmas¬problemine başlang¬ç de¼ger problemi denir (Yaşar 2009).

Tan¬m 1.41 (S¬n¬r De¼ger Problemi) Bir diferensiyel denklemde, bilinmeyen fonksiyon

ve onun türevleri üzerinde, ba¼g¬ms¬z de¼gişkenin farkl¬de¼gerleri için verilen şartlar alt¬nda

çözümünün bulunmas¬problemine s¬n¬r de¼ger problemi denir (Yaşar 2009).

Tan¬m 1.42 (Direkt Problem) Matematiksel �zikte denklem ve koşullar verilerek prob-

lemin çözümünün bulunmas¬na direkt problem denir (Y¬ld¬z 1995).
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Teorem 1.3 (Morrey Teoremi) m � 1 bir tamsay¬ve p 2 [1;+1) olsun. O zaman,

e¼ger 1
p
� m

N
> 0 ise,

Wm;p
�
RN
�
� Lq

�
RN
�

d¬r. Burada 1
q
= 1

p
� m

N
dir. E¼ger 1

p
� m

N
= 0 ise,

Wm;p
�
RN
�
� Lq

�
RN
�
, 8q 2 [p;+1)

d¬r. E¼ger 1
p
� m

N
< 0 ise,

Wm;p
�
RN
�
� L1

�
RN
�

d¬r. Yukar¬daki ifadelerin tümü sürekli birebirdir. Üstelik, e¼ger m � (N=p) > 0 bir tam

say¬de¼gil ise

k = [m� (N=p)] ve � = m� (N=p)� k , (0 < � < 1)

dir. Burada [:] tam say¬k¬sm¬gösterir. Tüm u 2 Wm;p
�
RN
�
için,

kD�ukL1(RN ) � C kukWm;p(RN ) , j�j � k ile birlikte 8�

ve

jD�u (x)�D�u (y)j � C kukWm;p(RN ) jx� yj
� h.h.h x; y 2 RN ; j�j = k ile birlikte 8�

d¬r (Bu gerektirir ki D�u; j�j < k ile birlikte tüm � lar için Lipschitz süreklidir, yani,

jD�u (x)�D�u (y)j � C kukWm;p jx� yj h.h.h x; y 2 RN

dir.).

Özel olarak,

Wm;p
�
RN
�
� Ck

�
RN
�

dir (Brezis 2011).

Sonuç 1.1 (
 � RN Durumu) E¼ger RN ; 
 ile de¼giştirilirse, Teorem 1.3 ten elde

edilen netice do¼gru kal¬r. Daha aç¬k olarak, e¼ger m � (N=p) > 0 bir tam say¬ de¼gil

ise, o zaman

Wm;p (
) � Ck
�


�
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d¬r. Burada k = [m� (n=p)] dir ve Ck
�


�
={u 2 Ck

�


�
: D�u; j�j � k ile tüm �

lar için 
 üzerinde bir sürekli genişlemeye sahiptir}. Burada 
; � s¬n¬r¬ ile birlikte C1

s¬n¬f¬n¬n bir aç¬k kümesidir ( ya da 
 = RN+ ) (Brezis 2011).

Tan¬m 1.43 (Zay¬f Çözümlerin Regülerli¼gi) m � 1 bir tam say¬olmak üzere, 
; Cm

s¬n¬f¬n¬n bir aç¬k kümesi olsun. E¼ger her x 2 � için RN de, x in bir U komşulu¼gu vard¬r

ve H : Q! U dönüşümü bir bijektif dönüşümdür öyleki

H 2 Cm
�
Q
�
; H�1 2 Cm

�
U
�
; H (Q+) = [ \ 
; H (Q0) = [ \ �

d¬r (Brezis 2011). Bu tan¬mla birlikte aşa¼g¬daki Teorem 1.4 sa¼glan¬r:

Teorem 1.4 (Dirichlet Problemi ·Için Regülerlik) 
;� s¬n¬r¬ile birlikte, C2 s¬n¬f¬n¬n

bir aç¬k kümesi olsun (ya da 
 = RN+ ). Aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glanmak üzere, f 2 L2 (
) ve

u 2 H1
0 (
) olsun.Z




rur'+
Z



u' =

Z



f'; 8' 2 H1
0 (
) :

O zaman,

u 2 H2 (
) ve kukH2 � C kfkL2

dir. Burada C, sadece 
 ya ba¼gl¬ bir sabittir. Ayr¬ca, e¼ger 
; Cm+2 s¬n¬f¬ndan ise ve

f 2 Hm (
) ise, o zaman

u 2 Hm+2 (
) ve kukHm+2 � C kfkHm

dir. Özel olarak, e¼ger m > N=2 ile birlikte f 2 Hm (
) ise, o zaman

u 2 C2
�


�

d¬r. Son olarak, e¼ger 
; C1 s¬n¬f¬ndan ise ve e¼ger f 2 C1
�


�
ise, o zaman

u 2 C1
�


�

d¬r (Brezis 2011).

Tan¬m 1.44 (L2 (a; b;X) Uzay¬) X bir Hilbert uzay¬olsun. ([a; b] üzerinde dt Lebesgue

ölçümü için) X deki de¼geri ile birlikte [a; b] üzerinde kuvvetli ölçülebilir, f fonksiyonunun

(s¬n¬�ar¬n¬n) uzay¬d¬r, öyle ki0@ bZ
a

kf (t)k2x dt

1A
1
2

= kfkL2(a;b;X) < +1 (1.4)

şeklindedir. Burada, k�kx ; X�in Hilbert normunu ifade eder.
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(1.4) deki norm ile birlikte, L2 (a; b;X) ; bir Hilbert uzay¬d¬r (Lions and Magenes 1972).

Tan¬m 1.45 (Homomor�zm) Bir G kümesi için; � : G�G! G dönüşümü

� (a; b) = ab

biçiminde tan¬mlanm¬̧s olsun. E¼ger

1) Her a; b; c 2 G için a (b � c) = (a � b) c;

2) Her bir a 2 G için ae = ea = a eşitli¼gini sa¼glayan bir e 2 G eleman¬vard¬r (birim

(etkisiz) eleman),

3) Her a 2 G için aa�1 = a�1a = e olacak şekilde a�1 (a�n¬n tersi) vard¬r

koşullar¬sa¼glan¬yorsa, G kümesine (� dönüşümü ile) bir gruptur denir. A; B herhangi

iki grup h : A ! B dönüşümü, h (ab) = h (a)h (b) eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa; h�ya bir homo-

mor�zm�dir denir (Dunford and Schwartz 1957).

1.1 HADAMARDANLAMINDA ·IY·I VEKÖTÜKONULMUŞ PROBLEM-

LER

·Iyi konulmuş problem tan¬m¬20. yüzy¬l¬n başlar¬nda Frans¬z matematikçi J. S. Hadamard

taraf¬ndan verilmi̧stir. U ve F metrik uzaylar, A : U ! F bir operatör olmak üzere

Au = f (1.5)

(1.5) denklemini ele alal¬m. ( 1.5 ) denkleminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün

bulunmas¬problemine (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problem

denir:

1) Her f 2 F için U uzay¬nda problemin çözümü vard¬r.

2) Problemin çözümü U uzay¬nda tektir.

3) Problemin koşullar¬F uzay¬nda az de¼gi̧sti¼ginde problemin çözümü de U uzay¬nda az

de¼gi̧sir (kararl¬l¬k koşulu) (Lavrent�ev et al. 1986). Bu şartlardan herhangi birinin

sa¼glanmamas¬durumunda problem, (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda kötü
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konulmuş problem olarak adland¬r¬l¬r. Bir (U1; F1) uzay çifti için iyi, başka bir

(U2; F2) uzay çifti için kötü konulmuş probleme (U2; F2) uzay çifti için zay¬f kötü

konulmuş problem denir. Tüm uzay çiftlerinde kötü konulmuş probleme kuvvetli

kötü konulmuş problem denir.

Hadamard� a göre kötü konulmuş problemler, reel �ziksel anlam¬ olan pratik olaylar¬

tan¬mlamaz. Çünkü pratikte her zaman koşullar belirli bir hata pay¬ile verilir. Bu hatal¬

koşullar kullan¬larak bulunan çözüm, kesin çözümden çok farkl¬olabilir ve bu da pratikte

yanl¬̧s sonuçlara götürebilir. Bu nedenle bir çok matematikçi önceleri sadece Hadamard

anlam¬nda iyi konulmuş problemler ile ilgilenmi̧sti. Öte yandan birçok pratik problem de

Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problemlere dönüşerek ister istemez matematikçi-

lerin kaŗs¬s¬na ç¬k¬yordu. Hadamard�¬n kendisinin örnek olarak gösterdi¼gi kötü konulmuş

problem, Laplace denklemi için Cauchy problemidir, bu da elektromanyetik alanlar¬n

bulunmas¬problemiyle ilgilidir.

Ayr¬ca, diferensiyel denklemler için ters problemler teorisinin karakteristik özelliklerinden

biri, bu problemlerin Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş olmalar¬d¬r (Bulut 2014).

1.2 TIKHONOV ANLAMINDA ·IY·I VE KÖTÜ KONULMUŞ PROBLEM-

LER

·Ilk defa, bir Rus matematikçi olan A. N. Tikhonov, Hadamard anlam¬nda kötü konul-

muş problemlerin gereklili¼gini ortaya koymuştur. (1.5) denkleminin aşa¼g¬daki özellik-

leri sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemine şart¬iyi (do¼gru) konulmuş problem veya

Tikhonov anlam¬nda iyi konulmuş problem denir:

1) U bir metrik uzay olmak üzere, problemin çözümü var ve belirli birM � U cümlesine

aittir.

2) Problemin çözümü M de tektir.

3) Problemin çözümü M de koşullara sürekli ba¼g¬ml¬d¬r, yani çözümü M cümlesinin

d¬̧s¬na ç¬karmayan koşullar F metrik uzay¬nda sonsuz küçük bir de¼gi̧sikli¼ge u¼grad¬k-

lar¬nda problemin çözümü de U metrik uzay¬nda sonsuz küçük de¼gi̧sir (Lavrent�ev

et al. 1986).
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M cümlesine problemin do¼gruluk cümlesi denir veM genellikle kompakt bir cümle olarak

seçilir.

1.3 TERS PROBLEMLER

Pratikte kaŗs¬laş¬lan öyle problemler vard¬r ki, bunlar¬n çözümleri için ayr¬ca ek bilgiye

gerek duyulur. Verilen bu ek bilgiye göre problemdeki denklemi ve koşullar¬yani denk-

lemin bir veya birkaç katsay¬s¬n¬n veya sa¼g taraf¬n¬n ya da s¬n¬r koşullar¬ndan bir veya

birkaç¬n¬denklemin çözümü ile birlikte bulmak gerekir. Böyle problemlere ters problem

ad¬verilir (Y¬ld¬z 1995).

Genel anlamda ters problemler, cevab¬n bilindi¼gi halde, sorunun bilinmedi¼gi ya da sonuçla-

r¬n bilindi¼gi halde sebebin bilinmedi¼gi problemler olarak da tan¬mlanabilir. Do¼grudan e-

ri̧silemeyen bir çevre hakk¬nda bilgi edinmek için, bu bölgelerden gelen akustik, sismik ve

elektromanyetik i̧saretler özel alg¬lay¬c¬lar yard¬m¬ile de¼gerlendirilir. Bu i̧saretler üzerinde

yap¬lan geli̧s zaman¬, geli̧s do¼grultusu, genlik, faz/frekans, polarizasyon vb. ölçümlerden

elde edilen bilgilere göre çevrenin ilgi duyulan özelliklerinin araşt¬r¬lmas¬, bir ters prob-

lemin ortaya ç¬kmas¬na sebep olur. Bu nedenle ters problemler teorisi, uzaktan alg¬lama

ve tahribats¬z de¼gerlendirme dallar¬ndaki çal¬̧smalar¬n teorik alt yap¬s¬n¬oluşturmuştur.

"Ters problem" ve "kötü konulmuş problem" kavramlar¬20. yüzy¬l¬n ortalar¬nda başla-

yarak modern bilimde her geçen gün daha popüler hale gelmi̧stir. Elli y¬l¬aşk¬n bir süredir

bu problemler üzerinde yap¬lan çal¬̧smalar şunu göstermi̧stir: Klasik matemati¼gin çeşitli

branşlar¬nda (bilgisayar cebiri, diferensiyel ve integral denklemler, k¬smi diferensiyel denk-

lemler, fonksiyonel analiz) ortaya ç¬kan çok say¬da karmaş¬k (karars¬z ve genellikle lineer

olmayan) problem ters veya kötü konulmuş olarak s¬n¬�and¬r¬labilir. Ters ve kötü konul-

muş problemler ayn¬zamanda �zik, jeo�zik, t¬p ve astronomi gibi matemati¼gin kullan¬ld¬¼g¬

pek çok sahada çal¬̧s¬lmaya ve sistematik olarak uygulanmaya başlanm¬̧st¬r, çünkü bu

problemlerin çözümleri incelenen ortam¬n yo¼gunluk ve dalga yay¬l¬m h¬z¬, elastisite para-

metreleri, iletkenlik, elektriksel ve manyetik geçirgenlik gibi önemli özelliklerini ve ayr¬ca

do¼grudan eri̧silemeyen bölgelerde homojenli¼gin bozuldu¼gu noktalar¬n konumuna ve karak-

terine ili̧skin bilgileri vermektedir.

Matematiksel �zi¼gin direkt problemlerinde araşt¬rmac¬lar; sesin, s¬cakl¬¼g¬n, sismik veya

elektromanyetik dalgalar¬n yay¬l¬m¬gibi çeşitli �ziksel olaylar¬ ifade eden fonksiyonlar¬

kesin veya yaklaş¬k olarak bulmaya çal¬̧s¬rlar. Bu problemlerde, ortam¬n özelliklerinin
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(denklemin katsay¬lar¬ ile ifade edilir), �ziksel sürecin başlang¬ç an¬ndaki durumunun

(dura¼gan olmayan hallerde), s¬n¬rda sa¼glanan özelliklerin (bölge s¬n¬rl¬ ise ve/veya du-

ra¼gan halde) bilindi¼gi kabul edilmektedir. Bununla birlikte s¬kl¬kla ortam¬n özelliklerinin

bilinmedi¼gi durumlarla kaŗs¬laş¬lmaktad¬r. Bu da direkt problemin çözümü hakk¬nda

verilen bilgi yard¬m¬yla ilgili denklemin katsay¬lar¬n¬n belirlenmesi ters probleminin or-

taya ç¬kmas¬na sebebiyet vermektedir. Ancak bu problemlerin birço¼gu kötü konulmuştur.

Çünkü verilerdeki hatalara kaŗs¬çözümlerinin karars¬zl¬¼g¬söz konusudur. Di¼ger yandan

ters problemlerin çözümleri ele al¬nan ortama dair önemli bilgiler verir, örne¼gin s¬cakl¬k,

potansiyel fark veya kirlilik ile ilgili bir araşt¬rma söz konusu ise ihlalin, bozulman¬n veya

kayna¼g¬n yerinin, şeklinin ve yap¬s¬n¬n belirlenmesine yard¬mc¬olur.

Günlük yaşant¬m¬zda s¬kl¬kla ters ve kötü konulmuş problemlerle kaŗs¬laşmaktay¬z ve

e¼ger ruhsal ve �ziksel olarak sa¼gl¬kl¬durumdaysak genellikle bu problemleri h¬zl¬ve etkili

bir şekilde çözebilmekteyiz. Örne¼gin, görsel alg¬m¬z¬ele alal¬m. Gözlerimizin belli bir

anda çevremizdeki sadece s¬n¬rl¬say¬daki noktadan görsel bilgi alabildi¼gi bilinmektedir.

Peki bu durumda neden etraf¬m¬zdaki heŗseyi görebildi¼gimiz hissine kap¬l¬yoruz? Hiç

şüphesiz bunun nedeni ki̧sisel bir bilgisayar gibi çal¬̧sarak belirli noktalardan al¬nan verileri

interpolasyon ve kestirim yaparak görüntüyü tamamlayan beynimizdir. Bir cismin gerçek

görüntüsünün belli say¬daki noktadan tatmin edici bir şekilde oluşturulabilmesi için bu

cismin daha önceden bizim taraf¬m¬zdan görülmüş olmas¬gerekir. Dolay¬s¬yla bir nesnenin

ve çevresinin görüntüsünün oluşturulmas¬problemi kötü konulmuş bir problemdir (çözüm

tek de¼gil veya karars¬z), buna ra¼gmen beynimiz oldukça h¬zl¬ bir şekilde bu problemi

çözebilmektedir. Bunun nedeni beynin önceki geni̧s tecrübelerini (a priori information)

kullanabilme yetene¼gidir (Kabanikhin 2008).

Ters ve kötü konulmuş problemler teorisi bilimin ve teknolojinin hemen hemen tüm sa-

halar¬nda s¬kl¬kla kullan¬lmaktad¬r. Özel olarak, �zik (astronomi, kuantum mekani¼gi,

akustik, elektrodinamik vb.), jeo�zik (sismik çal¬̧smalar, elektrik, manyetik ve gravimet-

rik araşt¬rmalar, sondaj, manyetotellürik ölçüm vb.), t¬p (X-¬̧s¬n¬, NMR tomogra�, ultra-

son vb.), çevre (hava ve su kalitesinin araşt¬r¬lmas¬, uzay gözlem vb.), ekonomi (optimal

kontrol teorisi, �nans matemati¼gi vb.) bu alanlardan baz¬lard¬r (Bulut 2014).

18



BÖLÜM 2

L·INEER OPERATÖRLER·IN YARI-GRUPLARI

Genel olarak, yar¬-gruplar, evolüsyon denklemleri gibi yayg¬n olarak bilinen problemlerin

büyük bir s¬n¬f¬n¬çözmek için de kullan¬labilir. Bu tip denklemler �zik, kimya, biyoloji,

mühendislik ve ekonomi de dahil olmak üzere birçok bilim dal¬nda kullan¬l¬r. Yar¬-grup

teorisi genellikle, k¬smi ya da adi diferensiyel denklem için başlang¬ç de¼ger problemlerine

uygulanabilir. E¼ger bir yar¬-grup mevcut ise, do¼grudan başlang¬ç de¼ger problemi (BDP)

ile çal¬̧smak yerine, yar¬-grup ve onun uygulanabilir teorisi vas¬tas¬yla çal¬̧s¬labilir.

Lineer yar¬-grup teorisi, çok geli̧smi̧s bir teoridir. Asl¬nda bu teori, bir problemin iyi konul-

muş olup olmad¬¼g¬na karar vermek için gerekli ve yeterli koşullar¬sa¼glar. Bu bölümde,

kuvvetli sürekli s¬n¬rl¬lineer operatörlerin yar¬-gruplar¬olan, C0 yar¬-gruplar olarak ad-

land¬r¬lan lineer yar¬-gruplar¬n özel bir s¬n¬f¬üzerinde durulacakt¬r.

2.1 YARI-GRUP NED·IR?

Tan¬m 2.1 (Yar¬-Grup) Bir S kümesine, birleşme özelli¼gine sahip, � : S�S ! S ikili

işlemi ile birlikte bir yar¬-grup denir. Yani,

8x; y; z 2 S için (x � y) � z = x � (y � z)

dir. Birleşme özelli¼gi, ayn¬ zamanda, F (F (x; y) ; z) = F (x; F (y; z)) olarak da gerçek-

leştirilmiş olabilir. Burada F (x; y) ; S � S den S ye dönüşümündeki gibidir.

Grup yap¬s¬ndan farkl¬olarak, yar¬-gruplar¬n, birim eleman e ye sahip olmas¬gerekmez.

Ayr¬ca, bir yar¬-grubun ters elemana da ihtiyac¬ yoktur. Bu nedenle, birçok problem

yar¬-gruplar yard¬m¬ile çözülebilir.

2.1.1 Örnekler

Yar¬-gruplar¬n en temel örneklerinden baz¬lar¬şunlard¬r:
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1) w = f0; 1; 2; : : :g tüm do¼gal say¬lar¬n kümesi (s¬f¬r dahil), do¼gal say¬lar¬n toplama

i̧slemi alt¬nda, bir (w;+) yar¬-grubunu oluşturur.

Benzer şekilde, N = f1; 2; 3; : : :g tüm pozitif do¼gal say¬lar¬n kümesi (s¬f¬r hariç), toplama

i̧slemi alt¬nda, (N;+) yar¬-grubunu oluşturur.

Ayn¬zamanda, w ve N kümelerinin her ikisi de, çarpma i̧slemi alt¬nda s¬ras¬yla, (w; �) ve

(N; �) yar¬-gruplar¬n¬oluştururlar.

2) S =M2�2 (R) ; *=matris çarp¬m¬.

Burada, M2�2 (R), reel girdiler ile 2� 2 matrislerin kümesidir.

Bir yar¬-grubun en genel tan¬m¬n¬n verilmesine ra¼gmen, bu bölümde lineer operatörlerin

yar¬-gruplar¬üzerine odaklan¬lacakt¬r.

2.1.2 Somut Bir Örnek Olarak Cauchy Problemi

Aşa¼g¬da Soyut Cauchy Problemi (k¬saca SCP) ile verildi¼gi gibi, zamanla de¼gi̧sen bir sis-

temin �ziksel durumunu göz önüne alal¬m:

d

dt
u (t) = A [u (t)] ; (t � 0) ; (2.1)

u (0) = f: (2.2)

Burada u (t), A fonksiyonu taraf¬ndan belirlenen oranda zamana göre de¼gi̧sen, t an¬ndaki

durumu ifade eder.

(2.1), (2.2) probleminin çözümü aşa¼g¬daki gibidir:

u (t) = eAtf: (2.3)

Gerçekten de, (2.1), (2.2) problemlerinin çözümü;

uh (t) + u�o (t) = u (t)

genel çözümü kullan¬larak, karakteristik denklem yard¬m¬ile,

u0 (t)� Au (t) = 0

r � A = 0

r = A
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olur. Buradan,

uh = e
At � c

elde edilir. (2.2) başlang¬ç koşulundan,

f = eA�0 � c

f = c

dir. Böylece (2.1) denkleminin (2.2) koşulunu sa¼glayan çözümü;

u (t) = eAtf

olarak elde edilir.

"(2.1), (2.2) problemi, iyi konulmuş bir problem midir?" sorusu, ilk olarak akla gelen

do¼gal bir sorudur. ·Iyi konulmuş bir problemin çözümü vard¬r ve tektir. Yar¬-grup teorisi

kullan¬larak, bir problemin ne zaman iyi konulmuş oldu¼gu belirlenebilir. Bu amaçla,

T (t) : u (s)! u (t+ s) (2.4)

şeklinde bir T operatörü tan¬mlayal¬m:

E¼ger A n¬n, zamana ba¼gl¬ olmad¬¼g¬ varsay¬l¬r ise, o zaman T (t) ; s den ba¼g¬ms¬zd¬r.

Çözüm, t+s zaman¬nda u (t+ s), f ye göre hareket ederek, T (t+ s) olarak hesaplanabilir.

Benzer şekilde, aşa¼g¬daki gibi iki ad¬mda inceleyelim:

1.Ad¬m T (s) (f) = u (s) ;

2.Ad¬m T (t) (u (s)) = T (t) (T (s) (f)) = u (t+ s) = T (t+ s) (f)

dir.

2.1.3 Cauchy Fonksiyonel Denklemi

Bu k¬s¬mda, orijinal ifadesi Cauchy� ye uzanan aşa¼g¬daki soruyla başlayal¬m (Cauchy

1821):

T (�) : R+ ! C biçiminde olan ve

(FD)

8<: her t; s � 0 için T (t+ s) = T (t)T (s)

T (0) = I
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fonksiyonel denklemini (k¬saca (FD) yi) sa¼glayan bütün dönüşümleri belirleyiniz.

Aç¬kça herhangi bir a 2 C için

t! eat

üstel fonksiyonu yukar¬daki (FD) fonksiyonel deklemini sa¼glar.

Yukar¬daki ifadenin daha genel bir durumunu düşünerekX uzay¬n¬karmaş¬k Banach uzay¬

olarak alal¬m. Bu durumda L (X) ; X üzerindeki bütün s¬n¬rl¬ do¼grusal operatörlerin

Banach cebiridir ve Cauchy problemi şu şekilde verilebilir:

"T (�) : R+ ! L (X) biçiminde olan ve

(FD)

8<: her t; s � 0 için T (t+ s) = T (t)T (s)

T (0) = I

fonksiyonel denklemini sa¼glayan bütün dönüşümleri belirleyiniz."

Bu sorunun yan¬t¬n¬n araşt¬r¬lmas¬, bu k¬sm¬n temelini oluşturmaktad¬r. (FD) fonksiyonel

denklemini sa¼glayan her bir T (�) : R+ ! L (X) fonksiyonu için (T (t))t�0 ile gösterilen

fT (t) : t 2 R+g alt kümesi, (L (X) ; �) n¬n alt yar¬-grubudur. Yani t ! T (t) dönüşümü

(R;+) dan (L (X) ; �) içine bir homomor�zmdir. Bu durum aşa¼g¬daki tan¬mlamay¬uygun

k¬lmaktad¬r (Engel and Nagel 2000):

2.1.4 Banach Uzaylar¬nda Bir Parametreli Yar¬-Gruplar

Tan¬m 2.2 (Bir Parametreli Yar¬-Grup) Yukar¬daki (FD) fonksiyonel denklemini sa¼g-

layan X üzerindeki s¬n¬rl¬do¼grusal operatörlerin (T (t))t�0 ailesine bir parametreli yar¬-

grup ad¬verilir.

Buna göre;

T (t) : X ! X

f ! T (t) f

şeklinde tan¬mlanan T (t) s¬n¬rl¬do¼grusal dönüşümü,

1) T (0) = I (I Birim Operatör),

2) 8s; t 2 R+ için

T (t+ s) = T (t)T (s) (2.5)
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koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa (T (t))t�0 ailesine s¬n¬rl¬do¼grusal T (t) operatörlerinin bir paramet-

reli yar¬-grubu ad¬verilir (Engel and Nagel 2000 and Davies 1980 and Goldstein 1985).

Yukar¬da, temel yar¬-grup özelli¼gi gösterilmi̧stir. Şimdi ise, A operatörü ve T yar¬-grubu

aras¬nda ne gibi bir ba¼glant¬oldu¼gunu anlayabilmek için, ilk olarak skaler durum ince-

lenecektir. A operatörü ve T yar¬-grubu aras¬ndaki ba¼glant¬n¬n ilk ad¬m¬olarak aşa¼g¬daki

iki gözlem verilebilir:

T (t) (f) = T (t) (u (0)) = u (t) = eAtf; (2.6)
d

dt
T (t) (f) = A (T (t) (f)) : (2.7)

Dikkat edilirse, (2.1), (2.2) probleminin çözümü,

u (t) = T (t) (f)

dir. Buradan da,

T (t) (f) = eAtf (2.8)

oldu¼gu görülebilir.

Burada A; T (t) nin türevidir. Bununla birlikte, her T (t) : f ! eAtf , f üzerinde u (t) nin

sürekli ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n¬gösteren, R üzerinde bir sürekli operatördür (Ya da X bir Banach

uzay¬olmak üzere, sonsuz boyutlu bir kümedir.). Başlang¬ç verisi f , A n¬n tan¬m kümesine

ait olmal¬d¬r. (2.8) in incelenmesi üzerine, aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir:

1) T (t), (2.5) deki gibi bir yar¬-grup özelli¼gi gösterir,

2) T (t), bir sürekli fonksiyondur,

3) T (0) f = f;

4) A lineer olmak üzere, T (t) : R! R lineerdir.

Bu bölümde lineer yar¬-gruplar ile ilgilenildi¼ginden dolay¬, A operatörünün lineer oldu¼gu

kabul edilecektir.

Önerme 2.1 BirX Banach uzay¬ndaki bir-parametreli bir (T (t))t�0 yar¬-grubunun kuvvetli

sürekli olmas¬için gerekli ve yeterli koşul, herhangi bir f 2 X için t! 0 iken T (t) f ! f

olmas¬d¬r (Engel and Nagel 2000).

Bu gözlemler ise, aşa¼g¬da verilen C0 yar¬-gruplar kavram¬n¬ortaya ç¬kar¬r.
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2.2 C0 YARI-GRUPLAR

Genel olarak C0 yar¬-grup, bir X Banach uzay¬üzerinde tan¬ml¬ s¬n¬rl¬bir lineer ope-

ratörün kuvvetli sürekli bir parametreli yar¬-grubudur.

Tan¬m 2.3 (C0 Yar¬-Grup) Bir C0 yar¬-grup (ya da kuvvetli sürekli yar¬-grup),

T = fT (t) j t 2 R+g olmak üzere, X den X e s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin bir ailesidir ki

aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r:

1) 8t; s 2 R+ için T (t+ s) = T (t)T (s),

2) I; X üzerinde özdeşlik (birim) operatörü olmak üzere, T (0) = I;

3) X üzerindeki norm ile birlikte, 8f 2 X için lim
t!0+

T (t) f ! f

dir.

Bundan sonra yar¬-grup kelimesi, C0 yar¬-grup anlam¬na gelecektir. Yar¬-grup tan¬m¬n¬n

daha dikkatli incelenmesi, aşa¼g¬daki soruya neden olur:

"X üzerindeki norm ile birlikte,

lim
t#0
kT (t)� Ik = 0 (2.9)

koşulu ile 3) özelli¼gini de¼gi̧stirebilir miyiz?". (Burada k�k, X üzerindeki normu ifade

eder.) Bu sorunun cevab¬ olumsuzdur. (2.9) de verilen koşulu sa¼glayan yar¬-gruplar,

s¬n¬rl¬lineer operatörlerin düzgün sürekli yar¬-gruplar¬olarak adland¬r¬l¬r. (2.9) de verilen

koşul, kuvvetli sürekli yar¬-gruplar için çok güçlüdür. Bu nedenle, düzgün sürekli yar¬-

gruplar, kuvvetli sürekli yar¬-gruplar¬n bir alt kümesidir. Bu bölümde, yar¬-gruplar¬n

daha büyük kümeleri üzerine odaklan¬lacakt¬r. Daha küçük kümeler üzerine ise, gerekti¼gi

şekilde yorum yap¬lacakt¬r.

2.2.1 Baz¬Sorular

Art¬k, bir yar¬-grubun tan¬m¬yap¬ld¬¼g¬için A ve T (t) aras¬ndaki ba¼glant¬y¬aç¬klayacak

olan aşa¼g¬daki üç sorunun cevab¬araşt¬r¬labilir:

(S1) Verilen T (t) yar¬-grubundan, eAtf deki A operatörü nas¬l bulunur?

(S2) Hangi A operatörleri, hangi yar¬-gruplar¬do¼gurur?

24



(S3) Verilen A operatörü, T (t) yar¬-grubuna uygun olarak nas¬l düzenlenebilir?

Bir sonraki k¬s¬mda bu sorular¬n cevaplar¬ele al¬nacakt¬r.

2.3 YARI-GRUP OLUŞUMU

Bu k¬s¬mda, yar¬-gruplar¬n oluşumunu inceleyece¼giz. Buradan da, (2.4) ifadesindeki T (t)

ve (2.1), (2.2) problemindeki A operatörü aras¬ndaki ili̧skiyi ortaya koyaca¼g¬z.

·Ilk olarak (S1) sorusunu inceleyece¼giz. Buradan, (2.8) den

"T (t) = etA"

oldu¼gu görülür. Dikkat edilmelidir ki,

T 0 (t) = A:eAt = AT (t)

ve

T�(0) = A

d¬r. Böylelikle,

A =
d

dt
T (t) jt=0

ile A elde edilebilir. Bu da, aşa¼g¬daki tan¬ma yol açar.

Tan¬m 2.4 (Üretici) T bir yar¬-grup olsun. T nin sonsuz küçük üreticisi, A ile göste-

rilir ve aşa¼g¬daki şekilde ifade edilir:

Af = lim
t!0+

Atf = lim
t!0+

T (t) f � f
t

(2.10)

Burada limit, X üzerindeki normun koşullar¬içinde de¼gerlendirilmiştir ve f , A n¬n tan¬m

kümesi içindedir, ancak ve ancak, bu limit varsa. Bu nedenle, (2.10) e göre, A üreticisi

T yar¬-grubunun türevi al¬narak elde edilmiştir. Buradan da, (2.1), (2.2) probleminin

çözümünün,

u (�) = T (�) f

oldu¼gu görülür. Bu da (S1) sorusunu cevaplar.
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2.3.1 A n¬n Yap¬s¬Üzerine

Şimdiye kadar, düzgün sürekli yar¬-gruplar ve kuvvetli sürekli yar¬-gruplar olmak üzere,

lineer yar¬-gruplar¬n iki tipini görmüş olduk. Böylece (S2) sorusuna dayanarak, "Yar¬-

gruplar¬n iki farkl¬tipini, hangi A operatörleri do¼gurur?" sorusunu ele ald¬k. Özellikle, A

n¬n bir s¬n¬rl¬operatör mü yoksa s¬n¬rs¬z operatör mü oldu¼gu, çok önemlidir.

Neredeyse her zaman kaŗs¬m¬za ç¬kan, ilginç problemler ile çal¬̧smak daha zordur. Bu

nedenle, ço¼gu uygulamalarda, A bir s¬n¬rs¬z operatör olacakt¬r. Asl¬nda, düzgün sürekli

yar¬-gruplar ile kuvvetli sürekli yar¬-gruplar aras¬ndaki tek fark, A n¬n yap¬s¬d¬r. Yani,

daha aç¬k olarak, A, bir düzgün sürekli yar¬-grup T nin üreticisidir, ancak ve ancak, A

bir s¬n¬rl¬operatördür. Bu nedenle, e¼ger T , kuvvetli sürekli bir yar¬-grup ise, o zaman T

yar¬-grubu, s¬n¬rs¬z bir A üreticisine sahip olur.

Gerçek şu ki, A operatörü (2.1), (2.2) problemindeki gibi s¬n¬rs¬z olabilir. Bu şaş¬rt¬c¬

bir sonuç olmamal¬d¬r, çünkü
d

dx
türev operatörünün s¬n¬rs¬z oldu¼gu bilinmektedir. Bu

durum, (S2) sorusunu do¼gru yapmad¬¼g¬için, bu soruya tekrar geri dönülecektir.

2.3.2 T (t) nin Yap¬s¬Üzerine

(S3) sorusunu incelemek için (2.8) i hat¬rlayal¬m. (2.8) deki üstel, A operatöründen T (t)

yar¬-grubunu elde etmede önemli bir rol oynamaktad¬r. Bu nedenle, aşa¼g¬daki şartlar¬

inceleyelim:

1) eAt =
1X
n=0

(tA)n

n!
;

2) lim
n!1

�
1� tA

n

��n
;

3) eAt = L�1( 1

�� A), � > Re (A)

d¬r. Burada L�1, Laplace dönüşümünün tersini göstermektedir.

Art¬k, A n¬n s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬n, sürekli yar¬-grubun türünü belirledi¼gini görmüş olduk. Bu ne-

denle, yukar¬daki sorunun, operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ve s¬n¬rs¬zl¬¼g¬ba¼glam¬nda cevaplanmas¬

gerekmektedir.

·Ilk olarak, daha basit olan s¬n¬rl¬ durumu ele alal¬m. T (t) yar¬-grubunun üreticisinin

A oldu¼gunu göstermek, s¬n¬rl¬ durum için zor de¼gildir. Bu nedenle, T (t) yar¬-grubu,
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T (t) = eAt olarak düzenlendi¼ginde, A operatörünün s¬n¬rl¬olmas¬durumunda, (S3) sorusu

cevaplanm¬̧s olur. Bu nedenle (2.8) deki öneri, s¬n¬rl¬bir A üreticisi için do¼grudur. Buna

ek olarak t! T (t) = etA dönüşümü türevlenebilirdir.

Peki, A operatörü s¬n¬rs¬z oldu¼gunda, yar¬-grup nas¬l oluşturulabilir? Ayr¬ca, (S2) sorusuna

geri dönelim ve "A n¬n hangi özellikleri, onu, bir kuvvetli sürekli yar¬-grubun üreticisi ya-

par?" sorusunu soral¬m. Bu sorunun cevab¬, Hille-Yosida teoremi olarak adland¬r¬lan,

lineer yar¬-gruplar¬n "ana teoremi" içinde verilmi̧stir.

2.4 HILLE-YOSIDA TEOREM·I

Bir önceki k¬s¬mda, s¬n¬rl¬ üreticiler ve onlar¬n düzgün sürekli yar¬-gruplar¬ için temel

sonuçlar¬göstermi̧s olduk. Bu k¬s¬mda, birçok ilginç problemi inceleyebilmek için önemli

olan s¬n¬rs¬z üreticileri ele alaca¼g¬z. Bu üreticiler için de, s¬n¬rl¬üreticiler için kulland¬¼g¬m¬z

yaklaş¬m¬kullanmak daha uygun olacakt¬r. Ancak, yukar¬da bahsedilen serilerin yak¬n-

sakl¬¼g¬, A s¬n¬rs¬z oldu¼gunda uygun de¼gildir. Daha önce gösterilen, "A operatörünü, bir

yar¬-grubun üreticisi yapan nedir?" ve "üreticiden, T (t) yar¬-grubunu nas¬l elde ederiz?"

sorular¬n¬hat¬rlatal¬m.

2.4.1 Rezolvantlar Üzerine Notlar

Sonuç olarak, bu bölümde A operatörü ve T (t) yar¬-grubu aras¬ndaki ili̧skiler araşt¬r¬l-

maktad¬r. Bunu yaparken de, A operatörünün rezolvant¬ve T (t) yar¬-grubu aras¬nda bir

ili̧ski kurulabilir. Bunun için,

� (A) =
�
� 2 C : (A� �I)�1 2 L (X)

	
ile verilen kompleks say¬lar kümesini hat¬rlayal¬m. Bu kümeye, A operatörünün regüler

de¼gerler (veya rezolvant) kümesi denir.

� (A) = C n � (A)

kümesi ise, A operatörünün spektrumu olarak adland¬r¬l¬r (Musayev ve Alp 2000).

A operatörünün rezolvant¬(veya çözücü operatörü), R (�;A) ile gösterilen, s¬n¬rl¬lineer

operatörlerin bir ailesidir. Burada, � 2 � (A) olmak üzere,

R (�;A) = (�I � A)�1
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dir. A operatörünün rezolvant¬n¬n T (t) yar¬-grubu ile aras¬ndaki ili̧skiyi görebilmek için,

aşa¼g¬daki eşitli¼gi göz önüne alal¬m:

1

�� A =
1Z
0

e��tetAdt:

Burada, Re (�)>A ile birlikte � 2 C ve A 2 R dir. Asl¬nda, yukar¬daki eşitlikte özel

olarak, f (t) = etA = T (t) ve s = � alarak Laplace dönüşümünü elde ederiz. Bu eşitlik,

aşa¼g¬daki operatör versiyona yol açar:

R (�;A) f =

1Z
0

e��tT (t) fdt:

Burada, � > 0 d¬r. Bu yüzden rezolvant, yar¬-grubun Laplace dönüşümü gibi düşünülebilir.

Bilindi¼gi gibi Laplace dönüşümü, s¬n¬r de¼ger problemleri de dahil olmak üzere, diferen-

siyel denklemler için çeşitli problemleri çözmekte kullan¬lmaktad¬r. Di¼ger taraftan, ters

Laplace dönüşümü kullan¬larak, rezolvanta ba¼gl¬olarak, yar¬-grubun ifadesi elde edilebilir.

Bu yöntem, etA y¬görüntülemek için tek yoldur.

Ayr¬ca, lim
n!1

�
1� tA

n

��n
iken, etA y¬aşa¼g¬daki şekilde ifade edebiliriz:

etA = lim
n!1

"�
1� tA

n

��1#n
= lim

n!1

�
n

t

�n
t
I � A

��1�n
: (2.11)

Yani, � =
n

t
olmak üzere etA, bu formül içine gömülü, (�I � A)�1 rezolvant¬d¬r.

Teorem 2.2 T (t) bir yar¬-grup olsun. w 2 R ve M � 1 sabitleri vard¬r öyleki aşa¼g¬daki

eşitsizlik sa¼glan¬r:

kT (t)k �Mewt; 0 � t � 1: (2.12)

Dolay¬s¬yla, yar¬-grup için her zaman (2.12) eşitsizli¼ginde gösterildi¼gi gibi bir s¬n¬r bu-

lunabilir.

Tan¬m 2.5 (Daralma Yar¬-Grubu) (2.12) de, w = 0 ve M = 1 oldu¼gunda, yani,

kT (t)k � 1 oldu¼gunda, T (t) yar¬-grubu, bir daralma yar¬-grubu olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 2.3 (T (t))t�0 ailesi, X Banach uzay¬nda kuvvetli sürekli yar¬-grup ve w 2 R;

M � 1 sabitleri için t � 0 olmak üzere

kT (t)k �Mewt

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda (A;D (A)) üreteci için aşa¼g¬daki iddialar geçerlidir:
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1) Her f 2 X fonksiyonu ve � 2 C say¬s¬için R (�) f :=
1R
0

e��sT (t) fd (t) integrali varsa

� 2 � (A) d¬r ve R (�; A) = R (�) olur.

2) Re� > w ise � 2 � (A) ve rezolvant, 1) iddias¬ndaki integral ifadesiyle verilir.

3) Her Re� > w için kR (�; A)k � M

Re�� w eşitsizli¼gi vard¬r.

1) özelli¼gindeki R (�; A) dönüşümü için al¬nm¬̧s olan formül rezolvant¬n integral gösteri-

midir. Her f 2 X için

R (�; A) f = lim
t!1

tZ
0

e��sT (t) fdt

eşitli¼gi vard¬r (Engel and Nagel 2000).

T (t) yar¬-grubu, A üreticisi ve A operatörünün rezolvant¬aras¬nda nas¬l bir ili̧ski oldu¼gu

aşa¼g¬daki diyagram yard¬m¬ile kolayl¬kla görülebilir:

Şekil 2.1: Yar¬-grup, üretici ve rezolvant aras¬ndaki ili̧ski diyagram¬(Engel and Nagel

2000)

Teorem 2.4 (Hille-Yosida) Bir lineer s¬n¬rs¬z A operatörü, bir C0 yar¬-grubun üreti-

cisidir, ancak ve ancak,

1) A, bir kapal¬operatördür,

2) A, yo¼gun bir D (A) bölgesine sahiptir,

3) 8� > 0 için � 2 � (A) d¬r,

4) kR (�;A)k � 1

�
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d¬r.

Bu teoremin ispat¬, oldukça uzundur. Bu nedenle, teoremin bu tezde ispat¬yerine uygula-

malar¬ele al¬nacakt¬r. Ayr¬ca, (S2) sorusuna cevap olarak, A n¬n karakterini daha ayr¬nt¬l¬

olarak ortaya koymam¬za yard¬mc¬olur.

Ayr¬ca, A n¬n rezolvant¬n¬n, yar¬-grubun Laplace dönüşümü oldu¼guna dikkat edilmelidir.

Bu durumda Hille-Yosida Teoremi son derece önemlidir.
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BÖLÜM 3

HILLE-YOSIDA TEOREM·IN·IN UYGULAMALARI

3.1 MAKS·IMALMONOTONOPERATÖRLER·INTEMELTANIMVEÖZEL-

L·IKLER·I

Bu bölüm boyunca H, bir Hilbert uzay¬n¬gösterecektir.

Tan¬m 3.1 E¼ger, 8 v 2 D (A) için

(Av; v) � 0

sa¼glan¬yorsa, A : D (A) � H ! H s¬n¬rs¬z lineer operatörü, monoton olarak adland¬r¬l¬r.

E¼ger, ek olarak, R (I + A) = H, yani 8f 2 H için 9u 2 D (A) vard¬r öyle ki u+Au = f

o takdirde A operatörüne maksimal monoton operatör denir.

Önerme 3.1 A bir maksimal monoton operatör olsun. O takdirde;

1) D (A), H da yo¼gundur,

2) A, bir kapal¬operatördür,

3) 8 � > 0 için (I + �A) ; D (A) dan H ya bijektiftir, (I + �A)�1 bir s¬n¬rl¬operatördür

ve
(I + �A)�1L(H) � 1

dir.

3.2 TEOREM (HILLE-YOSIDA)

A bir maksimal monoton operatör olsun. O takdirde, verilen herhangi bir uo 2 D (A)

için, tek bir

u 2 C1 ([0;+1) ;H) \ C([0;+1) ;D (A))
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fonksiyonu vard¬r öyle ki

du

dt
+ Au = 0; [0;+1) üzerinde, (3.1)

u (0) = u0

d¬r. Üstelik, her t � 0 için,

ju (t)j � ju0j ve
����dudt (t)

���� = jAu(t)j � jAu0j
d¬r.

Uyar¬3.1 Yukar¬daki teoremin ilginç özelliklerinden bir tanesi de şudur: Evolüsyon

problemi, u+ AU = f dura¼gan denklemine indirgenir.

3.3 SELF-ADJOINT DURUMU

A : D (A) � H ! H; D (A) = H ile birlikte, bir s¬n¬rs¬z lineer operatör olsun. H ile

birlikte H� tan¬mlan¬rken, A�; H da bir s¬n¬rs¬z lineer operatör olarak görülebilir.

Tan¬m 3.2 E¼ger her u; � 2 D (A) için,

(Au; �) = (u;A�)

ise A simetriktir, e¼ger

D (A�) = D (A) ve A� = A

ise, A self-adjointtir.

Uyar¬3.2 S¬n¬rl¬operatörler için simetrik ve self-adjoint operatör kavramlar¬birbirine

denktir. Ancak, e¼ger A operatörü s¬n¬rs¬z ise, simetrik ve self-adjoint operatör kavramlar¬

aras¬nda çok ince bir fark vard¬r. Daha aç¬k olarak, her self-adjoint operatör simetriktir.

Tersi do¼gru de¼gildir:

Bir A operatörü simetriktir , A � A� d¬r, yani, D (A) üzerinde, D (A) � D (A�) ve

A� = A d¬r. A simetrik olabilir ve D (A) 6= D (A�) eşitsizli¼gi ortaya ç¬kabilir. E¼ger A

maksimal monoton operatör ise, o zaman,

(A simetriktir), (A; self-adjointtir)

dir.
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Önerme 3.2 A bir maksimal monoton simetrik operatör olsun. O takdirde A, self-

adjointtir.

Uyar¬3.3 E¼ger A bir monoton operatör (hatta bir simetrik monoton operatör) ise o

zaman, A� ¬n monoton olmas¬na gerek yoktur. Bununla birlikte, aşa¼g¬daki özellikler eş

de¼gerdir:

A;maksimal monotondur , A�; maksimal monotondur.

, A kapal¬d¬r, D (A) yo¼gundur, A ve A� monotondur.

Teorem 3.3 A, bir self-adjoint maksimal monoton operatör olsun. O taktirde, her

u0 2 H için tek bir

u 2 C ([0;+1) ;H) \ C1 ((0;+1) ;H) \ C ((0;+1) ;D (A))

fonksiyonu vard¬r öyleki

du

dt
+ Au = 0; (0;+1) üzerinde,

u (0) = u0

d¬r. Üstelik, her t > 0 için,

ju (t)j � ju0j ve
����dudt (t)

���� = jAu (t)j � 1

t
ju0j :

Her k; ` tamsay¬s¬için,

u 2 Ck
�
(0;+1) ;D

�
A`
��
: (3.2)
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BÖLÜM 4

EVOLÜSYON PROBLEMLER·I

4.1 ISI DENKLEM·I: VARLIK, TEKL·IK VE REGÜLERL·IK


 � RN ; � s¬n¬r¬ile birlikte bir aç¬k küme olsun. Q ve � y¬aşa¼g¬daki şekilde oluştural¬m.

Q = 
� (0;+1) ;

� = �� (0;+1) :

Burada �, aşa¼g¬daki Q silindirinin yan s¬n¬r¬olarak adland¬r¬l¬r. Şekil 4.1�e bak¬n¬z.

Şekil 4.1: Şekil 4.1: Is¬Denklemi için tan¬m bölgesi (Brezis 2011)

Aşa¼g¬daki problemi göz önüne alal¬m:

@u

@t
��u = 0; (x; t) 2 Q; (4.1)

u = 0; (x; t) 2 �� (0; T ); (4.2)

u (x; 0) = u0 (x) ; x 2 
. (4.3)
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(4.1) denkleminin (4.2), (4.3) koşullar¬n¬sa¼glayan bir u (x; t) : 
�[0;+1)! R çözümünü

bulal¬m.

Burada � =
NX
i=1

@2

@x2i
, x de¼gi̧skenler uzay¬nda Laplacian, t zaman de¼gi̧skeni, ve u0 (x)

verilen bir fonksiyon başlang¬ç ( ya da Cauchy) koşulu olarak adland¬r¬l¬r.

(4.1) denklemi, ¬s¬denklemi olarak adland¬r¬l¬r. Bu denklemler, t zaman¬nda 
 bölgesin-

deki u s¬cakl¬k da¼g¬l¬m¬n¬modelize eder. Is¬denklemi ve onun türevleri birçok difüzyon

olay¬nda ortaya ç¬kar. Örne¼gin, ¬s¬difüzyonu, di¼gerleri aras¬ndan sadece bir örnektir. Is¬

denklemi, bir parabolik denklemin en basit örne¼gidir (K¬smi diferensiyel denklemlerin,

"eliptik", "parabolik", hiperbolik" olarak üç kategori içinde geleneksel s¬n¬�and¬rmas¬ile

ilgili bak¬n¬z: R. Courant-D. Hilbert).

(4.2) denklemi, (homojen) Dirichlet s¬n¬r koşuludur. Bu koşul,

@u

@n
= 0; � üzerinde, (4.4)

Neumann koşulu ile de¼gi̧stirilebilir. Burada n;� ya göre d¬̧sa do¼gru birim normal vek-

tördür. (4.2) koşulu, � s¬n¬r koşulunun s¬f¬r s¬cakl¬kta tutulmas¬ varsay¬m¬na kaŗs¬l¬k

gelir iken; (4.4) koşulu, � genelinde ¬s¬ak¬̧s¬n¬n s¬f¬r oldu¼gu durumun varsay¬m¬na kaŗs¬l¬k

gelir. (4.1), (4.2), (4.3) problemi, bir H uzay¬ndaki de¼gerleri ile birlikte, [0;+1) üzerinde

tan¬ml¬u (x; t) gibi bir fonksiyon bulunarak çözülecektir. Burada H, sadece x�e ba¼gl¬

olan bir fonksiyonlar uzay¬d¬r. Örnek olarak, H = L2 (
) ya da H = H1
0 (
) verilebilir.

u (t) gösterimi ile, u (t)�nin H�n¬n bir eleman¬oldu¼gu kastedilmektedir, yani buradan,

fonksiyonun x ! u (x; t) şeklinde oldu¼gu anlaş¬lmal¬d¬r. Bu bak¬̧s aç¬s¬, önceki bölümün

sonuçlar¬ve Hille-Yosida teoreminin kombinasyonu ile birlikte, (4.1), (4.2), (4.3) prob-

leminin çözümü için kolayl¬k sa¼glayacakt¬r.

Konunun daha kolay anlaş¬labilmesi için, bu bölüm boyunca 
�n¬n, � s¬n¬r¬ile birlikte

C1 s¬n¬f¬ndan oldu¼gu varsay¬lacakt¬r.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki u0 2 L2 (
) olsun. O takdirde, (4.1) denkleminin (4.2),

(4.3) koşullar¬n¬ve aşa¼g¬daki

u 2 C
�
[0;1) ;L2 (
)

�
\ C

�
(0;1) ;H2 (
) \H1

0 (
)
�
; (4.5)

u 2 C1
�
(0;1) ;L2 (
)

�
(4.6)

özelliklerini sa¼glayan tek bir u (x; t) çözümü vard¬r. Üstelik,

8" > 0 için u 2 C1
�

� [";1)

�
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d¬r. Son olarak, u 2 L2 ((0;1) ;H1
0 (
)) ve 8T > 0 için

1

2
ju (T )j2L2(
) +

TZ
0

jru(t)j2L2(
)dt =
1

2
ju0j2L2(
) (4.7)

sa¼glan¬r.

Yukar¬daki tart¬̧sma do¼grultusunda, aşa¼g¬daki gösterimler kullan¬lacakt¬r:

ju (T )jL2(
) =
Z



ju (x; T )j2 dx

ve

jru (t)j2L2(
) =
NX
i=1

Z



���� @u@xi (x; t)
����2 dx:

·Ispat. H = L2 (
) uzay¬nda Hille-Yosida teorisini uygulayaca¼g¬z.

D (A) = H2 (
) \H1
0 (
) ;

Au = ��u

ile tan¬ml¬, A : D (A) � H �! H s¬n¬rs¬z operatörünü göz önüne alal¬m.

Burada (4.2) s¬n¬r koşulu, A n¬n tan¬m kümesi içine dahil edilerek verilmi̧stir. Bu duruma

dikkat etmek önemlidir. ·Iddia ediyoruz ki A, bir self-adjoint maksimal monoton opera-

tördür. O takdirde, Teorem 3.3 uygulanabilir ve (4.1) denkleminin (4.2), (4.3) koşullar¬n¬

ve (4.5), (4.6) özelliklerini sa¼glayan tek bir çözümü oldu¼gu sonucuna var¬labilir.

i) A monotondur. O halde, her u 2 D (A) için

(Au; u)L2 =

Z



(��u)u =
Z



jruj2 � 0

sa¼glan¬r.

ii) A, maksimal monotondur. O halde, R (I + A) = H = L2 nin do¼grulu¼gunu göster-

memiz gerekir. Ama bunu yapmak yerine, Teorem 1.4 den bilinmektedir ki; her

f 2 L2 için, u��u = f denkleminin tek bir u 2 H2 \H1
0 çözümü vard¬r.
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iii) A, self-adjointtir. Önerme 3.2, bunun do¼grulu¼gu için yeterlidir. Bu önerme yard¬m¬

ile A n¬n simetrik oldu¼gunu kolayl¬kla görülebilir. 8 u; � 2 D (A) için,

(Au; �)L2 =

Z



(��u) � =
Z



ru:r�

ve

(u;A�)L2 =

Z



u (���) =
Z



ru:r�

sa¼glan¬r. Böylece, (Au; �) = (u;A�) oldu¼gu görülür.

Hemen sonras¬nda, sürekli birebirlik ile, her ` tamsay¬s¬için, Teorem 1.4 den

D
�
A`
�
� H2` (
) oldu¼gu görülür. Daha aç¬k bir ifade ile,

D
�
A`
�
=
�
u 2 H2` (
) : u = �u = ::: = �`�1u = 0;� üzerinde

	
şeklindedir. Teorem 3.3 den bilinmektedir ki, (4.1), (4.2), (4.3) ün u çözümü,

her k; ` için u 2 Ck
�
(0;1) ;D

�
A`
��

y¬sa¼glar ve bu nedenle,

her k; ` için u 2 Ck
�
(0;1) ;H2` (
)

�
d¬r. Bunu takiben, Sonuç (1.1) dan yararlanarak,

her k için u 2 Ck
�
(0;1) ;Ck

�


��

elde edilir.

Şimdi (4.7) eşitli¼ginin ispat¬na geri dönelim. Bu ispat için, (4.1) denklemini u ile çarp¬p,


�(0; T ) üzerinde integral alal¬m. Bununla birlikte, dikkat edilmesi gereken bir nokta da,

u (t) nin (0;1) üzerinde türevlenebilir, fakat [0;1) üzerinde türevlenebilir olmamas¬d¬r.

' (t) =
1

2
ju (t)j2L2(
)

fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Bu fonksiyon, (4.6) özelli¼ginden bilindi¼gi gibi, (0;1)
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üzerinde C1 s¬n¬f¬ndand¬r ve t > 0 için,

' (t) =
1

2
(u (t) ; u (t))L2 :

'�(t) =
1

2
((u�(t) ; u (t)) + (u (t) ; u�(t)))L2

=
1

2
2

�
u (t) ;

du

dt
(t)

�
L2
= (u (t) ;�u (t))L2

= �
Z



jru (t)j2

dir. Bu nedenle, 0 < " < T <1 için,

' (T )� ' (") =
TZ
"

'�(t) dt = �
TZ
"

jru (t)j2L2(
) dt

elde edilir. Son olarak, " ! 0 olsun. Bu durumda, ' (") ! 1
2
ju0j2 oldu¼gundan, (Çünkü

(4.5) özelli¼ginden bilindi¼gi gibi

u 2 C
�
[0;1) ;L2 (
)

�
d¬r.)

u 2 L2
�
(0;1) ;H1

0 (
)
�

oldu¼gu bulunur ve ifade düzenlenirse,

' (T ) +

TZ
"

jru (t)j2L2(
) dt = ' (")

1

2
ju(T )j2L2(
) +

TZ
0

jru (t)j2L2(
) dt =
1

2
ju0j2L2(
) :

Böylece, (4.7) eşitli¼gi sa¼glan¬r.

E¼ger, u0 üzerine ilave varsay¬mlar koyulursa, u çözümü t = 0 a kadar, daha regüler hale

gelir. (Hat¬rlayal¬m ki t = 0 dan uzakta, Teorem 4.1 daima u fonksiyonunun düzgün

oldu¼gunu garantiler, yani her " > 0 için u 2 C1
�

� [";1)

�
dur.)

4.2 DALGA DENKLEM·I


 � RN bir aç¬k küme olsun. Q ve � y¬aşa¼g¬daki şekilde oluştural¬m:

Q = 
� (0;1) ;

� = �� (0;1) :
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Aşa¼g¬daki problemi göz önüne alal¬m:

@2u

@t2
��u = 0; (x; t) 2 Q; (4.8)

u = 0; (x; �) 2 �; (4.9)

u (x; 0) = u0 (x) ; x 2 
, (4.10)
@u

@t
(x; 0) = v0 (x) ; x 2 
. (4.11)

(4.8) denkleminin, (4.9)-(4.11) koşullar¬n¬sa¼glayan bir u (x; t) : 
�[0;1)! R çözümünü

bulal¬m.

Burada � =

NX
i=1

@2

@x2i
, x de¼gi̧skenler uzay¬nda Laplacian, t zaman de¼gi̧skeni ve u0; v0

verilen fonksiyonlard¬r.

(4.8) denklemi, dalga denklemi olarak adland¬r¬l¬r.
�
@2

@t2
��

�
operatörü, s¬kl¬kla � ile

gösterilir ve d�Alembertian olarak adland¬r¬l¬r. Dalga denklemi, bir hiperbolik denklemin

tipik bir örne¼gidir.

N = 1 ve 
 = (0; 1) iken, (4.8) denklemi, herhangi bir d¬̧s kuvvet olmad¬¼g¬durumlarda,

bir telin küçük titreşimlerini ifade eder (Denklemin tam hali, çok zor bir lineer olmayan

denklemdir. (4.8) denklemi, bir denge noktas¬civar¬nda bu denklemin lineerleştirilmi̧s

halidir.). Her t için, x 2 
 7�! u (x; t) fonksiyonunun gra�¼gi, t an¬ndaki telin kon-

�gürasyonunu (durumunu) temsil eder. N = 2 oldu¼gunda, (4.8) denklemi, bir elastik

membran¬n küçük titreşimlerini ifade eder. Her t için, x 2 
 7�! u (x; t) fonksiyonunun

gra�¼gi, t an¬ndaki membran¬n kon�gürasyonunu (durumunu) temsil eder. Daha genel

olarak, (4.8) denklemi, baz¬homojen elastik 
 � RN ortam¬nda bir dalgan¬n (akustik,

elektromanyetik, vb.) yay¬l¬m¬n¬ifade eder.

(4.9) denklemi, (homojen) Dirichlet s¬n¬r koşuludur. Bu koşul, Neumann koşulu ile

de¼gi̧stirilebilir. � üzerinde u = 0 koşulu, telin (ya da membran) � üzerinde sabit oldu¼gunu

söylerken, Neumann koşulu, telin uç noktalarda serbest oldu¼gunu söylemektedir.

(4.10) ve (4.11) denklemleri, sistemin başlang¬ç durumunu temsil etmektedir ki; başlang¬ç

kon�gürasyonu u0 ile tan¬ml¬iken, başlang¬ç h¬z¬v0 ile tan¬ml¬d¬r. (u0; v0) verisi, genellikle

Cauchy verisi olarak adland¬r¬lmaktad¬r.

Konunun daha kolay anlaş¬labilmesi için, bu k¬s¬m boyunca 
 n¬n, � s¬n¬r¬ile birlikte C1

s¬n¬f¬ndan oldu¼gu varsay¬lacakt¬r.

Teorem 4.2 (Varl¬k ve Teklik) Kabul edelim ki u0 2 H2 (
) \H1
0 (
) ve v0 2 H1

0 (
)
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olsun. O takdirde, (4.1) denkleminin, (4.2), (4.3), (4.4) koşullar¬n¬ve

u 2 C
�
[0;1) ;H2 (
) \H1

0 (
)
�
\ C1

�
[0;1) ;H1

0 (
)
�
\ C2

�
[0;1) ;L2 (
)

�
(4.12)

özelli¼gini sa¼glayan, tek bir u(x; t) çözümü vard¬r. Üstelik her t � 0 için����@u@t (t)
����2
L2(
)

+ jru (t)j2L2(
) = jv0j
2
L2(
) + jru0j

2
L2(
) (4.13)

d¬r.

Yukar¬daki tart¬̧sma do¼grultusunda, aşa¼g¬daki gösterimler kullan¬lacakt¬r:

����@u@t (t)
����2
L2(
)

=

Z



����@u@t (x; t)
����2 dx

ve

jru (t)j2L2(
) =
NX
i=1

Z



���� @u@xi (x; t)
����2 dx

d¬r.

Uyar¬4.1 (4.13) denklemi, sistemin enerjisinin zamana göre de¼gişmez oldu¼gunu gösteren

korunum kanunudur.

Teorem (4.2) in ispat¬na geçmeden önce bir regülerlik sonucuna de¼ginelim:

Teorem 4.3 (Regülerlik) Varsayal¬m ki başlang¬ç verisi, her k için

u0 2 Hk (
) ; v0 2 Hk (
)

olsun ve her j � 0, j tamsay¬s¬için,

�ju0 = 0; � üzerinde,

�jv0 = 0; � üzerinde,

uygunluk koşullar¬sa¼glans¬n. O zaman, (4.8)-(4.11) un u çözümü C1
�

� [0;1)

�
uza-

y¬na aittir.

Teorem 4.2 nin ·Ispat¬. [0;1) üzerinde tan¬ml¬vektör de¼gerli bir u (x; t) fonksiyonunu

göz önüne alal¬m. Daha aç¬k bir ifade ile, her t � 0 için u (t) ; x 7�! u (x; t) dönüşümünü

41



ifade eder. (4.8) denklemi, birinci mertebeden bir denklem sistemi şeklinde aşa¼g¬daki gibi

yaz¬labilir:

@u

@t
� v = 0; Q da, (4.14)

@v

@t
��u = 0; Q da.

Buna ek olarak, U =
�
u

v

�
vektörünü oluştural¬m. Böylece (4.14) denklem sistemi,

dU

dt
+ AU = 0 (4.15)

haline gelir. Burada,

AU =

0@ 0 �I

�� 0

1AU =
0@ 0 �I

�� 0

1A0@ u

v

1A =

0@ �v

��u

1A (4.16)

şeklindedir. Şimdi,

(U1; U2) =

Z



ru1:ru2dx+
Z



u1u2dx+

Z



v1v2dx

iç çarp¬m¬ile birlikte, H = H1
0 (
)�L2 (
) uzay¬nda Hille-Yosida teorisini uygulayaca¼g¬z.

Burada,

U1 =

0@ u1

v1

1A ve U2 =

0@ u2

v2

1A
dir.

D (A) =
�
H2 (
) \H1

0 (
)
�
�H1

0 (
)

bölgesi ile birlikte, (4.16) taraf¬ndan tan¬mlanan A : D (A) � H ! H s¬n¬rs¬z operatörünü

göz önüne alal¬m. Burada (4.9) s¬n¬r koşulu, H uzay¬içerisine dahil edilerek verilmi̧stir.

Bu duruma dikkat etmek önemlidir. � üzerinde v =
@u

@t
= 0 koşulu, (4.9) koşulunun

direkt bir sonucudur.

·Iddia ediyoruz ki A+ I, H da maksimal monotondur:

i) A+ I monotondur. Yani, (AU;U)H + jU j
2
H � 0 d¬r. Gerçekten;

e¼ger

U =

0@ u

v

1A 2 D (A)
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ise, iç çarp¬m tan¬m¬ndan;

(AU;U)H =

0@0@ �v

��u

1A ;
0@ u

v

1A1A = �
Z



rv:ru�
Z



vu�
Z



(�u) v;

jU j2H =

0@0@ u

v

1A ;
0@ u

v

1A1A =

Z



jruj2 +
Z



u2 +

Z



v2

şeklindedir. Buradan,

(AU;U)H + jU j
2
H = �

Z



rv:ru�
Z



uv +

Z



(��u) v +
Z



jruj2 +
Z



u2 +

Z



v2

= �
Z



uv +

Z



u2 +

Z



v2 +

Z



jruj2 � 0

oldu¼gu görülür.

ii) A+I maksimal monotondur. Bu ispat, A+2I n¬n örten oldu¼gunu ifade eder. Gerçek-

ten;

F =

0@ f

g

1A 2 H verilsin. AU +2U = F denklemini çözmemiz gerekmektedir, yani daha

aç¬k olarak,

u 2 H2 (
) \H1
0 (
) ve v 2 H1

0 (
)

ile birlikte

�v + 2u = f , 
 da, (4.17)

��u+ 2v = g; 
 da,

sistemini çözmemiz gerekmektedir. Burada, �v + 2u = f denklemi, v = 2u� f şeklinde

düzenlenip, ��u+ 2v = g denkleminde v yerine yaz¬ld¬¼g¬nda;

��u+ 2 (2u� f) = g

��u+ 4u� 2f = g

elde edilir. Böylece, (4.17) sisteminden,

��u+ 4u = 2f + g (4.18)
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elde edilir. (4.18) denklemi, Teorem 1.4 den, tek bir

u 2 H2 (
) \H1
0 (
)

çözümüne sahiptir.

Hille-Yosida teoremi (3.2 Teorem) uygulanarak,

U 2 C1 ([0;1) ;H) \ C ([0;1) ;D (A)) (4.19)

ile birlikte

dU

dt
+ AU = 0; [0;1) üzerinde, (4.20)

U (0) = U0

probleminin tek bir çözümünün oldu¼gu görülür. Burada, U0 =

0@ u0

v0

1A 2 D (A) d¬r.

(4.19) den (4.12) sonucuna var¬l¬r.

Şimdi (4.13) eşitli¼ginin ispat¬na geri dönelim. Bu ispat için, (4.8) denklemini
@u

@t
ile

çarp¬p, 
 üzerinde integral alal¬m:

@2u

@t2
��u = 0:

Z



@2u

@t2
@u

@t
dx

| {z }
+

1)

Z



(��u) @u
@t
dx

| {z }
= 0:

2)

1)
Z



@2u

@t2
@u

@t
dx =

1

2

@

@t

Z



����@u@t (x; t)
����2 dx;

2)
Z



(��u) @u
@t
dx =

Z



ru: @
@t
(ru) dx = 1

2

@

@t

Z



jruj2 dx

d¬r. Buradan,

1

2

@

@t

Z



����@u@t (x; t)
����2 dx+ 12 @@t

Z



jruj2 dx = 0
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oldu¼gu görülür. Yukar¬daki ifade, L2 normu tan¬m¬ndan, aşa¼g¬daki şekilde tekrar yaz¬la-

bilir:

1

2

@

@t

����@u@t
����2
L2(
)

+
1

2

@

@t
jruj2L2(
) = 0

1

2

tZ
0

@

@t

����@u@t
����2
L2(
)

dx+
1

2

tZ
0

@

@t
jruj2L2(
) dx = 0

����@u@t (t)
����2
L2(
)

�
����@u@t (0)

����2
L2(
)

+ jru (t)j2L2(
) � jru (0)j
2
L2(
) = 0����@u@t (t)

����2
L2(
)

+ jru (t)j2L2(
) =

����@u@t (0)
����2
L2(
)

+ jru (0)j2L2(
)����@u@t (t)
����2
L2(
)

+ jru (t)j2L2(
) = jv0j2L2(
) + jru0j
2
L2(
)

elde edilir. Böylece (4.13) eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Uyar¬4.2 (4.8) dalga denklemini, (4.14) deki gibi birinci mertebeden bir denklem sis-

temine dönüştürme yöntemi, ya da, daha genel olarak, k: mertebeden bir diferensiyel

denklemi, k tane birinci mertebeden denklemin oluşturdu¼gu bir sisteme dönüştürme yön-

temi, standart bir yöntemdir. Şöyle ki;

@2y

@t2
= c2

@2y

@x2

dalga denklemi,

p =
@y

@t
; q = c

@y

@x

de¼gişkenleri tan¬t¬larak, birinci mertebeden bir denklem sistemi olarak yaz¬labilir:

@p

@t
= c

@q

@x
;

@q

@t
= c

@p

@x

d¬r. Bu denklemler k¬saca,

@a

@t
= cB

@a

@x

olarak yaz¬labilir. Burada,

a =

0@ p

q

1A ve B =

0@ 0 1

1 0

1A
dir.
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BÖLÜM 5

LIOUVILLE DENKLEM·I ·IÇ·IN BAŞLANGIÇ DE¼GER PROBLEM·I

Bu bölümde, operatör yar¬-grup teorisi kullan¬larak, Liouville denklemi için başlang¬ç

de¼ger probleminin çözülebilirli¼gi araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Başlang¬ç verisinin, L2 uzay¬n¬n baz¬

alt kümelerine ait oldu¼gu durumlarda, bu problemin çözümünün varl¬k ve tekli¼gi göste-

rilmi̧stir.

·Ilk olarak, aşa¼g¬daki Liouville denklemini inceleyelim:

@u

@t
= [H; u] : (5.1)

Burada, u , u (t; q; p) ; H , H (t; q; p) ; q , (q1; :::; qN) ; p , (p1; :::; pN) şeklinde verilen
fonksiyonlar olup, [:; :], Poisson parantezi olarak adland¬r¬l¬r:

[E;F ] =
NX
`=1

�
@E

@q1

@F

@p1
� @F

@q1

@E

@p1

�
: (5.2)

H, sistemin Hamilton fonksiyonudur.

Operatör yar¬-grup teorisi kullan¬larak, ele al¬nan problem için (5.1) denklemi yeniden

aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

du

dt
+ Au = 0: (5.3)

Burada A , � [H; :] d¬r. A; L2
�
R2N

�
de tan¬ml¬genelleştirilmi̧s bir diferensiyel operatör,

ya da L2
�
R2N

�
nin kendi içine bir dönüşümü olarak kabul edilebilir.

D (A) =
�
x 2 L2

�
R2N

�
: Ax 2 L2

�
R2N

�	
olsun. Kabul edelim ki A ya da H, C10

�
R2N

�
� D (A) sa¼glas¬n. Burada C10

�
R2N

�
, ele-

manlar¬kompakt supporta sahip ve düzgün fonksiyonlar olan bir test uzay¬d¬r. Örne¼gin,

d¬̧s kuvvetlerin olmad¬¼g¬bir ortamda, birim kütle ile birlikte, k tane ayn¬parçac¬ktan

oluşan bir sistemi göz önüne alal¬m. Böylece,

H =
1

2

3kX
i=1

p2i , A =
3kX
i=1

pi (@=@pi) ve C10
�
R6k

�
� D (A)
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d¬r. u fonksiyonu, de¼geri L2
�
R2N

�
den olan, t ye ba¼gl¬soyut bir fonksiyondur. Aşa¼g¬da,

başlang¬ç koşulunu ele alal¬m:

u jt=0= u0: (5.4)

Burada, u0 , u0 (q; p) dir. O halde, (5.3), (5.4) ba¼g¬nt¬lar¬, Liouville denklemi için

başlang¬ç de¼ger problemi olarak adland¬r¬l¬r.

Libo¤ (1990)�dan bilinen, Liouville denklemi için başlang¬ç de¼ger probleminin çözümüne

ili̧skin dört yaklaş¬m vard¬r. Bu yaklaş¬mlar, Taylor seri aç¬l¬m¬, yörünge çözümleri, öz

fonksiyon aç¬l¬mlar¬ve rezolvantt¬r. 1990 y¬l¬nda Petrina ve Gezasimehko, yukar¬da bahsi

geçen özel sisteme dair, Liouville denklemi için başlang¬ç de¼ger probleminin üzerinde

çal¬̧sm¬̧slard¬r ve A operatörünün L1
�
R6k

�
uzay¬nda, bir daralma operatör yar¬-grubunun

sonsuz küçük üreticisi oldu¼gunu göstermi̧slerdir.

Teorem 5.1 A operatörü, bir daralma operatör yar¬-grubunun sonsuz küçük üreticisidir.

Teorem 5.1�in ispat¬n¬vermeden önce, aşa¼g¬daki yard¬mc¬lemmalar ispatlanacakt¬r.

Lemma 5.2 A bir artan-üretici operatördür, yani, her 2 D (A) için Re (Au; u) � 0 d¬r.

Burada (:; :) ; L2
�
R2N

�
uzay¬ndaki iç çarp¬md¬r.

·Ispat. (5.2) eşitli¼ginden bilinmektedir ki, her u; v 2 D (A) için,

(Av; u) = �
Z
u

NX
`=1

�
@H

@q1

@v

@p1
� @v

@q1

@H

@p1

�
dqdp

dir. K¬smi integrasyon yöntemi ve Hamilton denklemi kullan¬larak, yukar¬daki integrali

aşa¼g¬daki şekilde tekrar ifade edelim:

(Av; u) =

Z
v

NX
`=1

�
@H

@q1

@u

@p1
� @u

@q1

@H

@p1

�
dqdp

=

Z
v

NX
`=1

�
@H

@q1

@u

@p1
� @u

@q1

@H

@p1

�
dqdp = �(Au; v): (5.5)

Özel olarak,

(Au; u) = �(Au; u); (5.6)

ya da eş de¼ger olarak, her u 2 D (A) için,

Re (Au; u) = 0 (5.7)

d¬r.
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Lemma 5.3 A operatörü, L2
�
R2N

�
uzay¬ndaki yo¼gun bölgesi ile birlikte bir kapal¬opera-

tördür.

·Ispat. C10
�
R2N

�
; L2

�
R2N

�
de yo¼gun ve C10

�
R2N

�
� D (A) oldu¼gundan dolay¬, D (A)

L2
�
R2N

�
de yo¼gundur. Bu yüzden, A operatörünün L2

�
R2N

�
uzay¬nda bir kapal¬opera-

tör oldu¼gunu göstermek, ispat için yeterlidir. Yani, n! +1 iken, D (A) da bir xn dizisi

vard¬r öyle ki,

xn ! x; L2
�
R2N

�
de (5.8)

ve

Axn ! y; L2
�
R2N

�
de (5.9)

iken, Ax = y ve x 2 D (A) d¬r. Gerçekten de, (5.5) denkleminden, her u 2 C10
�
R2N

�
için,

(Axn; u) = �(Au; xn) (5.10)

dir. (5.9) denkleminden,

(Axn; u)! (y; u) (5.11)

dur. (5.8) denkleminden,

(Au; xn)! (Au; x) (5.12)

dir. (5.10), (5.11) ve (5.12) denklemleri birleştirilirse, her u 2 C10
�
R2N

�
için,

(y; u) = �(Au; x) = hAx; ui

oldu¼gu gösterilebilir. Gerçekten de; (5.10) denklemi, (5.11) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

�(Au; xn)! (y; u)

elde edilir. (5.12) denkleminden,

�(Au; xn)! �(Au; x)

dir. Dolay¬s¬yla, buradan

(y; u)! �(Au; x) = (Ax; u)
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dir. Genelleştirilmi̧s fonksiyon tan¬m¬ndan;

(y; u) = �(Au; x) = hAx; ui

elde edilir. Burada ve aşa¼g¬da, h:; :i gösterimi ile, test fonksiyonu ve genelleştirilmi̧s

fonksiyon aras¬nda bir dual ba¼g¬nt¬s¬temsil edilir. E¼ger genelleştirilmi̧s fonksiyon L2
�
R2N

�
uzay¬na ait ise, o zaman h:; :i dual ba¼g¬nt¬s¬, L2

�
R2N

�
uzay¬ndaki iç çarp¬m¬ifade eder.

Yukar¬da sözü geçen eşitlik ile genelleştirilmi̧s fonksiyon anlam¬nda Ax = y kastedilir. y 2

L2
�
R2N

�
oldu¼gundan, Ax 2 L2

�
R2N

�
dir. Buna ek olarak, x 2 D (A) d¬r. Dolay¬s¬yla,

her u 2 C10
�
R2N

�
için, (Ax; u) = (y; u) eşitli¼gi sa¼glanr. Burada kastedilen, C10

�
R2N

�
;

L2
�
R2N

�
uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan, 8u 2 L2

�
R2N

�
için (Ax; u) = (y; u) oldu¼gudur.

Buradan da, L2
�
R2N

�
uzay¬nda Ax = y elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Uyar¬5.1 E¼ger S; P de heryerde yo¼gun ise, o zaman S; P de yo¼gundur. E¼ger S � P

ve S; P de yo¼gun ise, o zaman S; P de her yerde yo¼gundur. Özel olarak, Lemma 5.3 de,

S = C10 ve P = L2 al¬nd¬¼g¬nda, D (A) n¬n L2
�
R2N

�
de yo¼gun oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir

(Morgan 1990).

Lemma 5.4 �I + A; L2
�
R2N

�
nin kendi üzerine (örten) bir dönüşümüdür. Yani, I bir

özdeşlik dönüşümü olmak üzere, verilen her � > 0 için �I +A dönüşümünün R (�I + A)

rang¬, L2
�
R2N

�
dir.

·Ispat. ·Ilk olarak, Lemma 5.2 dan ya da (5.7) denkleminden, her x 2 D (A) ve � > 0

için,

k(�I � A)xk � � kxk (5.13)

sonucuna var¬labilir. Bu sonuç, �I � A n¬n bir birebir dönüşüm oldu¼gunu ifade eder.

Yukar¬daki sonucun ard¬ndan, R (�I + A) n¬n, L2
�
R2N

�
nin bir kapal¬kümesi oldu¼gunu

gösterelim: Gerçekten, n! +1 iken, L2
�
R2N

�
uzay¬nda fn ! f özelli¼gi ile birlikte, her

fn 2 R (�I + A) dizisi al¬n¬r ve böylece her u 2 C10
�
R2N

�
için

(fn; u)! (f; u) (5.14)

elde edilir. Di¼ger taraftan, bir xn 2 D (�I + A) eleman¬vard¬r öyle ki

(�I + A)xn = fn

50



dir. Burada,

D (�I + A) =
�
x 2 L2

�
R2N

�
: (�I + A)x 2 L2

�
R2N

�	
;

L2
�
R2N

�
den kendi üzerine tan¬ml¬, �I + A dönüşümünün tan¬m kümesi olarak kabul

edilebilir. (5.13) eşitsizli¼ginden görülür ki; n! +1 iken, tüm j 2 Z+ için,

kxn � xn+jk � ��1 k(�I + A)xn � (�I + A)xn+jk

= ��1 kfn � fn+jk ! 0;

yani, fxng+1n=1 ; L2
�
R2N

�
uzay¬nda temel bir dizidir. Böylece, bir x 2 L2

�
R2N

�
eleman¬

vard¬r öyle ki, n! +1 iken L2
�
R2N

�
de xn ! x dir. Dolay¬s¬yla, (5.5) denkleminden,

(fn; u) = ((�I + A)xn; u) = ((�I � A)u; xn)! ((�I � A)u; x) (5.15)

elde edilir.

(5.14) ve (5.15) denklemlerinden bilinmektedir ki; her u 2 C10
�
R2N

�
için

(f; u) = ((�I � A)u; x) = h(�I + A)x; ui;

yani, genelleştirilmi̧s fonksiyon anlam¬nda (�I + A)x = f dir. f 2 L2
�
R2N

�
oldu¼gundan,

x 2 D (�I + A) d¬r. Bu nedenle, f 2 R (�I + A) d¬r.

Kabul edelim ki verilen her � > 0 için R (�I + A) 6= L2
�
R2N

�
olsun. O zaman,

L2
�
R2N

�
= R (�I + A) [R? (�I + A)

d¬r. Burada R? (�I + A) ; L2
�
R2N

�
uzay¬nda R (�I + A) n¬n bir ortogonal kümesidir. Bu

nedenle f? 6= 0 ile birlikte bir f? 2 R? (�I + A) elaman¬vard¬r. Buradan şu sonuç ç¬kar

ki, tüm u 2 C10
�
R2N

�
için,

h(�I � A) f?; ui = ((�I + A)u; f?) = 0

d¬r. Yani, genelleştirilmi̧s fonksiyon anlam¬nda,

(�I � A) f? = 0 ya da Af? = f? 2 L2
�
R2N

�
dir. Ayr¬ca, f? 2 D (A) d¬r. Bu nedenle her u 2 C10

�
R2N

�
için

�
(�I � A) f?; u

�
= 0

d¬r. C10
�
R2N

�
; L2

�
R2N

�
uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan, her u 2 L2

�
R2N

�
için

�
(�I � A) f?; u

�
= 0
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d¬r. Bu da, L2
�
R2N

�
uzay¬nda

(�I � A) f? = 0

oldu¼gunu gösterir.

�I � A, bir birebir dönüşüm oldu¼gundan, f? = 0 d¬r ki bu durum, yukar¬da sözü geçen

f? 6= 0 hipotezi ile çeli̧sir. Bu nedenle, R (�I + A) = L2
�
R2N

�
dir. Böylece ispat

tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 5.1 in ·Ispat¬. Lemma 5.4 taraf¬ndan, (�I + A)�1 in � > 0 da analitik oldu¼gu

gösterilebilir. Ayr¬ca, pozitif � ve M sabitleri vard¬r öyleki her pozitif n tamsay¬s¬ve her

� > � için,

j(�I + A)j�n �M (�� �)�n (5.16)

d¬r. Bu nedenle, Hille-Yosida-Phillips teoremine göre, (5.16) eşitsizli¼ginden ve Lemma 5.3

den bilinmektedir ki, Teorem 5.1 sa¼glan¬r.

Ayr¬ca, bir daralma operatör yar¬-grubu T (t), aşa¼g¬daki gibi düzenlenebilir:

T (t) = lim
�!+1

T� (t) : (5.17)

Burada, her x 2 L2
�
R2N

�
için

A�x =
�
�2 (�I + A)�1 � �I

�
x (5.18)

ile birlikte

T� (t) = e
A�t (5.19)

dir ve �! +1 iken, her x 2 D (A) için

A�x! �Ax (5.20)

dir. O zaman �A, bir daralma operatör yar¬-grubu olan T (t) nin sonsuz küçük üretici-

sidir.

Benzer şekilde, aşa¼g¬da verilen Teorem 5.5 de ispatlanabilir.

Teorem 5.5 A operatörü, bir daralma operatör yar¬-grubunun sonsuz küçük üreticisidir.

Operatör yar¬-grup teorisine göre, Teorem 5.1 taraf¬ndan, Teorem 5.6 elde edilir.
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Teorem 5.6 E¼ger u0 2 D (A) ise, o zaman (5.3), (5.4) başlang¬ç de¼ger probleminin tek

bir

u = T (t)u0 2 C1
�
[0;+1) ;L2

�
R2N

��
\ C0 ([0;+1) ;D (A))

çözümü vard¬r. Burada T (t), (5.17)-(5.20) denklemleri taraf¬ndan tan¬ml¬d¬r.

Bu teoremin ispat¬, burada atlanm¬̧st¬r. Tümevar¬m yöntemi kullan¬larak, Teorem 5.6

den kolayl¬kla Teorem 5.7 sonucuna var¬labilir.

Teorem 5.7 E¼ger u0 2 D
�
Ak
�
, k bir pozitif tamsay¬ise, o zaman (5.3), (5.4) denklem-

lerinin u çözümü,

\kj=0Ck�j
�
[0;+1) ;D

�
Aj
��

ye aittir. Burada

D (A�) , L2
�
R2N

�
dir.
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BÖLÜM 6

·IK·I NOKTA TERS PROBLEM·I

Problem 6.1 D ve G; Rn Euclid uzay¬nda s¬ras¬yla, @D ve @G s¬n¬rlar¬yeterince düzgün

olan s¬n¬rl¬bölgeler olsun.

Aşa¼g¬daki ters problemi göz önüne alal¬m:

@u

@t
+

nX
i=1

�
@u

@xi

@H

@vi
� @u

@vi

@H

@xi

�
= f (x; v; t) ; (x; v) 2 D �G; 0 � t � T; (6.1)

u (x; v; 0) = u0 (x; v) ; (x; v) 2 D �G; (6.2)

u (x; v; t) = 0; (x; v) 2 @ (D �G) ; 0 � t � T; (6.3)

u (x; v; T ) = u1 (x; v) ; (x; v) 2 D �G: (6.4)

(6.1) denkleminin, (6.2), (6.3) koşullar¬n¬ ve (6.4) ek bilgisini sa¼glayan, u (x; v; t) ve

f (x; v; t) fonksiyon çiftini bulal¬m.

Burada (6.1) denklemi, zamana ba¼gl¬kinetik denklem, (6.2) başlang¬ç koşulu, (6.3) s¬n¬r

koşulu ve (6.4), son aş¬r¬belirginlik koşulu ad¬verilen ek bilgidir.

(6.1) denkleminde, f bilinmeyen kaynak fonksiyonunun yap¬s¬n¬n aşa¼g¬daki şekilde oldu¼gunu

varsayal¬m:

f (x; v; t) = p (x; v) + F (x; v; t) : (6.5)

Burada F; bilinen fonksiyondur.

Problem 6.1, aşa¼g¬daki gibi soyut formda da ifade edilebilir:

u�(t) + Au (t) = p+ F (t) ; 0 � t � T; (6.6)

u (0) = u0 ; (6.7)

u (T ) = u1 : (6.8)

Burada A = [H; :], Poisson parantezi olup, tan¬m kümesi

D (A) =
�
u 2 L2 (D �G) : [H; u] 2 L2 (D �G) ; u j@(D�G)= 0
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şeklindedir. Ayr¬ca (6.3) s¬n¬r koşulu, A n¬n tan¬m kümesi içine dahil edilerek verilmiştir.

Bu duruma dikkat etmek önemlidir.

Zamana ba¼gl¬olmayan baz¬kinetik denklemler için, çeşitli ters problemlerin çözülebilirli¼gi

ve yaklaş¬k çözümleri Gölgeyen and Amirov (2011) da ele al¬nm¬̧st¬r.

Jiang (2002)�da, A operatörünün, bir daralma operatör yar¬-grubunun sonsuz küçük üreti-

cisi oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. Bu ispatta s¬ras¬yla gösterilmiştir ki; A bir artan-üretici opera-

tördür, A, L2
�
R2N

�
uzay¬ndaki yo¼gun bölgesi ile birlikte bir kapal¬operatördür ve �I+A;

L2
�
R2N

�
nin kendi üzerine (örten) bir dönüşümüdür, yani, I bir özdeşlik dönüşümü ol-

mak üzere, verilen her � > 0 için �I +A dönüşümünün R (�I + A) rang¬, L2
�
R2N

�
dir.

Di¼ger taraftan, Prilepko (1999)�da, aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧st¬r:

Teorem 6.1 Kabul edelim ki A operatörü, bir daralma operatör yar¬-grubunu üretsin.

E¼ger, u0; u1 2 D (A) ve F fonksiyonu,

F1 2 C1
�
[0; T ] ;L2 (D �G)

�
; F2 2 C ([0; T ] ;D (A))

ile birlikte,

F = F1 + F2

formuna sahip ise, o zaman (6.6)-(6.8) ters probleminin

u 2 C1
�
[0; T ] ;L2 (D �G)

�
\ C ([0; T ] ;D (A)) ; p 2 L2 (D �G)

fonksiyonlar s¬n¬f¬ndan bir çözümü vard¬r ve tektir.

Ayr¬ca, aşa¼g¬daki kararl¬l¬k de¼gerlendirmeleri sa¼glan¬r:

kukC1([0;T ];X) � C
�
ku0kD(A) + ku1kD(A) + kF1kC1([0;T ];X)

+ kF2kC([0;T ];D(A))
�
; (6.9)

kukC([0;T ];D(A)) � C
�
ku0kD(A) + ku1kD(A) + kF1kC1([0;T ];X)

+ kF2kC([0;T ];D(A))
�
; (6.10)

kpk � C
�
ku0kD(A) + ku1kD(A) + kF1kC1([0;T ];X)

+ kF2kC([0;T ];D(A))
�
: (6.11)
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