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Bu tezde ilk boliim; tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere ayrilmistir. Bu
boliimde bazi fonksiyon uzaylarinin genel Ozellikleri tanitilmistir. Dogrusal pozitif
operatdrlerin genel 6zellikleri verilmistir ve C[a, b], C,(R), C ;‘ (R) uzaylarinda Korovkin tipli
yaklagim teoremleri incelenmistir. C[a, b] ve C[’,‘ (R) uzaylar igin klasik anlamda siireklilik

modiiliiniin genel 6zellikleri verilmistir.

Ikinci béliimde, C[0, A] uzayinda klasik Gadjiev-Ibragimov operatédrii ve Gadjiev-Ibragimov
operatoriiniin  iki farkli genellestirmesi tamimlanmustir. Klasik ~ Gadjiev-ibragimov
operatoriiniin ve bu genellestirmelerinin yaklasim hizi alisilmis siireklilik modiilii yardimiyla

arastirilmastir.
Ugiincii béliimde, sinirsiz kiimelerde Gadjiev-Ibragimov operatériiniin bazi genellestirmeleri

tanimlanarak yaklagim ozellikleri verilmistir. Agirlikli stireklilik modiilii yardimiyla bu

operatorlerin yaklasim hizi hesab1 yapilmistir.
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The first chapter in this thesis is devoted to fundamental definitions and theorems. In this
chapter general properties of some function spaces are presented. General properties of linear
positive operators are given, and Korovkin Type approximation theorems in spaces

Cla,b], C,(R), C[,‘(]R{) are investigated. General properties of classical modulus of continuity

for spaces C[a, b] and C,ﬁ‘ (R) are given.

In the second chapter, in C[0, A] space classic Gadjiev-Ibragimov operators and two different
generalizations of the Gadjiev-lbragimov operators are defined .The rate of convergence of
classic Gadjiev-ibragimov operators and these generalizations of the Gadjiev-lbragimov

operators are investigated by means of the usual definition modulus of continuity.

In the third chapter ,by defining some generalizations of the Gadjiev-Ibragimov operators in
unbounded sets,their approximation properties are given. Approximation speeds of these

operators are studied by the weighted modulus of continuity.
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Cla, b]
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B,(R)

Co(R)
Il cra,b
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LI x-y
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C*(Ro)
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SIMGELER DiZIiNi

: [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay1

. Agirlik fonksiyonu

. Her x € R igin |f(x)| < M. p(x) kosulunu saglayan fonksiyonlar uzay1

: B,(R) uzayindan olan siirekli fonksiyonlarin uzay1

: C|a, b] uzayinda norm

: B,(R) ve C,(R) uzaymnda norm

. X normlu uzayindan Y normlu uzayina doniisiim yapan L operatdriiniin normu
: [0, o[ tizerinde gergel degerli siirekli fonksiyonlar uzayi

: C(Ry) daki smirli fonksiyonlar uzayi
.S

T 14x™m

Aff. f', f" € Cr(Ry)} bigiminde ifade edilen polinom agirlikli fonksiyonlar

€ B(R,y) olacak sekilde siirekli fonksiyonlarin uzayi

uzayi

. K¢, f ye bagli bir sabit olmak iizere, {f € Cn(Rp): limy_ ACI Kf}

1+x™

bi¢ciminde tanimlanan agirlikli uzay

. [a, b] tizerinde f nin toplam varyasyonu

Xi






BOLUM 1

GIRIS

Fonksiyonlarin dogrusal pozitif operatorler dizileri yardimiyla yaklasimi, Fonksiyonlar
Teorisinin énemli dallarindan biridir ve bu alandaki arastirmalar diinyanin bir¢ok iilkesinde
matematiksel calismalarin ilk siralarinda yer almaktadir. Yaklagimlar teorisi, verilen bir
uzaydaki bir fonksiyona iyi 6zellikleri olan ayni uzaya ait fonksiyonlar ailesi ile yaklagim
yapilip yapilamayacagini arastiran matematiksel analizin 6nemli alanlarindandir. D ve E
dogrusal normlu fonksiyon uzaylart D € E ve (A,)nen, D den E ye doniisim yapan
dogrusal pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Bu durumda f € D olmak iizere A,f € E
olacagindan (A, f)ney dizisi E uzayinda bir dizidir. O halde yaklasim problemi (A, f)nen

dizisinin E normuna gore f ye yakinsamasinin arastiritlmasidir. Yani hangi kosullar altinda
lim |14, - fll; =0,  (f €D)

esitliginin saglanacagl arastirilmalidir. Boylece teorik matematikte ve gergek hayatta
karsilagilan, ¢6ziimlenmesi zor olan fonksiyonlarin daha basit ve daha kullanigli diger
fonksiyonlar yardimiyla bir gosterimi elde edilir. Bu amagla ilk arastirma 1885 te Weierstrass

tarafindan yapilmstir.

1950 den sonra yaklagim teorisi biiyiik gelisme gostermis olup P. P. Korovkin, H. Bohman ve
T. Popoviciu bu alanda onemli ¢alismalar yapmistir. Bu caligmalarla dogrusal pozitif
operatorlerin diizglin yakinsakligini belirlemek i¢in basit ve kolayca kontrol edilebilecek
kriterler olusturulmustur. Bu yontem geregi dogrusal pozitif bir (L,,) operatorler dizisinin
kapali ve smirli bir [a, b] araliginda siirekli bir f fonksiyonuna diizglin yakinsamasi igin
gerekli ve yeterli kosul m = 0, 1, 2 olmak tizere x™ seklindeki ii¢ test fonksiyonu i¢in diizgiin

yakinsamanin gecerli olmasidir.

1974 yilinda A.D. Gadjiev C, dan B, uzayma doniisiim yapan (L,) dogrusal pozitif



operatorler dizisinin m = 0, 1, 2 olmak iizere
lim 1L, (¢™, %) = x™]l,, = 0

n—oo

seklindeki ti¢ kosulu saglamasina ragmen

lim (1L (£,2) = FGOll, = 0

esitligini saglamasi gereckmedigini kanitlamistir. Yine Gadjiev bu g¢alismasinda yaklasimin

gegerli oldugu €, nun uygun bir alt uzayini olusturmustur.

Yakinsamanin aragtirilmasinda ikinci bir problem su sekilde ortaya ¢ikmistir:

D c E dogrusal normlu fonksiyon uzaylart ve (A,)nen, D den E ye doniisiim yapan

dogrusal pozitif operatdrler dizisi olmak {izere

(”Lnf - f”D)neN

dizisinin sifira yakinsama hizinin ne oldugudur. Yine bu alanda da son yillarda bir¢ok c¢alisma

yapilmustir.

Bu tezde 1970 yilinda Gadjiev-ibragimov tarafindan tanimlanan operatdr ve bu operatoriin
genellestirmeleri tanimlanarak C[0, A] uzayinda ve sinirsiz kiimeler iizerinde yaklasim

ozellikleri ve yaklasim hizlar stireklilik modiilii yardimiyla arastirilmastir.
1.1 SONLU ARALIKTA TANIMLI SUREKLI FONKSIYONLAR UZAYI
Tanmm 1.1.1

D c R olmak iizere f: D — R herhangi bir fonksiyon ve a € D olsun.
lim f(x) = f(a)
x—-a

esitligini saglayan f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir. D nin her noktasinda siirekli

olan fonksiyona D iizerinde siirekli fonksiyon denir (Coskun 2002).



Tanim 1.1.2

f: D = R fonksiyonu verilmis olsun. Eger her € > 0 i¢in en az bir § > 0 sayisi var ve
|x —y| < dolanher x,y € D icin |f(x) — f(¥)| < € esitsizligi saglaniyorsa

f fonksiyonuna D kiimesi lizerinde diizgiin siireklidir denir (Coskun 2002).

Teorem 1.1.1

Kapal1 ve siirl aralikta tanimli siirekli her fonksiyon diizgiin siireklidir.

Uyan 1.1.1

n € N olmak tiizere f,,: D — R fonksiyonlar1 verilmis olsun. Bu durumda (f;) fonksiyon

dizisinin f fonksiyonuna diizgilin yakinsamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

limp, e[l f (%) = FGOI = 0

olmasidir.

Tanim 1.1.3

R de tanimlanmis ve [a,b] araliginin tiim noktalarinda siirekli ayrica a’da soldan ve b’de
sagdan siirekli olan fonksiyonlar uzayma [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay: denir ve
kisaca Cla,b] seklinde gosterilir. Agikga C[a, b] bir dogrusal uzaydir (Hacisalihoglu ve
Haciyev 1995).

Tanim 1.1.4

f:R - Rve f, [a, b]’de siirekli olsun.
Cla, b] uzayinda norm;

I llctap) = asxsplf (0

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).



1.2 SONSUZ ARALIKTA TANIMLI SUREKLiI VE SINIRLI FONKSIYON
UZAYLARI

Tanim 1.2.1

p:R — [1, oo siirekli ve her x € R igin
lim p(x) =

|x|—>00

olsun. Bu durumda her x € R i¢in

If (| < Mep(x) (1.1)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayma B,(R)uzay: denir. p fonksiyonuna agirlik

fonksiyonu denir (Gadjiev 1976).
Tanim 1.2.2

Cp,(R) = {f € B,(R): f siirekli} seklinde tanimli agirlik uzayr R iizerinde bir dogrusal

uzaydir.
Tamm 1.2.3

B,(R) ve C,(R) agirlikli uzaylar igin norm;

_ sup |f(x)]
Ifll, = xer o) (1.2)

bi¢iminde tanimlanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995)
Tamm 1.2.4

p: R — [1, o] siirekli ve
lim p(x) =
|x|—>00

seklinde bir fonksiyon olmak iizere her f € C,(R) igin



f&) _
|x}—n>1wlsz) = Kf < (13)

kosulunu saglayan fonksiyonlar uzay1 C é‘(]R) ile gosterilir ve acik¢a bu uzay C,(R) uzayinin

bir alt uzayidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
1.3 DOGRUSAL POZIiTiF OPERATORLERIN GENEL OZELLIKLERIi
Tanim 1.3.1

X veY iki fonksiyon uzayi, L: X — Y bir doniisiim olsun. Her f € X igin,

L(f,x) = g(x) (1.4)

olacak sekilde bir g € Y bulunuyorsa L’ye operatordiir denir (Hacisalihoglu ve Haciyev
1995).

Ornek 1.3.1

Asagida verilen {i¢ 6rnek birer operatordiir.

i)D c C[0, oo[ olmak tizere L: D — C[0, o[ olsun. Her x € [0, o[ igin

2.k
L(f0) = e ) )
k=0

bir operatordiir. Bu operatoér Szasz-Mirakjan operatorii olarak adlandirilir (Szasz 1950).

i)L(f,x) = f F()dt

b

ii)L(f,x) = j f(Oe *dt

a

Burada ii) de verilen operatdr integral operatorii olarak adlandirilir.



Tanim 1.3.2

X,Y dogrusal uzaylar f;, f, € X ve a;, @, € R olsun.
L: X — Y operatorii i¢in,
L(ayfi + azfz,x) = a1 L(f1, x) + azL(f2, x)

esitligi saglaniyorsa L operatoriine dogrusaldur denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Uyan 1.3.1

L dogrusal bir operator olsun.
L(0,x) = L(f(t) — f(),x)

= L(f(®),x) = L(f (8),x)
=0

oldugundan L(0,x) = 0’dir (Coskun 1997).

Tanim 1.3.3

Xt ={f:f(x)=20,vx eR}LY" :={g:g(x) = 0,Vx € R}
iki fonksiyon uzay1 olsun. L: X — Yoperatori igin,

L(X*) c Y™* oluyorsa L’ye pozitif operatordiir denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Uyar1 1.3.2

L dogrusal pozitif operatorii negatif fonksiyonlar1 negatif fonksiyonlara doniistiirtir.
Soyle ki; f(x) < 0 olsun. Bu durumda her x € R i¢in —f(x) = 0 olur.

L pozitif oldugundan

L(—f,x) =0

dir. L dogrusal oldugundan



—L(f,x)=0

olur. O halde L(f, x) < 0’dir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Uyan 1.3.3

Dogrusal pozitif operatorler monotondurlar.

Her x € R i¢in f(x) < g(x) olsun. Bu durumda her x € R igin

fx)—gx) <0

olur. Boylece her x € R i¢in

fF-9x =<0
esitsizligi bulunur. Uyart 1.3.2°den L(f —g,x) <0 oldugundan L(f,x)—L(g,x) <
0 esitsizligi saglanir. Bu ise

L(f,x) < L(g,x)

olmasi demektir.
Ornek 1.3.2

[0, oo[ araligindan [0, o[ a tamimlhi gergel degerli her f fonksiyonu i¢in n € N ve x € [0, o[

olmak tlzere

[00]

109 = e (02 (=)

k=0

operatorleri acikca dogrusal ve pozitiftir. 1980 de tanimlanan bu operatér Bleimann, Butzer

ve Hahn operatorii olarak bilinir
Tamm 1.3.4

X ve Y normlu uzaylar ve L: X — Y dogrusal bir operator olsun. Her f € X igin

IL(F, 0y < Clifllx



esitsizligini saglayan bir C > 0 sayis1 varsa L operatoriine sinirli operator denir. Bu C

sabitlerinin en biiyiik alt sinirina L operatdriiniin normu denir.
L1l x-y = inf{C: IL(f, Iy < ClIfllx3 (1.5)

seklinde gosterilir.

Uyar 1.3.4

X ve Y normlu uzaylar ve L: X — Y dogrusal sinirli operator olsun. f € X olmak iizere

IIf1lx # 0 olsun. Bu durumda L’nin normu;

_osup LIy
IL x>y = g0 I1£1lx o

biciminde de tanimlanabilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Sonuc¢ 1.3.1

L: X = Y smurli dogrusal operatorii i¢in

llgllx = 1 olmak iizere,

ILllx-y = sup [IL(g,%)lly (1.7)
llgllx=1
esitligi gecerlidir.

Tanim 1.3.5

L: C, — B, dogrusal pozitif operatorii igin
ILlc, -5, = IL(o, DI,

dir.



Onerme 1.3.1

X ve Y normlu uzaylar ve L: X — Y tanimli, dogrusal pozitif bir operator olsun. Bu durumda;

IL(f, 01 < LA %) (1.8)

esitsizligi saglanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Kamt

L dogrusal pozitif bir operator olsun. Uyar1 1.3.3 geregi dogrusal pozitif operatérler monoton

oldugundan;

—Ifl < f<Ifl

esitsizligine L operatdrii uygulanirsa;
L(=Ifl,.x) < L(f,%) < L(If], %)
olur. L operatoriiniin dogrusalligindan,
—L(f1x) < L(f,x) < L(If],%)

olacaktir. Boylece |L(f,x)| < L(|f],x) bulunur.
Sonug 1.3.2

L: C, - B, dogrusal pozitif operatorii sinirlidir. Yani

IL(F, M < WLl -5, 11, (1.9)
esitsizligi saglanir. Gergekten;

_ sup ILGONp

olur. |If1l, # O olan her f € C, igin,

IL(f )l p

<



esitsizligi  gecerlidir. Bu ise |IL(f,0)ll, < ILCp, DIl IIf]l, esitsizliginin  saglanmas:

demektir. C := ||L(p, x)||, olarak alinirsa L operatdriiniin sinirl oldugu goriiliir.
Onerme 1.3.2

L: C, — B, dogrusal pozitif bir operatdr olsun. Bu durumda f € C, olmak iizere
IL(F, 0, < MIIfl,

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

LG, l, < M

olmasidir (Coskun 1997).

Kanit

(=):
L: C, — B, dogrusal pozitif bir operatdr ve f € C, olsun. Bu durumda L(f,x) € B, olup her
x € Ricin [L(f,x)| < Mp(x) esitsizligi saglanir. Ayrica p € C, oldugundan

|L(p,x)| < Mp(x) olur. L pozitif ve p = 1 oldugundan, L(p,x) = 0 olup her x € R igin

L(f,x) < Mp(x)

olur. Buradan % < M ve ;gﬂg L;Z’:;) < M olacagindan agik¢a

Lo, D), < M < o0

elde edilir. Yani L:C, - B, dogrusal pozitif operatorii ||L(f,x)|| < M||f||, esitligini

sagliyorsa bu durumda
ILCo, l, < M

olur.

10



(<)
Diger taraftan herhangi bir L operatérii i¢in
IL(p, ), < M

esitsizligi gegerli olsun. Bu durumda operatériin dogrusal pozitifligi ve monotonlugu

kullanilarak her f € C, i¢in
IL(f, 201 < L{f %)

(20

If]
=L (i?ﬁ%p(t),x)
= lIfll,L(p, x)

olacagindan her iki taraf p(x) e boliiniip supremumu alinirsa

sup |IL(fx)] sup L(p,x)
xek oy = Iflloxer

esitsizligi gecerli olup
ILGF, 0, < N fIHILGe, Dl

olur. Buradan

IL(F, 0, < MIIfl,

sonucuna ulasilir. Boylece kanit tamamlanmis olur.
1.4 C[a,b], C,(R) VE Ck(R) UZAYLARINDA KOROVKIN TiPLi TEOREMLER

Teorem 1.4.1 (Korovkin Teoremi)

m = 0,1,2 olmak tizere L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi igin
lim [|Ly (6™, ) = ™l = 0

seklindeki ti¢ kosul saglaniyorsa bu durumda [a, b] de siirekli ve a da soldan b de sagdan

11



stirekli tim R de sinirli her f fonksiyonu igin
lm L (f, %) = (O llcrap) = 0

esitligi gecerlidir (Korovkin 1960)
Kanit

f, R’de sinirli oldugundan her x € R igin
lfC)l <M
olacak sekilde en az bir M > 0 vardur.

f € Cla, b] oldugundan her € > 0 i¢in en az bir § > 0 vardir, 6yle ki x,t € [a, b] igin ve
|t — x| < 6 oldugunda |f(t) — f(x)| < € olur.

Hert € Rve x € [a, b] igin |t — x| < & oldugunda da |f(t) — f(x)| < € esitsizligi dogrudur.
Gergekten

x € [a,b] vet & [a,b]olsun. |t — x| < 6 oldugunda |f(t) — f(x)| < € esitsizligi
f fonksiyonu a da soldan b de sagdan siirekli oldugu igin yine dogrudur.

[t—x|?
62

Diger taraftan |t — x| > § oldugunda ise > 1 olup agike¢a

2M < 33|t —x|?
esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlikler ve liggen esitsizligi kullanilarak her € > 0 i¢in
2M
If(t) — fF(x)] s2M<F|t—x|2+s (1.10)
esitsizligi elde edilir. Ayrica
Lo (f, %) = fOlcrap) = ILn(f () = FGO) + f(x), %) = f (Ol ¢,
= IL,(f () = f (), ) +Ln (f (), %) = F (Ol cpap)

< L (f @ = G, Olcrapy + 1 COllerap1Ln (1, %) = lcpa,n)

12



esitsizligi gecerli oldugundan hipotezden (&,,) sifir dizisi olmak tizere

1L, (1, %) — 1llciap) < &n

olacaktir. Boylece

ILn(f, %) = fFOllciap) < €lLn(L,x) = Lllclap) + €+ Z(S_AZ/[ 1Ln (%, %) = %Il a1

—2al|L,(t,x) — x”C[a,b] + b2||Ln(1, x) — 1”C[a,b]

bulunur. Ayrica (1.10) esitsizliginden son esitsizligin her iki tarafinin limiti alinacak olursa;
lim L (f, %) = O llcrap) = 0

esitligi gosterilmis olur. Dolayisiyla her f € Cla, b] igin L, (f,x), f fonksiyonuna diizgiin

yakinsar.m

Korovkin Teoreminin gergel sayilar kiimesi iizerinde siirekli olan fonksiyonlar i¢in gegerli
olmadigin1 veren asagidaki teorem Haciyev tarafindan kanitlanmis olup Haciyev Teoremi

olarak bilinir.
Teorem 1.4.2 (Haciyev Teoremi)

C, dan B, uzaymna doniisiim yapan bir L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi; m = 0,1,2 olmak

uzere

lim ||L, (t™,x) —x™||, =0

n—00

seklindeki li¢ kosulu saglasin. Bu durumda en az bir f* € C, igin
7y_)_rl{)lolan(f*,X) —f@)ll, >0

esitsizligi gecerlidir (Gadjiev 1976).

Sonuc¢ 1.4.1

olmak tlizere
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lim Ly (6™, %) = ¥, = 0

seklindeki ii¢ kosul saglansin. Bu durumda her f € C¥ i¢in

lim [|Ly (f, ) = F@)l, = 0

esitligi saglanir. Dolayisiyla C, agirlikli uzayinda Korovkin Tipli bir teorem gegerli olmayip

CX alt uzayinda gegerlidir.

1.4 kesmin bundan sonraki kisminda Coskun (1998) calismasinda yer alan gdsterimler

kullanilacaktir.
Tanim 1.4.1

p1 # pz olmak iizere C, (R) den B,, (R) ye, asagidaki ozellikleri saglayan dogrusal pozitif
operatorler goz Oniinii alinacaktir.

i) C,, den B, ye tanimlanan L dogrusal pozitif operatorii,

IL(p1, I, <My

esitsizligini saglar.

ii) L: C, (R) - B,, (R) dogrusal pozitif operatdr olsun.

ILlle, -5, = IL(or, DI,

dir. Bu nedenle her f € Cp,igin,

IL(F, 0, < IILCow, 0l p, IS,

esitsizligi saglanir.

iit) n € Nigin A,: C,, - B,, ye dogrusal pozitif operatorler olsun. Her x € R i¢in
p1(x) < Mp, (x)

kosulunu saglayan M > 0 olsun. Eger,

Tllg?o”An(lex) - pl(x)”pz =0

14



ise ||An||cp1—> B,, NOrM dizisi diizgiin sinirlidir (Coskun 1998).

Uyarn 1.4.1

Yukaridaki 6zellikten p; (x) < Mp, (x) oldugundan, C,, < C,, < B,, dir (Coskun 1998).

Kanit
f € C,,olsun.
Ilf COll < Mp; (x) < MPZ (x) ise,
MI
< M'p, (x) oldugundan f € C,, dir.
Teorem 1.4.3

Asagidaki Ozellikleri saglayan gercel eksende monoton artan ve siirekli ¢, ve @,

fonksiyonlari, her x € R igin,

xliT p(x) = xliT @,(x) = o0 ve p; (x) < Mp, (x) (M > 0 keyfi bir sabit)

olmak iizere,

p1(x) _

a # 0 olsun.
p2(x)

pr(X) =14 @i(x), k=1,2 ve lim,_,o
Apn: €y, = B,, ye bir dogrusal pozitif operatdrler dizisi igin,

Lim||4, (1, %) — @1 ()ll,, =0,v=0,1,2 (1.11)
lic kosulu saglansmn. Bu durumda bir f* € C,, © B, vardir dyle ki

Limsupl|A, (f*, %) = f*COlp, # 0

dir (Coskun 1998).
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Kanit

@4 ve @, fonksiyonlar1 i¢in, (4,)nen,

p2(x) [ 93(x)
An(f,x):= {f(x) * 2p,(n) [pZ(x + 1)
f(x) ;x € [0,n]

bi¢iminde taniml1 operatdrler dizisi olsun.

fx+1D)-—fXx)];0<x<n

Genelligi bozmadan, ¢, (0) = 0 ve ¢,(0) = 0 iken @7 (x):= @,(x) — p,(0) ve ¢;(0) #0
oldugunda @, (0) = 0 olarak kabul edilsin.

Ik olarak, five f, € Cp,Ve a;, @, € Rolmak iizere ||x|| <nicin (A,) operatdr dizisinin

dogrusal ve pozitif oldugu gosterilecektir.

Ap(anfi + azfz,x) = (agf; + axfz)(x) + 2'0;2((92) (pfqgc(-jlc-)l) (aifi + axf)(x + 1)
—(a1fi + axf2)(x)]
= a1 f1(x) + axfo(x) + 2'0;2(22) (plz(p(ic(j-)l) a fi(x + 1)
i)
% afo(x+1) — a1 fi(x) — ayfo(x)
_ p2(0) [ oix)
= a1f1(x) + 20, |92Cx + 1) arfilx+1) — a1f1(x)l

p2() [ i)
2p,(n) |@Z(x + 1)

+ ayfo(x) arfo(x+1) — azf, (x)l

p2(x) [ @%(x)
2p,(n) |pf(x + 1)

= o [f1(x) + afilx +1) — a1f1(x)”

p2(x) [ @%(x)
2p,(n) [@f(x + 1)

f2(x) arfo(x+1) — azfz(x)”

+ a,

= alAn(flfx) + aZAn(fZ'x)
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esitligi  saglandigindan ve ayrica x & [0,n] i¢in A,(f,x) =f(x) oldugundan

(A,,) operatorleri dogrusaldir.
Simdi de (4,,) operator dizisinin pozitifligi gosterilecektir.

p2(0) [ i)

FO 2 o2 + D

fx+1) = fx)

ifadesinin pozitif olmasi i¢in

p2(x)
2p,(n)

flx) < f(x)

esitsizliginin bilinmesi yeterlidir. Bu ise p,(x) monoton artan oldugundan ||x|| < nigin

2‘:—((32)< 1 oldugundan agiktir. Boylece x € [0,n] i¢in f > 0 iken A,(f,x) > 0 oldugu
2

kolayca elde edilir. Diger durumda x €& [0,n] iken A,(f,x) = f(x) oldugundan (A4,)

pozitifligi agiktir. Dolayisiyla her x € R i¢in A, operatorlerinin C, uzayindan B,, uzayma

dontigiim yaptigi gosterilecektir. Bunun igin ilk olarak

1An(f, ) l,p, < NlAn (o1, N p, I 1l o,
esitsizliginin saglandig1 gosterilecektir. ¢; fonksiyonu monoton artan ve

@i (x)
O3 (x+1)

— 1 < 0 oldugundan,

p2() [ i)
2p,(n) |@Z(x + 1)

Ap(p1,x) = p1(x) + pr(x+1)— Pl(x)l

p2(x) [ @i(x)
2p,(n) |pf(x + 1)

=p,(x) + (1+<p%(x+1)—1—90%(x))l

= () + 2200 [910) + @i @@ + 1) —gi (e + 1) — 93 (Ii e+ 1)]
P1 2p,(n) | ©2(x+1)
= () + p2(x) [ 0i(x)  @ilx+1)

2p,(W) |@2(x + 1) @Z(x +1)

=p1(x) +

p2(0) [ pi(x) _1l
2p,(n) |@f (x + 1)
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_l pi(x0) _1l
et + 1)

< p1(x) < Mp,(x)
esitligi saglanir.
Béylece An(p1,x) < Mp,(x) olup A, (pq,x) € B,,dir.
Dolayisiyla A,: C,, = B,,doniistimiinii yapan dogrusal pozitif bir operatordiir.
Simdi bu operator dizisinin (1.11) esitligindeki,

i) lim||4,(1,x) —1]l,, =0

n—->0oo

i6) lim |14, (1, ) = 92 (0Ol = 0
ii0) Lim [| 4, (93, 2) = 9} (D), = 0

seklindeki ti¢ kosulun saglandigi gosterilecektir. x € [0, n] alnsin.

. @[ 2@ ]
D AR =145 _wf(/aﬂ)‘l_
p2 () |[ i) ]
SRl Fywes) | Premmy i
A0 -1 1 | gi) ‘< 1
p2(n) 2p,(n) |p#(x + 1) ~ 2p,(n)

4, (Lx)—1] 1

bh T - 20

olur. Boylece

0 < lim||A,(1,x) — 1]l ,,
n—oo

1
< lim
n-w 2p,(n)
=0

bulunur. Bu ise,

tim 14, (1, = 1, = 0
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olmasi1 demektir.

p2(x)

i (x)

p1(x+1) — <P1(x)l

ii) Ay (@1, x) = @q(x) + 20, |92 + D)
_p() | eix)
|An (@1, x)—@1(x)| = 202 |02 Ge+ D p1(x+1) —;(x)
|An (@1, X)— @1 (x)| _ ®1(x) ®1(x) _ 1‘
p2(x) 2p,(n) [@1(x + 1)

|45, (@1, x) =1 ()] — cu ®1(x) ®1(x) _ 1‘
[o,n] p2(x) lo,n] 2P2(n) |@1(x + 1)
esitliginden,

lp1 ()|

|An (@1, x) =1 ), < 20,(1)

esitligi elde edilir ve n — oo i¢in limit alinirsa,

0< Tlll'_z?;lo”An((PL x)—p1 ()|l

im |1 ()]
n-e0 2p,(n)

=0
bulunur. Bu ise
lim |4 (91,%) = 91 (Dl,, =0
olmas1 demektir.

p2(x)

o3 (x)

iii) Ap(@%,x) = 3(x) +

Sonug olarak;

p2(x)

2p,(n) |2 (x + 1)

i (x)

pi(x+1) — <p%(x)l

An(@f,x) — @%(x) =

oldugundan,

2p>(n) |97 (x + 1)

pi(x+1) - <p%(x)l =0
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Lim 14, (03, ) = 93 (Oll,, = 0
oldugu kolayca elde edilir. Dolayisiyla teoremin biitiin sartlar1 saglanir.

Simdi g(x),[—1,1] araliginda tanimlanan

(x)__{2(1+x);—1SxS0
X =1 20-x)0<x <1

bigiminde verilen bir g fonksiyonu igin g(x), periyodu 2 olan R iizerinde bir h(x)

fonksiyonuna genisletilsin. Eger f*, her x € R i¢in
fr():= 9i(x). h(x)
bi¢iminde tanimlanirsa, x € [0,n] ve n € N igin,

p2(x) [ @i(x)
2p,(n) [@f(x + 1)

An(fx) = f1(x) + f*(X+1)—f*(x)]

p2(0) [ i)

=0+ 9 5 [t s G+ DRG D) — 92 WA ]
0+ 29 e+ 1) — (o]
2p, () !

p2(x)
2p,(n)

A (ff0) = f1(x) = i([h(x+1) —h(0)]

esitligi elde edilir. Her x € [0,n] ve n € N igin,

() = £ o3 ()

2
pi(n

su > h(in+1) —h(n

x€[0€1] p2(x) sz(n)l ( ) )

_9im) i)
2p,(n)" 1+ @Z(n)

. . %(n)
14n(f20) = Gl 2 525
lim 14,70 — £ GOl = tim 220
nove 1 = ate 2p, (1)
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2
=0 ve lim qu—;(n) =a # 0 oldugundan

lim —_—
n=>% 14+ 92(n) n-ooo 1+@2(n)

. * _ F* : 1+(P%(TL)
hmn—»oo Sup”An(f ,X) f (x)”pz 2 rlll—‘(rolo 1+(p%(n)

Boylece kanit tamamlanir.m

= a # 0 olur.

Bu teorem, C,, den B,, ye tanimlanan dogrusal pozitif operator sinifi i¢in Korovkin

teoreminin gegerli olmadigini gosterir. Bu genel durum, €, den C,,, ye tanimlanan dogrusal

pozitif operator sinifi iginde gegerlidir (Coskun 1998).

Teorem 1.4.4

dizisi i¢in
F® =25m® GER)
1+x
olmak iizere
lim[|A,(F.x) = F@)|| =0 ,j=012
seklinde ii¢ kosulun saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,
Lim |4, (f, ) = FGOll,, = 0

dir (Coskun 2003).

Kanit

(<):

’ < 1 dir. Bu nedenle

x2 =

. P X
j=012vex € Rigin .

|7 ()| < pr(x)

dir. Bu ise Fj(x) € C,, anlamma gelir. Her f € C,_ igin

21
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limp o lAn(f, %) — fFOIl,p, = 0
esitligi saglandiginda C,, in elemani olan Fj(x) ler iginde
limpalln (%) = FGO, =0
saglanir.
(=):
Tersinej = 0,1, 2 igin
limpalln (%) = FGO|, =0
olsun. Bu durumda her f € C,, igin
limpo0llAn (f, %) — F GO, = 0
oldugu gosterilmelidir. ||An”Cp1—>Bp2 operatdr normlart dizinin diizgiin sinirlt ve herhangi bir
|x| < s, olan keyfi bir s i¢in,
limye0llAn (f, %) = FCOIl = 0

p1(x)
p2(x)

oldugu gosterilmelidir. lim,_, 4 =0veM > 0igin

p1(x)
P2

<
(X)_M

lp1 G, = sup
x€ER
oldugundan Tanim 1.4.1 deki ii) esitsizligi kullanilarak

1Anllc, -5, = 14z (01, 0,

+M

< [an (o)~ o], + e (o)~ o]
= 14, (Fo, ) = Fy(Ollp, + 1A (Fz ) = B(@ll,, + M

(1.12) esitligi kullanilarak, bir ny € N vardir 6yle ki her n = n; igin

lAnllc,,~s5,, <2+M

esitsizligi saglanir.
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Eger,

K:= max{IIAlllcpl_,sz, oo || Ang — 1| 2+ M}

Cp17Bp,
olarak gosterilirse her n € N igin

lAullc, -5, < K

olur. Bu ise (IIA,qLIICpl_ﬂ;pz)nEN dizisinin diizgiin sinirli oldugu anlamina gelmektedir. Sonra,
keyfi bir s, icin, [x| < so ve her f € C,,igin,

limp o llAn (f, ) = GO = 0

oldugu gosterilecektir. A,, dogrusal pozitif bir operatdr oldugundan her bir n € N i¢in,

14n(f, %) = fO] < An(IF () = FCOLx) + |F (O An(L, %) — 1]

dir. Simdi,

Sp():=An(If () = O], x) ve Sy (x):= [f(0)[|An(1,x) — 1] (1.13)
olsun. F; nin tanim geregi,

A ((t = ) Fo (1), %) < |An(Fp, x) — Fal + 2|x||An (Fy, x) — Fy| + x?|An (Fo, x) — F

(1.12) varsayimi kullanilarak ve (&,) ey bir sifir dizisi olmak {izere,

Lim |4, (F;, x) = FEGO|| < €np2(x) (1.14)
yazilabilir. Yani,

An((t = x)?Fo(), %) < €rp2 () (1 + 2|x| + x?) < £,p5(x)2(1 + x?)

dir. Bu ise

rlli_?;,A"((t — x)2F,(t),x) =0 (1.15)
anlamina gelir. f,R de siirekli oldugundan her € > 0 igin bir § > 0 vardir dyle ki,

|t — x| < & olan her |x| < s igin [f(t) — f(x)| < € olur. Eger |t — x| > § ise
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|f () = fOO] < 4Mppy (x)Fo(t) l (1 + x5 + [t - xlzl

1
= 4M; py (O)Fo (D)1t — x| [HEE 4 1]
elde edilir. Her t e Rve x € R, |x| < s, igin

1+ |x|?

K, :=4Msp,(x) [ + 1]

ile gosterilirse

If(®) = fOO] < &+ K,, () (¢ = x)*Fo () (1.16)
elde edilir. Oncelikle S;, (x) incelensin. (1.16) esitsizligi kullanilarak,
Sp(x):=An(If(®) — FCOL,x) < eAn(1, %) + Kp, () AR ((t — x)?F, (), %)

bulunur. Diger taraftan, asagidaki esitsizlik vardir.

0 < limsupS; () < lim (24n(1,2) + Ky, ()4, (¢ — )?Fo(8),2)).

Tanim geregi, p; (x) = 1 ve dogrusal pozitif operatoriin monotonlugundan

An(1,x) < Ap(ps, %)

yazilabilir. Ayrica bir My > 0 icin ||A, (o1, x)||,, < M, ve A,(py,x) € C,,0ldugundan
Ap(p1,x) < My py(x)

dir. Dolayisiyla (1.15) esitligi kullanilarak ve her |x| < s, igin,

0< rlli_mosups,’l (x) < eM,p,(x)

olur. € > 0 keyfi verildiginden,

limS,(x) =0

n-c0

dir. Son olarak, Sy, (x) incelenebilir. f, siirekli ve |x| < s, Kapali araliginda sinirhdir.

Sp (0):= |f ()14 (1,x) — 1]
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oldugundan,
lim|A4,(1,x) —1] =0
oldugunu gostermek yeterlidir.
la + b| = |a| — |b| 6zelligi kullanilarak,
|An(Fo, x) = Fo(0)| = |4 (Fo(t) — Fo(x) + Fo(x),x) — Fo (x)]
= [Fo() 14 (1, %) — 1] — [An(Fo(t) — Fo(x), %)
(1.15) esitliginden dolay1
|FoCOllAn(L, %) = 1] < |45 (Fo, x) = Fo(x)| + A (Fo(t) — Fo(x), x)|
< &2 (x) + A (IFo (6) — Fo(x0)], x)
Fo(x) € C,, oldugundan F, da (1.16) esitsizligini saglar. Yani,
If (&) = fFOO] < &+ K, () (t — x)*Fo ()
Bu esitsizlige A,, operator dizisi uygulanirsa
|FoCOIlAn(L,x) = 1] < npy(x) + €40 (1, %) + Ky, (AR ((t — )2 Fo(8), %)
elde edilir.
Dolayistyla |x| < s, igin,

|Fo()|lim|A,(1,x) —1] =0
n—-o0o

dir. Buise |Fy(x)| # 0 oldugundan |x| < s, i¢in
751’_{7;L0|An(1,x) —-1/=0

oldugu anlamina gelir.|x| < s, i¢in

limS; (x) =0

n-c0

dir. Burada (1.13) esitlikleri kullanilarak, |x| < s, ,

lim|A,(f,x) — f(x)| < limS;,(x) + limS; (x) =0
n—00 n—>0oo n—-o0o
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olacaktir. Bu ise kanit1 tamamlar.
Teorem 1.4.5

x(x) = 1+ x? olmak iizere L, : C, = B, v = 0,1,2 igin,

lim||L,(t",x) — x"|l,, = 0
n—oo

kosulunu saglayan dogrusal pozitif bir operator olsun. lim,_, 2 lgi =0 ve (,, uzaymdan
2
B,,Ye,
pa(x ) <X( )
An(f,x): = (0, x
"= e

biciminde tanimli 4,, operatdr dizisi dogrusal pozitif bir operator dizisidir ve

F(x) )pl(x) ] 0,1,2.
fonksiyonlart i¢in,
tim Ao ()~ F| =

esitligi gecerlidir (Coskun 2003).
Kanit

Her bir n € N i¢in 4,, dogrusal ve pozitiftir. Gergekten,

f,9 € C,, ve a,b € R olmak tizere,

(e + 9,0 =251, (XD (of +bg) (011
_ p2(x) x(t) x(t)
“ 20 (“m(t)f O+ t)g(”"‘>

L,, dogrusal oldugundan,
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Pz( )
|

2 20
( © )”L”(p()g“) )l
Pz(x) x(®) p2(x) x(t)
l ©) ( OIS )l lx(x) L"(m(t)g“)"‘)l

= aAn(f» x) + bAn(g’x)

oldugundan A,, operatdr dizisi dogrusaldir.

pz(x) x(6)

p2(x) =1, x(t) =1+ t% >0 ve L, operatorii pozitif oldugundan A,, operatdriiniin pozitif
oldugu agikga goriiliir.

Kabulde L,,, C, den B, e giden dogrusal pozitif bir operatér oldugundan bir K > 0 vardir

Oyle ki,
1L, G0l < K

dir. Ayrica hipotezden sup,er 2 1?; < M olacak sekilde M >0 vardir. Ote yandan L,

dogrusal pozitif operator dizisi monoton artandir. Agikca (4,) dogrusal pozitif operator dizisi

C,, den B, ye doniigiim yapar. Bunun i¢in,

1An(f, )l p, < 1An (o1, )l p, 11 f I,

esitsizligi gosterilmelidir. (1.12) esitligi kullanilarak her bir n € N i¢in C,  den B, ye tamml
A,, pozitif dogrusal operatdr dizisinin normu Teorem 1.4.3 de ¢, yerine x? fonksiyonu

almirsa,

|An(p1'x)|
14, (o1, 5, = sup———<—
n(p1,%) Pz xE]]Z{Z Pz(x)

=IL,Ce.Oll, <K

esitligini saglar. F; € C,, oldugundan,

An(F}' (), x) =

P, (%) 1+t> ¢ ©
T+x2 "\ o) 1+ 2P %
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_ p2(x) Ln(tj,x)

T 1+x2

A (F,x) = FG0) = 22 Ly (¢, x) = ]

dir ve

21, (¢, x) - )

4 (5 x) = @l = sup p2(x)

Ly (th x)-xJ
_ sup l(®/2)1
x€ER x()

= llLael,x) -],
oldugundan,

40(Ex) - B, = lla(eh ) = ]l
esitligi elde edilir.

lim,, o0 || Ln (7, x) — xj||X =0

oldugundan,

tim |4, (. x) - E G| =0

olur. Bu ise kanit1 tamamlar.
1.5 SUREKLILIK MODULU YARDIMIYLA YAKLASIM HIZININ HESABI

Bu bdliimde operatorlerin yaklagim hizin1 hesaplamak icin kullanilan yontemlerden biri olan

stireklilik modiilii ve agirlikli siireklilik modiiliintin 6zellikleri verilecektir.

L, (f,x) keyfi bir dogrusal pozitif operatorler dizisi olmak tizere |[L,,(f) — f|| = 0 (n = o0)
olmast L,(f,x) in f(x) e diizgiin olarak yakinsadigini gosterir. Yaklasma hiz1 a, — 0,
(n - ) olmak tzere, ||L,(f,x) — f(x)|| < c.a, olacak sekilde a, lerin belirlenmesiyle
hesaplanir. a, ler L, operatorii ve f fonksiyonuna bagli olarak degisirler. Yaklagma hizi
problemi olarak adlandirilan bu hesaplama sonlu aralikta genel olarak w(f,d) seklinde

gosterilen Siireklilik Modiilii yardimiyla yapilir.
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Tanim 1.5.1

f € Cla,b]olsun. vV § > 0 i¢in

W(F18) = e IF (D) - F

|t—x|<8

ile tanimlanan w(f, §) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.
Lemma 1.5.1

f € Cla, b] olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler gegerlidir.
) w(f,8) =0

i0)8, < 8, icin w(f,8,) < w(f,8,)

iii)Her m € Nigin w(f,md) < mw(f,6)

iv)Her 2 € R* icin w(f,A6) < (1+ 1) w(f,5)

)5 w(f,8) =0

vi) [f(O) = f) = o(f, |t —x])

|t —

x|
5

viD|f() - f(O)l <= A+ ) w(f,8)

C,ﬁ‘ (R) uzaymnda tamimli fonksiyonlar i¢in yaklasim hizi hesabinda kullanilan stireklilik

moduli ve temel Ozellikleri verilecektir:
Tanim 1.5.2

Her f € C},‘(R) icin

) FGc+h) — Fl
D0.8)= _Sup AT+ (117

seklinde tanimli ifadeye f fonksiyonunun agirlikli stireklilik modiilii denir.
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N(f,8) nin baz1 temel ozellikleri literatiirde birgok kaynakta bulunabileceginden Lemma

1.5.2 de kanitina deginilmeden verilmistir.
Lemma 1.5.2

f € CX(R) olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler gegerlidir.

i) 6 = 0 olmakiizere 2(f,); & nin monoton artan bir fonksiyonudur.
i) Her f € CX(R) i¢in lims_o 2(f,8) = 0 olur.

iii) A nin her pozitif degeri i¢in

Q(f,26) <41+ )+ 62)0(f,6)

esitsizligi gecerlidir.

iv) Her f € CX(R) ve x,t € [0, igin

If () — f)] <41+ 69)Q(f,6)A +x*)(1 + (t —x)?) (1 i i ; xI) dir.

30



BOLUM 2

DOGRUSAL POZITiF OPERATORLERIN BiR AILESI iLE C[0, 4]
UZAYINDA YAKLASIM

2.1 KLASIK GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATORLERI ILE YAKLASIM

Gadjiev and lbragimov (1970) tarafindan literatiire kazandirilan (klasik) Gadjiev-ibragimov

operatoriiniin C[0, A] uzayinda yaklasim 6zellikleri incelenecektir.
Tanmm 2.1.1

A >0 olmak iizere (¢,(t)) ve (¥,(t)); C[0,A] uzayinda iki fonksiyon dizisi, (a,) ise
pozitif sayilar dizisi olsun. Bu diziler i¢in ¢,(0) = 0,4, (0) # 0, t € [0,A],n € N olmak

uzere,

limy, 0 2 = 1 Ve limyy o, m =0

kosullar1 saglansin. Ayrica

x,t € [0,A] ve u € R olmak iizere (Kn(x, t, u)) ti¢ degiskenli fonksiyonlar dizisi igin

asagidaki dort kosul saglansin.

1°) Bu dizinin her bir terimi x ve t nin [0, 4] araligindaki her belirli degerine karsilik u ya

gore tam analitik fonksiyondur.
2") Her x € [0,A4] ven € N icin K,,(x,0,0) = 1 dir.

3") Her x € [0,A] vev,n € N ve bir u; € R igin

{(—m [

aV
E K, (x,t, u)]u=u1] > 0 esitsizligi saglanir.
t=0
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oy 0V gv-1
4‘ ) ouv Kn(x; t; u) u=u, = —nx [_auV—l Kn+m (x, t, u)]u=u1
t=0 t=0

esitligini saglayan (n + m) € N, olacak sekilde bir m € Z vardur.

Bu tanim yardimiyla asagidaki operatorler dizisi tanimlanabilir.

Tanim 2.1.2

Yukaridaki kosullar1 saglayan (Kn(x, t, u)) iic degiskenli fonksiyonlar dizisi yardimiyla

L, (f, x) operatorler dizisi

co

v=0

seklinde tamimlanir. Bu operatdre Gadjiev-Ibragimov operatdrii adi verilir (Gadjiev and

Ibragimov 1970).
Bu operatérler dizisine 47) 6zelliginin v — defa uygulanmasiyla

v nn+m)..(n+@w-1m) v,
Lo(f,x) = Z f (n2¢n(0)> Il Kn+vm(x' 0, Olnl/Jn(O))(Olnl/Jn(O)) X

v=0

esitligi elde edilir.

Uyan 2.1.1

K,(x,t,u) = [1 —

i¢in u; = any, (0) alinarak
- v n n-v v
L) = ) f () (5) [ = % (O (et (0) (22)

v=0
operatorii elde edilir.

an Ve Y, (0) igin baz1 6zel secimlerle bilinen bazi1 operatorler elde edilir.
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i) Eger (2.2) esitliginde a,, = n ve ¥, (0) = % secilirse operator

n—-v 1 v

Ln(f,x)=§:f % v*(7) [1—xn%] (_xng)
v=0

ns—

seklinde olacaktir. Boylece Bernstein polinomlari olarak bilinen agsagidaki operatorii bulunur.
n
_ K n _ LIn—v.v
L0 = ) () () -
v=0

ii) lim,_ b, = covelim,_, %" = 0 olmak lizere (2.2) esitliginde
a, =nvey,(0) = % olarak segilirse

v

(£ =) f{— | D=0 (-2 (p— = D) |1 -0 ] [—n—x]

2
v=0 n
nb,

YO [-T

bulunur. Boylece Bernstein- Cholodowsky polinomlar1 olarak bilinen operatdre ulasilir.

Uyar 2.1.2

K,(x,t,u) = e "W+t m =0
olmak tzere

a, ve P, (0) icin u; = n?y,(0) alinarak

> (nx)”

Ln(f, %) = e @09 Zf( CERON

1, (0)
operatorii elde edilir. p € R olmak tizere a, =n+p ve ¥,(0) = % olarak segilirse

Szasz operatorleri olarak bilinen
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L,(f,x) = e‘x("“’)Zf —(n +!p)v

operatorii elde edilir.
Teorem 2.1.1

[0, o[ yar1 ekseninde tanimli
If (Ol < Me(1 + x?)

esitsizligini saglayan ve f € C[0, A] olan her f fonksiyonu igin L, (f, x);

bnlfo) = Zf(nzllin(o)) {[6 vKnt, u)] —anll)n(f)}w

t=0

seklinde tanimlansin. Bu durumda her f € C[0, 4] igin
rlli_{‘{}o”Ln(f» x) — f(x)”C[O,A] =0

esitligi gecerlidir (Gadjiev and Ibragimov 1970).
Kanit

Acikg¢a Korovkin Teoreminin kosullarinin saglandigini géstermek yeterlidir.

K, (x,t,u) tam analitik fonksiyon oldugundan Taylor serisi seklinde yazilabilir. (u — u;)

farkinin kuvvetlerine gore Taylor serisine agilir ve u = ¢,,(t), u; = a,P, (t) olarak alinirsa;

V!

N o n — UnPn Y
Kn(x,t, 00 () = Z{[WKn(x, t, u)]u1=an¢n(t)}(q) (©) — anPn (D))
v=0

esitligi elde edilir. Bu esitlikte t =0 almrsa 2°) Ozelligi ile lim, oo 2 —= =1 ve

lim,,_, m = 0 esitlikleri dikkate alinarak L,,(1,x) = 1 elde edilir.

Diger taraftan 47) zelliginden
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X

Ln(6,) = ,f"i [ K (2,0, .8, )|
v=0

(_an¢n(0))v _ &
V! T on

olup limn_,oo%z 1 esitligi kullanilarak 3°) ozelligi yardmmiyla; lim,,_eL, (¢, x) = x

bulunur. Bu operatore iki defa 4°) dzelligi uygulanirsa;

Xa\2 1 +m [ 9V 2 —a, P, (0) v xa, 1
Ln(tzrx) = ( n ) n z [auv_z Kn+2m(x; 0: anl/)n(o)) ( (V _ 2)|) n nzl/)n(O)
V=2

XenN?n+m  xa, 1
- (et
n n n?y,(0)

n

esitligi elde edilecektir. Bu ise lim,,_, o, % = 1 olmasi nedeniyle

lim,,_, oLy, (£2,x) = x2

oldugunu gosterir. Dolayisiyla Korovkin teoreminin kosullar1 gegerli oldugundan her

f € C[0,4] igin
Tlli_r)rololan(f, x) — f(®)lco,a1 = 0

esitligi gosterilmis olur.

2.2 GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATORLERININ BiR GENELLESTIRMESI iLE
C[0,4A] UZAYINDA YAKLASIM

Bu kesimde Dogru (1997a) tarafindan galisilan C[0, A] dan olan fonksiyonlara Gadjiev-

Ibragimov operatdrlerinin bir genellestirmesi ile yaklasim 6zellikleri ¢alisilacaktir.

f [0, 00 da taniml1, [0, A]da siirekli ve M , f ye bagli pozitif bir sabit olmak {izere

Vx € [0, o[ igin,

If (O] < Mp(1 + x?) (2.3)

esitligini saglayan fonksiyonlarin uzay: C( [0, A]; x2) olsun.
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Daha sonra L, (f, x) ile gosterilen dogrusal pozitif operatorlerin f € C[0,A] fonksiyonlarina
yaklagim hizinin hesabi i¢in siireklilik modiilii kullanilacaktir. Gosterim olarak yazarin

kullandig1 notasyonlar tercih edilmistir.

Tanim 2.2.1

A, A pozitif gergel say1, Vt € [0, 4] igin ¢;(0) = 0 ve Y, (t) > 0 olan ((p;l(t)) ve (lp,l(t)),
C[0, A]da fonksiyonlar dizisi olsun.

Ayrica (ay),
. .oy . 1
fimay = oo, lm—"=1ve lm @ °

kosullarini saglayan pozitif sayilar dizisi olsun.

(Kp(x,t,w)) dizisi ise x,t € [0,A],—0 < u < 0,1 >0 olmak iizere asagidaki kosullari

saglayan ti¢ degiskenli fonksiyonlar dizisi olsun.

1°) Bu dizinin her eleman1 x Ve t nin [0, A] araligindaki her belirli degerine karsilik u ya gore

tam analitik fonksiyondur.

2") Her x € [0,A] ve A > 0 i¢in K;(x, 0,0) = 1 dir.

3°)Herx € [0,4],4 > 0,v = 0,1,2, ...icin {(—1)”%19(9@ t, u)|u=u1} > 0 dir.
t=0

v

oy 0
4 )EKA('X' t,u)

v

v—-1
wmy = =A% [3m Ky (2, 6,10) |, esitlii gegerlidir.
t=0 t=0

h(A)

(Herx € [0,A],A € RT,v=10,1,2,...) hQ1), /%im — = 1 kosulunu saglayan negatif

olmayan bir fonksiyondur.

f € C([0,A]; x?) olmak iizere dogrusal operatorler dizisi asagidaki gibi tanimlanabilir.

} (—CIA%(O))V
u=a; P (¢) V!
t=0

- v av
Li(f,x) = Zof ( 5.) {auv Ky, £, ) 2.4)

(Dogru 1997a).
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Uyan 2.2.1

A=nveh(A))=m+n(m+n=0,1,2,..) alinirsa (2.4) esitliginde tanimlanan operator,

Gadjiev and Ibragimov ( 1970) de tanimlanan operatorlere indirgenir.

N\ [e (~atpn(©)’
bnlf:) = Z o) {WK”(’C' : ”>|u=%nm}T @
(Dogru 1997a).
Uyan 2.2.2

(2.5) esitliginde yapilan gibi (2.4) operatérinde A = n alinarak asagidaki operatorler elde

edilir.
Ibragimov-Gadjiev operatoriiniin, Berstein, Berstein-Chlodowsky, Szasz-Mirakyan ve V. A.

Baskakov operatorleri gibi iyi bilinen dogrusal pozitif operatorleri icerdigi bilinmektedir.

n
) K,(x,t,u) = [1 — % ,ay =1, Y, (0) = % secilirse Berstein operatorii elde edilir.

n
i) K,(x,t,u) = [1 — ﬁ] ,ay =n, P, (0) = — (limn_,Oo b, = o, limn_,oo%" = 0)

1+t nby

secilirse Berstein-Chlodowsky operatorii elde edilir.

iii) K,(x, t,u) = e "+ g —n 1, (0) = % se¢ilirse Szasz-Mirakyan operatorleri elde

edilir.

vi) K, (x,t,u) = K, (t + ux), a, =n,P,(0) = % segilirse Baskakov operatorii elde edilir

(Dogru 1997a)

Kanit

n
i) K, (x, t,u) = [1 — =] aw=n, P.(0)== ve h(n) = (n— 1) alnirsa

(2.4) operatorii Berstein operatoriine dontisiir.
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Gergekten,
ux n-—1
_1+J

K!(x,t,u) = (—1)n (1 fr t) 1

n-2

K/ (xt,w) = (=D*n(n — 1) (1L+t)2 [1 - 17:’_‘ t]

KM tw) = (-1)"nn—1)..(n— v — 1)) (ﬁ)” 1- n-v

n-v

= (-1)’nn-1)..n—v+1) (L)” [1 _ux

1+t 1+t

olur. Boylece t = 0 ve u = a,y,,(0) i¢in

KY (x, t,w) = (-D"n(n—1) .. (n—v + Dx"[1 — a,h, (0)x "

u=ann(0)
t=0

olur. Dolasiyla x € [0,1] olmak tizere

n

Bu(r 0= Y £() (1) xa -k

k=0

elde edilir. Soyle ki

YA 1)@

L) =) f K (x 0n-

v=0 nz% v!

= Z f (%) (-D'n(n—-1)..(n—v+1)x¥ [1 B n%x ]n—v (_V];)v
v=0

St
v=0

=20 of (3) (Dx" (1 —x)m
bulunur. O halde Berstein operatorii elde edilmis olur.

. 1 . . b
i) a, =n, Y,(0) = . Ve lim,_ b, = o, llmn_mf = 0 olarak
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ey - ux n .
secilirse yine K, (x,t,u) = [1 - m] olmak {izere,
n b n-—-v v
— Vo) (M (1 - X X
=300

Berstein-Chlodowsky operatorii elde edilir. Gergekten a,, = n, ¥, (0) = % aliirsa,

n-v

K,EV)(x, ttu=CFD"n(n—-1)..(n—v+1) (%H)v [1 _ 1uj_ct]

olacagindan t = 0 ve u = a,,,,(0) igin

K G660 |y ) = (DM = 1) (= v + DV [1 — a3, (0)x "

t=0
r 1 n-v
=(D'n(n—-1..(n—v+1Dx"|[1—- n—x]
I nb,
r 1 n-v
=(-D'n(n—-1)..(n—v+1DxV|1-— b_x]

olacaktir. Boylece

- v 1
La(f0) = Y | — | (x.0n—
v=0 n

2
n
nb,

= i f Ll (-D’'n(n—-1)..(n—v + x" [1 _ bi]n—v (_vll)v
v=0 na n :

_ Zf (vrlzn> nn—1) V('n —v+1) [1 ~ :_n]n—v

- Im (Z 062" 6))

esitligi gegerli oldugundan Berstein- Cholodowsky polinomu elde edilmis olur.

iii) K,(x, t,u) = e ") o —=n 1. (0) = %segilirse Szasz operatorleri elde edilir.
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Gergekten,
K, (x,t,u) = (—1)(nx) e —n(t+ux)

K} (x,t,u) = (=1)%(nx)%e nt+uo)

K (x,t,1) = (1) (nx)?e~nt+ux)

olur.t =0 veu = a,¥,(0) igin

" Gt ) |u=an¢n(o) = (=1)"(nx)"e ™@n¥n(00)
t=0

olur. Boylece

(0]

L) =) f

1
2
- nz=
v=0 n

K,(lv) (x, 0,n %) ﬁ

(o]

> f (3) o auyve ) GOl

v!

(nx)" _
=Zf(%):l/_)f e X

(nx)¥

= e S f (3) 5

esitsizliginden Szasz operatdrleri elde edilir.

vi) K,,(z) tam analitik fonksiyon ve K, (x,t,u) = K,(t + ux) , a, = n, ¥, (0) = %
alindiginda Baskakov operatérii elde edilir.

K, (x,t,u) = K, (t + ux) alinirsa,

Kn(x, t,u) = xKp(t + ux)

K} (x,t,u) = x2K;)! (t + ux)
K‘r(lV) (x,t,u) = xVK,(lv)(t + ux)
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olur. Boylece t=0 ve u = a,¥,,(0) igin

K (60| oy = XK (@thn (0)2)
t=0

olur. (2.5) esitliginde tanimlanan operator

= _p1
La(f, %) = Z)f nz_l XK (n%x)#
V= n
S e
v=0

olup K,EV) (x) = ¢,§”) (x) olarak alinirsa,

co

= Zof ) weP e "L

Baskakov operatorii elde edilir.
Lemma2.2.1

(2.4) esitligi ile taniml1 dogrusal pozitif operatorler asagidaki li¢ 6zellige sahiptir:

D) L(1,x) =1 (2.6)

i) L,(t,x) = %x (2.7)
2

2 ) = (%) A 2 a1

iii) Ly(t*,x) = (/1) Xt Azw(o)x (2.8)

(Dogru 1997h).

Kanit

i) Kj(x,t,u) bir analitik fonksiyon oldugundan (u — u,) in kuvvetlerine gore Taylor serisine

acilabilir. u = @, (t), u; = ay,(t) oldugu kabul edilirse ¢;(0) = 0 oldugundan
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(¢2 (t)—aﬂ/)/l(t))v

u=a;P,(t) V!

Ki(x,t,2(1)) = Z

Taylor serisi elde edilir. Bu esitlikte t= 0 alinirsa

[o2] av B O v
K (x,0,0) = Z FY Ky (x,0, 23, (0)) M -
v=0

olacaktir.

(_a/ll/))t(t))v

(o] av
Ly(1,%) = Z o ACTAN
v=0

u=ayP,(t) v!
t=0
h z /11/&( ))
= K;(x,0,0)
=1

bulunur.
ii) Oncelikle L, (t, x) in esitligini hesaplamak i¢in ihtiya¢ duyulan Kjz)(x, 0,0) bulunacaktir.

Her 1 € Rigin (Kl(x, t, u)) dizisi, her x,t € [0,A] ve —o0 < u < o igin u degiskenine gore
tam analitik oldugundan (Kh(,l)(x, t, u)) dizisi de her x,t € [0,4] ve —o0 < u < ® igin
u degiskenine gore tamdir. Dolayisiyla keyfi bir u = u; noktasinda Taylor serisine agilabilir.

Bu seri;

v

S (9
Knoy(x, t,u) = Z {6 = Kny(x, t,u)

v=0

} (u—uy)
u=uq V!

seklindedir. Bu ag¢iliminda u = ¢, (t) ve u; = a,,(t) oldugu kabul edilirse;

} () — a;ﬂ/&(t))v
u=a;P (¢) v!

Knay(xt,0,(0) = z {WKh(A) (x,t,u)
v=0

esitligi elde edilir. Bu esitlikte t = 0 alinirsa ¢;(0) = 0 oldugundan,
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v

WKh()D (x' t, u) u=a P, (t)

t=0

} (a2 ()"

V!

Kn(x,0,0) = z

v=0

esitligi bulunur. Tanim 2.2.1 deki 2°) 6zelliginden Kj,)(x, 0,0) = 1 dir. Dolayistyla

1= Z EI Kh(l)(x, t,u)

v=0

u=a;11p1(t)
t=0

V!

} (—aya(0)

esitligi yazilabilir.

v

- v 0
L/l(t, X) = VZOW{WKA(X, t, U)

u=ay,(t)
t=0

v!

} (—axa(0))"

I (—azllfz(o))v_l

u=a,P;(t) (v-=-1)!
v=1 t=0
o) v—1
o a” (—azp2(0))
= ‘ﬁZH") {WKW) (x,t,u) u=aa¢a(t)} v—1)!
v=1 t=0

esitligi elde edilir. Burada (v — 1) yerine v alinirsa son esitlik,

} (—aapa(0))"

a;x (v
L;L(t, x) = Tz Kh(,l)(x, t, u) ol
v=0 |

ouv

u=a;P,(t)
t=0

a)x
=— K (x,0,0)

olur.

iii) Benzer sekilde,

(o]

La(t%,2) = Z (AZI/JZ(O))Z {aauvv 6w

v=0

u=a11/)1(t)
t=0

v!

} (—apa(0))”

olup Tamim 2.2.1 deki 4°) ézelligi kullamlirsa,
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v—-1

- voo\? —ayp(0))"
L,l(tz,x)=;(w) (~2){ 5~ Ky (. £,0) Can©@)

u=a;,(t) vl
t=0

(—aas (0))v_1

u=a; P, (t) (v-1!
t=0

- Z CrRCahO)y) o7 Knay (x, t,u)

v=1 (/121/)/1(0))2 Juv~t

[00]

_mx v oVt
A Li7m9;(0) | v
V=

(—aaz (0))V_1

u=az(t) (v—-1!
t=0

Koy (x, t,u)

elde edilir. Bu esitlikte v yerine v — 1 4 1 yazilirsa,

o v—1
alxz v—1+1]| 91 (—a2(0))

K x, t,u
] 2P, (0) [ouv—t o ) u=ay () (v—1)!
B t=0

(—aaz (0))v_1

u=az,(t) (v—-1)!
t=0

_mx S v—1 | avt
2 L7 (0) | qur
=

Koy (x, t,u)

Lo 1 vt Koo (. 0)
2 =1t LU
A v=1/1 1,(0) | du

(—aa; (0))v_1

u=a;P,(t) (v—-1)!
t=0

esitligi elde edilir. Bu son esitligin sag tarafindaki birinci toplam ifadesine Tanim 2.2.1 deki

4°) dzelligi tekrar uygulanirsa,

_agxe (R (—aa(0) | 9V (~a,(0)"

A /127!)/1(0) auv_z u:a)ﬂ[)l(t) (V - 2)'
v=2 t=0
a)x 1 - 6"_1 (—aﬂ/)l(O))v_l

Koy (x, t,u)
h( ) u=a11,l)1(t) (V - 1)'
t=0

+ "1 22,(0) i | 0wt
V=

esitligi elde edilir. Bu esitlikte toplamlarin birincisinde v yerine v + 2, ikincisinde ise v yerine

v + 1 alip diizenlenirse,

2h() <
_ (ajiX) ;i VZ:O

av
T Knoy(x, t,u)

} (—aapa(0))”

u=a;P,(t) v!

t=0
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u=ay,(t)
t=0

V!

a,x
+ /121/);1(0)2{6 th(A)(X t,u)

o\ h(A) | mx 1
=() 7+ 5 229, (0)

Bu ise kanit1 tamamlar.
Sonug¢ 2.2.1

Lemma 2.2.1 deki i), ii) ve iii) 6zelliklerinden

a? h(d a ax 1
0 < Ly((t—x)?x) = (A—;%—z%H)qu

esitsizligi gecerlidir (Dogru 1997a).
Kamt

Dogrusalliktan;
Ly((t —x)?%,x) = L(t? — 2tx + x%,x)

= LA(tZ,X) + ZXLA(t, X) + XZLA(l,X)

2
= (22X hA) | wx 1 wo
_(/'L) r t g Tt

az h(1) a, ax 1

Li(t—x%x)=(=2—Z-22+1

26— )% %) = ( T2y s

esitligi elde edilir.

Uyan 2.2.3

Her A > 0 i¢in C[0, A] da norm

If G llcro,a) = maxxeo,anlf ()|

bi¢iminde tanimlanmak iizere
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8, = < ) (2.10)
clo,4]

seklinde tanimli dizi i¢in lim,_, 6; = 0 dir (Dogru 1997a).

(0{/1 h(2) a, > +a,1x 1

A 2y
21 2t FFETIO)

Kanit

Gergekten (2.10) esitliginde verilen §; tanmimi ve (2.9) esitliginde verilen C[0, A] uzaymdaki

norm tanimi geregi,

1
2
> (2.11)

=1, limye #1(0) = 0 esitlikleri kabul

ajy h(1) 2 a;Lx 1
(/12/1 2/1 +1 )22 + 2=

6 = MaXyelo,a] <

elde edilir. Burada 1im;_c % =1, limy_., %

edildiginde her x € [0, A] i¢in
liméd; =0

A—o0

oldugu goriiliir.

Lemma 2.2.2

L(|t — x|, x) < 6, esitsizligi gegerlidir (Dogru 1997b).
Kanit

Sonug 2.2.1 ve uyar1 2.2.3 den

Ly((t — x)?,x) < 6;° (2.12)
olacag acgiktir.

Simdi de teoremin ispatinda gerekli olacagi ig¢in L;(|t — x|, x) in §; ya bagh ifadesi elde

edilecektir. (2.4) esitliginden dolay,

co

Lile = x1,2) —Z

(—a/ﬂ/bl(o))v

u=ay(t) V!
£=0

/121/J (0) |a — K (x, t,u)
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1
o v vz
— 0
z ‘ 9 e (—az;(0))
/121/),1(0) o umapa®
v=0 t=0
v 1
v (—a(0) |7
ou 7 Kalx t) u=aa P oyl (2.13)
t=0

esitligi saglanir. Diger yandan Cauchy-Schwartz-Biinyakovski esitsizligi uyarinca;

1 1

2e=(29) (2)

v=0

yazilabilir. Bu esitsizlikte a, ve b,, ler yerine

1
A
@ = | 7] " K t) (—aaa(®)'|*
Y 122a(0) our A Plusagna© !
L
9" (—aa2(0)) |7
- t=0
alinirsa;
oo v 1
v " (—a(0) " |?
Z Azw(O)_"‘ g W0 V!
v=0 t=0
L
" (—a(0) " |?
X3 Ky(x,t,u) v B
t=0

v

(Z <’121/’)L(0) x)z aauv Ky (x, t,u)

(—Of/ﬂlbl(()))v>E

u=a;(t) V!

u=a 2 (0) V!
t=0

(—aaz (()))v>E

X(Za v

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin (2.13) esitliginde kullanilmasiyla,
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v

Ly(It —x|,x) < (Z (/121/),1(0) x) T Ky (x, t,u)

u=a;P,(t) V!
t=0

u=a;P,(t) v!

(3 i,
(Z (’121/’1(0)) v Kt u)

1
(_a/ll/)/l(o))v>2

(—aﬂ/&(o))v

u=a;P,(t) V!

v

0 (—a/ﬂ/)/l(o))v
—zxzw} Gy et Twa))

u=ay,(t) v!
£=0

+x? Z@ vKl(x t,u) —(_a'llp'l(o)) )

u=ay (t) v!
t=0
1
[ee] v _
Z (—ay2(0)) "\
u=ay,(t) V!
v=0 t=0

= [L;(t% x) — 2xL,(t,x) + x%L, (1, 2)]Y?L,(1, %)
elde edilir. Bu esitsizlikte,
Ly(t%,x) — 2xLy(t,x) + x*L(1,x) = L ((t — %)%, %)
ve L;(1,x) = 1 oldugundan
LIt = xl,x) < [Ly((t - 0%, 2]z
olur ve (2.12) esitsizliginden
Ly(Jt — x|, x) < 6;

esitsizligi gosterilmis olur.

48

(—azll'z(o))v)z

(2.14)



Tanim 2.2.2

A pozitif bir sabit olmak tizere, f fonksiyonunun [0,24] da tanimli siireklilik modiilii
w24(f, 6);
w24(f,8) = sup{lf (t) = f(x)|,x, t € [0,24], |x — t| < 6} (2.15)

seklinde tanimlanir (Dogru 1997a).

w,4(f, 8) asagidaki 6zelliklere sahiptir:

Lemma 2.2.3

D) 1f () = fFOI < waa(f, |t = x])

|t — x|

i) |[f(x) = fO] < ( + 1) w24 (f, x)

iii) Cs, f ' e bagh pozitif bir gercel sabit olmak {izere § < Cr w,,4(f, ) (Dogru 1997a).
Teorem 2.2.1

A yeterince bliylik pozitif gergel say1, Mg, f ye bagli pozitif bir sabit, Cr siireklilik modiiliiniin

iii) ozelligindeki sabit ve §, (2.10) esitliginde tanimlandig: sekilde olsun.

f fonksiyonu [0,00) da siirekli ve |f(x)] < Mg(1 + x?) esitsizligini saglasm. w,, (f,8)
[0,24] sonlu araliginda siireklilik modiilii olmak tizere (2.6)-(2.8) 6zelliklerine sahip (2.4)

esitliginde verilen (L;) dogrusal pozitif operator dizisi igin

Ly (F, %) = FOllctoa) < [CrMy (5 + ) + 2| waa(f, 62) (2.16)

esitsizligi gecerlidir (Dogru 1997a).
Kamt

x € [0,A] vet € [0, [ igin E; Ve E, kiimeleri

E; ={(x,t);x € [0,A];t > 2A}
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E, ={(x,t);x € [0,A];t < 24}

seklinde tanimlansin.

If GOl < Mp(1 +x%)

olmak lizere x € [0,A] ve t € [0, o[ i¢in

If(©) = fOO| < Me(2 + (t — x)* + 24|t — x| + 24%)
dir.

[f O] < Mp(1+x%)

olur.

f fonksiyonu simirl oldugunda her x € R igin |f(x)| < M dir. Burada
IOl < Mp(1+ x?)

If(©)] < M(1 + t?) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa;

If@®) = fOI < IfFOI+ 1fCOl < Mp(1+ x> +1+¢2)

|t—x|?
A2

Ayrica siireklilikten |t —x| < A oldugunda |t —x|?> < A% ve < 1 esitsizlikleri

[t— xI

gecerlidir. Ayni sekilde |t — x| > A oldugunda |t — x|? > A2, > 1ise

[t— xl

2M

> 2M dir. Boylece
IF O+ 1) < Mp(1+x2 + 1+ t2) = Me(2 + x% + t2)
(x,t) € E; i¢in [t — x| > A oldugundan

(t —x)?
A?

If (- f(x)|<Mf< +(t —X)2+2(t—X)2+2(t—X)2>

elde edilir. Sonug olarak

f(O) = FEI < Myt — )2 (5 +5) 2.17)

esitsizligi gecerlidir.

50



Simdi (x,t) € E, olsun |t — x| < 2A ve siireklilik modiiliiniin Lemma 2.2.3 deki i) ve ii)

Ozelliklerinden,

[t—x|

F(®) = FCI < waa(f, It = xD) < wpa(f,6) (52 + 1) (2.18)

yazilabilir. x € [0, A] ve t € [0, o[ igin (2.17) ve (2.18) esitsizliklerinden

2 |t — x|
£(6) = FGII < Mp(e = 2% (15 +5) + @2 (.80 < Tt 1) (2.19)

bulunur. L, (f, x) monoton artan ve dogrusal oldugundan

2
L (F©) = F@L ) < My (5 + ) La(e = 0%,

+z4(f, 6) (g L (e =xl2) + L (1 x)) (2:20)

olur. §; = 0 oldugundan yeterince biiyiik A icin §;* < &, ve siireklilik modiiliiniin
Lemma 2.2.3 deki iii) 6zelliginden

elde edilir. Boylece (2.12) esitsizliginden

Ly((t = 0)%,%) < 8% < Crwza(f, 6))

yazilabilir.(2.5) esitligi, (2.14) ve (2.21) esitsizlikleri (2.20) esitsizliginde kullanilirsa,

2
L (F@© = FL0) < | 6My (5 + =) + 2| @na(F.80)

den istenilen sonug elde edilmis olur. Bu ise kanit1 tamamlar.
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2.3 C[0,A] UZAYINDA GADJIEV iBRAGIMOV OPERATORLERININ BiR DIiGER
GENELLESTIRMESININ YAKLASIM OZELLIKLERI

Tanim 2.3.1

(an) ve (Br);

—Ovehmn_)oo“ n=1

an
lim,, e B, = 00, lim,,_,o — 3.

Bn

kosullarmi saglayan gergel say1 dizileri olsun. K, ,(x) ise v ve n parametrelerine bagl

asagidaki kosullar1 saglayan fonksiyon olsun.
1) Hern = 1,2,3, ..., herv = 0,1,2, ... ve her sonlu 4 says1 i¢in x € [0, A] olmak iizere

(_ 1)vKn,v (x) =0

olur.

2") Her x € [0, 4] icin

anv( o)

esitligi gegerlidir.

3") Her x € [0, 4] i¢in
Kn,v(x) = _nxKn+m,v—1(x)
esitligi saglanacak ve n + m bir dogal say1 olacak bicimde bir m sayis1 vardir.

Bu bilgiler yardimiyla Gadjiev- Ibragimov operatdriiniin bir genellestirmesi olan operator her

f € C[0, 4] igin

LC, x)—Zf<ﬁn) Ko () ) (222)

bigiminde tanimlanacaktir. A¢ik¢a bu operator dogrusal ve pozitiftir (Goniil and Coskun 2013).
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Uyan 2.3.1

Kn,, (x) fonksiyonuna v — defa Tanim 2.3.1 de verilen 3°) 6zelligi uygulanirsa
Kn,v(x) = _nxKn+m,v—1(x)
= (—1)271(71 + m)szn+2m,v—2(x)

= (—1)371(71 +m)(n + Zm)x3Kn+3m,v—3(x)

=(=D"'n(n+m)(n+2m)..(n+ (v —1)m)x"Kp4ym,o(x)
esitlikleri gegerli oldugundan
Kny(x)=(D"'n(n+m)(n+2m)..(n+ (v — 1)m)x Ky 1 ymo(x)

esitligi elde edilir. Boylece (2.22) esitligi ile verilen operator dizisi

[oe]

L,(f, %) :z ( )( D'n(n+m)(n +2m) ... (n + (v — m)xVKp4ymo(x)

(= an)v

seklinde ifade edilebilir (Goniil 2012).
Onerme 2.3.1

f € C[0, A] olmak tizere (2.22) esitliginde verilen operator i¢in

L,(1,x)=1

L,(t,x) —ﬁ—nx

a’n(n+m)x? aynx
Br’ B’
esitlikleri gecerlidir (Goniil and Coskun 2013).

Ln(tZ» x) =
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Kanit

2°) ozelligi geregi

ZKM( o)

oldugundan agik¢a

n(l x) _anv( )( an)l/ 1

bulunur. 3") ézelligi kullanilarak; (n + m) € N oldugundan

L (tx)—zﬁ Ko ()
N L g )
—;B Koo () 55
> —nx (—ay)”
=VZ; B, Kn+m,v—1(x)m
na,x = (—ap)”
= B, ;Krwmv() "
_In
—ﬁnnx

esitligine ulasilir. Benzer sekilde

Ln(tz,x)=§(%) nv(x)( “")v

=0

<

V2 — vty (— an)”
= ) ——5—Kny (%)
25
v(v—1) (- n)v
_Z ﬁn nv( ) ] +EL (t X)

v=2
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_iaz NGO B
= L oy g et

v=2

(- n)”

=—Zn(n+m)x Kn+2mv(x) (v)! '3

—L,(t,x)

olur.
(m+n) €N ve (n+ 2m) € N oldugundan

a’n(n+m)x? aynx

B’ B’

Ln (tzr x) =
bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.
Teorem 2.3.1

f € C[0,A] ve

L) —Zf(ﬁn) K ) )

olsun. Bu durumda her f € C[0, A] i¢in

ii_r)ﬂlo”l:n(f,x) — f®llcroa =0

olur (Goniil 2012).
Kamt

Acikea; kanit icin Korovkin Teoreminin kosullarinin saglandiginin gosterilmesi yeterlidir.

Onerme 2.3.1 den

n)"

|Ln(1,%) —

TlV( )

esitligi gecerli oldugundan C[0, A] uzayinda norm tanimi geregi

rlli_f)l;lo”Ln(l; x) — 1||c[0,A] =0 (2.24)
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esitligi saglanir. Benzer sekilde

|L,(t,x) — x| = |—nx—x|

=[+(5 )

esitligi gecerli oldugundan x € [0, A] ve lim,,_, %n = 1 olmak lizere

(=

esitsizligi yazilabilir. Her iki tarafin limiti alinirsa

o 1 62) = 21 = 83

lim ||L,,(t,x) — =0
n—-oo

olacagindan

lim [IL, (¢, %) = *xllcfo,a) = 0
bulunur.

Son olarak;

lim 1L (8%, ) = 2l o, = 0

esitligi gosterilecektir.

2 2

a,“n(n+m)x a,nx

|L,(t%, x) — x?| = |— ( ) + D x2
2 2

Bn Bn

2
= |x? (%n(n +m) — 1) + n%x

n n

olacagindan

xerg?clx |L,(t%,x) — x?| = xe[mo,?cl)](

a,? a
x? (ﬁ—nzn(n +m) — 1) +nﬁ—nzx
n

n

< A? |(Z—:zn(n+m) — 1)| + |n% A
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bulunur. (a,) ve (B,,) dizilerinin tanimi nedeniyle

a,’ a,’ a,?
lim —n(n+m) = lim —n*+ lim —nm =1

esitlikleri gegerlidir. Boylece

a,’ a
lim [|L, (t%, %) — x?|l¢o,a) < lim A2 (LG(n +m) — 1> + limn—nzA
n—oo n—-oo :8

n—oo
n n

esitsizligi gecerli oldugundan

a 2
lim A? <lg—nzn(n +m) — 1) =0

n-o n

bulunur. Dolayisiyla

Ai_r)glolan(tz,x) — x*lcfo.a = O (2.26)
esitligi de gosterilmis olur.

O halde Korovkin teoreminin tiim kosullar1 saglandigindan her f € C[0, 4] igin

1im (1L (£,) = F ) llegon = 0

bulunur.
Ornek 2.3.1

Kny(x) = (=1)"(nx)e ™

1%) — 3") bzelliklerini saglayan bir fonksiyondur.

Gergekten

1) Her n=1,2,3,..,v=0,1,2,..ve hersonlu A sayisiigin x € [0,A] olmak iizere
e~ ™ > 0 oldugundan

(—1D)"Kpy(x) = (nx)Ve ™ =0

olur.
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2°) Her x € [0, A] i¢cin operatdriin tanimindan

ZKM( ) ")V Z( 1Y (nx)Ye I G A

vl

3 ) Kn,v(x) = _nxKn+m,v—1(x)
ve n + m bir dogal say1 olacak bigimde bir m sayis1 bulmalidir.
(—D)V(nx)Ve ™ = —nx(—l)""l((n + m)x)v_le‘(”m)x“nm

esitliginden m = 0 esitligi saglayan bir koktiir (Goniil 2012).
Uyar12.3.2

K, (x) = (—1)Y(nx)"e ™% fonksiyonu ve

o]

(120 = 21 () Kavt ) Con)

operatorili yardimiyla bazi operatorler elde edilebilir.
Kny(x) = (=1)"(nx)"e ™

ve m = 0 olmak tizere

(o]

Ln(f, %) = Z f (ﬁn)( 1)Y (nx)¥e~"*en

v=

(=an)”

vl
seklinde ifade edilebilecegi gibi (2.23) esitligi yardimiyla

Lo (f, %) = i f (ﬁ”) ()2 e xan %

seklinde de yazilabilir (Goniil 2012).
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Uyar 2.3.3

lim, e B, = 00, lim,,_ % = 0 ve lim,_,q %n = 1 kosullarini saglayan

a, = nve B, = n? dizileri ve (2.27) operatér dizisi kullanilarak

v

L,(f,x) = z f (%) (nx)ve—an%

ve (2.28) operatdr dizisi kullanilarak

v

_ i 2v(_ 1y p-nix L
La(f,20) —Z)f(nz)(nX) MG
V=
esitligi elde edilir (Goniil 2012).
Teorem 2.3.2

f € C[0,A] ve (ay), (B,) dizileri Tanim 2.3.1 de tammlanan diziler olsun. Bu durumda

yeterince biiylik n ve (ay), (B,) den bagimsiz bir K sabiti igin

2
”Ln(frx)_f(x)llc[o,,q]SK(JL) f,\/(n—n—l) +ﬁ+_

esitsizligi gecerlidir (Goniil 2012).
Kanit

Her hangi bir operator dizisi igin
\Ln(f, %) = O] < Lp(1£ () = f(0)], %)

olacagindan

(_an)v

V!

Ky (%) (2.29)

a0 - F01 < Y () - re
v=0 n
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esitsizligi gecerlidir. Siireklilik modiiliiniin iv) 6zelliginde t = ﬁl olarak segilirse; her §,, > 0

n

icin

i

’f(ﬁn) | <ol o0| 14— -

yazilabilir. Bu esitsizlik (2.29) da yerine yazilirsa dogrusallik ve pozitifligi kullanarak

E{; "| K, (x )( n)v

[Ln(F, ) = £ <zw(f 60| 1+

1 (o]
=w<f,5n>{6_z L
Tlv=0 n

elde edilir. Burada

w3l

olarak tanimlanirsa;

— v 1/2 — 4 1/2
M= Z( ) [ (x)%] [Kn,v(x)( f;*)]

seklinde yazilabileceginden Cauchy-Schwarz esitsizliginden

i FWOR ")v] ZKM()( “")]

1

nv(x)( ")v + 1} (2.30)

nv(x)( “”)V

NI o
= [z E_x nv(x) ]

v=0

bulunur.

Bu esitsizlik (2.30) da yerine yazilirsa
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2 (- an)”

TlV(x) + 1

Ln(F, ) = FGOI < 0(F, 8,) [Z

esitsizligine ulasilir. Diger taraftan

(%—x)z = (%)2 —Zxﬁ)ln+x

oldugundan

L f, ) f(x)|<w(f6n>{ (i( ) Ko oo iﬁn K () S

0 (—C{ )V 1/2
+x2 Z Ky (x) v!n ) +1
v=0

= o (f,6n) {51 (Ln(E2, ) = 2L (6, ) + x2Ly (1,2)) 72 + 1}

esitsizligi gecerlidir. x € [0, A] olmak iizere L, (t%, x), L,(t,x), L,(1,x) yerlerine yazilirsa;

an
lim,, o, B, = o, lim,_,——

5, =0 ve llmn_,oo 3. n =1 esitlikleri dikkate alinarak yeterince

biiyiik n ler igin % <1, %n < 2 esitsizlikleri kullanilarak

1
|Ln(f x) f(x)l < w(f Sn) {6_(

1

nn+m) , . la 5 /2

T 242 + — A — 24 4 4 +1
ﬁn ﬁnﬁn .Bn

IA

A 2 g 1 17
o(f, 8,) —[(n—”—1) +4—nm+4——ml +1

< o(f,6,) zmA[(nﬁ—Qz +ﬁ—+ﬁi +1

bulunur. Dolayisiyla
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secimiyle n den bagimsiz bir K sabiti i¢in

”Ln(f;x)_f(x)”c[o,A]SKOJ ﬁ\/(TI%—l) + —4—

Bn Bn  APBn

2
olur. Bu teoremle gosterildi ki yaklasim \/ (n@— 1) +% 4 2 hizinda olup bu hiz

a,Ve [, in segimine gore artirilabilir.
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BOLUM 3

SINIRSIZ KUMELER UZERINDE DOGRUSAL POZIiTiF OPERATORLERIN BiR
AILESI ILE YAKLASIM

3.1 GENELLESTIRILMIS GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATORLERI IiLE
AGIRLIKLI YAKLASIM

Bu kesimde Gadjiev and Ispir (1999) tarafindan calisilan Gadjiev-Ibragimov operatorlerinin

bir genellesmesinin yaklasim 6zellikleri incelenecektir.
Tamm 3.1.1

(¥n) sonlu veya sonsuz limite sahip pozitif sayilarin bir dizisi olsun.

x,t €[0,¥,),u € R olmak iizere (Kn(x, t,u)) i¢ degiskenli fonksiyon dizisi asagidaki

kosullar1 saglasin.

1°) Bu dizinin her eleman1 x in ve t nin [0,y,,] araligindaki belirli degerine karsilik u ya gore

tam analitik fonksiyondur.
2") Her x € [0,,,] icin K,,(x,0,0) = 1 dir.

3°) x €[0,,]vev=0,1,2,-igin {(—1)"06—;1(”(9(, t, u)|u=u1} > 0 esitsizligi saglanir.
=0

4 x €[0,¥,] ;v,n=1,2,- olmak iizere m +n = 0 veya m + n € N yapan bir m sayisi

vardir dyle ki,

v

—K,, (x,t,u)

v-1
uv = _nxl Km+n(x: t, u)lu

U=uy auv_l =Uq
t=0 t=0

esitligi saglanir. Ayrica ((pn(t)) ve (lpn(t)), C[0,y,] de iki fonksiyon dizisi olsun oyle ki
©n(0) = 0,t € [0,y,] icinp,(t) > 0 ve
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1

lim,_, e o) = (3.1)
olsun. Burada (a,,) pozitif sayilar dizisi i¢in,

g0 (2;) (3.2)
n n?, (0)

esitligi gecerlidir. Bu bilgiler yardimiyla operatér,

Lu(£ ) = 2o f () {;— Kn(x, £, 0) |u=an¢n(t)} Canbn@)" (33)

t=0

seklinde tanimlanir (Gadjiev and Ispir 1999).

Uyan 3.1.1

Bu operatorde lim,,_q ¥y, = A Ve limn_)oo% = 1 alimirsa Gadjiev and Ibragimov (1970) de

tanimlanan Gadjiev-Ibragimov operatdriine déniisiir (Gadjiev and Ispir 1999).
Lemma3.1.1

Acikca, Gadjiev-ibragimov operatériiniin bu modifikasyonu igin,

i) L,(1,x) =1

s an
i) L,(t,x) = 7x

anp\2n+m a 1
P L 2 — n 2 n

ED) L (£, %) (n) n St nzl/Jn(O)x
ozellikleri saglanir (Gadjiev and Ibragimov 1970).

Onerme 2.3.1 deki ispata benzer oldugundan kanitina yer verilmeyecektir.

Gadjiev and Ispir (1999) da verilen 6nemli iki teorem su sekildedir;
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Teorem A.

C, dan B, uzayma doniisiim yapan (L,) dogrusal pozitif operatdrler dizisi i¢in v = 0,1,2

olmak iizere

lim || L (£%, ) = %V, = 0

seklindeki ti¢ kosul saglaniyorsa bu durumda her f € Cpk igin
lim [|Ly (f, %) = fll, = 0

esitligi saglanir ve en az bir f* € C, \ CA‘ icin

Tim [[L (F, ) = F* @)l = 1

esitsizligi gecerlidir (Gadjiev and Ispir 1999).
Teorem B.

(ap), lim,,_,a, = o kosulunu saglayan pozitif sayilar dizisi olmak iizere,

|f ()]

0sx<an, p(x)

”f”p'[oran] =

olsun. C, dan B, ¢, uzayna doniisiim yapan (L,) dogrusal pozitif operatdrler dizisi i¢in

v =0, 1, 2 olmak tizere

Tim 1L (6%, %) = 2"l 0,01 = O

seklindeki ti¢ kosul saglaniyorsa bu durumda her f € C[’f i¢in
lim 1L (f, %) = fllp o201 = 0

esitligi gecerlidir (Gadjiev and Ispir 1999).
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Teorem 3.1.1

(Ln), (3.3) esitliginde tammli dogrusal pozitif operatdrler dizisi olsun. Bu durumda her Cf
fonksiyonu i¢in,

Tlll_tzlo”l’nf _f”p.[O,Yn] =0

esitligi gecerlidir (Gadjiev and Ispir 1999).
Kanit

Acikcav =0,1,2ven - o igin ||L,(t",x) — x|| = 0 oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
Lemma 3.1.1 ve L;(1,x) = 1 oldugundan [0, ,,] lizerinde n — oo iken,
IL,(1,x) — 1l 5 [0,y,,] = O dir.

Lemma 3.1.1 deki ii) ve (3.2) esitliklerinden,

ILn(t,x)—x|S|ﬁ_1| X =0( 1 )
n

Su
xeloy,] 1+x2 xe[ogn] 1+ x? n?y, (0)

esitligi gecerlidir. Dolayisiyla (3.1) ve (3.2) esitliklerinden,

. |Ln(t! .X') - xl
lim sup —————=0
n—>% xe[0,y,] 1+x

esitligi elde edilir. Lemma 3.1.1 deki iii) esitsizliginden,

L,(t? x) — x? anN’n+m X
Il 2 (@) 2 o s
xeloy,)  1+x n n xefoyn) 1 +x
a, 1 X
n lelpn(O) xE[O,I)zn] 1+x
apnin+m an 1
O
n n nn djn(o)

esitsizligi yazilabilir. Her iki tarafin limiti alinirsa,

: |Ln (82, %) — x|
lim sup > =0
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olur. Boylece Teorem B den dolay1 her f € CZ,‘ icin,

. L (f, %) = fF(O]
lim sup 5
no xefoy,) 14X

= lim [|Lp (f,%) = F ()l p o) =0

esitligi gosterilmis olur. Bu ise kaniti tamamlar. m

Yukarida tanimlanan bu operatorler dizisi i¢in siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim hizi
arastirilacaktir. Bunun i¢in kullanilacak stireklilik modiilii tanimi1 ve ozellikleri asagida

verilmistir.

Modifiye edilen bu operator dizisi i¢in yakinsaklik hizi tanimlanacaktir. Bu operatorde
t € [0,0] oldugundan f fonksiyonuna birinci siireklilik modiili ile yaklasim hizi
uygulanmayacaktir. Ciinkii w(f, ) siireklilik modiilii sonsuz aralik tizerinde § — 0 iken 0 a
yakinsamaz. Bu sebeple § —» 0 iken 0 a yakinsayan 2(f,d) agirlikli siireklilik modiili

kullanilacaktir.
Tanim 3.1.2

Her f € C¥ i¢in 2(f, ),

- If(x+h)—fF(X)|
|h|56,t,x€[0,yn] 1+h%)(A+x?)

2(f,6) =

bigiminde tamimlanir. 2(f, §), Cé‘ uzaymdaki fonksiyonlarin siireklilik modiilii olarak

adlandirilir (Gadjiev and Ispir 1999).

Literatiirde kamt bircok kaynakta bulunabileceginden Onerme 3.1.1 kanitina deginilmeden

verilecektir.
Onerme 3.1.1

f e C,ﬁ‘ olsun. Bu durumda f fonksiyonunun agirlikli siireklilik modiilii igin asagidaki

ozellikler gecerlidir.

i) Her f € Cf igin, limgs_o 2(f,6) = 0
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i) Her f € C¥ vem € N icin 2(f, m6) < 2m(1 + 62)2(f, 5)

iii) Her A € R icin, 2(f, A8) < 2(1 + D) (1 + 62)Q(f, 8)

iv) Her f € Cf igin, [F(t) = F0)] < 2 (52 + 1) 1+ 22)(1 + (£ — )?) (3.4)
Uyan 3.1.2
3.1 kesimde %Kn(x, t,u) gOsterimi  yerine K,(lv) (x, 0, antpn(O)) ifadesi

u=anPn(0),t=0

kullanilacaktir (Gadjiev and Ispir 1999).
Teorem 3.1.2

fec ;,’ ve K, n den bagimsiz bir sabit olmak iizere yeterince biiyiik bir n igin,

sup [Ln(f, %) = fF(2)] 1
xe[O.yﬁ (1 + x2)3 ik <f, W)

esitsizligi saglanir (Gadjiev and Ispir 1999).

(3.5)

Kanit

z K (x,0, anwn(O))—(_a"fT(o)) =1
v=0 '

oldugundan,

0~ £ = Y I Gagy) ~ 0 kG ot ©) 2 O).

v=0

dir. (3.4) esitsizligi kullanilarak,

[Ln(F, ) = FEOI < 201+ 6L+ 6D, 8) D K (x,0, €y (0))
v=0
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YA
o) (| o) (14 r) )

V! 6y,

K (%, 0, anipn (0))

< 4(1 + x*)(f, 6,) {1 +5ii ’

v=0

nzl/Jn

(0]

( (anpn(())) ») ( nl/)n( ))
S (<) 70 e @)

" %nvz.:o KTEV) (x’ > anlpn(O)) |x B n21l11:1(0)| (x h nzl,l:;(o))Z (_anf?(O))v

bulunur. Burada kisalik olmasi bakimindan

o

b= (e, @) Ko @) 2O

v=0

ve

C (- n¥n 0 Y
I, =ZK7EV)(X' 0, anlpn(O)) (x—nzlp:(o)) ( an P ( ))
v=0

V!
tanimlamalar1 yapilirsa, Holder esitsizligi uygulanilarak,
2 2 11/2 1
ILa(f, %) = FOOI < 41+ 2D, 8) (1 4+ =17 + 1 +5-1,) (36)

esitsizligi elde edilir. Lemma 3.1.1 kullanilarak I; igin,

B n+m a,\2(m+m)(n+2m) a,n+m 1
11_x2<1_2(n) n +(7) n? >+x7 n  n2yY,(0) 3.7

ve I, igin,

I = x* <1 () REm (G (n+m)n + 2Zm)(n + 3m)

n n n n3

anN:(m+m)((n+2m) ,apn*(n+m)(n+2m)(n+ 3m)(n+4m)
oy i In o " )
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+x3(6(%)n+m 1 2_12(ﬁ)2(n+m)(:l+2m) 1 2
" (n?9.(0)) " " (2 (0))

a3 (m+m)(n+2m)(n+ 3m) 1 a2 (m+m)(n+2m)
+6 (%) 2 o (0)) r 7 (%) ¢

1 by (ﬁ) (n+m) 1 (3.8)

o 2 n n 2 3
(n?¥,(0)) (n?,(0))
esitlikleri elde edilir.

(3.2) ,(3.7) ve (3.8) esitlikleri kullanilarak I; ve I, asagidaki bigimde yazilabilir.

L = (x*+x)0 (m)

IZ=(x4+x3+x2+x)0<

Ho)

Bu esitlikler (3.6) esitsizliginde kullanilirsa,

2 1
ILn(f, ) = F] < 4(1+x2)0(F,8,) {1 +6_nj (2 +000 (1 5) +

1
+(x2+x)0< )+6—(x4+x3+x2+x)0(
n

1 o)
n?, (0) n?, (0)
esitsizligi elde edilir.

_ 1

On T secilirse,

ILn(f,20) = FOOI < 41+ x2)0(F, 6,) {1+ 2x2 +x + 82(x? +x) +
+(x* +x3 +x%2 +x)}

olur. Yeterince biiyiik n igin §2 < 1 oldugundan,
IL,(f,x) — f()] < 4(1 + x2)Q(f, 6,) {1 +2Vx2 +x +xt+x3+2x% + Zx}

basit esitsizligi elde edilir. Buradan, yeterince biiyiik n i¢in, K pozitif sabit olmak tizere,
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su |Ln(fjx)_f(x)| 1
S e e G

esitsizligi yazilabilir. Bu ise kaniti tamamlar.
Uyan 3.1.3

Teorem A da, (L,(f,x)) ,agirlik fonksiyonu p(x) = 1+ xZolan aguhk uzayinda f(x) e
yakinsamaktadir. Fakat Teorem B den goriilebilir ki (3.3) esitliginde verilen operatoriin

yaklasim hizi sadece agirlik fonksiyonu (1 + x?2)3

olan agirlikli uzayda bulunabilir. Bu
nedenle (3.3) operatoriiniin yaklastm hizi, agirlik fonksiyonu (1 +x2)%,1<a <3
oldugundaki durum Gadjiev and Ispir (1999) isimli ¢alismada agik problem olarak kalmuistir.

Ancak Coskun (2012) de bu durum bir cevap bulmustur.

1.4 kesimde tanimlanan C, uzayi i¢in gegerli olan uyarilar kamitina deginilmeden asagidaki

gibi verilebilir.
Uyan 3.1.4

v=0,1,2i¢in C, » B, ye tanimlanan Tamim 2.1.2 de 4°) 6zelliginin v —defa uygulanmasi

ile bulunan

o)

v nn+m).n+w—-1m) v,
L) =) f () = Ko (3.0, @ (00) (2nthn (0)) %

v=0

operatorler dizisi Teorem 1.4.4 den

lim||L,(t¥,x) —xV|, =0
n—00
ozelligini saglar (Coskun 2003).

L,(f,x), Uyar1 3.1.4 de verildigi sekilde olmak tizere teorem 1.4.5 kullanilarak uyar1 3.1.5

verilebilir.
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Uyan 3.1.5

_ ), (2@
0= B (55 0x)

ile verilen operatdr dizisi i¢in,

tim A, (5,%) ~ F@| =0

esitligi gegerlidir. Boylece Teorem 1.4.4 den her f € C,, icin
lim |4y (f, %) = F D), = 0

esitligi saglanir (Coskun 2003).

3.2 AGIRLIKLI POLINOM UZAYINDA GADJIEV-iBRAGIMOV OPERATORLERI
ILE YAKLASIM

Bu béliimde Aral (2003) tarafindan calisilan asagidaki sekilde tamimli Gadjiev-ibragimov
operatorleri i¢in yaklasim ozellikleri ve tiirev yardimiyla elde edilen bazi 6nemli esitsizlikler
kanitlanacaktir. Daha sonra agirlikli siireklilik modiilii tanimlanarak bu operator i¢in yaklagim

hiz1 hesab1 yapilacaktir.
Tanmim 3.2.1

B(Ry), Ry = [0, o[ iizerinde gergel degerli sinirli fonksiyonlar kiimesi, C(R,) bu uzaydaki
()

1+x™

stirekli fonksiyonlarin kiimesi ve C,,(R,) ise € B(R,) olacak sekilde siirekli

fonksiyonlarin uzayi1 olsun. Bu durumda bu uzay iizerindeki norm lim;_ by = oo olmak

uzere,

sup  |f ()l

T0<x<b l+am

| 1lm[0,6,] :

seklinde tanimlanir (Aral 2003).
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Tanim 3.2.2

A, pozitif gercel sayi; (@;(t)) ve (¥()); her t € [0,b;] igin ¢;(0) =0 ve P,(t) >0

olan; C[0, b;] da fonksiyonlarin dizisi olsun. Ayrica (a;),

ax
—=1
fim — ve lim—7o— 22, (0) =0

kosullarini saglayan pozitif sayilarin dizisi olsun.

x,t €[0,b;],—0 < u < 0,1 >0 olmak iizere (K,l(x, t, u)) asagidaki kosullar1 saglayan tig

degiskenli fonksiyon dizisi olsun.
1) (Ky(x, t,u)), sabit x,¢ € [0, b;] igin u ya gore tam analitik fonksiyondur.

2") Her x € [0, b;] ve A = 0 icin K;(x, 0,0) = 1 dir.

3 )Herx € [0,b;], A =0,v=0,1,2,..igin, {(—1)":—;1(1@, t, u)|u=u1} >0
t=0

esitsizligi saglanir.

4-0) Herx € [0,b;],A =0, v=0,1,2,...igin, h(1), llm M = 1 kosulunu saglayan negatif

olmayan bir fonksiyon olmak lizere,

v—-1

—u, = —Ax [a v 1Kh(,1)(x t,u)
t 0

v

aV

u=u,
t=0

esitligi gegerlidir.

Bu durumda yukaridaki 17) —4°) 6zelliklerini saglayan (Kl(x, t,u)) yardimyla L (f,x)

dogrusal operatorti,

oo

v av
L,1(f, x) = VZZO f (Azwl(o)) {auv ACAAY) u=u,,u=a;P,(t)

t=0

(3.9
V!

} (—aaa(0))"

seklinde tanimlanir (Aral 2003).
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Uyan 3.2.1

A=nm+n=0,1,2,..olmak iizere h(A)) =m+n ve limy by =A almirsa (3.9)

esitliginde tanimlanan operator, Klasik Gadjiev-Ibragimov operatoriine dniisiir (Aral 2003).

Lemma 3.2.1

L; (f, x) dogrusal pozitif operatorii asagidaki ti¢ 6zellige sahiptir:

DL(1,x) =1
l.l.)L,'L(S —x,x) = (% _ 1) X (3.10)
L= = () 1225+ 1)+ G
(Aral 2003).
Kamt
_ ~ > v (—aaa ()"
i) L/l(llx) = Z 1. ouv Kl(x’ t,u) u=uq,u=a,,(t) V!
v=0 t=0
i { }(—CWIJA(O))V
4 V!
= K/’L(X, 0,0)
=1
bulunur.
g C 9 —a;12(0))"
=0 t=0

}(—amm))”

2/121/)1(0){ v Ka(xs,u) vl

u=ay(s)
s=0
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u=a;P,(s) v!

PR R
i{ —K;(x,s,u)

} (—aaa(0))"

(—aﬂ/}/l(o))v_l
u=a/1_1l())/1(5) v-1)!

}(—amm))”

V!

o

u=a; P (s)
s=0

(—apa ()" B

u=a; P (s) (v—1)!
s=0

Z( /1x) Kh(,u(x s, u)

} (—aa(0)”

a = av
3 72{6 v K (5 ) V]

u=a,P,(s)
s=0

iii) L;((s — x)%,x) = L (s? — 2sx + x2,x)
= L;(s%,x) — 2xL;(s,x) + x%2L;(1,x) (3.11)

oldugundan 6ncelikle Ly (s?, x) hesaplanmalidir.

[00]

v 2| 9V
La(s%0) = ZO (Ma(u)) {E)uv Kax,s,u)

u=ay,(s) V!

s=0

}(—amm))v

v—-1

N a ~ay(0))"

u=a,,(s) V!
s=0

(—aakba(o))v_l

u=a;P(s) (v—1)!
s=0

Z CRCahO)y) o7 Knoy (x, s,u)

= (g ()" oW

v

it v-1
a;x v d

= Ky (x,s,u)
2 v—1 RS,
A v=1/1 Y,(0) | 0u

(—azwz(o))v_l

u=a;(s) (v—-1!
s=0
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-1
a,lxoov—1+1 ov—1 Y

2 223),(0) | duv—1
v=1

(—aa2(0))
u=a;P;(s) (v—1!

s=0

Kny(x,s,u)

(—aﬂ/}/l(o))v_l
u=a;P;(s) (v—-1!

s=0

_mx S ov—1 |t
3 Ly 120 | our?
V=

Ky (x,5,u)

(—aaya (0))V_1
u=a;P;(s) (v—1)!

s=0

L X -1 ov-1 Koo )
2 v—1 Bn@) X, S, U
2 Lm0 | u

e (R (—ap (0) | 9v2 (i (0))

= Kh()l) (x; S, u)

A A2, (0) ouv—2 u=ayy(s) (v —2)!
L s=0
[e9) -1
ax 1 vt —ay0,(0))"
— ET TS = Kny (%, s, 1) (zeutn ,)
A A2, (0) e ou u=aPa(s) (v —1)!

s=0

aV
T Ky (x, s,u)

2h() <
_ (a;x) ; ;

ax 1 (v Ky ( )
xX,S,u
A A2,(0) L (Quv MY

}(—aman)”

u=ay,(s) V!

s=0

_.|_

u=a;P,(s) V!

s=0

} (—aapa(0))"

2 h(A) | amx 1
_(z) PR 129, (0)

Bu esitlik (3.11) esitliginde yerine yazilirsa;

2h _

Ly((s —x)%x) = ((%) l 2%+ 1) x? + % !

22,0)

esitligi kanitlanmis olur.
Lemma 3.2.2

k=12 ,m—1igin /{im Anp(A)=1ve /{im By m(A) = 1 olmak tizere herhangi m dogal

say1s1 i¢in,

76



m-1

Li(s™ %) = An() + ) ()"
k=1

esitligi gecerlidir (Aral 2003).

Kamt

Kanit i¢in tiimevarim yontemi kullanilacaktir.

m-1

( v )m v(v—l)---(v—m+1)+ ( )]+ 1
_— = aj —
2242(0) (22, (0)" o WRO) Gz, )™
esitligini saglayan uygun a4, a,, -+, a,,_1 sabitleri secilebilir. Boylece,
1 Sk (—a2(0))
Ly(s™, %) = Y ACRRN ) 28
=aP(s) — !
(AZIPA(O)) au u=aals (v—m)
m-—1
+ > ay—————L(s7,x)
= (AZMO)) !
Buradav - v + mve m - m + 1 yazilirsa
gvm (—aapa ()"
—om Ko (x, s, u)
(/121,01(0)) au u=aP;(s) v!
s=0
m—1
+ @j m+1-j Ly(s’,x)

j=1 (Azlpl(o))

esitlikleri gegerlidir. Burada,

[ av+‘m

auv+m

K;(x,s, u)] | u=ayp, (s)ifadesi igin 4°) dzelligi uygulanirsa
s=0

Ry (1) = h(h(-+ h (2))) olmak izere,

mtane

= (=D™x™Ahy (D hy(A) -+ hin_1y)(1) X
u=ay(s)
s=0

v+m
lw K;(x,s,u)
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aV
X [W Kh(m)(ﬂ) (x) S, u)] u:“/ﬂbz(s)

s=0

esitligi gegerli olur.

Cim+1 = AmCom+1 = Am-1 T Am—1C1,m-1

Cmm+1 = A1 T AC12 + "+ ACp—1m

olmak iizere,

Ly(s™ x) = (ﬂ)m (h(/l)hz QAL OD) x™ +

A AT

% m-1 h(/l)hz(/l)"'h(m—z)(l) Amn—1 m—-1
+(;1) ( Am=2 >(AZ¢A(0))X

) (ﬂ)m_z (rh, (A)r;ium_g)w) {ams + am_zc;m_z} .
A ﬂ (222(0))

(ﬂ) {a1 + azC1p + 0t am—lcm—l,m}

A (A2, ()™

esitligi gecerli olur. Burada,

ap\™ (h(A)hy(A) -+ hgn_1y(4)

An ) = () ( T ) B () = 4,(2) —
(229,(0))

olarak alinirsa kanit tamamlanmis olur.
Lemma 3.2.3
meN,={0}UN, f € C,,(R,) ve her A > A, igin,
DL+ s™x)|[m <2 (3.13)
i) [ILa(f, ) lm < 211 f [ln (3.14)

esitliklerini saglayan bir A, sabiti vardir (Aral 2003).

78



Kanit

i)ilk olarak L; nm C,(R,) dan C,,(R,) a dogrusal pozitif bir operatér oldugu

gosterilmelidir. Sinirli operatorler igin

ILA(F, O llm < IILA (1 + 8™, ) |l f 1l e

esitsizligi gecerli oldugundan (3.13) ve (3.14) esitsizliklerinden agik¢a Ly operatorii C,, (R,)
dan C,,(Ry) a doniisiim yapar.

Herx >0vev=1,2,3,:--, micin 1fx < 1 oldugundan Lemma 3.2.2 den

k=1,2--,m-1,4,() veBy,(1) (3.12) esitliginde tanimlandig1 sekilde olmak iizere

Ly(s™ x)

L < A + z Bm(2)

esitsizligi gecerlidir. /{im A1) =1ve Alim By m (1) = 0 oldugundan yukaridaki esitsizligin

sag tarafi A — oo icin 1 e yaklasir. Sonug olarak her 4 > 4, i¢in bir A sabiti vardir dyle ki

L,(1+s™
2(1+s ’x)31
14 xm

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik kullanilarak

1+ L(s™x)
sup ——————

<14+ ||IL(s™ x <2
osxsb, 1+x™ 122 ( )”m,[O,b;l]

esitsizligi elde edilir.

ii) f € Cr(Ry) igin (3.13) esitsizliginden

Ly <(1 + "N =7

||L1(f:x)”m,[0,b,1 — (1 + m) )

m,[0,b,]

< 1@ + 5™, o 1 g0 < 201 f g0

esitsizligi bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.
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Lemma 3.2.4

Hn (1) = max {ZlBkm ~ 2B, (D) + B (),
k=1

|Bm+1,m+2(ﬂ') - 2Bm,m+1(ﬂ-) + Bm—l,m(A)L
|Am+2 (/1) - 2Am+1(/1) + Am(l)lv

an2h(d) _ay a, 1
("2 %1+ P )

olmak iizere her birm € N, = {0} UN, x € [0, b;] ve A > 0 igin,

Li((1+s™)(s —x)% x)
1+xm

<H,AD*+x+2), x € Ry

esitsizligi gecerlidir (Aral 2003).
Kamt

Kolaylik i¢in B_1 1+1(4) = By, (4) = 0 segilirse Lemma 3.2.2 den
Ly((s —x)%s™,x) = L(s™*2,x) — 2xL; (s™*1, x) + x2L;(s™, x)

< |Am+2 (A) - 2Am+1(/1) + Am(/l)lxm-l-z +

m+1

) Bemsz = 2B s mas ) + By (D)
k=1

elde edilir. (3.16) esitsizligi kullanilarak,

Li((1+s™)(s —x)% x) -
1+ x™ -

a, Zh(ﬂ.) a, a, 1
@) T 3 Tt

+|Am+2 (A) - 2Am+1(l) + Am(/l)lxz +

+|Bm+1,m+2(ﬂ-) = 2Bpm+1 (D) + Bm—1,m(/1)|x +

m
3 |Bima @ = 2By s ) + Bia D)
k=1

ifadesine ulasilir. Bu ise kanit1 tamamlar.m
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3.2 kesimin bundan sonraki béliimiinde C3(Ry) :={f:f,f",f" € C,y(Ry)} biciminde ifade
edilen polinom agirlikli fonksiyon uzaylarinda noktasal tahminler verilecektir. Ayrica Gadjiev
and Ispir (1999) da verilen agirlikli siireklilik modiiliine benzer bir tanim kullanilarak sinirsiz

aralik lizerinde (3.9) operatorii ile fonksiyonlara yaklasim teoremleri verilecektir.

Teorem 3.2.1

f € C4(Ry) ve H,, (1) Lemma 3.2.4 deki sekilde tanimli olsun. Bu durumda L;(f,x)

dogrusal pozitif operatdrii i¢in,

Ly(f,x) — f(x)
2+ x + x?

! aﬂ- 14
< Il [ 5 = 2]+ 17l %

m,[0,b;]
X {

esitsizligi saglanir (Aral 2003).

2% |y a1
1“7 2 229, (0)

2 h(2)
F)

+ Hm(l)}

Kanit

x € R, bir sabit nokta olsun. f € C4(R,) ve s € Ry igin,

£(s) = FQ) + F/ (s — x) + j (s = )f" () dy

yazilabilir. L;, dogrusal pozitif bir operator ve L (1, x) = 1 oldugundan,

Li(f(s), %) = f(x) + ' (O)La((s = %), %) + Ly f(S —Nf"dy ,x (3.17)

elde edilir. Buradan

N

f (s—F" (N dy = £(s) — F) — F'(0)(s = )

<1+4+s2—1+x)+f'(x)(s—x)

< (2+s2+x%) — C+s2+ )N — %) < (2+s% + x2)(s — x)?
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< "Moo,y (2+s™ + x™)(s — x)?

f (s—f" () dy

esitsizligine ulasilir. Dolayisiyla

f =" O dy|,x | < 1 o Lal(s — )% %) +

14+ xm La

+ T Ly((1+x™) (s — x)z,x)}

esitsizligi elde edilir. (3.17) esitsizliginin her iki tarafindan f(x) ¢ikartilir ve her iki taraf
(1 4+ x™) fonksiyonuna boliiniirse 6nce (3.10) esitligi ve sonra (3.17) esitsizligi kullanilarak

Lemma 3.2.4 yardimiyla

|Ly(f, %) — f(x)]
14 x™m

< f I fopy0lLa(s — x, )| +

U Nmton {r o (s = 21+ 5™), ) + La((s = 0% 0} <

1+xm

! al n
<1 Nmo |5 = 1) + 1 o0 (i ()2 4 + 1) +

+ (%)2@—2“7+1

a /1 1 }
=X
A 221, (0)

esitsizligine ulasilir.

Boylece her iki tarafin supremumu alinarak norma gegilirse

L)l(ffx) —f(X)
2+ x + x?

' ay '
< W Moy |5 — 1 + 1 llmfop, {Hm () +
A
m,[0,b,]

a, Zh(/l) a, a 1
+ (—) ——2—+1‘+7m}

esitsizligi elde edilir. Bu ise kanitt tamamlar.m

Simdi, agirlikli uzayda yakinsama hizi igin bir hata hesab1 verilecektir. Bu amacla yaklasimin

gegerli oldugu , K¢, f ye bagl bir sabit olmak iizere,
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C*(Ry) = {f € Cn(Ry): limx_mM = Kf}

1+x™

biciminde tanimlanan CX¥ (R,) agirlikli uzay: kullanilacaktir.

w(f,8) birinci streklilik modiliiniin genel olarak sonsuz aralikta § - 0 i¢in 0 a
yakinsamadig1 bilinmektedir. Bu kesimde, sonsuz aralikta § — 0 i¢in 0 a yakinsayan

0., (f,8) ve Q2,(f, 8) agirlikli siireklilik modiilleri verilecektir.
Tanim 3.2.3

f € CX(Ry)olmak iizere, 2,,(f, 8) ve 2%,(f, 8) agirhikls siireklilik modiilleri olmak iizere,

. sup [f (x+h)—f(x)|
Qi (f,8) = |ni<s xel0.b2] Tarmyenm (3.18)
2 _ sup |f (x+2h)=2f(x+h)+f(x)|
(£, 6) = |R|<8,x€[0,b3] (1+x™)(1+h™) (3.19)

seklinde tanimlanacaktir (Aral 2003).

Lemma 3.2.5

(3.18) esitligi ile tanimh 2,,,(f, 6) igin lims_ o 2,,(f, §) = 0 dir (Aral 2003).
Kamt

Yeterince biiyiik bir x i¢in,

m

fG+m) = fCOl _ | O+ R) _K‘+_K
1T

(1 +x™)(1+hm) ~ 1+(x+h)m_Kf|+1+xm

esitsizligi yazilabileceginden, CX (R,) 1n tammindan £ > 0 igin x, = x,(&) bulunabilir yle

Ki x > x, i¢in,

Sl | £ |f=W |<£1 £
1+@+m)ym | T omz [14xm Fl =3 x ~ 2mig3

esitsizlikleri gecerlidir. Bu nedenle klasik siireklilik modiilii kanitlarina benzer sekilde,
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sup _ sup | LGt
'Qm(f’ 6) = 0<sx<xq,|h|<6 |f(x + h) f(x)l + Xg<x<by,|h|<8 [14(x+h)™ Kf 2m

sup
Xxo<x<by,|h|<6

LO K|+, o s = K S 0(f,6) + £

14xm xOSbeA,IhIS6 X

esitsizlikleri yazilabilir.
Her £ > 0 i¢in limg_ 2,,(f,8) < & oldugundan f € CX(R,) igin
lims_o 2 (f,6) =0

olur. Bu ise kanit1 tamamlar.
Tanim 3.2.4

f € CK(RO) igina

4

fr(x) = 2

h
f[Zf(x+s+t) —f(x+2(s+10)]dsdt
0

S — =

seklinde tanimli fonksiyona Stieklov fonksiyonu denir.
Teorem 3.2.2

f € CX(R,) olsun. C,, bir sabit olmak iizere,

Ly(f,x) — f(x)

>+ x T 22 < Cp(1+ [Hn D™ X (23 (f, K (D) + 25.(f, Kin (D) )

m,[0,b;]

+

2
@) hA) _ 5 o1
() -2+

dir (Aral 2003).
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Kanit

f € CX(Ry) igin,

4

fu(x) = 2

hon
[ [l2ree+s+ 0=+ 26+ 0)] asae

seklinde tanimli Stieklov fonksiyonunun her iki tarafindan f(x) ¢ikartilip (1 + x™) e boliintr

ve liggen esitsizligi uygulanirsa,

|2f(x +s+0) — f(x +2(s + 1)) — f(x)]
1+ x™m

() = FOOI _ 4

14+ x™m “h s

N
O\le
o‘xml:

h ok
< %jf |fx+s+ t()1—+fx(:l)-|glzis(-: -tl_))t|)fnl)+ s+0m N
'
+%0f0f |f (x +(i : ;)m;(];(i)(lil_;)(i;r O™ e ae
<{2,(f,h)+02,(nN}A+1r) =20, A +1M)
elde edilir. Her iki tarafin supremumu alinarak norma gegilirse,
Ifn = Fllmiop, < 22m(f,R)(A +R™) (3.20)

esitsizligi elde edilmis olur. Ayrica Stieklov fonksiyonunun her iki tarafinin tiirevi alinarak,

h
1 ¢ h
frlx) = ﬁ] 8{f<s + x +E) —f(s+x)}— 2{f2s+x+h)—f(2s+ h)}ds
0
esitligi yazilabilir. Her iki tarafin (1 + x™) ye boliinmesiyle,

8{f(s+x+%)—f(s+x)}—2{f(25+x+h)—f(25+t)}
(14 x™m)

fulx)

1
=— d
(14+xm) h? S

o"n\)l:
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ds +

3‘
N

E m
1[28 s+x+ f(5+x)}(1+(x+s)m)<1+(}21) )
) (1+xm)(L+ (x+ ™) (1+(;21)m)

s

1
h

2{f2s+x+h)—f(2s+1t)}

2
f (14 G + 25)™)(1 + B™)
0

esitsizligine ulasilir. x > 0 ve s > 0 igin,

A+ (x+25)™)
(14 xm)

< 2Mm1(1 4 s™)

esitsizligi kullanilarak,

L

2
(%) 1 - by < hm>8{f(s+x+ ) f(s+x)}
—~<= 2" (A+sM|1+ ds +

h
7 2{f2s+x+h)— f(2s + t)}

1
Tz ) A S ) = S S T A

0

h
<8 ( ) 1+ s™0, ds
|

E
m

2
+257 L+ k™) f(1 +s™0,,(f, h)ds

m

< 1027(1 + ™0, (f, h)

yazilabilir. Sonug olarak,

m

2
1 COllm o021 < = (1 + K™ 2 (f, B)

dir. Benzer sekilde,
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Rl _ {f(x+h)—2f(%+x)—f(x)}<1+(g)m>+

a+am = a+am(1+(3))

{f(x +2h) = 2f(x+h) + f)}1 +h™)
(1+x™)(1+hm)

< h™29(1 + k™ 02,(f, h)

yazilabilir. Boylece,

Ifn' Gl fop,1 < R72 91 + K™ (f, 1) (3.22)

esitligi dogrudur.(3.9) esitliginden,

Ly(f,x) — f(x) - Ly(f = fo %) N Ly(fn, x) — fr(x) N
2 = 2 2
2+x+x m[0b] 24+x+x m[0.b] 24+x+x m[0.5;]
x) — f(x
+x+x m[0b;]
yazilabilir. (3.20) esitliginden,
Ly(f = frn %)
- < lfa = fllmop,) < 225 (f, (1 + A™) (3.24)
2+x+x
m,[0,b,]
elde edilir.

Ayrica Teorem 3.2.1, (3.22), (3.23) ve (3.24) esitsizlikleri kullanilarak,

Ly (fn, %) — fr(x)

< Wfillm o [5 = 1]+ Wi o551 () +

2+ x + x? m05,]
a, Zh(/l) a, a 1
HF) T T
2m
< == (LA™ (f, 1) |—— 1|x+h 29(1 + h™)02,(f, h)
h(l) a a, 1
X {Hy (1) + (/1) — —27+1‘+7/12%(0)
elde edilir.
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Burada h = K,,,(1) = max {\/Hm(/l), |% - |} olarak secilirse kanit tamamlanmis olur.

3.3 GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATORLERININ KANTOROVICH FORMU

Bu kesimde Aral (2005) tarafindan hazirlanan c¢alisma kullanilarak integrallenebilir
fonksiyonlara yaklasim yapmak amaciyla asagidaki genellestirme tanimlanarak bu operator

i¢cin yaklagim hizi hesab1 yapilacaktir.

Gadjiev and lbragimov (1970) de Gadjiev-ibragimov ,

v

My (f, %) = ﬁKn(x: t,u) M

u=ann(t) v!
t=0
olmak tizere,
M) = ) 1 () o ) (3:25)
v=0

olarak tanimlanan dogrusal pozitif operatorlerinin bir genel dizisi verilmistir. Bu operatorlerin
bazi yeni Ozellikleri ve genellemeleri Aral (2003), Dogru (1997), Radatz and Wood (1978) de
incelenmistir (Aral 2005).

Basitlik i¢in (3.25) esitliginde a, =n ,y¥,(0) = % secilebilir ve asagidaki sartlar dikkate

alinabilir:
Tanim 3.3.1

K, (x, t,u) ti¢ degiskenli fonksiyon dizisi, A > 0 ya da A = oo olmak {izere ve u € |—o0, 0o
olsun.

1°) x € I, icin K,,(x, 0,1) = 1 dir.

o . av
2)v=0,1,2,..i¢in (—1)”mKn(x, t,u) ?fé > 0 dir.

3) x€l,n€N,v=0,1,2,..olmak iizere n + m € N, = N U {0} olacak sekilde
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v v—-1

— K,(x, ¢, u) —anKnm(x, t,u) -
t=0 :0

ou

esitligi saglayan bir m sayis1 vardir.
K, (x, t,u) fonksiyonunun 17) — 3%) 6zelliklerine ek olarak,

4") K, (x, t,u), I,, araligindaki herhangi bir u Ve t sabiti igin, x e gore siirekli tiirevlenebilir

ve

— Kn(x,0,1) = =1y (x,0,1) olur.

oy 1+vm 9V av
5) Kt ust =N Ko (x, 1) ut

kosullar1 saglansin. Bu durumda operator,

n(fX)—Zf = K(tu)|

0

(o]

= z f(%) A, (V) (3.26)

v=0
seklinde tanimlanir. Bundan sonra kisalik olmas1 bakimindan

(1) av
v!

K (¢, u)| _, Yerine A, (x,v) gosterimi kullanilacaktir (Aral 2005).
t=0

Asagidaki dort lemma, ana teoremin ispatinda kullanilacak bazi 6zelliklerin kanitlarini

igermektedir.
Lemma 3.3.1

4°) kosulu asagidaki esitlige esdegerdir.

d oY v Y v

i —Kn(x, ¢, u) v —~Kn(x, ¢, u) T nﬁKnJ,m(x,t,u) et (3.27)
=0 =0 t=0

(Aral 2005).
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Kanit

3") 6zelliginin v — kez uygulanmasiyla,

aavv K, (x,t, u) =(-1)'nn+m)..[n+ v —-1m]x"K,4,m(x,0,1)
pa

elde edilir. 47) ve (3.28) esitliginin uygulanmasiyla,

E Kn+vm(x: 0,1) =—-(n+ Vm)Kn+(v+1)m(x' 0,1)

- (x Kntvm(x,0 1)) = VX" Ky (x,0,1) + 2V (=D (n + VM) Kny v+ m (%, 0,1)

aV

(-1 )vd K, o1)| —n(+m) ..[n+ @ —1)m]
0

X {va_lKnH/m(x 0,1) —x(n+ Vm)Kn+(v+1)m(x' 0:1)}

esitligi gegerli olur.

(3.28) esitligi tekrar uygulanilarak istenen sonug asagidaki gibi elde edilir

[n+ (v — Dm]xVKppym(x, 0,1)

(3.28)

v av v
2Ky (xt, u)| =) +m)..
x 0uV X
%
= (-1)va(n+m)..[n+ (v—Dm]x" K, ym(x,0,1)
oY v—1
o K (6, 60| = =1+ m)x S Ko Gt 0)|
t=0 Yo
V-2
=n(n+m)(n + 2m)x? T2 ——Kpi3m(x, t,u) .
£=0
= (-D"n(n + m)(n + 2m) - (n + v)xV Ky v+ 1ym (%, £, ) |u=1
t=0
Boylece,
.v av v
i Kn(x, t,u) et " annJ,m(x, t,u) ey =
t=0 t=0
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=(=DVvn(n+m)..[n+ v —-1Dm]x"" K, ,,m(x,01)

—(-D'n(n+m)(n+2m) - (n + Vm)xvKn+(v+1)m(x; t, u)lu:l
t=0

=(-1D%vnn+m)..[n+ (v —-1)m] x

X {va_lKnH/m(xr 0;1) - (Tl + Vm)xvKn+(v+1)m(xr ¢, u)lu:l}

t=0
olur.
Lemma 3.3.2
x €1, ve
Sp(x) = Z VA, (x,v) (3.29)
v=0
i¢in,
Tr,n(x) = Sn((t - nx)T’ x))T == 0) 11 21 e (3.30)

polinomu verilsin. C pozitif bir sabit sayi, n dogal bir say1 ve [E]], % den biiylik en kiigiik

tamsay1 olmak {izere,

|Tm(x)| < Cn[[%]]

esitsizligi gecerlidir (Aral 2005).
Kamt

S(tt—=D(E=2) .. (t—=(¢-1)),x),£=0

3.29 esitligi ve 3") 6zelliginden,

Su(t(t = 1)(t —2) .. (t— (£ — 1), x) = Zv(v 1) (v= (= D)Ap(x,)
v=~
had —1) gv
= EV(V -D.(v-(¢-1) ( vl!) o Kn(x. 8, u)|u=

v=~

1
0
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[0

= Z vv-1..(v-(-1) (_j)v (—D!'nn+m)..[n+ (£ —1)m]x!
v=~{ )
v—~
X WKn+£m(x; t, u) uet
t=0

® (_1)v+€ ’ av—{’
_ Z G e (€= Dl S Kt 0)|
t=0
® (_1)v+£’ av—{’
— _ ¢
nn+m)..[n+(#—1)m]x VZ{, = D) gur? Ky om (x, t,u) -
= t=0

. (_1)1/—{’(_1)2{’ av—t’
(v—=20)! ou?

=n(n+m)..[n+ - 1)m]x* Ky pm (X, t,u)

=1
v=¢ =0

e (_1)1/—{’ av—t’

=n(n+m)..[n+ (€ - Dm]x’ Ly (v — )t ou?

Kn+£’m (X, t, u)

u=1
t=0

=n(n+m)..[n+ (- 1)m]x"Z Apsom(x,v —1)

v=~{

Burada Tanim 3.3.1 deki 1°) ve 3°) dzelliklerinden,

Z Appm(x,v—1) =1
v=~{

oldugundan,

S(tt—=D(E=2) . (t = =1),x) =nn+m) - [n+ (£ —mlx?

olur. Bu esitlikten kolayca goriilmektedir ki,

S,(1,x) =1

S,(t,x) =nx

S,(t%,x) = nx{x(n + m) + 1}

Sp(3,x) = nx{(n? + m(3n + 2m))x? + 3x(n + m) + 1}
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S, (% x) = nx{(n® + 6n?m + 11nm? + 6m3)x3 + 6(n? + 3nm + 2m?)x? + 7(n + m)x + 1}
esitlikleri gecerlidir. Gergekten,
S,(1,x)=1
S,(t,x) =nx
Sp(t%,x) = Sp(t(t—1) +t,x)
= Sp(t(t —1),x) + S, (t,x)
=n(n+m)x? +nx
S,(t3,x) = S, (t(t — 1)(t — 2) + 3t% — 2t,x)
=S, (t(t—1)(t—2),x) + 35, (t? x)—2S,(t, x)
=nn+m)(n+2m)x3 + 3n(n + m)x? + 3nx — 2nx
= nx{(n? + 3mn + 2m?*»)x? + 3x(n + m) + 1}
= nx{(n? + m(3n + 2m))x? + 3x(n + m) + 1}
S,(t*x) = S, (t(t — 1)(t —2)(t —3) + 6t3 — 11t2 + 6t,x)
=S, (t(t—1D(t-2)(t—-3),x) +6S,(t3,x) — 11S,(t?,x) + 6S,(t, x)
= n(n +m)(n + 2m)(n + 3m)x* + 6[nx(n? + m(3n + 2m) )x? +
+3x(n+m) + 1] — 11(n(n + m)x? + nx) + 6nx
=nx{(n® + 6n’m + 11nm? + 6m3)x3 + 6(n? + 3nm + 2m?)x?}+ 7(n + m)x + 1
olur. Bu ifadeler kullanilarak,
T n(x) = Sp((t — nx)*, x) t=0,1,2,3,4 igcin,
Ton(x) =1
Tl,n(x) =0

Ty n(x) = nx(1 + mx)
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T3,(x) = nx(mx(2mx + 3) + 1)
Tyn(x) = n*(11m%x* + 6mx® + 3x% — 8m?x?) + n(6m3x* + 12m?x> + 7mx? + x)
esitlikleri elde edilir. Gergekten,
Ton(®) = Sp((t = 1x)%,%) = S,(1,x) = 1
Ty () = Sp((t = )%, X) = S, (¢ — 2, )
= S,(t,x) — S, (nx, x)
=nx — nxS,(1,x)
=nx —nx1
=0
Ty (x) = Sp((t — nx)?, x)

= S, (t? — 2tnx + n?x?%,x)

S, (t%,x) — 2nxS, (t, x) + n?x2S,,(1, x)
=nx(xn +xm + 1) — 2nxnx + n?x2.1
=n?x? + nmx? + nx — 2n%x? + n?x?
=nx(mx + 1)
T30 (x) = Sp((t —nx)3, x)
= S, (t3 — 3t?nx + 3tn?x? — n3x3,x)
= S, (t3,x) — 3nxS,,(t%, x) + 3n?x2S,,(t, x) — n3x3S,(1,x)
= nx{(n? + m(3n + 2m))x? + 3x(n + m) + 1} — 3nxnx{x(n + m) + 1} +
+3n2x%nx —n3x31
=nx(mx(2mx +3) + 1)
Tan(x) = Sp((t — nx)*, x)

=S, (t* — 4t3nx + 6t?n’x? — 4tn3x3 + n*x* x)
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= S5, (t* x) — 4nxS, (3, x) + 6n%x2S,(t%, x) — 4n3x3S,,(t, x) + n*x*S,(1,x)

=nx{(n® + 6n’m + 11nm? + 6m3)x3 + 6(n? + 3nm + 2m?)x? + 7(n + m)x + 1}

—4anxnx{(n? + m(3n + 2m))x? + 3x(n + m) + 1} + 6n2x*nx{x(n + m) + 1}

—4n3x3nx + n*x*

=n?(11m?x* + 6mx3 + 3x%2 — 8m?x?) + n(6m3x* + 12m?x3 + 7mx? + x)
olur.

Yukaridaki esitliklerden Ty, ve T; , polinomlari i¢in n nin derecesi sirastyla [0] ve |E]] dir.
Ayrica T, ve T3, polinomlarinda n nin derecesi [1] ve [E]] dir. Sonunda, T, , polinomunda

: . T4 ot : .
n nin derecesi HE]] oldugu goriiliir. Bu ise lemmanin ispatin1 tamamlar.

Lemma 3.3.3

C,n den bagimsiz bir pozitif sabit ve A4, (x,v), (3.26) esitligindeki gibi tanimlanmak tizere
x € I, igin,

o

1
A,(x,v) < C——=
n(x V) n\/ﬁ
{v:|%—x|2n1/8}

esitsizligi gecerlidir (Aral 2005).
Kamt

4
(K - x) n Y2 >1 oldugundan Lemma 3.3.2 den,

n

(o] [0e]

A, (x,v) < Z (% - x)4 n~124, (x,v)

{v:|%—x|2n1/8} v=0

S (vF — 4v3nx + 6v2n2x? — 4vndxd + x*nt) 1
- ; — A (,7)

<

— \/—EAn(x, V)

3 i (v* — 4v3nx + 6v2n?x? — 4vn3x3 + x*n*) 1

=0

<
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o] [00] o8]

z v*A4, (x,v) — 4nx z v34, (x,v) — 6n2x? 2 v2A, (x,v)

v=0 v=0 v=0

1
=i

—4n3x3 Z vA, (x,v) + x*n* z A, (x, v))
v=0 v=0
1 4 3 2.2 2
= iy (S, (t* x) — 4nxS, (t°,x) + 6n°x*S,(t*, x)

—4n3x3S,(t, x) + n*x*S,(1,x))

1
= ——8,(t* — 4t3nx + 6t%n%x? — 4tn3x3 + n*x*, x)

n‘vn

1
= ——=Sn((t = nx)*,x)
n

n*vn

1
n4\/ﬁ T4-,Tl(x)

C
S_
m/n

olur. Boylece kanit tamamlanmis olur.
Lemma 3.3.4

v=0,12,..ven+meN,x € Aigin lim,_ 4 x¥ K,y m+1(x,0,1) = 0 olsun.

A
v!

J XMt remar (5, 0. Dedx = m+1Dn+m+1)(n+vm+1)

0

dir (Aral 2005).
Kanit

Tanim 3.3.1 deki 4°) 6zelliginin (v + 1) kez uygulanmasiyla,

1 0

Tt vmt D ox Kytvm+1(x,0,1)

Kn+(v+1)m+1 (x: 011) =
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1 K
= K _
m+@-Dm+1Dm+vm+1)9x2 Hv-Dm+l

(x,0,1)

(—1)v+? gv+1
= K ’1
m+Dn+m+1)---(n+vm+1)odxv+t n+1(x,0,1)

bu ise istenileni verir.m
Simdi, L,, (f, x) nin tirevinin yaklasim 6zellikleri tanitilacaktir.
Teorem 3.3.1

f, I, de sinirh bir fonksiyon olsun. Eger f, x € I,, noktasinda f'(x) tiirevi varsa,
Lim (Lo f)'(x) = f'(x)
dir (Aral 2005).

Kanit

Oncelikle x # 0 olsun. (3.27) esitligi kullanilarak,

(1)”6 aVv
vl 9xouY

K, (x,t, u)|u=1
t=0

@ﬂm—if

_ - v v dv oY
= Zf(g 30 — K,(x t, u)| WKn+m(xﬂt;u)|u=1
v=0 O t=

=0

bulunur. Tanim 3.3.1 deki 5°) 6zelliginden,

( 1)V (v—nx) 09
vl x(1+ mx) ou”

@fM@—Zf (3,00

- AT jmx) Z)f (%) (v —nx)A,(x,v)

esitligi gecerlidir. Lagrange teoreminden f' varvet — x iken a(t) — 0 oldugundan,
v % v
()= (e a) G -x)
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yazilabilir. Acgikga,

T, = mz a (%) (v — nx)?%4,,(x,v)
v=0

oldugundan,

(Lnf) () =~ [T p(x) + 7

mf(x)ﬂ,n(x) +—

nx(1 + mx)
dir. Lemma 3.3.2 de kullanilan , T ,(x) = 0 ve T,,(x) = nx(1 + mx) esitliklerinden,
(Lnf)'(x) = f'(x) + 1p (3.31)
esitligi gegerlidir.

dir. Simdi, bir bilyiik n i¢in 7,, nin bir st sinir1 belirlenmelidir.

t — x iken a(t) — 0 oldugundan, £ > 0 igin bir n sayis1 vardir dyle ki |t — x| < n'/® dir.

Boylece,

&
|an(t)| < g

dir. 7, ve T, ,(x) esitliklerinden,

1

x(1+ mx) .
[l Jener)

a (%) (v —nx)24,(x,v)| < £ Ty n(x)

Enx(l + mx)

&
> (3.32)

esitsizligi gecerli olacaktir.

a (%) (v — nx)? fonksiyonu smirli oldugundan bir M iist smir vardir dyle ki Lemma 3.3.3

den,
1 - v , il
x(1+mx) * (ﬁ) (v = nx)"An(x, v)[ < nM - Z An(x,v)
{v:|%—x|2n1/8} {v:|%—x|2n1/8}
Mc
< —
Vn
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esitsizlikleri dogrudur. Boylece, % <§ olacak sekilde yeterince biiyiikk bir n vardir. Bu

esitsizlikten ve (3.32) esitsizliklerinden
lTnl < e

olur. Dolayisiyla, (3.31) esitliginden,
Lim (Lnf)'(x) = f'(x)

esitligi bulunur. x = 0 i¢in esitsizlik,

(Lnf)'(x) = mzf )@ -mo (—V!)V S Kl u)|
v=0

O

1 9
{— F(O)nxK, (x,0,1) — f (E) (1= m) Ky (x., u)|u=1

- x(1 4+ mx) u=1

o)

+Zf(%)(v—nx)(_v!)va vK(xtu)| 0}

v=2

seklinde yazilabilir. (3.28) esitligi ve Tamim 3.3.1 deki 3") 6zelligi kullanilarak yukaridaki
esitlik yeniden yazilabilir.

(Luf)' () = —F(O)nxK, (x,0,1) — n. f( )a- nx) Ky 06, ,0)

u=1
t=0

1
x(1+ mx)

t=0

+ Z f (%) n(n+m)-- xl:l Knivm(x, t, u)|u=1}

v=2

esitliginde x = 0 alinarak,

LY © =n(r (2) - £ )
ve

limy o0 (Ly f)'(0) = £(0)

elde edilir. Boylece Teorem 3.3.1 in ispati tamamlanir.
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Uyan 3.3.1

F(x) = f;c f(t)dt fonksiyonu igin,

(#
L) = Y [ foar
0

8

\} 1y o

vl ouY Kn(x,t,0) u=1

J t=0

yazilabilir. Tanim 3.3.1 deki 3°) 6zelliginin v —kez uygulanmasiyla,

v=0

LTL(F' X) = z jf(t)dtl xvn (n - (V — 1)m) Kn+vm(x' 0;1)

v!
v=0 | o }
bulunur. Bu esitlikte n yerine n + 1 yazilirsa,
v
o [nF1

| xXn+1)--n+wv-1)m+1)
Ln+1(F: x) = Z { f f(t)dt } ! Kn+vm+1(x: 0'1)
5 4

elde edilir. Tanim 3.3.1 deki 4") ézelliginden,

o)

d
L (F0) = )

v=0

x*n+1)--Mn+vm+1)
V!

f(t)dt Kn+(v+1)m+1(x' 0;1)

)

<
e si‘+
RAA

v
n+1

.f f©)de xViKn+vm+1(x, 0,1) n+D-- @+ @-Dm+1)
0

V!

>

v=0

0x

olur.

:—anH(F ,x), Gadjiev-Ibragimov operatériiniin Kantorovich formu olan dogrusal pozitif

operator A, (f, x) ile gosterilir.

v+1
n+1

d
An(fv x) = Z { f f(t)dt }xvaKn+(V+1)m+1(x: 0:1)

v=0 4
\nF1 )

n+1)--n+@v-1m+1)
V!
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denk olarak

V!

S - .
An(f,x)=(n+1)zg f tJ¥( D aa—xvKn+m+1(x,0,1) (3.33)
V=0 %

esitligi ile ifade edilir (Aral 2005).

Agratini (2001), Aral and Dogru (2004), Campiti and Metafune (1996), Powierska (2002) de
farkli operatorler igin gelistirilen benzer genellemeler olduguna dikkat edilmelidir (Aral 2005).

Tanim 3.3.2

I, de integrallenebilen fonksiyonlar smifi L[,,] olsun. I,, uzayindaki norm

I£1l, = [1f )l dx, (4 > 0)

olarak tanimlanir (Aral 2005).
Teorem 3.3.1 in bir sonucu olarak asagidaki teorem kanitina deginilmeden verilecektir.
Teorem 3.3.2

f(x), belirsiz integralin tiirevi olmak iizere, herhangi bir x € I, ve (3.33) esitligiyle verilen

A, operator dizisi i¢in,
lim Ay (f, %) = f()

esitligi gegerlidir.
Teorem 3.3.3

Her v=0,1,2,---ve n+m € N i¢in
lim,_ 4 xVKpyms+1(x,0,1) =0 ve f € L[I,] oluyorsa bu durumda

lim | Anf = fll, =0
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esitligi gegerlidir (Aral 2005).

Kanit

Ilk o&nce,4,, n€N nin L[l,] den L[I,] uzayma bir operatésr oldugunu

gosterilmelidir. Tanim 3.3.1 deki 3") &zelligi v —kez uygulanilarak Lemma 3.3.4 den,

(v+1 \
A [o0) n+1 A
1)V aV
fAn(f,x)dx = z< f f®)dt ; f ” ~ Ky ym+1(%, 0,1)dx
0 v=0 j_V 0 )
Kn+1 )
((v+1 )
o0 n+1
=30 [ rwae=s,
v=0 | _V_
kn+1 )
elde edilir.
U, = E Ve xu, [0, u,] araliginda karakteristik fonksiyon olmak tizere,

fon(x) = [u,]™1xy secilsin.

Bu teoremi, L[0, co[ uzayindaki biitiin basamak fonksiyonlarmin kiimesinde kanitlamak yerine

sadece y,, karakteristik fonksiyon i¢in kanitlamak yeterlidir. Agiktir ki,

v+1
r—1 n+1

] n()(u,x)dx—z j dx

esitligi saglanir. Yeterince biiyiik n igin, ), = 1 — ¥y, (x) olmak iizere,

(3.34)

R

s = A Gt = | D @ = A0 Gt )]t
0

Un R
= j [1 —An()(un,x)]dx + JAn()(un,x)dx
0 Un

102



Up R Un

= f [An(l,x) —An()(un,x)]dx+fAn()(un,x)dx—f An()(un,x)dx

0 rd 5
= ["[240 (T %) = An(L,20)]dx + [ A (2, x)dx

yazilabilir. Ayrica,

_ d _
An()(un;x) = a(llrwl qun(t)dt X

v

_d

_af
dx\

X, dt }

[ e i‘<
[u=y

(o]
v=0 =0

\
K(xtu)| /

(
i
k

d i )a R )|
T dx n+1 Tn+1ou mebH u=1

v=

O

dir. Boylece,

(0 X < Uy,
¢(x) = {x—un,x > Uy,

olmak tizere,

Un

lim] An()(un,x)dx =0
n—-oo
0

esitliginden n — oo i¢in

(Ln((p' Up) — (P(x)) -0

oldugundan,
Un 00
- v r av
J An (T ) x = Z, (n +1 n+ 1) gu K 611 o
0 v= =

=L, ((,0, un)

esitligi saglanir. Bu ise
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lim|lAnf = fll, =0

olmas1 anlamina gelir. Bu ise kanit1 tamamlar.

34  GENELLESTIRILMiS GADJIEV-IBRAGIMOV  OPERATORLERININ
KANTOROVICH FORMU iLE YAKLASIM

Bu kesimde Gadjiev and Ispir (1999) tarafindan tanimlanan genellestirilmis Gadjiev-
Ibragimov operatoriiniin Ispir et al. (2008) tarafindan hazirlanan calismadan yararlanilarak
Kantorovich formlu bir genellestirmesinin yaklasim o6zellikleri ve agirlikli uzaylarda
siireklilik modiilii yardimryla yaklasim hizi hesab: yapilacaktir. ikinci tiirden Stirling sayilar:
yardimiyla bazi esitsizlikler elde edilecektir. Bu calismada yazarlarin kullandigi notasyona
bagl kalmacaktir. Ly, (R) agirlikli uzayinda Korovkin tipli yaklasim teoremleri kullanilarak
G,f operatorleri i¢in direk yaklagim sonuglari verilecektir. Daha sonra G, f operatorlerinin
yaklasim hizinin hesabi igin ]0,co[ un her bir sonlu alt araliginda bir siirli varyasyon
fonksiyonuna denk bir tiireve sahip polinomsal biiyliyen mutlak siirekli fonksiyonlara
yaklagim yapilacaktir. Smirsiz fonksiyonlar igin agirlikli yaklagim ozellikleri birgok
arastirmaci tarafindan ¢alisilmistir. Toplam tipli dogrusal pozitif operatorler i¢in agirlikll
Korovkin tipi teoremler Gadjiev tarafindan da kanitlanmistir. Ayrica reel eksen tizerinde lokal
integrallenebilir fonksiyonlarin uzayinda da agirlikli Korovkin tipli yaklagim teoremleri
verilmistir. Daha sonra Gadjiev ve Aral tarafindan Ly, (R) agirlikli uzaymnda bir dogrusal

pozitif operatorler dizisi i¢cin Korovkin tipli yaklasim sonuglari verilmistir.

Bazi arastirmacilar i¢in smirli varyasyonun tiirevleri ile fonksiyonlara yaklasimin hizi daha
cekici bir problem olarak goriilmektedir. Bu konuda iyi bilinen ¢alismalardan biride Bojanic
ve Cheng tarafindan yapilan ¢alismadir. Bu ¢alismada farkli metotlar kullanarak Berstein ve
Hermite-Fejer polinomlart i¢in sinirli varyasyonun tiirevleri ile yaklasim hizin1 hesap
etmislerdir. Bu konudaki benzer ¢alismalardan bazilar1 Bojanic and Khan (1991) ve Pych -
Taberska (1997) dir. Gupta ve digerleri de toplam-integral tipli operatorler igin
genellestirmeler yapmislardir. Farkli operatorlerle yapilan ¢alismalar i¢in Gadjiev and Aral
(2007), Gupta et al. (2003), Gupta et al. (2005) e ait galigsmalara bakilabilir (Ispir et al. 2008).
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Tanim 3.4.1

(pn(®) ve (Pn())fonksiyon dizileri C(R,)uzayinda tammli olsun.

icin ¢,,(0) =0, t € R, i¢in Y, (t) > 0 ve

Ve u ya gore tam analitik olan (Kn (x,t, u)), ti¢ degiskenli fonksiyon dizisi i¢in,
x, t € R, veu € R olmak iizere asagidaki li¢ kosul saglasin.

1")Herx e R, n € Nvev € NU {0} = N, icin K,,(x,0,0) = 1 dir.

u=anPn(t)

2)v € N U {0} = N, igin {(—1)U%Kn(x, )|
t=0

} > 0 dir.

30) m + n € N, olacak sekilde bir m sayis1 i¢in, v = 1, 2, -+ olmak tizere,

v

0
WKH(XI tl u)|u

av—l
nx Fu-1 Kpim(x, t,u)

u=anPn(t)

—anpn®
t=0 t=0

esitligi saglanir.

Bu diziler

(3.35)

(3.36)

Bu durumda G,, operatérii; her x € R, ve R, iizerinde tanimli her f fonksiyonu igin,

}(—anwnm))”

v!

Gn(f:2) = i / (nzl/j;(O)) {;uvv Ka, 1, u)|u=an¢n(t)

=0 t=0

bigiminde tanimlidir (Ispir et al. 2008).

(3.37)

(3.37) esitligi ile verilen G,, operatorler dizisinin bir modifikasyonu sekilde tanimlanacaktir.
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Tanim 3.4.2

Hern € Nvev € N i¢in,

v v+1

n2y,(0) ’ n21, (0)

In,v = [

V!

o —anPn(0))”
Ve P, (tn, P Kp) = {ﬁ K, (x,t, u)|u=an¢n(t)}( )

t=0

olmak iizere R, nin her kompakt alt aralif1 iizerinde smirli ve R, iizerinde oSlgiilebilir
fonksiyonlarin sinifindan olan her f igin (bu simif kisalik olmasi bakimindan M;,.(R,) ile

gosterilecektir.)

G,, dogrusal pozitif operatorii,

Gif ) = 1 (0) Y P i ) [ F(©)l (338)
v=0

In,v

bi¢iminde tanimlanir (Ispir et al. 2008).
Uyan 3.4.1

Agikca bu operator dogrusal ve pozitiftir. Gergekten,

Gif ) = (0 Y P i) [ F(0)
v=0

In,v

)—(_“"lp”(o))v f £(0) dt

V!

= n?yY,(0) VZO <W K, (x,t,u)

u=anPn(t)

t=0 Iny

W (0))”
>(a llfv!( ) ff(t)dt

Inv

= n%,,(0) i(—l)v < avv Kn(x,t, u)|u
v=0

ou =anPn(t)
t=0

(anlpn(o))v
v!

seklinde yazilabildiginden Tamim 3.4.1 in 2°) 6zelliginden, >0ve fl f()dt=0

oldugundan G, (f, x) operatorii pozitiftir.

Diger yandan keyfi a ve b gercel sayilari i¢in,
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Gi(af +bg,x) = n*,(0) Z Puan i ) [ (af + b)) de

lTlV

—n2¢n<o>ZP<an,¢n, ke [ F@de+b [gwa

lTlV ITLV

—anzwn(mZP(an,wn, K | @ de+

ITLV

+bn2¢n(0)ZP<an,¢n, K [ g at

Inv
= aG,(f,x) + bG,(g,x)
esitligi elde edilir ki bu da G, operatoriiniin dogrusal oldugunu gosterir. Dolayisiyla
(3.38) esitligi ile taniml1 G, operatorii dogrusal pozitif operatordiir.

Lemma 3.4.1

(3.38) esitligi ile taniml1 G,; operatorii asagidaki segimler yapilarak bilinen bazi integral tipi

operatorlere indirgenebilir.

n
1)neNveK,(xtu) = [1 — lu—ft] alinirsa G, operatordi,

(v+1)
n2y,(0)

(Gfx)—nzwn(O)z (1 = 2 (0))" (xatthn (0))" x j f@®de (339

nzlpn(o)

sekline doniisecektir.
)a, =nve P,(0) = %ahnlrsa (3.39) operatori,

(v+1)
n n

GO =ny (D)wa-om | f@a

v=0
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Berstein-Kantrovich operatoriine doniistir.

.. 1 . . b N N
i) a, =nve Y,(0) = — almirsa lim,,_,o b, = o, lim,_, 7” = 0 olmak tizere operator,
n

bp(v+1)
(G;l‘f(Z), x) = nz (:) (:—n)v (1 - bin)n_v f f()dt
v=0 bpv

n

Kantrovich tipli Berstein- Cholowsky operatoriine dondisiir.

2) K, (x, t,u) = e "+ ye g =n 1, (0) = % operator asagidaki bigimde tanimli Szasz-

Kantorovich operatoriine doniistir.

(v+1)
co n
nx)”
(Gif@,x) =n Y e & f f(t)dt;x €R, .
e vl v
n

Ayrica (Gif @, x) ve (G f®, x) operatorleri igin

o

f P, (anr Yn; Kn)dx <
0

1
n?, (0) (3.40)

kosulu saglanir. Gergekten (G,’{f (2),x) Kantorovich tipli Berstein-Chlodowsky operatorii
1¢in,

bn bn

[ Bk =) [ () (1-5) @
0

0

bn
_b, (:) J (1 — )™V (x)Vdx
0

b, (n) rTv+DI(n—v+1)

v 'n+2)
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b,

n

_ 1
%1, (0)

esitsizlikleri bulunur.
(Grf @), x) operatdriiniin de (3.39) kosulunu sagladig1 benzer sekilde gosterilebilir.
Uyan 3.4.2

Bu galisma boyunca [0, o[ araliginda y,, ,,; I, , araliginin karakteristik fonksiyonu ve

Wax,6) = 1299,(0) ) Py (e, Y Ki) (6 (3:41)
v=0

olmak iizere G, operatorii singiiler integral formunda

G3(f,x) = ] FOW,(x, ) dt (342)
0

seklinde kullanilacaktir (Ispir et al. 2008).

Lemma 3.4.2

t € R,,j € Ny olmak iizere e;(t) = t/ seklinde tanimlansin.
(3.37) esitligi ile verilen G, operatorleri igin,

i) Gp(eg,x) = eq

. an
i) Gy(ey,x) = 791

ﬁ)2n+m a, 1

lll) Gn(ez,x) = ( Tez + 7m€1

n

esitlikleri gegerlidir (Ispir et al. 2008).
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Kanit

De,(t)=t"=1

oldugundan,
2 v (_anlpn(o))v
Gn(e(), x) = Gn(l, X) = Z auv Kn(x, t; u) u=an¢n(t) T
v=0 t=0 .
= Kn (xl 0)0)
=1

dir.
ie ()=t =t

oldugundan,

u=an1/)n(t)
t=0

= v —a, P, (0 Y
Gn( el:x) = Gn(trx) 3 Z%{WKTL()C' t,u) }w
v=0

o)

v v—1 (_anlpn (O))V
= —_ (—nX) YTy K. (x) t, u) - 0
; lelpn(o) auv 1 *n+m uzatnzdén(t) V'
- v—1
B ﬁ Z v-1 (_anlpn(o))
= X Z, a1 Knim(x, t,u) () (v—1)!
= t=0
-1
a (_andjn(o))v

__n -
~ x Z {auv Knim (%, t, u)|u=an1/)n(t)} (v-=1)!
v=0 t=0

an
= 7 xKn+m(xr 010)

bulunur.
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ii) e,(t) = t? dir. Buradan,

had 2( gv —a, Y, (0 Y
Gp( ey x) = Gp(t%,x) = z (nzll:l(o)) {auv Kn(x,t, u)’u=anlpn(t)}( - ?!( )

v=0 t=0

v—1

i ® y N2 9 (—anlpn(O))v
_;(m) (1) G Km0, t10) I

u=anPn(t) v!

® -1
= ﬁ v L_l]( (x t u) (_anlpn(o))v
n? L Yo (0) | Ouy=1 T T g n© (v—1)!
- t=0
*® -1
= ﬁx v—1 _av—l Kyom(x, t,u) (_anwn(o))v
n3 — P, (0) | ouv-1? mrm u=anPn(t) (v—=1)!
- t=0
o) -1
+ﬁx 1 —av—l (x,t,u) (—anlpn(O))v
n’ V_llpn(o) duv-t Kt u=anPn(t) (v-1)!
- t=0
® -2
(@n)? 9v? (—an ¥, (0))”
n3 xvz_z(n + m)x auv 2 n+2m(x u) u=atp i (£) (V _ 2)|
- t=0

} (—aatpn(0))”

V!

n31,bn(0) Z{ Km0 60

t=0

v
a 2n + m —an P, (0)
=) g Km0 6 0) u=anwn<t>}%
t=0 '
C{TL
——xK ,0,0
apn’n+m 1
= (7) n X Kn+2m(x 0 0) + Zl/Jn(O) n+m(x; 010)
_ap\int+m o, 1
_(n) n x +n21/1n(0)x
_ap\Fntm 1
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esitligi elde edilir.

Tanim 3.4.3

r € Ny, x € R, olmak lizere, G, f operatoriiniin r. merkezi momenti
Hnr = Gn((e1 — xeg)", x)

seklinde tanimlanir (Ispir et al. 2008).

Lemma 3.4.2 e benzer diisiinceyle asagidaki Lemma 3.4.3 su sekilde verilebilir.

Lemma 3.4.3

Her n € N i¢in (3.38) esitligi ile taniml1 G,; operatorleri asagidaki esitlikleri saglar.

i) Gn(eo, x) = €g

ii) Gy (ey,x) = %el + m
iii) Gy ey, x) = (%)2 e Z%WQ * 3(nT1n(0))2
i) s = (2= 1) e T 27,0

(Ispir et al. 2008).
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Kanit

l)an<eo,x>—nzwnm)ZP(cxn,wm k) | eodt

ITlV

v+1

= 1%, (0) Z P (an s Kt
lell) (0)

v+1 Y
n2,(0)  n2y, (0)

)Y Bt
v=0

= Z P, (anr Yn; Kn)
v=0

=1= €o
esitligi gegerlidir.

ii) Benzer sekilde,

Galer )—nzwnm)ZP(an,wn, k) [ vt

ITlV

—nzwn(O)ZP(an,wn. K [ e

InV
T
29, (0)
= nzlpn(o) z A (an,l/Jn, n) t v
N2y, (0)
v+1 2 v :
= n2y, (0) 2 P,(an, Yn; Kn) [ 2¢n(0) (nzl/)n(o)) l

2v+1
=n? nO P n WPni By - 2
n¢()2 (s Yo K <(n2¢ (0))>
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- nzl/)n(()) I8 (an l/)n n)—
Z (n2, (0))°

+n21, (0) Z P, (an, s Kn)
v=0

=Y 2
v=0

m[(n(x, t, u)|

2(n?,(0))"

} (_anlpn(o))v v

psedn@) v (02, (0))°
S (9 (canpa(®)” 1
+ 2 n(o) _VKn( , )
n“y VZ; 7 x,t,u u=atn=1/())n(t)} l Z(nzlpn(o))z
B AATIO) N (o)
a n4¢n(0) Z(_ {a v-1 n+m(x' t,u) u=an1ﬂn(t)} (v-1!
t=0

auv Kn (x; tl u)

n2P,(0) ( ik )(—anwn(O))”

2 =
Z(nzlpn(O)) = u atn:l())n(t) V!
_ an 1
2n21/in(0)
a, 1

ot g 0)

esitligi saglanir.

i) Gi(ez,x) —nzwnm)zP(an Wik [ esde

Inv

—nzwn(O)ZP(an Wik [ e

Inv

o0 v+l

5 t3 n2y,(0)
=n lpn(O)ZPv(an'lpn;Kn)? )

v=0 nZy,,(0)
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- nzwn(O)ZP (ntni Kn) 5 (

co

_ 1
(n?1,(0))

v=0

[o¢]

1 1
5 B, (an, Yn; Ky
+3(712’1/)71(0))Zz @

v=0

1 > (av
" () 2 {au” “ 4

v=0

1 = (v
e Z{auv K, (x, t, 1)

v=0

_ (o (@) v
(n2,(0))” 4 Z( {

=2, S B it (]
v=0

2 D P s KV +

)
o 2 ftn), -wn@}( TS iy
_ (—oc(,;z/;,zp(no()o))()—znx)Z"1 {aauv o) anwn(ﬂ}( anvzpi(;)))') (14 1)
(_0((72!2);(0<)()))() nmi{g om0 60} “n¢n<f)}( © i(f))') %(nzwim))z
- (—a(r:/:piO()O))()—znx)Z{aa:v nem (LW anwn(t)}( antpn(;)))') (v-1)

3

3| nzlpn(O)) B (nzlpi(()))gl

- 1[v3+3v2+3v+1-198
= lel/)n(O) Z Pv(an; /2% Kn) § ]
v=0

(2 (0))

3v2+3v+ 1)
(n29,(0))’

o)

_ 1
(n?9,,(0))

v=0

} (_anlpn(o))v 1/2

V!

u=anPn(t)
t=0

}( 61pa(0))

u=anPn(t)
t=0

(@)

7 ) P Y )V

(v-1!

+ T W
v! 3 (nzlp (0))
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Can©@) 1 1

(—anwn(O))( nx)
(n2n (1)) Z

u=anll())n(t)} (v—-1)! 3 (nzlpn(o))z

t=

{auv n+m(xr t,u)

_ (et @)’ (=)= (n + m)x) Z { o (o) }(—anwn(m)”‘z

(nZI/)n(O))Z u= agl:ll())n(t) (v—2)!
1o (0 () () { }(—anwn(m)”‘l 11
y Knsm(x, t,u) " Py
(nzl,b (0)) VZ du u= atn=1l(1)n( ) v—-1)! 3 (nzlpn(O))z
n “Untn 0 Y
a 2n +m 2 Koot )], an¢n(t)}( a f!( )
t=0
a, 1 = (v (@) 1 1
+2—————x —— Knim(x, t, W) _ . } P >
n n?y, (0) VZO {Ou u—atrl:l/én( ) V! 3 (nzlpn(O))

_(ﬁf“me e A &
= 2 n nzlpn(o) 1 3(n21/)n(0))2

n

olup istenen gosterilmis olur.

V) Uy 1 = G ((t — xt°)",x) = G (t — x,x)

—nzwn(O)ZP(an ik [ - xde

Inv

—nzwn(O)ZP(an Wik [ e.de- an(O)ZP(an k) [ x.de

Inv ITIV

v+1
tz nzll)n(O)

= 1%, (0) Z P (e Vi ) | 5

4

lell)n(O)

I—I

v+1
xtln 1/)1’1(0)]

—nzl/)n(()) P(an lpn n)
Z n%y,(0)

_ —nzl/Jn(O)ZP (an, Yp; n)l ;/1;;(10) 2 (nzlp:(O))zl
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v+1 B 1%
2Pr(0)  n%y, (0)

—n?, (0) i B, (e, Yn; Kn) [n
v=0

i) ve ii) nin kanitindan,

= (ﬁ — 1) e; + ;
n 2n?1y, (0)
olur.
v) Benzer sekilde,
Hnz = Gp((t — xt°)?,x)
= G ((t — )%, %)
= G (t? = 2tx + x%,x)

= G (t%, x) — 2xG;(t, x) + x2G; (1, x)

(an)2n+m +an 1 L 1 5 an b, 1 + 21
=|—) —e — e —4X—e X
n/ om0 an?,(0) 7 3(n2y,0))° n - 2nYu(0)
ap\2n+m a, ) ( an 1 1 > 1
=(— —2—+1)e,+|2— - e; +
<( n ) n n ? n n*YP,(0) n?*y,(0) 3(n2wn(0))2

oldugu gosterilebilir. m
Asagidaki uyar1 kanitina deginilmeden verilecektir.
Uyan 3.4.3
i) Lemma 3.4.2 ve (3.36) esitliginden yeterince biiyiik n ler igin,

=o( ! Ja+n, xeR
1 =P \zy, ) T

1

=0(—) 2+ x4+ 1), eER 3.43

.un,z lel,l)n(()) (x X ) X + ( )

esitlikleri elde edilir.
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ii) 3.43 esitliklerinden agikga A > 0,71 > 0 ve yeterince bilyiik n ler igin,

Ui
HUn,1 SW(X+1), x € Ry
<2 (x +1)? cR
.un,Z — lel/)n(O) ) ve +

esitsizlikleri gecerlidir.
iii) Cauchy-Schwarz esitsizligi ve (3.45) esitsizligi kullanilarak,

(x+1)2

1
Gr(ley — xeol, x) < (Grley — xe0):,x)7 = \Jino < Aoz =

A
=anmmfx+”

esitsizligi gecerlidir (Ispir et al. 2008).
Lemma 3.4.4

x € ]0, oo[ Ve yeterince biiyiik n ler igin,

A 1+x
n2, (0) (x -y

Y 2
) Bai) = [ W 0)de < ) 0=y<x
0

A 1+x
n2y,, (0) (z -

ot 2
ii)l—ﬁn(x,z)=]Wn(x,t)dtS ) ,X < z < oo,

esitsizlikleri gecerlidir (Ispir et al. 2008).

Kanit

o \2
i) Lemma 3.4.3, (3.45) esitsizliginden, (3.41) esitligi ve (%) > 1 oldugundan,

y

B, (x,7) =ijn(x,t)dtSJ (%)ZWn(x,t)dt,
0

0

= Un,2 () (x = )72
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(3.46)



2
= nzll)},:(O) (ch : ;)
dir.

(0]

ii)1 —B,(x,z) = an(x, tdt < f C_Li )2 W, (x,t)dt

zZ

2
= n2¢1(0) C - . )

olup kanit tamamlanir.m

Asagidaki teorem yardimiyla f € L, ,,(R,) fonksiyonlarma agirlikli Korovkin tipli yaklasim
teoremleri verilecektir. Bu yaklagim igin yukarida verilen G, dogrusal pozitif operatorler

dizisi kullanilacaktir. Sabit bir p € [1, [ i¢in w gergel eksel tizerinde

j t?Pw(t) dt < o (3.47)
R

kosulunu saglayan pozitif siirekli bir fonksiyon olsun.1 < p < oo igin L, ,(R), R iizerinde
mutlak degerinin p. kuvveti integrallenebilir fonksiyon uzaymni gostersin. Burada w sembolii

agirlik fonksiyonudur. Kisaca bu uzay,

1

LpoR) =R R fllpe = flf(t)lpw(t)dt < o
R

\ )

bi¢iminde gosterilir.
Bu kesim i¢in yararlanilacak asagidaki teorem kanitina deginilmeden verilecektir.
Teorem 3.4.1

Ly:Ly,(R) = Ly, (R) ye tamml diizglin sinirli dogrusal pozitif operatdrler dizisi olsun.

(Lp)nen operatorler dizisi igin,
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lim ||, (¢h,2) = x| =0, i=012 (3.48)
seklindeki ii¢ kosul saglanirsa bu durumda her f € L, ,,(R) fonksiyonu igin,
%l_r)lgo”Lnf _f”p,w =0

esitligi gecerlidir (Ispir et al. 2008).

Tanim 3.4.4

P
p=1m=>=3meN olmak ilizere (3.47) esitsizligini saglayan w(x) = ( ) olarak

1+x2m
secilerek olusturulan uzay L, ,(R) ile gosterilecektir. 1 <p < oo ve m = 3 i¢in bu uzay

kisaca,
Lym®) ={f:R>R,(1+x*™)7f(x) € L,(R)}

bigiminde gosterilebilir (Ispir et al. 2008).
Tamm 3.4.5

mve j pozitif tamsayilar olmak {lizere m elemanli bir kiimenin j elemanl alt kiimelerine

pargalaniglarinin sayis1 ikinci tip Stirling sayisi olarak adlandirilir ve S(m, j) ile gosterilir.

m > 0 ve S(m,j) ikinci tiirden Stirling sayilar olmak tizere (x), = 1 ve
(¥)j=x(x—-1)(x—j+1) seklinde tammh x™ =3}",S(m,j) (x); yardimiyla

asagidaki Lemma kanitlanacaktir.

Lemma 3.4.5

f€Lym(Ry) ve fooopv(an:lpn;Kn)dx <——

SN olsun. Bu durumda 1 < p < oo i¢in,

G llpm < 1fllpm

esitsizligi vardir (Ispir et al. 2008).
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Kanit

v+1

n2y,(0)

o 1 2m
(CUSIERTONRACHATS (1 ' (%) )
v=0 i

2m
f € Lpm(R,) ve (G f) in tammindan (1 + ( ) ) > 1 oldugundan,

x f FOIC + 2m) 1 de

ITl,V

< 22mn2y, (O)ZPmn,wm Kn) <1+( Zzp:(O))zm)

x f FOI + 2™ dt

In,v
esitsizligi gecerlidir. Stirling sayilarini ve

4

d v
Py (an, Yn; Ky) = (W K, (x,t,u) |u=anlljn(t)> (_anlpn (0))

t=0

esitsizligi kullanilarak asagidaki esitsizlige ulasilabilir.

Gaf, 0 < 22 an(mZP(an,wn, K [roia+ema

ITlV

2m-1 2

w2 () ZP (i K)o

x ¥ 0S@m. ) W) J, IfOIA+ 2™ dt

< 2% ZW’)ZP (i) [ IFOIG+Em) 1 e

ITIV

1 2m
Z s@m, )
7=0

2m-—

+22m (m)
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ZP(an,wn, k) = f I+ ) de

<22 2¢n<o>ZP<an,¢n, K [ 1F@I0+emar

ITLV
2m [e%)
m 1 am . ;+j (@ Yn; Kn)
+22 (—nzlpn(o)) ;S(Zm,]); "
X flf(t)l(l +t2™)"1dt (3.49)

In,v
esitsizligi elde edilir.
Burada 3°) 6zelligi j kez uygulanirsa,

Pyj(an Yn; Kn) = (=1 x/n(n+m) - (n + (j — Dm)

v+j
u=anPn(t) > (_anlpn (O))

t=0

v
a v n+jm(x t,u)

elde edilir.(3.49) esitsizligine Py, ;(ay, ¥n; Ky) Ve (3.49) esitsizliginin her iki tarafinin

J
(1 + x?™)~1 ile ¢arpilmas1 sonucu j = 0,1, +++,2m olmak {izere - X

+x2m —

< 1 oldugundan,

2m

2my—1 2 2 N .
(1422 (G () ldx < gy Zm)znzpnm);a (atn P K

x f FOI + 2™ de

ITl,V

2m-1

x 2 (nzwn(O)

f FOIA + 2™ de

esitsizligi gecerlidir.

G, f m tanimi, (3.40) esitsizligi, (3.35) ve (3.36) kosullar1 dikkate alinarak,
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f (1 + 2™ 1|62 dx < f FOIA + 2™ de

2m—j

2m 1
x| 1 +ZS 2m, )(—)
2, 5CmD g, @
Jj=0
yazilabilir. Béylece her f € Ly ,,(R,) i¢in C pozitif bir sabit olmak iizere

1Gafllim < ClIf ll1m
esitsizligi gecerlidir.
p = oo durumunda ise (3.49) esitsizliginden

2m-1

xER

- 1
sup(1 +x*™) (G )G < 22 flloom <Z By, i Kn) + (m)
v=0 n

2m o]
X Z S(2m,j) Z P, (an, Yn; Kn)
j=0 v=0
olur. Son esitsizlikte Riesz-Thorin teoreminin kullanilmasi ile 1 < p < o ve f € L, ,,(R,)
i¢cin
NG fllpm < Ifllpm
esitsizligi gosterilmis olur.m

Bu esitsizlik yardimiyla G, f dogrusal pozitif operatdriiniin Ly, 5,,, (R,) den L, ,, (R,) ya bir

dontisiim tanimladig1 sdylenebilir.
Teorem 3.4.2

f € Ly m(R}) ve K, icin gegerli olan (3.40) kosulu saglansin. Bu durumda
1im (16 f = Fllpm = 0

esitligi saglanir (Ispir et al. 2008).
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Kanit

Kanit i¢in j = 0, 1, 2 olmak iizere

lim [|Gre; — 7| =0 (3.50)

seklindeki ti¢ kosulun saglandigin1 gostermek yeterlidir. Lemma 3.4.3 den agikga
lGreo — 1“p,m =0

vardir. j = 0 igin (3.50) esitligi dogru oldugundan Lemma 3.4.3 i kullanarak n — oo igin,

1

S

G - (% 1 xP . 1 1 p
IGien =l = (57 ~1) f SEFZDI IR © f @ +xzmyp
R R

ifadesinin sag tarafi 0 a yaklasir. Benzer sekilde j = 1 i¢in (3.50) ifadesi dogrudur. A¢ikca

Lemma 3.4.3 i kullanarak n — oo igin,

S

a2 n+m x?P
* a2 on _d i
”Gnez X ”p,m < (( Tl) n 1) -]- (1 + me)p dt
R'F

S

a, 1 J xP it
n n?yY,(0) A (1 4 x2m)p
R

+2

=

P S S T
3(n2¢n(0))2 (1 + x2m)p

Rt

ifadesi O a yaklasir. Bu ise Teorem 3.4.1 den
m [1G5f = fllpm = 0

olmas1 demektir. Dolayisiyla kanit tamamlanmais olur.
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Tanim 3.4.6

y = 0 igin; ]0, oo[ tizerinde tanimli mutlak stirekli f, ]0, oo[ lizerinde f' tiirevine sahip ]0, oo[
un sonlu her alt aralifinda bir sinirli varyasyon fonksiyonu ile M > 0 sabitleri i¢in t — oo
iken [f(t)] < M.t bilyime sartini saglayan fonksiyonlarin sinifi tiirevlenebilir sinirli

varyasyon uzay1 olarak adlandirilir ve DBV, |0, oo[ ile gdsterilir.

f € DBV, ]0, oo fonksiyonu; her a > 0 igin g fonksiyonu ]0, o[ sonlu alt araliginda smirli

varyasyon fonksiyonu olmak iizere,

X

fG) = f g(0) dt + £ (a)

a
esitligini saglar.
10, oo[ un her bir alt aralig1 tizerinde sinirli varyasyona sahip her f fonksiyonu sabit

x € 10, o[ igin f, yardimei fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir.

fO)—f(x7),0<t<x
fi(®):=450 , t=x (3.51)
fO-fx),x<t<o

Asagidaki teoremde VP(f),[a,b] iizerinde f fonksiyonunun toplam varyasyonunu

gosterecektir.
Teorem 3.4.3

f € DBV, ]0,o[, y € N olsun. Bu durumda her x € ]0,00[ igin n yeterince biiyiik bir say1,

A ven pozitif sabitler olmak iizere T, . (f) ve K, , sabitleri
Tyx(f) =2¥ sup tf() = f(x)]
22X

ve

K, .= sup\/r]VG,’;((el — xe)?,x)

x€EN

seklinde tanimli olmak tizere,
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1(Gnf, %) = fO] < G+ DI+ £ ()]

B 21/)n(O)

2 £ <x+)+f )
M EEON “)(‘

DA

x‘llf’(x+)l>

Anzlpn(o) — X

X x+E , _
+ ﬁvx_gv((f )x) + Ty,x(f)Ky,xn v/2
esitsizligi gecerlidir (Ispir et al. 2008).

Kanit

Her x € ]0, oo igin (G, ey, X) = e, oldugundan,

Gaf,x) — f(x) = f F(8) = £ ()] Wy, £)dt
0

- Oj W, (x, £) J £ (s)dsdt

esitligi gegerlidir.
Her f(t) € DBV, ]0, oo[ igin (3.51) esitligi kullanilarak

t

5(t)_{0x¢t

olmak tizere
1 1
/@) =00+ > (F'eD+f(x7) + > (f'xeh) + f/(x7))sgn(t — x) +

+6,(O [/ @) =3 (F/ () + £/ (3.52)

esitligi yazilabilir.
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Acikea,

fw W, (x,0) f |60 - e+ £1@)|8(dsde = 0
0 x

olacaktir. Lemma 3.4.3 kullanilarak,

0o t 1 ©
f <f%(f’(x+) +f'(x7)) du) W, (x,t) dt = E(f’(x*) +f'(x7)) f (t — )W, (x, t)dt

X

= 2 (G + £ )G (e — xe0) )

ve

00 t 1
f W, (x,t) <f 5 (f’(x+) - fl(x_))sgn(s — x)ds) dt
0 x

< ZIf G~ fG )|j|t—x|w (x, t)dt

va—\

If' () = f'(x7)1Gr(ler — xeol, %)
ifadeleri gegerlidir.

(3.44) ve (3.45) esitlikleri kullanilirsa,

X t
An(f'x) = f Kn(x, ) f (F)+(s)dsdt,
0 X

2x

B,(f', x) =] K, (x, t)](f’)x(s)dsdt,

X

oo

Ca(f',x) = f Ky (x, ) f (F)x(s)dsde

2x

seklindeki gosterimler kullanilmak iizere,
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|G;;(f,X') _f(x)l < |An(flix) + Bn(f’,X)-FCn(f’,X)l

U
n?yn, (0)

Lo 2
oG = G m@ﬁ'l)

esitligi gegerli olur.

1P G+ 16O

(x+1)

A (f',x), B, (f',x) ve C,(f',x) terimlerinin hata hesaplarinin yapilmasi

tamamlayacaktir.

Lemma 3.4.3 iin uygulanmasi ve kismi integrasyon kullanilarak,

x t
An(F, )] = f f (F)x(s)dsdeBr(x, £)
0 x

4 f B, O(F)x (0)dt
0

X
x—=

/ = .
<| f + f |18 G, DIVE((F) )t
S

3

X
x——==

(x +1)° N2 pxpcg X x :
< b J G = O VE( DDAt + 2V 2 ()

esitsizligi elde edilir. Burada s = ﬁ alinarak,

7 Vi
| @-ove@node =5 [ Vi@ ds
0 1

[l
<y | V() ds

v

7]
<2 V()

=1
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kanit1



yazilabilir. Boylece,

Vn
14 (x+1)2 -1 X 14 i X 14
00| < Ao ;Vx_g((f D)+ V() (3.54)

esitsizligine ulasilir.

B,(f', x) i¢in Lemma 3.4.4 ve (3.45) esitsizligi kullanilarak,

2x t
1Bu(f, )] = f f(f)x(swsd (1- B 0)| = f B, O)(F ) (D)t

< |[ ers| 11 = g 201 + [ 1070111 = a0t
( + 1)? x_%
X _ + te(F!
Aoy V@) = FGO = xf Gl + f V(e
(x + 1)? T

<y | @m0

xX+-=
Vn

elde edilir. Burada s = ﬁ alinmasi ile,

2x Vn
| @-orumade=x [ VS () ds
x+f—ﬁ 1
[\/H]v+1
W S ds
v=1y
[\/ﬁ]
Vx 1’((f )x)
olacagindan,
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(x + 1)?

1B (f',0)] < 2 If (2x) = f() — xf'(x™)

n2,(0)
(x + 1)? e x -
_ x+; , A x+\/_ﬁ ,
) 121/ (0 + =W (D (3.55)

esitsizligine ulasilir.

Cn(f',x) i hesaplamak i¢in Holder esitsizligi ve Lemma 3.4.3 kullanilarak,

1Ca(f', 0] =

f W, (x, O(F(0) — FG) — (¢ — 0f () de
2Xx

<2 M) [ GO + 17 GO [ W0l = xle
2x 2x

esitsizligi elde edilir.

t<2(t—x) ve t=>2x i¢in x <t—xile (3.43),(3.45) esitsizlikleri ve Lemma 3.4.3

kullanilarak

1Ca(f', 0] = Ty () f (t — )Wy G, Dt +x 2 ()] f W (x, ) (t — x)?dt
2x 2Xx

A
< Ty x (DK V2 4+ 1f' ()] ’m(x +1) (3.56)

Dolayistyla (3.53) — (3.56) ifadeleri birlikte diisiiniiliirse teoremin kaniti tamamlanmis olur.

olur.

Uyan 3.4.4

T, x(f) <o ve K,, <o olup Teorem 3.4.3, G, operatorleri igin yaklasim hizim

vermektedir (Ispir et al. 2008).
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3.5 AGIRLIKLI C,,, UZAYINDA GADJIEV-IBRAGIMOV OPERATORLERI iLE
YAKLASIM

Bu kesimde Coskun (2012) tarafindan tamimlanan C,,  uzaymnin bir alt uzayindaki
fonksiyonlara (2.1) esitligi ile verilen klasik Gadjiev-ibragimov operatorleri ile yapilan
yaklasimin ozellikleri, operatoriin n. momenti igin bazi esitlikler ve siireklilik modiilii

yardimiyla yaklasim hizi hesabi yapilacaktir.
Tamm 3.5.1

m € N, By, = B5,]0, [ uzay1; [0, 00 yar1 ekseni iizerinde tanimli ve My yalnizca f ’e

bagli bir sabit olmak iizere
If GO < Mp (1 +x2™)

esitsizligini saglayan tiim fonksiyonlarin uzayidir (Coskun 2012).
Uyan 3.5.1

B, dogrusal bir uzay olup

_ sup |If(x)]
Ifllzm =, 5 07 5 x2m

ile normlu bir uzaydir (Coskun 2012).
Tanim 3.5.2

B4, uzayina ait biitiin stirekli fonksiyonlarin uzayi Cypp, : = Cyyy, [0, o0[ olsun.

Bu uzayin bir alt uzayi olan C3,,;

m S ()
Com = {f € Com: 5% Tt Ky < 00}

ile gosterilir (Coskun 2012).
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Teorem 3.5.1

(L,,) dogrusal pozitif operatorler dizisi

(Ly): Cyp = By Ve v = 0,1,2 olmak tizere

1im (1L (€™, ) = f ("™ lom = 0

seklindeki ii¢ kosul saglansm. Bu durumda her bir f € CJ2,,, fonksiyonu i¢in
1 (1L, (£, %) = F ()l = 0

esitligi gecerli olur (Coskun 2012).
Kanit

f € ¢2,, olsun. Bu durumda C2,,, uzayinmn tanimindan her £ > 0 icin dyle bir x; bulunabilir ki
X > x}ig¢in
If ()l < e(1+x*™)
esitsizligi gecerli olur. Ayrica
ii_)rgo(l + x*™) = o0
oldugundan & >0 sayis1 igin Oyle bir x, sayist bulunabilir ki x > x,” icin
(1+x2™) > 1
€
esitsizligi gecerlidir. Bu durumda
Xo = max(x}, x{
secilirse tim x > x, lar i¢in
If ()] < e(1+x™)ve (1+x2m)>=

bulunur. Simdi de
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flx) ; 0<x<x
g(x) = {dogrusal; X € ]xg, %]
0; X > X

seklinde g fonksiyonu tanimlansin. Burada x, sayis1 x; > x, olan |g(x)| < |f(xo)l
esitsizligini saglayan bir gergel sayisi olsun.

sup |f(x) - g(x)l sup If(x) - g(x)l

”f - g”Zm = xX>xq 1+ x2m x€ Jxg,x4] 1+ x2m

sup |f(X)| + sup |f(x) - g(x)l

= x>xq 1 + x2m X€E |xg,x1] 1 4+ x2m

2 sup |f(X)| sup |f(x0)|

X>x1 { + x2m X€E Jxg,x1] 1 + x2m

1
< 2¢+ Xo)| ————
o)l m

1
1+x32™M

<2e+ &(1+x™)

< 3¢
bulunur.

L,, operatorleri C,,, uzayindan B,,,’e donilislim yaptigindan teoremin kabulleri yardimiyla

ILnllam = ILn (1 + x2™, xll2m

1Ln (1) + L (2™, 2) ll2m
= ILn (L) = (M +x*™) + (1 +x7™) + Ly (x*™, 2l 2m
< NLn(L,%) = lzm + 1Lp (™, %) = 2™ Iz + 111+ X2l 2m,
<3

olacagindan

Lnllzm = NLn(1 4 x2™, xlgm <3

bulunur. Bu esitsizlikleri kullanarak her f € C3,,igin

ILnf = fllzm = ILn(f =g + g,%) + g(x) = g(x) = F(X)lI2m
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S NLw(f = 9,9 llzm + I1Ln (g, ) = g llzm + If = gllzm

< f = gllzmliLnllzm + 1La(g, x) = g lzm + IIf = gll2m

< Nf = gllzm UlLnllzm + 11 + 1L (g, %) = g () ll2m

< 12e + 1Ly (9, %) = g(0)lzm (3.57)
olur. Ayrica

|Ln(g,x)—g(x)|
1Ly (g, %) — ()|l gy = 4B Lnl92 29001

1+x2m
sup 1Ln(@, %) =g qup 1Ln(g,x) — g(2)|
— x€[0,x1] 1 4 x2m X>Xx1 1+ x2m
sup |Ln(g,x)—g(x)| sup |Ln(g,%)|
— x€[0,x4] 1+x2m X>X1 {4x2m

esitsizlikleri gegerlidir. Burada
1(x0) = xe[0 gl f (O

seklindeki tanimlama yapilirsa

sup

xox, 9 (%) < pu(xo)
olur. Boylece

1Ln(g,%) — g 1Ln(g,%) = g(x)|
”Ln(g:x)_g(x)HZm Sxe[o_sglclﬁ = 1+x2m xiljczz - 1+X2m

sup

< reloxs)|n(@:%) = g1 + 23 |La (9, %)

sup .u(xO)
¥2X1 1 4 x2m

sup

= xE[O,xl]an(g'x) - g(x)l +

olacaktir. g siirekli oldugundan

limy o |ILn(g, %) — g(X)ll2m =0 (3.58)

olup (3.58) esitligi (3.57) esitsizliginde yerine yazilirsa
rlli_r};lo”Ln(fJ x) _f(x)HZm =0

bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.m
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Gadjiev’in Gadjiev (1974,1976) kaynaklarindaki Korovkin tipi teoremlere benzer olarak C,,,
uzayinda da Korovkin tipli bir teorem gegerli degildir (Coskun 2012).

Tanim 3.5.3

f € €Y. olsun. Bu durumda

sup |f(x+h) _f(x)l

)6 = >
(U(f )Zm |z|_505 (1 +X2m)(1 + th)

ifadesine agirlikli siireklilik modiilii denir (Coskun 2012).

Bir f € C,,, fonksiyonu i¢in siireklilik modiilii Achiser tarafindan kanitlanmistir. Genelde
6 = 0,i¢in f € C,,, fonksiyonunun siireklilik modiili 0’a yaklasmaz. Ancak Gadjiev and

Ispir (1999) in de kamtlandig: gibi her f € C2 fonksiyonu igin
Imw(f,8)zm =0

dir.
Onerme 3.5.1

f € €3y, olsun. Bu durumda siireklilik modiilii igin
Dw(f,0)m=0

i) 6; < 65056 w(f,81)2m < w(f,82)2m

iii) v m € N i¢in w(f,m§) < 22™(1+6%™) w(f,8)2m

i)V € RY iginw(f,A6) , < 22(A + 1)(1+6%™) w(f, 8)om

V) Vf € Cop icin 4120 w(f,8)gm = 0

vi) |f () = f)] <+ x2™)(LHE — x*™) w(f, |t —xDom

vib)|f(6) = F(O] < 22 (L) (L]t — x| P (AHFH(A6™) (£, 8 )

ozellikleri gegerlidir (Coskun 2012).
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Kanit

. oap G+ R) = f()
D w(f,8)om = |Z|ZOZ (1 + x2m)(1 + h2m)

ifadesinde
1+ x*™)>0,(1+h*)=0ve|f(x+ h)— f(x)| = 0 oldugundan
w(f,8)2m = 0dir.

ii) 5; < 6, olsun. |h| < &, bolgesi, |h| < §; bolgesinden daha biiyiiktiir. Bolge biiyiidiikce

alinan supremum biiyiiyeceginden

sup |f(x+h)—f(x)| < sup |f(x+h)—f(x)|
nes, (1+x2M)(1+h2m) = <20 (1+ x2™)(1 + h2m)

olacagindan

w(f,61)2m < w(f,82)2m
bulunur.

iii) Her m € N i¢in

ap G+ = f(0)]
w(f,6)2m = |z|2505 (1 + x?m)(1 + h2™)

ifadesinde x + h = t denirse

sup |f(t) - f(x)l

C()(ft 6)2m = |ttj;2|(s)6 (1 + me)(l + (t — x)Zm)

elde edilir. O halde

o () = f@)
w(f: m6)2m - tx=20 P (1 + me)(l + (t _ x)zm)

|t—x|smé

olacaktir.
[t—x|<méf= —mé <t—x < mb

t = x + mh secilirse |h| < & olup
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sup |f (x + mh) — f(x)|

OUmOzm = xz0 T amy (4 4 (mhyzm)

yazilabilir. Diger yandan her f € CJ,, icin

fx+mh)—fxX)=f(x+h)—f(x)+f(x+2h)—f(x+h)+ f(x+3h) —
fx+2h)+ -+ f(x+mh) — f(x+ (m—1)h)

m
= D [fCe+ kh) = fCx + (k = D]
k=1
esitligi gegerlidir. Boylece

fle+mh) = £G) = | [F G+ kh) = £+ (k= DA

k=1

< Zlf(x+kh) ~ x4+ (k= Dh
k=1

|f (x + kh) — f(x + (k—1)h|

- — (1 + h2™)(1 + (x + (k — 1)h)2m) (1+h*™)(1+ (x + (k — 1)h)?™

esitsizligi saglanir. Her iki tarafin (1+x2™)(1+(mh)?™) ifadesine boliinmesiyle

If Getmh)- fFOII S 1f G+ k) = £+ (e = DRI (1 +R2™) (1 + (x + (k = DRY?™)
(1 +x2™)(1 + (mh)?™) ~ & (1+ h?™)(1 + (k — 1)h)?™) (1 +x?™)(1 + (mh)?™)

esitsizligi elde edilir. |h| < § lizerinden supremumu alinirsa

1+ (x+ (k= 1)h)>™
1+ x2m)(1 + (mh)zm)

W(f, 8o < 0f, B)am(1452) ) -
k=1

esitsizligi gecerli olur. Diger yandan
1+(x + (k — DA™ <1422™ (2™ + ((k — 1)h)2’”)
< 22m 4 227 (2™ 4 ((k — Dh)")

=22 (142%™ + (k= Dh)™™")
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dir. k — 1 < m oldugundan

1+ (x + (k—1)h)*™ < 22™(1 + x*>™ + (mh)?™)
< 22M(1 + x2™ + (mh)?™ + x?™(mh)*™)
= 22M(L+x?™)(1+(mh)*™)

esitsizligi yazilabilir. Buradan

1+ (x + (k—1)h)*™

(14 x2m™)(1 4+ (mh)?™) 25m

olur. Boylece
w(f,m8)om < 2°™(A+8*™) w(f,6) ,,,
bulunur.
iv) Her 1 € R* igin w(f,48) ,,, < 2%(A + 1)(1+6°™) w(f, 8)om
esitsizligini gostermek i¢in
X € R* sayisinin tam kismu [[A] ile gosterilirse
[Al <A < [A]+1 esitsizliklerinin gegerligi oldugu agiktir. Bu esitsizliklerde ii) 6zelligi
geregi
W(f,A8)om < o(f, (IA] + 1)&)2m
yazilabilir.
([A] + 1) € N) oldugundan bu esitsizligin sag tarafina iii) 6zelligi uygulanirsa
W(f,A8)om < o(f, (IA] + 1)&)2m
< 2#™([A] + D(1+6°™) w(f,6) .
bulunur. Ayrica her A€ R igin [AJ+1< A+1 oldugu goz oniinde bulundurulursa;
WCf, 28 Yo < 22M(LAA)(LHEX™) (£, 8 Jom

elde edilir.
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v) Her f € 2 icin 5{"5 w(f,8)2m = 0 oldugundan €2, n tanimindan verilen bir ¢ > 0

i¢in
f(x)
T+ 2m Kf’ <e (3.59)
fx+h)
1+ (x + h)2m Kf| <é€ (3.60)

esitsizlikleri saglanacak sekilde her x > x;, i¢in x, > 0 sayis1 bulunabilir.

‘1+(x+h)2m_ f‘_ 1+ (x + h)2m

flx+h) —Kp — K, ¥37% x®™Jpi (2™m)
1+ (x + h)?m

fx+h)—K;
1+ (x + h)*m

Ky S35 IR

1+ |x+ h|?™

8K 33m x2m-ipj-1(2m)

1+ [x + h|?™

< sup|f(x+h) — K| +

Z}Z;nl x2m—jhj—1(27r]g )

<e+0K
MR A N W P P

olur.
Ayni zamanda her f € C[0, x,] i¢in

osxem [f(x+R) — f(X)| < ¢
|h|=8

saglayan bir § > 0 vardir. Boylece (3.59) ve (3.60) esitsizliklerinden

sup [fGe+ 1) = f(x) = Kp + Ky

w(f,6 = .5
(f )Zm |chl|_5(2s (1+x2m)(1_|_h2m)

T hes (14 x2m)(1 + h?m)
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sup |Kf —f(X)l

<&+ s
TR T x2m) (1 + k)

8Kpsup Y204 x*M-IpI=1(2M)

sup

K — ()|

K — f ()|

T x>
L+ [x+ A" s (L X2 (1 + A2
< g S B ST
2 Xz
1+ |x + h|?m n|<6
(x + h)?m
<3e + Kyo

(1 +x27)(1 + h2™)

22m(x2m + th)
@+ 22y + ey 1 0

me th
< 3e 4 2%m ( >Kf6

< 3e+

1+ x2m 4 1+ h2m
<3e+2*M2K; 6
esitsizligine ulasilir. Bu esitsizlik yardimiyla agikca
limgo w(f,6)am =0
bulunur.
vi) If () — fOO)] S@+x?™)(1+[E = xI*Mw(f, [t = xDam
esitsizligini gdstermek i¢in
w( f,8 ), ifadesinde 6=|t — x| segilirse

sup If(t) - f(x)l
220 (1 4+ x2m)(1 + |t — x|?>™)

w(fllt_xl)Zm =

TAQRIICI]
T (142 (1+[|t—x|2™)

yazilabilir. Buradan

lf (@) = F()l
(1 _|_x2m)(1 + |t _lem) = w(f’ |t - xI)Zm

140

(14 x?2m)(1 + h2™m)



esitsizligine ulasilir. Boylece
If(O) = fGI < A+ x*™)(A+ 1t = x*™ w(f, |t = xDam
esitsizligi elde edilir.

vii) vi) ozelligi kullanilarak

If (t) — f(x)| <(1+x2m)(1+|t x|?™w <f,|t;x|5>

yazilabilir. Ayrlca le R* olup iv) 6zelligi yardimiyla

[t—x|

o( £ 5)2m < 22 (A+HEED (1462 0 ( £,6 )om

dir. Dolayisiyla

[t—x|

If(®) = FO] < 22M(A+—)(L+x2™)(1+]t — x|*™)(1+6*™) w(f, 6 )am

bulunur.

Simdi Lemma 3.5.2 de kullanilacak bir esitlik kanitlanacaktir.
Lemma 3.5.1

Her N dogal sayisi i¢in Cy y pozitif sabitler ve Cyy = 1 olmak iizere ile (2.1) ile tanimh

klasik Gadjiev-Ibragimov operatérii igin,

L@V x) = i (%)k nm+m)(n+2m)..(n+ (k—1)m) Cen o

n

— (3.61)
& nk (2, (0))" "

esitligi gecerlidir (Coskun 2012).
Kanit

Kanit timevarim yoluyla yapilacaktir.

(2.1) ile verilen klasik Gadjiev-Ibrahimov operatdriiniin tanim1 nedeniyle
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N=I i¢in

1
aTL

In Ci1
w692 2,6 G

k=1

oldugundan L, (t,x) = %x dir.

Benzer sekilde N=2 i¢in

apnn+m a, 1
Ln(tz,X) = (7) n x? +7mx
dir. Gergekten;
2
wknnm+m)(n+2m)..(n+ (k—1)m) Ci N
Ln(tzr ) = a_ : - .
x ;(n) nk (lell)n(O))N kx
_ ﬁx Cio (%)2 n(n + m) Cy2 22
nC (2 (0)T N (g, (0)
_ay 1 anp\% (n+m)
a6

bulunur. (3.61) esitliginin her p dogal sayist igin gegerli olsun. Bu durumda p + 1 i¢in de
(3.61) esitliginin dogru oldugu gosterilirse ispat biter.

Her v dogal sayisi i¢in a; bir sabit olmak tlizere

P
Pl =pw-1).(v—p)+ Zvj aj
=1

esitligi gecerli oldugundan (3.62) esitligi dogrudur. Dolayisiyla

v v@-D . -p) vV g
("len(o)) - (n2¢n(0))p+1 + Z (n2¢n(0)) (n2¢n(0))p+1_j (362)

J=1

esitligi yazilabilir.
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(2.1) ile verilen klasik Gadjiev-ibragimov operatériinde f(t) = tP*! alinirsa (3.62) esitligi
g

yardimryla

N ALy @t (0)
b= (o) 6 ) 20O

= N v(v—=1)..(v—p) v J a;
"2 (29 (@) * 2. (p.m) (2 (@)

v=0 j=1

Kn(v) (x, 0, anlpn(O)) w

Cvw-1..(v-p) (—a (0))”
= K, ,0,a,0,(0)) ———
UZO (n2, ()" % 2 0) v

@)

%) p v
4 aj (_anwn(o))
+ > — K, (%,0,a,Y,(0)) —————
2 20.0) o "

oo

: p+1zK (v)(x 0, a,y,, (0)

)( anwn(O)) N
(nzw (0))

Y

p

' Z (nzwnm))”“ Z <n2¢n<0))v K (x, 0, €t (0))

j=1 v=0

(—Olnl/)n(O))v
vl

olacaktir.

v < p + 1 igin faktériyel tanimli olmadigindan toplam (p + 1) den baslatilirsa;

+1 _ 1 N W) (_anlpn(o))v
e 'x)_(nzwnm))p“v;ll(n (e 0, O) G = —yr

a.
+ Z L, (t/,

J=1

bulunur. Burada K,™(x,0,a,10,,(0)) fonksiyonuna Tamm 2.1.1 deki 4°) ozelligi

uygulanirsa esitligin her p € N i¢in dogru oldugu kabulii yardimiyla
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(01,2 = (-1 () HEEIEE P o (2,000
N P a; . i (ﬁ)k nnm+m)(n+2m)..(n+ (k—1)m) Ckn K
 (n2y, () | n (n2 (0)) ™
a\P*t n(n+m)(n+ 2m) ...(n + pm) D1
- (7) np+1 x
p j
apnknn+m)(n+2m)..(n+ (k —1)m) Cy,
*2,52,G) " o
=1 k=1 (nzllln(O))
an\P*t n(n+m)(n+2m) ...(n+ pm) -~
- (7) nbt1 x
+i (ﬂ)k n(n+m)n+ 2m) ...(n + (k — 1)m) Con p 2 3
e nk (n2¢n(0))p+1_k =k ]

esitligine ulasilir. Burada

|{ d apnkn(n+m)(n+2m)...(n+ (k —1)m) Crn X d . << \|

o2 ) : e Dy ik
kp+1 = k=1 (29, (0)) j=k

{ 1, egerk=p+1)

seklinde tanimlanirsa N = p + 1 i¢in esitlik kanitlanmis olur.

Bu ise kaniti tamamlar.
Tanim 3.5.4

(2.1) ile verilen klasik Gadjiev-ibragimov operatériiniin n. Momenti

o)

Tyn(x) = 2 (% - x>N K, (x,0, anPn(0))

v=0

(_anlpn(o))v
v!

esitligiyle verilir (Coskun 2012).
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Lemma 3.5.2

Her x € [0, oo[ ve yeterince biiyiik n € N sayisi i¢in asagidaki esitlik gegerlidir.

Tyn ()] = (x +x% + -+ x¥)0 (;)
b 2, (0)
(Coskun 2012).

Kamt

Ty »(x) in tanimindan

SN () (Cantn ()
TN,n(x)_;<n2¢n(0) x) Kn (X,O,dnl/)n(())) vl

N
Z(nztpn(m) (' () ka0, anwn(o))M

=0

B [(nzt/JZ(O))O (" (5) + (nzl,j;(o))1 (o1 (M) 4

* (nzll)Z(O))N (=™ (%)I K (2,0, a1, (0)) e n—l/)n( ))

<

Tyn(x) = (=" + (ID L (t, ) (=x)VN "1 + (1;’) L (2, %) (—x)N"2 + ---

+ (NIX 1) Ly (tN 71 ) (=N + (%) L, (tN, x) (3.63)

esitligi gegerlidir.

Lemma 3.5.1 de (j = 1,2,...,(N — 1) olmak iizere) t" yerine x’/ alinarak (lel/Jn(O))j_N

carpani elde edilir.

Boylece n — oo igin L, (f, x) operatorleri 0°a  yakinsar. (3.63) esitliginde xV parantezine

alinirsa

Mo+ (e Q) (V) 0+ ()
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N
= xV kZO(—nN-k (M) =0

¢
esitligi gegerlidir. Ty ,,(x) de bazi £ sabitleri i¢in (m) terimleri sabit olmak {izere

n21),,(0) — o oldugundan ispat tamamlanur.
Teorem 3.5.1

fecd, ve w(f,8)y, bu fonksiyonlarin agirlikli siireklilik modiilii olsun. Bu durumda

yeterince biiyiik n’ler i¢in

sup  |Lp(f,x) = f(X)] < w <f ;>
2 0(1+a2m)(1+x2m+) = T\ iz (0) 2l

esitsizligi gegerlidir (Coskun 2012).

Kanit
Pon(x) = Kn(v) (x’ 0, anl/)n(o)) w

olarak tanimlansin. Operatoriin tanimi1 geregi

L,(1,x) = 1 oldugundan P, ,(x) = 0 olur. Béylece

a0 - £l < Y I ()~ F 6| Bn @ (3.64)
v=0 n

esitsizligi gegerlidir. Gergekten

ILn(f, %) = O] = [Lu(f, (©) = f(x) + f(x), %) = f(x)]
= | Lo(f(®) = f (), %) + L (f (x), %) — F ()]
= [Ln(f (&) = F(x), %) + f(x)(Ln(1, %) — 1
< |Lp(F@®) = £ GO, %) + IF GOl (Ln(1,x) — 1
< Lp(1(F@) = fC) Lx) + [FCll (1 -1
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= Ly(I(F(®) = £ |, )]
-3 |-

|f (nzlpl;(O)) fG)

K, (x,0, a1, (0)) —(_anlf]T(O))

vn(x)

I
iNs

<

olacaktir. Suireklilik modiuliniin
IF() = FOO] < 22™(1 + x2™)(1+]t — x|?™)(1+ = x')(1+52m) W0(£,8)om

ozelligi geregi t yerine ——— alinirsa, §,, pozitif say1 dizisi olmak {izere

Zw()
I (i) — FO0| = 22y (as |t — 2] )
><(1+M)(1+5 2™y w(£,81 )am (3.65)

esitsizligi bulunur. (3.65) esitsizligine Holder esitsizligi uygulanirsa; (3.64) ve (3.65)

esitsizliklerinden

[0.¢]

Ln(F,2) = FOOI < ) 27 (14 22) (14

v=0

2m

a+

v |
nZ,(0) *
Sn

v
2P (0) )

X (1+8,°™ w(f 8 )amPon(x)

her iki taraf 1 + x*™ e boliiniirse Holder esitsizligi yardimiyla

|Ln(f, %) = f(x)] 2m m C v 2m
14 x2m <2PM(1+8,° )w(f'6n)2m;<1+(m—x) )

v
x (1 + 2 tu® |> Py n(x)

esitsizligi elde edilir. Buradan
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(o] —17 —
UZO l1 + (nzlpi(O) — x)zml I1 + "zll)n((sg) xW Pyn(x) =

2m

—U —_
5t ) ) M) fon®)

x é + ZPM(X) (m — x)zm

=Z(l+

v
n2y, (0)

= i Pon() + i Pon()

v
n2, (0)

— X

o v
+ Zo Py (%) (nzl/)l; Ol x)z 1 lp”((gg)

_x|

(o] (o] —v
- ' .l v VRO
=1+ Z P, (x) 20 (0) X 3, + Ty (x) + ;PMTL(X) (nzl,l)n(O) x) 5.
(00 v m
=1+T,y P, vn vn 2.0 (0)
el Z @5+ 2O g )
m+1 1

X(%_x) 5

N| =

C ) v 2 1
2. Fon O ez gy ] 15

v=0

ool

esitsizligine ulasilir. Dolayisiyla

1

m+1\ 2]2
ZP Zm(x)<( 9 0) x) )]

N[ =

oo

p~i—am 1<1+T ()+T;—+T; T; 1
6n 2m X 5 2m 2m+25
v=0

bulunur. Lemma 3.5.2 yardimiyla
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L) — Il _
1+ x2m -

1
W2 (0) | 5,

1

(x + xz)% T
(n*¥n(0))?

221+ 8,°™) (£, 8 )om 4 1+ (x + -+ x2™)

1 1 1
+ — (x4 o+ xF)Z(x + e+ X2 ———
5y n?, (0)

esitsizligi gecerli oldugundan

6y = ’m secilirse n = oo i¢in §,, = 0 olur ve boylece yeterince biiyiik n’ler i¢in §,, < 1

olacaktir. Dolayisiyla

Ln(f) — F@ L \" !

1 1
1+ x4+ 22— + (x +x*) ——
(0 I
n l/) ( ) m) (nzwn(o))z
)
+ L (x+ .+ x2m+2)%(x + ot me)%;
1 n*, (0)
7, 0)
esitligine ulasilir. Boylece
L (f,20) = f(0) . 1
Tt ey = 206+ amo (o)

olup C,, := 22™*1(5 + 4m) segilirse supremum tanimindan ispat tamamlanmus olur.

Uyan 3.5.2

Ozel olarak m = 1 durumu goz niine almacak olursa Teorem 3.5.1 deki esitsizlik

sup |Lp(f,x) = f(Ol _ _ 1
x2 001+ x2)(1+x3) =6 (f' n2¢n(0)>2
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sekline doniigiir. Burada

limy, = o

n—-oo
dizisi i¢in
1+xH)A+x3) <@ +x%)3

saglandigindan

sup  |Lp(f,x) —fQI| _ _ 1
€0 A+D)d+3) =Y (f’ nzlpn(O))Z

esitsizligi gegerlidir. Bu esitsizlik Gadjiev and Ispir (1999) daki esitsizlikten daha iyi
yaklagim yapabilecek bir esitsizliktir (Coskun 2012).
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, Gadjiev-ibragimov sinifindan bazi operatorlerin Korovkin Tipi teoremler
yardimiyla yaklasim o6zellikleri, yaklasim hizlar ile ilgili literatiirde bugiine kadar yapilmis
olan bazi calismalar incelenmis ve bu konular hakkinda detayli bir derleme c¢aligmasi

yapilmistir.

Bu tezde verilen sonuglar ve bilgiler ileri arastirmalar i¢in muhtemel agik problemleri ortaya
koyacaktir. Gadjiev-ibragimov operatérlerinin kullanilmasi yardimiyla hazirlanan bu calisma,
yeni arastirmacilar tarafindan, baska operatorler kullanarak yapilacak ¢aligmalara yol gosterici

niteliktedir.
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