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BÖLÜM 1

GİRİŞ

Harmonik sayılar ve genelleştirilmiş harmonik sayılar bilgisayar biliminde algoritmaların

analizinde, temel parçacık fiziğinde ve teorik fizik gibi alanlarda kullanılmaktadır. Har-

monik sayılar birçok matematikçi tarafından çalışılan sayılar teorisinin de önemli bir ko-

nusudur. Bu sayılar, harmonik seriler ve Riemann Zeta fonksiyonu ile doğrudan ilişkilidir.

Ayrıca harmonik sayılar özel tanımlı fonksiyonlarla ilgili birçok yerde karşımıza çıkmak-

tadır. 1737 yılında Leonhard Euler asal sayıların sonsuz sayıda olduğunun farklı bir ispatı

için bu serilerin ıraksaklığını kullanmıştır. 1859 yılında ise Riemann, Euler’ in çalışmasını

kompleks düzleme genişletmiş ve Riemann hipotezi olarak adlandırılan hipotezin temelini

oluşturmuştur [1].

Bu sayıların çeşitli özellikleri ve genelleştirmeleri birçok araştırmacı tarafından çalışıl-

maktadır. Graham ve arkadaşları, harmonik sayılar içeren birçok toplamı fark operatörü

yöntemi ile göstermişlerdir [2]. Spivey de sonlu fark metodu ile bazı özel sayı dizileri için

toplamsal eşitlikler elde etmiştir. Dahası harmonik sayıların binomiyel transformu ve al-

terne binomial transformunu hesaplamıştır [3]. Conway ve Guy ise harmonik sayıların bir

genelleştirmesi olan hiperharmonik sayıları tanımlamış ve bu sayıların harmonik sayılar

cinsinden yazılabileceğini göstermişlerdir [4]. Benjamin ve arkadaşları hiperharmonik sa-

yılar içeren toplamları, harmonik ve hiperharmonik sayılar cinsinden elde etmişlerdir [5].

Bahsi ve Solak ise elemanları hiperharmonik sayılar olan bir matris tanımlayıp, bu matris

ile Pascal matrisi arasındaki ilişkiyi elde etmişlerdir. Ayrıca bu matrisin determinantını he-

saplamışlardır [6]. Harmonik sayıların literatürde q−genelleştirmesi de mevcuttur. Dilcher,

harmonik sayıların iki farklı q−benzerini tanımlamıştır [7]. Mansour ve arkadaşları, har-

monik sayılar içeren çeşitli toplamların q−benzerini vermişlerdir [8]. Mezö, klasik har-

monik sayıların üç farklı q−benzerini incelemiştir [9]. Mansour ve Shattuck ise hiperhar-

monik sayıların q−benzerini tanımlamış ve bu sayıların bilinen özelliklerinin q−benzerini
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vermişlerdir [10]. Ayrıca Kızılateş ve Tuğlu q−fark operatörünü kullanarak, harmonik

ve hiperharmonik sayıların q−benzerlerinin çeşitli toplamsal özelliklerini elde etmişlerdir

[32]. Burada özellikle q → 1− iken elde edilen özelliklerin bilinen özelliklere dönüşmesi bu

sayıların genişletilmesine katkı sağlamıştır. Hiperharmonik sayıların reküransına benzer

olarak Dil ve Mezö tarafından Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren hiper-Fibonacci ve

hiper-Lucas sayıları tanımlanmıştır [13]. Ayrıca bu sayıların üreteç fonksiyonları, rekü-

rans bağıntıları ve çeşitli kombinatorik özellikleri elde edilmiştir. Diğer taraftan bu tür

özel sayıları içeren matrislerin normları üzerinde çok sayıda araştırma yapılmıştır. Solak,

elemanları Fibonacci ve Lucas sayılarından oluşan circulant matrislerin spektral normları

için sınırlar elde etmiştir [17]. Koçer ve arkadaşları, elemanları Horadam sayıları olan cir-

culant ve semicirculant matrislerin normlarını hesaplamışlardır [18]. Zhou ve arkadaşları

da elemanları binomiyel katsayılar ve harmonik sayılar olan circulant matrislerin spektral

normlarını elde etmişlerdir [21]. Shen ve Cen ise Fibonacci ve Lucas sayıları için circulant

matrislerin genelleştirilmesi olan r−circulant matrislerin spektral normlarını incelemiş-

lerdir [23]. Bahsi ve Solak ise elemanları hiper-Fibonacci ve hiper-Lucas olan circulant

matrislerin spektral normlarını elde etmiş, ayrıca r−circulant matrislerin normları içinde

sınırlar elde etmişlerdir [20].

Yukarıda belirtilen çalışmalar ışığında harmonik ve hiperharmonik Fibonacci sayıları ta-

nımlanmıştır. Daha sonra bu sayıları içeren circulant matrislerin normları incelenmiştir.

İkinci bölümde tez için gerekli olan tanımlara ve önbilgilere yer verilmiştir. Üçüncü bö-

lümde ise harmonik Fibonacci sayıları tanımlanmış, bu sayıları içeren toplamsal özellikler

fark operatörü metodu kullanılarak elde edilmiştir. Dördüncü bölümde harmonik Fibo-

nacci sayısı genelleştirilerek hiperharmonik Fibonacci sayısı tanımlanmış ve bu sayılar için

rekürans bağıntısı, toplam formülleri elde edilmiştir. Beşinci bölümde elamanları harmo-

nik Fibonacci ve hiperharmonik Fibonacci sayıları olan circulant matrislerin Euclidean ve

spektral normları hesaplanmıştır. Ayrıca elemanları harmonik Fibonacci ve hiperharmo-

nik Fibonacci olan r−circulant matrislerin normları için sınırlar elde edilmiştir. Altıncı

bölümde de beşinci bölümde elde ettiğimiz normlar için nümerik hesaplamalar yapılmıştır.
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BÖLÜM 2

ÖN BİLGİLER VE TEMEL KAVRAMLAR

2.1 FİBONACCİ VE HİPER-FİBONACCİ SAYILARI

Tanım 2.1.1 Fn, n. Fibonacci sayısı olmak üzere, F0 = 0, F1 = 1 başlangıç koşulları ve

her n ≥ 1 doğal sayısı için Fibonacci sayıları

Fn+1 = Fn + Fn−1

rekürans bağıntısı ile tanımlanır.

Çizelge 2.1 Bazı Fibonacci sayıları

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Tanım 2.1.2 Ln, n. Lucas sayısını göstermek üzere, L0 = 2, L1 = 1 başlangıç koşulları

ve n ≥ 1 doğal sayısı için Lucas sayıları

Ln+1 = Ln + Ln−1

rekürans bağıntısı ile tanımlanır.

Çizelge 2.2 Bazı Lucas sayıları

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123

Fibonacci ve Lucas dizileri için çeşitli genelleştirmeler, birçok araştırmacı tarafından in-

celenmiştir. Bu genelleştirmelerden biri Horadam tarafından, ikinci mertebeden rekürans
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bağıntısı için keyfi başlangıç koşulları ve keyfi katsayılar alınarak elde edilmiştir [31]. Her

n > 1 tamsayısı ve a, b, p ve q birer tamsayı olmak üzere, W0 = a ve W1 = b başlangıç

koşulları ile

Wn = pWn−1 − qWn−2 (2.1)

şeklinde tanımlanmıştır.

Eş. (2.1) ifadesinde a, b, p ve q nun özel değerlerine göre Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas,

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas gibi birçok sayı dizisi elde edilebilir.

Tanım 2.1.3 r pozitif tamsayı ve F (0)
n = Fn, F

(r)
0 = 0 ve F (r)

1 = 1 olmak üzere

F (r)
n =

n∑
k=0

F
(r−1)
k

reküransı ile tanımlı sayıya hiper-Fibonacci sayısı denir [13].

Çizelge 2.3 Bazı hiper-Fibonacci sayıları

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

F
(1)
n 0 1 2 4 7 12 20 33 54

F
(2)
n 0 1 3 7 14 26 46 79 133

Tanım 2.1.4 r pozitif tamsayı ve L(0)
n = Ln, L

(r)
0 = 2 ve L(r)

1 = 2r + 1 olmak üzere

L(r)
n =

n∑
k=0

L
(r−1)
k (2.2)

reküransı ile tanımlı sayıya hiper-Lucas sayısı denir [13].

Çizelge 2.4 Bazı hiper-Lucas sayıları

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

L
(1)
n 2 3 6 10 17 28 46 75 122

L
(2)
n 2 5 11 21 38 66 112 187 309
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2.2 HARMONİK VE HİPERHARMONİK SAYILAR

Tanım 2.2.1 n bir doğal sayı ve H0 = 0 olmak üzere

Hn =
n∑

k=1

1

k
(2.3)

reküransı ile tanımlı Hn sayısına n. harmonik sayı denir [2].

n. harmonik sayı Hn ile birinci çeşit Stirling sayısı arasında

Hn =

[
n+1
2

]
n!

biçiminde bir ilişki vardır [2].

Literatürde harmonik sayılar ile ilgili birçok çalışma yapılmıştır. Örneğin Graham ve ar-

kadaşları, harmonik sayıları içeren aşağıdaki toplamları elde etmişlerdir:

n−1∑
k=1

Hk = nHn − n, (2.4)

n−1∑
k=1

(
k

m

)
Hk =

(
n

m+ 1

)(
Hn −

1

m+ 1

)
, (2.5)

n−1∑
k=1

kHk =
n2

2

(
Hn −

1

2

)
(2.6)

olup, burada n2 = n(n− 1) ve m negatif olmayan tamsayıdır [2]. Diğer taraftan Spivey

n∑
k=0

(
n

k

)
Hk = 2n

(
Hn −

n∑
k=1

1

k2k

)
, (2.7)

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kHk = − 1

n
(2.8)

eşitliklerini elde etmiştir.

Harmonik sayıların çeşitli genelleştirmeleri mevcut olup, bu genelleştirmelerden biri de

Conway ve Guy tarafından tanımlanan hiperharmonik sayılardır.
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Tanım 2.2.2 n ve r pozitif tamsayılar, H(0)
n = 1

n
ve H(1)

n = Hn olmak üzere

H(r)
n =

n∑
k=1

H
(r−1)
k (2.9)

rekürans bağıntısı ile tanımlı H(r)
n sayısına r. mertebeden n. hiperharmonik sayı denir [4].

Benjamin ve arkadaşları, 0 ≤ m ≤ r − 1 biçimindeki tamsayılar için

H(r)
n =

n∑
t=1

(
n+ r − t− 1

r − 1

)
1

t
, (2.10)

H(r)
n =

n∑
t=1

(
n+ r −m− t− 1

r −m− 1

)
H

(m)
t (2.11)

eşitliklerini elde etmişlerdir [5].

2.3 FARK OPERATÖR YÖNTEMİ

Tanım 2.3.1 Herhangi bir f(x) fonksiyonu için sonlu fark operatörü

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x)

biçiminde tanımlanmıştır [2].

Tanım 2.3.2 m ≥ 0 tamsayı olmak üzere x in m azalan kuvveti

xm = x(x− 1)(x− 2) . . . (x−m+ 1)

biçimindedir.

Lemma 2.3.3 Fark operatörü için

∆xm = mxm−1

eşitliği sağlanır.

Graham ve arkadaşları [2], ∆ operatörünün ters operatörü
∑

olmak üzere, ∆f(x) = g(x)
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ise

b∑
a

g(x)δx =
b−1∑
x=a

g(x) = f(b)− f(a) (2.12)

olduğunu ispatlamışlardır. Ayrıca ters fark operatörü
∑

aşağıdaki özellikleri sağlar:

∑
xmδx =


xm+1

m+ 1
, m 6= −1

Hx, m = −1

(2.13)

ve

b∑
a

u(x)∆v(x)δx = u(x)v(x)
∣∣∣b
a
−

b∑
a

v(x+ 1)∆u(x)δx. (2.14)

Şimdi Eş. (2.14) özelliğini kullanacağımız bir örnek verelim. Eş. (2.14) ifadesinde u(k) = Hk

ve ∆v(k) = 1 olarak seçilirse, ∆u(k) = 1
k+1

ve v(k) = k olup, böylece

n∑
0

Hkδk = kHk

∣∣∣n
0
−

n∑
0

δk

dir. Sembolik toplam ile sonlu toplam arasındaki Eş. (2.12) özelliği kullanılırsa

n−1∑
k=1

Hk = nHn − n

elde edilir [2].

2.4 CİRCULANT MATRİSLER VE MATRİS NORMLARI

Tanım 2.4.1 n× n tipinden

Cr =



c0 c1 c2 . . . cn−2 cn−1

rcn−1 c0 c1 . . . cn−3 cn−2

rcn−2 rcn−1 c0 . . . cn−4 cn−3
...

...
...

...
...

rc1 rc2 rc3 . . . rcn−1 c0


(2.15)
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şeklinde tanımlı matrise r−circulant matris denir, Cr = Circ
(
c0, c1, c2, . . . , cn−1

)
biçi-

minde gösterilir [29].

r = 1 durumunda C = Circ
(
c0, c1, c2, . . . , cn−1

)
yani

C =



c0 c1 c2 . . . cn−2 cn−1

cn−1 c0 c1 . . . cn−3 cn−2

cn−2 cn−1 c0 . . . cn−4 cn−3
...

...
...

...
...

c1 c2 c3 . . . cn−1 c0


circulant matrisi elde edilir.

Bir n× n tipinden Circulant matrisin özdeğerleri, birimin n. kuvvetten kökleri wi olmak

üzere t = 0, 1, . . . , n− 1 için

λt =
n−1∑
i=0

ci(w
t)i (2.16)

şeklindedir.

Tanım 2.4.2 F bir cisim, Mmn(F ) de elemanları F cisminden alınan m× n matrislerin

kümesi ve A,B ∈Mmn(F ), α ∈ F olmak üzere

N1) ‖A‖ ≥ 0 ve ‖A‖ = 0⇔ A = 0

N2) ‖αA‖ = |α| ‖A‖

N3) ‖A+B‖ = ‖A‖+ ‖B‖

N4) ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖

şartlarını sağlayan

‖.‖ : Mmn(F )→ R+ ∪ {0}

şeklindeki dönüşüme matris normu denir ve bir A matrisinin normu ‖A‖ ile gösterilir

[33].
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Şimdi bazı matris normlarını verelim.

Tanım 2.4.3 m× n tipinde bir matris A olmak üzere

‖A‖E =

√√√√( m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2
)

ifadesine A matrisinin Euclidean (Schur veya Frobenius) normu,

‖A‖2 =
√

max
1≤i≤n

λi(AHA)

ifadesine de A matrisinin spektral normu denir. Burada λi(AHA), AHA (veya AAH) matr-

sininin özdeğerleridir [30].

Lemma 2.4.4 A matrisinin özdeğerleri λ1, λ2, . . . , λn olsun. A matrisi normal matris ise

AHA matrisinin özdeğerleri |λ1|2 , |λ2|2 , . . . , |λn|2 dir [30].

Tanım 2.4.5 m×n tipinden iki matris A = [aij] ve B = [bij] olsun. Elemanları cij = aijbij

şeklinde tanımlanan m× n tipinden C = [cij] matrisine A ve B matrislerinin Hadamard

çarpımı denir ve C = A ◦B ile gösterilir [25].

Tanım 2.4.6 A m× n tipindeki bir matris olsun. A matrisinin satırlarının veya sütun-

larının Euclidean uzunluklarının maksimumu sırasıyla i = 1, 2, . . . ,m ve j = 1, 2, . . . , n

için

r1(A) = max
1≤i≤m

√√√√ n∑
j=1

|aij|2 , (2.17)

c1(B) = max
1≤j≤n

√√√√ m∑
i=1

|bij|2 (2.18)

şeklinde tanımlanır [25].

Lemma 2.4.7 A ve B matrisleri m× n mertebeli matrisler olsun.

‖A ◦B‖2 ≤ r1(A)c1(B) (2.19)
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eşitsizliği geçerlidir [25].

Lemma 2.4.8 A matrisi m× n tipinde olmak üzere

1√
n
‖A‖E ≤ ‖A‖2 ≤ ‖A‖E , (2.20)

‖A‖2 ≤ ‖A‖E ≤
√
n ‖A‖2 (2.21)

eşitsizlikleri geçerlidir [25].
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BÖLÜM 3

HARMONİK FİBONACCİ SAYILARI

Bu bölümde harmonik Fibonacci sayıları tanımlanacaktır. Daha sonra fark operatörü

yöntemi kullanarak harmonik Fibonacci sayılarını içeren çeşitli toplamlar ve özellikler

elde edilecektir.

Tanım 3.1.1 n. Fibonacci sayısı Fn olmak üzere

Fn =
n∑

k=1

1

Fk

(3.1)

reciprokal Fibonacci sayılarının toplamına n. harmonik Fibonacci sayısı denir.

Çizelge 3.1 Bazı harmonik Fibonacci sayıları

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fn 1 2 5
2

17
6

91
30

379
120

5047
1560

35849
10920

614893
185640

6800951
2042040

Burada hemen belirtelim ki Barriol tarafından 1906 da

∞∑
k=0

1

Fk

= 3, 3598856662 . . .

olarak bulunmasına rağmen, literatürde bu serinin kismi toplamlar dizisi olan Fn sayısının

kapalı formu bulunmamaktadır. Dolayısıyla kapalı formu bulunmayan Fn sayısını içeren

çeşitli sonuçları elde edeceğiz. Bu sonuçların ispatı için fark operatör yöntemine ait Eş.

(2.14) özelliği kullanılacaktır.

Teorem 3.1.2 n. harmonik Fibonacci sayısı Fn olmak üzere

n−1∑
k=0

Fk = nFn −
n−1∑
k=0

k + 1

Fk+1

(3.2)
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eşitliği sağlanır.

İspat. Eş. (2.14) ifadesinde u(k) = Fk ve ∆v(k) = 1 olarak seçilirse ∆u(k) =
1

Fk+1

ve

v(k) = k olup,

n∑
0

Fkδk = kFk

∣∣∣n
0
−

n∑
0

k + 1

Fk+1

δk

elde edilir. Sembolik toplam ile sonlu toplam arasındaki Eş. (2.12) özelliği kullanılırsa

n−1∑
k=0

Fk = nFn −
n−1∑
k=0

k + 1

Fk+1

elde edilir.

Teorem 3.1.3 n. harmonik Fibonacci Fn sayısı olmak üzere

n−1∑
k=0

(Fk)2 = nF2
n −

n−1∑
k=0

k + 1

Fk+1

(
2Fk +

1

Fk+1

)
(3.3)

eşitliği sağlanır.

İspat. Eş. (2.14) ifadesinde u(k) = F2
k ve ∆v(k) = 1 olarak seçilirse ∆u(k) = 1

Fk+1

(
2Fk + 1

Fk+1

)
ve v(k) = k olup, böylece

n∑
0

(Fk)2 δk = kF2
k

∣∣∣n
0
−

n∑
0

k + 1

Fk+1

(
2Fk +

1

Fk+1

)
δk

dir. Sembolik toplam ile sonlu toplam arasındaki Eş. (2.12) özelliği kullanılırsa

n−1∑
k=0

(Fk)2 = nF2
n −

n−1∑
k=0

k + 1

Fk+1

(
2Fk +

1

Fk+1

)

bulunur.

Teorem 3.1.4 n. harmonik Fibonacci sayısı Fn ve m negatif olmayan tamsayı olmak

üzere

n−1∑
k=0

(
k

m

)
Fk =

(
n

m+ 1

)
Fn −

n−1∑
k=0

(
k + 1

m+ 1

)
1

Fk+1

(3.4)
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eşitliği sağlanır.

İspat. u(k) = Fk ve ∆v(k) =
(
k
m

)
olarak alınırsa, ∆u(k) =

1

Fk+1

ve v(k) =
(

k
m+1

)
elde

edilir. Buradan Eş. (2.14) ve Eş. (2.12) kullanılırsa

n∑
0

(
k

m

)
Fkδk =

(
k

m+ 1

)
Fk

∣∣∣∣n
0

−
n∑
0

(
k + 1

m+ 1

)
1

Fk+1

δk,

n−1∑
k=0

(
k

m

)
Fk =

(
n

m+ 1

)
Fn −

n−1∑
k=0

(
k + 1

m+ 1

)
1

Fk+1

elde edilir.

Teorem 3.1.5 n. harmonik Fibonacci sayısı Fn ve m negatif olmayan tamsayı olmak

üzere

n−1∑
k=0

kmFk =
nm+1

m+ 1
Fn −

n−1∑
k=0

(k + 1)m+1

m+ 1

1

Fk+1

(3.5)

eşitliği sağlanır.

İspat. Eş. (2.14) ifadesinde u(k) = Fk ve ∆v(k) = km olarak alalım. ∆u(k) =
1

Fk+1

,

v(k) =
km+1

m+ 1
elde edilir. Dolayısıyla

n−1∑
k=0

kmFk =
nm+1

m+ 1
Fn −

n−1∑
k=0

(k + 1)m+1

m+ 1

1

Fk+1

elde edilir.

Eş. (3.5) ifadesinde m = 0 seçilirse, Eş. (3.2) elde edilir. Eğer m = 1 seçilirse Eş. (3.4) ün

bir özel hali elde edilir.

Sonuç 3.1.6 n. harmonik Fibonacci sayısı Fn olmak üzere

n−1∑
k=0

k2Fk =
n2(2n− 1)

6
Fn −

1

6

n−1∑
k=0

(k + 1)2(2k + 1)

Fk+1

eşitliği sağlanır.
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İspat. Eş. (3.5) ifadesinde sırasıyla m = 2 ve m = 1 alınıp gerekli düzenlemeler yapılırsa

n−1∑
k=0

k2Fk =
n2 (2n− 1)

6
Fn −

1

6

n−1∑
k=0

(k + 1)2 (2k + 1)

Fk+1

bulunur.

Şimdi aşağıdaki teoremde harmonik sayılar ile harmonik Fibonacci sayıları arasındaki

ilişkiyi vereceğiz.

Teorem 3.1.7 Hn ve Fn sırasıyla n. harmonik sayısı ve n. harmonik Fibonacci sayısı

olmak üzere

n−1∑
k=0

Fk

k + 1
= HnFn −

n−1∑
k=0

Hk+1

Fk+1

(3.6)

eşitliği sağlanır.

İspat. Eş. (2.14) ifadesinde u(k) = Fk ve ∆v(k) =
1

k + 1
seçilirse ∆u(k) =

1

Fk+1

,

v(k) = Hk elde edilir. Buradan

n∑
0

Fk

k + 1
δk = HkFk|n0 −

n∑
0

Hk+1

Fk+1

δk

olup Eş. (2.12) özelliğinden

n−1∑
k=0

Fk

k + 1
= HnFn −

n−1∑
k=0

Hk+1

Fk+1

bulunur.

Sonuç 3.1.8 Birinci çeşit Stirling sayısı ile harmonik Fibonacci sayısı arasında

n−1∑
k=0

Fk

k + 1
=

[
n+1
2

]
n!

Fn −
n−1∑
k=0

[
k+2
2

]
(k + 1)!Fk+1

eşitliği sağlanır.

İspat. Eş. (3.6) ifadesinde Hn =
[n+1

2 ]
n!

olarak alınırsa yukarıdaki eşitlik elde edilir.
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Fibonacci sayısı ile harmonik Fibonacci sayısı arasındaki ilişkiyi veren toplamsal özellik

aşağıdaki teoremde verilecektir.

Teorem 3.1.9 n. harmonik Fibonacci sayısı Fn olmak üzere

n−1∑
k=0

Fk−1Fk = FnFn − n (3.7)

eşitliği sağlanır.

İspat. Eş. (2.14) ifadesinde u(k) = Fk ve ∆v(k) = Fk−1 olarak seçilirse ∆u(k) =
1

Fk+1

,

v(k) = Fk elde edilir. Buradan

n−1∑
k=0

Fk−1Fkδk = FkFk

∣∣∣n
0
−

n∑
0

k0 δk,

n−1∑
k=0

Fk−1Fk = FnFn − n

elde edilir.

Örnek 3.1.10 n = 6 için

5∑
k=0

Fk−1Fk =F6 F6 − 6

= 8
379

120
− 6

=
289

15
.

15
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BÖLÜM 4

HİPERHARMONİK FİBONACCİ SAYILARI

Bu bölümde harmonik ve hiperharmonik sayıları arasındaki ilişkiye benzer olarak, harmo-

nik Fibonacci sayıları yardımıyla hiperharmonik Fibonacci sayıları tanımlanacaktır. Daha

sonra hiperharmonik Fibonacci sayıları ile ilgili çeşitli sonuçlar elde edilecektir.

Tanım 4.1.1 n, r pozitif tamsayılar ve n. harmonik Fibonacci sayısı Fn olsun. F(0)
n =

1

Fn

,

F0 = 0 ve k ≥ 0 için F(k)
0 = 0 olmak üzere

F(r)
n =

n∑
k=1

F(r−1)
k (4.1)

rekürans bağıntısı ile tanımlı F(r)
n sayısına r. mertebeden n. hiperharmonik Fibonacci sayısı

denir.

Burada hemen belirtelim ki; r = 1 durumunda

F(1)
n = Fn =

n∑
k=1

1

Fk

harmonik Fibonacci sayıları elde edilir.

Çizelge 4.1 Bazı hiperharmonik Fibonacci sayıları

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

F(1)
n 1 2 5

2
17
6

91
30

379
120

5047
1560

35849
10920

614893
185640

6800951
2042040

F(2)
n 1 3 11

2
25
3

341
30

581
40

13853
780

76597
3640

22067
9282

56535691
2042040

F(3)
n 1 4 19

2
107
6

146
5

1749
40

95917
1560

90121
1092

661397
6188

274796701
2042040

F(4)
n 1 5 29

2
97
3

923
15

12631
120

6503
39

90735
364

550973
1547

1002081061
2042040

Şimdi hiperharmonik Fibonacci sayılarının çeşitli özelliklerinin ispatında kullanacağımız

rekürans bağıntısını verelim.
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Lemma 4.1.2 n, r pozitif tamsayıları için hiperharmonik Fibonacci sayılarının rekürans

bağıntısı

F(r)
n = F(r−1)

n + F(r)
n−1 (4.2)

şeklindedir.

İspat. Eş. (4.1) ifadesinden

F(r)
n =

n∑
k=1

F(r−1)
k

=
n−1∑
k=1

F(r−1)
k + F(r−1)

n

= F(r)
n−1 + F(r−1)

n .

elde edilir.

Hiperharmonik sayıların Eş. (2.10) ile belirtilen özelliğe benzer olarak hiperharmonik Fi-

bonacci sayıları için aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.3 1 ≤ i, j ≤ n tamsayıları için

F(j)
n−i+1 =

n∑
k=i

(
n− k + j − 1

j − 1

)
1

Fk−i+1

(4.3)

eşitliği sağlanır.

İspat. Hiperharmonik Fibonacci sayılarının tanımından

F(j)
n−i+1 =

n−i+1∑
k=1

F(j−1)
k

olup, bu eşitliğe Eş. (4.1) ifadesi (j − 1) kez uygulandığında

F(j)
n−i+1 =

n−i+1∑
kj=1

kj∑
kj−1=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1
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elde edilir. İspatı tamamlamak için

n−i+1∑
kj=1

kj∑
kj−1=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

=
n∑

k=i

(
n− k + j − 1

j − 1

)
1

Fk−i+1

eşitliğini göstermek yeterlidir. Bu eşitliği n üzerinden tümevarım ile ispatlayalım.

n = 1 için bu eşitlik doğru olup, n (n > 1) için doğruluğunu kabul edelim ve n + 1 için

doğruluğunu gösterelim.

n−i+2∑
kj=1

kj∑
kj−1=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

=
n−i+1∑
kj=1

kj∑
kj−1=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

+
n−i+2∑
kj−1=1

kj−1∑
kj−2=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

=
n−i+1∑
kj=1

kj∑
kj−1=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

+
n−i+1∑
kj−1=1

kj−1∑
kj−2=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

+
n−i+2∑
kj−2=1

kj−2∑
kj−3=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

=
n−i+1∑
kj=1

kj∑
kj−1=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

+
n−i+1∑
kj−1=1

kj−1∑
kj−2=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

+ · · ·

+
n−i+1∑
k2=0

k2∑
k1=0

1

Fk1

+
n−i+2∑
k1=0

1

Fk1

=
n−i+1∑
kj=1

kj∑
kj−1=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

+
n−i+1∑
kj−1=1

kj−1∑
kj−2=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

+ · · ·

+
n−i+1∑
k2=0

k2∑
k1=0

1

Fk1

+
n−i+1∑
k1=0

1

Fk1

+
1

Fn−i+2

elde ederiz. Binomiyel katsayıların toplam özelliği kullanılırsa,

n−i+2∑
kj=1

kj∑
kj−1=1

. . .

k2∑
k1=1

1

Fk1

=
n∑

k=i

1

Fk−i+1

[(
n− k + j − 1

j − 1

)
+

(
n− k + j − 2

j − 2

)
+ · · ·+

(
n− k

0

)]
+

1

Fn−i+2

=
n∑

k=i

1

Fk−i+1

(
n− k + j

j − 1

)
+

1

Fn−i+2

=
n+1∑
k=i

(
n− k + j

j − 1

)
1

Fk−i+1
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olup, n+ 1 için iddia doğrudur. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 4.1.4 Hiperharmonik Fibonacci sayısı için

F(r)
n =

n∑
k=1

(
n− k + r − 1

r − 1

)
1

Fk

(4.4)

eşitliği sağlanır.

İspat. Eş. (4.3) ifadesinde i = 1 ve j = r seçilirse Eş. (4.4) elde edilir.

Sonuç 4.1.5 Hiperharmonik Fibonacci sayısı ve Fibonacci sayısı için

n∑
k=1

k

Fk

= (n+ 1)Fn − F(2)
n

eşitliği sağlanır.

İspat. Eş. (4.4) ifadesinde r = 2 seçilirse

F(2)
n =

n∑
k=1

(n− k + 1)
1

Fk

= n
n∑

k=1

1

Fk

−
n∑

k=1

k

Fk

+
n∑

k=1

1

Fk

olup, buradan

n∑
k=1

k

Fk

= (n+ 1)Fn − F(2)
n

elde edilir.

Teorem 4.1.6 0 ≤ m ≤ r − 1 tamsayıları için

F(r)
n =

n∑
t=1

(
n+ r −m− t− 1

r −m− 1

)
F(m)
t (4.5)

eşitliği sağlanır.
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İspat. Teoremin ispatını tümevarım yöntemi ile yapalım. n = 1 için eşitliğin doğruluğu

açıktır. n (n > 1) için eşitlik doğru olsun. Eş. (4.2) bağıntısından

F(r)
n+1 = F(r−1)

n+1 + F(r)
n

olup, bu işlem ard arda uygulanırsa

F(r)
n+1 = F(r−2)

n+1 + F(r−1)
n + F(r)

n

= F(r−3)
n+1 + F(r−2)

n + F(r−1)
n + F(r)

n

...

= F(m)
n+1 + F(m+1)

n + F(m+2)
n + · · ·+ F(r−2)

n + F(r−1)
n + F(r)

n

= F(m)
n+1 +

n∑
t=1

[(
n− t

0

)
+

(
n− t+ 1

1

)
+ · · ·+

(
n− t+ r −m− 1

r −m− 1

)]
F(m)
t

= F(m)
n+1 +

n∑
t=1

(
n− t+ r −m
r −m− 1

)
F(m)
t

=
n+1∑
t=1

(
n− t+ r −m
r −m− 1

)
F(m)
t

elde edilir. Böylece n+ 1 için iddia doğrudur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.1.7 r, s birer tamsayı ve r ≥ 1, s ≥ 0 olsun. O zaman

F(r+s)
n =

n∑
t=1

(
n− t+ r − 1

r − 1

)
F(s)
t (4.6)

dır.

İspat. n× n tipinden G(r)
n matrisini

G(r)
n =


F(r)
n F(r+1)

n ... F(r+n−1)
n

F(r)
n−1 F(r+1)

n−1 ... F(r+n−1)
n−1

...
... · · · ...

F(r)
1 F(r+1)

1 ... F(r+n−1)
1
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biçiminde tanımlayalım. Ayrıca n× n tipinden üst üçgen A matrisi

A =


1 1 · · · 1

0 1 · · · 1

...
... . . . ...

0 0 · · · 1


olsun. Bahşi ve Solak, A matrisinin r. kuvveti

bij =


(
j − i+ r − 1

r − 1

)
, i ≤ j

0, i > j

olmak üzere Ar = (bij)n×n biçiminde olduğunu göstermişlerdir. Matris çarpımından

G(r+s)
n = ArG(s)

n (4.7)

olup, G(r+s)
n matrisinin birinci satır birinci sütünündaki eleman F(r+s)

n dir. Eş. (4.7) ifade-

sinden

F(r+s)
n =

n∑
j=1

b1jF(s)
n−j+1

=
n∑

j=1

(
j + r − 2

r − 1

)
F(s)
n−j+1

=
n∑

t=1

(
n− t+ r − 1

r − 1

)
F(s)
t

elde edilir.

Sonuç 4.1.8 Hiperharmonik Fibonacci sayıları için

n∑
t=1

tFt = (n+ 1)F(2)
n − F(3)

n

dir.

22



İspat. Eş. (4.6) ifadesinde r = 2 ve s = 1 seçilirse

F(3)
n =

n∑
t=1

(n− t+ 1)Ft

=n
n∑

t=1

Ft −
n∑

t=1

tFt +
n∑

t=1

Ft

= (n+ 1)F(2)
n −

n∑
t=1

tFt

olup

n∑
t=1

tFt = (n+ 1)F(2)
n − F(3)

n

eşitliği elde edilir.
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BÖLÜM 5

HARMONİK VE HİPERHARMONİK FİBONACCİ SAYILARININ

MATRİSLERDEKİ UYGULAMALARI

Bu bölümde elemanları harmonik ve hiperharmonik Fibonacci sayıları olan circulant mat-

rislerin Euclidean ve spektral normlarını ele alacağız. Bu normlardan faydalanarak har-

monik ve hiperharmonik Fibonacci sayılarını içeren eşitsizlikler elde edeceğiz.

Teorem 5.1.1 n× n tipinden circulant matris

C1 = Circ
(
F0,F1,F2, . . . ,Fn−1

)
(5.1)

olsun. C1 matrisinin Euclidean normu

‖C1‖E =

[
n2F2

n − n
n−1∑
k=0

k + 1

Fk+1

(
2Fk +

1

Fk+1

)] 1
2

(5.2)

dir.

İspat. Euclidean norm tanımından

‖C1‖2E = n
n−1∑
k=0

F2
k

dir. Eş. (3.2) ifadesinden

‖C1‖E =

[
n2F2

n − n
n−1∑
k=0

k + 1

Fk+1

(
2Fk +

1

Fk+1

)] 1
2

eşitliği elde edilir.

Teorem 5.1.2 n× n tipinden circulant matris

C1 = Circ
(
F0,F1,F2, . . . ,Fn−1

)
25



olsun. C1 matrisinin spektral normu

‖C1‖2 = nFn −
n−1∑
k=0

k + 1

Fk+1

(5.3)

dır.

İspat. C1 matrisinin özdeğerleri λt (t = 0, 1, . . . , n−1) olmak üzere Eş. (2.16) ifadesinden

λt(C1) =
n−1∑
i=0

Fi(w
t)i

dir. t = 0 için

λ0(C1) =
n−1∑
i=0

Fi

olup, Eş. (3.2) ifadesinden

λ0(C1) = nFn −
n−1∑
k=0

k + 1

Fk+1

(5.4)

dir. 1 ≤ t ≤ n− 1 için

|λt| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

Fi(w
t)i

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

Fi

∣∣∣∣∣ ∣∣(wt)i
∣∣ ≤ n−1∑

i=0

Fi (5.5)

dir. C1 matrisi normal matris ve Lemma 2.4.4 den dolayı

‖C1‖2 = max
0≤t≤n−1

|λt| = max(|λ0| , max
1≤t≤n−1

|λt|) (5.6)

dir. Eş. (5.4), Eş. (5.5) ve Eş. (5.6) ifadelerinden

‖C1‖2 = nFn −
n−1∑
k=0

k + 1

Fk+1

eşitliği elde edilir.

Teorem 5.1.3 n× n tipinden circulant matris

C
(k)
2 = Circ

(
F(k)
0 ,F(k)

1 ,F(k)
2 , . . . ,F(k)

n−1
)

(5.7)
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olsun. C(k)
2 matrisinin spektral normu

∥∥∥C(k)
2

∥∥∥
2

= F(k+1)
n−1 (5.8)

dir.

İspat. Teorem (5.1.2) nin ispatına benzer olarak

∥∥∥C(k)
2

∥∥∥
2

=
n−1∑
s=0

F(k)
s

dır. Hiperharmonik Fibonacci sayısının tanımından

∥∥∥C(k)
2

∥∥∥
2

= F(k+1)
n−1

elde edilir.

Sonuç 5.1.4 C
(k)
2 matrisinin Euclidean normu

F(k+1)
n−1 ≤

∥∥∥C(k)
2

∥∥∥
E
≤
√
nF(k+1)

n−1

eşitsizliğini sağlar.

İspat. Teorem (5.1.3) ve Eş. (2.21) ifadesinden

F(k+1)
n−1 ≤

∥∥∥C(k)
2

∥∥∥
E
≤
√
nF(k+1)

n−1

eşitsizliği elde edilir.

Burada hemen belirtelim ki;

n−1∑
s=0

(
F(k)
s

)2
toplamının kapalı formu elde edilememesine rağmen, Euclidean norm ve spektral norm

arasındaki ilişki kullanılarak, bu toplam için alt ve üst sınırlar

1√
n
F(k+1)
n−1 ≤

√√√√n−1∑
s=0

(
F(k)
s

)2
≤ F(k+1)

n−1 (5.9)
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şeklinde elde edilebilir.

Teorem 5.1.5 n× n tipinden circulant matris

C3 = Circ
(
F−1F0, F0F1, . . . , Fn−2Fn−1

)
(5.10)

olsun. C3 matrisinin spektral normu

‖C3‖2 = FnFn − n (5.11)

dir.

İspat. C3 matrisinin özdeğerleri λt (t = 0, 1, . . . , n−1) olmak üzere Eş. (2.16) ifadesinden

λt(C3) =
n−1∑
i=0

Fi−1Fi(w
t)i

eşitliğini yazarız. t = 0 için

λ0(C3) =
n−1∑
i=0

Fi−1Fi

olup, Eş. (3.7) ifadesinden

λ0(C3) = FnFn − n (5.12)

dir. 1 ≤ t ≤ n− 1 için

|λt| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

Fi−1Fi(w
t)i

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

Fi−1Fi

∣∣∣∣∣ ∣∣(wt)i
∣∣ ≤ n−1∑

i=0

Fi−1Fi (5.13)

eşitsizliği elde edilir. C3 matrisi normal matris ve Lemma 2.4.4 den dolayı

‖C3‖2 = max
0≤t≤n−1

|λt| = max
(
|λ0| , max

1≤t≤n−1
|λt|
)

(5.14)

dir. Eş. (5.12), Eş. (5.13) ve Eş. (5.14) ifadelerinden

‖C3‖2 = FnFn − n
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eşitliği elde edilir.

Sonuç 5.1.6 Fibonacci ve harmonik Fibonacci sayılarını içeren√√√√n−1∑
k=0

F 2
k−1F2

n ≤ FnFn − n ≤

√√√√n

n−1∑
k=0

F 2
k−1F2

n

eşitsizliği sağlanır.

İspat. C3 matrisinin spektral normu ve Eş. (2.20) ifadesinden√√√√n−1∑
k=0

F 2
k−1F2

n ≤ FnFn − n ≤

√√√√n
n−1∑
k=0

F 2
k−1F2

n

eşitsizliği elde edilir.

Şimdi ise r−circulant matrislerin spektral normlarını ele alacağız.

Teorem 5.1.7 n× n tipinden r−circulant matris

C(k)
r = Circ

(
F(k)
0 ,F(k)

1 , . . . ,F(k)
n−1
)

=



F(k)
0 F(k)

1 F(k)
2 . . . F(k)

n−2 F(k)
n−1

rF(k)
n−1 F(k)

0 F(k)
1 . . . F(k)

n−3 F(k)
n−2

...
...

...
...

...

rF(k)
2 rF(k)

3 rF(k)
4 . . . F(k)

0 F(k)
1

rF(k)
1 rF(k)

2 rF(k)
3 . . . rF(k)

n−1 F(k)
0


(5.15)

olsun. C(k)
r matrisinin spektral normu için aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır:

i) |r| ≥ 1 için

1√
n
F(k+1)
n−1 ≤

∥∥C(k)
r

∥∥
2
≤ |r|

√
n− 1F(k+1)

n−1 ,

ii) |r| < 1 için

|r|√
n
F(k+1)
n−1 ≤

∥∥C(k)
r

∥∥
2
≤
√
n− 1F(k+1)

n−1 .
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İspat. C(k)
r matrisinin Euclidean normu

∥∥C(k)
r

∥∥
E

=

√√√√n−1∑
s=0

(n− s)
(
F(k)
s

)2
+

n−1∑
s=0

s |r|2
(
F(k)
s

)2
dır.

i) Eş. (5.9) ve |r| ≥ 1 den

∥∥C(k)
r

∥∥
E
≥

√√√√n−1∑
s=0

(n− s)
(
F(k)
s

)2
+

n−1∑
s=0

s
(
F(k)
s

)2
≥

√√√√n

n−1∑
s=0

(
F(k)
s

)2
≥ F(k+1)

n−1

dir. Eş. (2.20) özelliğinden dolayı

1√
n
F(k+1)
n−1 ≤

∥∥C(k)
r

∥∥
2

(5.16)

elde edilir. Diğer taraftan

A =



F(k)
0 1 1 . . . 1 1

r F(k)
0 1 . . . 1 1

...
...

...
...

...

r r r . . . F(k)
0 1

r r r . . . r F(k)
0


ve

B =



F(k)
0 F(k)

1 F(k)
2 . . . F(k)

n−2 F(k)
n−1

F(k)
n−1 F(k)

0 F(k)
1 . . . F(k)

n−3 F(k)
n−2

...
...

...
...

...

F(k)
2 F(k)

3 F(k)
4 . . . F(k)

0 F(k)
1

F(k)
1 F(k)

2 F(k)
3 . . . F(k)

n−1 F(k)
0


şeklinde tanımlanan A ve B matrisleri için C(k)

r = A ◦B dir. Buradan

r1(A) = max
1≤i≤n

√√√√ n∑
j=1

|aij|2 =

√√√√ n∑
j=1

|anj|2 =

√
(n− 1) |r|2
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ve

c1(B) = max
1≤j≤n

√√√√ n∑
i=1

|bij|2 =

√√√√ n∑
i=1

|bin|2 =

√√√√n−1∑
s=0

(
F(k)
s

)2
eşitlikleri elde edilir. Eş. (5.9) ve Lemma 2.4.7 den

∥∥C(k)
r

∥∥
2
≤ |r|

√
n− 1F(k+1)

n−1 (5.17)

eşitsizliğini yazarız. Eş. (5.16) ve Eş. (5.17) ifadelerinden

1√
n
F(k+1)
n−1 ≤

∥∥C(k)
r

∥∥
2
≤ |r|

√
n− 1F(k+1)

n−1

eşitsizliği elde edilir.

ii) Eş. (5.9) ve |r| < 1 olduğundan

∥∥C(k)
r

∥∥
E

=

√√√√n−1∑
s=0

(n− s)
(
F(k)
s

)2
+

n−1∑
s=0

s |r|2
(
F(k)
s

)2

≥

√√√√n−1∑
s=0

(n− s) |r|2
(
F(k)
s

)2
+

n−1∑
s=0

s |r|2
(
F(k)
s

)2

= |r|

√√√√n
n−1∑
s=0

(
F(k)
s

)2
≥ |r|F(k+1)

n−1

elde edilir. Eş. (2.20) özelliğinden dolayı

|r|√
n
F(k+1)
n−1 ≤

∥∥C(k)
r

∥∥
2

(5.18)
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dir. Diğer taraftan

A =



F(k)
0 1 1 . . . 1 1

r F(k)
0 1 . . . 1 1

...
...

...
...

...

r r r . . . F(k)
0 1

r r r . . . r F(k)
0


ve

B =



F(k)
0 F(k)

1 F(k)
2 . . . F(k)

n−2 F(k)
n−1

F(k)
n−1 F(k)

0 F(k)
1 . . . F(k)

n−3 F(k)
n−2

...
...

...
...

...

F(k)
2 F(k)

3 F(k)
4 . . . F(k)

0 F(k)
1

F(k)
1 F(k)

2 F(k)
3 . . . F(k)

n−1 F(k)
0


şeklinde tanımlı A ve B matrisleri için C(k)

r = A ◦B dir. Buradan

r1(A) = max
1≤i≤n

√√√√ n∑
j=1

|aij|2 =

√(
F(k)
0

)2
+ n− 1 =

√
n− 1

ve

c1(B) = max
1≤j≤n

√√√√ n∑
i=1

|bij|2 =

√√√√n−1∑
s=0

(
F(k)
s

)2
eşitlikleri elde edilir. Eş. (5.9) ve Lemma 2.4.7 den

∥∥C(k)
r

∥∥
2
≤
√
n− 1F(k+1)

n−1 (5.19)

eşitsizliği elde edilir. Eş. (5.18) ve Eş. (5.19) ifadelerinden

|r|√
n
F(k+1)
n−1 ≤

∥∥C(k)
r

∥∥
2
≤
√
n− 1F(k+1)

n−1

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.1.8 n×n tipinden r−circulant matris Cr = Circ
(
F0,F1, . . . ,Fn−1

)
olmak üzere
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i) |r| ≥ 1 için

1√
n
F(2)
n−1 ≤ ‖Cr‖2 ≤ |r|

√
n− 1F(2)

n−1,

ii) |r| < 1 için

|r|√
n
F(2)
n−1 ≤ ‖Cr‖2 ≤

√
n− 1F(2)

n−1

dir.

İspat. Teorem 5.1.7 de k = 1 alınırsa ispat tamamlanır.
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BÖLÜM 6

NÜMERİK SONUÇLAR

Bu bölümde n ve r tamsayılarının bazı değerlerine göre beşinci bölümde elde ettiğimiz bazı

matris normları tablolar halinde verilmiştir. Bu değerler Mapple 11 programı kullanılarak

elde edilmiştir.

Örnek 6.1.1 Eş. (5.1) ile tanımlı

C1 = Circ
(
F0,F1,F2, . . . ,Fn−1

)
matrisinin spektral ve Euclidean normlarını içeren tablo aşağıdaki gibidir.

Çizelge 6.1 C1 matrisinin Euclidean ve spektral normları

n ‖C1‖E ‖C1‖2

5 9, 817784319 8, 333333333

10 26, 58370935 24, 35541909

20 60, 50549854 57, 87788779

50 161, 5095215 158, 6738316

100 329, 5676099 326, 6681149

200 665, 5871491 662, 6566815

Örnek 6.1.2 Eş. (5.7) ile tanımlı

C
(k)
2 = Circ

(
F(k)
0 ,F(k)

1 ,F(k)
2 , . . . ,F(k)

n−1
)

matrisinin spektral normlarını içeren tablo aşağıdaki gibidir.
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Çizelge 6.2 C(k)
2 matrisinin spektral normları

n k C
(k)
2

∥∥∥C(k)
2

∥∥∥
2

= F(k+1)
n−1 n k C

(k)
2

∥∥∥C(k)
2

∥∥∥
2

= F(k+1)
n−1

5 0 F(1)
4 2, 833333333 20 0 F(1)

19 3, 359498669

1 F(2)
4 8, 333333333 1 F(2)

19 57, 87788779

2 F(3)
4 17, 83333333 2 F(3)

19 534, 5851672

3 F(4)
4 32, 33333333 3 F(4)

19 3500, 527109

10 0 F(1)
9 3, 312287223 50 0 F(1)

49 3, 359885666

1 F(2)
9 24, 35541909 1 F(2)

49 158, 6738316

2 F(3)
9 106, 8838074 2 F(3)

49 3833, 250864

3 F(4)
9 356, 1557854 3 F(4)

49 63116, 07043

Örnek 6.1.3 Eş. (5.10) ile tanımlı

C3 = Circ
(
F−1F0, F0F1, . . . , Fn−2Fn−1

)
matrisinin spektral normlarını içeren tablo aşağıdaki gibidir.

Çizelge 6.3 C3 matrisinin spektral normları

n ‖C3‖2

5 0.1016666667× 102

10 0.1731757972× 103

50 0.4228842484× 1011

100 0.1190154990× 1022

500 0.4684460937× 10105

1000 0.1460426641× 10210
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Örnek 6.1.4 Eş. (5.15) ile tanımlı

C(k)
r =



F(k)
0 F(k)

1 F(k)
2 F(k)

3 F(k)
4

rF(k)
4 F(k)

0 F(k)
1 F(k)

2 F(k)
3

rF(k)
3 rF(k)

4 F(k)
0 F(k)

1 F(k)
2

rF(k)
2 rF(k)

3 rF(k)
4 F(k)

0 F(k)
1

rF(k)
1 rF(k)

2 rF(k)
3 rF(k)

4 F(k)
0


matrisinin n = 5 ve |r| ≥ 1 için spektral normunun alt ve üst sınırları k nın değerlerine

göre aşağıdaki tabloda verilmiştir.

Çizelge 6.4 C(k)
r matrisinin spektral normları için alt ve üst sınırlar

k |r| ≥ 1 1√
n
F(k+1)
n−1

∥∥∥C(k)
r

∥∥∥
2

|r|
√
n− 1F(k+1)

n−1

k = 1 r = −2 3.726779962 13.07393997 33.33333333

r = 1 3.726779962 8.333333332 16.66666667

r = 1.1 3.726779962 6.187213310 18.33333333

k = 2 r = −2 7.975309119 29.94984421 71.33333333

r = 1 7.975309119 17.83333333 35.66666667

r = 1.1 7.975309119 19.01179206 39.23333333

k = 3 r = −2 14.45990625 56.50736302 129.3333333

r = 1 14.45990625 32.33333334 64.66666667

r = 1.1 14.45990625 34.60097132 71.13333333

k = 4 r = −2 23.62778496 94.70523788 211.3333333

r = 1 23.62778496 52.83333332 105.6666667

r = 1.1 23.62778496 56.68238740 116.2333333
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Örnek 6.1.5 Eş. (5.15) ile tanımlı

C(k)
r =



F(k)
0 F(k)

1 F(k)
2 F(k)

3 F(k)
4

rF(k)
4 F(k)

0 F(k)
1 F(k)

2 F(k)
3

rF(k)
3 rF(k)

4 F(k)
0 F(k)

1 F(k)
2

rF(k)
2 rF(k)

3 rF(k)
4 F(k)

0 F(k)
1

rF(k)
1 rF(k)

2 rF(k)
3 rF(k)

4 F(k)
0


matrisinin n = 5 ve |r| < 1 için spektral normunun alt ve üst sınırları k nın değerlerine

göre aşağıdaki tabloda verilmiştir.

Çizelge 6.5 C(k)
r matrisinin spektral normları için alt ve üst sınırlar

k |r| < 1 |r|√
n
F(k+1)
n−1

∥∥∥C(k)
r

∥∥∥
2

√
n− 1F(k+1)

n−1

k = 1 r = −0.5 1.863389981 6.051069352 16.66666667

r = 0.1 0.372677996 5.912862964 16.66666667

r = 0.9 3.354101966 7.874554252 16.66666667

k = 2 r = −0.5 3.987654558 13.14607243 35.66666667

r = 0.1 0.797530912 12.64953828 35.66666667

r = 0.9 7.177778206 16.74610810 35.66666667

k = 3 r = −0.5 7.229953125 24.39979647 64.66666667

r = 0.1 1.445990625 23.46328510 64.66666667

r = 0.9 13.01391563 30.26866878 64.66666667

k = 4 r = −0.5 11.81389248 40.74250279 105.6666667

r = 0.1 2.362778496 39.32798158 105.6666667

r = 0.9 21.26500646 49.37728355 105.6666667
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BÖLÜM 7

SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Bu çalışma yedi bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde harmonik ve hiperharmonik sayılar

hakkında literatür bilgisi verilmiştir. Ayrıca literatürdeki circulant matrislerin normların-

dan bahsedilmiştir. İkinci bölümde ise tezde kullanılacak olan tanımlara ve temel kav-

ramlara yer verilmiştir. Üçüncü bölümde, harmonik Fibonacci sayıları tanımlanmış ve bu

sayıları içeren toplamsal eşitlikler fark operatörü metodu ile gösterilmiştir. Dördüncü bö-

lümde, harmonik sayıların genelleştirilmesi olan hiperharmonik Fibonacci sayıları tanım-

lanmış, bu sayılar harmonik Fibonacci veya hiperharmonik Fibonacci sayıları cinsinden

elde edilmiştir. Beşinci bölümde, elemanları harmonik Fibonacci ve hiperharmonik Fibo-

nacci sayıları olan circulant ve r−circulant matrisler için Euclidean ve spektral normlar

hesaplanmıştır. Altıncı bölümde ise, normlar için elde ettiğimiz sonuçlarla ilgili nümerik

örnekler verilmiştir.

Harmonik Fibonacci ve hiperharmonik Fibonacci sayılarının tanımına benzer olarak har-

monik Lucas, hiperharmonik Lucas, harmonik Horadam ve hiperharmonik Horadam sa-

yıları tanımlanabilir. Kullandığımız yöntem ile bu sayıları içeren birçok toplam formülleri

elde edilebilir, elemanları bu sayılardan oluşan circulant veya başka özel tipteki matrislerin

normları hesaplanabilir.
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