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BOLUM 1
GIRIS

Harmonik sayilar ve genellestirilmis harmonik sayilar bilgisayar biliminde algoritmalarin
analizinde, temel parcacik fiziginde ve teorik fizik gibi alanlarda kullanilmaktadir. Har-
monik sayilar bircok matematikci tarafindan ¢aligilan sayilar teorisinin de 6nemli bir ko-
nusudur. Bu sayilar, harmonik seriler ve Riemann Zeta fonksiyonu ile dogrudan iligkilidir.
Ayrica harmonik sayilar 6zel taniml fonksiyonlarla ilgili bir¢ok yerde kargimiza ¢ikmak-
tadir. 1737 yilinda Leonhard Euler asal sayilarin sonsuz sayida oldugunun farkl bir ispati
i¢in bu serilerin raksakligini kullanmigtir. 1859 yilinda ise Riemann, Euler’ in ¢aligmasini
kompleks diizleme genigletmis ve Riemann hipotezi olarak adlandirilan hipotezin temelini

olugturmustur [1].

Bu sayilarin cesitli 6zellikleri ve genellegtirmeleri birgok aragtirmaci tarafindan caligil-
maktadir. Graham ve arkadaglari, harmonik sayilar i¢ceren bir¢ok toplami fark operatorii
yontemi ile gostermiglerdir [2]. Spivey de sonlu fark metodu ile baz1 6zel say1 dizileri igin
toplamsal egitlikler elde etmistir. Dahasi harmonik sayilarin binomiyel transformu ve al-
terne binomial transformunu hesaplamigtir [3]. Conway ve Guy ise harmonik sayilarin bir
genellegtirmesi olan hiperharmonik sayilar1 tanimlamig ve bu sayilarin harmonik sayilar
cinsinden yazilabilecegini gostermislerdir [4|. Benjamin ve arkadaglar1 hiperharmonik sa-
yilar igeren toplamlari, harmonik ve hiperharmonik sayilar cinsinden elde etmiglerdir [5].
Bahsi ve Solak ise elemanlar1 hiperharmonik sayilar olan bir matris tamimlayip, bu matris
ile Pascal matrisi arasindaki iligkiyi elde etmislerdir. Ayrica bu matrisin determinantini he-
saplamiglardir [6]. Harmonik sayilarin literatiirde g—genellegtirmesi de mevcuttur. Dilcher,
harmonik sayilarin iki farkli g—benzerini tanimlamigtir [7]. Mansour ve arkadaglari, har-
monik sayilar igeren gegitli toplamlarin g—benzerini vermiglerdir [8]. Mezd, klasik har-
monik sayilarm ¢ farkli g—benzerini incelemigtir [9]. Mansour ve Shattuck ise hiperhar-

monik sayilarin g—benzerini tanimlamis ve bu sayilarin bilinen 6zelliklerinin g—benzerini



vermiglerdir [10]. Ayrica Kizilates ve Tuglu g—fark operatoriinii kullanarak, harmonik
ve hiperharmonik sayilarin ¢—benzerlerinin gegitli toplamsal 6zelliklerini elde etmiglerdir
[32]. Burada o6zellikle ¢ — 1~ iken elde edilen 6zelliklerin bilinen &zelliklere déniigmesi bu
sayilarin genigletilmesine katki saglamigtir. Hiperharmonik sayilarin rekiiransina benzer
olarak Dil ve Mez6 tarafindan Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren hiper-Fibonacci ve
hiper-Lucas sayilar1 tanimlanmigtir [13]. Ayrica bu sayilarin {ireteg fonksiyonlar, rekii-
rans bagintilar1 ve gesitli kombinatorik o6zellikleri elde edilmigtir. Diger taraftan bu tiir
ozel sayilari igeren matrislerin normlar iizerinde ¢ok sayida aragtirma yapilmigtir. Solak,
elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilarindan olugan circulant matrislerin spektral normlari
i¢in sinirlar elde etmigtir [17]. Koger ve arkadaglari, elemanlari Horadam sayilar: olan cir-
culant ve semicirculant matrislerin normlarinm hesaplamiglardir [18]. Zhou ve arkadaglar
da elemanlar1 binomiyel katsayilar ve harmonik sayilar olan circulant matrislerin spektral
normlarimi elde etmiglerdir [21]. Shen ve Cen ise Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in circulant
matrislerin genellegtirilmesi olan r—circulant matrislerin spektral normlarini incelemis-
lerdir [23]. Bahsi ve Solak ise elemanlar1 hiper-Fibonacci ve hiper-Lucas olan circulant
matrislerin spektral normlarini elde etmis, ayrica r—circulant matrislerin normlar: i¢inde

siirlar elde etmisglerdir [20].

Yukarida belirtilen ¢aligmalar 1g1g1nda harmonik ve hiperharmonik Fibonacci sayilar ta-
nimlanmigtir. Daha sonra bu sayilar: iceren circulant matrislerin normlar1 incelenmigtir.
Ikinci boliimde tez icin gerekli olan tanimlara ve énbilgilere yer verilmistir. Uciincii bo-
liimde ise harmonik Fibonacci sayilar: tanimlanmaig, bu sayilari iceren toplamsal 6zellikler
fark operatorii metodu kullanilarak elde edilmistir. Dordiincii béliimde harmonik Fibo-
nacci sayisi genellegtirilerek hiperharmonik Fibonacci sayis1 tanimlanmig ve bu sayilar i¢in
rekiirans bagintisi, toplam formiilleri elde edilmigtir. Beginci boliimde elamanlar: harmo-
nik Fibonacci ve hiperharmonik Fibonacci sayilar: olan circulant matrislerin Euclidean ve
spektral normlar1 hesaplanmistir. Ayrica elemanlart harmonik Fibonacci ve hiperharmo-
nik Fibonacci olan r—circulant matrislerin normlar1 i¢in siirlar elde edilmigtir. Altinci

boliimde de beginci boliimde elde ettigimiz normlar i¢in niimerik hesaplamalar yapilmigtir.



BOLUM 2

ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR
2.1 FIBONACCI VE HIPER-FIBONACCI SAYILARI

Tanim 2.1.1 F,,, n. Fibonacci sayist olmak tzere, Fy = 0, Fy = 1 baslangi¢ kosullar, ve

her n > 1 dogal sayist i¢in Fibonacci sayilar

Fn+1:Fn+Fn—1

rekirans bagintisy ile tanimlanar.

Cizelge 2.1 Baz1 Fibonacci sayilari

n (011234567 |8 |9 |10

F, 101111235813 |21 34|55

Tanim 2.1.2 L,, n. Lucas saysiny gostermek tizere, Lo = 2, L1 = 1 baslangi¢ kosullar:

ve n > 1 dogal sayist i¢in Lucas sayilar:

Ln+l =Ly + Lpy

rekiirans bagintisy ile tanimlanar.

Cizelge 2.2 Baz Lucas sayilar

n 012|345 |6 |7 |8 |9 |10

L2134 |7|11]18]29 |47 |76 | 123

Fibonacci ve Lucas dizileri igin gesitli genellestirmeler, birgok aragtirmaci tarafindan in-

celenmigtir. Bu genellestirmelerden biri Horadam tarafindan, ikinci mertebeden rekiirans



bagintisi igin keyfi baglangig kogullar ve keyfi katsayilar ahnarak elde edilmistir [31]. Her
n > 1 tamsayisi ve a, b, p ve ¢ birer tamsay1 olmak tizere, W, = a ve W; = b baslangic

kosgullar ile
Wn = an—l - an—Q (21)

seklinde tanimlanmigtir.

Es. (2.1) ifadesinde a, b, p ve ¢ nun 6zel degerlerine gore Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas,

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas gibi bir¢ok say1 dizisi elde edilebilir.

Tanim 2.1.3 r pozitif tamsayr ve FO = E,, FO(T) =0 ve Fl(r) =1 olmak tizere

FT(LT) _ ZF]E;T_I)
k=0

rekiransy ile tanvmly sayiya hiper-Fibonacci sayisy denir [13)].

Cizelge 2.3 Baz hiper-Fibonacci sayilar:

n |0]1]2(3]4 |5 |6 |7 |8

FDlol1l204]7 [12/20]33]54

FD N ol1!37]114126] 4679|133

Tanim 2.1.4 r pozitif tamsay: ve LO = L,, Lg") =2 ve LY) = 2r 4+ 1 olmak tizere
Lo =3"ry" (2.2)
k=0

rekiransy ile tanmiml sayiya hiper-Lucas sayisi denir [15].

Cizelge 2.4 Baz hiper-Lucas sayilari

n |(0]1]2 |3 |4 |5 |6 |7 |8

LW lol3l6 |10]17]28 46 |75 | 122

LP 1215112113866 112 187 | 309




2.2 HARMONIK VE HIPERHARMONIK SAYILAR

Tanim 2.2.1 n bir dogal say ve Hy = 0 olmak tizere

"1
H,=>" - (2.3)
k=1

rekiransy ile tanemle H, sayisina n. harmonik sayr denir [2].

n. harmonik say1 H, ile birinci gesit Stirling sayis1 arasinda

bigiminde bir iligki vardir [2].

Literatiirde harmonik sayilar ile ilgili bircok calisma yapilmistir. Ornegin Graham ve ar-

kadaglari, harmonik sayilar: igeren asagidaki toplamlari elde etmislerdir:

n—1
> Hy=nH, —n, (2.4)
k=1
n—1

(o)1= () (e 52) 2
— \m m—+1 m+1
n—1 2

n#= 1

H=—|H,—- 2.

-5 ()

olup, burada n = n(n — 1) ve m negatif olmayan tamsayidir [2|. Diger taraftan Spivey

Xn: (Z) Hy, = 2" (Hn - ki %) , (2.7)

k=0

3 <Z> (~1)fH = (2.8)

k=0

esitliklerini elde etmistir.

Harmonik sayilarin cesitli genellegtirmeleri mevcut olup, bu genellestirmelerden biri de

Conway ve Guy tarafindan tanimlanan hiperharmonik sayilardir.



Tanmim 2.2.2 n ve r pozitif tamsaylar, g = 711 ve H{Y = H,, olmak tizere

=" H (2.9)
k=1

)

rekiirans bagintisy ile tanimiy HY sayisina . mertebeden n. hiperharmonik sayr denir [4].

Benjamin ve arkadaglari, 0 < m < r — 1 bigimindeki tamsayilar igin
"\ ndr—t—1\1
7O =S (" - 2.10
5 S (AR E 210

" St =1\ o
Hgﬂ_Z(”” m )H§> (2.11)

r—m—1
t=1

esitliklerini elde etmiglerdir [5].

2.3 FARK OPERATOR YONTEMI

Tanmim 2.3.1 Herhangi bir f(x) fonksiyonu i¢in sonlu fark operatéri
Af(x) = flz+1) = f(x)

bigiminde tanimlanmagtur [2].

Tanim 2.3.2 m > 0 tamsay: olmak tizere x in m azalan kuvvets
=gz —-1)(z—-2)...(rt—m+1)

bicimindedir.

Lemma 2.3.3 Fark operatori i¢in

Ax™ = mgm=t

esitligi saglanar.

Graham ve arkadaglar [2], A operatoriiniin ters operatorii » | olmak tizere, Af(z) = g(x)



1se

b b—1
> g(@)s. = glx) = f(b) — f(a) (2.12)
oldugunu ispatlamiglardir. Ayrica ters fark operatorii > asagidaki 6zellikleri saglar:
m+1
’ ,  m#—1
Z gy, ={ m+1 (2.13)
H,. m=—1
ve
b b b
Z u(z)Av(z)d, = u(x)v(x)| — Z v(r + 1)Au(x)d,. (2.14)

Simdi Eg. (2.14) 6zelligini kullanacagimiz bir 6rnek verelim. Eg. (2.14) ifadesinde u(k) = Hj,

ve Av(k) = 1 olarak segilirse, Au(k) = =5 ve v(k) = k olup, boylece

> Hide = kH| =>4
0 0
dir. Sembolik toplam ile sonlu toplam arasindaki Es. (2.12) 6zelligi kullanilirsa
n—1
Z H,=nH, —n
k=1
elde edilir [2].
2.4 CIRCULANT MATRISLER VE MATRIiS NORMLARI

Tanim 2.4.1 n x n tipinden

Co C1 Co . Cp—2 Cn—1
rCpn—1 Co C1 ... Cp—3 Cp_2
Cr=|re,o recn1 co ... Cpnd Cpn_s (2.15)
rcy rCo rcg ... TCph—1 Co




seklinde tanwml matrise r—circulant matris denir, C, = Circ (co, C1,C2y - - - ,cn_l) bigi-

minde gosterilir [29].

r = 1 durumunda C' = Clirc (co, C1,Cay ... ,cn,l) yani
Co i C2 Cn—2 Cp—1
Ch-1 Co Cn—3 Cpn—2
C=|ci2 o1 o Cned  Cn—3
C1 (&) C3 ... Cp—1 Co

circulant matrisi elde edilir.

Bir n x n tipinden Circulant matrisin 6zdegerleri, birimin n. kuvvetten kokleri w’ olmak

lizeret =0,1,...,n—1 i¢in

A=) a(w) (2.16)
seklindedir.

Tanmim 2.4.2 F bir cisim, M,,,(F) de elemanlar: F cisminden alinan m X n matrislerin

kimesi ve A,B € M,,,(F), a € F' olmak iizere
N1)||Al >0 ve ||[A| =0 A=0

N2) [laAll = [af [l Al
N3)[|A+ Bl = [[All + || Bl
N4)[|AB[| < [|A] [} B]]

sartlarine saglayan
.| : Mo (F) — R U {0}

seklindeki donisime matris normu denir ve bir A matrisinin normu ||A| ile gdsterilir

/3]



Simdi baz1 matris normlarini verelim.

Tanim 2.4.3 m x n tipinde bir matris A olmak tizere

Al = (iz |az~j|2>

i=1 j=1

ifadesine A matrisinin Euclidean (Schur veya Frobenius) normu,

— . H
lAll, = /max Ai(A74)

ifadesine de A matrisinin spektral normu denir. Burada \;(A" A), AT A (veya AA® ) matr-

sininin 6zdegerleridir [30].

Lemma 2.4.4 A matrisinin 6zdegerleri Ay, Aa, ..., A, olsun. A matrisi normal matris ise

A" A matrisinin 6zdegerleri (M7, Xl ..., | Xa|? dir [30].

Tamm 2.4.5 mxn tipinden iki matris A = [a;;] ve B = [b;;] olsun. Elemanlar c;; = a;;b;;
seklinde tanwmlanan m x n tipinden C = [c¢;j] matrisine A ve B matrislerinin Hadamard

carpvmu denir ve C' = Ao B ile gosterilir [25].

Tanim 2.4.6 A m x n tipindeki bir matris olsun. A matrisinin satirlarinin veya stitun-
larnin Fuclidean uzunluklarimin maksimumu siraswyla @ = 1,2,....mve j = 1,2,...,n

¢cim

r(A) = Dax (2.17)
c(B) = max (2.18)
seklinde tansmlanr [25].

Lemma 2.4.7 A ve B matrisleri m X n mertebeli matrisler olsun.

|Ao Bll, <ri(A)ci(B) (2.19)



esitsizligi gecerlidir [25].

Lemma 2.4.8 A matrisi m X n tipinde olmak tizere

1
7 1Az < Al < Allg (2.20)
1ALl < Allz < v llAll, (2.21)

esitsizlikleri gecerlidir [25].
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BOLUM 3

HARMONIK FIBONACCI SAYILARI

Bu boéliimde harmonik Fibonacci sayilari tanimlanacaktir. Daha sonra fark operatori
yontemi kullanarak harmonik Fibonacci sayilarini igeren gesitli toplamlar ve o6zellikler

elde edilecektir.

Tanim 3.1.1 n. Fibonacci sayst F,, olmak tizere

1
F, =

= — 3.1
Fr (3.1)
k=1

reciprokal Fibonacci saylarimn toplamina n. harmonik Fibonacci sayist denir.

Cizelge 3.1 Bazi harmonik Fibonacci sayilar:

n (11234 |5 |6 |7 |8 9 10

6 30 120 1560 10920 185640 | 2042040

F 112 5 | 17 | 91 379 | 5047 | 35849 614893 6800951
n 2

Burada hemen belirtelim ki Barriol tarafindan 1906 da

=1
Z — = 3,3598856662.. ..
k=0 Fy

olarak bulunmasina ragmen, literatiirde bu serinin kismi toplamlar dizisi olan [F,, sayisinin
kapali formu bulunmamaktadir. Dolayisiyla kapali formu bulunmayan F,, sayisini iceren
gesitli sonucglari elde edecegiz. Bu sonuglarin ispati i¢in fark operatér yontemine ait Es.

(2.14) ozelligi kullamlacaktir.

Teorem 3.1.2 n. harmonik Fibonacci sayist F,, olmak tizere

n—1 n—1

E+1
S F =, -3 5T (3.2)
k=0 o Thn

11



esitligi saglanar.

. 1
Ispat. Es. (2.14) ifadesinde u(k) = Fy ve Av(k) = 1 olarak segilirse Au(k) = ve
k+1
v(k) = k olup,
. no G~ k+1
Fydi = Fy| 5

elde edilir. Sembolik toplam ile sonlu toplam arasindaki Es. (2.12) 6zelligi kullanilirsa

elde edilir.

Teorem 3.1.3 n. harmonik Fibonacci IF,, sayist olmak tizere

n—1 n—1

k+1 1
> (Fr)? =nF2 = il <21Fk + ) (3.3)
k=0 k=0 Fk—i—l Fk+1

esitligi saglanar.

Ispat. Es. (2.14) ifadesinde u(k) = F2 ve Av(k) = 1 olarak secilirse Au(k) = % <2Fk +

ve v(k) = k olup, boylece

no~k+1 1

F
5 o Tk k+1

dir. Sembolik toplam ile sonlu toplam arasindaki Es. (2.12) 6zelligi kullanilirsa

n—1 n—1
k+1 1
Fr)® = nF2 — (QIE‘ + )
kz:%( 2 kz:; Fra g Fia
bulunur.

Teorem 3.1.4 n. harmonik Fibonacci sayst F,, ve m negatif olmayan tamsayr olmak

uzere

n—1 n—1
k kE+1
k=0 \" m+ o\t k+1

12




esitligi saglanar.

. 1
Ispat. u(k) = Fy ve Av(k) = (:1) olarak almirsa, Au(k) = ve v(k) = (mil) elde

k+1

edilir. Buradan Esg. (2.14) ve Es. (2.12) kullanihirsa

" [k k "= (k+1
FL.o, = F.l — )
Z(m> o (m+1) lo ;(mH)Fm -

0

n—1 n—1
k k+1 1
m m+1 —\m+ 1) Friq

k=0

elde edilir.

Teorem 3.1.5 n. harmonik Fibonacci sayst F,, ve m negatif olmayan tamsayr olmak

uzere

ol mtl — (k+1)m 1

PN N — R (k+1) (3.5)
0 m + 1 0 m + ]. Fk+1

esitligi saglanar.

1

]
Fr

Ispat. Es. (2.14) ifadesinde u(k) = Fy ve Av(k) = k™ olarak alahm. Au(k) =

Jomtl
1 elde edilir. Dolayisiyla

v(k) =

m+1 n— m+1 1

Z koF, =

elde edilir.

1
m+1 Fr1

Es. (3.5) ifadesinde m = 0 segilirse, Es. (3.2) elde edilir. Eger m = 1 segilirse Es. (3.4) {in
bir 6zel hali elde edilir.

Sonug 3.1.6 n. harmonik Fibonacci sayist F,, olmak 1izere

29 — 1
Zksz " )IF,L—

esitligi saglanar.

13



Ispat. Es. (3.5) ifadesinde sirasiyla m = 2 ve m = 1 alimp gerekli diizenlemeler yapilirsa

n—1

- 1o (k+1)2(2k+1)
L Cllinl D) F, — -
Z " 6 Z Fri

k=0

bulunur.
Simdi agagidaki teoremde harmonik sayilar ile harmonik Fibonacci sayilari arasindaki

iligkiyi verecegiz.

Teorem 3.1.7 H, ve F,, siraswyla n. harmonik sayist ve n. harmonik Fibonacci sayist

olmak tzere

n—1 n—1
F H

kzzmm—E ias (3.6)
o T k=0 = A1
esitligi saglanar.
: : : 1 . 1
Ispat. Es. (2.14) ifadesinde u(k) = Fjy ve Av(k) = segilirse Au(k) = :

kE+1 Fr1

v(k) = Hj, elde edilir. Buradan

n

Fk n ]¥k+1
E 0 = H.F —E 0
- E+1 k k k|0 - Pk+{ k

olup Es. (2.12) 6zelliginden

Sonucg 3.1.8 Birinci cesit Stirling sayist ile harmonik Fibonacci sayist arasinda

n—1 n+ n—1 k+2
(k4 1\F. . .

prd k+1 k:O k+1 NFyi1

esitligi saglanar.

2]

Ispat. Es. (3.6) ifadesinde H, = olarak alimrsa yukaridaki egitlik elde edilir.

14



Fibonacci sayisi ile harmonik Fibonacci sayisi arasindaki iligkiyi veren toplamsal 6zellik

asagidaki teoremde verilecektir.

Teorem 3.1.9 n. harmonik Fibonacci sayist F,, olmak tizere

n—1

> FuFp = FF, —n (3.7)
k=0
esitligi saglanar.

. 1
Ispat. Es. (2.14) ifadesinde u(k) = Fy ve Av(k) = Fy_; olarak segilirse Au(k) = 7
k1

v(k) = F}, elde edilir. Buradan

n—1

> FeaFidi = Ry - >

k=0

n—1

Z F, F, = FE,F, —n

k=0

elde edilir.

Ornek 3.1.10 n = 6 i¢in

5
> FiFr=FFs—6
k=0

15
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BOLUM 4
HIPERHARMONIK FIBONACCI SAYILARI
Bu boliimde harmonik ve hiperharmonik sayilar: arasindaki iliskiye benzer olarak, harmo-

nik Fibonacci sayilar1 yardimiyla hiperharmonik Fibonacci sayilar: tanimlanacaktir. Daha

sonra hiperharmonik Fibonacci sayilar ile ilgili ¢esitli sonuclar elde edilecektir.

1
Tanim 4.1.1 n,r pozitif tamsaylar ve n. harmonik Fibonacci sayist F,, olsun. FY = ok
Fo=0 vek >0 i¢cin Fék) = 0 olmak 1tizere
F() = ZF’(:_U (4.1)
k=1

rekirans bagintisy ile tanymis F) sayrsina r. mertebeden n. hiperharmonik Fibonacci sayis

denir.

Burada hemen belirtelim ki; » = 1 durumunda

n

1

FO — F, = =

n Fk
k=1

harmonik Fibonacci sayilar: elde edilir.

Cizelge 4.1 Baz1 hiperharmonik Fibonacci sayilari

n 11213 |4 5! 6 7 8 9 10
FD L1 o5 |17 |91 | 319 5047 | 35849 | 614893 | 6800951
n 2 6 30 | 120 1560 | 10920 | 185640 | 2042040
FP 1 3| 1|25 | 341 581 13853 | 76597 | 22067 | 56535691
n 2 | 3 30 | 40 780 3640 | 9282 2042040
FG || 1| 4| 19| 107 | 146 | 1749 | 95917 | 90121 | 661397 | 274796701
n 2 6 5 40 1560 | 1092 6188 2042040
F@ |[ 1] 5|20 |97 | 928 | 12631 | 6503 | 90735 | 550973 | 1002081061
n 2 | 3 15 120 39 364 1547 2042040

Simdi hiperharmonik Fibonacci sayilarinin gesitli 6zelliklerinin ispatinda kullanacagimiz

rekiirans bagintisini verelim.

17



Lemma 4.1.2 n,r pozitif tamsaylar: i¢in hiperharmonik Fibonacci sayilarinin rekiirans

bagintist

seklindedur.

Ispat. Eg. (4.1) ifadesinden

Fg") _ ZFI(:’*U
k=1

n—1
- Srn e
k=1

— IE*(T)

n—1

+F0D,

elde edilir.

(4.2)

Hiperharmonik sayilarin Eg. (2.10) ile belirtilen 6zellige benzer olarak hiperharmonik Fi-

bonacci sayilar i¢in agsagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.1.3 1 < 1,5 < n tamsayilar: igin

() B - n—k+j—1 1
ST D

F._.
ki k—i+1

esitligi saglanar.

Ispat. Hiperharmonik Fibonacci sayilarimin tanimindan

n—i+1
. -
Fgﬁiﬂ = E Fl(cj :
k=1

olup, bu esitlige Es. (4.1) ifadesi (j — 1) kez uygulandiginda
n—it+1 kj

. B2 g
ngi+1: Z Z ZE

kj=1 kj_1=1 k=1 "1

18
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elde edilir. Ispat1 tamamlamak icin

POl R o S (e

k=1 kj_1=1  ki=1 Fr, Fr-ina
esitligini gostermek yeterlidir. Bu esitligi n iizerinden tiimevarim ile ispatlayalim.

n = 1 igin bu esitlik dogru olup, n (n > 1) i¢in dogrulugunu kabul edelim ve n + 1 igin

dogrulugunu gosterelim.

n—i+2 k; n—i+1 kj n—i+2 kj_1 ko

ISP I D S o ZFJZZ o

kji=1 kj_1=1 ki=1 kj=1 kj_1=1 ki1=1
n—i+1 kj n—i+1 kj-1 ko

f1k311 ki=1

kj_o=lkj_3=1 k=1
n—i+1 kj n—i+1 kj_1 ko 1
=2 > - Z PSP IEED DY
Fkl Fkl
kji=1 kj_1=1  ki=1 =
n—i+1 ko n—i+2

F F;
ko=0 k1=0 kl k1=0 ka1
n—i+1 kj n—i+1 kj—1 ko 1

-y Y Y

ki=1 kj_1=1  ki=1

Fk1+ >y ZF

kj—i=lkj_o=1  ki=1

n—i+1 ko n—i+1
FY S Y o
ko=0 k1=0 k‘l k=0 k:l n 42

elde ederiz. Binomiyel katsayilarin toplam 6zelligi kullanilirsa,
"L 1 K 1 [fn—k+j-1\  [(n—k+j-2 n—k
D ) D= K - )+< ) >+---+<0
k=1 kj_1=1 k=1 F1 =y Tk J = J =
1

Fn—i+2

_z": 1 (n—k;+j) Lt
— Fr_ivi\ 7-1 Foivo

_nH (n—k+j> 1
. j—1 Fr_ita

k=1

_|_

19
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olup, n + 1 igin iddia dogrudur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.4 Hiperharmonik Fibonacci sayist i¢in

& —k+r—1\ 1
pw:§:7l -
" ( r—1 )Fk

k=1
esitligi saglanar.

Ispat. Eg. (4.3) ifadesinde i = 1 ve j = r secilirse Es. (4.4) elde edilir.

Sonug 4.1.5 Hiperharmonik Fibonacci sayist ve Fibonacci sayisy i¢in
“~ k

> = =+ 1)F, —F?

i’

esitligi saglanar.

Ispat. Es. (4.4) ifadesinde r = 2 secilirse

n

1
FP = > (n—k+1)—
n (n—k+1)-

k=1 k

~ 1 k1
TN ey

k=1 k=1 k=1

olup, buradan

"k
> — =(m+1F,-FY
i

elde edilir.
Teorem 4.1.6 0 < m < r — 1 tamsayilar, i¢in

“ntr—m—t—1
F) — n F(m)
" Z( r—m—1 ) !

t=1

esitligs saglanar.
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Ispat. Teoremin ispatin tiimevarim yontemi ile yapalim. n = 1 i¢in esitligin dogrulugu

agiktir. n (n > 1) igin esitlik dogru olsun. Es. (4.2) bagintisindan

T r—1 r
]Filrl)*l = F1(1+1) +F)

olup, bu islem ard arda uygulanirsa

RO = B R LR

= FU) 4+ FU-2 4 FO-D 4 RO

_ IFEzn—:—)1+F(m+l)+F£Lm+2)+"'+IF$LT_2)+IF£:_1)+IF$:)

n

_ —t n—t+1 n—t+r—m-—1
— F(m) n F(m)
B () (e ()
a —t+r—m
— Fm n )
n+1+;< r—m—1 >t
_ nz—%(n—t—i-?’—m)w(m)
—m—1 t
— r—m

elde edilir. Boylece n + 1 i¢in iddia dogrudur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.7 r,s birer tamsay: ve r > 1, s > 0 olsun. O zaman

—~ (n—t+r—1
mr =3 (M) (16)

t=1

Ispat. n x n tipinden G matrisini

Fgﬂ) F;H—l) Fglr-i-n—l)
r r+1 r+n—1
o FOLOFCD L FeY
r r+1 r+n—1
F ey F{Y

21



bi¢iminde tanimlayalim. Ayrica n x n tipinden {ist icgen A matrisi

11 1

0 1 1
A=

0 0 1

olsun. Bahsi ve Solak, A matrisinin r. kuvveti
. 1
(‘7 T > i<y
bi; = r—1
0, 1>

olmak tizere A" = (b;j)nxn bi¢iminde oldugunu gostermiglerdir. Matris ¢arpimindan

GIr+e) = ATG) (4.7)

olup, G matrisinin birinci satir birinci siitiiniindaki eleman F ™ dir. Es. (4.7) ifade-

sinden

IF%TJFS) = Zblqu(zszj_H
j=1

- j4+r—2 (s)
- (TR

j=1

- —t4r—1\_
r—1

t=1

elde edilir.

Sonug 4.1.8 Hiperharmonik Fibonacci sayilary i¢in

n

3B = o+ DR B

t=1

dir.

22



Ispat. Es. (4.6) ifadesinde r = 2 ve s = 1 segilirse

n

F =Y (n—t+1)F,
t=1
=nY F,—) tF,+) F
t=1 t=1 t=1
=(n+1)FP =) 1F,
t=1

N, = (n+ )FP ~FY

esitligi elde edilir.
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BOLUM 5

HARMONIK VE HIPERHARMONIK FIBONACCI SAYILARININ
MATRISLERDEKI UYGULAMALARI

Bu boliimde elemanlar:t harmonik ve hiperharmonik Fibonacci sayilari olan circulant mat-
rislerin Euclidean ve spektral normlarini ele alacagiz. Bu normlardan faydalanarak har-

monik ve hiperharmonik Fibonacci sayilarini igeren esitsizlikler elde edecegiz.
Teorem 5.1.1 n X n tipinden circulant matris
Cl = Clirc (Fo,Fl,Fg,...,Fn_1> (51)

olsun. C matrisinin Euclidean normu

o=

n

—1
k+1 ( 1 )
2F; +
Fia "1 Fin

1C | = [nQFi —n (5.2)

k=0

dir.
Ispat. Euclidean norm tanimimdan
n—1
2
ICiI[E =n) F}
k=0

dir. Es. (3.2) ifadesinden

1
2

n—1
k+1 1
Cillp = [n°F2 —n (2IF + )
H 1||E [ kz:; Fk+1 * Fk+1

esitligi elde edilir.
Teorem 5.1.2 n X n tipinden circulant matris

Cl = Clirc (]Fo, ]Fla FQ, . Janl)

25



olsun. Cy matrisinin spektral normu

n—1
k+1
=nlF, — }
(Gl = = 3- T (53)
dar.

Ispat. ) matrisinin ézdegerleri A, (t = 0,1,...,n—1) olmak iizere Es. (2.16) ifadesinden

n—1 n—1 n—1
Nl =D Fi(w') | < D OF| || <) (5.5)
=0 1=0 =0

dir. C; matrisi normal matris ve Lemma 2.4.4 den dolay1

|Ch]l, = max |)\t|—max(\)\0\ m<8:1x_1\)\t|) (5.6)

0<t<n

dir. Es. (5.4), Es. (5.5) ve Es. (5.6) ifadelerinden

n—1
k+1
Cill, = nlF,, —
Il >

esitligi elde edilir.

Teorem 5.1.3 n X n tipinden circulant matris

M = Cire (B, B, FP, ... ) (5.7)
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olsun. Cék) matrisinin spektral normu
k k+1
ot =i o

dir.

Ispat. Teorem (5.1.2) nin ispatina benzer olarak

n—1
el -5
s=0

dir. Hiperharmonik Fibonacci sayisinin tanimindan
et -

elde edilir.

Sonug 5.1.4 C’ék) matrisinin Fuclidean normu

F(k+1)§HCZ(k)H §\/EJF£L]€+11)
E

n—1 —
esitsizliging saglar.
Ispat. Teorem (5.1.3) ve Es. (2.21) ifadesinden

k k k
e < o] < vy

n—1 n

esitsizligi elde edilir.

Burada hemen belirtelim ki;

toplaminin kapali formu elde edilememesine ragmen, Euclidean norm ve spektral norm

arasindaki iligki kullanilarak, bu toplam i¢in alt ve iist sinirlar

(5.9)
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seklinde elde edilebilir.
Teorem 5.1.5 n x n tipinden circulant matris
Cg = Clirc (Fleg, F()Fl, ceey Fn,2]Fn71) (510)
olsun. Cs matrisinin spektral normu
1Cs]l, = FoF, — (5.11)
dar.
Ispat. C5 matrisinin dzdegerleri \; (t=0,1,...,n—1) olmak iizere Eg. (2.16) ifadesinden
n—1
M (C3) = Z E—lFi<wt)l
i=0
esitligini yazariz. t = 0 icin
n—1
Xo(Cs) = FiaF
i=0
olup, Es. (3.7) ifadesinden
dir. 1 <t <n—1i¢in

[Ae| = <

n—1
Z Fifl]Fi (wt)’
=0

n—1
> FiiF
=0

esitsizligi elde edilir. C'3 matrisi normal matris ve Lemma 2.4.4 den dolay1

n—1
|(w')'| < ZE‘AE’ (5.13)
=0

ICally =, max |\ = max(|ol , max [A]) (514

dir. Eg. (5.12), Es. (5.13) ve Eg. (5.14) ifadelerinden

ICslly, = FnlFn — 7
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esitligi elde edilir.

Sonug 5.1.6 Fibonacci ve harmonik Fibonacci sayilarin iceren

n—1
> FEF2<FJF,—n<
k=0

esitsizligi saglanar.

Ispat. C matrisinin spektral normu ve Es. (2.20) ifadesinden

n—1
> F2F2<F,F,—n<
k=0

esitsizligi elde edilir.

Simdi ise r—circulant matrislerin spektral normlarin ele alacagiz.

Teorem 5.1.7 n X n tipinden r— circulant matris

olsun. Cﬁk)

i) |r| > 1 igin

1
\/— 1

i1) |r] < 1 igin

Il g
PLRSD < o), < v TEEY.

)

T]ng) 1

rIFék)
ngk)

SR <Pl < il Va TR,

ng) ng)
F[()k) ng)

rIFék) rIFflk)
ngk) rIFék)

matrisinin spektral normu i¢in asagidaki esitsizlikler saglanar:

(5.15)



ispat. Cﬁk) matrisinin Euclidean normu

n—1

Py = 4| Do(n—s) (B 2+nls|r|2 )’
r E
s=0

s=0
dir.

i) Es. (5.9) ve |r| > 1 den

n—1

JC®, = || S —s) (F9)

s=0

dir. Es. (2.20) 6zelliginden dolay1

R < e,

N O

elde edilir. Diger taraftan

FF o101

r ]F[()k) 1
A=

T T T

T T T
ve

]F(()k) F(lk) ]Fék)

Y, FP R
B =

seklinde tanimlanan A ve B matrisleri i¢gin c®

ri(A) = 1{1?3; Z |aw|

n
> lawl” =
j=1

= Ao B dir. Buradan

(5.16)



ve

n—1

a(8) = s || Sl = | Sl = | 3 ()

s=0

2

esitlikleri elde edilir. Es. (5.9) ve Lemma 2.4.7 den
|69, < Il Vo =T
esitsizligini yazariz. Es. (5.16) ve Es. (5.17) ifadelerinden

1
TF k+1)< Hc(k)H2<| | /—n_ F(k—H

esitsizligi elde edilir.

i1) Es. (5.9) ve |r| < 1 oldugundan

e, -

v

elde edilir. Eg. (2.20) o6zelliginden dolay1

|7’| k+1) < HCEJC)HZ

\/—nl
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dir. Diger taraftan

FF 101 11

r F® o1 11
A=

T roor IF(()k) 1

r roor r ng)
ve

B RO BY R, BY,

B, F FY L FYy R,
B =

RS RO R, B

nld)= e,

ve

a(B) = max

esitlikleri elde edilir. Es. (5.9) ve Lemma 2.4.7 den

[CW]|, < vV —1F{HY (5.19)
esitsizligi elde edilir. Es. (5.18) ve Es. (5.19) ifadelerinden

I (k+1) k (k+1)

N 1], < V= 1F,7

esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.1.8 n xn tipinden r— circulant matris C, = Clirc (IFO, Fq,... ,]Fn,l) olmak tizere
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i) |r| > 1 igin

1 2 2
ZE <Gl < Vi —TE2,,
i) |r] < 1 igin

|7"‘ 2 2
%Ffm—)l < ||Cr||2 <vn-— lFﬁLZI

dir.

Ispat. Teorem 5.1.7 de k = 1 alimirsa ispat tamamlanir.
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BOLUM 6

NUMERIK SONUCLAR

Bu boliimde n ve r tamsayilarinin bazi degerlerine gore besinci boliimde elde ettigimiz bazi
matris normlar: tablolar halinde verilmigtir. Bu degerler Mapple 11 programi kullanilarak

elde edilmigtir.

Ornek 6.1.1 Es. (5.1) ile tanaml
Cl = Clirc (]F07]F17]F27 . ;Fn—l)

matrisinin spektral ve Euclidean normlarin iceren tablo asagidaki gibidur.

Cizelge 6.1 ('] matrisinin Euclidean ve spektral normlar:

n 1C Il 1CA Il

5 9,817784319 | 8,333333333
10 || 26, 58370935 | 24, 35541909
20 || 60,50549854 | 57,87788779
50 || 161,5095215 | 158,6738316
100 || 329, 5676099 | 326,6681149
200 || 665,5871491 | 662, 6566815

Ornek 6.1.2 Es. (5.7) ile tanaml

O3 = Cire (B, FP FY, ..

matrisinin spektral normlaring iceren tablo asagidaki gibidir.
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Cizelge 6.2 Cék) matrisinin spektral normlari

n i Hcg’“) = FEO o | k| o ) P H2 =Y

5 F{" | 2,833333333 || 20| 0 || F) | 3,359498669
F? | 8333333333 1| F? | 5787788779
F® | 17,83333333 2 || FY | 534,5851672
FY | 32,33333333 3| FY | 3500527109

10 F$Y | 3,312287223 || 50 | 0 | FY) | 3,359885666
FP | 24,35541909 1| F? | 158,6738316
F¥ | 106,8838074 2 | FY) | 3833,250864
FY | 356,1557854 3| FY | 63116,07043

Ornek 6.1.3 Es. (5.10) ile tansmh

Cg = Clirc (Fle(), F()Fl, .

matrisinin spektral normlariny iceren tablo asagidaki gibidir.

’ Fn72]Fn71)

Cizelge 6.3 (3 matrisinin spektral normlar:

n

1G5l

5 0.1016666667 x 102

10 0.1731757972 x 10?

20 0.4228842484 x 10

100 || 0.1190154990 x 102

500 || 0.4684460937 x 10'0°

1000

0.1460426641 x 10%1°
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Ornek 6.1.4 Es. (5.15) ile tanamh

IF(()k) ng) ng) Fi(gk) ]Fz(;k)
183 R L S Y
C = vFP FP FH FP FP
0 RS S U Y
S S S S  R S

matrisinin n = 5 ve |r| > 1 i¢in spektral normunun alt ve st sinarlary k nan degerlerine

gore asaqrdakt tabloda verilmistir.

Cizelge 6.4 C™ matrisinin spektral normlar i¢in alt ve iist sinirlar

k rf>1 | LFED ‘ Oﬁk)HQ 7| v/n — TF*+D
k=1|r=—2| 3726779962 | 13.07393997 | 33.33333333
r=1 | 3.726779962 | 8.333333332 |  16.66666667
r—1.1 | 3.726779962 | 6.187213310 | 18.33333333
k=2|r=—2| 7975309119 | 20.94984421 | 71.33333333
r=1 | 7.975309119 | 17.83333333 | 35.66666667
r=1.1| 7.975309119 | 19.01179206 | 39.23333333
k=3|r=—2| 1445090625 | 56.50736302 | 129.3333333
r=1 | 1445990625 | 32.33333334 | 64.66666667
r=1.1 | 14.45990625 | 34.60097132 | 71.13333333
k=4 |r—=—2| 2362778496 | 94.70523788 | 211.3333333
r—1 | 23.62778496 | 52.83333332 | 105.6666667
r—1.1 | 23.62778496 | 56.68238740 | 116.2333333
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Ornek 6.1.5 Es. (5.15) ile tanamh

IF(()k) ng) ng) Fi(gk) ]Fz(;k)
183 R L S Y
C = vFP FP FH FP FP
0 RS S U Y
S S S S  R S

matrisinin n = 5 ve |r| < 1 igin spektral normunun alt ve st sinarlary k nan degerlerine

gore asaqidakt tabloda verilmistir.

Cizelge 6.5 C™ matrisinin spektral normlar i¢in alt ve iist sinirlar

k Ir] <1 %Fnkjll) ’ Cr(k)HQ n— 1]F7(1kj11)
k=1|r=-0.5| 1.863389981 | 6.051069352 | 16.66666667
r=0.1 0.372677996 | 5.912862964 | 16.66666667
r=20.9 3.354101966 | 7.874554252 | 16.66666667
r=—0.5 | 3.987654558 | 13.14607243 | 35.66666667
r=0.1 0.797530912 | 12.64953828 | 35.66666667
r=20.9 7.177778206 | 16.74610810 | 35.66666667
r=—0.5 | 7.229953125 | 24.39979647 | 64.66666667
r=20.1 1.445990625 | 23.46328510 | 64.66666667
r=20.9 13.01391563 | 30.26866878 | 64.66666667
r=—0.5 | 11.81389248 | 40.74250279 | 105.6666667
r=20.1 2.362778496 | 39.32798158 | 105.6666667
r=20.9 21.26500646 | 49.37728355 | 105.6666667

38




BOLUM 7

SONUCLAR VE ONERILER

Bu calisma yedi boliimden olugmaktadir. Ik béliimde harmonik ve hiperharmonik sayilar
hakkinda literatiir bilgisi verilmigtir. Ayrica literatiirdeki circulant matrislerin normlarin-
dan bahsedilmistir. Ikinci boliimde ise tezde kullamilacak olan tanimlara ve temel kav-
ramlara yer verilmistir. Uciincii boliimde, harmonik Fibonacci sayilar: tanimlanmis ve bu
sayilar1 igeren toplamsal esitlikler fark operatorii metodu ile gosterilmistir. Doérdiincii bo-
liimde, harmonik sayilarin genellestirilmesi olan hiperharmonik Fibonacci sayilar: tanim-
lanmig, bu sayilar harmonik Fibonacci veya hiperharmonik Fibonacci sayilari cinsinden
elde edilmistir. Beginci boliimde, elemanlar1 harmonik Fibonacci ve hiperharmonik Fibo-
nacci sayilar1 olan circulant ve r—circulant matrisler i¢cin Euclidean ve spektral normlar
hesaplanmigtir. Altinci boliimde ise, normlar icin elde ettigimiz sonuclarla ilgili niimerik

ornekler verilmigtir.

Harmonik Fibonacci ve hiperharmonik Fibonacci sayilarinin tanimina benzer olarak har-
monik Lucas, hiperharmonik Lucas, harmonik Horadam ve hiperharmonik Horadam sa-
yilar1 tanimlanabilir. Kullandigimiz yontem ile bu sayilar1 igeren birgok toplam formiilleri
elde edilebilir, elemanlar1 bu sayilardan olusan circulant veya bagka 6zel tipteki matrislerin

normlar1 hesaplanabilir.
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