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BOLUM 1

GIRIS

Fibonacci ve Lucas dizileri birgok amator ve profesyonel matematikgi tarafindan yiizyillardir
caligilan iki 6nemli dizi olup giindelik hayatta sayisiz uygulamada karsimiza ¢ikmaktadir.
Leonardo Fibonacci’nin 1202°de yayinlanan Liber Abaci kitabindaki tavsan problemi ile
baslayip glinlimiize kadar uzanan bu seyirde Fibonacci ve Lucas sayilar1 bilimin bir¢ok alaninda
ve ilging bir sekilde dogada kendini gostermektedir.

Diger taraftan kuaterniyonlar bilgisayar bilimi, fizik ve matematik gibi bircok uygulamali
bilimde sik¢a kullanilir. Fizikte Maxwell denklemlerinin gesitli yazilig bigimleri, 3D grafiklerin
gelistirilmesi, bilgisayar biliminde oyun motoru programcilig1 ve matematikte Clifford cebirleri
kuaterniyonlarin uygulama alanlarina birkag¢ 6rnektir.

Fibonacci ve Lucas sayilarinin temel 6zellikleri ve tarihsel gegmisi [1-3] de detayli bir bigimde
verilmistir. Carlitz, Ferns, Hoggatt ve Layman [4-7] bu sayilar1 igeren binomiyal toplam
formiillerini elde etmislerdir. Kilig [8] genellestirilmis Fibonacci dizisinin terimlerinin kareleri
ile ilgili toplamlar1 matris metotlariyla incelemistir.

Falcon ve Plaza [9-12] k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarini i¢eren bir¢cok 6zellik ve formiil elde
etmiglerdir. Bu sayilar hakkinda daha fazla bilgi ve detay [13-18] deki ¢alismalarda verilmistir.
Genellestirilmis Fibonacci sayilar1 (ya da bi-periyodik Fibonacci sayilar1) Edson ve Yayenie
tarafindan [19] da tanimlanmig ve yine bu yazarlar tarafindan bu sayilarin bir¢ok kombinatorik
ozelligi [20-22] de verilmistir. Sahin [23, 24] genellestirilmis Fibonacci sayilari ile ilgili kosullu
dizilerin bazi &zelliklerini incelemistir. Irmak, Alp [25] ve Bilgici [26] genellestirilmis
Fibonacci sayilarina benzer sekilde genellestirilmis Lucas sayilarini (ya da bi-periyodik Lucas
sayilarini) tanimlamis ve gesitli 6zelliklerini elde etmistir.

Kuaterniyonlarin Fizik, miithendislik ve cebirdeki uygulamalari i¢in [27, 28] e bakilabilir.
Fibonacci kuaterniyonlar1 Horadam [29] tarafindan tanimlanmistir. Horadam [30] da
kuaterniyon rekiiranslarini incelemistir. lyer [31, 32] de Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari
arasinda bazi iligkiler bulmustur. Swamy [33] de genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarinin

bazi 6zelliklerini tiiretmistir. lakin [34-36] yliksek mertebeden kuaterniyonlari tanitmis ve



kuaterniyon bilesenli genellestirilmis kuaterniyonlar1 incelemistir. Halict [37] Fibonacci
kuaterniyonlarinin baz1 6zelliklerini aragtirmis ve uzun siire sakli kalmis kavramlar1 yeniden
hatirlatmigtir. Ramirez [38] k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlarinin bazi kombinatoriyal

ozelliklerini elde etmistir. Catarino [39] h(x) -Fibonacci kuaterniyon polinomlarini ¢alismistir.

Tasc1 ve Yalgin, [40] da, Fibonacci-p sayilarini tanitmis ve ¢esitli 6zelliklerini elde etmislerdir.
Polatli ve Kesim [41] genellestirilmis Fibonacci sayilar1 bilesenli kuaterniyonlarin gesitli
ozelliklerini tiiretmislerdir. Bolat ve Ipek [42] Pell kuaterniyonlarmi ve Pell-Lucas
kuaterniyonlarini tanitmislar ve bazi 6zelliklerini vermislerdir. Szynal-Liana ve Wloch [43] Pell
kuaterniyonlarin1 ve Pell oktaniyonlarin1 ¢alismislardir. Akyigit ve arkadaslari [44] farkli
kuaterniyon birimlerini ele alarak Fibonacci genellestirilmis kuaterniyonlarini incelemistir.
Yine Akyigit ve arkadaslar1 [45] split Fibonacci kuaterniyonlarimi tanitmiglar ve ¢esitli
Ozelliklerini elde etmislerdir. Polathi ve arkadaslari, [46] da, split k-Fibonacci ve split k-Lucas
kuaterniyonlarinin bazi kombinatoriyal ozelliklerini vermislerdir. Yine Polath, [47] de,
Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin bir genellestirmesini elde etmis ve bu kuaterniyonlari
igeren ¢esitli toplam formiilleri bulmustur.

Yukaridaki ¢alismalar g6z 6niine alinarak bu tezin birinci boliimiinde, giris bilgileri ve literatiir
ozeti verilmektedir. Ikinci boliim, tez ile iliskili temel tanim ve teoremlere ayrilmustir. Ugiincii
boliimde, teze temel teskil edecek Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin bazi 6zellikleri
verilmistir. Dordiincli boliimiin bir kismi, besinci boliim ve altinct boliim orijinal bulgular
icermektedir. Bu boliimlerde sirasiyla k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlarimin tstel tireteg
fonksiyonlart ve bazi binomiyal toplam formiilleri, split k-Fibonacci ve k-Lucas
kuaterniyonlarinin bazi kombinatoriyal 6zellikleri, Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin bir

genellestirmesi ve bunlarin baz1 6zellikleri verilmistir.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tezin tamamina temel teskil edecek onbilgiler ve temel kavramlar verilecektir.
Simdi ilk olarak literatiirde ¢ok iyi bilinen Fibonacci ve Lucas dizilerini tanitarak bu bdliime

baslayalim.

2.1 FIBONACCI VE LUCAS DiZiLERIi

Tanmm 2.1.1 ([1, 2]) Fibonacci dizisi, her n>0 dogal sayisi i¢cin F, =0, F =1 baslangic

kosullar1 olmak iizere

F

n+2

-F ,+F 2.1)

n+l n

rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Burada F, n. Fibonacci sayisidir.

[lk birkag Fibonacci sayis1 0, 1, 1,2, 3, 5, 8, 13 diir.

Tanim 2.1.2 ([1, 2]) Lucas dizisi, her n>0 dogal sayisiigin L, =2, L, =1 baslangi¢ kosullar

olmak tzere

Ln+2 = Ln+1 + Ln (22)

rekiirans bagmtisi ile tanimlanir. Burada L, n. Lucas sayisidir.

[k birkac Lucas sayist 2, 1,3,4,7,11, 18, 29 dur.

Hemen belirtelim ki, Fibonacci ve Lucas dizileri ayni rekiirans bagintisini saglamasina ragmen
aralarindaki temel fark baslangi¢ kosullarindan kaynaklanmaktadir.

Literatlirde Fibonacci ve Lucas sayilarini iceren sayisiz 6zellik bulunmaktadir. Simdi biz bu

0zelliklerden baz1 temel ve 6nemli olanlarini verecegiz.

Teorem 2.1.3 ([1, 2]) Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet formiilleri, n>0,y = (1++/5)/2

Ve 0 = (1—\/6) / 2 olmak iizere, sirastyla



ﬁ:f_y

y—=0
ve
L,=y"+5"
dir.

Teorem 2.1.4 ([2]) Fibonacci ve Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari sirasiyla

n
Ean:
n=0

ve

ZL 1xx

dir.

Teorem 2.1.5 (Cassini Ozelligi) ([2]) n>1 i¢in
FuFu—F ="
ve
Ll — L =5.-)™
dir.

Teorem 2.1.6 (Catalan Ozelligi) ([2]) k € Z* olmak iizere n>K igin

F F _ Fn2 — (_1)n+k+1 Fk2

n—-k " n+k

ve

Ln—k Ln+k - I—i = (_1)n7k L2k - 2(_1)n



dir.
Teorem 2.1.7 (d’Ocagne Ozelligi) ([2]) n,meZ olmak iizere n>m i¢in

F..F —F.F.=(D)"F,_,

m+l’ n m’ n+l

ve

Lyl — Ly Ly =5(-D™F,_,
dir.
2.2 k-FIBONACCI VE k-LUCAS DIiZiLERI

Fibonacci ve Lucas dizilerinin ¢esitli genellestirmeleri literatiirde mevcuttur. Bu
genellestirmelerden bazilari [1, 2] de verilmistir. Bunlardan 6zel olan bir tanesi, k-Fibonacci ve
k-Lucas dizileri olarak adlandirilan genellestirmedir. Simdi bu alt boliimde, k-Fibonacci ve
k-Lucas dizilerinin tanimlar1 ve bazi 6nemli 6zellikleri verilecektir. Bu alt boliimdeki bilgiler

[9-18] den alintilanmustir.

Tamim 2.2.1 k-Fibonacci dizisi herhangi k pozitif reel sayist ve n>0 i¢in F =0, F, =1

baslangic kosullar1 olmak iizere

kF,

I:k k,n+1 + Fk,n (23)

ne2 T

rekiirans bagintistyla tanimlanir. Burada F, n. k-Fibonacci sayisidir.

Tamim 2.2.2 k-Lucas dizisi herhangi k pozitif reel sayis1 ve n>0 i¢in L =2, L, =k

baslangic kosullar1 olmak iizere
Lk,n+2 = kLk,n+l + Lk,n (24)

rekiirans bagintisiyla tanimlamir. Burada L, , N. k-Lucas sayisidir.

Teorem 2.2.3 k-Fibonacci ve k-Lucas dizilerinin Binet formiilleri, n>0, A = (k ++/k? +4)/2

ve u= (k —Jk?+ 4)/2 olmak iizere, sirasiyla



Fo.= -
ve
Len =A"+ 4"
dir.

Buradan hemen

(i) A+u=k

(i) A-u=lk*+4
(iii) Au=-1
oldugu gortiliir.

Teorem 2.2.4 k-Fibonacci ve k-Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari sirasiyla

C X
F.X'=————
nZO: T 1—kx—x?

ve

ZL” 11— kx X

dir.
2.3 BI-PERIYODIK FiBONACCI VE LUCAS SAYILARI

Boliim 2.2 de bahsedilen genellestirmelerden ilging olan bir tanesi Edson ve Yayenie tarafindan
[19] da verilen bi-periyodik Fibonacci ve Lucas dizileridir.
Simdi bi-periyodik Fibonacci ve Lucas dizilerinin tanimlarini ve bazi énemli 6zelliklerini

verecegiz. Bu alt boliimdeki bilgiler [19-25] den alintilanmustir.



Tanim 2.3.1 ([19]) Sifirdan farkli herhangi iki a ve b reel sayisi ve n>2 igin bi-periyodik

Fibonacci dizisi g, =0, g, =1 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere

(2.5)

n

_ aqn_l + qn_za n glﬁ: ISE
"~ |bg,,+q,,, ntekise

rekiirans bagintisi ile tanimlanir.

Hemen belirtelim ki, bu genellestirme, a ve b nin her farkli segilisinde farkli bir dizinin
olusmasini saglar. Ornegin 6zel olarak a=b =1 segilirse Fibonacci dizisi, a=b=Kk segilirse
k-Fibonacci dizisi elde edilir.

Bilgici, [26] da, bi-periyodik Fibonacci dizisine benzer sekilde bi-periyodik Lucas dizisini

asagidaki gibi tanimlamistir.

Tamim 2.3.2 Sifirdan farkli herhangi iki a ve b reel sayis1 ve n>2 igin bi-periyodik Lucas

dizisi 1, =2, |, =a baslangi¢ kosullar1 olmak iizere

n

al ,+1 ,, ntekise
= o (2.6)
bl ,+1.,, ngiftise

rekiirans bagintisi ile tanimlanir.

Teorem 2.3.3 ([19]) Bi-periyodik Fibonacci dizisinin Binet formiilii, n>0 igin,

al—af(n) (an _ﬂn]
q, = - (2.7)
(ab)M a-F

dir. Burada a:(ab+\/a2b2+4ab)/2 ve ,B:(ab—\/ 2b2+4ab)/2 dir. g(n):n—ZEJ ise

parite fonksiyonudur.
Teorem 2.3.4 ([26]) Bi-periyodik Lucas dizisinin Binet formiilii, n>0 i¢in,

| :L(n)(a“ +") (2.8)

n (ab){n;1J



dir.

Teorem 2.3.5 ([19]) Bi-periyodik Fibonacci dizisinin iireteg fonksiyonu

X(1+ax—x*)
1-(ab+2)x* +x*

F(x) =
tur.
Teorem 2.3.6 ([26]) Bi-periyodik Lucas dizisinin iireteg fonksiyonu

2+ax—(ab+2)x* +ax’
1-(ab+2)x* +x*

L(x) =

tur.
2.4 REEL KUATERIYONLAR VE REEL SPLIiT KUATERNIYONLAR

Bu boliimde reel kuaterniyonlarin ve split kuaterniyonlarin tanimlar1 ve temel ozellikleri

Ozetlenecektir. Bu alt bolim [27, 28] den alintilanmustr.

Tamm 2.4.1 Reel bilesenleri a,,a,,a,,a, ve taban elemanlart 1,i, j,k olan bir p reel

kuaterniyonu
p=a,+aji+a,jrak=(a,a,8,a) (gl=a)

formunda bir hiperkompleks say1 olup i, j,k asagidaki ¢carpim kurallarini saglar:

ij =k =—ji, jk =i =—kj,ki = j = —ik. (2.9)

Dikkat edilirse i, j,k taban elemanlarinin kendi aralarindaki ¢arpimlar komiitatiflik 6zelligini

saglamaz.

Yukaridaki tanimi saglayan tiim reel kuaterniyonlarin kiimesi, William Rowan Hamilton un

anisina H sembolii ile gosterilir. H kiimesi birlesmeli fakat komiitatif olmayan cebir

yapisindadir.



Simdi reel kuaterniyonlarin sagladigi bazi basit aritmetik islemleri 6zetleyelim.

p,=a +bi+cj+dk, p,=a,+bi+c,j+d,k ve A bir reel say1 olmak lizere asagidaki

esitlikler saglanir:

(i) p+p,=(a,+a,)+(b+b,)i+(c,+c,) j+(d, +d,)k
(i) p,—p,=(a-2,)+(b~b,)i+(c,~c,) j+(d,~d, )k
(il)) Ap, =1 +(lbl)i +(1c1)j+(1d1)k

(iv) P, P, :(a1a2 _blbz -GG, _d1d2)+(aib2 +b1a2 +C1d2 _dlCZ)i

+(ac, —hd, +ca, +db,) j+(ad, +bc,—cb, +d,a, ) k.

Yukaridaki basit aritmetik islemler goz oniine alinirsa Vp,, p,, p, € H igin,
(V) pi+p, =P+ Py

(Vi) pi+( P+ Ps)=(Pi+ P,)+ Ps

(vil) (P, +Ps) = PP, + PyPs

(viii) (P.P;) P = Py (P2Ps)

ozelliklerinin de reel kuaterniyonlar i¢in gegerli oldugu gortliir.

Tamm 2.4.2 Reel bilesenleri by,b,,b,,b, ve taban elemanlar: 1,1, j,k olan bir q reel split

kuaterniyonu

q=h, +bi+b,j+bk=(b,,b,b,b,), (bl=h)

formunda bir hiperkompleks say1 olup i, j,k asagidaki ¢arpim kurallarini saglar:
i=-1j° =k’ =ijk=1

ij =k =—ji, jk =—i =—kj,ki = j =—ik. (2.10)



Split kuaterniyonlar, yukarida kuaterniyonlar igin verdigimiz sekiz Ozellikten sadece (iv)

ozelliginde farklilhik gosterir. Elbette bu farklilik, split kuaterniyonik tabanlardan
kaynaklanmaktadir. @, =a +bji+c j+dk ve q,=a,+b,i+c,j+d,k herhangi iki reel split

kuaterniyon olmak {izere
0.0, = (8182 - b1b2 +CGC, + dldz ) + (atl.bZ + blaz - Cld2 + d1C2 ) i
+(ac,—bd,+ca,+db,) j+(ad,+bc, —cb, +d.a, )k

dir.

10



BOLUM 3

FiBONACCI VE LUCAS KUATERNIYONLARI

Bu béliimde sirasiyla Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin tanimlari, Binet formiilleri, tireteg
fonksiyonlari, Cassini 6zelligi ve bazi toplam formiilleri verilecektir.

Horadam, [29] da, Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin tanimini ve bazi 6zelliklerini
vermistir. Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari ile ilgili daha temel 6zellikler ve bagintilar i¢in
[30-35] e bakilabilir.

Bu boliimdeki sonuglar [36, 37] den alintilanmustr.

Tamm 3.1 ([29]) n>0igin, n. Fibonacci ve n. Lucas kuaterniyonu sirastyla

Q,=F+F . i+F ,j+F K

+1 n+3

ve
Qn = Ln + Ln+li + Ln+2j + Ln+3k

seklinde tanimlanir. Burada F, ve L, sirastyla n. Fibonacci ve n. Lucas sayisidir. i, j,k taban

elemanlart ise (2.9) daki ¢arpim 6zelliklerini saglar.

Tanim 2.1.1, Tanim 2.1.2 ve Tanim 3.1 g6z Oniine alinirsa kolay bir sekilde

Quz =Quu +Q, 3.1)
ve

Q2 =Qua+Q, (32)
oldugu gortiliir.

Teorem 3.2 ([36]) n > 0 i¢in, Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin Binet formiilleri
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1 n n
Qﬁﬁ(ﬂ ~56")
ve
Q,=yr"+86"

dir. Burada y =1+yi+y?j+y°k ve § =1+6i+6°j+ 5%k dir.
Teorem 3.3 ([37]) Fibonacci kuaterniyonlarinin iireteg fonksiyonu

t+i+(t+D)j+(t+2k
1-t-t?

G(t) =

dir.
Teorem 3.4 ([37]) m,neZ i¢in Q

nin tireteg¢ fonksiyonu

m+n

Teorem 3.5 (Cassini Ozelligi) ([37]) n>1 i¢in asagidaki esitlik saglanir:
Qn—lQn+l - Q: = (_1)n (2Q1 _3k)-
Onerme 3.6 ([37]) Fibonacci kuaterniyonlari i¢in asagidaki esitlikler saglanir:

(i) Zn:Qi =Qn2— Q1

(i) D Qi =Qups ~0.LY),

(iii) inm =Q = Q-

i=0

12



Teorem 3.7 ([37]) n>0 igin, asagidaki toplam formiilleri saglanir:
L xO(n

(i Z(Jq = Q.

(i) Z[?}(—l)iq - (-)'Q.,

13
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BOLUM 4

k-FIBONACCI VE k-LUCAS KUATERNiIYONLARININ BAZI OZELLIiKLERIi

Bu boliimiinde sirastyla k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlarinin tanimlari, Binet formiilleri,
tirete¢ fonksiyonlari, iistel lirete¢ fonksiyonlart ve bu kuaterniyonlari igeren bazi binomiyal
toplam formiilleri verilecektir.

Yakin zamanda yayinlanan sonuglar ve benzer tarzlarda genellestirmeler i¢in [38-40, 42-44] e

bakilabilir.

Tamm 4.1 ([38]) k-Fibonacci kuaterniyonu D, , ve k-Lucas kuaterniyonu B, ., n>0 igin,
Dk,n = Fk,n + l:k,n+1i + Fk,n+2j + l:k,n+3k

ve
I:)k,n = Lk,n + I‘k,n+1i + Lk,n+2j + Lk,n+3k

formunda tanimlanir. Burada F, | ve L, sirastyla n. k-Fibonacci ve n. k-Lucas sayisidir.

Teorem 4.2 ([36]) n>0 i¢in, k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlarinin Binet formiilleri

sirastyla
ﬂﬂln _ n
p, 2 —m
, 2{ _ /,[
ve

B =2A"+ "

dir. Burada A=1+1i+A%j+ A%, £=1+,ui+,u2j+,u3k ve i, j,k (2.9) carpim kurallarini

saglayan taban elemanlaridir.
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Teorem 4.3 ([38]) k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlarinin iireteg¢ fonksiyonlar1 sirasiyla

A= Tkt
Ve
G ('[)— PI<,0+(Pk,l_kPk,O)t
k\t) — 2
1-kt—t
dir.

dir.
Ispat. k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlarmin Binet formiiliinden
S gl

e~ n! e A-p )Nl

A i(ﬂt)"_ Ao ()

_/1—,u e~ n!  A-pu4 n!

Zeﬂ.t _ e,ut

A—p

ve
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Simdi asagida verilecek olan sonuglarin sadece ilk formiilleri ispatlanacak olup digerleri benzer

sekilde gosterilebilir.

Teorem4.5 n,m>0 i¢in

(N A2D, .. ,ngift ise
® Z(JD““““: i

i=0 A? P, . Ntek ise
(N AZP,_  nift ise
(ii) (.jpk,znm =) na '

=0 A% Dy, ,.mNtekise

(_1)i Dk,2i+m = (_k)n Dk,n+m

.. N[N , "

(IV) Z( . J(_]‘) Pk,2i+m :(_k) Pk,n+m
dir.

Ispat. Binomiyal teoremi ve Fibonacci kuaterniyonlarmin Binet formiilii géz dniine almirsa

R

i=0 i=0

Rl

i=0 i=0

_ /_l/lm 2 “_/_l_lum 2\"
_/1_#(1+1 ) i—y(“ﬂ )

17



£ (o) -2 )

/1

n

A2D, .., N Gift ise

n-1

A?P

k,n+m?

n tek ise

elde edilir.

Teorem 4.6 ([38]) n>0 i¢in

dir.

Teorem 4.7 n>0 igin

N |-~

[ A2+ j D, ., N Gift ise
A7 p

—k" DknJ,ntek ise

(i) Z[;J Dea = (

;[A2+k j oo N Gift ise

(i Z(;]P -1, [ .

> A? Dk’n—k”Pk]nJ,ntek ise

N~

(AZ— k”J D, ,, N Gift ise

n-1
%(A 2R, +k”Dk’nj, n tek ise

%(AZ— k“} P, ., n Gift ise

n+l
%(A 2 D, +k"Pk'n], n tek ise

18



dir.

Ispat. Teorem 4.5 dikkate alinirsa

S 25 e,

i=0

EDH ST

i=0

( A2+ J 0 N Cift ise
A”T
2

Teorem 4.8 n>0 igin

N |-

k" Dknj ntek ise

oldugu goriiliir.

A2 (2Dk,n —(kas + k) Feonn —(Lk’4 + Lk,o) Fk,n)!n tek ise

(") Zn:[rl]j Pk2'i _ AE (Zpk,n _(Lk'5 +k) Lk]nJrl _(Lk,4 + Lk,O) Lk,n)ln (;|ft ise

A2 (2D, ~(Los +K) R p —(Lia+ Lo ) Fip ) ek ise

dir.

Ispat. Kuaterniyon ¢arpimindan hemen

(&)2 :24_((Lk,5+k)ﬂ+ Lk,4+ Lk,o)

ve

(E)z - 2/_1—((ka5 +k)ﬂ+ Leat Lk,O)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla
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2

_ (1+/12)”+%(1+y2)”

AT(ZPk,n ~(Les +K) Lpa — (L + Lk,O)Lk,n)vn cift ise
AT(ZDM ( k5+k) k.n+l (Lk,4+Lk,0)Fk,n),ntek ise

elde edilir.

Not edelim ki, Teorem 4.8 de k =1 alinirsa sirasiyla

n-2
Zn:(n]Q'z _{SZ(ZKH ~L,-4L,,,),ncift ise
i\ i ) L}

2

(2Q,—F,—4F,,).ntek ise

ve

Z“:[ jKZ { 52 (2K, - L, —4L,.,),ncift ise
: | n+1

52 (2Q,—F,-4F,_,),ntek ise

20



elde edilir. Burada Q, ve K, sirasiyla [37] de tanimlanan i. Fibonacci kuaterniyonu ve i. Lucas
kuaterniyonudur.
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BOLUM 5

SPLIT k-FIBONACCI VE k-LUCAS KUATERNiYONLARI

Bu boliimde ilk olarak split k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlari tanitilacaktir. Daha sonra
sirastyla bu kuaterniyonlarin Binet formiilleri ve iirete¢ fonksiyonlar: verilecektir. Ayrica bu
genel kuaterniyonlarin Catalan, Cassini ve d’Ocagne 6zellikleri incelenecektir.

Belirtelim ki, bu béliim, [45] deki bazi1 sonuglarin genellestirmelerini igermektedir. ilave olarak
baz1 kombinatoriyal 6zellikler incelenmistir.

Simdi split k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlarinin tanimlarini vererek baslayalim.

Tamim 5.1 n>0igin, split k-Fibonacci ve split k-Lucas kuaterniyonlari sirasiyla

Mk,n = I:k,n + I:k,n+1i + I:k,n+2j + I:k,n+3k (51)
ve
Nk,n = Lk,n + Lk,n+1i + Lk,n+2j + Lk,n-*—3k (52)

formunda tanimlanir. Burada F, ve L, sirasiyla n. k-Fibonacci ve n. k-Lucas sayilaridir.

Yukaridaki tanimda gegen i, j,k (2.10) ¢arpim kurallarini saglayan taban elemanlaridir.

Hemen belirtelim ki, Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari ile split Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlar1 arasindaki temel fark kuaterniyonik birimlerden kaynaklanmaktadir.
Yukarida verilen tanimdan direkt olarak akla hemen bu kuaterniyonlarin sagladig: rekiirans

bagintis1 nedir sorusu gelebilir. Asagidaki dnerme bu sorunun cevabini vermektedir.
Onerme 5.2 n>0icin, asagidaki esitlikler saglanir:

(i) Mk,n+2 = kMk,n+1 + Mk,n’

(ii) Nk,n+2 = ka,n+1 + Nk,n .
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Ispat. (i) Es. (2.3) ve Es. (5.1) den

kMk n+l+Mkn _k(Fk Fk,n+2i+Fk,n+3j+Fk,n+4k)+F +Fk k,n+2j+Fk k

n+1 n+1 ,n+3

= ka,n+1 + I:k,n +(ka,n+2 + I:k,n+1)i +(ka,n+3 + I:k,n-¢—2) J +(ka,n+4 + I:k,n+3)k

=F Kk

kn+2+Fk 4J+Fk

n+3 k n+ n+5

= Mk,n+2'

elde edilir.

(i) Es. (2.4) ve Es. (5.2) g6z 6niine alinirsa ispat (i) sikkina benzer sekilde yapilir.
Asagidaki teorem, split k-Fibonacci ve split k-Lucas kuaterniyonlarinin kapali formlarini veren

Binet formillerini ifade eder.

Teorem 5.3 n>0ig¢in,

A" = "
k,n — /1—/1

ve

N, ,=A44" + "

dir. Burada A =1+ i+ A*j+ A%k, L=1+pi + 42§+ 1Kk ve i, j,k (2.10) ¢arpim kurallarin

saglayan taban elemanlaridir.

Ispat. k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarmin Binet formiilleri kullanilarak sirasiyla

n n n+1 n+1 n+2 n+2 n+3 n+3
M _F +Fkn+l k,n+2j+Fk,n+3k:l ﬂ +(ﬂ ﬂ JI+(1 ﬂ JJ+(Z ﬂ ]k

A—pu A—u A—pu A—u
n 1+ Ai+A%j+ 2k ) - n 1+ i+ 1% j+ 1%k
/1_#( j+2%) /1—;1( pi+ 12 j+ 1K)
A" — "
S
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ve
Ny o = Lion + Linal + Liniod + sk
= AN " (AT )i+ (AP ) (A0 )k
= A" (L+ 2i+ 2% j+ %K)+ 4" (L4 pad + 17+ 1K)
=24+ "

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.4 Split k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlarinin iirete¢ fonksiyonlari sirasiyla

Fk (t) =

Mo+ (M, —kM, )t
1—kt —t?

ve

L ()=

formundadir.

Ispat. F, (t) =Z<::0Mk]nt” ve L, (t) :Z;Nk'nt“ olsun. O zaman

o0

iMk,nt” —ktiMkvnt” —tziMk,nt” = Mo+ (M =KMo )t+ > (M, —kM, =M, )"
n=0 n=0 n=0

n=2

elde edilir. n> 2 igin esitligin sag tarafindaki t" nin katsayisi sifir olacagindan

Fk (t) =

Mo+ (M —kM, o)t
1—kt —t?
dir. Benzer sekilde

Nko+ Nkl )
1— t2

L ()=

25



elde edilir.
Simdi split k-Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlarinin Catalan, Cassini ve d’Ocagne

Ozelliklerini elde edebilmek i¢in gerekli olan bir lemma verilecektir.

Lemmab55 r>0ve m—n>1 igin

App" — AL
MZ(_ZFkr’Z':kr—1’_2|:kr+2'I-kr_Lkstr) (5.3)
A—u ' ’ ' ' Sk

ve

ﬂmfniﬁ_ﬂmfnﬁiz
A—p

2F,

k,m—n+11

2Fk,m—n—2’ Lk,3Fk,m—n + Lk,m—n) (54)

(2R

k,m-n?
dir.

Ispat.

Ap=2+200+247 j+(A° +1° + A - )k
ve

A =242 + 27 ] +(/13 + 10 +y—/1)k
oldugundan

App" — A

1 = (_ZFk,H2Fk,r—1’_2Fk,r+2’ Lk,r - Lk,3Fk,r)
—H

elde edilir. Benzer sekilde

ﬂm_niﬁ_ﬂm_nﬁi :(ZF

k,m-n?

2F,

k,m—-n+11

2F

k,m-n-21

ﬂ—/,l I-k,SFk,m—n + I-k,m—n)

dir.

Teorem 5.6 (Catalan Ozelligi) n>r olmak iizere n ve r keyfi pozitif tamsayilar olsun. O

Zaman
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I\/Ik,r1—|f|v|k,n+r - Mkz,n = (_1)n_r I:k,r (_2Fk,r ) 2Fk,r—1’ _2Fk,r+2’ Lk,r - Lk,BFk,r)
ve

N N Nkz,n = (_l)n7r+l(k2 +4) I:k,r (_2Fk,r ’ 2Fk,r—1’_2Fk,r+2' I‘k,r - Lk,3Fk,r)

k,n—r ' Vk,ner

dir.

Ispat. Split k-Fibonacci kuaterniyonlarmin Binet formiilii ve Es. (5.3) birlikte kullanilirsa

2
AAMT n-r AA™T n+r AA" — n
Ivlk,n—rlvlk,mr - len =| — Eﬂ — Elu —| — Elu
A—pu A—pu A—u

Au pi

N ﬂ’f _ r /1]’ r
= (Au) £ “
A—u A—u

App" — puAAd’
A—p

=(-D""'FR,, (
=(-D""F, (-2FR.2F 4, —2F 1.2 L, —LsFe,)

elde edilir. Iddianm diger kismu da benzer sekilde ispatlanir.

Sonug 5.7 (Cassini Ozelligi) n>1 igin

M, iMy s — M2, = (D) (2+ 2R j+kL, k)

ve

Ny naN i = NZ = (D)™ (K* +4) (2+2F, 5 j + KL k)

dir.

Ispat. Cassini 6zelligi, Catalan 6zelliginin r =1 dzel durumu oldugundan ispat agiktir.
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Teorem 5.8 (d’Ocagne Ozelligi) n negatif olmayan bir tamsay1 ve m bir dogal say1 olsun. Eger

m>n+1 ise 0 zaman

Mk,ka,n+1 - Mk,m+1Mk,n = (_1)n (2Fk,m—n ' 2Fk,m—n+1’ 2Fk,m—n—2’ Lk,BFk,m—n + Lk,m—n)

ve

Ny Niner = Ny maaNie o = CD™ (K2 +4) (2F, 00 2P it 2Fmn2r LesFiomn + Lomn )
dir.

Ispat. Split k-Fibonacci kuaterniyonlarmin Binet formiilii ve Es. (5.4) birlikte kullanilirsa

i//lm _/J,le &/1n+l_ﬂﬂn+l &/Ierl_lLllleJrl i/ln _/J,Lln
Mk,ka,ml - Mk,m+1Mk,n = 1 = 1 = - = =
—H —H A—p A—p

() (A" A - )
_ -

= (_1)n <2Fk,m—n J 2Fk,m—n+1’ 2Fk,m—n—2’ Lk,3Fk,m—n + Lk,m—n)

elde edilir. iddianin diger kism1 da benzer sekilde ispatlanir.
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BOLUM 6

FIBONACCI VE LUCAS KUATERNIYONLARININ BIR GENELLESTIiRMESI

Bu tezin son boliimiinde, daha 6nceki bdliimlerde verilen bazi sonuglarin bir genellestirmesi
tiiretilecektir. ilk olarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlariin tanimlari, daha

sonra bu kuaterniyonlarin bazi kombinatoriyal 6zellikleri verilecektir.

Tamim 6.1 a ve b sifirdan farkli herhangi iki reel say1 olmak tizere genellestirilmis Fibonacci

kuaterniyon dizisi {U }, n>2 icin,

au ,+U, ,, nciftise
U =
" |bU,,+U, ,, ntekise

rekiirans bagintisiyla tanimlanir. Burada U, =i+ j+2k, U, =1+i+2j+3k ve i,j,k (2.9)
carpim kurallarini saglayan taban elemanlaridir.

Hemen belirtelim ki, bu yeni genellestirme a ve b nin her farkli segiminde birbirinden farkli
dizilerin tiiretilmesine olanak saglayan bir diziler ailesidir. Ornegin, a=b =1 almirsa bu dizi

[37] de verilen Fibonacci kuaterniyon dizisine indirgenir.

Tanmm 6.2 a ve b sifirdan farkli herhangi iki reel say1 olmak {izere genellestirilmis Lucas

kuaterniyon dizisi {V,}, n>2 icin,

n

_|aV,,+V,,, ngiftise
bV +V.,, ntekise

rekiirans bagintistyla tanimlanir. Burada V, =2+i+3j+4k, V,=1+3i+4j+7k ve i,j,k
(2.9) carpim kurallarini saglayan taban elemanlaridir.

[k tanima benzer sekilde bu yeni genellestirme de a ve b nin her farkli seciminde birbirinden
farkli dizilerin tiiretilmesine olanak saglayan bir diziler ailesidir. Ornegin a =b =1 almirsa, bu

dizi, [37] de verilen Lucas kuaterniyon dizisine indirgenir.
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Bu boliimiin devamindaki bazi sonuglara temel teskil edecek bir lemma ispatsiz olarak asagida

sunulmustur.

Lemma 6.3 Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyon dizileri asagidaki 6zellikleri

saglar:

(i U, = (ab + 2)U2n_2 -U, ..

(i) U,,,, = (ab + 2)U2n_1 -U,, 5,

(i) V,, = (ab + 2)V2n_2 Vs
Nl =

(iV) Vi = (@0 +2)V, =V, .

Asagidaki teorem genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin iirete¢ fonksiyonlarini

ifade eder.

Teorem 6.4 Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin iirete¢ fonksiyonlar

sirastyla

(bU, -U,)x* +(aU, —(ab+1)U, ) x* +U,x+U,
1-(ab+2)x* +x*

F(x) =

ve

(bV, =V, )X +(aV, — (@b +1)V, ) X* +V,x +V,,

G(x) =
() 1-(ab+2)x* +x*

dir.

Ispat. F(x):Z:Unx” ve G(x):zo:)vnxn olsun. O zaman

F (X) —bxF (x) —x*F (x) =U, +(U1—bU0)x+Zw:(Un ~bU,,-U_,)x"

n=2
esitligi elde edilir.

U,,.,=bU, +U, .

2m+1
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oldugundan
(1—bX— X2) F(X) =U0 +(U1 _bUO)X+Z(U2n _bUZn—l _UZH—Z)XZH
=1

bulunur. Bunun yaninda

U =aU,p +Us0

oldugundan

(1-bx=x*) F () =Ug +(U; =bUg ) X+ (@=b)x Y U, " (6.1)
n=1

dir.

Lemma 6.3 teki (ii) den

0

(1-(ab+2)x* +x*) iUZMXZ”l =U,x+(U, —(ab+2)U,)x* + Z(UZH_l —(ab+2)U,, , +U,, X"
n=1

n=3

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

o _ 3
ZUZHXZH _ U,x+(U,—(ab+2)U,)x 62)

— 1-(ab+2)x* +x*

olur. Nihayetinde Es. (6.1) ve Es. (6.2) g6z Oniine alinirsa

(bU, -U,)x* +(aU, - (ab+1)U, ) x* +U,x+U,

F(x)=
9 1-(ab+2)x* +x*

elde edilir. Benzer mantikla

(bV, -V, )X +(aV, — (@b +1)V, ) X* +V,x +V,,
1-(ab+2)x* +x*

G(X) =

oldugu goriiliir.
Eger Teorem 6.4 de a=b=1 alinirsa [37] de verilen Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin

ireteg fonksiyonlari elde edilir.
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Asagidaki teoremde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlariin kapali formlarini

veren Binet formiilleri sunulacaktir.

Teorem 6.5 n>0igin,

U - a.1.§(n)J (a*an _ﬂ*ﬂnj

n (ab)B @b

ve

-1 -1
_Vi+bVa veﬂ':—vl+bvo’8 dir.

dir. Burada o =U, +bU,a™", g =U,+bU g, a
a-pf a-pf

Ispat. Teoremi ispatlamak igin [25] de verilen yontemi kullanacagiz. Simdi [19] da verilen

asagidaki esitligi goz Oniine alalim:

&(n)
Q,=Dq, +C(—] g,
a

Burada

0 - aQ,,+Q,,, ngiftise
" |bQ,,+Q,,, ntekise

olmak tizere Q,=C ile Q =D, {Qn} dizisinin baslangic kosullaridir. Eger C=U, ve D=U,

alinirsa
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U U alfi(n) a" _ﬁn U (ET(“) al—g(n—l) an—l _ﬁn—l
| F =] s
(ab)" *

a1—.f(n) an—l _ﬂn—l

()2 | ¢

1-£(n) n_ pn n-1__ pn-1
a [UI“ P +bUOMJ
a—pf a—pf

aém |a" (U1 + bUOa’l) - (U1 + onﬂfl)
a-p

n

(ab)M

a.1—§’(n) a*an _ﬂ*ﬂn

(ab)m a-p

elde edilir. Benzer sekilde

1-£(n)
a
V =

n

. (a'a” +ﬂ',6’“)
(ab){ZJ

oldugu gortiliir.
Not edelim ki, Teorem 6.5, a=b =1 i¢in [36] daki Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin Binet

formiillerini verir.

Teorem 6.6 n>0igin

iaé(mrl) (ab)BJU ﬁ _ a*eax _ﬂ*eﬂx
— " n!

a_

ve
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ia‘é () (ab)mvn % =ae™ +pe”
n=0 )
dir.
Ispat.
a—:(nu)(ab)m atsm 1
(ab)M
oldugundan
i () 2y XN @d’ =B X
;a (ab) U, n!_Z):[ a3 jn!
_a (@) (B
a—-pf 4~ n! a-pf e n!
_ae”—pe”
=
ve
N —&(n+ 3 Xn o tn il Xn
;a &( l)(ab)LJVnm=;(0(a +Bp )m

= a'iﬂw'iﬂ

n=0
=ae™ + e
sonucuna varilir.

Teorem 6.7 (Cassini Ozelligi) n>0 igin,

a My U -t Ul = a(-1)" (Uf —bUU, —Eugj
a

n+1
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ve

alEMpEON y EOREN 2 g ) (Vlz —bV,V, - 9\/02)
a

dir.

Ispat. Genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarmin Binet formiilii ve bazi sadelestirmelerden

sonra

1-£(Mp )
a ="b-"uU_ U

n+l

1-&(n-1 1-E(n+L * * on-1 * ndl * AN+l
_ gt émpEm a sy = m (aan BB }(0‘ a" - p ,BMJ

(ab)rT_lJ (ab)t%l a=p a=p

b.»;(n)asz(nu) (a*anl _ ﬂ*ﬂn—l j(a*aml _ﬂ*ﬁnﬂ]
(ab) 2 1% a=p a=p

3 L a ](0(*)2 a2n _a*ﬁ*an—lﬂml _ﬂ*a*anuﬁnq +(ﬁ*)2 ﬁzn
(a-p)

ve

_ 2 2 * ok * * 2 2
e |2 _ e | A (0‘*) a’-—apa'p -fa “nﬂn+(ﬂ*) B
a-""b—=""uU =a"b

(ab)ZEJ (“‘ﬂ)z

{ a ](a*)z o= BB - faa B+ () B
(ab)"™ (a=B)

elde edilir. Dolayisiyla
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# ﬂj * *( aj
a fp [1— +fa|l-—=
a“Mp My n—lU nl aé(n)bl_g(n)unz :[ anfl J(O{,B)n “ 2 'B
ab) (a—p)

| a o fR-faa
b

U, +bUsa™)(U,B+bU,)—(U, +bU,8™)(U,a +bU, )
-p

(24

=a(-1)" (uf ~bUU, —EUgj
a

oldugu goriiliir.

Not edelim ki, Teorem 6.7 de 6zel olarak a=b =1 alinirsa [37] de verilen Fibonacci ve Lucas

kuaterniyonlarinin Cassini 6zelligi elde edilir.
Teorem 6.8 n>1 i¢in agsagidaki esitlikler saglanir:

(I) Un+lqn _Unqn+l = (_1)”+1U0 )

(”) Vn+lqn _ann+1 = (_1)n+1V0 '

£(n)
(iii) (g] (UpUps —UZ,) = (-D"(abU; +bUU, —b(ab+ DU U, ~b’U7 ) ,

£(n)
(iv) (g] (Vo Vs =Vi2y ) = (=D)" (abVy* +bV,V, —b(ab+ 1V,V, ~b*V; ).

Ispat. Teorem 6.7 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 6.9 Herhangi n pozitif tamsayisi i¢in asagidaki toplam formiilleri saglanir:

2n+1

. 1
() D Ui =—-(bU,,

,+au, ,—au,-bU,),

i=1

2n
(ii) Zui =i(aU2M+bU2n —aU, -bU,),
i=1
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2n+1
(iii) Zvi = %(bvzm2 +aV,,,—aV,—bV,),

=1

2n
(iv) D V= i(av2n+1 +bV,, —aV, —bV,).

1

Ispat. (i) Genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarmin tanimindan hareketle

2n+1 n

Zui = Zuzi +2U2i+1
i=1 i=1 i=0

1 1

= B(Uznu _U1)+£(U2n+2 _Uo)

1

= %(buzmz +au,,,, —au, _on)

dir. (ii), (iii) ve (iv) de benzer sekilde ispatlanir.
Simdi genellestirilmis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarini igeren bazi binomiyal toplam
formiilleri verelim. Sadece ilk sonuglar ispatlanacak olup geriye kalan formiiller benzer sekilde

ispatlanabilir.

Teorem 6.10 Herhangi n pozitif tamsayisi i¢in agagidaki binomiyal toplam formiilleri saglanir:

(i) Z(Ejaé‘(k) (ab)2)u, =u,,.
(ii) Zn:(zjaﬂkﬂ) (ab) 7 U, , —au,, .,

(iif) Z(E a?® (ab) 2 v, =V,

k=0
n k+

(iv) Z(: ast<d (ab){TlJ Ve, =av,,.
k=0

Ispat. Genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarinin Binet formiiliinii ve kombinatorikten

bildigimiz binom formiiliinii g6z 6niine alirsak
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Sl e ({5

858
a-p ik a-p4z\k

_ B oy g gy
a a-pf

elde edilir.

Simdi son olarak Teorem 6.10 un bir genellestirmesini verelim.

Teorem 6.11 n ve r herhangi negatif olmayan tamsayilar olmak tizere

Z(Ejag(kw) (ab){ J+¢(k)¢<r> U, —aiu,

k=0

ve

wlll E(k+r) {J%(k)f(r) iy
Z k a (ab) k+r_a 2n+r
k=0

dir.

Ispat. Teorem 6.10 un ispatindaki gibi genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarinin Binet

formiliini ve binom formiiliind ele alirsak
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(1 Klretozer (N Lo Kooz | a6 | o g — g g
Z(kjag(k”)(ab)M 0y, :Z(kjaé(k )(ab)M £ ){ a kHJ]a a a_ﬁ» B

. - (ab)L2

el e
=\k) (ab)L%J a-p

E(N)-r <2 n * _k+r % pkar
e

k=0

- )ﬁ (a*ar(l+a’)n—,3*,3r (1+ﬁ)n)

&E(r)-r-2n * 2040 p* p2n+r
=a(ab) z [0‘ @ g B }
a —

2n+r

elde edilir.
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