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Stirekli ve ayrik analizi birlestirmek i¢in 1990 yilinda Hilger tarafindan bulunan Zaman
Skalas1 teorisi son zamanlarda pek ¢ok ilgi gérmiistiir. Salinim problemleri son zamanlarda
fark denklemleri ve diferansiyel denklemler alanlarinda c¢ok ilgi ¢ekici hale gelmistir. Bu
alanlar, cesitli yazarlar tarafindan daha giicli ve genellestirilmis teoremler ile
derinlestirilmeye baslanmig; bu yiizden zaman skalasinda dinamik denklemler olarak
birlestirilmistir. Dinamik kapsamalar, dinamik denklemlerin 6nemli bir genellestirilmesini
temsil eder. Bir dinamik kapsamanin ¢6ziimii tek bir egri yerine ulasilabilir bir kiimedir.
Dinamik kapsamalar, optimal kontrol teorisinin bazi kavramlar1 i¢in temel teskil etmektedir.
Dinamik kapsamalar pek ¢ok dinamik degisimsel esitsizlik durumlarindan dogmustur;

dinamik sistemler, dinamik Coulomb siirtiinme problemleri ve fuzzy kiimeleri aritmetigi gibi.



OZET (devam ediyor)

Son yillarda, zaman skalasinda cesitli dinamik denklemlerin salinimi ve salmimsizligi
konusunda ¢ok fazla arastirma olmustur. Buna ragmen, zaman skalasinda ikinci dereceden
dinamik kapsamalarin salimimi ve dagilimli sapma parametreli ikinci dereceden dinamik
kapsamalar ile ilgili daha az sonug vardir. Bu tezin amaci bu tipteki ikinci dereceden dinamik

kapsamalar igin bazi salinim kriterlerinin incelenmesidir.

Birinci boliimde zaman skalasi ile ilgili temel bilgiler verilmistir. f : T — R fonksiyonlar1 i¢in
zaman skalasinda delta ve nabla tiirevleri aciklanarak bu tiirevler ile ilgili temel tanimlar ve
ornekler ele almmuistir. Ayrica zaman skalasinda delta ve nabla integral kavramma yer

verilerek delta ve nabla integrallerin 6zellikleri de incelenmistir.

Ikinci boliimde Ravi P. Agarwal, Said Grace ve Donal O'Regan tarafindan aynmi ikinci
dereceden bir diferensiyel kapsama i¢cin 2003 ve 2009 yillarinda yapilan iki caligma tlizerinde
durulmustur. Dinamik kapsama formu ticiincii béliimde ¢alisilacak olan bu ¢alismalarda ikinci

dereceden bir diferensiyel kapsama i¢in salinim Kriterleri ile ilgili temel teoremler verilmistir.

Ucgiincii bdliimde Elvan Akin-Bohner ve Shurong Sun tarafindan 2012 yilinda yapilan bir
calisma iizerinde durulmustur. Bu caligmada zaman skalasinda ikinci dereceden giiclii

stiperlineer ve giiclii altlineer dinamik kapsamalar i¢in bazi salinim kriterleri incelenmistir.

Son boliimde Said Grace, Elvan Akin ve Rawi Agarwal tarafindan 2015 yilinda yapilan yeni
bir ¢alisma tizerinde durulmustur. Bu ¢alismada dagilimli sapma parametreli lineer olmayan
ikinci dereceden soniimlii dinamik kapsamalarin tiim ¢ézlimlerinin salinimlilig1 iizerine bazi
teoremler verilmistir. Son olarak, elde edilen sonuglar i¢in miimkiin olan birka¢ genisletme

arastirilmustir.

Anahtar Kelimeler: Zaman skalasi, dinamik kapsamalar, salinim.

Bilim Kodu: 403.03.01
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Time scale theory which was found in 1990 by Hilger to connect the continuous and discrete
analysis, has received a lot of interest recently. Oscillation problems recently has become very
attractive in the area of difference and differential equations. These areas, have been
throughly studied by several authors with more generalised and strong theorems; since it was
compiled as dynamic equations on time scale. Dynamic inclusions, represents an important
generelation of dynamic equations. Solution of a dynamic inclusion instead of a single curve
it is a reachable set. Dynamic inclusions are fundamental for some concepts of optimal
control theory. Dynamic inclusions arise from several dynamical inequality situations; such as

dynamic systems, dynamic Coulomb friction problems and fuzzy sets arithmetic.

In the recent years there is a lot of research on oscillation or non-oscillation of several
dynamic equations on time scale. However, there are few results dealing with the oscillation
of second order dynamic inclusions on time scale and for second order dynamic inclusions
with distributed deviating arguments. The purpose of this thesis is to investigate the some

oscillation criteria of this type of second order dynamic inclusions.



ABSTRACT (continued)

In the first chapter, some basic knowledge about time scale is given. Delta and nabla
derivatives for the functions f : T — R on time scale are explained and some basic definitions
an examples are given regarding these derivatives. Also, concepts of delta and nabla integral

are given and properties of delta and nabla integrals are investigated.

In the second chapter, we look into the two studies of Ravi P. Agarwal, Said Grace and Donal
O'Regan in 2003 and 2009, which are on the same second order differential inclusion. In these
studies basic theorems on oscillation criteria of a second order differential inclusion, whose

dynamic inclusion form will be used in chapter three, are given.

In the third chapter we investigated the study of Elvan Akm-Bohner and Shurong Sun in
2012. In this work they investigated some oscillation criteria of second order strong

superlinear and strong sublinear dynamic inclusions on time scale.

In the last chapter we looked into a new study given by Said Grace, Elvan Akin and Rawi
Agarwall in 2015. In this study oscillatory theorems for certain second order damped dynamic
inclusions with distributed deviating arguments are given. Finally, some possible
generalisations are investigated for the found results.

Keywords: Time scale, dynamic inclusions, oscillation.

Science Code: 403.03.01
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Reel sayilar kiimesi

: Karmasik sayilar kiimesi

: Zaman skalasi

: Sag yogun siirekli fonksiyonlar kiimesi

. Sol yogun siirekli fonksiyonlar kiimesi

. Reel sayilarin bos kiimeden farkli alt kiimelerinin bir ailesi

: Kiime degerli fonksiyon (multifunction)

: Birinci dereceden tiirevleri sag yogun siirekli fonksiyonlar kiimesi
: Birinci dereceden tiirevleri sol yogun siirekli fonksiyonlar kiimesi
tnin 6 komsulugu

: Delta diferensiyellebilirlik bolgesi

: Nabla diferensiyellebilirlik bolgesi

: Hilger kompleks sayilar1

- Hilger sonsuz seridi
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BOLUM 1
GIRIS

Bu boliimde tez konusunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in ayrik ve siirekli analizi birlegtirip
bir teori olugturmak amaciyla Stefan Hilger (Hilger 1990) tarafindan baslatilan zaman
skalasi ile ilgili temel bilgiler verilmistir. f : T — R fonksiyonlar: i¢in zaman skalasinda
delta ve nabla tiirevleri agiklanarak bu tiirevler ile ilgili temel tamimlar ve ornekler ele
alinmigtir. Ayrica zaman skalasinda delta ve nabla integral kavramina yer verilerek delta
ve nabla integrallerin 6zellikleri de incelenmistir. Zaman skalasinda tiirev ve integral
kavramlariyla ilgili daha detayl bilgi i¢in bu boliimde yararlandigimiz ”Dynamic Equa-

tions on Time Scales” baglikli (M.Bohner and A.Peterson 2001) kaynaga bakilabilir.

Tanim 1.0.1 Bir zaman skalast keyfi reel sayilarin bos kiimeden farkl kapal bir alt kiime-

sidir. Ornegin,
R? Z7 Na I\IO

yani, reel saylar, tam saylar, dogal saylar ve negatif olmayan tam saylar kimeleri ile

[0,2] U [3,5],[0,1] UN wve Kantor kiimesi zaman skalasina ornek olmalarina ragmen
Q. R\Q,C,(0,1)

yani, rasyonel saylar, irrasyonel saylar, kompleks sailar, sifir-bir agik araligr zaman

skalasy degillerdir.
Tanim 1.0.2 T bir zaman skalasi olsun. Hert € T, t < maxT i¢in
o(t):=inf{seT:s>t}

olarak tanamlanan o : T — T operatiriine ileriye atlama (forward jump) operatori denir.

Hert e T,t > minT i¢in

p(t) :=sup{s e T:s <t}



olarak tanwmlanan p : T — T operatérine geriye atlama (backward jump) operatori denir.

Hert e T i¢in

p(t) = o(t) —t

ile tanamlanan p : T — [0, 00) fonksiyonuna ileriye graininess (forward graininess) fonksi-

yonu adr verilir. Hert € T i¢in

v(t) = t = plt)

ile tanamlanan v : T — [0, 00) fonksiyonuna geriye graininess (backward graininess) fonksi-

yonu ady verilir.

Ayrica 0 (maxT) = maxT ve p(minT) = minT olarak tammmlamr. T, reel sayilarin
kapali bir alt kiimesi oldugundan her ¢ € T i¢in o(t) € T ve p(t) € T dir.

o(t) > tise t € T ye sag-yayilmig (right scattered) nokta ve p(t) < t ise ¢ ye sol-yayilmig
(left scattered) nokta adi verilir. Eger p(t) < t < o(t) ise, yani t € T hem sag-yayilmis
hem de sol-yayilmig ise bu noktaya ayrik (isolated) nokta denir.

o(t) =tiset € T ye sag yogun (right dense) nokta ve p(t) = ¢ ise sol yogun (left dense)
nokta adi verilir. Eger p(t) =t = o(t) ise, yani ¢t € T aym zamanda sag ve sol yogun ise

bu noktaya yogun nokta denir.

Ornek 1.0.3 Eger T =R ise o(t) = t,p(t) = t bulunur. Béylece her t € T yojun
noktadir. Bu durumda, her t € T igin pu(t) = v(t) =0 olur.

Eger T=7Zise o(t) =t + 1,p(t) =t — 1 elde edilir. O halde, her ¢ € Z noktas1 ayrik
noktadir. Bu durumda, her ¢ € Z icin u(t) = v(t) = 1 dir.

Tanim 1.0.4 T herhangt bir zaman skalast olsun ve a,b € T,a < b verilsin. Bu zaman

skalasina ait [a,bly aralige,
la,blp ={teT:a<t<b}
ile tanvmlanar.

Tanim 1.0.5 Delta diferensiyellebilirlik bolgesi, eger T sol yaylmig maksimum M ye
sahip ise T" = T—{M} ile tanumlanar, aksi halde T"=T olur.



Tanim 1.0.6 Nabla diferensiyellebilirlik bolgesi, eger T sag yayilmis minimum m ye

sahip ise T, = T—{m} ile tanmamlanar, aksi halde T,,= T olur.
Tanim 1.0.7 f: T — R ye bir fonksiyon olsun. f7: T — R fonksiyonu, hert € T i¢in
fo)=flo(t) =foa(t)

ve fP: T — R fonksiyonu, hert € T i¢in

fP) = fp) = fop(t)

ile tanamlanar. Yani f = f oo ve fP = fop olur.

Tanim 1.0.8 U C T olsun. Her § > 0 i¢cin
Ult)={seT:|s—t| <d}

ile tanwmlanan U (t) kiimesine t nin § komsulugu denir.

Tanim 1.0.9 tq € T olsun. Verilen her e > 0 ve t € U(ty) i¢in
[f(t) — flto)] <&

olacak sekilde bir U(ty) komsulugu var ise f : T — R fonksiyonuna t = ty noktasinda

streklidir denir.

1.1 ZAMAN SKALASINDA TUREV

Tanim 1.1.1 f: T — R bir fonksiyon ve t € T" noktast olsun. Herhangi bir ¢ > 0 i¢in

t noktasinin

‘f(U(t)) — f(s) = fA()(o(t) — 8)} <elo(t)—s|, herselU

olacak sekilde bir U komsulugu varsa, (yani en az bir 6 > 0 i¢cin U = (t —§,t +5)NT
ise) bu dzelligi saglayan sonlu f2(t) reel saysina f fonksiyonunun t noktasindaki delta

(Hilger) tirevi denir.
Ustelik her ¢ € T* icin f2(¢) say1s1 mevcut ise f fonksiyonuna T iizerinde delta tiirevlenebilir
denir. Bagka bir deyisle,

50 — i L) =S ()

s—t o (t)—s

seklinde tanimlanabilir.



Tanim 1.1.2 f: T — R bir fonksiyon ve t € T, noktast olsun. Herhangi bir ¢ > 0 i¢in

t noktasinin

‘f(/)(t» — f(s) = fY () (p(t) — 3)| <elp(t)—s|, herseU

olacak sekilde bir U komsulugu varsa, bu ézelligi saglayan sonlu fY(t) reel saypsina f

fonksiyonunun t noktasindaki nabla tirevi denir

Ustelik her ¢ € T, noktasi igin fV () sayist mevcut ise f fonksiyonuna T, iizerinde nabla

tiirevlenebilir denir. Diger bir deyisle,

vy e (P (@) = f(s)
S = e

seklinde tanimlanabilir.

Ornek 1.1.3 T herhangi bir zaman skalasy olsun. f : T — R fonksiyonunu o € R sabit
olmak tizere her t € T igin f (t) = a seklinde tanimlayalim. Bu durumda herhangi bir

e >0 i¢cin
[f(o(t)) = f(s) = 0(c(t) = s)| =|a—al|=0<e|o(t) = s|, hers€T
esitsizligi saglandigindan f~(t) = 0 olur. Benzer sekilde f¥ (t) = 0 elde edilir.

Ornek 1.1.4 f: T — R fonksiyonu her t € T icin f (t) =t olarak verilsin. Bu taktirde

herhangi bir € > 0 i¢in
[f(o(t)) = f(s) =1(o(t) = s)| = |o(t) —s = (o(t) = s)| =0 < e|o(t) —s|, herseT
icin gerceklestiginden f2(t) = 1 bulunur. Benzer sekilde fV(t) = 1 elde edilir.

Ornek 1.1.5 T herhangi bir zaman skalasy olsun. f : T — R fonksiyonu hert € T i¢in

f(t) =13 ile tanamlansin.

Al = £1H%f(00(2;:£(8) :EH%Z(Z)—:E L S
3t2, T =R ise

= 32+ 3t+1, T =7 ise

28 +tvVt2+ 141, T={y/n:neN}yU{0} ise



bulunur. Benzer sekilde,

o0 = i TCOZTO) 0O ey
3t2, T =R ise
= {32-3t+1, T=7 ise
22 + /12 —1—1, T={y/n:n € N}U{0} ise
bulunur.

Teorem 1.1.6 Kabul edelim ki f : T — R fonksiyon ve t € T" olsun.
i) f fonksiyonu ¢ noktasinda A-tiirevlenebilir ise, f fonksiyonu ayni noktada siireklidir.

ii) Eger f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ sag yayilmug ise, f fonksiyonu ¢ noktasinda

A-tiirevlenebilirdir ve A-tiirevi

iii) Eger ¢ sag yogun nokta ise f fonksiyonunun ¢ noktasinda A-tiirevlenebilir olmasi igin

gerek ve yeter kosul

o L0 = 1)

s—t t—g

limit degerinin sonlu bir say1 olmasidir. Bu durumda

fO =)
o) = tim ==

olur.

iv) f fonksiyonu ¢ noktasinda A-tiirevlenebilir ise

flo () = f(t) + u(t)f2(2)

esitligi dogrudur.
Teorem 1.1.7 Kabul edelim ki f : T — R bir fonksiyon ve t € T, olsun.

i) f fonksiyonu t noktasinda V-tiirevlenebilir ise, f fonksiyonu ayni noktada siireklidir.



ii) Eger f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ sol yayilmus ise, f fonksiyonu ¢ noktasinda

V-tiirevlenebilirdir ve

ft)=f )
v(t)

Y =

dir.

iii) Eger t sol yogun nokta ise f fonksiyonunun ¢ noktasinda V-tiirevlenebilir olmasi igin

gerek ve yeter sart

1o 10 = £

s—t t— s

limit degerinin sonlu bir say1 olmasidir. Bu durumda

o) L0 =)

s—t t—s

dir.
iv) f fonksiyonu ¢t noktasinda V-tiirevlenebilir ise

Flp () = f(t) +v(t)f2(2)

esitligi dogrudur.
Ornek 1.1.8 T =R ve T = Z durumlarm ele alalim.

Eger T =R ise her ¢t € R sag yogun oldugundan Teorem 1.1.6 daki iii) sikki saglanir.

f R — R fonksiyonunun ¢ € R de A-tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
St = f(s)

Ft) = lim ——=—

limitinin var olmasidir. Eger f’(t) tiirev degeri var ise f,¢ de tiirevlenebilirdir. (Bu tiirev

bildigimiz adi tiirevdir.) Boylece Teorem 1.1.6 daki iii) sikkindan

t) —
A1) = hmM = f(t)
s—t t—s
elde edilir. Benzer gekilde T = R iken her ¢ € R sol yogun oldugundan Teorem 1.1.7 deki
iii) sikki saglanir. f : R — R fonksiyonunun ¢ € R de V-tiirevlenebilir olmasi icin gerek

ve yeter sart

f/(t) — lim f (t) — f (S)

s—t t—s



limitinin var olmasidir. O halde Teorem 1.1.7 deki iii) sikkindan

70 = tim T =T gy

s—t t—s
bulunur.

Eger T = Z ise her t € Z sag yayilmig oldugundan Teorem 1.1.6 daki ii) sikki saglanir.
Yani f : Z — R fonksiyonu t € Z de

Ay Jle®)—F@)  fE+1) - f(#) _ _
J2 ) = (D) = 1 = ft+1) = f(t) = Af(t)

tiirevi ile A-tiirevlenebilirdir. Buradaki A, fark denklemlerinde kullanilan ileri fark opera-

torudiir. Benzer sekilde T = Z igin her ¢ € Z sol yayilmis oldugundan Teorem 1.1.6 daki
ii) sikki saglanir. Yani f : Z — R fonksiyonu ¢ € Z de

tiirevi ile V-tiirevlenebilirdir. Buradaki V, fark denklemlerinde kullanilan geri fark opera-

toriidiir.

Teorem 1.1.9 Kabul edelim ki f,g : T — R fonksiyonlarit € T* noktasinda A-tiirevienebilir

olsun. O zaman

i) f+g¢:T — R fonksiyonu da ¢t € T* noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve
(f+9)% () = 21 +g°(1)
esitligi dogrudur.

ii) Herhangi bir « sabiti i¢in af fonksiyonu da ¢ € T* noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve

af fonksiyonunun A-tiirevi

(af)® (8) = af® (t)

ile verilir.

iii) fg : T — R fonksiyonu da ¢t € T" noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve fg nin fonksi-

yonunun A-tiirevi

(f9)™ (1) = fA@)g(t) + f (o (1) ¢ (1) = F(£)g™ (1) + f* (1) g (0 (1))

seklindedir.



iv) Eger g(t)g(o (t)) # 0 ise, o halde / fonksiyonu da ¢ € T* noktasinda
g

(i) (t):f ) g @)= f{t)g™(t)

g 9(t)g(o (1))

ile A-tiirevlenebilirdir.

Teorem 1.1.10 Kabul edelim ki f, g : T — R fonksiyonlarit € T, noktasinda V -tirevienebilir

olsun. O zaman

i) f+g¢:T — R fonksiyonu da t € T, noktasinda V-tiirevlenebilirdir ve

(f+9)Y @) =1V +g" ()

esitligi dogrudur.

ii) Herhangi bir « sabiti i¢in af fonksiyonu da ¢ € T, noktasinda V-tiirevlenebilirdir ve

af fonksiyonunun V-tiirevi

(af)¥ (1) = af¥ (1)

ile verilir.

iii) fg : T — R fonksiyonu da ¢ € T, noktasinda V-tiirevlenebilirdir ve fg nin fonksi-

yonunun V-tiirevi

(f9)¥ (&) = fY()g(t) + [ (p(£) g% () = f(B)g™ (1) + ¥ () g (p (1))

seklindedir.

iv) Eger g(t)g(p (t)) # 0 ise, o halde / fonksiyonu da ¢ € T,, noktasinda
g

AN W) - T 07 ()
<‘> G I10)

g
ile V-tiirevlenebilirdir.

Ornek 1.1.11 Zaman skalasy olarak h > 0 igin T =hZ = {hz : z € Z} alalbm. Hert € T

¢m
o(t)=inf{se€T:s>t}=inf{t+nh:neN}=t+h,
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p(t)=sup{seT:s<t}=sup{t—nh:neN}=1t—h,
put)y=c(t)—t=hvev(t)=t—pt)=n
elde edilir. f: T — R fonksiyonu hert € T i¢cin

Ay Sle@)=f@) _ flE+h)—f{)
f (t)_ ,LL(t) - h

ve benzer sekilde

f) = Flp@) _ f@) = fE=h)
v(t)

tirevlerine sahiptir.

£ =

>

1.2 ZAMAN SKALASINDA YUKSEK MERTEBEDEN TUREV

Tamm 1.2.1 f : T — R fonksiyonu i¢in f2 : T"— R fonksiyonu T = (T%)" da A-

tiirevlenebilir ise [ fonksiyonu ikinci mertebeden A-tiirevlenebilirdir denir ve
AA ANA | k2
oo = ( f ) T — R

dir. Benzer sekilde, f nin n. mertebeden A-tirevleri f~" : T"— R ile tanemlanwr. Her

teT igin
o’ (t) = o (o (1))
ve buna gore n € N i¢in 0" (t) benzer sekilde tanimlanir. Ayrica,
0 A0 %0
o’ (t)y=t, f[& =f T =T
olarak tamamlanir. Ikinci mertebeden V-tiirev icin de benzer argiimanlar gegerlidir.

Ornek 1.2.2 T herhangi bir zaman skalasi olsun. f : T — R, hert € T icin f(t) =t
alalim; Ornek 1.1.4 ten hert € T* i¢in f2 (t) = 1 oldugunu biliyoruz. O halde hert € T~

¢cm

725 (1) = (1) (1) = tim @) = ;%) -1,

— 1
Py ) Lo (t) —s

oldugu goriiliir. ¥V (t) tirevi i¢in de durum benzerdir.



Ornek 1.2.3 T herhangi bir zaman skalast olsun. f : T — R, hert € T icin f(t) =t

alalim;

720 =i G = i T <t 49 =0 (041

oldugu gorilir. O halde her t € T i¢in

AR = () () = (0 )+ = o (1) +1°

elde edilir. Ozel zaman skalalary i¢in f22 (t) yi inceleyelim.
T =R ise o (t) = t oldugundan

AR =0 () +t2 =t +t2 =1+1=2

T =Zise o (t) =t+ 1 oldugundan

fAAN =0 ) +t2 =+ 1)+t =1+1=2

bulunur.

Ornek 1.2.4 Eger f ve g ikinci mertebeden A-tiirevlenebilir ve f° A-tirevienebilir ise

fg fonksiyonu da ikinci mertebeden A-tirevlenebilirdir ve
A o

(f9)> = f2g+ 79"

olduguna gore f27 = fA7 ve f"A = 7% olmak tizere

(f9)™® = (f2g+f7g™)"
_ fAAg + fA"gA + faAgA + fanAA

— fAAg + ongA + fUAgA + f(fo‘gAA

elde edilir. (f g)v da benzer sekilde bulunabilir.

1.3 ZAMAN SKALASINDA INTEGRAL

Tanim 1.3.1 Eger f : T — R fonksiyonunun T deki sag yogun noktalarda sagdan limiti
ve sol yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona dizenli (reqular) fonksiyon

denir.
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Tanim 1.3.2 Eger f : T — R fonksiyonunun T deki sag yogun noktalarda stirekli ve
sol yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona sag yogun sirekli veya rd-stirekli

(rd-continuous) fonksiyon denir.

Tanim 1.3.3 f: T — R rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesi

Cra = Cq (T) = Cq (T, R)

ile gosterilir.

Tanim 1.3.4 f: T — R fonksiyonu tirevlenebilir ve rd-siirekli ise
Cv}d = C:d (T) = Cy}d (T,R)

tle gosterilir.

Tanim 1.3.5 Eger f : T — R fonksiyonunun T deki sol yogun noktalarda siirekli ve sag
yogun noktalarda sagdan limiti varsa bu fonksiyona sol yogun sirekli veya ld-sirekli (1d-

continuous) denir.

Tanim 1.3.6 f: T — R Id-siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Cly=Ciy(T) =Ciy (T,R)

ile gosterilir.

Tanim 1.3.7 f: T — R fonksiyonu tirevlenebilir ve ld-siirekli ise
Olld = Clld (T) = Clld (T,R)

ile gosterilir.

Tanim 1.3.8 f : T — R bir fonksiyon olsun. Eger F : T — R fonksiyonu T" da A-
tiirevlenebilir ve her t € T* icin F2 (t) = f(t) ise, F fonksiyonuna f nin A-anti tiirevi

veya ilkeli denir.

Eger f : T — R fonksiyonunun A-anti tiirevi varsa f ye A-integrallenebilir fonksiyon

denir ve a,b € T olmak iizere

b
[ f0at=ro) - P
ile tanimlanir.
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Tanim 1.3.9 f : T — R bir fonksiyon olsun. Eger F : T — R fonksiyonu T, da V-
tiirevlenebilir ve her t € T, icin FV (t) = f(t) ise F fonksiyonuna f nin V-anti tirevi

veya ilkeli denir.

Eger f : T — R fonksiyonunun V-anti tiirevi varsa f ye V-integrallenebilir fonksiyon

denir ve a,b € T olmak {iizere

/ f(H)Vt = F(b) - F(a)

ile tanimlanir.
Teorem 1.3.10 Her rd-siirekli fonksiyonun bir antitiirevi vardar.

Teorem 1.3.11 Eger f € C,q vet € T" ise bu taktirde

o(t)
JECINEIOHC
formiili dogrudur.

Ispat. Teorem 1.3.10 dan f nin bir antitiirevi vardir ve

bulunur. m
Teorem 1.3.12 Her ld-stirekli fonksiyonun bir antitirevi vardar.

Teorem 1.3.13 Eger f € Cy vet € T, ise bu taktirde
t

[1as=vi s

(®)

esitligi saglanar.

Ispat. Teorem 1.3.11 in ispatina benzer gekilde yapilir. m
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Teorem 1.3.14 f: T — R ve g: T — R fonksiyonlar: rd-stirekli ve a,b,c € T oldugunu

kabul edelim.
D) [+ gt))At = [P AL+ [ g(t)At dir.

ii) Her § sabiti icin [ Sf()At =3 [7 f(t)At dir,

iii) a < c<b olmak izere [ f(H)At = [ f()AL+ [* F(t)AL dir,
iv) [T ()AL=~ ["f(H)AL dir.

v) [T ()ALt =0 dur.

vi) [} flo (g (DAL= (g0l — [, f2(B)g(0)At dir.

vil) [} f()g* (AL = (g0l = [} FA (g0 ()AL dir.

viii) Eger [a,b) araliginda |f (t)| < g(t) ise

/abf(t)At‘ < /abg(t)At

dir.

ix) Eger hert € |a,b) i¢in f(t) > 0 ise

/abf(t)At >0

dar.

Teorem 1.3.14 teki vi) ve vii) esitliklerine kismi integrasyon formiilleri denir.

Ornek 1.3.15 a,b € T ve f € C,q verilsin. Bu durumda

b b
i) Eger T =R ise / f()At = / f(t)dt olur. Burada sag taraftaki integral bildigimiz

a a
Riemann integralidir.
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ii) Eger T = Z ise bu halde

( b-1
, ), a<bise
t=a
/f(t)At =4 0, a=>ise
o a—1
— > f(t), a>bise
\ t=b
saglanir.

iii) Eger [a,b] araligl sadece ayrik noktalar igeriyor ise

;

> w(t) f(t), a < b ise
b t€la,b)
/f(t)At: 0, a =0 ise
’ — 2 pn()f(t), a>bise
\ telb,a)

elde edilir.

Teorem 1.3.16 f: T — R ve g : T — R fonksiyonlar: ld-stirekli ve a,b,c € T oldugunu

kabul edelim.
D) 1)+ 9@Vt = [T F)VE+ [P g(t)VE dir.

i) Her 3 sabiti igin [ Bf(t)Vt =5 [ f(t)Vt dir.

iii) a < ¢ <b olmak izere [* f()VE = [ f(O)VE+ [ f(t)VE dir.
iv) [Vt =— [ )Vt dir.

v) [T () VE=0 dur.

vi) [} F(p(0)g% (0)VE = f(B)g()l, = [, fT(0)g(t)VE dir.

vid) [, f(0)g% (Ve = fOg@); — [} 17 (g(p ()Yt dir.

viii) Eger [a,b) araliginda |f (t)| < g(t) ise

/ bf(t)Vt‘ <[ gty
dir.
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ix) Eger hert € [a,b) i¢in f(t) > 0 ise

/abf(t)Vt >0

esitligi saglanar.

Ornek 1.3.17 a,b € T ve f € Cyy verilsin. Bu durumda

b

b
i) Eger T = R ise /f(t)Vt = /f(t)dt olur.

a

ii) Eger T = Z ise

(b
, > f(t), a<bise
t=a+1
/f(t)Vt =3 0, a =0 ise
¢ — > f(t), a>bise
\ t=b+1

saglanir.

iii) Eger [a,b] araligi sadece ayrik noktalar igeriyor ise

> ov(t)f(t), a<bise
b te(a,b]
/f(t)Vt =4 0, a =D ise
“ — > v(t) f(t), a>bise
\ te(b,a)

elde edilir.

Teorem 1.3.18 a < b olmak dizere a,b € T wve f(t) fonksiyonu [a,b] tzerinde siirekli

olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler dogrudur.

b p(b)

i) / f(H)AL = / FOAL+ b — p(B)] £(p (b)) dir.

ii) / F(O)At = [0 (a) — ] f(a) + / F(£)At dir.

b p(b)
iii) /f(t)Vt = /f(t)Vt +[b—p(b)] f(b) dir.
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iv) / FOVE= [0 (@) —a] f(o(a) + / F(#)VE dir.

Teorem 1.3.19 Asagidaki formiillerde f> (t,s) ve fV (t,s) ile s degiskeni sabit tutularak
f (t,5) fonksiyonunun t ye gore siraswyla A ve V tiirevleri belirtilmistir. Eger f, f» ve f¥

iki degiskenli fonksiyonlary siirekli ise bu durumda asagidaki formiiller dogrudur.
) (1 F(988)" = [0 (1).0)+ [ F2(t9)As dir

i) ([ 7(t.9)As) " = [1f7(18)As+ F (p(0).p (1) dir

i) ([ £(0.5)V5)" = (0 ()0 (1)) + [ FA(L.)Vs i

v

iv) (S f(t5)Vs) = [ STt 5)Vs+ [ (p(1),1) dir.
Ornek 1.3.20 T = Z i¢in a # 0 olmak tzere
/ a' At
belirsiz integralini ele alalim.
( at )A:A( at ):atﬂ_at:at

a—1 a—1 a—1
oldugu i¢in C' integral sabiti olmak izere

t
/afAtz a -+ C

a —

esitligi bulunur.
1

Ornek 1.3.21 T =[0,%] U [3,1] olsun. f(t) = %s(1 — s) icin /f(s)Vs integralinin

73 27

0
degerini bulalim.

/1f(8)V8=jf(S)VS+/2f(S)V8+/1f(8)VS

oldugundan integralleri ayri ayri hesaplayalim,

1
3

/3 F(5)Vs = / fls)ds = 3 [ st = s)ds =

0
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olur. [%,%] aralgimi géz oniine alirsak, p(%) = % ve 1/(%) = %—% = % oldugundan
Teorem 1.3.183 1. yardimayla,
1
[ 1\ /1) 1
[reame=1(3)(3) - &
%
bulunur. [%,1} araliginy hesaplarsak,
1 1 1
[16vs = [seas = [0 - s)ds = 5
s)Vs = slds = [ s s)ds = oo
! ! !
elde edilir. Boylece
119
/f VS—/f Vs+/f Vs—l—/f = 1131
olur.
1.4 ZAMAN SKALASINDA USTEL FONKSiYON
Hilger kompleks sayilar1 h > 0 olmak iizere C;, := {z €eC:z+# —% ile tanimlanir.

Ayrica, h > 0 olmak iizere Z; sonsuz seridi Z;, := {z €eC: -7 <Imz< %} ile tanmim-
lanir. Eger h = 0 ise Zo = C dir.

Tanim 1.4.1 Log,esas logaritma fonksiyonunu géstermek tizere h > 0 i¢in &, : C,, — Zy,

silindirik doniistimaii

&, (2) = %Log (14 hz)

geklinde tamimlanir. Eger h = 0 ise her z € C i¢in &, (2) = z olarak tamimlanir. &,
silindirik dondigiim olarak isimlendirilir ¢iinkid h > 0 oldugunda Zy, nin grafigi bir silindir
gibi goziikir. Zy nin Im (z) = —% ve Im (z) = % suar ¢izgileri birlikte diiginildigiinde

1se bunlar bir silindirik forma doniistir. Bu durumda Z de z,w € Zj, i¢in

271
z+w::z+w<mod7)

seklinde tanimlanar.
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Tanim 1.4.2 Birp: T — R fonksiyonuna her t € T" i¢cin

L+pu@)p(t)#0

oluyor ise regresif (regressive) denir. Tim regresif ve rd-sirekli fonksiyonlarn kimesi

R =R (T) ile gosterilir.

Tanim 1.4.3 &, (2) silindirik dontsimi Tanwm 1.4.1 deki olmak tizere p € R ise s,t € T

1¢in tstel fonksiyonu
t
o5y =ex0 ([ 6,0 () A7)
seklinde tanimlanar.
Lemma 1.4.4 Eger p € R ise herr,s,t € T i¢in
€p (t’ T) €p (7‘, S) =6p (Zf, S)
yarigrup ozelligi saglanar.

Ispat. p € R ver,s,t € T olsun Tamm 1.4.3 ten

e (t,7) ey (1,5) = eXp</§ AT)eXp(/§ () )
- oo ([amp@art [6m <p<r>>m)
(e

= ¢e,(t,s)

bulunur. =
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BOLUM 2

IKINCI DERECEDEN SUPERLINEER VE ALTLINEER
DIFERENSIYEL KAPSAMALAR ICIN SALINIM
KRITERLERI

Bu boliimde Ravi P. Agarwal, Said Grace ve Donal O’Regan tarafindan farkli zaman-
larda yapilan galigmalar iizerinde duracagiz; bakimiz, (Agarwal et al. 2003a, 2009). Bu
calismalarda ikinci dereceden diferensiyel kapsamalar i¢in salinim kriterleri ile ilgili temel
teoremler verilmistir. Bu diferensiyel icermelerin dinamik formu bir sonraki boliimde ele
alinmigtir.

Bu boliimde
(a(t)y (1)) € F(t,y(t)),h.h.h.t > 15 >0 (2.1)

diferensiyel kapsamasi ele alinmigtir. Eger kapsama (2.1) in trivial olmayan bir ¢6ziimii
keyfi biiyiikliikte sifirlara sahip ise kapsama (2.1) sahmimhdir aksi taktirde salimmsizdir.
Kapsama(2.1) in tiim ¢oziimleri saliniml ise kendisi de salimimhdir denir. Bu kap-
sama salinimsiz ¢oziimleri iizerine ilk ¢aligmalar Ravi P. Agarwal, Said Grace ve Donal
O’Regan tarafindan baglatilmigtir (Agarwal et al. 2003b, 2006). Simdiki ¢aligmalarinda
ise salinimli olmalar1 igin gerekli kogullar verilmistir. (2.1) kapsamasimin bir ¢oziimii ile
oy’ € Cty,00) ve (ay') € L} [to,o0) sartlarm saglayan bir y € C'[ty, o0) fonksiyonu

kastedilir. Bu boliim boyunca kapsama (2.1) in boyle ¢oziimlere sahip oldugu varsayilmigtir.

2.1 DIFERENSIYEL KAPSAMALAR

Bu kisimda yukarida da bahsi gecen
(a(t)y (1)) € F(t,y(t)),hhh.t >t >0

diferensiyel kapsamasi i¢in birka¢ salimim kriteri verilecektir. Burada o fonksiyonu tek
degerli fonksiyon ve F : [tg,00) x R —2% bir (multifunction) kiime-degerli fonksiyondur.

(Burada 2% kiimesi reel sayilarin bogtan farkl alt kiimelerinin bir ailesini gostermektedir.)
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Uyar1 2.1.1 Bu tez boyunca kapsama teorisinin standart notasyonlar, kullanilacaktor.

Omefn’n,
|F(t,u)] =sup{|v|:v € F(t,u)} ve F(t,u) >0
ifadesi her w € F(t,u) i¢in w > 0 anlamina gelir.

Bu kisimdaki ilk birkag sonug¢ F' nin belirli bir isareti oldugu durum icin verilmistir.
Siiperlineer ve altlineer sonuclarin her ikisi de verilmistir. Ilk sonug siiperlineer tipinde

bir teorem olacaktir.

Teorem 2.1.2 Farzedelim ki asagidaki kosullar dogru olsun:

a € O([to, OO) ,R+> (22)
(t,x) € [to, ) X RY i¢in F(t,x) < 0 ve 2.3)
(t,x) € [to,z) Xx R™ d¢in F(t,x) > 0,

/ ad(l;) = 0, (2.4)

to

(

x # 0 igin x (z) > 0 olacak sekilde azalmayan ve siirekli bir fonksiyon ¢ : R — R ile
(t,x) € [tg,00) x RT d¢in |F (t,z)| > q(t)¢ (x) ve
(t,2) € [to, 00) x R™ icin |F (t,2)| = —q (t)  (x) ile

| 7€ L} . [to,00) olacak sekilde en az bir q : [tg, 00) — R vardar

(2.5)

[ du du
) < 00 vez o (@) < 00 (2.6)
/q (u) /adé)du = 0. (2.7)

Bu durumda kapsama (2.1) salinambidar.

Ispat. y kapsama (2.1) in salimmsiz bir ¢oziimii olsun. Ilk olarak ¢ > tq icin y (t) > 0
kabul edelim. Oncelikle

t>toiciny (t) >0 (2.8)
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oldugunu gosterelim. Bunu gormek i¢in ' (1) < 0 olacak sekilde p > ¢y var oldugunu
kabul edelim.

7(t) = (a(t)y (1)) olacak sekilde 7 (t) € F(t,y(t)) ve T € L}, [to, o) (2.9)
olsun. (2.3) sartindan h.h.h. t > t4 i¢in (a (t)y' (t))" < 0 oldugunu biliyoruz. Boylece
t > p igin

at)y (t) < a(w)y (1)

dir. Simdi ¢ > p olmak tizere i1 den ¢ ye integral alirsak

t

y(t)éy(u)+a(u)y'(u)/

I

du
a(u)

elde edilir. (2.4) sartindan hemen ¢ — oo iken

t

y () +a(u)y (u)/

m

du

a (u)

— —00

oldugunu goriiriiz. Bu bir geligkidir. Bu yiizden ¢ > ¢ i¢in ¢/ () > 0 dir. Simdi ¢’ (u) =0
olacak gekilde bir 1 > ¢y var oldugunu kabul ederim. Bu durumda (2.3) ten h.h.h. t > t,
icin (a () (t))" < 0 elde edilir. Bu nedenle ¢ > y icin « (t) y (t) < 0 olmahdir. Bu ise
bir ¢eligkidir. Bu yiizden (2.8) ifadesi dogrudur.

x > to sabit tutulup (2.9) ifadesinde s (top < s < z) den z e integral almp ifade diizen-

lenirse

! _a(m),x ! $—Tuu ! $—Tuu
() = S H“(S)S/[ (w)]d ZC“(S)S/[ (w)]d
bulunur. Bu ifade (2.3) ve (2.5) ifadeleriyle beraber s € (to, z) igin
/ 1 f

V9> == [ ) du

S

ifadesini verir. Bu ifadeyi ¢ (y (s)) ile boliip ¢y dan z e integrali alimirsa

[(V0) 4o [ 2wl
to/ el / / AOEICIO .

ifadesi elde edilir. Yani,

y(x) z u
du g vy (),
y(t/)wu)Z//a(s)wy(s))dd

to to
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olur. (2.8) ifadesinden ve 1 nin azalmayan fonksiyon olmasi gergeginden

y(x) T u

iz Joo [

y(to) to to

ifadesini elde ederiz. Sonug olarak

““Jﬂw/ﬁ}miéJ%<w

to
ifadesini buluruz ve bu da bir celigkidir.

Simdi ¢ > t; icin y(¢) > 0 olsun. Ilk kisimdaki gibi kolayca
t > to igin h.h.h. y'(t) <0 (2.10)

oldugu goriiliir. x > ¢y sabit tutulup (2.9) ifadesinin s (fp < s < x) den z e integrali

alinip ifade diizenlenirse

x T

! = —y (x ! 7 (u) du L 7 (u) du
/() = SO @+ s [rwde> = [r@a

S S

elde edilir. Burada esitsizlik — (y (s)) ile béliip (z < 0 igin ¢ () < 0 olduguna dikkat ediniz)

top dan x e integrali alinirsa

du [ [eew),
dmozf/a@w@@»dd

y(to) to to

y(x)

elde edilir. Simdi (2.10) ifadesi ile birlikte ¢ nin azalmayan olmasi ve x < 0 igin ¢ () < 0

olmasindan
y(to) p T u p
U S
> [q(u / du
ot 10 [
y(z) to to

elde edilir ve yine x — oo aldigimizda bir celigki elde ederiz. Bu ise ispati tamamlar. m

Uyar: 2.1.3 Teorem 2.1.2 de eger (2.4) sartini kabul etmeseydik, o zaman (2.1) dife-
rensiyel kapsamasi t > to i¢in y (t)y' (t) > 0 sartlarine saglayan salinmimsiz y ¢ézimlerine

sahip olmazds.
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Teorem 2.1.4 (2.2) kosulunun saglandigina ve asagudaki sartlarin gegerli oldugunu varsa-

yalim:

(t,x) € [to,00) x (0,00) igin F(t,x) > 0, (2.11)
(t,x) € [to,00) X (—00,0) igin F(t,z) <0,

( q € Ll[tg, 00) olacak sekilde q : [ty,00) — (0,00) fonksiyonu ve x # 0 igin zp(z) > 0
olacak sekilde ¢ : R — R siirekli ve artmayan 1 fonksiyonu vardwr. Ayrica
(t,x) € [to, 00) x (0,00) igin |F(t,x)] = q(t)i(x)

[ (1:2) € lt0,00) x (=0,0) dgin |F(t,2)| = ~q(0)v(a),

(2.12)

du O du
o) < 00 ve / = < 00 (2.13)
her t; > to igin /too q(u) /t“ %du = 00. (2.14)

Bu durumda kapsama (2.1), sonunda y(t)y'(t) < 0 olacak sekilde salinimsiz biry ¢oziimiine

sahip degildir.

Ispat. y kapsama (2.1) in salinimsiz bir ¢oziimii olsun. Ilk olarak t > t, icin y(t) > 0

oldugunu ve t > t; > t, icin ¢/(t) < 0 oldugunu kabul ederim. Ayrica
7(t) € F(t,y(t)) ve 7 € L}, .[to, 00) icin 7(t) = (a(t)y'(t)) (2.15)

olsun. x > t; sabitlenip (2.15) ifadesi s (t; < s < x) den z e integre edilirse

—’s:a(m)—'x LITuu L367'uu
V) = 2B @)+ o5 [ e = [ o

bulunur. Bu ifade (2.12) ifadesiyle beraber s € (¢, z) i¢in

w@zﬁgfmwmmm

ifadesini verir. Bu esitsizligin her tarafi ¢ (y(s)) ile boliiniip ¢; den = e integre edilirse

W du ) el
lmwwzléa@wwwd

elde edilir. Simdi ¢ > ¢; igin 3/(¢) < 0 ve ¢ nin artmayan fonksiyon olmasi gergeginden

[o) <= [ [ 2
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elde edilir. Yani,

[lo [ s 5

dur. x — oo alinirsa

& Y ds vt qu
°°=/tl q<“>/tl s

celigkisi elde edilir.

Simdi de ¢ >ty igin y(t) < 0 ve t > t; > to i¢in ¢/(¢) > 0 kabul edelim. x > t; sabitlenip

ve s € (t1,x) igin

gy = @ o L s o [ de > ——— [ et ue) ) du
y(s) = [mnm@[[<ndzﬂﬁl[<ﬂdza@1quwxw

oldugunu goriiriiz. Bu egitsizlik —(y(s)) ile boliiniip (z < 0 igin ¢ (x) < 0 oldugunu

goriiniiz) t; den z e integrali alinirsa

W du [t g) by)
Amwmzﬁéa@wwwd

elde edilir. Simdi ¢’ > 0, 1 artmayan bir fonksiyon ve x < 0 igin ¢ (x) < 0 olmak {izere

.&?%%mzfaﬂfﬁ%“

elde edilir. Bu yiizden

Lfﬂﬂfﬁ%wgl;kﬁw

olup x — oo alinirsa yine bir celigki elde edilir. Boylece teorem ispatlanmig olur. m

Eger Teorem(2.1.4) te (2.4) ifadesinin dogrulugunu kabul edersek agagidaki sonucu elde

ederiz.

Teorem 2.1.5 (2.2), (2.4) ve (2.11)-(2.14) ifadeleri saglansin. O zaman kapsama (2.1)

. her ssmarly ¢ozimi salimimivdar.

Ispat. Kapsama (2.1) in siirh bir salinimsiz ¢oziimii y olsun ve genelligi bozmadan

t > to igin y(¢) > 0 kabul edelim.
t > to igin y'(t) <0 (2.16)
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oldugunu iddia ediyoruz. Bunu gormek i¢in y'(1) > 0 olacak sekilde pu > o olsun. Bu
durumda h.h.h. t >ty igin

(a(t)y' (1) =0
dir. Boylece t > p icin

y'(t) > %y’(u)

diir. Bu yiizden ¢ — oo icin

b du
902y 0+ 0 )y () | T o
olur. Bu durum y nin smurh olmasi gergegi ile geligir. Sonug olarak t > ¢¢ igin y'(t) < 0
dir. Simdi de y'(u) = 0 olacak gekilde p > to m var oldugunu kabul edelim. O zaman
y' (1) = 0 ile beraber h.h.h. t > to icin (o (t)y' (1)) > 0 dan t > p igin o (t)y' (t) > 0
elde edilir. Bu da bir geligkidir. Boylece (2.16) ifadesi saglamir. Dolayisiyla ¢ > t4 igin
y (t)y'(t) < 0 olup bu ifade Teorem 2.1.4 ile celisir. Boylece teorem ispatlanmig olur. m

Simdi de F' fonksiyonu bir isaret degisme ¢zelligini saglamadigi durumda iki tane sonug

verilecektir.

Teorem 2.1.6 Asagidaki sartlar ile beraber (2.2) ve (2.4) ifadeleri saglansin:

(
q € L}, [to,00) olacak sekilde q : [ty, 00) — R vardwr

x # 0 d¢in 2 (x) > 0 olacak sekilde 1 : R — R,
(t,2) € [to, 00) x (0, 00) igin F(t,2) < —a(t) (x) ve

(2.17)

\ (t,x) € [tg,00) X (—00,0) igin F(t,x) > —q(t)y¥ (z),

/ooq (x)dx = oo (2.18)
ve

x # 0 igin ' (z) > 0. (2.19)
Bu durumda kapsama (2.1) salinimbdor.

Ispat. ¢t >t icin y(t) > 0 olmak tizere y, kapsama (2.1) in salimimsiz bir ¢oziimii olsun.

a(t)y'(t)

¥ (y(t))

t > toigin w(t) = (2.20)
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olsun. Ustelik
7(t) € F(t,y(t)) ve 7 € L}, [to, 00) olmak iizere 7 (t) = (a (t) /(1)) (2.21)

olsun. t > tg igin

Wy O )
v == m) a® ST S

olduguna dikkat ediniz. (2.22) ifadesi ¢ty dan t ye (t > t¢) integre edilirse

—q(?) (2.22)

w@ﬁw@@—/ﬂ$% (2.23)

to

elde edilir. Simdi (2.18) ve (2.23) ifadeleri ¢t > ¢; igin w (t) < 0 olacak sekilde t; > to n
var oldugunu garanti eder. Yani ¢t > t; igin ¢/(t) < 0 dir. Ayrica (2.18) ifadesinde t > t,
i¢in fttf q(s)ds = 0 ve fttl q(s)ds > 0 olacak sekilde t5 > t; in var oldugunu garantiler.
Simdi de (2.21) ifadesinde t5 den ¢ ye (t > t5) integral alinirsa

t

awyw::a@mwa+lr@wSa@wﬁg—[q@w@@MS

:(uwwwa—wwu»l}www+l}%9ww@»(i}mmﬁds

< a(t)y(t2)
bulunur. Boylece t > t5 icin

a(t2) y'(t2)
a(t)

olur. Bu yiizden t — oo igin

y'(t) <

y(t) < ylt2) + Oé(tz)y’(tz)/t % o

olur ki bu da bir geligkidir. Siradaki kabuliimiiz; ¢t > t, i¢in y (t) < 0 olsun. Ayrica w,
(2.20) ifadesindeki gibi ve 7 da (2.21) ifadesindeki gibi olsun. Dikkat ediniz ki < 0 i¢in
Y () < 0 oldugundan, ¢ > ¢, i¢in

7 (1)
¥ (y(t))

olur. Yukaridaki (2.24) ifadesinde ¢, dan ¢ ye (¢t > t;) integral alinirsa

w(t) < < —q () (2.24)

wit) Swits) ~ [ a(s)ds

to
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bulunur. Bu durumda ¢ > ¢; i¢in w (t) < 0 olacak sekilde ¢; > ¢y vardir. Bu nedenle
x < 0igin ¢ (x) < 0 oldugunda ¢ > t; icin y/(¢) > 0 olur. ¢ > t5 igin fttl q(s)ds > 0 olacak
sekilde tekrar t5 > t; secilip (2.21) ifadesinde t5 den ¢ ye (t > t5) integral alimirsa

t t

r(s)ds > a(ts) y(ta) — / 2(5) 9 (y (s)) ds

t2

a(O)y(t) = alt)y(t)+ /

= alt) () — ¥y (1) /tf (s)ds+ /y ()9 (4 (5)) ( /@Z(u)du) ds

> a(t)y(ta)

elde edilir. Bu nedenle ¢ — oo i¢in

— 00

)2 ylt) + ali' () [ -

t2 o (S)

celigkisi elde edilir. Bu da teoremi ispatlar. m

Uyar1 2.1.7 Eger (2.13) ve

/Ooais) /sq(u)duds = 00 (2.25)

to

ifadelerini kabul edersek, Teorem 2.1.6 daki (2.4) sartimi kaldirabiliriz. Bunu gormek igin
y, kapsama (2.1) in salinamsiz bir ¢ozimi olsun ve genelligi bozmadan t > ty i¢in y(t) > 0
segebiliriz. O halde (2.23) ifadesi saglanir ve t > tq igin y'(t) < 0 olmak tzere t; > ty
secebiliriz ve hatta t > ty icin fti q(s)ds > 2w(ty) olacak sekilde to > t1 de segebiliriz.

Bdéylece t > ty igin

w(t) < —%/to q(s)ds

olur. Yani t > ty icin

v L
) 2a<t>/tﬁ( )d

olup to den t ye (t > tg) integral alinirsa

vy | s
/y(tg) b = ‘/tQ %0 (5) / 7(w) duds

elde edilir. Boylelikle t > to i¢in

1/t 1 /s y(t2) 1y, y(t2) 1y,
= q(u) duds < / <
2), (s) to y(t) Y (u) 0 (u)

elde ederdik ve t — oo ile bir ¢eliski elde ederiz.
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Yukarida oldugu gibi ekstra sartlar eklememiz durumunda (2.18) sartim da kaldira-

bilmemiz miimkiindiir. Simdi bunu asagida gorecegiz.
Teorem 2.1.8 (2.2), (2.4), (2.17) ve (2.19) ifadeleri saglansin. Buna ek olarak

/Ooq (s)ds < o0, (2.26)

to

t
Yeterince biyiik T igin tlirn inf/ q(s)ds >0, (2.27)
—00 T
/oo ! /oo()dd (2.28)
q(u)duds = 0o )
to Q (S) K]
ve
> du / du
——<oove [ ——— (2.29)
(u) oo = (u)]

kosullar: saglansin. Bu durumda kapsama (2.1) salinimlidur.

Ispat. y, kapsama (2.1) in t > t, icin y(t) > 0 sartim saglayan salinimsiz bir ¢oziimii

olsun. w, (2.20) ifadesindeki gibi olsun. Bu durumda Teorem 2.1.6 daki gibi

t >ty igin w(t) < —q(t) (2.30)
ifadesini buluruz. Bir de

7(t) € F(t,y(t)) ve T € L}, [to, 00) olmak tizere 7 (t) = (a (t) y/(t))’ (2.31)

olsun. Go6z 6niine almamiz gereken ii¢ durum vardir: Ya t > g i¢in ¢/(t) > 0, t > t igin
y'(t) <0 ya da ¢ niin salinimli olmasu.
Durum (i) ¢ >, i¢in y'(¢) < 0 olsun.
(2.27) ifadesinden t > t5 icin fttl q(z)dz > 0 olmak iizere t; > to ve ty > t; vardir. Ayrica
(2.30) ifadesinden t > t5 i¢in
t

/ a(@)dz < w(t) — w(t)

t1
buluruz. Eger y/(11) = 0 olacak sekilde p > to var ise

I

0< / q(z)dr <w(t;) <0

t1
geligkisi elde edilir. Boylece t > t5 igin /(t) < 0 dir. (2.31) ifadesinde t5 den t ye (t > t2)
integral alinirsa (Teorem 2.1.6 daki gibi)

a(tz)y' (t2)

y'(t) < o (1)
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elde edilir ve boylece t — oo i¢in

bods
t) < wylts) +a(ta)y'(t / — = —0
y(t) < y(ta2) (t2) y'(t2) o (5)
celigkisi elde edilir.
Durum (ii) ¢ > ¢, icin ¥/(¢) > 0 olsun.

Simdi s >t > 1 i¢in (2.30) ifadesinden

/ o(2)dz < w(t) — w(s) < w(t)
t
ifadesini elde ederiz. Bir sonug olarak (s — oo alinirsa) t > ¢ igin

. o (1) /(1)
[ a@)dr < =50 0)

elde ederiz. Burada ifadenin her tarafim « ile béliip to dan ¢ ye (¢ < to) integral alirsak

[t womto< [ < L5

buluruz. Boylece

o=, aw ] e [y <

celigkisi elde edilir.

Durum (iii) ¢’ salinimh olsun.

O halde lim,, o T}, = 00 ve y/(T},) < 0 olacak sekilde bir {T},}]" dizisi vardur.

t—o0

t
lim inf/ q(s)ds >0

olacak sekilde N yi yeterince biiyiik olsun. Simdi (2.30) ifadesini 7, den t ye (¢t > T),)
integre edersek

a0y () _ @)@ [
@) = b(T) / als)d

buluruz. Bu yiizden

a0y oy @)
msup 0 @) = v (0) “l?ii‘ip( / at )d><0

olur ki bu da ¢’ niin salinimh olmasi gergegi ile gelisir.

Simdi, t > 1o icin y(t) < 0 ve w (2.20) ifadesindeki gibi olsun. (Bu ytiizden (2.30) ifadesi
saglanir. Bakiniz Teorem 2.1.6) ve 7, (2.31) ifadesindeki gibi olsun. Burada da benzer iig

durumu g6z 6niine almamiz gereklidir.
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Durum (i) ¢ > ¢ i¢in ¢/'(¢) < 0 durumu;
Simdi s >t > t( i¢in (2.30) ifadesinden

[ g(@)dz < w(t) — w(s) < w()

elde ederiz. Ciinkii x > 0 igin ¢ (z) < 0 olmak iizere ¢y’ < 0 dir. Bu nedenle ¢t > t; icin
> a(t)y'(t)
q(x)der < ————=

[ oors < SO
olur. O halde, her iki tarafi « ile boliip to dan ¢ ye (¢ < to) integrale gegilir ve t — oo

alinir ise

S | /oo y(to) du
o0 = q(x)dxds < < 00
[, sl doms [ 750

celigkisi elde ederiz.

Durum (ii) ¢ >t igin ¥/(¢) > 0 durumu;
Simdi t > ¢, i¢in fttl q(z)dr > 0 olacak sekilde t; > tq ve ty > t; vardir. Bir de (2.30)
ifadesinden t > t5 icin
t
[ @t < wits) - (o
t1
elde ederiz. Eger y/(u) = 0 olacak sekilde u > t5 varsa
n
0< / q(z)dzr <w(t;) <0
t1
buluruz. Ciinkii ¢’ > 0 ve x < 0 igin ¢ () < 0 dir. Bu yiizden ¢ > t5 i¢in 3/(¢) > 0 olur.
(2.31) ifadesinde t5 den t ye (t > t5) integral alirsak
a(t2) Y (t2)
a(t)

olur. Bu nedenle t — oo igin

y'(t) >

ds

— 0

o) 2 ylt) + i)y + [

0 @ ()

celigkisini elde ederiz.

Durum (iii) ¢’ niin salimiml olma durumu;

O halde lim,, o, T;, = 0o ve ¢/(T},) > 0 olacak sekilde bir {T,,}]° dizisi vardir. N yeterince

biiyiik segilir ise

t
lim inf/ q(s)ds >0

t—o0
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olur. Simdi (2.30) ifadesi T,, den t ye (¢t > T,,) integre edilir ve ifadenin lim sup u almirsa

ey _ oy @)
limsup @) = v @) “liEiEp( /T,LQ( )d><0

celigkisi elde edillir. Boylece teorem ispatlanmig olur. m

Uyar: 2.1.9 Kolay gorilebildigi gibi Teorem 2.1.8 i¢indeki (2.27) ifadesi yeterince biiyiik
T icin

t
hm mf/ q(s)ds >0

—>OO T

ifadesi ile yerdegistirilebilir.

2.2 IKINCI CALISMA

R.P.Agarwal, S.R.Grace ve D.O’Regan, 2009 yilinda yaptiklar1 asagidaki calismada 2003
yilinda yapmus olduklari caligmay1, Agarwal et al.(2003a),devam ettirerek agagidaki sonuglar
elde etmislerdir.

Ik sonug, F siiperlineer (yani (2.34) kosulunu saglayan) bir fonksiyon iken kapsama (2.1)

in salimim davranis ile ilgilenmektedir.

Teorem 2.2.1 Asagidaki sartlar saglansin

a € C ([to,0),RT = (0,00)) wve /ad(i) =00 (2.32)
R~ = (—00,0) olmak iizere
F(t,z) <0, (t z) € [ty,0) x R ise (2.33)

F(t,z) >0, (t,z) € [ty,00) x R~ ise
Varsayalimki asagidaks kosullary saglayan bir A > 1 sabiti vardur:

( Wbt >ty ve x # 0 igin xf(t,z) > 0 ve
|/t z)|

)
7|

h.h.h. t > tg igin |z| e gore artmayan ve

(t,2) € [to,00) x RT d¢in |F(t,x)| > f(t,2), (2.34)

(t,x) € [to,00) x R™ d¢in |F(t,z)| > —f(t,x)

olacak sekilde bir f : [tg,00) x R — R fonksiyonu vardur.
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t

d
Eger sifirdan farkly her ¢ sabiti i¢in A[t,T) = /Wi)’t >T >ty ve A(t) = Alt, to] olmak
T

uzere

o0

/ A(s) [F (s, ¢)] ds = o (2.35)

to

ise kapsama (2.1) salinimlidr.

Ispat. y kapsama (2.1) in salimmsiz bir ¢oziimii olsun. Varsayalim ¢ > t, icin y(t) > 0

olsun. Ilk olarak
t > to igin y'(t) > 0 (2.36)

oldugunu gosterecegiz. Bunu gérmek icin 3/(¢1) < 0 olacak sekilde t; > to 1 var oldugunu

kabul edelim.
7(t) == (a(t)y (t)) olmak tizere 7 (t) € F(t,y(t)) ve T € L, [to, 20) (2.37)
olsun. (2.33) kosulundan h.h.h. t > t; igin

(a(t)y'(1)) <0

elde ederiz. Bu yiizden t > t; icin

a(t)y'(t) < a(t)y'(t)

dir. Simdi ¢; den ¢ ye (¢ > t;) integral alirsak

F— 00 igin y(t) < y(t1) + a (1) y'(tl)/% e

t1

ifadesine ulagiriz ki bu da bir geligkidir. Bu nedenle ¢ > ¢, i¢in ¥/(¢) > 0 olmahdir. Simdi
de y'(t) = 0 olacak sekilde t; > ¢y mn var oldunugunu kabul edelim. Kosul (2.33) ten
h.h.h. t > to i¢in ((t)y'(t))’ < 0 dir. Bu yiizden ¢ > t; i¢in « (t) 3/ (t) < 0 olur ki bu da
bir celigkidir. Bu sebepten dolay1 (2.36) ifadesi dogrudur.

t1 > tg sabitlensin. Bir pozitif ¢; sabiti vardir dyleki

h.h.h. t >t igin y(t) > ¢ (2.38)
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dir. (2.37) ifadesinde ¢ den u > t ye integrale gegilir ve u — oo alimir ise h.h.h. t > 1 igin

oo

v = = [ 1rlds > — [ rsteis (2:39)

t

elde ederiz. (2.34) ve (2.38) ifadelerinden h.h.h. t > t; i¢in

—f(;;z(/g Dy » Lba) (Zmyk(t) (2.40)

elde ederiz. (2.40) ifadesini (2.39) ifadesinin iginde kullanip, y(t) nin artanhigini da dikkate

[t yt) =

alirsak h.h.h. t > t; icin

J(t) > %@ / " Fsie) v (s)ds

(n /tloof(&cl)ds) 0

elde ederiz. Yukandaki esitsizligi (y(¢))" ile boliip ¢; den ¢ ye integrale gecilir ve ¢ — oo

aliirsa
171 7 17
g m f(s,c1)dsdu = g Als,ti] f(s,c1)ds
t1 u t1
y(t)'
<
< N1 < X0

ifadesini buluruz ve bu da (2.35) kosulu ile gelisir.
y(t) nin negatif oldugu durumda paralel bir argiimanin saglandig1 kolayca goriilebilir. Bu

da ispat1 tamamlar. m
Teorem 2.2.2 (2.32)ve (2.33) kosullar: saglansin ve asagidaki kosullar saglayan

0 < a < 1 olan bir « sabiti var olsun.

(

h.h.h.t >ty ve z # 0 icin x f(t,z) > 0 ve
f(t, )]

E —— artmayan ve

|
(t,x) € [to,00) x RT icin |F(t,z)| > f(t,z), (2.41)
(t,x) € [tg,00) x R™ i¢in |F(t,z)| > —f(t,x)

h.h.h. t >ty igin |z| e gore

\ olacak gekilde bir f : [ty,00) x R — R fonksiyonu vardir.

Eger sifirdan farklh her ¢ sabiti i¢in ve A(t) Teorem 2.2.1 daki gibi olmak iizere
/|f(s,cA(s>>yds = o (2.42)
to
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ise kapsama (2.1) salimmbhdir.

Ispat. y kapsama (2.1) m salinimsiz bir ¢oziimii olsun. y(t) < 0 oldugunda da benzer
argiimanler gegerli oldugu icin ¢ > tq icin y(¢) > 0 oldugunu kabul edebiliriz. Teorem
2.2.1 in ispatindaki gibi (2.36) ve (2.39) ifadelerini buluruz. 7(t), (2.37) ifadesindeki gibi
olsun. ¢ > t; olacak sekilde ¢5 sabit tutulup (2.39) ifadesinde gerekli diizeltmeler yapilip
t1 den t ye (> to) integral alinirsa h.h.h. t > ts igin

> A() [ £(s.p(s))ds (243
t
elde edilir. Dikkat edilirse h.h.h. t > t5 icin
y(t) < caA(t) (2.44)

olacak sekilde bir ¢y > 0 sabiti vardir. (2.41) ve (2.44) ifadesinden h.h.h. t > t5 igin

fiteo(e) = LU oy L2A0D) (100) 245

buluruz. (2.43) ve (2.45) ifadesini birlestirerek ¢ > ¢, igin

S0z g seeo (55) o

elde ederiz. t > t, olmak tizere w(t) = [~ f(s, c2A(s)) (%(s))) ds olarak alimrsa agagi-
s
dakiler elde edilir.

—w'(t) = f(t,coA(t)) (Z—) > f(t, c2A(t))(Gw(t))”

veya t > 15 i¢in

> (c5)"f (L, c2A(t))

olur. Bu egitsizligin integralini alirsak

iﬁ@@mmw<m

olur ki bu da (2.42) kosulu ile geligir. Boylece ispat tamamlanmigtir. m

Daha sonra agsagidaki sonug verilmigtir.
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Teorem 2.2.3 (2.32) ve (2.33)sartlar saglansin ve

( h.h.h.t >ty ve x # 0,

h.h.h. t > tg i¢in f(t,x) fonksiyonu x e gore azalmayan ve

(t,2) € lto, 00) x R* igin |F(t,)| > f(t, ), (2.46)
(t,x) € [to,00) X R™ i¢in |F(t,x)| > —f(t,x)

\ sartlarma saglayan f : [tg,00) x R — R fonksiyonu var olsun.

Eger sifirdan farkl her ¢ sabiti i¢in

/t:oﬁ/t:oﬁ(s,cﬂdsdu—oo (2.47)

ise (2.1) kapsamast salinmalidor.

Ispat. y, kapsama (2.1) in salinimiz bir ¢oziimii olsun. Her ¢ > ¢, icin y(¢) > 0 oldugunu
kabul edebiliriz. Ciinkii y(t) < 0 durumunda da paralel bir argiiman gegerlidir. Teo-
rem 2.2.1 in ispatindaki gibi (2.36) ve (2.38) ifadeleri elde edilir. Simdi de 7(¢) (2.37)
ifadesindeki gibi olsun. t; > to olmak iizere ¢; den ¢ ye (2.37) ifadesinde integral alinirsa

a(t)y'(t) < a(t)y'(t) — ) f(s,y(s))ds (2.48)

bulunur. (2.38) ifadesini (2.48) de kullanirsak

y'( _l/fscl

elde ederiz. Burada t; den t ye integral alinirsa t — oo igin

y(t) < ylt) — / -+ /tff<s,cl>dsdu — o

buluruz. Bu ifade t > t¢ igin y(t) > 0 gerecegi ile ¢celisir. Bu da teoremin ispatim
tamamlar. m

Simdi de agagidaki ilging sonug verilmigtir.
Teorem 2.2.4 (2.32) ve (2.33) sartlar saglansin q € L}, [to, 00) olacak sekilde

q : [to,00) — (0,00) bir ¢ fonksiyonu, p € C([tg,00), R") seklinde azalmayan bir p
fonksiyonu ve
(t,z) € [to,00) x RFicin F(t,z) < —q(t)a?
ve (2.49)
(t,z) € [ty,00) x R™ igin F(t,z) > —q(t)z*
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olacak sekilde bir A sabitinin 0 < A < 1 (A, pozitif tek tamsayilarin orani) var oldugunu
kabul edelim. Eger A(t), Teorem 2.2.1 daki gibi olmak iizere sifirdan farkli her pozitif ¢
sabiti i¢in

¢ /
limsup/ {p (s)q(s) — CZA((Z)) ds = oo (2.50)

t—o0

to
ise kapsama (2.1) salimmbhdir.
Ispat. y, kapsama (2.1) in sahmmsiz bir ¢oziimii olsun. ¢ > t, icin y(t) > 0 kabul
edebiliriz. Ciinkii y(f) < 0 durumunda da paralel bir argiiman gegerlidir. Teorem 2.2.1

ve Teorem 2.2.2 in ispatlarinda oldugu gibi (2.36) ve (2.44) ifadeleri bulunur. ¢ > #, igin

)yt

wlt) = p() 2908 2:51)
olsun. Ayrica 7 (t) de (2.37) ifadesindeki gibi olsun. ¢ > ¢, oldugunu dikate alirsak

iy e Q)Y () (a@®)y'(t)) (y'(1)?
w'(t) =p (t)yA—@) + P(t)W - /\P(t)a(t)yHl(t)
veya
w/(0) < =p(0ato) + ) (08D () (25)
ifadelerini elde edilir. Simdi ¢ > ¢, i¢in
) = o)+ [ (s = [ = (a(on/(s) ds > ) (alt)y () (25

dir. (2.44) ve (2.53) ifadelerini (2.52) ifadesinin i¢inde kullanirsak ¢ > ¢; > t; igin

< —plthatt) + 5 ()

= —p(t)a(t) + 4™ jlfg) (2.54)

elde ederiz. t; den t ye (2.54) ifadesinin integralini alip sonra sonug esitsizliginin ¢ — oo

w'(t)

i¢in lim sup unu alirsak

liItIiilolp/t [p(s)q(s) — jl/\(z) ds < —w(t) +w(ty) < w(t)) < oo

elde edilir. Bu da (2.50) kosulu ile celisir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 2.2.5 (2.32), (2.33) ve (2.49) kosullar: saglansin dahasi kabul edelim ki dife-
rensiyellebilir bir H : © = {(t,s) : t > s > to} — R fonksiyonu vardir oyleki

t >ty i¢in H(t,t) =0, H(t,s) >0 ve (t,s) €D i¢in % >0 (2.55)
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olsun. Eger A(t) Teorem 2.2.1 daki gibi olmak tizere herhangi bir ¢ > 0 sabiti i¢in

t

)
too  H(t,10)

lim sup
to

(H(t,5)p'(s) + p(s) ZH(t,5))
AX(s)

H(t,s)p(s)q(s) — ¢ ds = o0 (2.56)

oluyor ise kapsama (2.1) salinimldr.

Ispat. y, kapsama (2.1) in salimmsiz bir ¢oztim olsun. t > #, icin y(t) > 0 kabul
edebiliriz, ¢iinkii y(t) < 0 olmasi durumunda da paralel bir argiiman saglanir. Teorem
2.2.4 iin ispatinda oldugu gibi (2.36) ve (2.52) ifadeleri bulunur. Ustelik dikkat edilirse
t >ty icgin

—O‘Szgé)(t) <A (2.57)
dir. (2.52) esitsizliginin her iki tarafin1 H (¢, s) ile garpip elde edilen esitsizligin t; > ¢

dan ¢ ye integrali alinirsa

/tH(t,s)w'(s)ds = H(t,s)w ()|t1 /t@H(t S)w(s)ds

<~ [ st Zm/ms o (),

veya
—H(t, t1)w(ty) < / H(t,s) )ds+/t [H(t,s)p(s) +p’(s)aH(§Z’s)} (O‘(y‘?égs)) ds
(2.58)
(2.58) ifadesi (2.57) de kulanilirsa
/ H{(t,s)p/(s) + pls) 75
0> w(t) 2 g [ [HEoals) — o X e )]

1
elde ederiz. iistteki egitsizligin her iki tarafin lim sup una gegilir ve t — oo alinirsa (2.56)

sart1 ile celisen bir ifade bulunur. Boylece teorem ispatlanmig olur. m

Uyar:1 2.2.6

OH (1
e Teorem 2.2.5 te t > ¢ igin p'(t) > 0 ve (¢, s) € D igin 6( .8) > 0 kosullari, t > ¢,
s

ve (t,s) € D igin

0H(t:5) o (2.59)

h(t,s) = H(t,s)p'(s) + p(s) 95 2

ile degistirilebilir.
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e h(t,s) (2.59) ifadesindeki gibi olmak iizere (2.56) sart

: 1 !

h?iigp it to) /to H(t,s)p(s)q(s)ds = o0 (2.60)
ve

li t,s)A” 2.61
tggoH(t,to)/to h(t,s)A™"(s)ds < oo (2.61)

seklinde degistirilebilir.
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BOLUM 3

IKINCI DERECEDEN GUCLU SUPERLINEER VE GUCLU
ALTLINEER DINAMIK KAPSAMALAR ICIN SALINIM
KRITERLERI

Bu boliimde Elvan Akin-Bohner ve Shurong Sun tarafindan yapilan bir ¢aligma iizerinde
duracagiz; bakiniz, (E. Akin-Bohner and S.Sun 2012). Bu ¢aligmada zaman skalasinda
ikinci dereceden giiglii stiperlineer ve giiclii altlineer dinamik kapsamalar i¢in bazi salinim
kriterleri incelenmistir. Salinim problemleri son zamanlarda fark denklemleri ve diferen-
siyel denklemler alanlarinda ¢ok ilgi ¢ekici hale gelmistir. Bu alanlar, zaman skalasinda
dinamik denklemler adi verilen daha giiclii ve daha genel teoremler ile birlestirilmeye
baslanmigtir. Bu boliimdeki dinamik kapsama i¢in elde edilen sonuglar,6nceki boliimde
verilen diferensiyel kapsama icin elde edilen sonuclara gore de yenidir. Onceki boliimde
verilen diferensiyel kapsamanin salinimi i¢in gosterilen ispatlar ile bu boliimde ayni kap-
samanin dinamik versiyonunun salinimi icin verilecek olan ispatlar kiyaslanabilirlik agisin-
dan 6nemlidir. Son zamanlarda bu tiir caligmalar ¢ok revagtadir.

Bu boliimde asagidaki [H1], [H2] ve [H3] hipotezleri altinda
(p(t)z™(1))> € F(t, 27 (t)), h-hoh. >t (3.1)

seklindeki ikinci dereceden lineer olmayan dinamik kapsamanin c¢oziimlerinin salinim

davranig1 iizerinde durulacaktir.

H1] p € Crq([to, 00)p,RT) tyleki

[H2] F: [tg,00); x R — 28\ konveks ve kompakt kiime-degerli fonksiyon 6yleki

|F(.,u)| =sup{ly| : y € F(t,u)} ve F(t,u) > 0 yani, her y € F(t,u) i¢in y > 0.
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[H3]

(t,u) € [to,00)p X R igin F(¢,u) < 0,

(t,u) € [to,00)p x R™ icin F(t,u) > 0.

Dinamik kapsamalar, dinamik denklemlerin énemli bir genellegtirilmesini temsil eder.
Bir dinamik kapsamanin ¢oziimii tek bir egri yerine ulagilabilir bir kiimedir. Dinamik
kapsamalar icin ¢oziim metodu, dinamik denklemler i¢in kullanilan niimerik metodlar
ile kiyaslandiginda oldukca karmasiktir. Algoritmalar, optimal kontrol teorisinin bazi
kavramlarimi temel almaktadir. Dinamik kapsamalar ile pek cok durumda karsilasila-
bilmektedir; ¢rnegin, dinamik varyasyonel esitsizlikler,ileri dinamik sistemler, dinamik
Coulomb siirtiinme problemleri ve fuzzy kiimeleri aritmetigi gibi. Ornegin: Coulomb
stirtiinme i¢in temel kural kayma yoniiniin ters yoniinde u/N biiyiikliigiine sahiptir, bu-
rada N dik (normal) kuvvet ve y (siirtiinme katsayisi) bir sabittir. Fakat, eger kayma sifir
ise, stirtiinme kuvveti dogru diizlemde biiyiikliigii u/N ya da daha kiiciik olan herhangi
bir kuvvet olabilir. Bu yiizden, siirtiinme kuvvetini durum ve hizin bir fonksiyonu olarak
yazmak i¢in bir kiime fonksiyonuna ihtiyag duyariz.

Son zamanlarda ayrik ve siirekli analizde salinim problemleri ¢ok popiiler hale gelmigtir.
Bu yiizden bu iki alan ¢ok daha kuvvetli bir genel teori ile birlegtirilmeye ve genisletilmeye
baglanmigtir. Bu teori reel sayilarin bogtan farkli alt kiimeleri olan T zaman skalasi
olarak adlandirlmustir. Ik boliimde biraz 6zetledigimiz bu teori Hilger tarafindan 1988
de baglatilmigtar.

Bu boliimiin temel amaci (3.1) ile verilen dinamik kapsama i¢in E. Akin ve S. Sun tarafin-
dan verilen salimim kriterlerinin incelenmesidir. Said Grace, R.P.Agarwal ve D.O’Regan

sadece A(t) = oo iken
(p(t)a' () € F(t,z(t)), h.h.h. t > tg

ikinci dereceden diferensiyel kapsamasimin salimimi igin yeterli sartlar vermislerdir.(Grace
et al. 2009). (3.1) i¢in salinim kriterlerini A(¢) = oo iken yine E. Akin ve S. Sun tarafindan
2009 yilinda ¢aligilmigtir (bakiniz, E. Akin and S.Sun 2009). Bu boliimdeki ispatlar Grace,
Agarwal, Bohner ve O’Regan tarafindan yapilan galisma (bakimiz, Grace et al. 2009),
Bohner ve Tisdel tarafindan yapilan ¢alisma (bakiniz, Bohner and Tisdel 2005) ve E. Akin
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ve S. Sun tarafindan yapilan ¢galisma (bakimiz, E. Akin and S.Sun 2011) ile baglantilidir.
Bu boliim boyunca T zaman skalasi tistten sinirsiz kabul edilmigtir. Tiim reel degerli yerel
A-integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi; yani, her bir [ty, 00); kompakt aralig1 tizerinde
A-integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi L}, ([to, 00)1 , R) olsun. Eger [to, 00); iizerinde
h.h.h. (p(t)a:A(t))A = y(t) ve [tg,00) lizerinde h.h.h. y(t) € F (¢,27 (t)) olacak gekilde
bir y € L}, ([to, 00)y , R) fonksiyonu var ise (3.1) in bir ¢6ziimii « tir denir. Eger (3.1) in

bir ¢oziimii = belli bir noktadan sonra pozitif ya da negatif degil ise salimimhidir denir.

3.1 TEMEL SONUCLAR

Bu kisimda dinamik kapsama (3.1) in salimm davramsglar iizerinde durulacaktir. Sirasiyla
ikinci dereceden giiglii siiperlineer ve giiclii altlineer dinamik kapsamalar i¢in salinim

kriterleri incelenecektir.

Tanim 3.1.1 FEger
(t,u) € [to,00)p X RT dgin |F(t,u)| > f(t,u)
(t,u) € [to,00)p X R™ dgin |F(t,u)| > —f(t,u)

ve h.h.h. t > ty, xy > 0 ve |z| < |y| igin

St D) _ 1ty

7

(3.2)

sartlarim saglayan h.h.h. t > to,u # 0 igin uf(t,u) > 0 olacak sekilde bir
f : [to,00)r x R — R fonksiyonu ve bir 5 > 1 sabiti var ise (3.1) kapsamas: (veya F)

giiglii siiperlineerdir denir. Ayrica eger
(t,u) € [to,00)p x R i¢in |F(t,u)| > f(t,u)
(tu) € [to,00)y x R igin [F(t,u)| > — f(t,u)

ve h.h.h. t > to,xy > 0 ve |z| < |y| igin

£t 2 1)

Tyl

(3.3)

sartlarim saglayan h.h.h. t > to,u # 0 igin uf(t,u) > 0 olacak sekilde bir
f : [to,00)p x R — R fonksiyonu ve bir 0 < 7 < 1 sabiti var ise (3.1) kapsamas: giiglii

altlineerdir denir.
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Eger f = 1 iken (3.2) saglanir ise (3.1) kapsamasima siiperlineer; eger v = 1 iken (3.3)
saglanir ise (3.1) kapsamasina altlineer denir. Asagidaki lemmalar ¢ok kullanmighdir ve bir

cok yerde kullanilmigtir.

Lemma 3.1.2 [ty,00); tzerinde 2| tek isaretli ve X > 0 verilsin. O halde [to, 00)

tzerinde

Y
ot () e
(Jo|)* = 1=A 7z
dur.

Lemma 3.1.3 Farzedelimki (3.1) kapsamasimun [to,00)p araliginda bir ¢ozimii x tek

isaretli olsun. O zaman [ty, 00) tzerinde ya

™ >0 (3.4)
ya da [ty,00) tzerinde

zz® <0 (3.5)

olacak sekilde t1 > to,t1 € T vardar.
Dahast varsayalvmki bir f : [to,00)r X R — R fonksiyonu vardur dyleki h.h.h. t > tq igin
uf(t,u) >0 ve

e = {la(to)] + plto) |#> (t0)| Alto) } sgna(to)

eger (3.4) saglanwr ise
p(t1)z® (t1)sgnx(to), eger (3.5) saglamr ise

olsun. O zaman

cx > 0 olmak tizere [tg,00) tUzerinde |z| < |¢| (3.6)
ve

cAx > 0 olmak tizere [ty,00)y tzerinde |x| > |cA| (3.7)
dar.
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Ispat. Kabul edelim ki  kapsama (3.1) in bir ¢éziimii ve [ty, 00); iizerinde z > 0 olsun.
x < 0 durumu da benzer sekilde gosterilebilir. Eger (3.4) sart1 saglanmaz ise t; > tg

olacak sekilde t; € T vardir syleki 22 (¢;) < 0 dir. [H2] hipotezinden t > t; icin

(p(t)z™ ()= <0 (3.8)
dir ve boylece t > t; igin

p(t)z® (t) < p(t)z®(t) <0

dir. Bu yiizden t > t; igin 22(¢) < 0 olur. Bu (3.5) kogulunu ispatlar.
Ustelik, (3.8) kogulundan

Ptz (t) < p(to)a™(to), t > to

veya

p(to)z(to)
p(t)

elde edilir. Ustteki esitsizlikte ¢ > t, olmak tizere ¢, dan ¢ ye integral alirsak

8 (1) < t >t

t

£(t) <« (fo) + plto) ™ (t0) /

to

As
p(s)

olur. Bu nedenle

)] < Jolto)] + o) |+40)| [ ]%

< |x(to)] + plto) |2 (to) | Alto) (3.9)
bulunur.
¢ = x(ty) + plto) |2 (to)| Alto) (3.10)

ile gosterelim. Bu durumda (3.6) kosulu ispatlanmig olur.
(3.7) kogulunu gostermek igin iki farkli durumu dikkate aliyoruz. Eger (3.4) saglanir ise

her t > tg i¢in

z(t) > x(ty) = CA(tg) > CA(t)

dir. Eger (3.5) saglanir ise, bu durumda

y(t) = (p(t)2=(1)> (3.11)
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ve y(t) € F(t,2°(t)),y € L}, ([to,00)r,R) olsun. v,s > tg,v,s € T olmak iizere (3.11)

loc
ifadesi v den s ye integre edilir ise

s

p(s)5(s) = p()a* () + [ y(r)ar

v

elde ederiz. Bu nedenle

elde edilir.

(t,x) € [to,00)p x R igin — y(t) > f(¢t,z°(t))

(3.12)

(3.13)

oldugunu goriiniiz. (3.13) ifadesini (3.12) ifadesinde g6z éniine alinir ve (3.12) igin u > ¢,

olmak tizere t den u € T ye integrale gecilir ise

o(u) = 2(t) < p(0)s(0) / o / e / (r.a” (7)) ArAs

veya

2(t) > —p(v)z2 (v) / pA(SS) + / p(ls) / F(r,2° (1)) ATAs

elde edilir. Son ifadede v = ¢; ve © — oo alimirsa

(o) S

2(t) > —p(tl):z:A(tl)]o AS) + / p(ls) / F(r,2°(7))ATAs

p(s /
> —p(t)z™ (t) A(t)

= CA(t)

elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar. =

(3.14)

Siradaki teoremde kapsama (3.1) in giiglii siiperlineer veya giiclii altlineer olmasina ihtiyag

yoktur.
Teorem 3.1.4 [H1|-[H3| sartlarina ek olarak
[H4]

flt,z) < fty),r <y, t >t
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kosulunu saglayan bir f : [ty, 00)p X R — R fonksiyonu var olsun. Seklinde bir [H4] sart:
da kabul edilsin.Eger sifirdan farkli her ¢ sabiti icin

o0

1 i B
/@/ym, cA%(7))| ATAs = o (3.15)

to
olur ise kapsama (3.1) salinimhdir.

Ispat. = kapsama (3.1) in salimmsiz bir ¢oziimii olsun oyleki [ty, 00)y tizerinde x > 0
olsun. z < 0 durumu da benzer sekilde gosterilebilir.(3.7) ifadesi ve [H4] sartindan her

t Z to 1@111
fr,a%(r)) = f(r,247 (7)) (3.16)

buluruz. v =wv =t; <t sart1 ile (3.14) ve (3.16) ifadelerini kullanirsak

o) < alt) +p(t)a (1) [ pA(j) -/ p(ls) [ Hra m)anas (3.17)

< aftn) + ol (1) | pA(j) - / p(ls) [ .o (myaras (3.18)

ifadelerini elde ederiz. Bu ifadede z in pozitif durumu ¢ — oo i¢in (3.15) ifadesiyle gekisir.
Bu da teoremin ispatini tamamlar. =
Siradaki sonug kapsama (3.1) giiclii siiperlineer iken bu kapsamanin salmim davranig ile

ilgilidir. (E. Akin-Bohner ve S. Sun,2009).

Teorem 3.1.5 [H1]-[H3| sartlarina ilave olarak kapsama (3.1) giglii siiperlineer olsun.
Eger sifirdan farkly her ¢ sabiti i¢in

15 e @lar—oc (.19

ifadesi saglanwyor ise kapsama (3.1) salinvmbidur.

Ispat. Kapsama (3.1) in salimmsiz bir ¢oziimii 2 olsun Syleki [to, 00) lizerinde z > 0
olsun. z < 0 olma durumu da benzer sekilde gosterilebilir. Kapsama (3.1) siiperlineer ve
(3.7) ifadesi saglandigindan bir f : [ty, 00)p x R — R fonksiyonu ve bir 5 > 1 sabiti vardir
oyleki her t > t; > t; icin

f(r,27 (7)) _ f(7,¢A% (7))
(27 (7)) (A7 (7))

> (3.20)
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olsun. t > u > t; = v ile (3.14) ifadesini kullanirsak

z(u) > —p(t)z? (t) /AS / /f 7,27 (7)) ATAs (3.21)

> bA(u)—kA(u)/f(r,x” (1)) AT (3.22)
> bA(u) + Alu / / TAf_AG (27 ()" Ar (3.23)

elde ederiz. Yukaridaki esitsizliklerde b := p(t;) |2* (t1)| seklinde tanimlanmustir. Boylece
(3.20) yi kullanirsak

R / e o) (4 8)6 A = w(w)

elde ederiz. Lemma 3.1.3 ten

27 (1)\"
w0 = @7 e ) (F0) 2@ fner @) ()’
dir. Bu yiizden

(@ () > %ﬁlf (r,2A% (1)

buluruz. Yukaridaki esitsizlikte ¢t > t; olmak iizere ¢; den ¢ ye integral alinirsa

(wl_ﬁ) (t1) > (1,C¢A% (1)) AT

elde ederiz. Bu ifade t — oo i¢in b nin secimi ile gelisir. Boylece teorem ispatlanmig olur.
|
Siradaki sonug (3.3) kosulunu saglar, yani F' giiglii altlineer iken (3.1) kapsamasinin

salimim davranisi ile ilgilidir.

Teorem 3.1.6 [H1|-[H4| kosullarina ek olarak kapsama (3.1) gii¢lii altlineer olsun. Eger

sifirdan farkl her ¢ sabiti i¢in

70]% / 1 (7. ¢)| ArAs = oo (3.24)

to

ifadesi saglamyor ise kapsama (3.1) salimvmbidar.
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Ispat. 2 kapsama (3.1) in salimimsiz bir ¢oziimii olsun dyleki [ty, 00)y iizerinde z > 0
olsun. z < 0 durumu da benzer sekilde gosterilebilir. Lemma 3.1.3 ten (3.4) veya (3.5)

ifadelerinden herhangi biri saglansin. Eger (3.4) saglanir ise her ¢ > t; igin
27 (t) >z (t) > x (to)

ve boylece u = v =ty < t olmak iizere (3.14) ifadesinden ve [H4] kogulundan

z(t) < x(to) + p(to)z™ (to) / / /f 7,2 (t)) ATAs

elde ederiz. Bu ifade t — oo alindiginda x in pozitifligi ile geligir. Eger (3.5) saglanirsa
0 < v < 1 olmak iizere (3.6) ve (3.3) ifadeleri yardimiyla her ¢ > ¢; icin
flr,27(r) _ f(1,0)
(z7 (7))’ (@)
oldugunu buluruz. v = t; <t olmak iizere (3.12), (3.13) ve (3.25) ifadelerinden

> (3.25)

t

2 (4

t1

1 / -
—mt/f(ﬂx (1))AT

IA

IA

|
—

SN~—
S :
i’:

l>

ﬁ

IN

(@ v | C)AT

elde edilir. Simdi de Lemma 3.1.2 den

©7 [ B0 _ @)
0 /“T”’ATS a0 ST 1o

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte ¢ > ¢; olmak iizere ¢; den ¢ ye integral alinirsa

t

() > 2T () + 1(6;/ /f 7,0)ATAs

ZL(E—)JH/t]%!f(T,E)ATAS
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elde edilir. Bu da t — oo i¢in (3.24) ile ¢elisir. Boylece teorem ispatlanmig olur.

Yukarida verilen teoremlerin ispatlari ile ikinci boliimdeki ispatlar arasindaki benzerliklere
dikkat ediniz. Yalniz, bu boliimdeki ispatlarin daha genel olduklar: tabii ki unutulma-
malidir. Simdi ikinci ve tigiincii boliimlerde ele alinan diferensiyel ve dinamik kapsamay1
biraz daha genel olan ikinci dereceden bir dinamik kapsama ile degistirerek bu kapsama

i¢in salinim kriterlerinin elde ediligini bir sonraki bolimde gosterecegiz. m
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BOLUM 4

IKINCi DERECEDEN, DAGILIMLI SAPMA
PARAMETRELI, SONUMLU DINAMIK KAPSAMALARIN
SALINIMI

Bu boliimde Said Grace, Elvan Akin ve Rawi Agarwall tarafindan yapilan yeni bir ¢aligma
iizerinde duracagiz; bakimiz (Grace et al. 2015). Bu ¢alismada dagilimh sapma para-
metreli lineer olmayan ikinci dereceden soéniimlii dinamik kapsamalarin tiim ¢oziimlerinin
salinimu tizerine bazi teoremler verilmistir. Bu kapsamanin denklem formunun salinimu
iizerine olan galigmay1 Said Grace, Elvan Akin ve Can Murat Dikmen 2014 yilinda yap-
nusglardir; bakinz (Grace et al. 2014).

T keyfi bir zaman skalasi, supT = oco ve 0 < a < b, a,b € T olmak iizere h.h.h.t >ty € T
icin

b

(@) 0+ ()" @) € [altr)F(talo(t.m) A (4.1)

a

dagilimhi sapma parametreli lineer olmayan ikinci dereceden soniimlii dinamik kapsamanin
tim ¢oziimlerinin salinim tizerinde duracagiz.
Burada t > ¢, yazmakla ¢ € [t;,00) NT := [t;, 00); demek istiyoruz.

Asagidaki sartlar1 kabul ediyoruz;

(1) «a pozitif tek tamsayilarin orani;

(2) p,r : T — R" tek-degerli sag yogun siirekli fonksiyonlar oyleki ¢t € T, 72 (t) > 0

icin

[ (e tom) s 12

to

burada e, (¢, to) iistel fonksiyonu e, (a,b) e, (b, c) = e, (a, ¢) alt grup 6zelligini saglar.
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(3) q:Tx[a,b]y — R sag yogun siirekli bir fonksiyon;

(4) g:Tx [a,bl; — T ikinci degiskene gore azalan bir fonksiyon, g (t,7) <t vet — o0

iken g (t,7) — oo, T € [a, b];

(5) F: [to,00)p x R — 2% kiime-degerli fonksiyon (burada 2 reel sayilar bogtan farkh

alt kiimelerinin bir ailesini gostermektedir).

[0}

Kapsama (4.1) in bir ¢oziimii ile, r (mA)a ve p (mA)a € Cpq ve (7" (mA)a)A +p (ZEA) €
L}, [to, 00)y olacak sekilde bir € C,, fonksiyonu kastedilir.

Kapsama (4.1) in boyle ¢oziimlere sahip oldugunu varsayiyoruz. Eger her ¢ € [t1, 00) igin
x (t)x7 (t) > 0 olacak sekilde bir ¢; € T var ise (4.1) kapsamasinin bir ¢oziimii salinim-
sizdir. Aksi taktirde ise salimmml oldugunu belirtelim. Eger tiim ¢oziimleri salinimli ise
kapsama (4.1) in kendisi de salmimlidir.

Stirekli ve ayrik analizi birlegtirmek i¢in Hilger tarafindan bulunan zaman skalasi teorisi
son zamanlarda pek ¢ok ilgi gormiigtiir (Hilger 1990).

Son yillarda, zaman skalasinda gesitli dinamik denklemlerin salinimi ve salinimsizlig
konusunda ¢ok fazla aragtirma olmustur (Erbe et al. 2009, Grace et al. 2014). Buna
ragmen, zaman skalasinda ikinci dereceden dinamik kapsamalarin salimimi (Grace et al.
2015) ve dagilimli sapma parametreli ikinci dereceden dinamik denklemler (Grace et al.
2014) ile ilgili daha az sonug vardir.

Bu boliimde, kapsama (4.1) in tiim ¢dziimlerinin sahmim davranigi iizerine yapilan ¢aligma
iizerinde durulmugtur (Grace et al. 2015). Bu ¢aligmada (4.1) kapsamasi igin bir salinim
sonucu, salinim karakterini bildigimiz ikinci dereceden dinamik denklemler ile kargilagtirma
yoluyla elde edilmigtir. Ayrica, (4.2) kogulu yanhg oldugunda, kapsama (4.1) igin benzer
salimim sonugclar1 da elde edilmigtir. Son olarak, elde edilen sonuglar i¢in miimkiin olan
birkag genisletme aragtirilmistir. Bu calismadaki sonuclar T =R ve T = Z durumlari i¢in

de yeni olmasindan dolay1 énemlidir.

4.1 TEMEL SONUCLAR

Bu kisimda

(t,z) € [tg,00)p X Rt icin F (t,x) <0
(t,z) € [to,00)p X R™ icin F (t,x) > 0
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olmak iizere (4.3) ifadesinin dogru oldugu varsayilip asagidaki sonuglar verilmisgtir.

Lemma 4.1.1 (1) —(5), (4.2) ve (4.3) sartlar: saglansin x (1), (4.1) kapsamasinin pozitif

bir ¢ozimi olsun o halde bir ty € [to, 00) varder dyleki
z(t) > 0,2%(t) > 0 ve ™2 (t) <0 (4.4)
dor.

Ispat. Kapsama (4.1) in pozitif bir ¢oziimii olsun. O halde ¢t > ¢, ve 7 € [a, b]; icin bir
t1 € [to, 00)g vardir dyleki = (t) > 0 ve = (g (¢,7)) > 0 dur.
ay A .
y(t) = (r(22))" @) +p(a2) @) fley (1) € [ a(t,7) F (t,x (9 (t, 7)) AT
ve (4.5)
Y € L} [to, OO)T

loc

olsun. (4.3) kabuliinden w (t) = r (22)" (), ¢ > t; olmak tizere

(r (@) ) +p () (1) <0 hhht >t igin

w? () + —2w(t) <0 h.h.ht >t icin

w ()

6_%(, 0)

( w(t) )A wh(B)e_p (t,t0) = (—24) e_p (¢, to) w (1
e to)

elde edilir. ¢t > t; icin ifadesinin azalan oldugunu iddia ediyoruz. Acikca,

dir ve iddia ispatlanmis olur. Simdi de ¢ > ¢; icin 2 (¢) > 0 oldugunu iddia ediyoruz. Bu

amacla, belli bir noktadan sonra 22 (t) < 0 kabul edelim. Bu yiizden bir ¢, € [t;, 00) vardir

t
oyleki t > t5 igin z2(t) < 0 dir. % mn azalanlik gergegini kullanarak t € [t2, 00)
€_2 (1, %0
icin '
rOEED)? e,
6_% (ta 2(:0) 6_% (t27 t(])

buluruz. Boylece t € [ta, 00) igin
1

7B () < —ba {ﬂ}

r(t)
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to den t >ty a bu esitsizlik integre edilirse

2(t) < z(ts) — bé/t (%) : As

t2

ifadesini buluruz. ¢ — oo iken x(t), —oo a yaklagir bu da z(¢) in pozitif olmasiyla geligir.
Bu yiizden z2(¢) > 0 olmahdir. Son olarak 22 (t) < 0 oldugunu géterelim. Agarwal et
al. (2002) makalesindeki Teorem 1.90 dan

> q / e+ (1 — h)a]* L2 (#)dh = az® ()22 (1)

oldugunu buluruz daha sonra bu esitsizlikte = yerine 22 yazilir ise

(@2 (1)) > a (2(1) " 2221) (4.6)

elde edilir. (Agarwal et al. 2002). Bu yiizden

A

rt) @) = 22O (0) +r7(t) (=2 (1))")

> qr ()@ ()" + ar” () (@) (1)

olur. Burada z2(t) > 0 ve r2(t) > 0 gergeginden z°2(t) < 0 oldugu goriiliir. Boylece

ispat tamamlanmig olur. =

Lemma 4.1.2 Lemma 4.1.1 in hipotezleri saglansin. O halde ¢ € (0,1) olacak sekilde

bir ¢ sabiti ve t > ty olacak sekilde bir t € T vardwr éyleki her t >t icin

w(g(t) __a*(t)
o) = o)

burada g, (4) teki gibi bir fonksiyondur.

(4.7)

Ayrica

b

Q<t>=/q<t,7>m ve g (t) = g (t.b)

a

seklinde aliyoruz.

Simdi de (4.1) kapsamasi i¢in salimm sonuglarini verelim.
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Teorem 4.1.3 (1) — (5),(4.2) ve (4.3) sartlars saglansin,

(
h.h.h. t > tg ve x # 0 igin xf(t,x) > 0 ve

t
ve x # 0,h.h.h. t >ty i¢in ftz) >c>0 ve
x()é
(t, ) € [ty,00)p X RT igin |F(t,z)| > f(t, ), (4.8)

(t,z) € [to,00)p X R™ dgin |F(t,z)] < —f(t,x)
| olacak sekilde bir f : [to, 00) X R — R warder

ifadesi dogru olsun. Eger

r”(t ( ) ea 00)m 1CIN
! 96) \" A — oo
Jea (22 as- (410)

sartlarina saglayan bir (t) € C}, (T,R") fonksiyonu var ise kapsama (4.1) salinamldar.

Ispat. z(t), [t, 00); iizerinde kapsama (4.1) igin salimimsiz bir ¢oziim olsun. Farzedelim
ki t>tyvea<7<b igin z(t) >0 ve z(g(t,7)) > 0 olsun. Ayrica

A

y() = (r(@®)?) % () + p (@) (1) ey (1) € [} q(t,7) F(t,2(g(t,7))) AT

ve

Y€ Lloc [t07 OO)']I‘

olsun. (4.3) ve (4.8) dan

ve

b
(r(:ﬂA)O‘)A ) +p (™) @)+ /cq (t,7)x*(g(t, 7))AT <0, h.h.h. t >t (4.11)

elde edilir.
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Simdi Lemma 4.1.1 den z, [tg, 00) iizerinde artan bir fonksiyon olmak iizere (4) kosulu

yardimiyla (4.11) ifadesi
(r(xA)O‘)A (t)+p (a:A)a (1) + cQ(t)x*(g(t)) <0, h.h.h. t>tg (4.12)

elde edilir. Lemma 4.1.2 den bir ¢ € (0,1) sabiti ve t; > ¢, vardir oyleki (4.7) sart:
saglanir. (4.12) de (4.7) yi kullanarak

(r(:CA)O‘)A ) +p (@) () +c(@* Q) (%) 2% (0 (t)) <0,h.h.h. t >t (4.13)
elde edilir. [t;,00)y tizerinde
w(t) = € (1) L@“)) (114)

seklinde w(t) fonksiyonu tanmimlansin. O zaman w(t) > 0 ve

veya h.h.h. t > tiigin

A —c(e)” 9y " w (o
wt (0 < —c@ s (20) + v
e @) @) )
wom) T ey 4

elde ederiz. Lemma 4.1.1 den z22(¢) < 0 ve 22(t) > 0 oldugundan

2 () > (o ) vex(t) <z(o(t), t>t (4.17)

elde edilir. (4.17) ifadesini (4.16) da kullanirsak h.h.h. t > tyigin

e G0\ 8O e |
(f) < —e(@"¢ (M QD) (a t)) *[aa(t)) o) emy v
€ (1) ()

o4



ifadesini kolayca bulabiliriz. (4.18) ifadesinde (4.9) sartim kullanarak h.h.h. t > t1igin

g9(t)

w0 <@ e (L2)

buluruz. Bu esitsizligin her iki tarafinin ¢; den ¢ ye integrali alinirsa t — oo igin

0 < w(t) < w(tr) - c ()" / (900 ji’))A S

celigkisini elde ederiz. Bu ispati tamamlar. m

Siradaki sonug (4.9) sart1 saglanmaz iken kapsama (4.1) in salimmu ile ilgilidir.

Teorem 4.1.4 (1)—(5),(4.2), (4.3) ve (4.8) sartlar saglansin. Eger bir&(t) € C, (T, RY)

varsa oyleki

(o0 ()€ (o (1))
& (t

vet >t ve herc € (0,1) sabiti igin,

o | <o (45)

1 (SA(t) _ &(s)pls) )(r(a(s))g((;(s))
c@* \&(o (1) r(o(s)&(o(s))

ise 0 zaman (4.1) kapsamast salinambidar.

p(t) < *

X (1) t€ty,00) dcin (4.19)

~—

)] as=o0

Ispat. x(t), kapsama (4.1) icin salmimsiz bir ¢oziim olsun, t >ty ve a < 7 < b icin
xz(t) > 0 ve z(g(t,7)) > 0 oldugunu kabul edelim. Teorem 4.1.3 iin ispatindaki gibi
ilerleyerek h.h.h. t > t; icin

g9(t)

w0 < —c@e0an (25) +

(1) £ (t) plt
( v w (o (£)) (4.21)

o) r(o()E(a(t)

formundaki (4.18) ifadesini elde ederiz. (4.7) den her t > ¢; igin

A + « 1 «

(w ( )) < (__> (4.22)
x(t) ct

oldugunu goriiriiz. Bu nedenle t > t; icin

w(t) = € (8)r(t) (l" “’) < @@=t (4.23)

x(t) to
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olur. (4.21) ifadesinde (4.23) ifadesini kullanirsak ¢ > ¢; igin

1 oA« g\ 1 ()  EMpt)  \re®)E@ )
e W= —tHe) (a<t>) e (s<a<t>> r(o(t»a(o(t») =0

(4.24)

buluruz. Bu esitsizligin #; den t ye integralini daha sonra da sonucun her iki tarafinin
t — oo icin lim sup unu alirsak istenen celigkiye variriz. Bu da ispati tamamlar. m

Simdi asagidaki sonucu verelim.

Sonug 4.1.5 Teorem 4.1.4 in hipotezi saglansin. (4.20) kosulu (4.10) kosulu ile degisti-

rilir ve

/ {5:((2))) - r<f<§f>>§(<?<s>>] (T(U )¢ (@ (S))) As < 50

1se o zaman Teorem 4.1.4 in yargist saglar.
Simdi de kapsama (4.1) i¢in agagidaki salinim sonucunu elde edecegiz.

Teorem 4.1.6 (1) — (5),(4.2), (4.3) ve (4.8) sartlar saglansin. Eger

i £ [ (2 e o

ise kapsama (4.1) salimamlidar.

Ispat. x(t), kapsama (4.1) icin salimmsiz bir ¢oziim olsun. ¢ >ty ve a < 7 < b icin
x(t) > 0 ve z (g(t, 7)) > 0 kabul edelim. Lemma 4.1.1 in ispatinda oldugu gibi ilerlenir

ise, her t € [t1,00) , t1 > to i¢in

<0
B ei (SatO) o

(r(t)(xﬂ(t»a)A _ rOEA0))* + O ()

G,E(t, to)

T

elde ederiz. Simdi her u > t, u,t € [t1, 00)q igin

e_z(u, t) ez (t,t) e_z(s,to)

W) @A), / (r(s)(x%))a)A AL

VAN
<
—~
~
N—
—
8
>
S
~
N—
N—
Q
|
@)
—~
o
S—
Q
N
rs
—~
w
N—r
N
N
—~
w
N—



dir. © — oo alirsak

<>E(<>)> > @ /6_5(@<s> <9<8>>“xa<sms

veya h.h.h. t € [t1,00) igin

() = o s ()

elde edilir. (4.22) ifadesini (4.26) ifadesinde kullanirsak

(lt) > ) 8(<)>t> (5(<>>)A

t

o0

= 2 ) ff,(<)>t> <5(<>>)A

t

elde ederiz. Bu egitsizligin her iki tarafinin ¢ — oo i¢in limsup u alinirsa (4.25) kosulu

icin bir geligki elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Teorem 4.1.7 (1) —(5),(4.2), (4.3) ve (4.8) sartlar: saglansin ve o > 1 olsun. Eger bir
£(t) € CL, (T, RY) fonksiyonu vardwr dyleki (¢) € (0,1) olmak tizere

imsup / {core@ow <j’(<>))

_ r(o(s))? Ay PEEOT AL
c(@ o () r(t)E (1) [5 () r(o (s)J }A (427

ise [to, 00)r da kapsama (4.1) salnembidar.

Ispat. x(t), kapsama (4.1) i¢in salimmsiz bir ¢oziim olsun.Farzedelim ki ¢ > t, ve
a <7 <b iginx(t) > 0 ve z(g(t,7)) > 0 olsun. Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.4 {in
ispatlarindaki gibi ilerleyerek (4.18) ve (4.23) ifadeleri bulunur. Simdi (4.18) ifadesinden
t >ty igin

(o (1) wal (o (1) (4.28)




ifadesini buluruz. o > 1 olugunu kaydederek (4.23) ifadesini (4.28) ifadesinde kullanarak

t > 11 icin

oD\ [ W)
) - [5’@) (D)€ (1)

“e(o(t)  r(a(®)E(o(D)

ve

@ (1) (1)
olmak {izere
s . g\ r(o(1) N0
) < —c@ QW (a@)) L ey iy [s (0 T(U(t))]
= w(o _ P 2
_ (W%(t) 00~ R(t)) |
Boylece, t > t; icin
e o (o)) NIRRT O
(1) < —c @€ () Q) (U(t)) N ey e [5 (0 r@(m}

elde edilir. Bu esitsizligi ty dan ¢ ye integre edip c¢ikacak olan esitsizligin ¢ — oo i¢in her
iki tarafin lim sup u alinir ise istenen sonucu elde ederiz. Bu da ispati tamamlar. =

Simdi islemlerimizde kolaylik saglamasi agisindan
D ={(t,s):t>s>ty t,s € [to,00)p}

kiimesini goz oniine alalim. Eger

H] t > to i¢in H (t,t) =0, t,s € [ty,00)p, t > s >ty icin H (t,s) > 0 ve ikinci degiskene

gore H2 (t, s) pozitif olmayan A- kismi tiirevine sahip; yani

HA (t,8) € Chg ve HA (L, 5) <0.

Oluyor ise bir H (t,s) € Cyq (D, R) fonksiyonu [H| kosulunu saglar denir,
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Teorem 4.1.8 (1) — (5),(4.2),(4.3) ve (4.8) sartlar: saglansin ve H fonksiyonu, [H]

kosulunu saglasin. c,c sabitleri Teorem 4.1.3 deki gibi ve

bit.s) = (H(E () + (e )t ) | o0 = =&

) p(s)
Eo(s) 7o } (4:50)

s
)& (o(s))
olmak tizere, eger baz t; > tg icin

t

isup 7 [ |e@ g0 (£5) as

t—o00

t1

olacak sekilde £,m : T — RY  A-diferensiyellenebilir fonksiyonlar var ise kapsama (4.1)

salimamlidar.

Ispat. z(t), kapsama (4.1) i¢in salimmsiz bir ¢oziim olsun. Farzedelim ki ¢ € [to, 00),
vea <7 <b igin z(t) > 0 ve x(g(t,7)) > 0 olsun. Teorem 4.1.7 nin ispatindaki gibi
ilerleyerek (4.29) ifadesini buluruz. Simdi (4.29) ifadesinin her iki tarafim 7 (s) H (¢, s) ile

carpip t; > tp dan t ye integralini alirsak;

t

)a Bs <= [Hit.(s)w (5)2s

t1

29



< H(t, t)n(t)w (1)

t1

R(t,s) =a @ H(t, s)n(s) o (s)

olmak tizere

t

= H(t, t1)n(t1)w (t1) —/ [

t1

ve boylece

<

@ [Ht @600 (4) a5 < Hetntw (1)

. / (ht,5)r° (5) € (5)) N
10 (@ H (L) ()01 () 7(5)€ (5

t1
elde ederiz. Simdi

e / e e (2%)

B (r7(s)n” () h(t, 5))*
da ()" H(t, s)n (s) 02 (s) r(s)€ (5)

oldugunu elde ederiz. Eger bu egitsizligin her iki tarafinin lim sup u alimirsa ¢ — oo igin

As < n(t)w ()

bir celigki elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. =

Asagidaki teorem hemen elde edilir.
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Teorem 4.1.9 (1) — (5) sartlar, (4.2),(4.3) ve (4.8) ifadeleri saglansin ve H, [H] kosu-

lunu saglasin. Bazi t1 € [tg, 00) i¢in h (4.30) deki gibi tanwmls ve © € (0,1) olmak tzere

T T P & AR (R A A O I CAC) | BN
ltﬂmpmt,tl)tl/ e (755) - G A

(4.31)

olacak sekilde &,m: T — R A-diferensiyellenebilir fonksiyonlar var ise, kapsama (4.1)

salinamlidar.

Uyar1 4.1.10 o Kogul (4) te, g(t,7) yu ikinci degisken T ya gore azalmayan bir
fonksiyon alinabilirdi. Bu durumda g (t) = g (t,a) kabul edilir ve bulunan sonuglar

yine aynen gegerli olurdu.

o Teorem 4.1.8 ve 4.1.9 da H fonksiyonu

H(t,s)=(t—s)", t>s>ty, t,s € [to,00) vem >1

t+1
s+1

Ht,s) = (m

ve benzeri sekillerde de alinabilirdi.

) , t>s5>1y, t,s € [ty,00)p vem >1

Bu tezde biz sadece ikinci dereceden diferensiyel ve dinamik kapsamalarim salimim kri-
terini inceledik. Bu konuda daha yiiksek mertebeden kapsamalar icin yeterince calisma
bulunmamaktadir. Bu yiizden aragtirmacilarin bu yeni konuya yoénelmesinin ¢ok faydal

olacagl kanaatindeyiz.
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