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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

 ZAMAN SKALASINDA İKİNCİ DERECEDEN DİNAMİK KAPSAMALARIN 

SALINIMI 

 

 Yunus ONAR 

 

Bülent Ecevit Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Tez Danışmanı: Yrd. Doç. Dr. Can Murat DİKMEN 

Haziran 2016, 65 sayfa 

 

Sürekli ve ayrık analizi birleştirmek için 1990 yılında Hilger tarafından bulunan Zaman 

Skalası teorisi son zamanlarda pek çok ilgi görmüştür. Salınım problemleri son zamanlarda 

fark denklemleri ve diferansiyel denklemler alanlarında çok ilgi çekici hale gelmiştir. Bu 

alanlar, çeşitli yazarlar tarafından daha güçlü ve genelleştirilmiş teoremler ile 

derinleştirilmeye başlanmış; bu yüzden zaman skalasında dinamik denklemler olarak 

birleştirilmiştir. Dinamik kapsamalar, dinamik denklemlerin önemli bir genelleştirilmesini 

temsil eder. Bir dinamik kapsamanın çözümü tek bir eğri yerine ulaşılabilir bir kümedir. 

Dinamik kapsamalar, optimal kontrol teorisinin bazı kavramları için temel teşkil etmektedir. 

Dinamik kapsamalar pek çok dinamik değişimsel eşitsizlik durumlarından doğmuştur; 

dinamik sistemler, dinamik Coulomb sürtünme problemleri ve fuzzy kümeleri aritmetiği gibi.  
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ÖZET (devam ediyor) 

 

Son yıllarda, zaman skalasında çeşitli dinamik denklemlerin salınımı ve salınımsızlığı 

konusunda çok fazla araştırma olmuştur. Buna rağmen, zaman skalasında ikinci dereceden 

dinamik kapsamaların salınımı ve dağılımlı sapma parametreli ikinci dereceden dinamik 

kapsamalar ile ilgili daha az sonuç vardır. Bu tezin amacı bu tipteki ikinci dereceden dinamik 

kapsamalar için bazı salınım kriterlerinin incelenmesidir. 

 

Birinci bölümde zaman skalası ile ilgili temel bilgiler verilmiştir. f : 𝕋 ℝ fonksiyonları için 

zaman skalasında delta ve nabla türevleri açıklanarak bu türevler ile ilgili temel tanımlar ve 

örnekler ele alınmıştır. Ayrıca zaman skalasında delta ve nabla integral kavramına yer 

verilerek delta ve nabla integrallerin özellikleri de incelenmiştir. 

 

İkinci bölümde Ravi P. Agarwal, Said Grace ve Donal O'Regan tarafından aynı ikinci 

dereceden bir diferensiyel kapsama için 2003 ve 2009 yıllarında yapılan iki çalışma üzerinde 

durulmuştur. Dinamik kapsama formu üçüncü bölümde çalışılacak olan bu çalışmalarda ikinci 

dereceden bir diferensiyel kapsama için salınım kriterleri ile ilgili temel teoremler verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde Elvan Akın-Bohner ve Shurong Sun tarafından 2012 yılında yapılan bir 

çalışma üzerinde durulmuştur. Bu çalışmada zaman skalasında ikinci dereceden güçlü 

süperlineer ve güçlü altlineer dinamik kapsamalar için bazı salınım kriterleri incelenmiştir. 

 

Son bölümde Said Grace, Elvan Akın ve Rawi Agarwal tarafından 2015 yılında yapılan yeni 

bir çalışma üzerinde durulmuştur. Bu çalışmada dağılımlı sapma parametreli lineer olmayan 

ikinci dereceden sönümlü dinamik kapsamaların tüm çözümlerinin salınımlılığı üzerine bazı 

teoremler verilmiştir. Son olarak, elde edilen sonuçlar için mümkün olan birkaç genişletme 

araştırılmıştır. 

 

Anahtar Kelimeler: Zaman skalası, dinamik kapsamalar, salınım. 

 

Bilim Kodu: 403.03.01 
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ABSTRACT 
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OSCILLATION OF SECOND ORDER DYNAMIC INCLUSIONS ON TIME SCALE 

 

 Yunus ONAR 

 

Bülent Ecevit University 
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Department of Mathematics 

 

Thesis Advisor: Assist. Prof. Dr. Can Murat DİKMEN 

June 2016, 65 pages 

 

Time scale theory which was found in 1990 by Hilger to connect the continuous and discrete 

analysis, has received a lot of interest recently. Oscillation problems recently has become very 

attractive in the area of difference and differential equations. These areas, have been 

throughly studied by several authors with more generalised and strong theorems; since it was 

compiled as dynamic equations on time scale. Dynamic inclusions, represents an important 

generelation of dynamic equations. Solution of a dynamic inclusion instead of a single curve 

it is a reachable set. Dynamic inclusions are fundamental for some concepts of optimal 

control theory. Dynamic inclusions arise from several dynamical inequality situations; such as 

dynamic systems, dynamic Coulomb friction problems and fuzzy sets arithmetic. 

 

In the recent years there is a lot of research on oscillation or non-oscillation of several 

dynamic equations on time scale. However, there are few results dealing with the oscillation 

of second order dynamic inclusions on time scale and for second order dynamic inclusions 

with distributed deviating arguments. The purpose of this thesis is to investigate the some 

oscillation criteria of this type of second order dynamic inclusions. 
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ABSTRACT (continued) 

 

In the first chapter, some basic knowledge about time scale is given. Delta and nabla 

derivatives for the functions f : 𝕋 ℝ on time scale are explained and some basic definitions 

an examples are given regarding these derivatives. Also, concepts of delta and nabla integral 

are given and properties of delta and nabla integrals are investigated. 

 

In the second chapter, we look into the two studies of Ravi P. Agarwal, Said Grace and Donal 

O'Regan in 2003 and 2009, which are on the same second order differential inclusion. In these 

studies basic theorems on oscillation criteria of a second order differential inclusion, whose 

dynamic inclusion form will be used in chapter three, are given. 

 

In the third chapter we investigated the study of Elvan Akın-Bohner and Shurong Sun in 

2012. In this work they investigated some oscillation criteria of second order strong 

superlinear and strong sublinear dynamic inclusions on time scale. 

 

In the last chapter we looked into a new study given by Said Grace, Elvan Akın and Rawi 

Agarwall in 2015. In this study oscillatory theorems for certain second order damped dynamic 

inclusions with distributed deviating arguments are given. Finally, some possible 

generalisations are investigated for the found results. 

 

Keywords: Time scale, dynamic inclusions, oscillation. 

 

Science Code: 403.03.01 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Bu bölümde tez konusunun daha iyi anlaş¬labilmesi için ayr¬k ve sürekli analizi birleştirip

bir teori oluşturmak amac¬yla Stefan Hilger (Hilger 1990) taraf¬ndan başlat¬lan zaman

skalas¬ile ilgili temel bilgiler verilmi̧stir. f : T! R fonksiyonlar¬için zaman skalas¬nda

delta ve nabla türevleri aç¬klanarak bu türevler ile ilgili temel tan¬mlar ve örnekler ele

al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca zaman skalas¬nda delta ve nabla integral kavram¬na yer verilerek delta

ve nabla integrallerin özellikleri de incelenmi̧stir. Zaman skalas¬nda türev ve integral

kavramlar¬yla ilgili daha detayl¬bilgi için bu bölümde yararland¬¼g¬m¬z �Dynamic Equa-

tions on Time Scales�başl¬kl¬(M.Bohner and A.Peterson 2001) kayna¼ga bak¬labilir.

Tan¬m 1.0.1 Bir zaman skalas¬key�reel say¬lar¬n boş kümeden farkl¬kapal¬bir alt küme-

sidir. Örne¼gin,

R;Z;N;N0

yani, reel say¬lar, tam say¬lar, do¼gal say¬lar ve negatif olmayan tam say¬lar kümeleri ile

[0; 2] [ [3; 5] ; [0; 1] [ N ve Kantor kümesi zaman skalas¬na örnek olmalar¬na ra¼gmen

Q;RnQ;C; (0; 1)

yani, rasyonel say¬lar, irrasyonel say¬lar, kompleks say¬lar, s¬f¬r-bir aç¬k aral¬¼g¬ zaman

skalas¬de¼gillerdir.

Tan¬m 1.0.2 T bir zaman skalas¬olsun. Her t 2 T, t < maxT için

�(t) := inf fs 2 T : s > tg

olarak tan¬mlanan � : T! T operatörüne ileriye atlama (forward jump) operatörü denir.

Her t 2 T,t > minT için

�(t) := sup fs 2 T : s < tg

1



olarak tan¬mlanan � : T! T operatörüne geriye atlama (backward jump) operatörü denir.

Her t 2 T için

�(t) = �(t)� t

ile tan¬mlanan � : T! [0;1) fonksiyonuna ileriye graininess (forward graininess) fonksi-

yonu ad¬verilir. Her t 2 T için

�(t) = t� �(t)

ile tan¬mlanan � : T! [0;1) fonksiyonuna geriye graininess (backward graininess) fonksi-

yonu ad¬verilir.

Ayr¬ca � (maxT) = maxT ve � (minT) = minT olarak tan¬mlan¬r. T, reel say¬lar¬n

kapal¬bir alt kümesi oldu¼gundan her t 2 T için �(t) 2 T ve �(t) 2 T dir.

�(t) > t ise t 2 T ye sa¼g-yay¬lm¬̧s (right scattered) nokta ve �(t) < t ise t ye sol-yay¬lm¬̧s

(left scattered) nokta ad¬verilir. E¼ger �(t) < t < �(t) ise, yani t 2 T hem sa¼g-yay¬lm¬̧s

hem de sol-yay¬lm¬̧s ise bu noktaya ayr¬k (isolated) nokta denir.

�(t) = t ise t 2 T ye sa¼g yo¼gun (right dense) nokta ve �(t) = t ise sol yo¼gun (left dense)

nokta ad¬verilir. E¼ger �(t) = t = �(t) ise, yani t 2 T ayn¬zamanda sa¼g ve sol yo¼gun ise

bu noktaya yo¼gun nokta denir.

Örnek 1.0.3 E¼ger T = R ise �(t) = t; �(t) = t bulunur. Böylece her t 2 T yo¼gun

noktad¬r. Bu durumda, her t 2 T için �(t) = �(t) = 0 olur.

E¼ger T = Z ise �(t) = t + 1; �(t) = t � 1 elde edilir. O halde, her t 2 Z noktas¬ayr¬k

noktad¬r. Bu durumda, her t 2 Z için �(t) = �(t) = 1 dir.

Tan¬m 1.0.4 T herhangi bir zaman skalas¬olsun ve a; b 2 T; a � b verilsin. Bu zaman

skalas¬na ait [a; b]T aral¬¼g¬,

[a; b]T = ft 2 T : a � t � bg

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.0.5 Delta diferensiyellebilirlik bölgesi, e¼ger T sol yay¬lm¬̧s maksimum M ye

sahip ise T� = T�fMg ile tan¬mlan¬r, aksi halde T�= T olur.

2



Tan¬m 1.0.6 Nabla diferensiyellebilirlik bölgesi, e¼ger T sa¼g yay¬lm¬̧s minimum m ye

sahip ise T� = T�fmg ile tan¬mlan¬r, aksi halde T�= T olur.

Tan¬m 1.0.7 f : T! R ye bir fonksiyon olsun. f� : T! R fonksiyonu, her t 2 T için

f�(t) = f (� (t)) = f � � (t)

ve f� : T! R fonksiyonu, her t 2 T için

f�(t) = f (� (t)) = f � � (t)

ile tan¬mlan¬r. Yani f� = f � � ve f� = f � � olur.

Tan¬m 1.0.8 U � T olsun. Her � > 0 için

U(t) = fs 2 T : js� tj < �g

ile tan¬mlanan U(t) kümesine t nin � komşulu¼gu denir.

Tan¬m 1.0.9 t0 2 T olsun. Verilen her " > 0 ve t 2 U(t0) için

jf(t)� f(t0)j < "

olacak şekilde bir U(t0) komşulu¼gu var ise f : T! R fonksiyonuna t = t0 noktas¬nda

süreklidir denir.

1.1 ZAMAN SKALASINDA TÜREV

Tan¬m 1.1.1 f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T� noktas¬olsun. Herhangi bir " > 0 için

t noktas¬n¬n��f(�(t))� f(s)� f�(t)(�(t)� s)
�� � " j�(t)� sj ; her s 2 U

olacak şekilde bir U komşulu¼gu varsa, (yani en az bir � > 0 için U = (t � �; t + �) \ T

ise) bu özelli¼gi sa¼glayan sonlu f�(t) reel say¬s¬na f fonksiyonunun t noktas¬ndaki delta

(Hilger) türevi denir.

Üstelik her t 2 T� için f�(t) say¬s¬mevcut ise f fonksiyonuna T� üzerinde delta türevlenebilir

denir. Başka bir deyi̧sle,

f�(t) = lim
s!t

f (� (t))� f (s)

� (t)� s

şeklinde tan¬mlanabilir.
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Tan¬m 1.1.2 f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T� noktas¬olsun. Herhangi bir " > 0 için

t noktas¬n¬n

��f(�(t))� f(s)� fr(t)(�(t)� s)
�� � " j�(t)� sj ; her s 2 U

olacak şekilde bir U komşulu¼gu varsa, bu özelli¼gi sa¼glayan sonlu fr(t) reel say¬s¬na f

fonksiyonunun t noktas¬ndaki nabla türevi denir

Üstelik her t 2 T� noktas¬için fr(t) say¬s¬mevcut ise f fonksiyonuna T� üzerinde nabla

türevlenebilir denir. Di¼ger bir deyi̧sle,

fr(t) = lim
s!t

f (� (t))� f (s)

� (t)� s

şeklinde tan¬mlanabilir.

Örnek 1.1.3 T herhangi bir zaman skalas¬olsun. f : T! R fonksiyonunu � 2 R sabit

olmak üzere her t 2 T için f (t) = � şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda herhangi bir

" > 0 için

jf(�(t))� f(s)� 0(�(t)� s)j = j�� �j = 0 � " j�(t)� sj ; her s 2 T

eşitsizli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan f�(t) = 0 olur. Benzer şekilde fr(t) = 0 elde edilir.

Örnek 1.1.4 f : T! R fonksiyonu her t 2 T için f (t) = t olarak verilsin. Bu taktirde

herhangi bir " > 0 için

jf(�(t))� f(s)� 1(�(t)� s)j = j�(t)� s� (�(t)� s)j = 0 � " j�(t)� sj ; her s 2 T

için gerçekleşti¼ginden f�(t) = 1 bulunur. Benzer şekilde fr(t) = 1 elde edilir.

Örnek 1.1.5 T herhangi bir zaman skalas¬olsun. f : T! R fonksiyonu her t 2 T için

f (t) = t3 ile tan¬mlans¬n.

f�(t) = lim
s!t

f (� (t))� f (s)

� (t)� s
= lim

s!t

� (t)3 � s3

� (t)� s
= (� (t))2 + � (t) t+ t2

=

8>>><>>>:
3t2; T = R ise

3t2 + 3t+ 1; T = Z ise

2t2 + t
p
t2 + 1 + 1; T = f

p
n : n 2 Ng [ f0g ise
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bulunur. Benzer şekilde,

fr(t) = lim
s!t

f (� (t))� f (s)

� (t)� s
= lim

s!t

� (t)3 � s3

� (t)� s
= (� (t))2 + � (t) t+ t2

=

8>>><>>>:
3t2; T = R ise

3t2 � 3t+ 1; T = Z ise

2t2 + t
p
t2 � 1� 1; T = f

p
n : n 2 Ng [ f0g ise

bulunur.

Teorem 1.1.6 Kabul edelim ki f : T! R fonksiyon ve t 2 T� olsun.

i) f fonksiyonu t noktas¬nda �-türevlenebilir ise, f fonksiyonu ayn¬noktada süreklidir.

ii) E¼ger f fonksiyonu t noktas¬nda sürekli ve t sa¼g yay¬lm¬̧s ise, f fonksiyonu t noktas¬nda

�-türevlenebilirdir ve �-türevi

f�(t) =
f (� (t))� f (t)

�(t)

dir.

iii) E¼ger t sa¼g yo¼gun nokta ise f fonksiyonunun t noktas¬nda �-türevlenebilir olmas¬için

gerek ve yeter koşul

lim
s!t

f(t)� f(s)

t� s

limit de¼gerinin sonlu bir say¬olmas¬d¬r. Bu durumda

f�(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s

olur.

iv) f fonksiyonu t noktas¬nda �-türevlenebilir ise

f(� (t)) = f(t) + �(t)f�(t)

eşitli¼gi do¼grudur.

Teorem 1.1.7 Kabul edelim ki f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T� olsun.

i) f fonksiyonu t noktas¬nda r-türevlenebilir ise, f fonksiyonu ayn¬noktada süreklidir.
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ii) E¼ger f fonksiyonu t noktas¬nda sürekli ve t sol yay¬lm¬̧s ise, f fonksiyonu t noktas¬nda

r-türevlenebilirdir ve

fr(t) =
f (t)� f (� (t))

�(t)

dir.

iii) E¼ger t sol yo¼gun nokta ise f fonksiyonunun t noktas¬nda r-türevlenebilir olmas¬için

gerek ve yeter şart

lim
s!t

f(t)� f(s)

t� s

limit de¼gerinin sonlu bir say¬olmas¬d¬r. Bu durumda

fr(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s

dir.

iv) f fonksiyonu t noktas¬nda r-türevlenebilir ise

f(� (t)) = f(t) + �(t)f�(t)

eşitli¼gi do¼grudur.

Örnek 1.1.8 T = R ve T = Z durumlar¬n¬ele alal¬m.

E¼ger T = R ise her t 2 R sa¼g yo¼gun oldu¼gundan Teorem 1.1.6 daki iii) ş¬kk¬sa¼glan¬r.

f : R! R fonksiyonunun t 2 R de �-türevlenebilir olmas¬için gerek ve yeter şart

f 0(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s

limitinin var olmas¬d¬r. E¼ger f 0(t) türev de¼geri var ise f; t de türevlenebilirdir. (Bu türev

bildi¼gimiz adi türevdir.) Böylece Teorem 1.1.6 daki iii) ş¬kk¬ndan

f�(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s
= f 0(t)

elde edilir. Benzer şekilde T = R iken her t 2 R sol yo¼gun oldu¼gundan Teorem 1.1.7 deki

iii) ş¬kk¬sa¼glan¬r. f : R! R fonksiyonunun t 2 R de r-türevlenebilir olmas¬için gerek

ve yeter şart

f 0(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s

6



limitinin var olmas¬d¬r. O halde Teorem 1.1.7 deki iii) ş¬kk¬ndan

fr(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s
= f 0(t)

bulunur.

E¼ger T = Z ise her t 2 Z sa¼g yay¬lm¬̧s oldu¼gundan Teorem 1.1.6 daki ii) ş¬kk¬sa¼glan¬r.

Yani f : Z! R fonksiyonu t 2 Z de

f�(t) =
f (� (t))� f (t)

�(t)
=
f(t+ 1)� f(t)

1
= f(t+ 1)� f(t) = �f(t)

türevi ile�-türevlenebilirdir. Buradaki�; fark denklemlerinde kullan¬lan ileri fark opera-

törüdür. Benzer şekilde T = Z için her t 2 Z sol yay¬lm¬̧s oldu¼gundan Teorem 1.1.6 daki

ii) ş¬kk¬sa¼glan¬r. Yani f : Z! R fonksiyonu t 2 Z de

fr(t) =
f (t)� f (� (t))

�(t)
=
f(t)� f(t� 1)

1
= f(t)� f(t� 1) = rf(t)

türevi iler-türevlenebilirdir. Buradakir; fark denklemlerinde kullan¬lan geri fark opera-

törüdür.

Teorem 1.1.9 Kabul edelim ki f; g : T! R fonksiyonlar¬t 2 T� noktas¬nda�-türevlenebilir

olsun. O zaman

i) f + g : T! R fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda �-türevlenebilirdir ve

(f + g)� (t) = f�(t) + g�(t)

eşitli¼gi do¼grudur.

ii) Herhangi bir � sabiti için �f fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda �-türevlenebilirdir ve

�f fonksiyonunun �-türevi

(�f)� (t) = �f� (t)

ile verilir.

iii) fg : T! R fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda �-türevlenebilirdir ve fg nin fonksi-

yonunun �-türevi

(fg)� (t) = f�(t)g(t) + f (� (t)) g� (t) = f(t)g� (t) + f� (t) g (� (t))

şeklindedir.

7



iv) E¼ger g(t)g(� (t)) 6= 0 ise, o halde f
g
fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda

�
f

g

��
(t) =

f� (t) g (t)� f (t) g� (t)

g(t)g(� (t))

ile �-türevlenebilirdir.

Teorem 1.1.10 Kabul edelim ki f; g : T! R fonksiyonlar¬t 2 T� noktas¬ndar-türevlenebilir

olsun. O zaman

i) f + g : T! R fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda r-türevlenebilirdir ve

(f + g)r (t) = fr(t) + gr(t)

eşitli¼gi do¼grudur.

ii) Herhangi bir � sabiti için �f fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda r-türevlenebilirdir ve

�f fonksiyonunun r-türevi

(�f)r (t) = �fr (t)

ile verilir.

iii) fg : T! R fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda r-türevlenebilirdir ve fg nin fonksi-

yonunun r-türevi

(fg)r (t) = fr(t)g(t) + f (� (t)) gr (t) = f(t)gr (t) + fr (t) g (� (t))

şeklindedir.

iv) E¼ger g(t)g(� (t)) 6= 0 ise, o halde f
g
fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda

�
f

g

�r
(t) =

fr (t) g (t)� f (t) gr (t)

g(t)g(� (t))

ile r-türevlenebilirdir.

Örnek 1.1.11 Zaman skalas¬olarak h > 0 için T =hZ = fhz : z 2 Zg alal¬m. Her t 2 T

için

� (t) = inf fs 2 T : s > tg = inf ft+ nh : n 2 Ng = t+ h;
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� (t) = sup fs 2 T : s < tg = sup ft� nh : n 2 Ng = t� h;

�(t) = � (t)� t = h ve � (t) = t� � (t) = h

elde edilir. f : T! R fonksiyonu her t 2 T için

f�(t) =
f (� (t))� f (t)

�(t)
=
f(t+ h)� f(t)

h

ve benzer şekilde

fr(t) =
f (t)� f (� (t))

�(t)
=
f(t)� f(t� h)

h

türevlerine sahiptir.

1.2 ZAMAN SKALASINDA YÜKSEK MERTEBEDEN TÜREV

Tan¬m 1.2.1 f : T! R fonksiyonu için f� : T�! R fonksiyonu T�2 = (T�)� da �-

türevlenebilir ise f fonksiyonu ikinci mertebeden �-türevlenebilirdir denir ve

f�� =
�
f�
��
: T�2 ! R

dir. Benzer şekilde, f nin n: mertebeden �-türevleri f�
n
: T�n! R ile tan¬mlan¬r. Her

t 2 T için

�2 (t) = � (� (t))

ve buna göre n 2 N için �n (t) benzer şekilde tan¬mlan¬r. Ayr¬ca,

�0 (t) = t; f�
0

= f; T�0 = T

olarak tan¬mlan¬r. ·Ikinci mertebeden r-türev için de benzer argümanlar geçerlidir.

Örnek 1.2.2 T herhangi bir zaman skalas¬olsun. f : T! R, her t 2 T için f(t) = t

alal¬m; Örnek 1.1.4 ten her t 2 T� için f� (t) = 1 oldu¼gunu biliyoruz. O halde her t 2 T�2

için

f�� (t) =
�
f�
��
(t) = lim

s!t

f� (� (t))� f�(s)

� (t)� s
= lim

s!t

1� 1
� (t)� s

= 0

oldu¼gu görülür. frr (t) türevi için de durum benzerdir.
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Örnek 1.2.3 T herhangi bir zaman skalas¬olsun. f : T! R, her t 2 T için f(t) = t2

alal¬m;

f� (t) = lim
s!t

f (� (t))� f(s)

� (t)� s
= lim

s!t

�2 (t)� s2

� (t)� s
= lim

s!t
(� (t) + s) = � (t) + t

oldu¼gu görülür. O halde her t 2 T�2 için

f�� (t) =
�
f�
��
(t) = (� (t) + t)� = �� (t) + t�

elde edilir. Özel zaman skalalar¬için f�� (t) yi inceleyelim.

T = R ise � (t) = t oldu¼gundan

f�� (t) = �� (t) + t� = t� + t� = 1 + 1 = 2

T = Z ise � (t) = t+ 1 oldu¼gundan

f�� (t) = �� (t) + t� = (t+ 1)� + t� = 1 + 1 = 2

bulunur.

Örnek 1.2.4 E¼ger f ve g ikinci mertebeden �-türevlenebilir ve f� �-türevlenebilir ise

fg fonksiyonu da ikinci mertebeden �-türevlenebilirdir ve

(fg)� = f�g + f�g�

oldu¼guna göre f�
�
:= f�� ve f�

�
:= f�� olmak üzere

(fg)�� =
�
f�g + f�g�

��
= f��g + f�

�

g� + f�
�

g� + f�
�

g��

= f��g + f��g� + f��g� + f��g��

elde edilir. (fg)r da benzer şekilde bulunabilir.

1.3 ZAMAN SKALASINDA ·INTEGRAL

Tan¬m 1.3.1 E¼ger f : T! R fonksiyonunun T deki sa¼g yo¼gun noktalarda sa¼gdan limiti

ve sol yo¼gun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona düzenli (regular) fonksiyon

denir.
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Tan¬m 1.3.2 E¼ger f : T! R fonksiyonunun T deki sa¼g yo¼gun noktalarda sürekli ve

sol yo¼gun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona sa¼g yo¼gun sürekli veya rd-sürekli

(rd-continuous) fonksiyon denir.

Tan¬m 1.3.3 f : T! R rd-sürekli fonksiyonlar¬n kümesi

Crd = Crd (T) = Crd (T;R)

ile gösterilir.

Tan¬m 1.3.4 f : T! R fonksiyonu türevlenebilir ve rd-sürekli ise

C1rd = C1rd (T) = C1rd (T;R)

ile gösterilir.

Tan¬m 1.3.5 E¼ger f : T! R fonksiyonunun T deki sol yo¼gun noktalarda sürekli ve sa¼g

yo¼gun noktalarda sa¼gdan limiti varsa bu fonksiyona sol yo¼gun sürekli veya ld-sürekli (ld-

continuous) denir.

Tan¬m 1.3.6 f : T! R ld-sürekli fonksiyonlar¬n kümesi

Cld = Cld (T) = Cld (T;R)

ile gösterilir.

Tan¬m 1.3.7 f : T! R fonksiyonu türevlenebilir ve ld-sürekli ise

C1ld = C1ld (T) = C1ld (T;R)

ile gösterilir.

Tan¬m 1.3.8 f : T! R bir fonksiyon olsun. E¼ger F : T! R fonksiyonu T� da �-

türevlenebilir ve her t 2 T� için F� (t) = f(t) ise, F fonksiyonuna f nin �-anti türevi

veya ilkeli denir.

E¼ger f : T! R fonksiyonunun �-anti türevi varsa f ye �-integrallenebilir fonksiyon

denir ve a; b 2 T olmak üzere
bZ
a

f(t)�t = F (b)� F (a)

ile tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 1.3.9 f : T! R bir fonksiyon olsun. E¼ger F : T! R fonksiyonu T� da r-

türevlenebilir ve her t 2 T� için Fr (t) = f(t) ise F fonksiyonuna f nin r-anti türevi

veya ilkeli denir.

E¼ger f : T! R fonksiyonunun r-anti türevi varsa f ye r-integrallenebilir fonksiyon

denir ve a; b 2 T olmak üzere

bZ
a

f(t)rt = F (b)� F (a)

ile tan¬mlan¬r.

Teorem 1.3.10 Her rd-sürekli fonksiyonun bir antitürevi vard¬r.

Teorem 1.3.11 E¼ger f 2 Crd ve t 2 T� ise bu taktirde

�(t)Z
t

f(s)�s = � (t) f (t)

formülü do¼grudur.

·Ispat. Teorem 1.3.10 dan f nin bir antitürevi vard¬r ve

�(t)Z
t

f(s)�s = F (� (t))� F (t)

= � (t)F�(t)

= � (t) f (t)

bulunur.

Teorem 1.3.12 Her ld-sürekli fonksiyonun bir antitürevi vard¬r.

Teorem 1.3.13 E¼ger f 2 Cld ve t 2 T� ise bu taktirde

tZ
�(t)

f(s)�s = � (t) f (t)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Teorem 1.3.11 in ispat¬na benzer şekilde yap¬l¬r.
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Teorem 1.3.14 f : T! R ve g : T! R fonksiyonlar¬rd-sürekli ve a; b; c 2 T oldu¼gunu

kabul edelim.

i)
R b
a
[f(t) + g(t)]�t =

R b
a
f(t)�t+

R b
a
g(t)�t dir.

ii) Her � sabiti için
R b
a
�f(t)�t = �

R b
a
f(t)�t dir.

iii) a � c � b olmak üzere
R b
a
f(t)�t =

R c
a
f(t)�t+

R b
c
f(t)�t dir.

iv)
R b
a
f(t)�t = �

R a
b
f(t)�t dir.

v)
R a
a
f(t)�t = 0 d¬r.

vi)
R b
a
f(� (t))g�(t)�t = f(t)g(t)jba �

R b
a
f�(t)g(t)�t dir.

vii)
R b
a
f(t)g�(t)�t = f(t)g(t)jba �

R b
a
f�(t)g(� (t))�t dir.

viii) E¼ger [a; b) aral¬¼g¬nda jf (t)j � g(t) ise����Z b

a

f(t)�t

���� � Z b

a

g(t)�t

dir.

ix) E¼ger her t 2 [a; b) için f(t) � 0 iseZ b

a

f(t)�t � 0

d¬r.

Teorem 1.3.14 teki vi) ve vii) eşitliklerine k¬sm¬integrasyon formülleri denir.

Örnek 1.3.15 a; b 2 T ve f 2 Crd verilsin. Bu durumda

i) E¼ger T = R ise

bZ
a

f(t)�t =

bZ
a

f(t)dt olur. Burada sa¼g taraftaki integral bildi¼gimiz

Riemann integralidir.
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ii) E¼ger T = Z ise bu halde

bZ
a

f(t)�t =

8>>>>><>>>>>:

b�1P
t=a

f(t); a < b ise

0; a = b ise

�
a�1P
t=b

f(t); a > b ise

sa¼glan¬r.

iii) E¼ger [a; b] aral¬¼g¬sadece ayr¬k noktalar¬içeriyor ise

bZ
a

f(t)�t =

8>>>>><>>>>>:

P
t2[a;b)

� (t) f(t); a < b ise

0; a = b ise

�
P

t2[b;a)
� (t) f(t); a > b ise

elde edilir.

Teorem 1.3.16 f : T! R ve g : T! R fonksiyonlar¬ld-sürekli ve a; b; c 2 T oldu¼gunu

kabul edelim.

i)
R b
a
[f(t) + g(t)]rt =

R b
a
f(t)rt+

R b
a
g(t)rt dir.

ii) Her � sabiti için
R b
a
�f(t)rt = �

R b
a
f(t)rt dir.

iii) a � c � b olmak üzere
R b
a
f(t)rt =

R c
a
f(t)rt+

R b
c
f(t)rt dir.

iv)
R b
a
f(t)rt = �

R a
b
f(t)rt dir.

v)
R a
a
f(t)rt = 0 d¬r.

vi)
R b
a
f(� (t))gr(t)rt = f(t)g(t)jba �

R b
a
fr(t)g(t)rt dir.

vii)
R b
a
f(t)gr(t)rt = f(t)g(t)jba �

R b
a
fr(t)g(� (t))rt dir.

viii) E¼ger [a; b) aral¬¼g¬nda jf (t)j � g(t) ise����Z b

a

f(t)rt
���� � Z b

a

g(t)rt

dir.
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ix) E¼ger her t 2 [a; b) için f(t) � 0 iseZ b

a

f(t)rt � 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Örnek 1.3.17 a; b 2 T ve f 2 Cld verilsin. Bu durumda

i) E¼ger T = R ise
bZ
a

f(t)rt =
bZ
a

f(t)dt olur.

ii) E¼ger T = Z ise

bZ
a

f(t)rt =

8>>>>><>>>>>:

bP
t=a+1

f(t); a < b ise

0; a = b ise

�
aP

t=b+1

f(t); a > b ise

sa¼glan¬r.

iii) E¼ger [a; b] aral¬¼g¬sadece ayr¬k noktalar¬içeriyor ise

bZ
a

f(t)rt =

8>>>>><>>>>>:

P
t2(a;b]

� (t) f(t); a < b ise

0; a = b ise

�
P

t2(b;a]
� (t) f(t); a > b ise

elde edilir.

Teorem 1.3.18 a < b olmak üzere a; b 2 T ve f(t) fonksiyonu [a; b] üzerinde sürekli

olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki eşitlikler do¼grudur.

i)

bZ
a

f(t)�t =

�(b)Z
a

f(t)�t+ [b� � (b)] f(� (b)) dir.

ii)

bZ
a

f(t)�t = [� (a)� a] f(a) +

bZ
�(a)

f(t)�t dir.

iii)

bZ
a

f(t)rt =
�(b)Z
a

f(t)rt+ [b� � (b)] f(b) dir.
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iv)

bZ
a

f(t)rt = [� (a)� a] f(� (a)) +

bZ
�(a)

f(t)rt dir.

Teorem 1.3.19 Aşa¼g¬daki formüllerde f� (t; s) ve fr (t; s) ile s de¼gişkeni sabit tutularak

f (t; s) fonksiyonunun t ye göre s¬ras¬yla � ve r türevleri belirtilmiştir. E¼ger f; f� ve fr

iki de¼gişkenli fonksiyonlar¬sürekli ise bu durumda aşa¼g¬daki formüller do¼grudur.

i)
�R t

a
f(t; s)�s

��
= f (� (t) ; t) +

R t
a
f�(t; s)�s dir.

ii)
�R t

a
f(t; s)�s

�r
=
R t
a
fr(t; s)�s+ f (� (t) ; � (t)) dir.

iii)
�R t

a
f(t; s)rs

��
= f (� (t) ; � (t)) +

R t
a
f�(t; s)rs dir.

iv)
�R t

a
f(t; s)rs

�r
=
R t
a
fr(t; s)rs+ f (� (t) ; t) dir.

Örnek 1.3.20 T = Z için a 6= 0 olmak üzereZ
at�t

belirsiz integralini ele alal¬m.�
at

a� 1

��
= �

�
at

a� 1

�
=
at+1 � at

a� 1 = at

oldu¼gu için C integral sabiti olmak üzereZ
at�t =

at

a� 1 + C

eşitli¼gi bulunur.

Örnek 1.3.21 T =
�
0; 1

3

�
[
�
1
2
; 1
�
olsun. f(t) = 4

7
s(1 � s) için

1Z
0

f(s)rs integralinin

de¼gerini bulal¬m.

1Z
0

f(s)rs =

1
3Z
0

f(s)rs+

1
2Z

1
3

f(s)rs+
1Z

1
2

f(s)rs

oldu¼gundan integralleri ayr¬ayr¬hesaplayal¬m,

1
3Z
0

f(s)rs =

1
3Z
0

f(s)ds =
4

7

1
3Z
0

s(1� s)ds =
2

81
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olur.
�
1
3
; 1
2

�
aral¬¼g¬n¬ göz önüne al¬rsak, �

�
1
2

�
= 1

3
ve �

�
1
2

�
= 1

2
� 1

3
= 1

6
oldu¼gundan

Teorem 1.3.13 iii: yard¬m¬yla,

1
2Z

1
3

f(s)rs = f

�
1

2

�
�

�
1

2

�
=
1

42

bulunur.
�
1
2
; 1
�
aral¬¼g¬n¬hesaplarsak,

1Z
1
2

f(s)rs =
1Z

1
2

f(s)ds =
4

7

1Z
1
2

s(1� s)ds =
1

21

elde edilir. Böylece

1Z
0

f(s)rs =

1
3Z
0

f(s)rs+

1
2Z

1
3

f(s)rs+
1Z

1
2

f(s)rs = 119

1134

olur.

1.4 ZAMAN SKALASINDA ÜSTEL FONKS·IYON

Hilger kompleks say¬lar¬ h > 0 olmak üzere Ch :=
�
z 2 C : z 6= � 1

h

	
ile tan¬mlan¬r.

Ayr¬ca, h > 0 olmak üzere Zh sonsuz şeridi Zh :=
�
z 2 C : ��

h
< Im z � �

h

	
ile tan¬m-

lan¬r. E¼ger h = 0 ise Z0 = C dir.

Tan¬m 1.4.1 Log,esas logaritma fonksiyonunu göstermek üzere h > 0 için �h : Ch ! Zh
silindirik dönüşümü

�h (z) :=
1

h
Log (1 + hz)

şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger h = 0 ise her z 2 C için �h (z) = z olarak tan¬mlan¬r. �h

silindirik dönüşüm olarak isimlendirilir çünkü h > 0 oldu¼gunda Zh nin gra�¼gi bir silindir

gibi gözükür. Zh nin Im (z) = �
�

h
ve Im (z) =

�

h
s¬n¬r çizgileri birlikte düşünüldü¼günde

ise bunlar bir silindirik forma dönüşür. Bu durumda Z de z; w 2 Zh için

z + w := z + w

�
mod

2�i

h

�
şeklinde tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 1.4.2 Bir p : T! R fonksiyonuna her t 2 T� için

1 + � (t) p (t) 6= 0

oluyor ise regresif (regressive) denir. Tüm regresif ve rd-sürekli fonksiyonlar¬n kümesi

R = R (T) ile gösterilir.

Tan¬m 1.4.3 �h (z) silindirik dönüşümü Tan¬m 1.4.1 deki olmak üzere p 2 R ise s; t 2 T

için üstel fonksiyonu

ep (s; t) = exp

�Z t

s

�� (�) (p (�))��

�
şeklinde tan¬mlan¬r.

Lemma 1.4.4 E¼ger p 2 R ise her r; s; t 2 T için

ep (t; r) ep (r; s) = ep (t; s)

yar¬grup özelli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. p 2 R ve r; s; t 2 T olsun Tan¬m 1.4.3 ten

ep (t; r) ep (r; s) = exp

�Z t

r

�� (�) (p (�))��

�
exp

�Z r

s

�� (�) (p (�))��

�
= exp

�Z t

r

�� (�) (p (�))�� +

Z r

s

�� (�) (p (�))��

�
= exp

�Z t

s

�� (�) (p (�))��

�
= ep (t; s)

bulunur.
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BÖLÜM 2

·IK·INC·I DERECEDEN SÜPERL·INEER VE ALTL·INEER

D·IFERENS·IYEL KAPSAMALAR ·IÇ·IN SALINIM

KR·ITERLER·I

Bu bölümde Ravi P. Agarwal, Said Grace ve Donal O�Regan taraf¬ndan farkl¬zaman-

larda yap¬lan çal¬̧smalar üzerinde duraca¼g¬z; bak¬n¬z, (Agarwal et al. 2003a, 2009). Bu

çal¬̧smalarda ikinci dereceden diferensiyel kapsamalar için sal¬n¬m kriterleri ile ilgili temel

teoremler verilmi̧stir. Bu diferensiyel içermelerin dinamik formu bir sonraki bölümde ele

al¬nm¬̧st¬r.

Bu bölümde

(� (t) y0 (t))
0 2 F (t; y (t)); h:h:h: t � t0 � 0 (2.1)

diferensiyel kapsamas¬ele al¬nm¬̧st¬r. E¼ger kapsama (2:1) in trivial olmayan bir çözümü

key� büyüklükte s¬f¬rlara sahip ise kapsama (2:1) sal¬n¬ml¬d¬r aksi taktirde sal¬n¬ms¬zd¬r.

Kapsama(2:1) in tüm çözümleri sal¬n¬ml¬ ise kendisi de sal¬n¬ml¬d¬r denir. Bu kap-

sama sal¬n¬ms¬z çözümleri üzerine ilk çal¬̧smalar Ravi P. Agarwal, Said Grace ve Donal

O�Regan taraf¬ndan başlat¬lm¬̧st¬r (Agarwal et al. 2003b, 2006). Şimdiki çal¬̧smalar¬nda

ise sal¬n¬ml¬olmalar¬için gerekli koşullar verilmi̧stir. (2:1) kapsamas¬n¬n bir çözümü ile

�y0 2 C [t0;1) ve (�y0)0 2 L1loc [t0;1) şartlar¬n¬sa¼glayan bir y 2 C [t0;1) fonksiyonu

kastedilir. Bu bölüm boyunca kapsama (2:1) in böyle çözümlere sahip oldu¼gu varsay¬lm¬̧st¬r.

2.1 D·IFERENS·IYEL KAPSAMALAR

Bu k¬s¬mda yukar¬da da bahsi geçen

(� (t) y0 (t))
0 2 F (t; y (t)) ; h:h:h: t � t0 � 0

diferensiyel kapsamas¬için birkaç sal¬n¬m kriteri verilecektir. Burada � fonksiyonu tek

de¼gerli fonksiyon ve F : [t0;1)� R!2R bir (multifunction) küme-de¼gerli fonksiyondur.

(Burada 2R kümesi reel say¬lar¬n boştan farkl¬alt kümelerinin bir ailesini göstermektedir.)
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Uyar¬2.1.1 Bu tez boyunca kapsama teorisinin standart notasyonlar¬ kullan¬lacakt¬r.

Örne¼gin,

jF (t; u)j = sup fjvj : v 2 F (t; u)g ve F (t; u) > 0

ifadesi her w 2 F (t; u) için w > 0 anlam¬na gelir.

Bu k¬s¬mdaki ilk birkaç sonuç F nin belirli bir i̧sareti oldu¼gu durum için verilmi̧stir.

Süperlineer ve altlineer sonuçlar¬n her ikisi de verilmi̧stir. ·Ilk sonuç süperlineer tipinde

bir teorem olacakt¬r.

Teorem 2.1.2 Farzedelim ki aşa¼g¬daki koşullar do¼gru olsun:

� 2 C([t0;1) ;R+) (2.2)8<: (t; x) 2 [t0; x)� R+ için F (t; x) < 0 ve

(t; x) 2 [t0; x)� R� için F (t; x) > 0;
(2.3)

1Z
t0

du

� (u)
=1; (2.4)

8>>>>>><>>>>>>:

x 6= 0 için x (x) > 0 olacak şekilde azalmayan ve sürekli bir fonksiyon  : R! R ile

(t; x) 2 [t0;1)� R+ için jF (t; x)j � q (t) (x) ve

(t; x) 2 [t0;1)� R� için jF (t; x)j � �q (t) (x) ile

q 2 L1loc [t0;1) olacak şekilde en az bir q : [t0;1)! R+ vard¬r
(2.5)

1Z
du

 (u)
<1 ve

Z
�1

du

[� (u)] <1 (2.6)

ve
1Z
t0

q (u)

uZ
t0

ds

� (s)
du =1: (2.7)

Bu durumda kapsama (2:1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. y kapsama (2:1) in sal¬n¬ms¬z bir çözümü olsun. ·Ilk olarak t � t0 için y (t) > 0

kabul edelim. Öncelikle

t > t0 için y0 (t) > 0 (2.8)
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oldu¼gunu gösterelim. Bunu görmek için y0 (�) < 0 olacak şekilde � > t0 var oldu¼gunu

kabul edelim.

� (t) = (� (t) y0 (t))
0 olacak şekilde � (t) 2 F (t; y(t)) ve � 2 L1loc [t0;1) (2.9)

olsun. (2:3) şart¬ndan h:h:h: t � t0 için (� (t) y0 (t))
0 � 0 oldu¼gunu biliyoruz. Böylece

t > � için

� (t) y0 (t) � � (�) y0 (�)

dir. Şimdi t > � olmak üzere � den t ye integral al¬rsak

y (t) � y (�) + � (�) y0 (�)

tZ
�

du

� (u)

elde edilir. (2:4) şart¬ndan hemen t!1 iken

y (�) + � (�) y0 (�)

tZ
�

du

� (u)
! �1

oldu¼gunu görürüz. Bu bir çeli̧skidir. Bu yüzden t > t0 için y0 (t) � 0 d¬r. Şimdi y0 (�) = 0

olacak şekilde bir � > t0 var oldu¼gunu kabul ederim. Bu durumda (2:3) ten h:h:h: t � t0

için (� (t) y0 (t))0 < 0 elde edilir. Bu nedenle t > � için � (t) y0 (t) < 0 olmal¬d¬r. Bu ise

bir çeli̧skidir. Bu yüzden (2:8) ifadesi do¼grudur.

x > t0 sabit tutulup (2:9) ifadesinde s (t0 < s < x) den x e integral al¬n¬p ifade düzen-

lenirse

y0 (s) =
� (x)

� (s)
y0 (x) +

1

� (s)

xZ
s

[�� (u)] du � 1

� (s)

xZ
s

[�� (u)] du

bulunur. Bu ifade (2:3) ve (2:5) ifadeleriyle beraber s 2 (t0; x) için

y0 (s) � 1

� (s)

xZ
s

q (u) (y (u)) du

ifadesini verir. Bu ifadeyi  (y (s)) ile bölüp t0 dan x e integrali al¬n¬rsa
xZ

t0

y0 (s)

 (y (s))
ds �

xZ
t0

xZ
s

q (u)

� (s)

 (y (u))

 (y (s))
duds

ifadesi elde edilir. Yani,

y(x)Z
y(t0)

du

 (u)
�

xZ
t0

uZ
t0

q (u)

� (s)

 (y (u))

 (y (s))
dsdu
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olur. (2:8) ifadesinden ve  nin azalmayan fonksiyon olmas¬gerçe¼ginden

y(x)Z
y(t0)

du

 (u)
�

xZ
t0

q (u)

uZ
t0

ds

� (s)
du

ifadesini elde ederiz. Sonuç olarak

1 =

1Z
t0

q (u)

uZ
t0

ds

� (s)
du �

1Z
y(t0)

du

 (u)
<1

ifadesini buluruz ve bu da bir çeli̧skidir.

Şimdi t � t0 için y(t) > 0 olsun. ·Ilk k¬s¬mdaki gibi kolayca

t > t0 için h:h:h: y0(t) < 0 (2.10)

oldu¼gu görülür. x > t0 sabit tutulup (2:9) ifadesinin s (t0 < s < x) den x e integrali

al¬n¬p ifade düzenlenirse

�y0 (s) =
� (x)

� (s)
[�y0 (x)] + 1

� (s)

xZ
s

� (u) du � 1

� (s)

xZ
s

� (u) du

� � 1

� (s)

xZ
s

q (u) (y (u)) du

elde edilir. Burada eşitsizlik� (y (s)) ile bölüp (x < 0 için  (x) < 0 oldu¼guna dikkat ediniz)

t0 dan x e integrali al¬n¬rsa

y(x)Z
y(t0)

du

 (u)
�

xZ
t0

uZ
t0

q (u)

� (s)

 (y (u))

 (y (s))
dsdu

elde edilir. Şimdi (2:10) ifadesi ile birlikte  nin azalmayan olmas¬ve x < 0 için  (x) < 0

olmas¬ndan

y(t0)Z
y(x)

du

[� (u)] �
xZ

t0

q (u)

uZ
t0

ds

� (s)
du

elde edilir ve yine x!1 ald¬¼g¬m¬zda bir çeli̧ski elde ederiz. Bu ise ispat¬tamamlar.

Uyar¬2.1.3 Teorem 2.1.2 de e¼ger (2:4) şart¬n¬ kabul etmeseydik, o zaman (2:1) dife-

rensiyel kapsamas¬t > t0 için y (t) y0 (t) > 0 şartlar¬n¬sa¼glayan sal¬n¬ms¬z y çözümlerine

sahip olmazd¬.
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Teorem 2.1.4 (2.2) koşulunun sa¼gland¬¼g¬n¬ve aşa¼g¬daki şartlar¬n geçerli oldu¼gunu varsa-

yal¬m:8<: (t; x) 2 [t0;1)� (0;1) için F (t; x) > 0;

(t; x) 2 [t0;1)� (�1; 0) için F (t; x) < 0;
(2.11)

8>>>>>><>>>>>>:

q 2 L1[t0;1) olacak şekilde q : [t0;1)! (0;1) fonksiyonu ve x 6= 0 için x (x) > 0

olacak şekilde  : R! R sürekli ve artmayan  fonksiyonu vard¬r. Ayr¬ca

(t; x) 2 [t0;1)� (0;1) için jF (t; x)j � q(t) (x)

(t; x) 2 [t0;1)� (�1; 0) için jF (t; x)j � �q(t) (x);
(2.12)Z

0

du

 (u)
<1 ve

Z 0 du

[� (u)] <1 (2.13)

ve

her t1 � t0 için
Z 1

t1

q(u)

Z u

t1

ds

�(s)
du =1: (2.14)

Bu durumda kapsama (2.1), sonunda y(t)y0(t) < 0 olacak şekilde sal¬n¬ms¬z bir y çözümüne

sahip de¼gildir.

·Ispat. y kapsama (2.1) in sal¬n¬ms¬z bir çözümü olsun. ·Ilk olarak t � t0 için y(t) > 0

oldu¼gunu ve t � t1 � t0 için y0(t) < 0 oldu¼gunu kabul ederim. Ayr¬ca

�(t) 2 F (t; y(t)) ve � 2 L1loc[t0;1) için �(t) = (�(t)y0(t))0 (2.15)

olsun. x > t1 sabitlenip (2.15) ifadesi s (t1 < s < x) den x e integre edilirse

�y0(s) = �(x)

�(s)
[�y0(x)] + 1

�(s)

Z x

s

�(u)du � 1

�(s)

Z x

s

�(u)du

bulunur. Bu ifade (2.12) ifadesiyle beraber s 2 (t1; x) için

�y0(s) � 1

�(s)

Z x

s

q(u) (y(u))du

ifadesini verir. Bu eşitsizli¼gin her taraf¬ (y(s)) ile bölünüp t1 den x e integre edilirseZ y(t1)

y(x)

du

 (u)
�
Z x

t1

Z u

t1

q(u)

�(s)

 (y(u))

 (y(s))
dsdu

elde edilir. Şimdi t � t1 için y0(t) < 0 ve  nin artmayan fonksiyon olmas¬gerçe¼gindenZ y(t1)

y(x)

du

 (u)
�
Z x

t1

q(u)

Z u

t1

ds

�(s)
du
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elde edilir. Yani,Z x

t1

q(u)

Z u

t1

ds

�(s)
du �

Z y(t1)

0

du

 (u)

dur. x!1 al¬n¬rsa

1 =

Z 1

t1

q(u)

Z u

t1

ds

�(s)
du �

Z y(t1)

0

du

 (u)
<1

çeli̧skisi elde edilir.

Şimdi de t � t0 için y(t) < 0 ve t � t1 � t0 için y0(t) > 0 kabul edelim. x > t1 sabitlenip

ve s 2 (t1; x) için

y0(s) =
�(x)

�(s)
[y0(x)]+

1

�(s)

Z x

s

[��(u)] du � 1

�(s)

Z x

s

[��(u)] du � � 1

�(s)

Z x

s

q(u) (y(u))du

oldu¼gunu görürüz. Bu eşitsizlik � (y(s)) ile bölünüp (x < 0 için  (x) < 0 oldu¼gunu

görünüz) t1 den x e integrali al¬n¬rsaZ y(t1)

y(x)

du

 (u)
�
Z x

t1

Z u

t1

q(u)

�(s)

 (y(u))

 (y(s))
dsdu

elde edilir. Şimdi y0 > 0,  artmayan bir fonksiyon ve x < 0 için  (x) < 0 olmak üzereZ y(x)

y(t1)

du

[� (u)] �
Z x

t1

q(u)

Z u

t1

ds

�(u)
du

elde edilir. Bu yüzdenZ x

t1

q(u)

Z u

t1

ds

�(s)
du �

Z 0

y(t1)

du

[� (u)]

olup x!1 al¬n¬rsa yine bir çeli̧ski elde edilir. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

E¼ger Teorem(2.1.4) te (2.4) ifadesinin do¼grulu¼gunu kabul edersek aşa¼g¬daki sonucu elde

ederiz.

Teorem 2.1.5 (2.2), (2.4) ve (2.11)-(2.14) ifadeleri sa¼glans¬n. O zaman kapsama (2.1)

in her s¬n¬rl¬çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. Kapsama (2.1) in s¬n¬rl¬ bir sal¬n¬ms¬z çözümü y olsun ve genelli¼gi bozmadan

t � t0 için y(t) > 0 kabul edelim.

t > t0 için y0(t) < 0 (2.16)
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oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bunu görmek için y0(�) > 0 olacak şekilde � > t0 olsun. Bu

durumda h:h:h: t � t0 için

(� (t) y0 (t))
0 � 0

d¬r. Böylece t > � için

y0(t) � � (�)

� (t)
y0(�)

dür. Bu yüzden t!1 için

y(t) � y (�) + � (�) y0(�)

Z t

�

du

� (u)
!1

olur. Bu durum y nin s¬n¬rl¬olmas¬gerçe¼gi ile çeli̧sir. Sonuç olarak t > t0 için y0(t) � 0

d¬r. Şimdi de y0(�) = 0 olacak şekilde � > t0 ¬n var oldu¼gunu kabul edelim. O zaman

y0(�) = 0 ile beraber h:h:h: t � t0 için (� (t) y0 (t))
0 > 0 dan t > � için � (t) y0 (t) > 0

elde edilir. Bu da bir çeli̧skidir. Böylece (2:16) ifadesi sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla t > t0 için

y (t) y0(t) < 0 olup bu ifade Teorem 2.1.4 ile çeli̧sir. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

Şimdi de F fonksiyonu bir i̧saret de¼gi̧sme özelli¼gini sa¼glamad¬¼g¬durumda iki tane sonuç

verilecektir.

Teorem 2.1.6 Aşa¼g¬daki şartlar ile beraber (2.2) ve (2.4) ifadeleri sa¼glans¬n:8>>>>>><>>>>>>:

q 2 L1loc[t0;1) olacak şekilde q : [t0;1)! R vard¬r

x 6= 0 için x (x) > 0 olacak şekilde  : R! R,

(t; x) 2 [t0;1)� (0;1) için F (t; x) � �q(t) (x) ve

(t; x) 2 [t0;1)� (�1; 0) için F (t; x) � �q(t) (x) ;

(2.17)

Z 1
q (x) dx =1 (2.18)

ve

x 6= 0 için  0(x) � 0: (2.19)

Bu durumda kapsama (2.1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. t � t0 için y(t) > 0 olmak üzere y; kapsama (2.1) in sal¬n¬ms¬z bir çözümü olsun.

t � t0 için w(t) =
� (t) y0(t)

 (y(t))
(2.20)
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olsun. Üstelik

�(t) 2 F (t; y(t)) ve � 2 L1loc[t0;1) olmak üzere � (t) = (� (t) y0(t))
0 (2.21)

olsun. t > t0 için

w0(t) =
(� (t) y0(t))0

 (y(t))
�  0(y(t))w2 (t)

� (t)
� � (t)

 (y(t))
� �q(t) (2.22)

oldu¼guna dikkat ediniz. (2.22) ifadesi t0 dan t ye (t � t0) integre edilirse

w (t) � w (t0)�
Z t

t0

q (s) ds (2.23)

elde edilir. Şimdi (2.18) ve (2.23) ifadeleri t � t1 için w (t) < 0 olacak şekilde t1 � t0 ¬n

var oldu¼gunu garanti eder. Yani t � t1 için y0(t) < 0 d¬r. Ayr¬ca (2.18) ifadesinde t > t2

için
R t2
t1
q(s)ds = 0 ve

R t
t1
q(s)ds > 0 olacak şekilde t2 � t1 in var oldu¼gunu garantiler.

Şimdi de (2.21) ifadesinde t2 den t ye (t > t2) integral al¬n¬rsa

� (t) y0(t) = � (t2) y
0(t2) +

Z t

t2

� (s) ds � � (t2) y
0(t2)�

Z t

t2

q (s) (y (s)) ds

= � (t2) y
0(t2)�  (y (t))

Z t

t2

q (s) ds+

Z t

t2

y0 (s) 0 (y (s))

�Z s

t2

q(u)du

�
ds

� � (t2) y
0(t2)

bulunur. Böylece t � t2 için

y0(t) � � (t2) y
0(t2)

� (t)

olur. Bu yüzden t!1 için

y(t) � y(t2) + �(t2)y
0(t2)

Z t

t2

ds

� (s)
! �1

olur ki bu da bir çeli̧skidir. S¬radaki kabulümüz; t � t0 için y (t) < 0 olsun. Ayr¬ca w;

(2.20) ifadesindeki gibi ve � da (2.21) ifadesindeki gibi olsun. Dikkat ediniz ki x < 0 için

 (x) < 0 oldu¼gundan, t > t0 için

w0(t) � � (t)

 (y(t))
� �q (t) (2.24)

olur. Yukar¬daki (2.24) ifadesinde t0 dan t ye (t � t0) integral al¬n¬rsa

w (t) � w (t0)�
Z t

t0

q (s) ds
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bulunur. Bu durumda t � t1 için w (t) < 0 olacak şekilde t1 � t0 vard¬r. Bu nedenle

x < 0 için  (x) < 0 oldu¼gunda t � t1 için y0(t) > 0 olur. t > t2 için
R t
t1
q(s)ds > 0 olacak

şekilde tekrar t2 � t1 seçilip (2.21) ifadesinde t2 den t ye (t > t2) integral al¬n¬rsa

� (t) y0(t) = � (t2) y
0(t2) +

Z t

t2

� (s) ds � � (t2) y
0(t2)�

Z t

t2

q (s) (y (s)) ds

= � (t2) y
0(t2)�  (y (t))

Z t

t2

q (s) ds+

Z t

t2

y0 (s) 0 (y (s))

�Z s

t2

q(u)du

�
ds

� � (t2) y
0(t2)

elde edilir. Bu nedenle t!1 için

y(t) � y(t2) + �(t2)y
0(t2)

Z t

t2

ds

� (s)
!1

çeli̧skisi elde edilir. Bu da teoremi ispatlar.

Uyar¬2.1.7 E¼ger (2.13) veZ 1 1

� (s)

Z s

t0

q(u)duds =1 (2.25)

ifadelerini kabul edersek, Teorem 2.1.6 daki (2.4) şart¬n¬kald¬rabiliriz. Bunu görmek için

y, kapsama (2.1) in sal¬n¬ms¬z bir çözümü olsun ve genelli¼gi bozmadan t � t0 için y(t) > 0

seçebiliriz. O halde (2.23) ifadesi sa¼glan¬r ve t � t1 için y0(t) < 0 olmak üzere t1 � t0

seçebiliriz ve hatta t � t2 için
R t
t0
q(s)ds � 2w(t0) olacak şekilde t2 � t1 de seçebiliriz.

Böylece t � t2 için

w(t) � �1
2

Z t

t0

q(s)ds

olur. Yani t � t2 için

y0(t)

 (y (t))
� � 1

2� (t)

Z t

t0

q(s)ds

olup t2 den t ye (t � t2) integral al¬n¬rsaZ y(t)

y(t2)

du

 (u)
� �

Z t

t2

1

2� (s)

Z s

t0

q (u) duds

elde edilir. Böylelikle t � t2 için

1

2

Z t

t2

1

� (s)

Z s

t0

q (u) duds �
Z y(t2)

y(t)

du

 (u)
�
Z y(t2)

0

du

 (u)

elde ederdik ve t!1 ile bir çelişki elde ederiz.
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Yukar¬da oldu¼gu gibi ekstra şartlar eklememiz durumunda (2.18) şart¬n¬ da kald¬ra-

bilmemiz mümkündür. Şimdi bunu aşa¼g¬da görece¼giz.

Teorem 2.1.8 (2.2), (2.4), (2.17) ve (2.19) ifadeleri sa¼glans¬n. Buna ek olarakZ 1

t0

q (s) ds <1; (2.26)

Yeterince büyük T için lim
t!1

inf

Z t

T

q (s) ds > 0; (2.27)Z 1

t0

1

� (s)

Z 1

s

q(u)duds =1 (2.28)

veZ 1 du

 (u)
<1 ve

Z
�1

du

[� (u)] (2.29)

koşullar¬sa¼glans¬n. Bu durumda kapsama (2.1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. y; kapsama (2.1) in t � t0 için y(t) > 0 şart¬n¬sa¼glayan sal¬n¬ms¬z bir çözümü

olsun. w; (2.20) ifadesindeki gibi olsun. Bu durumda Teorem 2.1.6 daki gibi

t � t0 için w(t) � �q(t) (2.30)

ifadesini buluruz. Bir de

� (t) 2 F (t; y(t)) ve � 2 L1loc [t0;1) olmak üzere � (t) = (� (t) y0(t))
0 (2.31)

olsun. Göz önüne almam¬z gereken üç durum vard¬r: Ya t � t0 için y0(t) � 0, t � t0 için

y0(t) � 0 ya da y0 nün sal¬n¬ml¬olmas¬.

Durum (i) t � t0 için y0(t) � 0 olsun.

(2.27) ifadesinden t � t2 için
R t
t1
q(x)dx > 0 olmak üzere t1 � t0 ve t2 � t1 vard¬r. Ayr¬ca

(2.30) ifadesinden t � t2 içinZ t

t1

q(x)dx � w(t1)� w(t)

buluruz. E¼ger y0(�) = 0 olacak şekilde � > t2 var ise

0 <

Z �

t1

q(x)dx � w(t1) � 0

çeli̧skisi elde edilir. Böylece t > t2 için y0(t) < 0 d¬r. (2.31) ifadesinde t2 den t ye (t > t2)

integral al¬n¬rsa (Teorem 2.1.6 daki gibi)

y0(t) � �(t2)y
0(t2)

� (t)
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elde edilir ve böylece t!1 için

y(t) � y(t2) + � (t2) y
0(t2)

Z t

t2

ds

� (s)
! �1

çeli̧skisi elde edilir.

Durum (ii) t � t0 için y0(t) � 0 olsun.

Şimdi s � t � t0 için (2.30) ifadesindenZ s

t

q(x)dx � w(t)� w(s) � w(t)

ifadesini elde ederiz. Bir sonuç olarak (s!1 al¬n¬rsa) t � t0 içinZ 1

t

q(x)dx � � (t) y0(t)

 (y(t))

elde ederiz. Burada ifadenin her taraf¬n¬� ile bölüp t0 dan t ye (t < t0) integral al¬rsakZ t

t0

1

� (s)

Z 1

s

q(x)dxds �
Z y(t)

y(t0)

du

 (u)
�
Z 1

y(t0)

du

 (u)

buluruz. Böylece

1 =

Z 1

t0

1

� (s)

Z 1

s

q(x)dxds �
Z 1

y(t0)

du

 (u)
<1

çeli̧skisi elde edilir.

Durum (iii) y0 sal¬n¬ml¬olsun.

O halde limn!1 Tn =1 ve y0(Tn) < 0 olacak şekilde bir fTng11 dizisi vard¬r.

lim
t!1

inf

Z t

Tn

q(s)ds > 0

olacak şekilde N yi yeterince büyük olsun. Şimdi (2.30) ifadesini Tn den t ye (t > Tn)

integre edersek

� (t) y0(t)

 (y (t))
� � (Tn) y

0(Tn)

 (y (Tn))
�
Z t

Tn

q(s)ds

buluruz. Bu yüzden

lim sup
t!1

� (t) y0(t)

 (y (t))
� � (Tn) y

0(Tn)

 (y (Tn))
+ lim sup

t!1

�
�
Z t

Tn

q(s)ds

�
< 0

olur ki bu da y0 nün sal¬n¬ml¬olmas¬gerçe¼gi ile çeli̧sir.

Şimdi, t � t0 için y(t) < 0 ve w (2.20) ifadesindeki gibi olsun. (Bu yüzden (2.30) ifadesi

sa¼glan¬r. Bak¬n¬z Teorem 2.1.6) ve � ; (2.31) ifadesindeki gibi olsun. Burada da benzer üç

durumu göz önüne almam¬z gereklidir.
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Durum (i) t � t0 için y0(t) � 0 durumu;

Şimdi s � t � t0 için (2.30) ifadesindenZ s

t

q(x)dx � w(t)� w(s) � w(t)

elde ederiz. Çünkü x > 0 için  (x) < 0 olmak üzere y0 � 0 d¬r. Bu nedenle t � t0 içinZ 1

t

q(x)dx � � (t) y0(t)

 (y (t))

olur. O halde, her iki taraf¬� ile bölüp t0 dan t ye (t < t0) integrale geçilir ve t ! 1

al¬n¬r ise

1 =

Z 1

t0

1

� (s)

Z 1

s

q(x)dxds �
Z y(t0)

�1

du

 (u)
<1

çeli̧skisi elde ederiz.

Durum (ii) t � t0 için y0(t) � 0 durumu;

Şimdi t � t2 için
R t
t1
q(x)dx > 0 olacak şekilde t1 � t0 ve t2 � t1 vard¬r. Bir de (2.30)

ifadesinden t � t2 içinZ t

t1

q(x)dx � w(t1)� w(t)

elde ederiz. E¼ger y0(�) = 0 olacak şekilde � > t2 varsa

0 <

Z �

t1

q(x)dx � w(t1) � 0

buluruz. Çünkü y0 � 0 ve x < 0 için  (x) < 0 d¬r. Bu yüzden t > t2 için y0(t) > 0 olur.

(2.31) ifadesinde t2 den t ye (t > t2) integral al¬rsak

y0(t) � � (t2) y
0(t2)

� (t)

olur. Bu nedenle t!1 için

y(t) � y(t2) + � (t2) y
0(t2) +

Z t

t2

ds

� (s)
!1

çeli̧skisini elde ederiz.

Durum (iii) y0 nün sal¬n¬ml¬olma durumu;

O halde limn!1 Tn =1 ve y0(Tn) > 0 olacak şekilde bir fTng11 dizisi vard¬r. N yeterince

büyük seçilir ise

lim
t!1

inf

Z t

Tn

q(s)ds > 0
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olur. Şimdi (2.30) ifadesi Tn den t ye (t > Tn) integre edilir ve ifadenin lim sup u al¬n¬rsa

lim sup
t!1

� (t) y0(t)

 (y (t))
� � (Tn) y

0(Tn)

 (y (Tn))
+ lim sup

t!1

�
�
Z t

Tn

q(s)ds

�
< 0

çeli̧skisi elde edillir. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

Uyar¬2.1.9 Kolay görülebildi¼gi gibi Teorem 2.1.8 içindeki (2.27) ifadesi yeterince büyük

T için

lim
t!1

inf

Z t

T

q(s)ds � 0

ifadesi ile yerde¼giştirilebilir.

2.2 ·IK·INC·I ÇALIŞMA

R.P.Agarwal, S.R.Grace ve D.O�Regan, 2009 y¬l¬nda yapt¬klar¬aşa¼g¬daki çal¬̧smada 2003

y¬l¬nda yapm¬̧s olduklar¬çal¬̧smay¬, Agarwal et al.(2003a),devam ettirerek aşa¼g¬daki sonuçlar¬

elde etmi̧slerdir.

·Ilk sonuç, F süperlineer (yani (2:34) koşulunu sa¼glayan) bir fonksiyon iken kapsama (2.1)

in sal¬n¬m davran¬̧s¬ile ilgilenmektedir.

Teorem 2.2.1 Aşa¼g¬daki şartlar sa¼glans¬n

� 2 C
�
[t0;1) ;R+ = (0;1)

�
ve

1Z
ds

� (s)
=1 (2.32)

R� = (�1; 0) olmak üzere8<: F (t; x) < 0; (t; x) 2 [t0;1)� R+ ise

F (t; x) > 0; (t; x) 2 [t0;1)� R� ise
(2.33)

Varsayal¬mki aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir � > 1 sabiti vard¬r:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

h:h:h: t � t0 ve x 6= 0 için xf(t; x) > 0 ve

h:h:h: t � t0 için jxj e göre
jf(t; x)j
jxj�

artmayan ve

(t; x) 2 [t0;1)� R+ için jF (t; x)j � f(t; x);

(t; x) 2 [t0;1)� R� için jF (t; x)j � �f(t; x)

olacak şekilde bir f : [t0;1)� R! R fonksiyonu vard¬r.

(2.34)
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E¼ger s¬f¬rdan farkl¬her c sabiti için A [t; T ] =

tZ
T

ds

�(s)
; t � T � t0 ve A(t) = A [t; t0] olmak

üzere

1Z
t0

A(s) jF (s; c)j ds =1 (2.35)

ise kapsama (2.1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. y kapsama (2.1) in sal¬n¬ms¬z bir çözümü olsun. Varsayal¬m t � t0 için y(t) > 0

olsun. ·Ilk olarak

t � t0 için y0(t) > 0 (2.36)

oldu¼gunu gösterece¼giz. Bunu görmek için y0(t1) < 0 olacak şekilde t1 > t0 ¬n var oldu¼gunu

kabul edelim.

�(t) := (� (t) y0 (t))0 olmak üzere � (t) 2 F (t; y(t)) ve � 2 L1loc [t0;1) (2.37)

olsun. (2.33) koşulundan h:h:h: t � t0 için

(�(t)y0(t))0 � 0

elde ederiz. Bu yüzden t � t0 için

�(t)y0(t) � � (t1) y
0(t1)

dir. Şimdi t1 den t ye (t � t1) integral al¬rsak

t!1 için y(t) � y(t1) + � (t1) y
0(t1)

tZ
t1

ds

� (s)
! �1

ifadesine ulaş¬r¬z ki bu da bir çeli̧skidir. Bu nedenle t � t0 için y0(t) � 0 olmal¬d¬r. Şimdi

de y0(t) = 0 olacak şekilde t1 > t0 ¬n var oldunu¼gunu kabul edelim. Koşul (2.33) ten

h:h:h: t � t0 için (�(t)y0(t))0 < 0 d¬r. Bu yüzden t > t1 için � (t) y0 (t) < 0 olur ki bu da

bir çeli̧skidir. Bu sebepten dolay¬(2.36) ifadesi do¼grudur.

t1 � t0 sabitlensin. Bir pozitif c1 sabiti vard¬r öyleki

h:h:h: t � t1 için y(t) � c1 (2.38)
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dir. (2.37) ifadesinde t den u � t ye integrale geçilir ve u!1 al¬n¬r ise h:h:h: t � t1 için

y0(t) � 1

� (t)

1Z
t

[��(s)] ds � 1

� (t)

1Z
t

f(s; y(s))ds (2.39)

elde ederiz. (2.34) ve (2.38) ifadelerinden h:h:h: t � t1 için

f(t; y(t)) =
f(t; y(t))

y�(t)
y�(t) � f(t; c1)

c�1
y�(t) (2.40)

elde ederiz. (2.40) ifadesini (2.39) ifadesinin içinde kullan¬p, y(t) nin artanl¬¼g¬n¬da dikkate

al¬rsak h:h:h: t � t1 için

y0(t) � 1

c�1� (t)

Z 1

t

f (s; c1) y
�(s)ds

�
�

1

c�1� (t)

Z 1

t1

f (s; c1) ds

�
y�(t)

elde ederiz. Yukar¬daki eşitsizli¼gi (y(t))� ile bölüp t1 den t ye integrale geçilir ve t ! 1

al¬n¬rsa

1

c�1

1Z
t1

1

� (u)

1Z
u

f (s; c1) dsdu =
1

c�1

1Z
t1

A [s; t1] f (s; c1) ds

� y(t1)
1��

�� 1 <1

ifadesini buluruz ve bu da (2.35) koşulu ile çeli̧sir.

y(t) nin negatif oldu¼gu durumda paralel bir argüman¬n sa¼gland¬¼g¬kolayca görülebilir. Bu

da ispat¬tamamlar.

Teorem 2.2.2 (2.32)ve (2.33) koşullar¬sa¼glans¬n ve aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan

0 < � < 1 olan bir � sabiti var olsun.8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

h:h:h: t � t0 ve x 6= 0 için xf(t; x) > 0 ve

h:h:h: t � t0 için jxj e göre
jf(t; x)j
jxj� artmayan ve

(t; x) 2 [t0;1)� R+ için jF (t; x)j � f(t; x);

(t; x) 2 [t0;1)� R� için jF (t; x)j � �f(t; x)

olacak şekilde bir f : [t0;1)� R! R fonksiyonu vard¬r.

(2.41)

E¼ger s¬f¬rdan farkl¬her c sabiti için ve A(t) Teorem 2.2.1 daki gibi olmak üzere

1Z
t0

jf (s; cA(s))j ds =1 (2.42)
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ise kapsama (2.1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. y kapsama (2.1) ¬n sal¬n¬ms¬z bir çözümü olsun. y(t) < 0 oldu¼gunda da benzer

argümanler geçerli oldu¼gu için t � t0 için y(t) > 0 oldu¼gunu kabul edebiliriz. Teorem

2.2.1 in ispat¬ndaki gibi (2.36) ve (2.39) ifadelerini buluruz. �(t); (2:37) ifadesindeki gibi

olsun. t2 > t1 olacak şekilde t2 sabit tutulup (2.39) ifadesinde gerekli düzeltmeler yap¬l¬p

t1 den t ye (� t2) integral al¬n¬rsa h:h:h: t � t2 için

y(t) � A(t)

1Z
t

f(s; y(s))ds (2.43)

elde edilir. Dikkat edilirse h:h:h: t � t2 için

y(t) � c2A(t) (2.44)

olacak şekilde bir c2 > 0 sabiti vard¬r. (2.41) ve (2.44) ifadesinden h:h:h: t � t2 için

f(t; y(t)) =
f(t; y(t))

y�(t)
y�(t) � f(t; c2A(t))

c�2

�
y(t)

A(t)

��
(2.45)

buluruz. (2.43) ve (2.45) ifadesini birleştirerek t � t2 için

y(t)

A(t)
� 1

c�2

Z 1

t

f(s; c2A(s))

�
y(t)

A(s)

��
ds

elde ederiz. t � t2 olmak üzere w(t) =
R1
t
f(s; c2A(s))

�
y(s)

A(s)

��
ds olarak al¬n¬rsa aşa¼g¬-

dakiler elde edilir.

�w0(t) = f(t; c2A(t))

�
y(t)

A(t)

��
� f(t; c2A(t))(c

�
2w(t))

�

veya t � t2 için

� w0(t)

w�(t)
� (c�2 )�f(t; c2A(t))

olur. Bu eşitsizli¼gin integralini al¬rsakZ 1

t2

f(s; c2A(s))ds <1

olur ki bu da (2.42) koşulu ile çeli̧sir. Böylece ispat tamamlanm¬̧st¬r.

Daha sonra aşa¼g¬daki sonuç verilmi̧stir.
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Teorem 2.2.3 (2.32) ve (2.33)şartlar¬sa¼glans¬n ve8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

h:h:h: t � t0 ve x 6= 0;

h:h:h: t � t0 için f(t; x) fonksiyonu x e göre azalmayan ve

(t; x) 2 [t0;1)� R+ için jF (t; x)j � f(t; x);

(t; x) 2 [t0;1)� R� için jF (t; x)j � �f(t; x)

şartlar¬n¬sa¼glayan f : [t0;1)� R! R fonksiyonu var olsun.

(2.46)

E¼ger s¬f¬rdan farkl¬her c sabiti içinZ 1

t0

1

�(u)

Z 1

t0

jf(s; c)j dsdu =1 (2.47)

ise (2.1) kapsamas¬sal¬nmal¬d¬r.

·Ispat. y, kapsama (2.1) in sal¬n¬m¬z bir çözümü olsun. Her t � t0 için y(t) > 0 oldu¼gunu

kabul edebiliriz. Çünkü y(t) < 0 durumunda da paralel bir argüman geçerlidir. Teo-

rem 2.2.1 in ispat¬ndaki gibi (2.36) ve (2.38) ifadeleri elde edilir. Şimdi de �(t) (2.37)

ifadesindeki gibi olsun. t1 � t0 olmak üzere t1 den t ye (2.37) ifadesinde integral al¬n¬rsa

�(t)y0(t) � �(t1)y
0(t1)�

Z t

t1

f(s; y(s))ds (2.48)

bulunur. (2.38) ifadesini (2.48) de kullan¬rsak

y0(t) � �1
�(t)

Z t

t1

f(s; c1)ds

elde ederiz. Burada t1 den t ye integral al¬n¬rsa t!1 için

y(t) � y(t1)�
Z t

t1

1

�(u)

Z t

t1

f(s; c1)dsdu! �1

buluruz. Bu ifade t � t0 için y(t) > 0 gerece¼gi ile çeli̧sir. Bu da teoremin ispat¬n¬

tamamlar.

Şimdi de aşa¼g¬daki ilginç sonuç verilmi̧stir.

Teorem 2.2.4 (2.32) ve (2.33) şartlar¬sa¼glans¬n q 2 L1loc[t0;1) olacak şekilde

q : [t0;1) ! (0;1) bir q fonksiyonu, � 2 C([t0;1);R+) şeklinde azalmayan bir �

fonksiyonu ve8>>><>>>:
(t; x) 2 [t0;1)� R+için F (t; x) � �q(t)x�

ve

(t; x) 2 [t0;1)� R� için F (t; x) � �q(t)x�
(2.49)
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olacak şekilde bir � sabitinin 0 � � � 1 (�, pozitif tek tamsay¬lar¬n oran¬) var oldu¼gunu

kabul edelim. E¼ger A(t), Teorem 2.2.1 daki gibi olmak üzere s¬f¬rdan farkl¬her pozitif c

sabiti için

lim sup
t!1

tZ
t0

�
� (s) q (s)� c

�0 (s)

A� (s)

�
ds =1 (2.50)

ise kapsama (2.1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. y, kapsama (2.1) in sal¬n¬ms¬z bir çözümü olsun. t � t0 için y(t) > 0 kabul

edebiliriz. Çünkü y(t) < 0 durumunda da paralel bir argüman geçerlidir. Teorem 2.2.1

ve Teorem 2.2.2 in ispatlar¬nda oldu¼gu gibi (2.36) ve (2.44) ifadeleri bulunur. t � t0 için

w(t) = � (t)
�(t)y0(t)

y� (t)
(2.51)

olsun. Ayr¬ca � (t) de (2.37) ifadesindeki gibi olsun. t > t0 oldu¼gunu dikate al¬rsak

w0(t) = �0(t)
�(t)y0(t)

y�(t)
+ �(t)

(�(t)y0(t))0

y�(t)
� ��(t)�(t)

(y0(t))2

y�+1(t)

veya

w0(t) � ��(t)q(t) + �0(t)

�
�(t)y0(t)

y(t)

�
(y1��(t)) (2.52)

ifadelerini elde edilir. Şimdi t � t0 için

y(t) = y(t0) +

Z t

t0

y0(s)ds =

Z t

t0

1

�(s)
(�(s)y0(s)) ds � A(t) (�(t)y0(t)) (2.53)

dir. (2.44) ve (2.53) ifadelerini (2.52) ifadesinin içinde kullan¬rsak t � t1 � t0 için

w0(t) � ��(t)q(t) + �0(t)

A(t)
(c2A(t))

1��

= ��(t)q(t) + c1��2

�0(t)

A�(t)
(2.54)

elde ederiz. t1 den t ye (2.54) ifadesinin integralini al¬p sonra sonuç eşitsizli¼ginin t!1

için lim sup unu al¬rsak

lim sup
t!1

Z t

t1

�
�(s)q(s)� c1��2

�0(s)

A�(s)

�
ds � �w(t) + w(t1) � w(t1) <1

elde edilir. Bu da (2.50) koşulu ile çeli̧sir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 2.2.5 (2.32), (2.33) ve (2.49) koşullar¬ sa¼glans¬n dahas¬ kabul edelim ki dife-

rensiyellebilir bir H : D = f(t; s) : t � s � t0g ! R fonksiyonu vard¬r öyleki

t � t0 için H(t; t) = 0; H(t; s) > 0 ve (t; s) 2 D için
@H(t; s)

@(s)
� 0 (2.55)
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olsun. E¼ger A(t) Teorem 2.2.1 daki gibi olmak üzere herhangi bir c > 0 sabiti için

lim sup
t!1

1

H(t; t0)

tZ
t0

"
H(t; s)�(s)q(s)� c

�
H(t; s)�0(s) + � (s) @

@s
H(t; s)

�
A�(s)

#
ds =1 (2.56)

oluyor ise kapsama (2.1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. y, kapsama (2.1) in sal¬n¬ms¬z bir çözüm olsun. t � t0 için y(t) > 0 kabul

edebiliriz, çünkü y(t) < 0 olmas¬durumunda da paralel bir argüman sa¼glan¬r. Teorem

2.2.4 ün ispat¬nda oldu¼gu gibi (2.36) ve (2.52) ifadeleri bulunur. Üstelik dikkat edilirse

t � t0 için

�(t)y0(t)

y�(t)
� c1��2 A��(t) (2.57)

dir. (2.52) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬n¬H(t; s) ile çarp¬p elde edilen eşitsizli¼gin t1 � t0

dan t ye integrali al¬n¬rsaZ t

t1

H(t; s)w0(s)ds = H(t; s)w(s)jtt1 �
Z t

t1

@H(t; s)

@s
w(s)ds

� �
Z t

t1

H(t; s)�(s)q(s)ds+

Z t

t1

H(t; s)�0(s)

�
�(s)y0(s)

y�(s)

�
ds

veya

�H(t; t1)w(t1) � �
Z t

t1

H(t; s)�(s)q(s)ds+

Z t

t1

�
H(t; s)�(s) + p0(s)

@H(t; s)

@s

��
�(s)y0(s)

y�(s)

�
ds

(2.58)

(2.58) ifadesi (2.57) de kulan¬l¬rsa

1 > w(t1) �
1

H(t; t1)

tZ
t1

24H(t; s)�(s)q(s)� c1��2

�
H(t; s)�0(s) + �(s)@H(t;s)

@s

�
A�(s)

35 ds
elde ederiz. üstteki eşitsizli¼gin her iki taraf¬n lim sup una geçilir ve t!1 al¬n¬rsa (2.56)

şart¬ile çeli̧sen bir ifade bulunur. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

Uyar¬2.2.6

� Teorem 2.2.5 te t � t0 için �0(t) � 0 ve (t; s) 2 D için
@H(t; s)

@s
� 0 koşullar¬, t � t0

ve (t; s) 2 D için

h(t; s) = H(t; s)�0(s) + �(s)
@H(t; s)

@s
� 0 (2.59)

ile de¼gi̧stirilebilir.
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� h(t; s) (2:59) ifadesindeki gibi olmak üzere (2.56) şart¬

lim sup
t!1

1

H(t; t0)

Z t

t0

H(t; s)�(s)q (s) ds =1 (2.60)

ve

lim
t!1

1

H(t; t0)

Z t

t0

h(t; s)A��(s)ds <1 (2.61)

şeklinde de¼gi̧stirilebilir.
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BÖLÜM 3

·IK·INC·I DERECEDEN GÜÇLÜ SÜPERL·INEER VE GÜÇLÜ

ALTL·INEER D·INAM·IK KAPSAMALAR ·IÇ·IN SALINIM

KR·ITERLER·I

Bu bölümde Elvan Ak¬n-Bohner ve Shurong Sun taraf¬ndan yap¬lan bir çal¬̧sma üzerinde

duraca¼g¬z; bak¬n¬z, (E. Ak¬n-Bohner and S.Sun 2012). Bu çal¬̧smada zaman skalas¬nda

ikinci dereceden güçlü süperlineer ve güçlü altlineer dinamik kapsamalar için baz¬sal¬n¬m

kriterleri incelenmi̧stir. Sal¬n¬m problemleri son zamanlarda fark denklemleri ve diferen-

siyel denklemler alanlar¬nda çok ilgi çekici hale gelmi̧stir. Bu alanlar, zaman skalas¬nda

dinamik denklemler ad¬ verilen daha güçlü ve daha genel teoremler ile birleştirilmeye

başlanm¬̧st¬r. Bu bölümdeki dinamik kapsama için elde edilen sonuçlar,önceki bölümde

verilen diferensiyel kapsama için elde edilen sonuçlara göre de yenidir. Önceki bölümde

verilen diferensiyel kapsaman¬n sal¬n¬m¬için gösterilen ispatlar ile bu bölümde ayn¬kap-

saman¬n dinamik versiyonunun sal¬n¬m¬için verilecek olan ispatlar k¬yaslanabilirlik aç¬s¬n-

dan önemlidir. Son zamanlarda bu tür çal¬̧smalar çok revaçtad¬r.

Bu bölümde aşa¼g¬daki [H1], [H2] ve [H3] hipotezleri alt¬nda

�
p(t)x�(t)

�� 2 F (t; x�(t)); h:h:h: t � t0 (3.1)

şeklindeki ikinci dereceden lineer olmayan dinamik kapsaman¬n çözümlerinin sal¬n¬m

davran¬̧s¬üzerinde durulacakt¬r.

[H1] p 2 Crd ([t0;1)T ;R+) öyleki

A(t) :=

1Z
t

�s

p(s)
<1; t � t0.

[H2] F : [t0;1)T � R! 2Rn; konveks ve kompakt küme-de¼gerli fonksiyon öyleki

jF (:; u)j = sup fjyj : y 2 F (t; u)g ve F (t; u) > 0 yani, her y 2 F (t; u) için y > 0.
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[H3]

(t; u) 2 [t0;1)T � R+ için F (t; u) < 0;

(t; u) 2 [t0;1)T � R� için F (t; u) > 0.

Dinamik kapsamalar, dinamik denklemlerin önemli bir genelleştirilmesini temsil eder.

Bir dinamik kapsaman¬n çözümü tek bir e¼gri yerine ulaş¬labilir bir kümedir. Dinamik

kapsamalar için çözüm metodu, dinamik denklemler için kullan¬lan nümerik metodlar

ile k¬yasland¬¼g¬nda oldukça karmaş¬kt¬r. Algoritmalar, optimal kontrol teorisinin baz¬

kavramlar¬n¬ temel almaktad¬r. Dinamik kapsamalar ile pek çok durumda kaŗs¬laş¬la-

bilmektedir; örne¼gin, dinamik varyasyonel eşitsizlikler,ileri dinamik sistemler, dinamik

Coulomb sürtünme problemleri ve fuzzy kümeleri aritmeti¼gi gibi. Örne¼gin: Coulomb

sürtünme için temel kural kayma yönünün ters yönünde �N büyüklü¼güne sahiptir, bu-

rada N dik (normal) kuvvet ve � (sürtünme katsay¬s¬) bir sabittir. Fakat, e¼ger kayma s¬f¬r

ise, sürtünme kuvveti do¼gru düzlemde büyüklü¼gü �N ya da daha küçük olan herhangi

bir kuvvet olabilir. Bu yüzden, sürtünme kuvvetini durum ve h¬z¬n bir fonksiyonu olarak

yazmak için bir küme fonksiyonuna ihtiyaç duyar¬z.

Son zamanlarda ayr¬k ve sürekli analizde sal¬n¬m problemleri çok popüler hale gelmi̧stir.

Bu yüzden bu iki alan çok daha kuvvetli bir genel teori ile birleştirilmeye ve geni̧sletilmeye

başlanm¬̧st¬r. Bu teori reel say¬lar¬n boştan farkl¬ alt kümeleri olan T zaman skalas¬

olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r. ·Ilk bölümde biraz özetledi¼gimiz bu teori Hilger taraf¬ndan 1988

de başlat¬lm¬̧st¬r.

Bu bölümün temel amac¬(3:1) ile verilen dinamik kapsama için E. Ak¬n ve S. Sun taraf¬n-

dan verilen sal¬n¬m kriterlerinin incelenmesidir. Said Grace, R.P.Agarwal ve D.O�Regan

sadece A(t) =1 iken

(p(t)x0 (t))
0 2 F (t; x(t)); h:h:h: t � t0

ikinci dereceden diferensiyel kapsamas¬n¬n sal¬n¬m¬için yeterli şartlar vermi̧slerdir.(Grace

et al. 2009). (3:1) için sal¬n¬m kriterleriniA(t) =1 iken yine E. Ak¬n ve S. Sun taraf¬ndan

2009 y¬l¬nda çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (bak¬n¬z, E. Ak¬n and S.Sun 2009). Bu bölümdeki ispatlar Grace,

Agarwal, Bohner ve O�Regan taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧sma (bak¬n¬z, Grace et al. 2009),

Bohner ve Tisdel taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧sma (bak¬n¬z, Bohner and Tisdel 2005) ve E. Ak¬n
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ve S. Sun taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧sma (bak¬n¬z, E. Ak¬n and S.Sun 2011) ile ba¼glant¬l¬d¬r.

Bu bölüm boyunca T zaman skalas¬üstten s¬n¬rs¬z kabul edilmi̧stir. Tüm reel de¼gerli yerel

�-integrallenebilir fonksiyonlar¬n kümesi; yani, her bir [t0;1)T kompakt aral¬¼g¬üzerinde

�-integrallenebilir fonksiyonlar¬n kümesi L1loc ([t0;1)T ;R) olsun. E¼ger [t0;1)T üzerinde

h.h.h.
�
p(t)x�(t)

��
= y(t) ve [t0;1)T üzerinde h.h.h. y(t) 2 F (t; x� (t)) olacak şekilde

bir y 2 L1loc ([t0;1)T ;R) fonksiyonu var ise (3.1) in bir çözümü x tir denir. E¼ger (3.1) in

bir çözümü x belli bir noktadan sonra pozitif ya da negatif de¼gil ise sal¬n¬ml¬d¬r denir.

3.1 TEMEL SONUÇLAR

Bu k¬s¬mda dinamik kapsama (3.1) in sal¬n¬m davran¬̧slar¬üzerinde durulacakt¬r. S¬ras¬yla

ikinci dereceden güçlü süperlineer ve güçlü altlineer dinamik kapsamalar için sal¬n¬m

kriterleri incelenecektir.

Tan¬m 3.1.1 E¼ger

(t; u) 2 [t0;1)T � R+ için jF (t; u)j � f(t; u)

(t; u) 2 [t0;1)T � R� için jF (t; u)j � �f(t; u)

ve h:h:h: t � t0; xy > 0 ve jxj � jyj için

jf(t; x)j
jxj�

� jf(t; y)j
jyj�

(3.2)

şartlar¬n¬sa¼glayan h:h:h: t � t0; u 6= 0 için uf(t; u) > 0 olacak şekilde bir

f : [t0;1)T � R! R fonksiyonu ve bir � > 1 sabiti var ise (3.1) kapsamas¬(veya F )

güçlü süperlineerdir denir. Ayr¬ca e¼ger

(t; u) 2 [t0;1)T � R+ için jF (t; u)j � f(t; u)

(t; u) 2 [t0;1)T � R� için jF (t; u)j � �f(t; u)

ve h:h:h: t � t0; xy > 0 ve jxj � jyj için

jf(t; x)j
jxj � jf(t; y)j

jyj (3.3)

şartlar¬n¬sa¼glayan h:h:h: t � t0; u 6= 0 için uf(t; u) > 0 olacak şekilde bir

f : [t0;1)T � R! R fonksiyonu ve bir 0 <  < 1 sabiti var ise (3.1) kapsamas¬güçlü

altlineerdir denir.
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E¼ger � = 1 iken (3.2) sa¼glan¬r ise (3.1) kapsamas¬na süperlineer; e¼ger  = 1 iken (3:3)

sa¼glan¬r ise (3.1) kapsamas¬na altlineer denir. Aşa¼g¬daki lemmalar çok kullan¬̧sl¬d¬r ve bir

çok yerde kullan¬lm¬̧st¬r.

Lemma 3.1.2 [t0;1)T üzerinde jxj
� tek işaretli ve � > 0 verilsin. O halde [t0;1)T

üzerinde

jxj�

(jxj�)�
�

�
jxj1��

��
1� �

� jxj�

jxj�

d¬r.

Lemma 3.1.3 Farzedelimki (3.1) kapsamas¬n¬n [t0;1)T aral¬¼g¬nda bir çözümü x tek

işaretli olsun. O zaman [t0;1)T üzerinde ya

xx� � 0 (3.4)

ya da [t1;1)T üzerinde

xx� � 0 (3.5)

olacak şekilde t1 � t0; t1 2 T vard¬r.

Dahas¬varsayal¬mki bir f : [t0;1)T � R! R fonksiyonu vard¬r öyleki h:h:h: t � t0 için

uf(t; u) > 0 ve

c =
�
jx(t0)j+ p(t0)

��x�(t0)��A(t0)	 sgnx(t0)
ve

bc =
8><>:

x(t0)

A(t0)
; e¼ger (3:4) sa¼glan¬r ise

p(t1)x
�(t1)sgnx(t0); e¼ger (3:5) sa¼glan¬r ise

olsun. O zaman

cx > 0 olmak üzere [t0;1)T üzerinde jxj � jcj (3.6)

ve

bcAx > 0 olmak üzere [t0;1)T üzerinde jxj � jbcAj (3.7)

dir.

42



·Ispat. Kabul edelim ki x kapsama (3.1) in bir çözümü ve [t0;1)T üzerinde x > 0 olsun.

x < 0 durumu da benzer şekilde gösterilebilir. E¼ger (3.4) şart¬ sa¼glanmaz ise t1 > t0

olacak şekilde t1 2 T vard¬r öyleki x�(t1) < 0 d¬r. [H2] hipotezinden t � t0 için

(p(t)x� (t))� < 0 (3.8)

d¬r ve böylece t � t1 için

p(t)x� (t) � p(t)x�(t1) < 0

d¬r. Bu yüzden t � t1 için x�(t) < 0 olur. Bu (3.5) koşulunu ispatlar.

Üstelik, (3.8) koşulundan

p(t)x�(t) � p(t0)x
�(t0); t � t0

veya

x� (t) � p(t0)x
�(t0)

p(t)
; t � t0

elde edilir. Üstteki eşitsizlikte t � t0 olmak üzere t0 dan t ye integral al¬rsak

x(t) � x (t0) + p(t0)x
� (t0)

tZ
t0

�s

p(s)

olur. Bu nedenle

jx(t)j � jx(t0)j+ p(t0)
��x�(t0)�� tZ

t0

�s

p(s)

� jx(t0)j+ p(t0)
��x�(t0)��A(t0) (3.9)

bulunur.

c := x(t0) + p(t0)
��x�(t0)��A(t0) (3.10)

ile gösterelim. Bu durumda (3.6) koşulu ispatlanm¬̧s olur.

(3.7) koşulunu göstermek için iki farkl¬durumu dikkate al¬yoruz. E¼ger (3.4) sa¼glan¬r ise

her t � t0 için

x(t) � x(t0) = bcA(t0) � bcA(t)
dir. E¼ger (3.5) sa¼glan¬r ise, bu durumda

y(t) = (p(t)x�(t))� (3.11)
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ve y(t) 2 F (t; x�(t)); y 2 L1loc ([t0;1)T ;R) olsun. v; s � t0; v; s 2 T olmak üzere (3.11)

ifadesi v den s ye integre edilir ise

p(s)x�(s) = p(v)x� (v) +

sZ
v

y (�)��

elde ederiz. Bu nedenle

x� (s) =
p(v)x� (v)

p(s)
+

1

p(s)

sZ
v

y(�)�� (3.12)

elde edilir.

(t; x) 2 [t0;1)T � R+ için � y(t) � f(t; x�(t)) (3.13)

oldu¼gunu görünüz. (3.13) ifadesini (3.12) ifadesinde göz önüne al¬n¬r ve (3.12) için u � t0

olmak üzere t den u 2 T ye integrale geçilir ise

x(u)� x(t) � p(v)x�(v)

uZ
t

�s

p(s)
�

uZ
t

1

p(s)

sZ
v

f(� ; x�(�))���s (3.14)

veya

x(t) � �p(v)x�(v)
uZ
t

�s

p(s)
+

uZ
t

1

p(s)

sZ
v

f(� ; x�(�))���s

elde edilir. Son ifadede v = t1 ve u!1 al¬n¬rsa

x(t) � �p(t1)x�(t1)
1Z
t

�s

p(s)
+

1Z
t

1

p(s)

sZ
t1

f(� ; x�(�))���s

� �p(t1)x�(t1)A(t)

: = bcA(t)
elde edilir ve bu da ispat¬tamamlar.

S¬radaki teoremde kapsama (3.1) in güçlü süperlineer veya güçlü altlineer olmas¬na ihtiyaç

yoktur.

Teorem 3.1.4 [H1]-[H3] şartlar¬na ek olarak

[H4]

f(t; x) � f(t; y); x � y; t � t0
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koşulunu sa¼glayan bir f : [t0;1)T �R! R fonksiyonu var olsun. Şeklinde bir [H4] şart¬

da kabul edilsin.E¼ger s¬f¬rdan farkl¬her c sabiti için

1Z
t0

1

p(s)

sZ
t0

jf(� ; cA�(�))j���s =1 (3.15)

olur ise kapsama (3.1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. x kapsama (3.1) in sal¬n¬ms¬z bir çözümü olsun öyleki [t0;1)T üzerinde x > 0

olsun. x < 0 durumu da benzer şekilde gösterilebilir.(3.7) ifadesi ve [H4] şart¬ndan her

t � t0 için

f(� ; x� (�)) � f(� ;bcA� (�)) (3.16)

buluruz. u = v = t1 � t şart¬ile (3.14) ve (3.16) ifadelerini kullan¬rsak

x(t) � x(t1) + p(t1)x
� (t1)

tZ
t1

�s

p(s)
�

tZ
t1

1

p(s)

sZ
t1

f(� ; x� (�))���s (3.17)

� x(t1) + p(t1)x
� (t1)

tZ
t1

�s

p(s)
�

tZ
t1

1

p(s)

sZ
t1

f(� ;bcA� (�))���s (3.18)

ifadelerini elde ederiz. Bu ifadede x in pozitif durumu t!1 için (3.15) ifadesiyle çeki̧sir.

Bu da teoremin ispat¬n¬tamamlar.

S¬radaki sonuç kapsama (3.1) güçlü süperlineer iken bu kapsaman¬n sal¬n¬m davran¬̧s¬ile

ilgilidir. (E. Ak¬n-Bohner ve S. Sun,2009).

Teorem 3.1.5 [H1]-[H3] şartlar¬na ilave olarak kapsama (3.1) güçlü süperlineer olsun.

E¼ger s¬f¬rdan farkl¬her c sabiti için

1Z
t0

jf(� ;bcA� (�))j�� =1 (3.19)

ifadesi sa¼glan¬yor ise kapsama (3.1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. Kapsama (3.1) in sal¬n¬ms¬z bir çözümü x olsun öyleki [t0;1)T üzerinde x > 0

olsun. x < 0 olma durumu da benzer şekilde gösterilebilir. Kapsama (3.1) süperlineer ve

(3.7) ifadesi sa¼gland¬¼g¬ndan bir f : [t0;1)T�R! R fonksiyonu ve bir � > 1 sabiti vard¬r

öyleki her t � t1 � t0 için

f(� ; x� (�))

(x� (�))�
� f(� ;bcA� (�))

(bcA� (�))� (3.20)
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olsun. t � u � t1 = v ile (3.14) ifadesini kullan¬rsak

x (u) � �p(t1)x� (t1)
tZ

u

�s

p(s)
+

tZ
u

1

p(s)

uZ
t1

f (� ; x� (�))���s (3.21)

� bA(u) + A(u)

uZ
t1

f (� ; x� (�))�� (3.22)

� bA(u) + A(u)

uZ
t1

f (� ;bcA� (�))
(bcA� (�))� (x� (�))��� (3.23)

elde ederiz. Yukar¬daki eşitsizliklerde b := p(t1)
��x� (t1)�� şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Böylece

(3.20) yi kullan¬rsak

x(u)

A(u)
� b+ (bc)�� uZ

t1

f (� ;bcA� (�))� x� (�)
A� (�)

��
�� := w(u)

elde ederiz. Lemma 3.1.3 ten

w� (�) = (bc)�� f (� ;bcA� (�))� x� (�)
A� (�)

��
� (bc)�� f (� ;bcA� (�)) (w� (�))�

dir. Bu yüzden

�
�
w1��

��
(�) � � � 1

(bc)� f (� ;bcA� (�))
buluruz. Yukar¬daki eşitsizlikte t � t1 olmak üzere t1 den t ye integral al¬n¬rsa

�
w1��

�
(t1) �

� � 1
(bc)�

tZ
t1

f (� ;bcA� (�))��
elde ederiz. Bu ifade t!1 için b nin seçimi ile çeli̧sir. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

S¬radaki sonuç (3.3) koşulunu sa¼glar, yani F güçlü altlineer iken (3.1) kapsamas¬n¬n

sal¬n¬m davran¬̧s¬ile ilgilidir.

Teorem 3.1.6 [H1]-[H4] koşullar¬na ek olarak kapsama (3.1) güçlü altlineer olsun. E¼ger

s¬f¬rdan farkl¬her c sabiti için

1Z
t0

1

p(s)

sZ
t0

jf (� ; c)j���s =1 (3.24)

ifadesi sa¼glan¬yor ise kapsama (3.1) sal¬n¬ml¬d¬r.
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·Ispat. x kapsama (3.1) in sal¬n¬ms¬z bir çözümü olsun öyleki [t0;1)T üzerinde x > 0

olsun. x < 0 durumu da benzer şekilde gösterilebilir. Lemma 3.1.3 ten (3.4) veya (3.5)

ifadelerinden herhangi biri sa¼glans¬n. E¼ger (3:4) sa¼glan¬r ise her t � t0 için

x� (t) � x (t) � x (t0)

ve böylece u = v = t0 � t olmak üzere (3.14) ifadesinden ve [H4] koşulundan

x(t) � x(t0) + p(t0)x
� (t0)

tZ
t0

1

p(s)
�

tZ
t0

1

p(s)

sZ
t0

f(� ; x (t0))���s

elde ederiz. Bu ifade t ! 1 al¬nd¬¼g¬nda x in poziti�i¼gi ile çeli̧sir. E¼ger (3.5) sa¼glan¬rsa

0 <  < 1 olmak üzere (3.6) ve (3.3) ifadeleri yard¬m¬yla her t � t1 için

f(� ; x�(�))

(x� (�))
� f(� ; c)

(c)
(3.25)

oldu¼gunu buluruz. u = t1 � t olmak üzere (3.12), (3.13) ve (3.25) ifadelerinden

x� (t) =
p(t1)x

� (t1)

p(t)
+

1

p(t)

tZ
t1

y (�)��

� � 1

p(t)

tZ
t1

f(� ; x� (�))��

� � 1

p(t)

tZ
t1

(x� (�)) f(� ; c)

(c)
��

� �(c)
�

p(t)
x (t)

tZ
t1

f(� ; c)��

elde edilir. Şimdi de Lemma 3.1.2 den

(c)�

p(t)

tZ
t1

f(� ; c)�� � �x
� (t)

x (t)
� �(x

1�)
�
(t)

1� 

elde edilir. Yukar¬daki eşitsizlikte t � t1 olmak üzere t1 den t ye integral al¬n¬rsa

x1� (t) � x1� (t) +
1� 

(c)

tZ
t1

1

p(s)

sZ
t1

f(� ; c)���s

� 1� 

(c)

tZ
t1

1

p(s)

sZ
t1

f(� ; c)���s
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elde edilir. Bu da t!1 için (3.24) ile çeli̧sir. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

Yukar¬da verilen teoremlerin ispatlar¬ile ikinci bölümdeki ispatlar aras¬ndaki benzerliklere

dikkat ediniz. Yaln¬z, bu bölümdeki ispatlar¬n daha genel olduklar¬tabii ki unutulma-

mal¬d¬r. Şimdi ikinci ve üçüncü bölümlerde ele al¬nan diferensiyel ve dinamik kapsamay¬

biraz daha genel olan ikinci dereceden bir dinamik kapsama ile de¼gi̧stirerek bu kapsama

için sal¬n¬m kriterlerinin elde edili̧sini bir sonraki bölümde gösterece¼giz.
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BÖLÜM 4

·IK·INC·I DERECEDEN, DA¼GILIMLI SAPMA

PARAMETREL·I, SÖNÜMLÜ D·INAM·IK KAPSAMALARIN

SALINIMI

Bu bölümde Said Grace, Elvan Ak¬n ve Rawi Agarwall taraf¬ndan yap¬lan yeni bir çal¬̧sma

üzerinde duraca¼g¬z; bak¬n¬z (Grace et al. 2015). Bu çal¬̧smada da¼g¬l¬ml¬ sapma para-

metreli lineer olmayan ikinci dereceden sönümlü dinamik kapsamalar¬n tüm çözümlerinin

sal¬n¬m¬üzerine baz¬teoremler verilmi̧stir. Bu kapsaman¬n denklem formunun sal¬n¬m¬

üzerine olan çal¬̧smay¬Said Grace, Elvan Ak¬n ve Can Murat Dikmen 2014 y¬l¬nda yap-

m¬̧slard¬r; bak¬n¬z (Grace et al. 2014).

T key�bir zaman skalas¬, supT =1 ve 0 < a < b, a; b 2 T olmak üzere h:h:h: t � t0 2 T

için

�
r
�
x�
����

(t) + p
�
x�
��
(t) 2

bZ
a

q (t; �)F (t; x (g (t; �)))�� ; (4.1)

da¼g¬l¬ml¬sapma parametreli lineer olmayan ikinci dereceden sönümlü dinamik kapsaman¬n

tüm çözümlerinin sal¬n¬m¬üzerinde duraca¼g¬z.

Burada t � t1 yazmakla t 2 [t1;1) \ T := [t1;1)T demek istiyoruz.

Aşa¼g¬daki şartlar¬kabul ediyoruz;

(1) � pozitif tek tamsay¬lar¬n oran¬;

(2) p; r : T! R+ tek-de¼gerli sa¼g yo¼gun sürekli fonksiyonlar öyleki t 2 T, r� (t) � 0

için

1Z
t0

�
1

r (s)
e� p

r
(s; t0)

� 1
�

�s =1; (4.2)

burada ep (t; t0) üstel fonksiyonu ep (a; b) ep (b; c) = ep (a; c) alt grup özelli¼gini sa¼glar.
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(3) q : T� [a; b]T ! R+ sa¼g yo¼gun sürekli bir fonksiyon;

(4) g : T� [a; b]T ! T ikinci de¼gi̧skene göre azalan bir fonksiyon, g (t; �) � t ve t!1

iken g (t; �)!1; � 2 [a; b]T;

(5) F : [t0;1)T�R! 2R küme-de¼gerli fonksiyon (burada 2R reel say¬lar¬n boştan farkl¬

alt kümelerinin bir ailesini göstermektedir).

Kapsama (4.1) in bir çözümü ile, r
�
x�
��
ve p

�
x�
�� 2 Crd ve

�
r
�
x�
����

+ p
�
x�
�� 2

L1loc [t0;1)T olacak şekilde bir x 2 Crd fonksiyonu kastedilir.

Kapsama (4.1) in böyle çözümlere sahip oldu¼gunu varsay¬yoruz. E¼ger her t 2 [t1;1) için

x (t)x� (t) > 0 olacak şekilde bir t1 2 T var ise (4.1) kapsamas¬n¬n bir çözümü sal¬n¬m-

s¬zd¬r. Aksi taktirde ise sal¬n¬ml¬oldu¼gunu belirtelim. E¼ger tüm çözümleri sal¬n¬ml¬ise

kapsama (4.1) in kendisi de sal¬n¬ml¬d¬r.

Sürekli ve ayr¬k analizi birleştirmek için Hilger taraf¬ndan bulunan zaman skalas¬teorisi

son zamanlarda pek çok ilgi görmüştür (Hilger 1990).

Son y¬llarda, zaman skalas¬nda çeşitli dinamik denklemlerin sal¬n¬m¬ ve sal¬n¬ms¬zl¬¼g¬

konusunda çok fazla araşt¬rma olmuştur (Erbe et al. 2009, Grace et al. 2014). Buna

ra¼gmen, zaman skalas¬nda ikinci dereceden dinamik kapsamalar¬n sal¬n¬m¬(Grace et al.

2015) ve da¼g¬l¬ml¬sapma parametreli ikinci dereceden dinamik denklemler (Grace et al.

2014) ile ilgili daha az sonuç vard¬r.

Bu bölümde, kapsama (4.1) in tüm çözümlerinin sal¬n¬m davran¬̧s¬üzerine yap¬lan çal¬̧sma

üzerinde durulmuştur (Grace et al. 2015). Bu çal¬̧smada (4.1) kapsamas¬için bir sal¬n¬m

sonucu, sal¬n¬m karakterini bildi¼gimiz ikinci dereceden dinamik denklemler ile kaŗs¬laşt¬rma

yoluyla elde edilmi̧stir. Ayr¬ca, (4.2) koşulu yanl¬̧s oldu¼gunda, kapsama (4.1) için benzer

sal¬n¬m sonuçlar¬da elde edilmi̧stir. Son olarak, elde edilen sonuçlar için mümkün olan

birkaç geni̧sletme araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smadaki sonuçlar T =R ve T = Z durumlar¬için

de yeni olmas¬ndan dolay¬önemlidir.

4.1 TEMEL SONUÇLAR

Bu k¬s¬mda8<: (t; x) 2 [t0;1)T � R+ için F (t; x) < 0

(t; x) 2 [t0;1)T � R� için F (t; x) > 0
(4.3)
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olmak üzere (4.3) ifadesinin do¼gru oldu¼gu varsay¬l¬p aşa¼g¬daki sonuçlar verilmi̧stir.

Lemma 4.1.1 (1)� (5) ; (4:2) ve (4:3) şartlar¬sa¼glans¬n x (t) ; (4:1) kapsamas¬n¬n pozitif

bir çözümü olsun o halde bir t1 2 [t0;1)T vard¬r öyleki

x (t) > 0; x� (t) > 0 ve x�� (t) � 0 (4.4)

d¬r.

·Ispat. Kapsama (4.1) in pozitif bir çözümü olsun. O halde t � t1 ve � 2 [a; b]T için bir

t1 2 [t0;1)T vard¬r öyleki x (t) > 0 ve x (g (t; �)) > 0 d¬r.8>>><>>>:
y (t) :=

�
r
�
x�
����

(t) + p
�
x�
�
(t) ile y (t) 2

R b
a
q (t; �)F (t; x (g (t; �)))��

ve

y 2 L1loc [t0;1)T

(4.5)

olsun. (4:3) kabulünden w (t) = r
�
x�
��
(t) ; t � t1 olmak üzere�

r
�
x�
����

(t) + p
�
x�
��
(t) � 0 h:h:h:t � t1 için

veya

w� (t) +
p (t)

r (t)
w (t) � 0 h:h:h:t � t1 için

elde edilir. t � t1 için
w (t)

e� p
r
(t; t0)

ifadesinin azalan oldu¼gunu iddia ediyoruz. Aç¬kça,

 
w(t)

e� p
r
(t; t0)

!�
=

w�(t)e� p
r
(t; t0)�

�
�p(t)
r(t)

�
e� p

r
(t; t0)w (t)

e� p
r
(t; t0)e�� p

r
(t; t0)

=
w�(t) + p(t)

r(t)
w (t)

e�� p
r
(t; t0)

dir ve iddia ispatlanm¬̧s olur. Şimdi de t � t1 için x�(t) > 0 oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bu

amaçla, belli bir noktadan sonra x�(t) < 0 kabul edelim. Bu yüzden bir t2 2 [t1;1) vard¬r

öyleki t � t2 için x�(t) < 0 d¬r.
w (t)

e� p
r
(t; t0)

¬n azalanl¬k gerçe¼gini kullanarak t 2 [t2;1)T
için

r(t)(x�(t))�

e� p
r
(t; t0)

� r(t2)(x
�(t2))

�

e� p
r
(t2; t0)

:= b < 0

buluruz. Böylece t 2 [t2;1)T için

x� (t) � �b 1�
�
e� p

r
(t; t0)

r(t)

� 1
�
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t2 den t � t0 a bu eşitsizlik integre edilirse

x(t) � x (t2)� b
1
�

tZ
t2

�
e� p

r
(s; t0)

r(s)

� 1
�

�s

ifadesini buluruz. t!1 iken x(t);�1 a yaklaş¬r bu da x(t) in pozitif olmas¬yla çeli̧sir.

Bu yüzden x�(t) > 0 olmal¬d¬r. Son olarak x��(t) � 0 oldu¼gunu göterelim. Agarwal et

al. (2002) makalesindeki Teorem 1:90 dan

(x�(t))� � �

1Z
0

[hx+ (1� h)x]��1 x�(t)dh = �x��1(t)x�(t)

oldu¼gunu buluruz daha sonra bu eşitsizlikte x yerine x� yaz¬l¬r ise

�
x�(t)�

�� � �
�
x�(t)

���1
x��(t) (4.6)

elde edilir. (Agarwal et al. 2002). Bu yüzden

r(t)(x�(t)�)� = x�(t)(x�(t))� + r�(t)
��
x� (t)

����
� qr�(t)(x�(t))� + �r�(t)(x�(t))��1x��(t)

olur. Burada x�(t) > 0 ve r�(t) � 0 gerçe¼ginden x��(t) � 0 oldu¼gu görülür. Böylece

ispat tamamlanm¬̧s olur.

Lemma 4.1.2 Lemma 4.1.1 in hipotezleri sa¼glans¬n. O halde c 2 (0; 1) olacak şekilde

bir c sabiti ve t > t0 olacak şekilde bir t 2 T vard¬r öyleki her t � t için

x(g(t))

g(t)
� c

x�(t)

�(t)
(4.7)

burada g, (4) teki gibi bir fonksiyondur.

Ayr¬ca

Q(t) =

bZ
a

q (t; �)�� ve g (t) = g (t; b)

şeklinde al¬yoruz.

Şimdi de (4:1) kapsamas¬için sal¬n¬m sonuçlar¬n¬verelim.
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Teorem 4.1.3 (1)� (5) ; (4:2) ve (4:3) şartlar¬sa¼glans¬n,8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

h:h:h: t � t0 ve x 6= 0 için xf(t; x) > 0 ve

ve x 6= 0; h:h:h: t � t0 için

����f (t; x)x�

���� � c > 0 ve

(t; x) 2 [t0;1)T � R+ için jF (t; x)j � f(t; x),

(t; x) 2 [t0;1)T � R� için jF (t; x)j � �f(t; x)

olacak şekilde bir f : [t0;1)� R! R vard¬r

(4.8)

ifadesi do¼gru olsun. E¼ger

p(t) � r�(t)��(t)

�2(t)
��(t); t 2 [t0;1)T için (4.9)

ve

1Z
�(s)Q(s)

�
g(s)

� (s)

��
�s =1 (4.10)

şartlar¬n¬sa¼glayan bir �(t) 2 C1rd (T;R+) fonksiyonu var ise kapsama (4:1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. x(t); [t0;1)T üzerinde kapsama (4:1) için sal¬n¬ms¬z bir çözüm olsun. Farzedelim

ki t � t0 ve a � � � b için x(t) > 0 ve x (g(t; �)) > 0 olsun. Ayr¬ca8>>><>>>:
y(t) :=

�
r(x�)�

��
(t) + p

�
x�
��
(t) ile y (t) 2

R b
a
q (t; �)F (t; x(g(t; �)))��

ve

y 2 L1loc [t0;1)T

olsun. (4:3) ve (4:8) dan

�
r(x�)�

��
(t) + p

�
x�
��
(t) � 0

ve

�
r(x�)�

��
(t) + p

�
x�
��
(t) +

bZ
a

q (t; �) f(t; x(g(t; �)))�� � 0

veya

�
r(x�)�

��
(t) + p

�
x�
��
(t) +

bZ
a

cq (t; �)x�(g(t; �))�� � 0, h:h:h: t � t0 (4.11)

elde edilir.
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Şimdi Lemma 4.1.1 den x; [t0;1)T üzerinde artan bir fonksiyon olmak üzere (4) koşulu

yard¬m¬yla (4:11) ifadesi�
r(x�)�

��
(t) + p

�
x�
��
(t) + cQ(t)x�(g(t)) � 0; h:h:h: t � t0 (4.12)

elde edilir. Lemma 4.1.2 den bir c 2 (0; 1) sabiti ve t1 � t0 vard¬r öyleki (4:7) şart¬

sa¼glan¬r. (4:12) de (4:7) yi kullanarak�
r(x�)�

��
(t) + p

�
x�
��
(t) + c (c)�Q(t)

�
g (t)

� (t)

�
x� (� (t)) � 0; h:h:h: t � t1 (4.13)

elde edilir. [t1;1)T üzerinde

w (t) = � (t)
r (t)

�
x� (t)

��
x� (t)

(4.14)

şeklinde w(t) fonksiyonu tan¬mlans¬n. O zaman w(t) > 0 ve

w� (t) = ��(t)
r� (t)

�
x� (� (t))

��
x� (� (t))

+ � (t)

�
r (t)

�
x� (t)

����
x� (� (t))

� � (t)
r (t)

�
x� (t)

��
(x�(t))�

x� (t)x� (� (t))

(4.15)

dir. (4:15) te (4:6) ve (4:13) ü kullanarak

w� (t) � ��(t)

�(t)
w (� (t))� � (t)

x� (� (t))

�
p(t)

�
x� (t)

��
+ c (c)�Q(t)

�
g(t)

� (t)

��
x� (� (t))

�
� �� (t)

r (t)
�
x� (t)

��+1
x (t)x� (� (t))

veya h:h:h: t � t1için

w� (t) � �c (c)� � (t)Q(t)
�
g(t)

� (t)

��
+
��(t)

��(t)
w (� (t))

�
� (t)

�
x� (t)

��
x� (� (t))

p(t) � �� (t)
r (t)

�
x� (t)

��+1
x (t)x� (� (t))

(4.16)

elde ederiz. Lemma 4.1.1 den x��(t) � 0 ve x�(t) > 0 oldu¼gundan

x� (t) � x� (� (t)) ve x (t) � x (� (t)) ; t � t1 (4.17)

elde edilir. (4:17) ifadesini (4:16) da kullan¬rsak h:h:h: t � t1için

w� (t) � �c (c)� � (t)Q(t)
�
g(t)

� (t)

��
+

�
��(t)

�(� (t))
� � (t) p(x)

r (� (t)) � (� (t))

�
w (� (t))

� �
� (t) r(t)

(r(� (t))� (� (t)))
�+1
�

(w (� (t)))
�+1
� (4.18)
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ifadesini kolayca bulabiliriz. (4:18) ifadesinde (4:9) şart¬n¬kullanarak h:h:h: t � t1için

w� (t) � �c (c)� � (t)Q(t)
�
g(t)

� (t)

��
buluruz. Bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n t1 den t ye integrali al¬n¬rsa t!1 için

0 < w(t) � w(t1)� c (c)�
tZ

t1

� (s)Q(s)

�
g(s)

� (s)

��
�s! �1

çeli̧skisini elde ederiz. Bu ispat¬tamamlar.

S¬radaki sonuç (4:9) şart¬sa¼glanmaz iken kapsama (4:1) in sal¬n¬m¬ile ilgilidir.

Teorem 4.1.4 (1)�(5) ; (4:2) ; (4:3) ve (4:8) şartlar¬sa¼glans¬n. E¼ger bir �(t) 2 C1rd (T;R+)

varsa öyleki

p(t) � r (� (t)) � (� (t))

�2 (t)
�� (t) t 2 [t1;1)T için (4.19)

ve t � t1 ve her c 2 (0; 1) sabiti için,

lim sup
t!1

tZ
t1

�
� (s)Q(s)

�
g(s)

� (s)

��

� 1

c (c)2�

�
�� (t)

� (� (t))
� � (s) p(s)

r (� (s)) � (� (s))

��
r(� (s))� (� (s))

�� (s)

��
�s =1 (4.20)

ise o zaman (4:1) kapsamas¬sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. x(t); kapsama (4:1) için sal¬n¬ms¬z bir çözüm olsun, t � t0 ve a � � � b için

x(t) > 0 ve x(g(t; �)) > 0 oldu¼gunu kabul edelim. Teorem 4.1.3 ün ispat¬ndaki gibi

ilerleyerek h:h:h: t � t1 için

w� (t) � �c (c)� � (t)Q(t)
�
g(t)

� (t)

��
+

�
��(t)

�(� (t))
� � (t) p(t)

r (� (t)) � (� (t))

�
w (� (t)) (4.21)

formundaki (4:18) ifadesini elde ederiz. (4:7) den her t � t1 için�
x� (t)

x(t)

��
�
�
1

ct

��
(4.22)

oldu¼gunu görürüz. Bu nedenle t � t1 için

w(t) = � (t) r(t)

�
x�(t)

x(t)

��
� (c)�� � (t) r(t)

t�
(4.23)
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olur. (4:21) ifadesinde (4:23) ifadesini kullan¬rsak t � t1 için

1

c (c)�
w� (t) � �� (t)Q(t)

�
g(t)

� (t)

��
+

1

c (c)2�

�
��(t)

�(� (t))
� � (t) p(t)

r (� (t)) � (� (t))

�
r (� (t)) � (� (t))

��(t)

(4.24)

buluruz. Bu eşitsizli¼gin t1 den t ye integralini daha sonra da sonucun her iki taraf¬n¬n

t!1 için lim sup unu al¬rsak istenen çeli̧skiye var¬r¬z. Bu da ispat¬tamamlar.

Şimdi aşa¼g¬daki sonucu verelim.

Sonuç 4.1.5 Teorem 4.1.4 ün hipotezi sa¼glans¬n. (4:20) koşulu (4:10) koşulu ile de¼gişti-

rilir ve

1Z �
��(s)

�(� (s))
� � (s) p(s)

r (� (s)) � (� (s))

��
r (� (s)) � (� (s))

��(s)

�
�s <1

ise o zaman Teorem 4.1.4 ün yarg¬s¬sa¼glar.

Şimdi de kapsama (4:1) için aşa¼g¬daki sal¬n¬m sonucunu elde edece¼giz.

Teorem 4.1.6 (1)� (5) ; (4:2) ; (4:3) ve (4:8) şartlar¬sa¼glans¬n. E¼ger

lim sup
t�

r(t)

1Z
t

Q(s)

e� p
r
(� (s) ; t)

�
g(s)

� (s)

��
�s =1; (4.25)

ise kapsama (4:1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. x(t); kapsama (4:1) için sal¬n¬ms¬z bir çözüm olsun. t � t0 ve a � � � b için

x(t) > 0 ve x (g(t; �)) > 0 kabul edelim. Lemma 4.1.1 in ispat¬nda oldu¼gu gibi ilerlenir

ise, her t 2 [t1;1)T , t1 � t0 için 
r(t)(x�(t))�

e� p
r
(t; t0)

!�
�
�
r(t)(x�(t))�

��
+ p(t)(x�(t))�

e�� p
r
(s; t0)

� 0

elde ederiz. Şimdi her u � t; u; t 2 [t1;1)T için

r(u)(x�(u))�

e� p
r
(u; t0)

=
r(t)(x�(t))�

e� p
r
(t; t0)

+

uZ
t

 
r(s)(x�(s))�

e� p
r
(s; t0)

!�
�s

� r(t)(x�(t))�

e� p
r
(t; t0)

� c (c)�
uZ
t

Q(s)

e� p
r
(� (s) ; t0)

�
g(s)

� (s)

��
x� (s)�s
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dir. u!1 al¬rsak

r(t)(x�(t))�

e� p
r
(t; t0)

� c (c)�
1Z
t

Q(s)

e� p
r
(� (s) ; t0)

�
g(s)

� (s)

��
x� (s)�s

� qc (c)� x�(t)

1Z
t

Q(s)

e� p
r
(� (s) ; t0)

�
g(s)

� (s)

��
�s

veya h:h:h: t 2 [t1;1)T için�
x� (t)

x(t)

��
� c (c)�

r(t)

1Z
t

Q(s)

e� p
r
(� (s) ; t)

�
g(s)

� (s)

��
�s (4.26)

elde edilir. (4:22) ifadesini (4:26) ifadesinde kullan¬rsak�
1

ct

��
� c (c)�

x(t)

1Z
t

Q(s)

e� p
r
(� (s) ; t)

�
g(s)

� (s)

��
�s

1

c(c)2�
� t�

r(t)

1Z
t

Q(s)

e� p
r
(� (s) ; t)

�
g(s)

� (s)

��
�s

elde ederiz. Bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n t ! 1 için lim sup u al¬n¬rsa (4:25) koşulu

için bir çeli̧ski elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 4.1.7 (1)� (5) ; (4:2) ; (4:3) ve (4:8) şartlar¬sa¼glans¬n ve � � 1 olsun. E¼ger bir

�(t) 2 C1rd (T;R+) fonksiyonu vard¬r öyleki (c) 2 (0; 1) olmak üzere

lim sup
t!1

tZ
t0

�
c (c)� � (s)Q(s)

�
g(s)

� (s)

��

� r(� (s))2

c (c)��1 � (s)��1 r(t)� (t)

�
�� (s)� p(s)�(s)

r (� (s))

�2)
�s = 1 (4.27)

ise [t0;1)T da kapsama (4:1) sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. x(t); kapsama (4:1) için sal¬n¬ms¬z bir çözüm olsun.Farzedelim ki t � t0 ve

a � � � b için x(t) > 0 ve x(g(t; �)) > 0 olsun. Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.4 ün

ispatlar¬ndaki gibi ilerleyerek (4:18) ve (4:23) ifadeleri bulunur. Şimdi (4:18) ifadesinden

t � t1 için

w� (t) � �c (c)� � (t)Q(t)
�
g(t)

� (t)

��
+

�
��(t)

��(t)
� � (t) p(t)

r� (t) �� (t)

�
w� (t)

� �
� (t) r (t)

(�� (t) r� (t))
�+1
�

w2 (� (t))w
1
�
�1 (� (t)) (4.28)
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ifadesini buluruz. � � 1 olu¼gunu kaydederek (4:23) ifadesini (4:28) ifadesinde kullanarak

t � t1 için

w� (t) � �c (c)� � (t)Q(t)
�
g(t)

� (t)

��
+

�
��(t)

��(t)
� � (t) p(t)

r� (t) �� (t)

�
w� (t)

� � (c)��1 ���1 (t)
� (t) r (t)

(�� (t) r� (t))2
w2 (� (t)) (4.29)

ifadesini elde ederiz. Bu nedenle

P (t) =
��(t)

�(�(t))
� � (t) p(t)

r (�(t)) � (�(t))

ve

R(t) = � (c)��1 ���1 (t)
� (t) r (t)

(�� (t) r� (t))2

olmak üzere

w� (t) � �c (c)� � (t)Q(t)
�
g(t)

� (t)

��
� r (�(t))2

� (c)��1 ���1 (t) � (t) r (t)

�
��(t)� � (t) p(t)

r (�(t))

�2
=

 p
R(t)w(� (t))� P (t)

2
p
R(t)

!2
;

Böylece, t � t1 için

w� (t) � �c (c)� � (t)Q(t)
�
g(t)

� (t)

��
� r (�(t))2

� (c)��1 ���1 (t) � (t) r (t)

�
��(t)� � (t) p(t)

r (�(t))

�2
elde edilir. Bu eşitsizli¼gi t0 dan t ye integre edip ç¬kacak olan eşitsizli¼gin t!1 için her

iki taraf¬n lim sup u al¬n¬r ise istenen sonucu elde ederiz. Bu da ispat¬tamamlar.

Şimdi i̧slemlerimizde kolayl¬k sa¼glamas¬aç¬s¬ndan

D = f(t; s) : t � s � t0; t; s 2 [t0;1)Tg

kümesini göz önüne alal¬m. E¼ger

[H] t � t0 için H (t; t) = 0; t; s 2 [t0;1)T ; t � s � t0 için H (t; s) > 0 ve ikinci de¼gi̧skene

göre H�
s (t; s) pozitif olmayan �- k¬smi türevine sahip; yani

H�
s (t; s) 2 Crd ve H�

s (t; s) � 0:

Oluyor ise bir H (t; s) 2 Crd (D;R) fonksiyonu [H] koşulunu sa¼glar denir,
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Teorem 4.1.8 (1) � (5) ; (4:2) ; (4:3) ve (4:8) şartlar¬ sa¼glans¬n ve H fonksiyonu, [H]

koşulunu sa¼glas¬n. c; c sabitleri Teorem 4.1.3 deki gibi ve

h(t; s) = (H(t; s)�(s))�s +H(t; s)�(t; s)

�
��(t)

�(�(s))
� � (s) p(s)

r (�(s)) � (�(s))

�
(4.30)

olmak üzere, e¼ger baz¬t1 � t0 için

lim sup
t!1

1

H(t; t1)

tZ
t1

�
c (c)�H(t; s)� (s) �(s)Q(s)

�
g(s)

� (s)

��
�s

� (r(� (s))� (� (s))h(t; s))2

4� (c)��1H(t; s)� (s)���1 (s) r(s)� (s)

�
�s = 1

olacak şekilde �; � : T! R+ �-diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬var ise kapsama (4:1)

sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. x(t); kapsama (4:1) için sal¬n¬ms¬z bir çözüm olsun. Farzedelim ki t 2 [t0;1)T
ve a � � � b için x(t) > 0 ve x(g(t; �)) > 0 olsun. Teorem 4.1.7 nin ispat¬ndaki gibi

ilerleyerek (4:29) ifadesini buluruz. Şimdi (4:29) ifadesinin her iki taraf¬n¬� (s)H (t; s) ile

çarp¬p t1 � t0 dan t ye integralini al¬rsak;

c (c)�
tZ

t1

H(t; s)� (s) �(s)Q(s)

�
g(s)

� (s)

��
�s � �

tZ
t1

H(t; s)�(s)w� (s)�s

+

tZ
t1

H(t; s)�(s)

�
��(s)

��(s)
� � (s) p(s)

r� (s) �� (s)

�
w� (s)�s

� � (c)��1
tZ

t1

H(t; s)�(s)���1 (s)
� (s) p(s)

(r� (s) �� (s))2
w2 (� (s))�s

= [H(t; s)�(s)w (s)]tt1 +

tZ
t1

(H(t; s)�(s))�s w
� (s)�s

+

tZ
t1

H(t; s)�(s)

�
��(s)

�(s)
� � (s) p(s)

r� (s) �� (s)

�
w� (s)�s

� � (c)��1
tZ

t1

H(t; s)�(s)���1 (s)
� (s) r(s)

(r� (s) �� (s))2
w2 (� (s))�s
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� H(t; t1)�(t1)w (t1)

+

tZ
t1

�
(H(t; s)�(s))�s +H(t; s)�(s)

�
��(s)

��(s)
� � (s) p(s)

r� (s) �� (s)

��
w� (s)�s

� � (c)��1
tZ

t1

H(t; s)�(s)���1 (s)
� (s) r(s)

(r� (s) �� (s))2
w2 (� (s))�s

=: H(t; t1)�(t1)w (t1) +

tZ
t1

h(t; s)w�(s)�s

� � (c)��1
tZ

t1

H(t; s)�(s)���1 (s)
� (s) r(s)

(r� (s) �� (s))2
w2 (� (s))�s

R(t; s) = � (c)��1H(t; s)� (s)���1(s)
� (s) r(s)

(r (� (s)) � (� (s)))2

olmak üzere

= H(t; t1)�(t1)w (t1)�
tZ

t1

"
h2(t; s) (r� (s) �� (s))2

4� (c)��1H(t; s)� (s)���1 (s) r(s)� (s)

#
�s

�
tZ

t1

 p
R(t; s)w�(s)� h(t; s)

2
p
R(t; s)

!2
�s

ve böylece

c (c)�
tZ

t1

H(t; s)� (s) �(s)Q(s)
�
g(s)
�(s)

��
�s � H(t; t1)�(t1)w (t1)

�
tZ

t1

(h(t; s)r� (s) �� (s))2

4� (c)��1H(t; s)� (s)���1 (s) r(s)� (s)
�s

elde ederiz. Şimdi

1

H(t; t1)

tZ
t1

�
c (c)�H(t; s)�(s)Q(s)

�
g(s)

� (s)

��
� (r�(s)�� (s)h(t; s))2

4� (c)��1H(t; s)� (s)���1 (s) r(s)� (s)

�
�s � �(t1)w (t1)

oldu¼gunu elde ederiz. E¼ger bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n lim sup u al¬n¬rsa t ! 1 için

bir çeli̧ski elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Aşa¼g¬daki teorem hemen elde edilir.
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Teorem 4.1.9 (1)� (5) şartlar¬; (4:2) ; (4:3) ve (4:8) ifadeleri sa¼glans¬n ve H; [H] koşu-

lunu sa¼glas¬n. Baz¬t1 2 [t0;1) için h (4:30) deki gibi tan¬ml¬ve c 2 (0; 1) olmak üzere

lim sup
t!1

1

H(t; t1)

tZ
t1

�
H(t; s)� (s) �(s)Q(s)

�
g(s)

� (s)

��
� h(t; s)r(� (s))� (� (s))

c (c)� �� (s)

�
�s =1

(4.31)

olacak şekilde �; � : T! R+ �-diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬var ise, kapsama (4:1)

sal¬n¬ml¬d¬r.

Uyar¬4.1.10 � Koşul (4) te, g (t; �) yu ikinci de¼gişken � ya göre azalmayan bir

fonksiyon al¬nabilirdi. Bu durumda g (t) = g (t; a) kabul edilir ve bulunan sonuçlar

yine aynen geçerli olurdu.

� Teorem 4.1.8 ve 4.1.9 da H fonksiyonu

H(t; s) = (t� s)m ; t � s � t0; t; s 2 [t0;1)T ve m � 1

H(t; s) =

�
ln
t+ 1

s+ 1

�m
; t � s � t0; t; s 2 [t0;1)T ve m � 1

ve benzeri şekillerde de al¬nabilirdi.

Bu tezde biz sadece ikinci dereceden diferensiyel ve dinamik kapsamalar¬n sal¬n¬m kri-

terini inceledik. Bu konuda daha yüksek mertebeden kapsamalar için yeterince çal¬̧sma

bulunmamaktad¬r. Bu yüzden araşt¬rmac¬lar¬n bu yeni konuya yönelmesinin çok faydal¬

olaca¼g¬kanaatindeyiz.
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