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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER

a : Verilen bir say1

[a] . @ sayisinin supremumu

{a} . a sayisl ile [a] arasindaki fark
7 : Verilen bir fonksiyon

Q . Verilen bir bolge

Q : Q bolgesinin kapanist

0 : (1 bolgesinin sinir1

N :{1,2,3,...}

No :{0,1,2,...}

ck(Q) : L bolgesinde tanimli k. mertebeye kadar siirekli kismi tiirevlere sahip

fonksiyonlar uzay1
Co° () : (1 bolgesinde taniml1 sonsuz defa diferensiyellenebilir ve supportu ) nin
kompakt alt kiimesi olan fonksiyonlar uzay:
L'(Q) : (1 lizerinde Lebesgue olgiilebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar uzay:
L*(Q) : () lizerinde Lebesgue olgiilebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay1
()2 . L2(Q) da i¢ carpim
H*(Q) : Kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellestirilmis tiirevleri L*(€2) ya ait olan

fonksiyonlar uzay1

1%, . a. mertebeden Riemann-Liouville sol-tarafli kesirli integral
If o . a. mertebeden Riemann-Liouville sag-tarafli kesirli integral
Df,p . a. mertebeden Riemann-Liouville sol-tarafli kesirli tiirevi
Df_¢ . a. mertebeden Riemann-Liouville sag-tarafli kesirli tiirevi
‘D& @ . a. mertebeden Caputo sol-tarafli kesirli tiirevi

‘DE o . a. mertebeden Caputo sag-tarafli kesirli tiirevi
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BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tezde gerekli olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmigtir:

Tanmim 1.1 (Gamma Fonksiyonu) Rez > 0 i¢in
['(z) = /xz_le_xdx
0
ile tanemlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir (Samko et al. 1993).
Teorem 1.1
I'(z+1) ==2I(z)
dir (Samko et al. 1993).

Tamim 1.2 (Beta Fonksiyonu) Rez > 0,Rew > 0 i¢in

1

B(z,w) = /xz(l — )Ly

0

ile tanemlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir (Samko et al. 1993).

Teorem 1.2 Beta fonksiyonu, Gamma fonksiyonlarinin cinsinden,

L(2)I'(w)

PE = T

seklinde ifade edilir (Samko et al. 1993).

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

Tanim 1.3 (Landau Sembolleri) f ve g, S kiimesi tizerinde taniml iki fonksiyon ol-

sun. Her x € S i¢in |f(x)/g(x)| oram sinarly ise, f(x) ile g(x) arasindaki bagints

f(z) = O(g(z)) seklinde yazilir. Eger x bir xo degerine (soz konusu deger sonsuz ola-

bilir) yaklagirken f(x)/g(x) orani sifira yaklasworsa, o takdirde f(x) = o(g(x)) olarak

yazilabilir (Narkiewicz 2000).



Tanim 1.4 (Mutlak Yakinsaklik)

7U@HM

integrali yakinsak ise, bu takdirde

7ﬂ@m

integrali mutlak yakinsaktir denir (Balcr 1997).

Tamim 1.5 (Metrik, Metrik Uzay) Bosg olmayan bir X kiimesi ve bir
d: X x X - R" (z,y) — d(z,y)

doniistimii verilsin. Eger, her x,y,z € X i¢in

1) d(z,y) =0z =y,

2) d(z,y) =d(y,7),
3) d(z,y) <d(xz,z)+d(z,y) (U§gen FEgitsizligi)

ozellikleri saglamyorsa o takdirde d dontisimine X tzerinde uzaklk fonksiyonu ya da

metrik adu verilir ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir (Musayev ve Alp 2000).

Tanim 1.6 (Kompakthk) Bir X metrik uzayr verilmis olsun. Eger X’ deki her dizi
yakinsak bir alt diziye sahip ise X uzayina kompakttr denir (Kreyszig 1989).

Tanim 1.7 (Operator) X ve Y bos olmayan iki kiime ve D C X olsun. D’ nin her
elemanina Y’ nin bir elemanini karsilik getiren bir kurala D’ den Y’ ye bir operator veya

dondigiim denir (Musayev ve Alp 2000).

Tanmim 1.8 (Diferensiyel Denklem) Baz bilim dallarinda bir problemin ¢ozimii, prob-
lemin ézelliklerini tasiyan matematiksel baginte (veya matematiksel model) kurulmasini
gerektirir. Béyle bir baginti, genellikle bilinmeyen fonksiyon ile bu fonksiyonun bagimsiz
degiskenlerine gore tirevlerini iceren bir denklem olarak karsimiza ¢ikar. Boyle bir denk-
leme diferensiyel denklem denir. Eger bilinmeyen fonksiyon bir tek bagimsiz degiskene
bagimly ise, diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem; bilinmeyen fonksiyon iki ya
da daha ¢ok bagimsiz degiskene bagimii ise, diferensiyel denkleme kismi diferensiyel denk-

lem denir (Caglhyan ve Celebi 2010).



Tamim 1.9 Jkinci mertebeden n bagimsiz dejiskenli, lineer bir kismi diferensiyel denklem

- 0*u "L Ou

biciminde yazlir. Burada a;;,b;,c ve d; x1, %2, ..., x, bagimsiz degiskenlerinin fonksiyon-
lardar.

Pu  u
89@8% N 8%6%

oldugundan [a;;] katsaylar matrisi simetriktir, yani i,j = 1,2,...,n i¢in a;; = a;; dir.
la;;] matrisinin 6z (eigen) degerleri, det(a;; — M) = 0 denkleminin kokleridir, burada
I, n-boyutlu birim matris belirtir. Lineer cebirden bilindigi tzere, [a;;] matrisi simetrik
oldugundan, bu matrisin 6z degerleri reeldir. (1.5) denkleminin esas kismunin katsayilar

matrisi [a;;] nin 0z degerleri Ay, g, ..., A, olsun.

1) Ay, ..., Ay 6z degerleri, bir xo noktasinda sifirdan farkl ve xo da hepsi aymu isaretli ise,

(1.5) denklemine zo da eliptik tiptendir,

2) A1, ..., \n 0z degerleri, bir xy noktasinda sifirdan farkl ve xo da biri hari¢ hepsi ayni

igaretli ise, (1.5) denklemine xy da hiperbolik tiptendir,

3) Ai,..., \n 06z degerlerinden herhangi biri, xo noktasinda sifir ise, (1.5) denklemine xq

da parabolik tiptendir denir.

(1.5) denklemi bir  C R™ bolgesinin tiim noktalarinda hiperbolik, parabolik veya eliptik
ise, (1.5) denklemine Q da, swraswyla, hiperbolik, parabolik veya eliptik tiptendir denir.
Diferensiyel denklemin katsayilar: sabit iken, denklem tipi bir noktada hangi tipten ise tim
bolgede ayns tiptendir. Diferensiyel denklem fonksiyon katsayl ise, denklem, 2 bolgesinin

bir noktasinda belli bir tipten iken, baska bir noktasinda farkl tipten olabilir (Anar 2005).

Tanim 1.10 (Multiindeks) Eger a = (a1, g, ..., o) , negatif olmayan o saylarindan
olusan bir surals n—1i ise, o ya bir multiindeks denir, ve |o| = ) «; dereceden x*'x%...x%"
j=1

carpima x° ile gosterilir. Benzer sekilde, eger D; = % 1€,
J

D® = D' D*...D"

\a|" wnc1 mertebeden diferensiyel operator belirtir. D00y = o oldugu agiktir (Adams

and Fournier 2003).



Tanim 1.11 (Genellestirilmis Tiirev) f, (z) ve v (z), Q da integrallenebilir fonksi-

yonlar olsun. Herhangi bir ¢ € C§° () i¢in, |a] = aq + ag + ... + a,, olmak tzere,
/fa () pdQ = (—1) /v (x) D2
Q 0

ise, fo(x) ya Q bolgesinde v (x) in o’ et mertebeden genellestirilmis tirevi denir. Bu-

rada,

Hartazt..ang, a|a\v

Oz ...5‘;‘: Ozt ...8;‘;;

fa:

olarak tanimlanmastir (Mikhailov 1978).

Tanim 1.12 (Cauchy Dizisi) (X, d) bir metrik uzay ve X in i¢inde bir dizi (z,,) olsun.
Bu durumda ¥ € > 0 igin m,n > n. oldugunda d(x,,x,,) < € olacak sekilde € a bagl bir
n. € N dogal sayisi varsa, (x,,) dizisine X i¢inde bir Cauchy dizisi adu verilir.

Bu tanym daha kisa olarak soyle yazilabilir:
Ve >0 i¢in A n. € N> Vm,n > n. i¢in
d(Tn,Tm) < € & (x,) dizisi X iginde bir Cauchy dizisidir (Musayev ve Alp 2000).

Tanim 1.13 (Kompakt Support) Egeru, G tuzerinde tanvml bir fonksiyon ise, u nun

supportu

supp (u) ={zr € G:u(x)#0}

biciminde tanimlanar. Eger supp(u) € 2 ise, Q da u nun kompakt supportu vardur denir.
Burada G C R" bostan farkh ise, G nin R™ de kapamisi G seklinde gosterilir. Eger G C £
ve G, R™ in kompakt altkiimesi (kapah ve siarh) ise, G € Q olarak yazhr (Adams and
Fournier 2003).

Tanim 1.14 (Olgﬁlebilir Fonksiyon) A dlgilebilir bir kiime olmak dzere, f : A —
R U {—o00, +0o0} bir fonksiyon olsun.

{z: f(z) >a}

kiimesi her a € R igin olgilebilir ise, f fonksiyonuna olgilebilirdir denir (Adams and

Fournier 2003).



Teorem 1.3 (Fubini Teoremi) §; = [a,b],Qs = [¢,d],—00 < a < b<o00,—00 <<
d < oo ve f(z,y) Q1 x Qo tzerinde dl¢ilebilir bir fonksiyon olsun. Eger
/d:c/fxydy,/da:/fxydy,//f:cyd:cdy

Ql QQ Ql>< Qg

integrallerinden en azndan biri mutlak yakinsak ise, integraller birbirine egittir (Samko

et al. 1993).

Teorem 1.4 (Dirichlet Formiilii)

/bdx/acf(:v,y)dyz/bdy/bf(:v,y)dﬂf (1.6)

esitligi, bu integrallerin herhangi birinin mutlak yakinsak olmasi kabulii altinda saglanar.

Bu baginty Fubini Teoremi’nin ézel bir halidir ve (1.6) bagintisina Dirichlet formiili denir

(Samko et al. 1993).

Tanim 1.15 (Riemann Integrallenebilirlik) M [a,b] basamak fonksiyonu; f : [a,b] —

R fonksiyonu swmrl olsun. Ust ve Alt Darbouz Integralleri, siraswyla,
b

/s(m)dm — inf /bs(x)dx:seM[a,b]

s>f
a
b

a/t(:z:)d:z: = Stlél? a/bt(:c)d:v :t € Mla,b]

seklindedir. Eger,

/bf(ﬂf)dl“ = /bf(@“)dl’ =

ise, f fonksiyonu [a,b] arahginda Riemann anlaminda integrallenebilirdir denir ve

I:/bf(x)dx

yazilir (Baler 1999).

Tanim 1.16 (Lebesgue Integrallenebilirlik) Eger, C(Q) dak = 1,2, ...i¢in, monoton
azalmayan fonksiyonlarin bir fiy(x) dizisi, f(x) fonksiyonuna Q bolgesinde yakinsiyorsa
ve f fe(z)dx Riemann integrallerinin dizisi [ fi(x)dz < C seklinde iistten sumrl ise, o

Q
tak:dzrde Q da hemen hemen her yerde negatif olmayan f(x) fonksiyonuna Q dzerinde

Lebesgue integrallenebilirdir denir (Mikhailov 1978).



Teorem 1.5 f, [a,b] de integrallenebilen bir fonksiyon olsun. O halde | f| integrallenebilir

ve

b b

/ f(x)dz| < / ()| de (1.7)
dir (Balcr 1999).
1.1 UZAYLAR

Tanim 1.17 (Norm, Normlu Uzay) Bir X vektor uzay: uzerindeki norm, X tzerinde
tanaml olup bir x € X noktasindaki degeri ||x|| ile gosterilen ve x,y € X de keyfi vektorler

ve ¢ bir skaler olmak tizere asagidaki o6zellikleri gercekleyen reel degerli bir fonksiyondur:
1) |z =0,

2) [zl =0 2z =0,

3) ezl = fel |[=]],

4) ||z +yll < [zl + lyll (Uegen Esitsizligi).

Uzerinde bir norm tanimlanmag bir X vektor uzayina bir normlu uzay adr verilir. Normlu

uzaylar (X, ||-]|) ya da kisaca X ile gosterilir (Kreyszig 1989).

Tanim 1.18 (Tam Uzay) X bir normiu lineer uzay olmak tzere X ’in elemanlarindan

olugan her bir Cauchy dizisi X in bir elemanina yakinsiyor ise, o taktirde X ’e tam uzay

denir (Mikhailov 1978).

Tanim 1.19 (Banach Uzay1) Tam ve normlu bir lineer uzaya Banach uzay: denir (Mik-

hailov 1978).

Tanim 1.20 (Ig Carpim Uzay1) Bir i¢ ¢arpym uzay, tzerinde bir i¢ ¢arpim tanim-
lanmas vektor uzaydir. Burada sézi edilen i¢ ¢carpim X X X den X in bir K skaler cismi
icine yapilan bir dontgimdir, yani X in her x ve y vektor ¢ifti, (z,y) ile gdsterilen ve

asaqidaki ozellikleri gercekleyen bir skalerle eslenmastir:

1) (z+y,2)=(2,2)+ (y,2),



2) (cx,y) = c(z,y),
3) (z,y) = (y,2),
4) (z,z) >0, (z,2) =0< 2 =0 (Kreyszig 1989).

Tanim 1.21 (Hilbert Uzay1) Bir Hilbert uzay, tzerindeki i¢ ¢arpimla tanvmle metrige
gore tam olan bir i¢ ¢carpym uzayder (Kreyszig 1989).

Tanmim 1.22 (AC(R2), AC™(Q) Uzaylar1) Q, herhangi bir ¢ifti kesismeyen [ay, bi] C §
(k = 1,2,...,n) araliklarindan olusan sonlu bir kime olsun. Eger her ¢ > 0 igin,

3 (by — ax) < ¢ oldugunda i |f(br) — f(ax)| < € kalacak bir § > 0 bulunabiliyorsa,
’;):;fakdirde f(x) fonksz'yonuna]j:(ll bolgesinde mutlak siireklidir denir. Bu fonksiyonlarin
uzayr AC(Q) ile gosterilir.

n € N ve Q bir bolge olsun. Q bélgesinde (n — 1) mertebeye kadar kadar sirekli tireviere

sahip ve fO~Y (z) € AC(Q) sartin saglayan f fonksiyonlarmin uzay AC™(Q) ile gés-
terilir (Samko et al. 1993).

Teorem 1.6 [a,b] araliginda bir F' fonksiyonunun mutlak sirekli olmast igin gerek ve
yeter sart, her x € [a,b] i¢in

T

F(z) = F(a) + / F'(t)dt (1.8)

a

olmasidir. Baska bir deyisle, bir F(x) fonksiyonunun tirevi yardimyla elde edilebilmesi

icin asgari sart, o fonksiyonun mutlak strekli olmasidir (Kolmogorov and Fomin 1975).

Tanim 1.23 (C°(Q), C* (Q) Uzaylar1) Q, R" uzayinda bir bilge, m negatif olmayan
bir tamsayr, |of < m olsun. Her m ig¢in, D*p kismi tirevleri 2 da strekli olacak
bicimdeki tim ¢ fonksiyonlariman olusturdugu vektor uzayr C™ () seklinde gosterilir ve
C?(Q) = C(Q) bigiminde yazlur. C®(Q) = (7_, C™(Q) seklinde tanimlanir (Adams
and Fournier 2003).

Tanim 1.24 (C, (2), C§° () Uzaylar1) Cy () ve C§° () uzaylari, siraswyla, C () ve
C*(Q) da Q bolgesinde kompakt supporta sahip tim fonksiyonlarin kiimesidir (Adams
and Fournier 2003).



Tanim 1.25 (L? (), L* (Q) Uzaylar1) Q, R™ uzayinda bir bolge, p bir pozitif reel say:

olsun. Q) bolgesinde

/Q|u(:z7)|pd:v <

sartine saglayan tim olgtlebilir u fonksiyonlariman uzayy LP () ile gosterilir. 1 < p < oo

olmast durumunda

full, = ([ o d:c);

ile tanwmlanan |-||, fonksiyoneli LP (2) dzerinde bir normdur. (0 < p <1 olmasi duru-
munda bir norm degildir.)

u,  bolgesinde bir ol¢iilebilir fonksiyon olsun. Eger Q2 da|u(x)| < K olacak bi¢imde bir K
sabiti varsa, o takdirde u fonksiyonu Q) da esas sinirlidir denir. Burada, K sabitlerinin en
biiyiik alt stmirina Q da |u| nun esas supremumu denir ve esssup,.q |u(x)| ile gosterilir.
Q bolgesinde esas sinirly tiim u fonksiyonlarimn vektor uzayr L () seklinde tanymlanar.
lull o, = esssup |u(z)|

2€Q

ile tamvmlanan |||, fonksiyoneli L™ () tzerinde bir normdur (Adams and Fournier

2003).

Tamm 1.26 (Sobolev Uzay1) m bir pozitif tam say, 1 < p < oo wve |-, de LP (1)

uzayinda bir norm olmak tizere, uygun her u i¢in

1/p
lull,, = oDl | . 1<p<oo, (1.9)
0<|a|<m
ful = max D%l (1.10)

seklinde bir |-, fonksiyoneli tanamlansin. Baz durumlarda bolgeler ile ilgili ¢ikabilecek
karigiklige dnlemek icin [lul,, , sembolii yerine ||ull,,, o de kullamalmaster. (1.9) veya (1.10)

normu ile verilen asagidaki uzaylar Sobolev uzayr olarak adlandirilir:

1) H™? (Q): {u € C™(Q) : ull,,, < oo} kiimesinin |||, , normuna gére tamlanas,

2) WmP(Q)={ue P (Q): D*u e LP(),0 < |a| <m},

3) Wrmr(Q) : WP (Q) uzayinda C§° (Q) uzayimin kapanisi, (Adams and Fournier 2003).



Tamim 1.27 (Genellestirilmis Fonksiyon) C§° () uzerinde asagidaki yakinsaklk yar-
dvma ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay: denir. Bu uzay, D ()

ile gosterilir. Eger,

1) Oyle bir K C Q kompakt ciimlesi vardur;

Vk € N ig¢in suppy, € K,

2) Her a = (aq,qq,...,qap) ve k — o0 iken

DS, @) = Do)

Q bélgesinde diizgiin yakinsak ise, k — 00 i¢in @y, ne) @ yakinsaktir denar.

D (Q) topolojik uzayinda tansmly stirekli, lineer fonksiyonellere, genellestirilmis fonksiyon

denir. Genellestirilmis fonksiyonlar sinafs D' () ile gosterilir (Viadimirov 1984).

Tamm 1.28 (H* (Q) Uzay1) H* (Q), kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellestirilmis
tirevleri L? () ya ait olan tiim fonksiyonlarn olusturdugu ciimledir. H* (§2), dizerinde

tanimlanan
(flan)Hk(Q) = Z /Daleade
la|<k ¢

1¢ carprmana gore bir Hilbert uzaydir, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm

1/2

1 ey = }j/ﬁwﬂwx

lo|<k o

bicimindedir (Mikhailov 1978).

Tamim 1.29 (H* (Q) Uzay1) H"*(Q), C* (Q) uzayma ait ve Q bilgesi ile O yiizeyinin
bir komsulugunun arakesitinde sifir olan tim fonksiyonlarin olusturdugu ciimlenin ka-

panigt olarak tanimlaner (Mikhailov 1978).

Tanim 1.30 (L"(0,T; E) Uzay1) T bir sabit, 0 < T < oo olsun. Her E Banach uzayi

wein 1 < r < oo olmak tizere

T
fallorr = | [ ol
0



sonlu normuna sahip [0, T tizerinde tiim E—degerli dl¢iilebilir fonksiyonlarin sinifi
L™(0,T; E) ile gosterilir. r = oo oldugu durumda norm
HUHLOO(O,T;E) =ess sup [u(t)| g

t€[0,T

bigiminde tanimlanar (Pankov 2013).

Tanmim 1.31 (C([0,7]; B) Uzay1) B, ||-|| normu ile verilen bir Banach uzay: olsun.
C([0,7]; B) uzay

lleomm = moax lu(t)]| < oo

normuna sahip tim w : [0, 7] — B stirekli fonksiyonlarn cimlesidir (Carl et al. 2007).
1.2 DIREKT VE TERS PROBLEMLER

Tanim 1.32 (Problem) Bir bilgede verilen denklemin, verilen kogullar altinda, ¢éziimii-

niin bulunmasina problem denir (Yildiz 1995).

Matematiksel fizikte, problemler, direkt ve ters problemler olarak iki tiirde degerlendirilir.
Direkt problem; var olan bir sebepten ortaya cikabilecek sonuclarin bulunmasi prob-
lemi iken, ters problem mevcut sonuclardan sebebin belirlenmesi problemi olarak ifade
edilebilir, (Golgeleyen ve Kaytmaz 2016). Matematiksel fizikteki tanimlar: ise, agsagida

verilmistir:

Tanmim 1.33 (Direkt Problem) Matematiksel fizikte, bir bilgede denklem ve kogullar

verilerek problemin ¢ézimiiniin bulunmasina direkt problem denir (Yildiz 1995).

Burada amag, belli bir anda bolgenin belli bir noktasindaki fiziksel alani veya siireci tanim-
layan bir fonksiyonun bulunmasidir. Ayrica bu problemlerde ortamin 6zelliklerinin, fizik-
sel siirecin baglangig anindaki durumunun ve/veya sinirda saglanan ozelliklerin bilindigi
kabul edilir. Diger yandan siklikla ortamin ¢zelliklerinin bilinmedigi durumlarla da karsila-

stlmaktadir.

Tanim 1.34 (Ters Problem) Pratikte karsilasilan oyle problemler vardur ki, bu prob-
lemlerin ¢oziimleri i¢in ayrica ek bilgiye ihtiya¢ duyulur. Ayne ek bilgiye gore problemdeksi

denklemi ve kosullar, yani denklemin bir ya da birkac katsaypnsini, denklemin sag tarafing
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ya da kosullardan biri ya da birkacini ¢éziimle birlikte bulmak gerekir. Béyle problemlere
ters problem denir. Bu problemlerin karakteristik 6zelligi, genellikle Hadamard anlaminda

koti konulmus olmalaridur (Yildiz 1995).

Ters problemler teorisi, 20. yiizyilin ortalarindan baglayarak her gecen giin bilim ve
teknolojide daha onemli hale gelmistir. Bu teorinin; fizik, jeofizik, tip ve astronomi
gibi matematigin kullanildigr pek ¢ok sahada onemli uygulamalar1 vardir. Bir 6rnek
olarak demir-gelik endiistrisi verilebilir. Demir-gelik iiretim siirecinde entegre tesislerin
ana iinitesi olan yiiksek firinlarda, demir cevherinin igeriginde bulunan demir oksit, kok
komiirii ile indirgenerek, sicak maden ya da sivi ham demire doniistiiriiliir. Yiiksek firinin
igindeki sicaklik dagilimi, homojen olmamakla birlikte yaklagik 1500 °C’dir. Yiiksek
firmlarin boyutu, yapisi ve icerideki yiiksek sicaklik nedeniyle 1s1 akiginin direkt olarak
gozlemlenmesi miimkiin degildir. Dolayisiyla firinin tabanina yakin dis bolgeye yerlesti-
rilmig 1s1l ¢ift adi verilen aygitlar kullanilarak elde edilen sicaklik verilerinden firindaki
151 akiginin davramigimin belirlenmesi problemi kargimiza gikar (Golgeleyen ve Kaytmaz

2016).

Tanim 1.35

Au=f (1.11)
denklemi i¢in U ve F' metrik uzaylar olmak tzere

A:U—F

operatori tanmwmlansin. (1.11) denkleminin asagida verilen ézellikleri saglayan ¢ozimiinin
bulunmast problemine (U, F') uzay ¢ifti icin Hadamard anlaminda iyi konulmus (1yi sartl)
problem, sartlardan en az biri gerceklenmez ise, probleme (U, F') uzay ¢ifti i¢in Hadamard

anlaminda kéti konulmus (iyi konulmamasg) problem denir.

1) Her f € F i¢in U uzayinda problemin ¢oziimii vardir,

2) Problemin ¢oziimii U uzayinda tektir,

3) Problemin kosullar1 F' uzayinda az degistiginde problemin ¢oziimii de U uzayinda az

degisir (kararhilik kogulu) Bu sartlardan herhangi birinin saglanmamasi durumunda
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problem, (U, F') uzay cifti i¢cin Hadamard anlaminda koétii konulmug problem olarak
adlandirilir. Bir (Uy, F}) uzay cifti icin iyi, bagka bir (Us, Fy) uzay ¢ifti igin kotii
konulmug probleme (Us, F3) uzay ¢ifti i¢in zayif kotii konulmus problem denir. Tiim
uzay ciftlerinde kotii konulmus probleme kuvvetli kotii konulmus problem denir

(Yildiz 1995).

Hadamard’a gore kotii konulmus problemler, reel fiziksel anlami olan pratik olaylar:
tanimlamaz. Ciinkii pratikte kosullar her zaman belirli bir hata pay1 ile verilir. Bu
hatali kogullar kullanilarak bulunan ¢oziim, kesin ¢oziimden cok farkli olabilir ve bu da
pratikte yanlis sonuglarin elde edilmesine sebep olur. Bu nedenle baglangicta birgok
matematikci sadece Hadamard anlaminda iyi konulmus problemlerle ilgilenmigtir. Daha
sonralar1 ise bilim ve teknolojide ortaya g¢ikan bir¢ok problemin kotii konulmug problem
oldugunun goriilmesi matematikgilerin dikkatini ¢cekmistir. 1943 yilinda Rus Matematikci
A. N. Tikhonov, kotii konulmug problemlerin pratikteki énemine isaret ederek bu prob-
lemlerin kararh ¢oziimlerinin bulunabilecegi ihtimali tizerinde durmustur. Tikhonov’'un

yaklagimi, ¢dziim uzayinin sinirlandirilmasi fikrine dayanmaktadir.

Tanim 1.36 Eger (1.11) denklemi, asagidaki ¢ kosulu saglyorsa problem, Tikhonov

anlamanda 1yi konulmusg problem olarak adlandurilar:

1) U bir metrik uzay olmak iizere, problemin ¢ziimii var ve belirli bir M C U ciimlesine

aittir,
2) Problemin ¢oziimii M de tektir,

3) Problemin ¢oziimii M de kosullara siirekli bagimlidir, yani ¢oziimii M ciimlesinin
disina gikarmayan kosullar F' metrik uzayinda sonsuz kiigiik bir degisiklige ugradik-

larinda problemin ¢oziimii de U metrik uzayinda sonsuz kiiciik degisir.

M ciimlesine problemin dogruluk ciimlesi denir ve M genellikle kompakt bir ciimle olarak
secilir (Yildiz 1995).

Giinliik yasantimizda siirekli olarak ters ve kotii konulmus problemlerle kargilagiriz. Orne-
gin, gorsel algimizi ele alalim. Gozlerimizin belli bir anda c¢evremizdeki sonlu sayida
noktadan gorsel bilgi alabildigi bilinmesine ragmen, etrafimizdaki her seyi tam olarak

gorebildigimiz hissine kapiliriz. Bunun nedeni, beynimizin bir bilgisayar gibi ¢alisarak
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belirli noktalardan alinan verileri interpolasyon ve kestirim yaparak goriintiiyii tamamla-
masidir. Bir nesnenin ve ¢evresinin goriintiisiiniin olusturulmas: problemi kotii konulmus
bir problemdir. Ciinkii ¢oziim tek degildir veya verilerdeki kiigiik degisiklikler, ¢coziimde
biiyiik degisikliklere sebep olabilir (Golgeleyen ve Kaytmaz 2016).
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BOLUM 2
RIEMANN-LIOUVILLE VE CAPUTO KESIiRLi TUREVLERI

Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin tanimlarini verebilmek igin, oncelikle Riemann-
Liouville kesirli integralleri hakkinda bilgiye ihtiyag vardir. Bu sebeple, ilk olarak Riemann-
Liouville kesirli integralleri tanitilarak bazi temel 6zellikleri iizerinde durulmustur. Daha
sonra, bu ozellikler yardimiyla, Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin tanimi ve diger
boliimlerde kullanilmig olan bazi 6zellikleri verilmistir. Ayrica, Riemann-Liouville kesirli

tiirevleri yardimiyla Caputo kesirli tiirevleri tanimlanmigtir.
2.1 RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLi INTEGRALLERI

Bu boliim Samko et al. (1993) ve Kilbas et al. (2006) esas alinarak hazirlanmigtir. Kesirli
integrasyon kavrami, Abel integral denklemi ile yakindan iligkili oldugundan, Abel integral

denkleminin ¢oziimii ele alinmigtar.

2.1.1 Abel Integral Denklemi

Ik olarak, Abel integral denkleminin formal ¢oziimii verilmis olup bu ¢oziim yardimi ile

kesirli tiirevin, kesirli integralin ters operatorii olarak tanimlanabilecegi gosterilmistir.

Tanim 2.1 (Abel Integral Denklemi) 0 < a < 1 olmak fizere,

rx—t

1 [ et )
f(x)—r(a)O/( )1_a,0< : (2.1)

seklinde tanmimlanan denkleme Abel integral denklemi ady verilir. Burada a > —oo oldugu
ve (2.1) esitliginin [a,b] sonlu araligy tzerinde verildigi kabul edilmistir (Samko et al.

1993).

(2.1) denklemini ¢zmek igin, sirasiyla, ¢ yerine s,  yerine de t almarak elde edilen esitlik,

her iki taraftan I'(«) (x — t)“ ile genigletilir ve [a, z] aralig {izerinde ¢ degiskenine gore
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integrali alinirsa

T

it [ op(s)ds [ f(t)dt
/(x—t)a/(t—s)l_a _r<a)/<I_t>a (2.2)

a a a

elde edilir.
(1.6) ile verilen Dirichlet formiilii kullanilarak (2.2) esitliginin sol tarafindaki integrallerin

siras1 degistirilirse

f f dt - rf(t)dt
a/gp(s)dss/ R F(a)/ (T—1° (2.3)

a

elde edilir. I¢ taraftaki integral, t = s + 7 (z — s) degisken doniigtimiinden ve (1.3),(1.4)

geregi
/(x—t)_a(t—s)o‘_ldt _ /Ta—lu—T)-“dt
S = OB(a,l—a)

~ (@I (1-a)

bi¢iminde yazilabilir. Dolayisiyla (2.3) esitligi

xT

1 [ f)dt
[ o= [ oo (24)

a a

seklinde ifade edilir. (2.4) esitliginin her iki taraftan diferensiyeli alinarak

1 d [ f(tat
w(x)_ru_@)%/(x—t)a (2.5)

a

bulunur.

Eger (2.1) denkleminin bir ¢oziimii varsa, bu ¢oziim (2.5) ile verilir ve dolayisiyla tektir.
(2.1) esitliginde @ = 1 durumu agikardir, @ > 1 durumu ise (2.1) ifadesinin her iki
taraftan diferensiyeli alinarak 0 < oz < 1 durumuna indirgenebileceginden, (2.1) ifadesinde
0 < a < 1 durumu goz 6niine alinmigtar.

Benzer olarak

t—2x

L[ e
o / =S, r<h 26)
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bigimindeki Abel denklemi ele alinmig ve 0 < o < 1 durumu i¢in (2.4) yerine agagidaki

formiil bulunmusgtur:

b

B 1 d [ f)d
p(z) = —m@/m (2.7)

T

2.1.2 Integrallenebilir Fonksiyonlar Uzayinda Abel Integral Denkleminin C6-

ziilebilirligi

Bu kisimda (2.11) ile verilen f(x) Abel integral denkleminin hangi kosullar altinda
¢oziilebilir oldugunu aciklanmigtir. Bu alt boliimiin ana sonucu olan Teorem 2.1’i ifade
etmek igin
1 [ f(t)dt
_o(x) = - 2.8
feale) = 1725 | e 2

a

notasyonu verilmistir. Ayrica,

[ 1hea@lide < ses [1r 010 - 0 a 29)

oldugu agiktir, yani f (x) € L' (a,b) ise, fi_o(x) € L' (a,b) dir.

Teorem 2.1 L' (a,b) de (2.1) Abel integral denkleminin ¢éziilebilir olmas icin gerek ve

yeter sart, 0 < a < 1 i¢in,
fi—a(z) € AC ([a, b)) ve fi—a(z) =0 (2.10)

kosullariny saglamasidur. (2.1) kosullarini saglayan denklemin tek ¢ézimi vardur ve (2.5)

ile verilmistir (Samko et al. 1993).

Abel integral denkleminin ¢oziilebilirlik kriteri, Teorem 2.1’de f;_,(x) yardimci fonksi-
yonu cinsinden ifade edilmigtir. Asagida verilen Lemma 2.2 ve Sonug 2.1 ise, ¢oziilebilirlik

i¢in basit bir yeter kogulu, f(x) fonksiyonu cinsinden ifade etmektedir.
Lemma 2.2 Eger f(x) € AC ([a,b]) ise, fi_o(z) € AC ([a, b)) dir, ve

1

fica(z) = T2—a)

fa) =™+ [F©e-n"a (2.11)

seklindedir (Samko et al. 1993).
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t
Ispat. (1.8) goz oniine almr ve (2.8) esitliginde f(t) = f(a) + [ f'(s)ds yazilrsa,
Gamma fonksiyonunun (1.1) ve (1.2) ozellikleri geregi

flfa(x) = % (l’ - t>1_a + r (11_ a) / (x itwa /f/ (3) ds (2'12)

elde edilir. (2.12) esitliginin sag tarafindaki ilk terim mutlak siirekli fonksiyondur, ¢iinkii

T

(r—a)"*=(1—-a) [(z—a) “dt dir. Ikinci terim icin ise,

"(s)ds = / {;(f)to)lj dt (2.13)

esitligi saglanir ve bir toplanabilir fonksiyonun ilkeli oldugundan mutlak siireklidir. (2.13)

esitliginin sag tarafi goz oniine alinirsa

J{JE55 )] (=)

bulunur. Yukaridaki egitligin sag tarafinda u = f (t) — f (a), dv = (z —t)” " dt alinarak

kismi integrasyon yapilarak (2.12) de yerine yazildiginda (2.11) elde edilir, ki bu da ispat1

tamamlar. m

Sonug 2.1 Eger f(z) € AC ([a,b]) ise, 0 < a < 1 i¢in, (2.1) Abel egitligi L' (a,b) de

coziilebilirdir ve bu ¢ozim (2.5) ile verilir. Ayrica (2.5) ¢ozimi

1 fla) | [ [(s)ds
() = rt—a) |(z—a)” + a/ (x —8)* (2.14)

seklinde ifade edilir (Samko et al. 1993).

Gergekten, Lemma 2.2, (2.12) ve (2.13) goz oniine alinarak (2.10) ¢oziilebilirlik kogullar:
saglanir. p(z) = % fi—a(x) oldugundan (2.11) egitliginin her iki taraftan diferensiyeli
alinarak (2.14) bulunur, integral isareti altindaki diferensiyel (2.13) yardimiyla kolayca
ispatlanir.

Ayrica, Abel integral denkleminin (2.7) esitliginden, (2.14) elde edilir, bu da mutlak
siirekli f(x) fonksiyonlarinin sag tarafina uygulanabilir.

Teorem 2.1’e benzer bigimde, (2.6) denkleminin L' (a,b) de ¢oziilebilir olmasi icin gerek

ve yeter sart, 0 < o < 1 iken fi_o(z) € AC ([a,b]), fi_a(z) =0 ve
b

fial) = 1—a/t—:c
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olmasidir.
f(x) € AC ([a,b]) iken (2.6) denkleminin (2.7) ¢dziimii, (2.14) esitligine benzer gekilde

1 FO) [ (s)ds
Fl—a) [ (-8 (s —t)"

a

olt) = (2.15)

olarak yazilir.

2.1.3 Riemann-Liouville Kesirli Integralleri ve Temel Ozellikleri

Bir n—kath integral icin

T

/xdx/wdx.../xw(:c)dx: (n—ll)! /(x—t)"_lgo(t)dt (2.16)

a

ifadesi tiimevarim yardimiyla kolaylikla ispatlanabilir. Gamma fonksiyonunun (1.2) 6zel-
ligi geregi, (2.16) esitliginin sag tarafinin n ¢ Z degerleri icin bir anlam ifade edebilecegi

goriiliir. Boylece integrasyon, tamsay1 olmayan n degerleri icin, agagidaki gibi tanimlanir:

Tanim 2.2 ¢(z) € L' (a,b) ve a > 0 olmak iizere

“&@“”:rén/}xfgwﬂ“x>a’ (2.17)
(ﬁ%ﬁ@%=rah/@f§;ﬂﬁ,x<b (2.18)

a. mertebeden kesirli integraller olarak tanimlanir. Bazen bu integrallere, siraswyla, sol-
tarafly ve sag-tarafl kesirli integraller de denir. (2.17) ve (2.18) integrallerinin i¢in kabul

edilen isim Riemann-Liouville kesirli integralleridir (Samko et al. 1993).

Kesirli integral, Abel integral denklemi gtz oniine alinarak inga edilmistir. Genellikle,
sol-tarafl kesirli integrasyon daha fazla kullanilmaktadir. (2.8) ifadesinden goriilebilecegi
tizere, fo(z) = (12,f) (z) saglamr.

(2.17) ve (2.18) kesirli integralleri, L' (a,b) uzayinda, hemen hemen her yerde mevcut
(z) fonksiyonlar: igin tanimlanmigtir.

@ operatoriiniin tanimi, (Qyp) (z) = ¢ (a + b — x) seklinde verilsin. 12, ve Ij* operatorleri

arasinda

Qlgy = 1" Q, QI =10 (2.19)

seklinde basit bir bagint1 vardir.
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Teorem 2.3 Egerp #1,q# 1 Ue%%—ézl—l—aigm

o(x) € LP, () € LY, %%—égl—l—a, p>1, g>1
b b
/gp (x) (I;er) (x)dx = /w (x) ([f‘_(p) (x) dx (2.20)

bagintisy gerceklenir. Bu bagintiya kesirli integral i¢in kismi integrasyon formiili denir

(Samko et al. 1993).

Teorem 2.4 Kesirli integral

010, 0 =10P0, 10T o =100 a>0, B>0 (2.21)
ozelligini saglar.

Ispat. (2.21) ile verilen esitlikler, () € C ([a,b]) ve ¢ (t) € L' (a,b) olacak sekilde
her ¢ noktast i¢in gergeklenir. Eger o + 3 > 1 ise, ¢ (t) € L' (a,b) sartim saglayan her

nokta icin (2.21) ile verilen esitlikler saglanir. (2.21) ifadesindeki ilk egitligin saglandigim

gosterelim.

xT

o 8 1 dt i o (1)dr
[a+Ia+¢_F(@)F(B)/(x_t)l—a/(t_T)l—B

a a

olup Fubini Teoremi kullanilarak integrasyon simirlari degistirilirse ve t = 7 + s (x — 7)

secilirse

v BB [ eln)dr
[a+[g+90_ F(Oé)r(ﬁ)/(x—t)laﬁ

a

bulunur. Bu da (2.21) ile verilen ilk esitligin sag tarafina denktir. Ikinci esitlik de, benzer
bicimde gosterilebilir. m
(2.21) sonucuna kesirli integrasyonun yarigrup o6zelligi denir. Benzer bir 6zellik, sonraki

kisimlarda kesirli tiirev i¢in de g6z 6niine alinmigtir.
2.2 RIEMANN-LIOUVILLE KESIiRLi TUREVLERI

Kesirli tiirev, kesirli integrasyonun ters operatorii olarak tanmimlanir. (2.1) Abel integral

denklemi ve (2.6) goz oniine alinarak agagidaki tanim verilmistir.
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Tamim 2.3 [a,b] araliginda tanuml f () fonksiyonlar: igin, 0 < a < 1 olmak tizere

T

(02.0) @) = vt | e (222
(foﬂ@%=—;a%;5§§/f§§§% (2.23)

T

siraswyla sol-tarafli ve sag-tarafle . mertebeden kesirli tirev olarak adlandirilir. (2.22) ve

(2.23) kesirli tirevlerine genellikle Riemann-Liowville tirevleri denir (Samko et al. 1993).

Dikkat edilmesi gerekir ki, kesirli integraller her o > 0 sayis1 i¢in tanmimlanirken, kesirli
tirevler 0 < a < 1 igin tanimlanmistir. @ > 1 durumuna ge¢meden 6nce, Lemma 2.5 ile,

kesirli tiirevlerin varligi i¢in bir gerek kosul ifadesi verilmigtir.

Lemma 2.5 f(z) € AC ([a,b]) ve0 < a < 1 olmak tizere, DY f ile Dy’ f kesirli tirevleri

hemen hemen her yerde mevcuttur. Ayrica 1 <r < é icin, DS, f,.Dy f € L7 (a,b) dir ve

D%(@Zrﬂaw @T%a+/éffi, (2.24)
B b

T T Y (O R a0Y

DY) = rra | o — [ e (2.25)

dur (Samko et al. 1993).

Ispat. Bu lemmada 6ne siiriilen ifade Lemma 2.2’nin sonucu geregidir, 1 < r < é i¢in

D¢ f,Dy f € L" (a,b) kosulu ise, (2.24) ve (2.25) esitliklerinden elde edilir. m

Uyan 2.1 Klasik anlamda tirev igin bir sabitin rolii ne ise, Dy f kesirli tirevi igin,

(z —a)*" fonksiyonunun roli aynidur.

Asagida, a > 1 mertebeden kesirli tiirevler incelenmigtir. « sayisinin tamsay1 kismi [o]

ile ve kesirli kismui {«a} ile gosterilmistir, 6yle ki bu gosterimde 0 < {a} < 1 ve
a=[o] + {a} (2:26)

seklindedir. Eger o bir tamsay1 ise, a. mertebeden Riemann-Liouville tiirevi, klasik an-

lamda tiirev bi¢iminde g6z 6niine alinmigtir:

o d\" a d\"
Da+ - (%) ,Db, = (_%> y Q= 172737"' (227)
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Eger o bir tamsay1 degil ise, Dy, f, Dy f asagidaki bicimde tanimlanir:

d (o] (0} d [a]+1 1—{a}
prf= (L) pldy_ (& [t
at ( dx ) wr | ( dz ) at ’

d [o] (o} d [a]+1 1—{o}
Db—f = (_%) Dbf f= (@) Ibf .

Yani, o € R ve n = [a] + 1 i¢in, (2.28) ve (2.29) esitlikleri, sirasiyla,

o= ey (i) [ e

a

Pt (i) e

x

bigiminde ifade edilir. Ayrica (2.7), (2.22), (2.30) tanimlar1 goz oniine almarak

D f=10f=(%)"f a>0

gosterimleri kullanilmigtir, benzer yorum D} f = I,"* f esitligi icin de yapilabilir.

(2.22) ve (2.23) tiirevlerinin varlig i¢in bir gerek kosul,

/if%%%?eAch@m)

a

seklindedir. Bu kosul ancak f () € AC ([a,b]) oldugu durumda saglanir.

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

a kompleks say1 olarak verildiginde kesirli integral ve kesirli tiirev tanimlar1 asagidaki

gibidir:

Tanim 2.4 —o0 < a < b < o0 i¢in, [a,b] R ekseni tzerinde sonlu bir aralik, o € C,

Re (o) 2 0 olsun. a. mertebeden I, f, Ii* f Riemann-Liowville kesirli tirevleri, sirasiyla,

xT

1 f ()
@) @yt >

(1) (@) =

(12 f) (@) = — / ; / S)’Mdt, r<b

biciminde tanimlanar.
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Tanim 2.5 Re (o) 2 0, a € C olmak dizere, D3,y ve Dj y, . mertebeden Riemann-

Liouwille kesirli tirevleri, sirasiyla,

(Deyy) (z) = (%)n (I"7y) (x)

(Diey) () = (—@) (=) (@)

T

(2.35)

(2.36)

seklindedir, burada [Re ()], Re () man tamsayr kismany belirtir ve n = [Re ()] + 1 sek-

lindedir. (Bu iki egitlik, (2.30) ve (2.31) e denktir.)

Ozel olarak, a = n € Ny icin,

(Dh,y) (z) = (Dy_y) (x) =y (x);
(Dry) () = y™ (),

ve

(Dp_y) (x) = (=1)" y™ ()

dir, burada y™ (x) n. mertebeden klasik anlamda, tiirevdir.

Eger 0 < Re (a) < 1 ise,

xT

a 1 d (t)dt
(D y) (x) = m%/ @ _yt)a_[Re(a)], x> a,

a

ve

. 1 (t) dt
(Dey) () = —ra— / v _yx)amew z <b.

xT

yazilir.
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2.3 CAPUTO KESIiRLi TUREVLERI

Tanim 2.6 [a,b], R dzerinde sonlu bir aralik, o € C (Re () 2 0) olsun. [a,b] araliginda

. mertebeden (YD, y) (z) ve (“Dg y) () kesirli tirevleri, sirasuyla,

(k‘)
(CDa+y)<>=( [ Zy t—a’“])m (2.42)

ve

e
(“D59) (@) = <D3_ [y -0 t)’“]) (@ (2.43)

k=0

3

<

olarak tamvmlamr, burada (D2, [y (t)]) (z) = (Dg,y) (z) ve (Dg [y (t)]) (z) = (Diy) (z),
siraswyla, (2.35) ve (2.36) ile verilen oo. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tirevleridir.

Ayrica
a ¢ Ny icinn = [Re(a)] +1, ve a € Ng i¢inn = « (2.44)

dir. (2.42) ve (2.43) tiirevlerine, siraswyla, sol-tarafli ve sag-tarafly oe. mertebeden Caputo

kesirly tirevlert denir.

Ozel olarak, 0 < Re (o) < 1 durumunda, (2.42) ve (2.43) bagmtilar1, sirasiyla, agagidaki
bicimdedir:

(“Dgyy) (@) = (D2 [y (1) — y (a)]) (=), (2.45)

(“Di_y) (2) = (Di_ [y (1) = y (a)]) (). (2.46)
o ¢ Ny, « € C, Re(e) 2 0 olmak iizere, y(z) fonksiyonu i¢in eger (“D2,y) (z)
ve (“Dy"y) (¥) «. mertebeden Caputo kesirli tiirevleri ile (D, y) (z) ve (Dg y) (z)
Riemann-Liouville kesirli tiirevleri mevcut ise, (2.37) — (2.39) geregi bu tiirevler arasinda

agsagidaki bagintilar saglanir:

(“Diyy) (@) = (Dgw) Tk —a + )(:c—a)’““‘, n=[Re(a) +1,  (247)
n—1 (k)

D5 ) (@)= (DE0) (0) = 3 g =) = [Refa)) +1. (249

Ozel olarak, 0 < Re (o) < 1 durumunda ise,

(“Dgyy) (=) = (Dgyy) (2) - % (r—a)™ (2.49)
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(€D2 y) (z) = (DS y) (z) — % (b—t)" (2.50)

elde edilir.
Agagida, o ¢ Ny igin, (2.42) ve (2.43) Caputo kesirli tiirevleri ile; (2.35) ve (2.36)

Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin birbirine esit oldugu durumlar verilmistir:

1) Eger y(a) =y (a) = ... =y Y (a) =0 ve n = [Re (a)] + 1 ise,

(“Dgyy) (@) = (Dgyy) (), (2.51)
2) Eger y(b) =y (b) = ... =y (b) = 0 ve n = [Re ()] + 1 ise,

(“Diy) (x) = (Di_y) (x), (2.52)

3) 0 < Re(a) < 1 durumunda iken,
i) y(a) =0 ise,
(“Dgyy) (2) = (Dgyy) (), (2.53)
ii) y(b) = 0 ise,
(“Diy) (x) = (Di_y) (2), (2.54)
4) Eger a = n € Ny ise, y™ (x) n. mertebeden klasik anlamda tiirev belirtmek {izere,
(“Diy) () = y™ (2) ve (“Diy) (2) = (—1)"y™ (2). (2.55)

(“D2,y) (z) ve (°Dy_y) (z) Caputo kesirli tiirevleri, (2.42) ve (2.43) esitliklerinden goriile-
bilecegi gibi, Riemann-Liouville kesirli tiirevleri kullamilarak tammlanmigtir. Yani, y (z)
fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevinin tanimlanabilmesi i¢in Riemann-Liouville kesirli
tiirevinin mevcut olmasi gerekmektedir. Bu sebeple, 6zel olarak y(x) fonksiyonlari,

AC" [a, b] mutlak siirekli fonksiyonlar uzayindan olup agagidaki teorem verilmistir:

Teorem 2.6 Re(a) = 0 ve n saysinn (2.44) ifadesini saglayacak bigimde segildigini
kabul edelim. Eger y (z) € AC™ [a,b] ise, o takdirde (D2, y) (z) ve (“Di_y) (z) Caputo

kesirli tirevleri, [a,b] araliginda hemen hemen her yerde mevcuttur.
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1) Eger a ¢ Ny ise, (“D,y) (z) ve (“Dg_y) (z) tiirevleri, sirasiyla,

[y

D) )= e | e = (D) @ (2.56)
—1)" (n)

CDL0) (1) = 1y | e = (D) (@) (2.57)

xT

olup burada D = £ ve n = [Re (a)] + 1 dir,

2) 0 < Re(a) <1vey(x) e AC [a,b] iken, sirasiyla, agagida verildigi gibidir:

(°D2yy) (@) = 1 (11_ - / (y;(_t)gi —: (I} Dy) (z), (2.58)
fe _ 1 y, (t) dt . 11—«
(CDb_y) (x) = ~T i—a) / t—oF — (Ibf Dy) (z), (2.59)

xT

3) Eger o = n € Ny ise, (“D2,y) (z) ve (“Di_y) (x) tiirevleri, sirasiyla, (2.3.14) ile

verildigi gibidir. n = 0 durumunda ise,

(“DY,y) () = (“D)y) (z) =y (x) (2.60)

seklindedir (Kilbas et al. 2006).
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BOLUM 3

KESIRLiI DIFUZYON DENKLEMI iCiN BiR CARLEMAN
DEGERLENDIRMESI

Eger bir ters problem, kotii konulmus olmasina ragmen, problemin ¢oziimler sinifi, bir
sinirh kiime i¢ine kisitlanabiliyorsa; s6z konusu problemin kogullu kararlilik degerlendirme-
si ispat edilebilir. Bu da kararhiligin elde edilebilmesini garantiler. Carleman deger-
lendirmesi, kogullu kararhiligin ispati i¢in kullanilan bir yontemdir ve kismi diferensiyel
denklemin ¢oziimii igin biiyiik parametre igeren bir L?-agirlikli degerlendirmedir (Ya-
mamoto 2009). Bu tiir bir degerlendirme, ilk olarak Torsten Carleman (1939) tarafin-
dan, iki boyutlu bir eliptik denklem i¢in Cauchy probleminin tekligini ispat etmek icin
kullanilmigtir. O zamandan beri Carleman degerlendirmesine ve uygulamalarina oldukga
biiyiik bir ilgi duyulmugtur. Daha sonra Hérmander (1963, 1985) tarafindan keyfi boyutta
diferensiyel operatorler sinifina genigletilmis ve sistematiklestirilmigtir. Bu konuda yapilan
onemli galigmalar, Egerov (1986), Isakov (1990, 1993, 1998), Tataru (1996) seklindedir.
Ozellikle son yirmi yilda, farkli yazarlar tarafindan tarafindan cok cesitli Carleman deger-
lendirmeleri elde edilmistir. Bu metodun ters problemlere uygulanmasi ise, Bukhgeim
and Klibanov (1981) tarafindan gergeklegtirilmigtir. Kesirli difiizyon denklemleri gtz
oniine almirken genellikle diizensiz difiizyon incelenir. Hatano and Hatano (1998) yap-
tig1 calisma, siirekli zamanda yapilan rastgele yiiriiyiis sirasinda, bekleme zamam fonksi-
yonunun bir kuvvet yasasi davranigini gostermesiyle kesirli diftizyon denklemine olan ilgiyi
arttirmigtir. Son on yilda, zamana bagl Caputo kesirli tiirevi igeren kesirli difiizyon denk-
lemi yogun olarak ¢ahgilmigtir. Cheng et al (2009), Caputo tiirevinin mertebesi olan «
nin ve difiizyon katsayisinin belirlenmesini incelemigtir. Xu et al. (2011), o = 1/2 iken za-
mana bagh kesirli difiizyon denklemi i¢in bir Carleman degerlendirmesi elde etmistir. Ya-
mamoto and Zhang (2012) Carleman degerlendirmesini kullanarak ov = 1/2 iken, sifirmc
mertebeden tiirevli terimin katsayisi belirlenmesi probleminin kogullu kararliligini ispat-

lamigtir (Yamamoto and Zhang 2012). Jin and Rundell (2012), emilim katsayisiin elde
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edilmesi g6z 6niine alinmigtir.

Bu boliim Xu et al. (2011) esas alinarak hazirlanmigtir. Kesirli difiizyon denklemi igeren
problem i¢in bir Carleman degerlendirmesi ve ispati verilmistir. Bu kisitmdan itibaren, ke-
sirli mertebeden tiirev olarak sadece Caputo kesirli tiirevi kullanilmigtir. Tiirevi alinacak
fonksiyon cok degiskenli olup, hangi bagimsiz degiskene gore tiirev alindiginin karigiklik

yaratmamasi igin, (CDC‘Ly +y) (x) tiirevi 02 geklinde gosterilmigtir.
3.1 PROBLEMIN IFADESI

Tamim 3.1 Q, R? icinde sinarl bir bolge ve yeterince diizgiin O siarina sahip olsun.
L diizgiin simetrik eliptik operator; F, Q x (0,T) dzerinde bilinen bir fonksiyon ve T

sabitlenmis deger olmak fizere,
u(z,t) = (Lu)(x,t) + F(z,t), €, t€(0,T), 0<a<?2 (3.1)

denklemi 0 < o < 1 durumunda kesirli difiizyon denklemi, 1 < o < 2 durumunda ise
kesirli difiizyon-dalga ya da kesirli dalga denklemi adine alir. o = 1 iken (8.1) denklemi
parabolik, o = 2 iken ise hiperbolik denklem belirtir, (Sakamoto and Yamamoto 2011).

Problemin tanim bolgesi,
Q={(z,t);0<x<l,dg<t<T}, Q=(0,0)

seklindedir. Burada §y > 0 dur.

O = %, Oy = 8%, feC([0,T);L*0,1)) olsun. Kesirli difiizyon denklemi igeren baglangig-

sinir deger problemi agagida verilmigtir:

(aﬁ — ) u=f(r,1), (1) €(0,0) x (0,7) (3.2)
u(z,0) =0, =€ (0,0 (3.3)
U(O, t) =0 (t)v U(l, t) = 92(t)a S (07 T) (34)

(3.2)—(3.4) probleminin Carleman degerlendirmesi, Caputo kesirli tiirevi igeren esas terim
i¢in degil, tamsay1 mertebeden klasik tiirev igeren bir esas terim igin ifade edilmigtir. Bu
amagcla, Caputo kesirli tiirevden klasik tiireve gecis yapmay1 saglayan iki adet lemma

verilmistir:
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Lemma 3.1 0 < a < 1 i¢gin ¢(0) = 0 sartine saglayan ¢ € AC([0,T]) olsun. Bu
durumda 0f¢(t), [0,T] aralyinda hemen hemen hemen her yerde mevcuttur. Ayrica,

1
1<r<—igindp € L (a,b) ve
«

oy L 0 [ o)
O e(t) = 1“(1——04)5/ = n)adﬁ (3.5)

0

dir (Xu et al. 2011).

Ispat. Lemma 2.5te, 6zel olarak a = 0,b =T ve ¢ (a) = 0 secilirse, (2.24) esitligi geregi

ispat tamamlanir. m
Lemma 3.2 Ejer ¢ € AC ([0,T]) ve ¢(0) = 9/ 0(0) = 0 ise, o takdirde (0,T) arabginda
0 =0"""p 0<a+p5<1, a,f>0 (3.6)
dir (Xu et al. 2011).

Ispat. Caputo kesirli tiirev tamimindan ve Lemma 3.1’den
t
L0 [ 9
0 p(t) = — [ S-%d

0

t

o 1 1 2 7 S0/(7_) 7_ 1
B F(l_OZ) F(l—ﬁ) 875/ (77_7_),36{ (t_n)adn

. 1 2 t n S0/(7_> i .
- FO—a)F(l—ﬁ)ato/ ()/(77_7_)60“’ (t—n)"dn
L o

T(1— a)T(1-B) ot (3:7)

elde edilir. Beta fonksiyonunun (1.4) 6zelliginden, I egitliginde integrallerin siras1 degisti-

rilirse
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bulunur. Beta fonksiyonunun (1.3) ile verilen tanimi geregi

B(l-a,1-0) = (1—u) " uPdu

O\H

1
— /u_a (1—u)_6du
0

oldugundan, (3.8) ifadesi (3.7) esitliginde yerine yazilirsa, a4+ 5 < 1 durumunda, Gamma

fonksiyonu (1.2) ozelligi ve Lemma 3.1 geregi agagidaki esitlik elde edilir:

B(l-a,1-3) 0 o(r) (t = 7)) gr

arole(t) = T(1—)l(1—3) 0t

P (r) (t =)'

F-—a)l(1-p)
F2-a-p)

0
I(1—a)l(1-p)ot

= 9 Pe(t).

Eger a + 8 = 1 ise, hipotez geregi ¢(0) = 0 oldugundan, (3.8) egitligi

t

I = B(l—a,l—ﬁ)/gp’(T)(t—T)l1d7‘

= B(l—a,1- 5)/@/(T)d7'
(¢

= B(l—a,1—0)(e(t) —¢(0))

= Bl -, 1-5)¢(t)
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halini alir. Boylece (3.7) ise,

a b _ 1 g
Xl = Fazora—p o
1 )

Tt g P mAe)

B(]' - Q, 11— 6) !
= Ta—ara-p*?
F(la(*;i)r(jﬁf)ﬂ)
Ti—ara—5° Y

]‘ /
T2—a-p° (t)
= ﬁsa’(t)

= ¢'(t)

biciminde yazilir. Boylelikle ispat tamamlanir. m

Simdi ise, Lemma 3.1 ve Lemma 3.2 ile verilen kogullarin u(z,t) i¢in saglanip saglan-
madigin aragtirilmigtar:

(3.3) baglangig kosulu ile u(z,0) = 0 oldugu bilinmektedir. @%u(a;, 0) = 0 olmasi, Lemma
3.5’te uzay secimi ile saglanmigtir. Yani, 8,5% aﬁu = Oyu yazilabilir.

(3.2) denklemi dikkate alinirsa

N|=

0} (dFulw,)) = OF (PPule,t) + f(w.1))
e (aﬁu(x,t)) + 07 f(x, 1)
= 2 (OPula, ) + f(x,0)) + 0P f(a,1)
— Ou(x,t) + 02 f(x,t) + OF f(x,1) (3.9)

bulunur.

Elde edilen (3.9) sonucu, Lemma 3.2 geregi d,u tiirevine esit oldugundan
1
(8 — %) u(a,t) = (ag + ag) Fla,b) (3.10)

bulunur. Artik denklemin esas terimi (9; — d%) u seklinde olup Carleman degerlendirmesi

bu esas terim igin verilmistir.
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3.2 CARLEMAN DEGERLENDIiRMESi

Q={(x,t);0<x<l,dg<t<T}, Q=(0,0)

bolgelerini goz oniine alalim, burada dg, 5 > 0, 0 < to < T dir. ¢ agirlik fonksiyonu ve

diger yardimci fonksiyonlar
Yz, t) =d(x) — B(t —t9)?, o(z,t) =, u(z) =0,d
bigiminde tanimlanmigtir. 0 <z < 1,0 <t < T icin
0,d#0, ¢Y(x,t) >0
oldugu kabul edilmistir ve bu kabuller altinda

p#0, p>1

oldugu garantilenmigtir.
Carleman degerlendirmesine ge¢gmeden ¢nce, ispat sirasinda sik¢a kullanilacak iki adet

lemmaya ihtiya¢ vardir.
Lemma 3.3 Her A, B € R icin,
(A— B)* <24%+2B2 (3.11)

Ispat. Her A,B € R igin 4% > 0, B> > 0 ve her A, B € R icin, A2 + B? € R dir. Bu

durumda, Binom acilimindan yararlanarak,

0<(A+B)® = 0<A>+2AB+ B?
= 0—2AB < A>+2AB+ B* - 2AB
= —2AB < A? + B?
= —2AB + (A% + B?) < A2 + B% + (A% + B?)

= (A—B)? <242 4 2PB?
elde edilir. m
Lemma 3.4 Her A, B € R i¢in,
(A+ B)® <2A4% + 2B (3.12)
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Ispat. Her A,B € R igin A%2 > 0, B2 > 0 ve her A, B € R icin, A2 — B? € R dir. Bu
durumda, Binom ac¢ilimindan
0<(A—B)? =0<A2—-24B+ B?
= 0+24AB < A2 - 2AB + B?> +2AB
= 2AB < A2 + B?
= 2AB + (A% + B%) < A2 + B? + (A? + B?)
= (A+ B)* <242 4+ 2B?
esitsizligi yazilir. m
Lemma 3.5 Oyle bir \g > 0 ve bir so > 0 sayusy vardir ki, her X\ > Xg, s > s ve
u € C°(Q) igin,
1
/ <§ |0l 4 s\ ‘8§u|2 + s\t ‘8§u|2
—{—85)\6,&6@5 |8$U|2 + 57A8u8907u2) e2swdxdt

< C / (8 — %) u|” e*?dudt (3.13)
Q
saglanacak bicimde C > 0 sayst vardar.

3.2.1 Carleman Degerlendirmesinin Ispat:

Carleman degerlendirmesi agirlhkli L?—normu icin yapilmistir. Ispat sirasimnda kismi in-

tegrasyondan yararlanilmis olup burada s ile A biiyiik parametredir.

F = (@0-3)u,

w = e*fu, (3.14)
Pw = e¥F =¢" (0, — ;) (e *w) (3.15)
olarak tanmmmlayalim. Ilk olarak, Pw ifadesi hesaplamak gerekir. Bunun icin, e *%w

teriminin ¢ — ye gore birinci ve x — e gore dordiincii mertebeden tiirevleri hesaplanmigtir.

Bu hesaplama sirasinda kullanilan baz tiirevler agagidadir:

Opp = A,
atSD = _Zﬁ(t - tO))\907
@t,u = 0.
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e %fw carpiminin t — ye gore tiirevi agagidaki gibi hesaplanmig ve e*¥ ile genisletilmigtir:

(e *fw) = —s(0p)e *Pw+ e YO
= —s(=28(t —to) \p) e ¥w + e ¥ouw

= 2XsB (t —to) pe”**w + e ¥ ow,

e*? 0y (e”*Pw) = 2Xsf (t — ty) pw + dyw. (3.16)

e *Pw ifadesinin x — e gore dordiincii mertebeden tiirevi ise,

Op(e™*%w) = 0;(0u(e™*w))

= (0w + e~ 0w)

= 07 (02w + D€ ) Dpw + D€ ) D + D)

= (2 (e)w + 20,(e7*9)Dyw + e 0Pw)

= 0,(83 (e w + B2 (e7*?)Dpw + 20° (%) Dpw
+20, (e %) 02w + 0, (e *9) 02w + e ¥ DPw)

= 9, (03(e™*?)w + 302(e™*?)0pw + 30, (e ) P2w + e~ Dw)

= 9w + 8P (e79)Dw + 303 (e*9)Dpw + 302 (e*?)DPw
+302(e*0)0%w + 30, (e~°)0Pw + Dy (e~ ") PPw + e~ w

= OMe P w + 402 (e)Dpw + 602 () 0Pw + 40, () DPw

+e ¥ 0tw (3.17)

seklinde bulunur. e*¢ fonksiyonunun, (3.17) ifadesinde mevcut tiirevleri hesaplanarak

asagida verilen (3.18) — (3.21) esitlikleri elde edilmigtir:

0x(e7*7) = =5 (0up) €% = —s(Aup)e ™7, (3.18)

07(e7%) = Ou(—shupe %)
= —sA\(pype " + pp e + pp(—s)p,e %)
= —sMugpe” ™ + p(Aup)e™? — spp(Aup)e*?)
= —she (e 4+ AP0 — sApPp?)

= SN Pp%e Y — s PP pe Y — sA\upe P

= 2N pP%e % 4+ O(s\2pPp)e ™%, (3.19)
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(3.19) ifadesinde O(s\* @) = —sA g — s\, dir, ciinkii

—s\’ %0 — s\,
sA p2p

Hy
Apt?

b

egitligi, A biiyiik parametre oldugundan simirhdir. Ayrica,

0p(e7%) = ("N pPpe™? — sApPpe™ — shp,pe*)
= S A22up, 0% + SN UP200,67F + SN PR (—s) e
—s\2uppe? — s\ pPp e — s\ pPp(—s)p,e

—5Mlygp€ " = SAUG L€ — SAULP(—8)p e
= 28" N pp, e + 28N P p(App)e P — s* AP (Aup)e ¢

=25\ pppe = — sA P (Aup)e ™ + s2A P p(Mup)e >

Mgy pe” 7 — s, (Mip)e™*? + s A, o(App)e ™
= 28222, 0% % + 252N3 B2 — $2A3 R pRe o
—25 X205 — sX3 e + 2N B e
—$Migype " — SN ppe™" + 2N, upte
—* N Pp3e ™ 4 O(s° NP P p?)e ™%, (3.20)

D2 e™?) = 0,(28* N 0’e ™ + 282N P p?e Y — SN P pde ™ — 25N e 5
— sAplpe ™ + NP 0% — shp, e — 5N ppe
+ 82N, ppe %)
= 28N, 00 4 282 N g, 0P + 252 NP g, 200,07
+25° N i, 07 (—8) (Mp)e ™ + 282 X%3p2 0%~ + 257 NP P2 e
+252 NP0 (=) App)e P — S N3pPp, e — SN P3P e

S

—* NP (=) (App)e ™™ — 2N, 00~ — 2Ny ipe ™%
=25\ g, e — 2N g, p(—s) (Ap)e ™™ — sX*3p* e
—sX 1P p,e — sX 1P p(—s) (Augp)e ™ + s2 X3Pt
+2N 12200, 4+ 52N P 0P (—s) (Mpup)e? — sApig 00

S

(
— 5y Pu€ % = SN p(—5) (App)e ™™ — s\, e — SN, e
—sN i pp e — sXppp(—s) (App)e™ ™ + 82N, pup’e ¢

+52 N, 076 + SN 200,67 + SN e (—s) (App)e ¢
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— 282/\2#29026_8@ + 2S2A2ﬂﬂxxg02€—sw 4 482)‘3/12/133@26_8@ . 283/\3/1/2/1193%036_8@
+652)\3M2M$902675g0 + 452)\4/1/4()0267890 o 283/\4M4S036754p - 383)\3Iu2,ux(p3673<p
=33\ P £ sttt e ™ — 2502t e — 25N\, e

S

—25 N 12 1,065 4 252 N3 1P e T — 35\ P e — s\ utpe P
PN A2 1 382032 e 4 252N AR — BN dpte s
— My 06 — SN iy puipe™*? + 2N, 10?5 — SN, pipe ™
—sNpipe ™ — s P oe”? + X p e’ e 0 + SNy upte

+32)\2M§@26_8(p + 282/\3,“95”29026_890 o 83)\3/%3[12@36_890

s ptpte™ + O(sP A utp?)e 2. (3.21)

dir. Bulunan (3.18)—(3.21) tiirevleri (3.17) ifadesinde yerine yazilir ve e*# ile genisletilirse

e PO (e Pw) = e (e ) w + 4e*° 02 (e ) Dpw + 6e5°02 (e ) 02w
+4e*0,(e75?)Pw + P e P Jtw
= es‘p(2$2)\2uigp2€_w + 282X, 0205 4+ 45N P pPe 5
28N 2, P 652N R, e 4 45PN ptpPe ¢
o8\t Be 363032 e — 3PN tpBe

s

+s' N ptpte ™ — 25M2 2 e — 250, e — 28 NP P e
_‘_282)\3N2N1902€—550 o 33)\3,U2#IS06_8¢ _ s)\4u4goe_5“” + 82)\4M4S02e—5g0
+3S2)\3M2[j,x(,02€_8@ + 282)\4M4(p2€—stp . 33)‘4M4903€_8(p . S)\Mxxx(pe—sgp

S

— SNy pipe ™ 4 SNy g€ — 5N, ppe” — sXP e
—sXp e + SN P 0te T + PN ppe T + PN e 7
1252\, 20265 — §303 . poPe 5w + 4P (282N g, e
122N PP — 33 BB e — QSAZ/LLLIQO@_S“O — X Bpe

S

+2N % — A6 — sAPppe ™ 4+ A2, pp?e” ) Oy w
1665 (2 N2 pP e — s\ e — sA\p e ) 0%w

+4e*? (—s(Aup)e *?)Pw + Otw

36



= ("Mt + 28N 120" + 25" N g, 00 4 45PN P, 0°
283N, 0P+ 652N, 0P + AsPA iR — 253Nty
=3 X121, 0% — 35PNt + Nt ot — 2sM2 20 — 25N g, 0
25N 12, + 28N 1P, 0% — 35 X3P, — At + At
+32N 1P 1,07 + 252Nt — SN0 — SA g0 — SN e
82N 19" — 8N i + 82N ” + SN GO + 28N,
— N3 1200w + (8522, 0 + 85PN P — 4PN
=8N\ pupuip — 4Nt + 4SNP0 — dshp, 0 — 45N
+452 N2 1, pup?) 0w + (652 N2 p2p? — 65\ — 6sA ) 02w
—4s\pdiw + tw

(84)\4,U4<,04—|-O(S3)\4M4903))’LU—(483)\3#3903+O(82>\3/L3§02>>8xw

+(65* N 1% + O(s\2p20)) 0w — 4s A updiw + 2w (3.22)
elde edilir. Boylece (3.16) ve (3.22), (3.15) esitliginde yerine konulursa

Pw = e*0,(e *fw) — e*?0r(e **w)

= Qw +2XsB (t — to) pw — (s* Nt + 252N p2p? + 282\, °
AN 2 0 — 26N 2 P 4 652NN o + AN 2
2N A — 3PN 2, 0P — 38N s At — 26022
25Xty p — 2N 1P 1,0 + 282 N3P, 0% — BN 1P o — sA
+5° A\ ptp?e + 352N P, 0% 4 252\ o — Xt — sy, 0
=N o 1 4 8N g 1 — SN 10 + SN 1 pup® + 87N il
+25° N, 17 0% — SN p e w — (88N pup,o° + 852N
— 453\ 133 — 8N g0 — 4sN B + 4PN — dsh
— 4\ 1 pup + 452N 1, 1p?) Oz — (652 X220 — 65N 1o — 65 A, ) Dow
+4s\updPw — Ow

8tw_ (34)\4M4904+0(83/\4M4903))w+(483A3,UJ3§03_’_0(82)\3#3902))83310

— (68N 1%p? + O(s i) 0% w + 4s A updPw — 2w (3.23)

ifadesi bulunur.

Burada Pw, Pyw ve Pyw seklinde iki parcaya ayrilmistir. Pyw, mertebesi ¢ift; Pyw ise,
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mertebesi tek olan tiirevleri igeren terimlerden olusacak bicimde segilmigtir.

Pw = —0w — (65°X2p2p? — 65N\ %o — 65\, 0) 07w — (s* Nt + 252N\ 1k o?
+252 N2 g, 0 + 45PN PP, 0% — 28PN PP, 0% + 65N 1P, 0% + 4PNt o
—25° X't 0 = 3PN 12,07 = 35PN o + SN ot — 2M2 0 — 25N g, 0
25X 1,0 + 287N P 1,0 — BN 0 — st + PN 0 + 38PN P07
F25° Mt 0? — SN0 — 5N — 5N g0+ 8PN 110" — SN 1y, 10
52N 1, 107 + SN + 28N 1P 0% — SN P — 208 (E — ) p)w
—0tw — (65N p2® + O(s i) 2w

— ("N e + O(° A o) w, (3.24)

Pow = 0w + 4shupdiw + (=85> Ny, — 85N 1P p? + 453N 13
+85X 2 gt p + As NP — AP A P % + As A, 0 + 4N e
—48* X 1, p1p?) Dy

Oyw + 4sAppdiw + (45 N 12 0* + O(s° N 12 ?)) 0, w. (3.25)

L? uzayinda i¢ carpim ve norm tanimu kullamlarak

(Prw, Paw)2iq) = (=0,w,00w) 12(q) + (—0w, dsAupdiw) r2(q)

+(=0hw, (4 1P 0* + O(s* X 1i*0?)) Dpw) 12 )
+H(=(65°Npp® + O(s\ 1)) Dow, Byw) 12 (g
+(— (65 2)\2M2<P2 +0(8A2u ©))Ow, s Appdiw) 2 (q)
H(— (65N p29? + O(sN i) Do,
(4s*N 10 + O(° N 9?)) 0, w) 12

H(= (s At + O( N o) Jw, Biw) 12

H(= ("Nt + O( N p?) ) w, ds A updiw) 12 ()

H= ("Nt + O(SPA 0% Jw, (4s° NP0 + O(° NP 9?)) 9, w) 12

= 29: Iy (3.26)

oldugu goriiliir.
(3.26) esitligi ile verilen .J, terimleri, 1 < k < 9 i¢cin hesaplanmustir. Islemler sirasinda j €

N icin a;(z,t),b;(z,t) yeterince biiyiik s, A icin siirh fonksiyonlar: belirtmigtir. Ayrica,

38



u € CP(Q) olup e**u = w € C§° (Q) dir ve bu egitlik, biitiin terimler elde edilirken
dikkate alinmistir.
(3.26) esitligindeki ilk iki terim olan J; ve Jo, agagidaki gibi hesaplanmigtir:

Jl = (—8§w,8tw)L2(Q)
= —/(8§w)8twdxdt
Q
T
. / (Ow)(@Pw)[| dt + / (0Pw) (9, (Ow)) dvdt
0 Q

(03w) (0,(O,w)) dwdt

0, (Ow) (02w) dt — / (Pw) (02(0pw)) dudt
Q

— —/(@fw) (0,(03w)) ddt

S O

T
dx =0,
0

Q
l
1 1
_ _§/at(\8§w\2)dxdt:—§/ P
Q 0

Jo = (=0hw, 4s updiw) 12 (g)

= —4 [ sA(Opw)pp (O2w) dadt

= —2 [ s\up (81(‘0311)‘2)) dxdt

= -2

S O O

SA ‘8§’w‘2);dt + 2/s>\ (ppp + pepy) |8§w|2dxdt
Q

= 2 [ s\ (0 + p(Mup)) |0Pw|” devdt

—

25\, ‘ai’w‘z dzdt + /23)\2y2<,0 }ai’w}Q dxdt
Q

25\ 1% (1 + %) ‘35’11)‘2 dzdt.

O O o

39



J3 teriminin hesabi sirasinda, igslemlerde kolaylik saglanmasi igin, J3; terimi tanimlan-

migtir.

J3 =

(—o
/i
Q

—4

w, (45° N 12 0® + O(s* N1 9?)) D,w) 12 ()

—0*w) (45N 1P + a18° N 1P p?) (O,w) dadt

a
SN (1+ i) (0,w) (0w) davdt

l

NI ( %) (Oyw) (8§’w)‘ dt

0

—4
3v3(2,,2, 3 3 2 a1 3
+4 [ PN (3P’ + 3t pp,) (1 + ?) (Opw) (Pw) dadt

+4

@\ o~ o\ﬂ @\

N33 8 (1 + %) (2w) (O3w) dzdt + 4 / ) 2N L33 (0,w) (02w) dadt
Q
4 [ AN} (3pP 0 + 3P (M) (1 + @> (O,w) (O3w) dadt
s
+4/33)\3u3g03 (1 + %) (O2w) (O3w) dzdt + 4/@32)\3#3903(0:021}) (DPw) dadt
SNt ? (1 + ﬂ) (0, w) D2 wdzdt
s

Q
12/ SN 1P, 0 (1 + ﬂ) (0, w) D2 wdzdt + 12
s
Q

+4/33)\3u3<p3 (1 + %) (O2w) (DPw) dedt +4 | (9:(ar)) >N pP@*(9,w) (O2w) dadt

@\ @\@

Q
a a
12/83/\4M4903 <1 + ;2 + X?’) (O,w) (O2w) dxdt
Q

+4 / 33333 (1 + %) (02w) (0Pw) dadt
Q

Son esitlikte J3; = 12/33)\4u4g03 (1+ 2+ %) (9,w) (03w) dzdt olarak alimirsa
Q

JgE

Ja +4 [ SN ude? <1 + %) (2w) (O3w) dxdt

Ja1 +2 [ N3 ude? (1 + %) (31(‘3511)‘2)) dxdt

@\ @\
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T
= Jy o+ 2/ sIN 33 (1 + ﬂ) |0%w] 2 Jdt / ) 22320 | 92w duwdt
s
0 Q
—2/33)\3(3,u2,ux<,03 + 313 0%p,) (1 + %) ‘0210‘2 dxdt
Q
= Jy —6/53A3(u2ux¢3+u3g02%) (1 + ) |02w|” dadt
Q
—2/ (0x(a1)) N 1Pp? |8§w|2da:dt
Q

= J31—6 33A3u2uxg03 (1 + %) }8211)}2 dxdt — 6/33A4u4903 (1 + %) |8§w|2 dxdt

Q

QT

—2/ (Op(ay)) 2N pPp? |82w|2dxdt

= J3 — 6/53 ﬂ + %) }8§w}2dazdt,
S A
Q
yazilir. J3; terimi degerlendirilirse,

as @
Jy1 = /1233A4u4<p3 (1 + ;2 + f’) (O,w) (O3w) dadt
Q

1258 (e (142 + ) (Ghw) ) (2w) ‘lodt

I
St~

125° A\ (4% 1, 0 (0, w) + 3%, (Opw) + pi* o (O2w)) <1 - % + @> (02w) dxdt

b :
B34 2(az) | Ou(as) w) (8%w) d
Q/l AMu ( ot )(aw ) (07w) dadt

A

= 48 [ NP, 0® (1 + 24 %) (O,w) (OFw) dadt
s

Q
314 az | as 2

36/ Nt o® () ( L A) (Opw) (P2w) dxdt

Q

a

12/ Wt (142 + ) [0 dadt

Q
12/33)\4 ((% az) + % ()\ )> (O,w) (OFw) dxdt

Q
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a
NI < +?2 Xg }@Qw} dxdt

Q
6/ SAtpt <8$(Sa2) + 896(6”3)) (0:(10.w[?)) dadt
Q

A

as @
AP P (1 + ;2 + f’) (8x(\8zw|2)) dxdt

613

X> }6210} dxdt

SN P g? (1 + 24 %) |0, wl?
s

SN P ? (8362&2) + 836()\&3)) laxw\2dxdt

a
SNt < —2 + Xg) w} dxdt

Q
Q
T
0/
345 4. 3 5, 2 a  as 2
+18/5 A ((5u L + 319 p,) <1+ St /\>) |0, w|” dadt
Q
Q
Q

as

90/53)\5;14,%903 (1 + % + X> |8, w|? dadt
Q
ERO NI ( 24 %) |0, w|” dadt

Q
+18/s3)\5u5g03 (395(@2) + ax(@3>> |6xw|2dxdt
Q

s A

A te? (1 + o + %) ‘aiwf dxdt
s
Q
54/33A6u6g03 + 24 ) |0, w|” dadt
Q

as a
12/53/\4,u4<,03 <1 + ;2 + X?’) }6§w}2 dzdt
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olarak elde edilir ve bu degerlendirme J3 ifadesinde yerine yazilirsa

Iy = 54/33/\% (1 p 2,05 ) 10, w|® drdt
Q
—12/ At ? (1 + 24 %) ‘(‘ﬁw‘zda:dt
s
Q
—6/33)\4u4g03 (1 + o + %) |(9§w|2 dzdt,
S
Q
bulunur. Benzer olarak, Jy , J41 ve Jyo seklinde iki terimin toplami halinde yazilmistir.

Jy = (—(632)\2u2g02—i—O(s)\zu?gp))@gw,atw)Lz(Q)

= —6/(32)\2,u2<,02 + by s\ o) (02w) (Opw) dadt
Q
/ DT (1 + b—1> (02w) (Oyw)dxdt
J s
T
= 6/ T (1 + %) (Oyw) (0,w)
0

S 2400 + 20, 0w) + p0u(00w) (14 ) Gt

I
dt + 6/(&5 (b1))s A2 20?0, w) (Oyw)davdt
0
Q

Q
= 12/52)\2yuxg02(8tw) (1 + b—1> (Oyw)dxdt + 12/52/\3u3g02(8tw) <1 + ﬁ) (Opw)dxdt
s s
Q Q

16 | 2\ 20?0, (Oyw) <1 + %) (Opw)dxdt + 6/(&5 (b1))sA\? 122 (0,w) (Opw)dxdt

b

= 12 [ NP2 (0w) (1 + 2+ b ) (0, w)dxdt

A

@\@

+6/s2)\2u2gp2(8x(6’tw)) <1 + bl) (Oyw)dxdt
Q
= Ju + Jao.

(3.25) geregi Oyw = Pow — 4s\pupdiw — (45N 1203 + O(s2N* 12 p?)) 0w dir ve bu esitlik,

Jy1 terimini hesaplarken dikkate alinip Jﬁ), Jﬁ), Jﬁ) seklinde ti¢ terim tanimlarsak,

b
= 12/52)\3u3g02(8tw) (1 + —

Q

S Z) (0pw)dudt
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= 12/(P2w — dsAupdiw — (45 N2 p® + O(2 N 12 p?))) 2N 122 (0, w)
Q

b by
<1 + 5 + X) (O, w) dxdt

b b
- 12/52>\3u3g02(P2w) (1 + ;1 + XQ) (Opw)dxdt
b b
+12/s2)\3u3<,02(—4s)\ug083w) (1 + ;1 + f) (Opw)dxdt
+12/82/\3M3902((_483)‘3N3903 + O(s2231302)) ) <1 + % + b—j) (O,w)dxdt

Q
1 2 3
Ta) + I8 + T3

seklinde yazilir. Her A, B > 0 ve £ > 0 icin,

B\’ , B2
A——-) >0=>AB<eA>+ —
(\/E 2\/E> - SeA T

oldugundan, yukaridaki esitsizlikte A = Pyw, B = 1252\’ p3p? (1 + 2 + &) (9,w) secilip

(1.7) goz oniinde bulundurulursa, Jﬁ) terimi i¢in yapilan inceleme agagidadir:

b b
= 12/52A3u3<p2(P2w) (1 + ;1 + —2> (O,w)dxdt

A
Q
< 12/
Q

z—:/ | Pywl|? dadt + C’(s)/ }32)\3u3cp2(3xw)}2 dxdt
Q Q

by by

s> N 1o (Pyw) (1 + s X) (Oyw)| dxdt

IA

— 5/ | Pyw|? dadt + C(e)/s4)\6u6<p4 |0, w|* dzdt.
Q Q

Jﬁ) ve Jﬁ’) terimleri hesaplanarak agsagidaki sekilde yazilir.

b b

J& = —48/83)\4u4<p3 (1 + =+ XQ) (0,w)(O2w)dxdt
s

Q
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!
dt

0

b b
= 48 [ SN\ utp? (1 + ;1 + f) (0,w) (2w)

+48

O — "~

(O%w)dxdt + 48/53)\4u4g03 <az ibl) + % §b2)) (0,w)(O2w)dxdt

by bo

= 192/33)\4u3ux<,03(0 w) <1 + 24 A) (02w)dxdt

by b
+144/ NI <1+ ot j) (03w)dxdt

0y (b1) N Oy (b2)
S A

) (0,w)(02w)dxdt

Q
= 144/53A5u5903 <1 + —+ X) (0, w)(92w)dxdt
Q

— 72/33)\5M <1+ +)\)(8$|8xw|2)dmdt
Q
+48/s3>\4 (1+b + )|a2 | dedt
Q
T
b l
= 72/ 3)\4ugo<1+ + )|8 wl’

0

0

b b
72 [ 2N ((5u4u$903 + 35 p%p,) <1 + =+ ;)) |0,wl? dadt

+48 [ s

Q
72/83/\5#/5%03 (ax (bl) + axg\bZ)) |a$w|2 drdt
S
Q
314 b 2
/ N putp? (1+ + )|8 | dxdt
Q

45

b
SN (4% 11, 0% (050) + Bt 9%, (D) + ' * (D2w)) <1 + ;1 +

by

A

)



b

= =360 [ $*\putp,o? <1+ <4 >|a w|® dedt

|
[\
—_
(=}

\@\

by
NI <1+ + )\a w|’ dedt

SN PP (ax ibl) + Ou ;b2)) |8xw|2dxdt

|
N
[\

+
W
oo

@\ @\Q

sEA (1+b + )|a2 | dedt

I

|

[\

—_

(@]
\

b
ERONIT (1+ =+ )\8 w|? dedt

+48 [ At (1+b + )|82 | dxdt,

@\Q

b
JS) _ 12/32)\3u3<,02(— (433)\%3@3_'_0(82)\3“3%02))) (1+ 1 + )]8 |2da:dt
Q
516 by 2
= —48 [ " A%ulp 1—|— + |0, w]|” dxdt
Q

by
+12/b334A6u (1+ + )\aw| dadt.

Hesaplanan Jﬁ), Jﬁ), Jﬁ) terimleri Jy; ifadesinde g6z oniine alinarak, asagidaki esitsizlik

yazilir. Jy; incelenirken, Jy terimi tanimlanmistir.

Ju > — D+ 2+ I

Y

= —5/ | Pyw|? dadt — C’(e)/34)\6u6<p4 |0, w|” dedt
Q

by
—216/53)\6u <1+ + >|a w|’ dedt

X3 (1 + b—sl + b—;) {8§w|2 dxdt
b
s°\8pS° (1 + ;1 + ) |0, w|” dadt
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by
+12/b334A6u <1+ + )\aw| dadt

v

Q
—8/ | Pyw|” dadt — C(a)/s4)\6u6go4 |0, w|” dadt
Q Q

+48/s3/\4ﬂ (1+bl+ )}82 | dwdt
Q

—(48 + 5)/35)\6,u6g05 |0, w|* dedt — 0/83/\6,u6g03 |0, w|” dadt
Q Q

Jo.

Jyo terimi hesaplanirken, AN P bs olarak ele alinmigtir.

(0, w) (0 (Oyw))dzdt

)
A2 (1 + b1> (0,w) (0 (Opw) ) ddt
> 0, (|0, w|?)dzdt

T
dx — 3/6352)\2u2¢2 |0, w|? dedt
0
Q

b
=3 [ N 2ue” + 21”00, (1 + ;1) |Opw!? dwdt

b b
§ N2 i, 02 (1 + —1> |0, w| dedt — 6/32A2u2<p<pt <1 + —1) |0, w|” dadt
s s

OJ

Il
< @Q @\

9y(b3)s* N2 1202 |0w|” ddt

= 12 [ X322 B(t — to) <1 + ﬁ) |0,w|* dedt — 6/32)\2u,utg02 (1 + ﬁ) |0,w|” dadt
s s

Q

(8y(b3)) 2N 12 p? |9, w]? dadt.

Q{
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Jy1 ve Jyo terimleri, Jy ifadesinde yerine yazilarak

Jg > Jo+ 12/32)\3u2<p2ﬁ(t — 1) <1 + bl) |0,w|” dadt
b
—6/52)\2uut<p2 <1 + —1) |0, w|” dedt — 3/(@(1)3))52)\2”2@2 |0, w|” dadt
s
Q Q

bulunur. J; — Jy terimleri agagidaki gibi hesaplanmigtir.

Js = (=(68*N°pp” + O(s)\* 1)) 02w, s A updw) 2 ()

(652 X2 u20% 4 by sA? ) (02w) s A (03 w) dadt
b

652\ ( —1> 4s A\ (02w) (O2w)dxdt
s

I
1

b
= —12 [ N pP? <1 + ;1) &E(‘@iwf)dxdt

3/\3,“3303 ( ) ‘82
PN (3P, + 3P p,) <1 + ) |82w| dxdt

= 36/ SN2, 0° (1 + ) ‘8210‘ dzdt + 36/53/\4,u4<,03 (1 + b—l) |8§w|2dxdt
s
Q Q

—1—12/(&3 (b1))s* A3 p® |8§w|2 dxdt
Q

by
— 36/33%# (1+ + )}82 |* dxdt,
Q

= —12 dt+ 12/((9 (b1))s* A3 p? |8§w|2dxdt

+12

‘Q\ O\’ﬂ ‘Q\

(—(65°N1%0? + O(sN*1°p))w, (4’ N1 + O(s* N 19?)) 8, w) 12 )

= / — (62N 1% + arsA’ 1) (4’ N pPp® + ap N P?) (02w)(9,w)dadt
Q

_ _24/52&6 2 (14 ) SN (1+ ) (02w) (9, w)dxdt

Q
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Jr

Js

+12

_12/ P AP P (1 + b—;) |0, w|*
0

by

—24 | $5N B " (1 + —) (02w) (O w)dxdt
s

j=

—12

[
Q/ PN ( ;1) (O, (|0, ]))dadt

! T

0

O~

b
35/\5(5u4/¢$g05 + 5u’tp,) (1 + —1) |0, w|” dadt
S

b b
60/55)\%4% < —1) |0, w| dedt + 60/35)\6u6g05 (1 + —1> |0, w|” dadt
s s
Q

Q

—I—12/(8x (b1))s* NP ® [Dpw]? dacdt,
Q

IN

(—(s"\ e + O(PA ' o®))w, w) 12

( 4

/ (s*" M\t + b At w(O,w) dadt
Q

1

2

—= [ "\t (1 o ) (0, (w?))dxdt

l
b
/34)\4M4904 <1+_1> w>
S
0

b
/34)\4(4p3utg04 + 4o p,) (1 + ;1) w?dzdt
Q

T

N| —

1
dx + 5/(& (b)) s* N pt ot wPdadt
0

+

DO | —

1
2/84)\4M3Mt904 (1 —+ ﬁ) w2dl'dt + 5/(835 (bl))33>‘4u4¢4w2d‘rdt
S

b
—4 / Bs* Nt ot (t — to) (1 + —1> widxdt
S

C/S4A5u4<p4w2dxdt,
Q
(—(s"Np'e" + O(s° A ') w, As\updw) 12 )

—4/(84)\4u4g04 + by A o ws A dPwdadt
Q
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|
,.;;

I
\ @\ oﬁq @\

b
EOIE (1 + —1) w(OPw)dzdt
S

s°\° P (1 + Z—l) w(0?w)

b
"N (5, 0° + 5p°pte,) (1 + ;1) w(Ow)dwdt

l

dt

0

+
W

+
W

SN PP (1 + ﬁ) (0,w)(02w)dzdt + 4/(836 (b1))s* NP P w(0%w)dadt
s

‘O\@

b
RO NITY (1 + —1> w(0?w)dxdt
s

|
[\
=]

b
s N it g1, 00 <1 + —1) w(02w)dxdt + 20
S

+
W

PN (1+ ) (0,w)(O%w)dxdt + 4 / ))s* N° 1P P w (02w) dadt
Q

I

DO

=)
@\ o

sP X85 P (1 +—= b + ) w)dxdt + 4/ DT ( b—l) (0,w)(0%w)dxdt
s
Q

l

dt
0

- 5)\6 <1+—+—> w(0;w)

—20 / s A0 18 (1 + o + bf) (0pw)(Dpw)da:dt
Q
20/35)\6 610°1,0° + 5ulote.) <1 + — b1 + b;) w(0,w)dxdt
Q
—20 / DU ( (by) | axib”) w(Oyw)dzdt
Q
+2/55A5 ( b ) (0, |90 [?)dadt
Q
— 10/35/\6 64°1,0° + 5ulote.) <1 + —= b1 + b;) (0, (w?))dzdt
Q
20/ PAS 8 (1 + — b + ) |0,w|* dedt + 2/55A5M5¢5 (1 + ﬁ) (0, (|0,w[?))dwdt
Q Q ’
10/85>\6 6,5 ( (b1) n 33;;52)) (0, (w?))dwdt

Q

20



by

by
—60 [ s° Sy, 0° (1 +—+ )\) (0, (w?))dadt

Cﬂ
=)

ST (1 Ly bj) (0, (w?))dzdt

by b
NI (1 + =+ ) |0, w| dedt + 2/S5A5M5¢5 (1 + —1) (8, |0pw|?)dzdt
S

2\ 110 (a”” ibl) L% ;bQ>) (0 (w?))ddt

|
—_
=}

|
\ @\ @i @\ @\

Cﬂ
=)

SSNT " (1 PN bj) (0, (w?))dxdt — 20/55)\% (1 Loy ) |0, w|” dadt

+
[N}
@\@

b b
AP (1 + —1) (8, |0pw|?)dxdt + 2/55A5M5¢5 <1 + —1) (8, |0pw|?)dzdt
S S
Q

|
o
S

b b by
T, (1 +— 4 f) (0, (w?))dzdt — 20/35)\6p (1 + =+ ) |0, w|” dadt
Q

_|_
(@4
o

SN (T, 0” + 5079 0, (1 Loy %2) wdxdt
S

b b by
SN TP (a””( ) + aﬂ"’; 2)> wdzdt — 20/5%% (1 + — + ) |0, w|* dadt
S

SN P (1 + b—1> |0,wl]?
$

b
SN (5, + 5t ote,) (1 + §1> |0, w|* dadt

_l’_
(@)
o

2
\ @\ O\H Q\
%U‘
>
EN|
=
-3
AS)
ot
VR
—_
_|_
+
[ &
\_/
g
[\o]

I
dt — 2/ (0, (b)) TN P ® |0y w]|? daxdt
0

|
[\

+
()
@\ D\%@

by b b by
SO AT O, 0° (1 + ;1 + f) w?dzdt + 250 / 5788 (1 + 24 A) widzdt
(a"" ibl) + a“f” ) wdzdt — 2/ )s* N pP® |0pw|? dadt
Q

b b
SO N it 1,00 (1 + —1> |0, w| dedt — 10/55)\6u6g05 (1 + —1) |0, w|” dadt
s s

w

ot

]
@\

ot
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I
DO
ot
o
”
at
>
oo
1:
ﬁ
N
—_
+
S
_l_
S
l\?
~_
[N}
ISH
8
IS
~
<
at
>
(=]

by
(1+ + )|a w|? dedt

—10/35A6u6g05 (1 + b—l> |0,w|” dadt,
s
Q

— ("Mt + O(SPA ) )w, (4s* NP + O(s2 N 1P9?)) 0w) L2

(
= / — ("Nt + a1 PNt ) (45PN P03+ aps® N Pt w(0,w)dadt
Q

NI (1 + a1> SN (1 + %) w(0,w)dxdt

S

S

S

57)\7 <1 + ﬁ) w?
S

Ty (1 + 1) (0p(w?))dzdt

l

dt + 2/ (0 (b)) sSA" " wdxdt
0

s (T, 0" + 70" %0, ( w?dwdt

5 >
77,6 7 by 2 748 b 2
= M [s'Npp,p" |14+ — |wdzdt + 14 [ s"Xp wdxdt
s
Q Q

+2 [ (0, (b1)) s\ " " w?ddt

Q
— 14/ 7/\8 (1 + = b + b;) w?dxdt.
Q

9
(Piw, Pyw) 2 = Z J seklinde tanmimlanan (3.26) esitliginde, yukarida incelenen .J; —Jy

k=1
terimleri yerine yazilarak asagidaki esitsizlik elde edilmigtir.

9
(Prw, Pyw) 2y > (Z Jk,) —2J;

k=1
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> /28A2u2g0 |8§’w|2dmdt + 54/ SN0 0 1 —I— = > |0, w|” dadt
Q Q

—12/53)\4 't (14 2 4+ 22) 02| dodt
Q

6 [\t (142 + 52 ) |02l dadt + Jy

/ 4

Q

b

+12/ 2N 202 B(t — o) (1 + —1> |0, w|” dadt

S

Q
6

b
—6 [ 8%\ e, 0 (1 + —1) |0, w|* dedt — B/Gt(b3)32k2u2g02 |0, w|* dadt
Q

+

36/33/\4,u4 3 (1 + b + XQ } dxdt
Q

+60 [ S\ w|® dedt

(et

2 )
by b
—C / SN ptptw?drdt + 250 / SA8 8 (1 + 2+ f) w?dxdt
S
Q

Q
516 by 2

20/ N (1+ 4 )|a wf? dudt

Q
10/ A% 0 ( ﬁ) |0,w|* dedt + 14/87)\8u <1 + —= b + b)\?) w?dxdt

s
Q Q
= 2/5>\2/,L230 |8§iw|2 dxdt + 54/33A6u6<p3 (1 + 24 %) |0, wl? dadt
s

Q Q

b
+18/s3)\4,u (1+ -+ ) |02w|” dadt + T
Q
+12/82/\3,u2<,025(t — to) (1 + bl) |0,w|” dadt
Q
b
—6/32)\2;4@502 (1 + ;1) |0, w|* dedt — B/Gt(b3)52)\2,u2302 |0, w|” dadt
Q

by b b bo
+30/ NI (1 +—+ 2) |0, wl? dadt + 14/37)\8u (1 + 24 )\) w?dxdt
Q

93



by b
—C / SNt P dedt + 250 [ $PASpS° (1 + 24 f) widzdt
S
Q

Q
by
= 2/5)\2/&0 |8§w|2d:€dt + 18/33)\4u <1 + =+ ) !02111! dzdt + Jy
Q

+/ {(5433A6u6gp3 + 3055\ 5 p%) (1 + = by + bj)
+1208(t — to)s* NP 2p? (1 + b—;) — 3 (0:(b3)) 32)\2,u2<,02} |0, w|? dadt

+/ {(1437)\8u8<p7 + 25055\ 1 ) (1 + — a2 + li\g) — 034/\5,1144,04} widzdt

v

2/5>\2,u2§0 |8§iw|2d:cdt + 17/33)\4u <1 + = b + ) ‘82w| dxzdt
Q

+29/s5)\6,u6g05 |0, w|* dedt + 13/57A8u8¢7w2da}dt + Jo.
Q Q

Yukaridaki esitsizlik diizenlenerek

(Piw, Paw) 2y > 2/5>\2,u2g0 |8§’w|2 dxdt — C/SS>\6u6g03 |0, w|” dadt
Q

by
+17/33)\4u (1+ + )|a2 |* dedt
Q

+29/s5/\6,u6<p5 |0,w|* dedt + 13/37A8u8907w2dxdt
Q Q

—6/ | Pyw|? dadt — C(&?)/s4)\6,u6g04 |0, w|” dadt
Q

—|—48/33)\4u (1 + —= b + ) |02w|” dadt
Q
—(48 + 5)/35)\6,u6905 |8, w|” dadt
Q
bi¢iminde yazilir. Burada, s ve A\ yeterince biiyiik olmak tizere, € > 0 ve > 0 yeterince
kiiciik secilebilen sabit degerlerdir. Jy tanimi geregi, degerlendirmenin sonucu agagidaki

gibi elde edilmigtir.
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(le, Pg’w)LQ(Q) + 5/ ’PZU)’Q dxdt
Q

v

2/5/\2,u2g0 |8§w|2 dzdt + 13/37A8u8g07w2d3:dt

Q Q

3v4,4 3 by | by 2 12
+65 [ s°A 1+;—|—X }axw} dxdt
—(19 + 5)/ (s"A508° + Cs™A\ bt + O A0 ufe®) |0, dadt. (3.27)
Q

. esitsizligl, negatif 1saretll integral icerdiginden, pozitif kuadratik form elde edile-

3.27) esitsizligi if i li i | igerdigind itif kuadratik f lde edil

memistir. O halde, yeni bir degerlendirmeye ihtiya¢ vardir. Bu amacla, / (Pw) X

Q
SN 3 wdrdt terimi goz dniine alinmustir.

(Pw, 33)\4u4gp3w) 2@ = (atw, 33)\4u4g03w)L2(Q) + (—G;Lw, 53A4u4903w)L2(Q)

+ (43)\;%082’10, 33)\4u4g03w)L2(Q)

(65*A?1*p? + O(sA** ) Dyw, s* At gPw) 1 o

L2(Q)

—(34)\4M4S04 + 0(33A4u4903))w,53A4u4go3w)

+ (-

+ (48N 1P° + O(s° NP1 p*)) D, w, 53)\4,u4g03w)

+( 2(@)
6

= > I (3.28)

k=1
Burada, (3.28) esitliginde tanimlanan I terimleri hesaplanmgtir. [; terimi agagida ve-

rildigi gibidir:

L = (atw,s3)\4u4g03w)L2(Q)

= /33)\4u4g03w (Oyw) dxdt
Q
1
= 5/33/\4,tfl<,03 (at (w2)) dzdt

Q
l

1 1
= 5/ 33)\4u4g03w2}0de — 5/53)\4 (4,“3,%903 + 3,u4g02g0t) widzdt
0 Q

95



I5 teriminin hesab1 yapilirken islem kolayligi i¢in 51 ve Iy terimleri tanimlanmigtir.

]21

ve I9 terimlerinin incelenmesi sonucu, asagidaki ifadeler elde edilmistir.

—2/83A4M3Mtg03w2dxdt + 3/553/\5,u4g03(t — to)wdxdt

3/633)\5u4903(t — to)w?dxdt.
Q

(—aiw, 53)\4u4<p3w)L2(Q)

s A 3w (0tw) dadt
At (@Z’w)‘é dt + /33)\4u4g03 (0,w) (O2w)dxdt
Q

+ [ 3\ (4% 1,0 + 3?0, ) w(Bw)dxdt

— o\ﬂ @\

4

@\@

S A B, 0P w(9Pw)dadt + 3/53A5u5<p3w(8§w)dxdt
Q

+ [ Mt e? (O,w) (O3w)dadt

\

3

@\@

_[21 —‘l_ .[22.

3/33)\5p5g03 (1 + b—;) w(0?w)dxdt

Q
T
3/ s At 3w(82w)|é dt — 3/833(1)2)33)\4u5903w(8§w)dxdt
Q

b
SN (5t + 3% p,) (1 + f) w(0?w)dxdt

=3 [ $3N\°pP < %) (0, w)(92w)dxdt

K
/

o6

sSSP (1 + bf) w(OPw)dxdt + /53)\4u4g03 (0,w) (O2w)dxdt



b b
—15/ SNt 0° (1 + X2> w(0?w)dxdt — 9/53)\6,u6g03 (1 + f) w(0?w)dxdt
Q
b
0, (by) 3N P 3w (9% w) ddt — 2/33)\%5@3 (1 + f) Oy (\8xw|2) dxdt
346 by 2 3 3y5,5 3 by 2
EXONY 1+ 0 w(Oiw)dxdt — 5% et (14 0 0y (|0,w|”) dadt
Q

Q
/
o
-9 /T s 280 (1 + bf) w(O,w)
/
/

!
dt

0

b
3N (614° 0% 4 3P0 p,) <1 + f) w(Dw)dxdt

0, (b2)s* N b o*w (0, w)dadt + 9/33)\% (1 + b ) (Opw)(Opw)dadt
Q

T
b l
/ SN P o? (1 + XZ) | dt + g/@m(bg)s3)\4u5<p3 |0,w|” dedt
/ 0
be
/ NGt + 3’ 9%p,) <1 + ) |Opw|* dzdt
Q
54/ SN 1P, 08 (1 + %) w(0,w)dxdt + 27/83)\7p7go3 <1 + b—;) w(0,w)dxdt
Q Q
+9/8x )83\ 3w (O,w) dadt + 9/53)\6u6g03 (1 + XQ) |0, w| dxdt
1 b bo
+ 25/ SNt 0® < f) |0, w| dxdt + 2/33)\% (1 + ) |0, w|” dadt
Q Q
3 3y4,5 3
+§ 0 (b)) PN % | 0w dadt
Q
bo be
27/ AT ( A) w(0,w)dxdt + 9/53/\6 (1 + ) |0, w|” dadt
Q Q
bo
—i—g/ N ( ) |0, w|” dadt
Q
2 2
?7/ ) ( %) Oy (w?)dwdt + 77/53)\6u (1 + ) |0, w|? dedt
Q Q
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dt — —/8 ) 3T PP dardt

T
= 2/ A <1+/\)w
0

2 b
_?7/33>\7(7u6uz<p3 +3u"%p,) <1 - f) w?dxdt

27 b
—1-5/53)\6/164,03 (1 + f) |0, w|* dadt
Q

1 1
N <1 + %2) w?dadt — %/33)\8u8<p3 (1 + bf) w?dzdt
Q Q

2

2 2 by
—;/Gx(bQ)SSA(iu?np?’dexdt + 77/33)\6/1 (1 + > |0, w|” dadt
Q

81 b 27 b
= — /33>\8 1+ =2 ) widedt + —/83/\6M6g03 1+ 2 |0, wl? ddt,
2 A 2 A
Q Q

/ SAtut w) (OPw)dxdt

Q

/53)\4u ©° (Opw) (aiw)ﬁ)dt - /33)\4u4g03(8iw)(8§w)dxdt

0 Q

/ SN p,6" + 3 0%0,) (D) (0%w)dadlt

= 4/ NP 1,0 (0,w) (0?w)dxdt — 3/53)\5u5g03 (0,w) (O?w)dxdt
Q Q

Q

= —3/33)\5u5cp3 <1 + %2) (0,w) (O2w)dxdt —

Q

3 b
= —5/33)\5/15@3’ <1 + Xg) Oy (|5’xw|2) dxdt —
Q

o8

SNt |82w| dxdt
SNt p? |8§w|2 dxdt

SA 3 ‘8310‘2 dzxdt

O O



dt

3 bo :
_ 2 300 (1 2
5 s)\ugp(+>\)\8xw|

0

T
o/
3\5(r, 4 3 5,2 by
/s)\(5u pep” + 3’ p,) <1—|— )|8w[ dxdt
Q

Bulunan I, ve I terimleri, I, ifadesinde yerine yazildiginda

Iy = In+ 1

1 b
— 82 $INE )8 (1 + f) wdzdt
Q

27 b
+?/83)\6u6g03 (1 + f) |0, w|* dzdt
Q
9 [ 3166 3 by 2 3y4 4 3192, |2
—i—§ SNl (14 X |Oyw|” dxdt — [ s°A* ‘@Ew‘ dzdt
Q Q
1 b
= —% 3N 8P (1 + f) widzdt
Q

b
+18/83)\6u6g03 (1 + f) |0, w|? daxdt — /53)\4u4ap3 |8§w|2 dxdt.
Q Q

elde edilir. I3 — I terimleri agagidaki gibi hesap edilmistir.

Iy = (dshupdiw, s*X it w) 1
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4/54/\5u5g04w ((3,‘2’10) dxdt
Q
T

4/ SN S ptw (P2w) !é dt — 4/34/\5,u5g04 (O,w) (O3w) dxdt

0 Q
—4/34)\5 (5,u4,uch4 + 4u5gp3gpx) w (8511}) dzdt
Q
—20/s4>\5,u4umg04w (8211)) dxdt — 16/34)\6u6g04w (8311}) dzdt
Q Q
4/34)\5 (82 ) dxdt
Q
—16 [ s*A°uSe* (1 + %1) w) dxdt — / N w) (P2w) dwdt
Q
b
—16 [ s*A% bt (1 + i) w) dzdt — 2/54)\5 . (|0,w] )) dxdt
Q

l

1+ 5 ) wow)|
e

T
b
SN0 ( f) (0pw) (Dpw) dadt — 2 / SNt D, dt
0

=
— @\ o\ﬂ o~ ®
,J;
>~
@
/\
yIF

Q
+2/ NGt et + 40 p,) |0pw)* dedt
Q
by

8/ ( ( <1 + A))) (0, (w?)) dadt + 8/34A6u%4 |0,w|? dzdt

Q Q

+16/s4)\6u (1 + > |0, w|” dzdt + 10/34)\5/L4umgo4 |0, wl? dadt

b

8/34)\6(6;15%904 +4p50%0,) (1 + Xl) (0, (w?)) dadt

Q

by

—|—16/3m(b1)s4)\5,u6g04 (0, (w?)) dadt + 16/34)\6,u (1 + > |8, w|* dadt

+8/s4)\6u6gp4 |0, w|” dadt
Q
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b
= 48/34)\6u5ux<p4 <1 + Xl) (0, (w?)) dzdt + 8/54)\%6@4 |0, w|* dadt
Q

7t (145 0 () e 16 [ 0,050 (02 (7))

Q
b
+16/ AN8,,0 ( + 2 ) |8,w|? dedt
Q
b by
= 32/34)\7u7g04 (1 + f) (0 (w?)) dadt + 16/34)\6u (1 + ) |0, w|” dadt

Q Q

+8 [ s*\5 bt [0, w|? dadt

Q
T
AT T 4 by 2
= 32/ s"A'u'y 1+X w

I
dt — 32/8x(b1)$4>\6u7<p4w2d:1:dt

0

Q
+16/ AN8,,0 ( b—;) |0,w|” ddt + 8/34)\6u6<p4 |0, w| dadt
Q Q
b b
= —224/34)\7;16%904 (1 + Xl) w?dxdt — 128/54/\8,u8g04 (1 + Xl) w?dxdt
Q

b
s\ bt (1 + f) |0, w|* dzdt + 8/84A6u6904 |0, wl* dzdt

b by
— —128/34)\8,ug<p4 (1 + f) widzdt + 24/34)\6u (1 + ) |0, wl? dadt,
Q

Q

I = (=(65*Np?p* + O(sX* ) qw, s° X p*p*w)

s* A\t (1 + i—l) (P2w) (33)\4M4g03w) dxdt
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dt
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s 288 (1 + %) w (Opw)

b
s\ (6% 11,0° + 5u6g04<p$) <1 + —1) w (Opw) dxdt
s

(02 (b1)) s*"N° 1w (Bpw) ddt
sPA\8pS P (1 + %) (0,w) (Opw) dadt
= 3 [N (61 p,0” + Buete,) <1 + %) (0 (w?)) dadt
+3 / (0:(01)) s*]A\Spub® (9, (w?)) dadt + 6 / NI (1 + b—;> |0, w|” dadt
Q

= 18 [ $°XOuPp,° <1 + bl) (0, (w?)) dadt

+1/5

@\Q

@ (1 + b—;> (0, (w?)) dadt

5
+3 ) s*A\ b (O, (wz))dxdt+6/s5)\6u (1+ )ya w|? dzdt
Q Q

bi | b

5)\7
= 15 [ S"ATy7 <1+ +A)(ax (w?)) dxdt
)\6
)\7

Q
Q
b1 2
s — ) |0, w]|” dxdt
s
T
Q
Q

l

= 15 dt
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Q
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A 0

5\7 (7,6, 5 7 4 by | b
15 | S"AT (Tplpge® + 5u’vte,) 1+;+X widxdt

/
/ SN LT P (ax(bl) + az(b”) wdzdt

s A
b
+6/55)\6u6gp5 (1 + —1) |0, w|” dadt
s
Q

5
5
15[ s
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—105/35)\7,u6uxg05 <1 + b + b—;) wdzdt — 75/85/\8,11,8(,05 (1 + b + %) w?dwdt
S S
Q Q
(b b b
15/55A7 70 ( (by) | a$§2)> wdxdt + 6/3%%%5 (1 + —1) |0ywl? dadt
S
Q Q
Q

by b
ER NI (1 + =+ A) w?dxdt + 6/35A6M (1 + > |0, w|” ddt,
Q

—75

(4’ 1P + O (NP p?)) 0w, 53)‘4ﬂ4‘P3w)L2(Q)

4/ NI ( b>(8 w) (s*X*ptpPw) dedt
Q

S\ u b w) wdx
4@/8)\ ( )(a )wdzdt

627 b1 w2 da
2@;/ \u ( >a$( ) dudt

l

dt
0

b
SN LT (1 + —1> w?
s

b
—2/36)\7 (T8, ° + 617 0, <1 - ;1) w?dzdt

Q
b b
SONT 1B, 08 (1 + —1) w?dxdt — 12/36A8M8906 (1 + —1) w?dxdt
s s
Q

o

—14

—12

ol o~

by b
OB B0 (1 + 24 XQ) wdzdt,
s

(-

4)\4/454(;04 4 O( 3)\4 ))was3>\4ﬂ4903w)L2(Q)

sttt ( b—) w(sA Nt P w)dadt
7)\8

o
Q/ ( n ) widrdt.
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I} — Ig terimleri (3.28) esitliginde yerine yazilirsa

6
81 b
Z[’“ = 3/B33)\5u4g03(t — to)wdxdt — ?/33)\%8@3 (1 + XZ) w?dxdt
k=1 5
+18/s3)\6,uﬁg03 (1 + %) |0, w|* dadt — /83/\4,u4<,03 }8510}2 dxdt

Q
418, 8 4 b1 2 416, 6, 4 by 2
—128 [ s* Ny 1+X wrdxdt + 24 | s*Nulyp 1+X |0, w|” dxdt
Q Q

by b b
—75/35)\8u8305 (1 + ;1 + f) w?dxdt — /37)\8u8907 (1 + ;1) w?dxdt
Q

Q
+6/s5/\6,u6<,05 (1 + b—l) |0,wl|? dadt
S
Q
by b
~12 / SONS 180 (1 + gl + f) wdxdt (3.29)
Q

bulunur. (3.29) ifadesinin sag tarafin1 daha da kiigiiltmek igin, bX] carpanini iceren integ-
raller i¢in bir inceleme yapilmasi gerekmektedir. Bunun icin, ilk olarak katsayisi negatif

integraller goz oniine alinmistir. Burada b, nin igsareti ne olursa olsun

/33)\8u8<p3w2da:dt > /b253)\7u8gp3w2dxdt

Q Q
saglandigindan
81 [ 3188 3 9 8l 3\7,8 3, 2
5 [ AN w drdt < 5 bas® N wdxdt (3.30)
Q Q

seklindedir. (1 + %1 + bf) carpanini i¢cinde bulunduran negatif katsayili integraller ise, 3
ile genisletilerek daha da kiiciiltiilmiistiir. Ikinci olarak, katsayisi pozitif olanlar icin by

nin igareti ne olursa olsun

18/53A6M6¢3 |0, wl|? dadt > 18/6253)\5,u6903 |0, wl? dxdt
Q Q

oldugundan C' > 0 se¢imi ile

—%/53)\6u6gp3 |0,w| dedt < —%/bgsg)\5u6g03 |0, w|” dadt (3.31)
Q Q
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seklinde kiigiiltiilebilir. Diger pozitif katsayili integral i¢in benzer inceleme ile

24/34)\6,u6g04 0,w|* dedt > 24/bls4)\5,u6g04 |0, w|” dadt
Q Q

oldugundan

—%/54A6p6g@4 |0, w|* dzdt < —%/b134/\5,u6<,04 |0, wl* dxdt (3.32)
Q Q

elde edilir. (3.29) esitsizliginde (3.30), (3.31), (3.32) incelemeleri yerine yazlarak

£
Il =2
—

I, > 3/533)\5u4<,03(—T)w2d3:dt - 81/33A8u8903w2dxdt
Q Q
—0/33A6u6gp3 |0, w|? dadt — /33/\4;/1@3 ‘(ﬁw‘z dxdt
Q Q
—256/54)\8,ugg04w2d:cdt - C/s4>\6,u6304 |0, wl* dadt
Q

Q
b
—225/35A8u8g05w2dxdt + 6/35)\6u6g05 (1 + —1> |0, w|* dzdt
s

Q
b
36/36/\8,u8<,06w2dxdt — /87/\8M8g07 (1 + —1> widxdt
s

v

Q
C / SN o3 widedt — C / A8 B3 wdedt — C / N80 [0, w|? daxdt
Q Q Q

—/33)\4u4g03 |8§w|2 dxdt — 0/54)\8u8904w2da:dt — C/S4A6u6<p4 |0, wl* dzdt
Q Q Q
—C/S5A8u8g05w2dmdt + 6/35)\6M6gp5 (1 + ﬁ) |0, w|? dedt
s

b
—0/56A8u8<p6w2d$dt — /57/\8u8g07 (1 + —1) wdxdt
s

— _C/ (33)\5/.L4Q03+33)\8M8§03+34)\8M8g04+S5)\8/.L8Q05+36)\8,L68§06) dexdt
Q

—/S7A8u8g07 (1 + ﬁ) w?dxdt + 6/85)\6p6<,05 (1 + ﬁ) |0, w|? dedt
s s
Q

—C’/ (53)\6u6g03 + s\ 8pt |9, w]? dadt — /53A4u4<p3 ‘8§w‘2 dxdt (3.33)
Q Q
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bulunur. (3.33) ifadesinin sag tarafinda |9,w|* ve w? iceren integrallerde absorbe iglemi

yapilarak asagidaki esitsizlik elde edilir.

b
ka > — /36)\8 86 (1 + g) wdxdt — /37>\8,usg07 (1 + ;1) w?dxdt
Q Q
6 /

S)\60 ( ﬁ) |(();,,,w|2 dxdt — 0/33/\6M6903 |a:cw|2 dxdt
s
Q
/53>\4 |82w| dxdt (3.34)
Q

Diger taraftan, her A, B € R icin, 0 < (4 4+ B)? olup binom acilimi geregi 2AB < A2+ B2
yazilir. Burada A = Fe*?, B = s3A\*ji*¢%w secimi ile

I, = /Fes‘Ps3)\4u4g03wdxdt
Q

ES
I =
—

1
= 5/2F65*"53)\4u4<p3wd$dt

IA

Q

1 2 _2sp 1 618 8 6,2

5 FZe dxdt+§ SPA° S pPwdxdt (3.35)
Q

Q

elde edilir. (3.34) ve (3.35) esitsizlikleri gz oniine alinarak

b
C/ T s> widzdt — /37)\8u8gp7 (1 + ;1) w?dxdt
Q Q
b
—1—6/35)\6 <1 + ;1) |0, w|* dzdt — 0/53)\6;L6g03 |0, w|* dadt
Q

PNt }8211)} dzdt

IA

1
F2e®5? dxdt + 2/56A8p8<p6w2dxdt
Q

1
2

1
/
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yazilip diizenlenirse
6/35)\6M (1 + ) |0, w|” dedt — 0/33/\6u6g03 |0, w|” dadt
Q Q

1 1 b
§/F2e2s“"dxdt + 5/56)\8u8<p6w2dxdt + /37>\8,u8907 (1 + —1) w?dzdt
s
Q Q

Q

IA

—1—0/36)\8#8@6 (1 + %) wdxdt + /83)\4,u4g03 |8§w|2 dzdt

Q Q
1
= §/F262S‘dedt + /87)\8,u8g07 (1 + ﬁ) widzdt + /33)\4u4go3 ’8210’2 dxdt
s
Q Q
+c/6v (1+ ) muu+c/3v 319,w|? dedt

sekline gelir. Ayrica,

/33)\4u4g03 ‘Oiw‘z dzdt < /34)\9,u6903 |8§w|2 dzdt
Q Q

oldugu goz oniine alinir ise, C' > 0 i¢in

—0/83)\4/L4(p3 ‘8311}‘2 dxdt > —C/S4A9u6<p3 ‘8§w‘2 dxdt
Q Q
yazilabilir. (3.37), (3.36) esitsizliginin sol tarafini incelemek igin kullanilarak

6/85)\6 80 <1 + %) O, w|? dedt — C’/s?’)\GMG@?’ |0, w|? dedt
Q
b
> 6 [ 5\t ( —1) |8, wl* dadt — 0/34/\9u6g03 ‘aiw‘z dxdt
s
Q

cA

b
= 6 [s°A\0uf <1+ 1+7) |0, w|” dadt

Q
Q
bulunur.
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(3.38) ve (3.36) esitsizlikleri yardimiyla

by | X

6/55)\6u <1 +— 4 %) |0, w|” dadt

1
< §/F2628‘pdmdt + /37)\8,ugg07 (1 + ﬁ) w?dxdt + /33)\4u4<p3 ’85@0’2 dzdt

s
Q
+C/56A8u8g06 (1 + 2) w?dxdt + 0/53)\6u6g03 |0, w|” dadt (3.39)
s

elde edilir. (3.39) esitsizliginin her iki tarafi 19”5 ile carpilirsa

5v6, 6 5 by C)‘g
(19+25) "Nl 1+— e |0, wl? dxdt
1 2 1 2
o+ 5/F2 250 ddt + 92 5/37/\8u8¢7 (1+ﬁ> wdrdt
S

12

19 + 25
+C / X (1+2) widudt + 9; / SNt o? | 02| dudt
Q

194+ 20 b
j6L /37)\8,ugg07 (1 + i) w?dxdt

1 2
9j6L 6/33/\4u4g03 }(ﬁw}g dxdt (3.40)

IA

IN

C’/F262wd:vdt +

+C’/36)\8u8g06 (1 + 2) wdzdt +
s

Q
ikinci degerlendirmenin sonucu bulunmus olur. Ik degerlendirmenin sonucu olan (3.27)

Q

ile ikinci degerlendirmenin sonucu (3.40) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa

(Prw, Pyw) 2y + € ||P2w|\iz(Q) + C'/F2628‘dedt

19+ 26 b
+ 9—5 /37)\8,u8c,07 (1 + ;1) w?dzdt

+C’/86)\8p8<,06 (1 + %) widzdt +

Q
> 2/5/\2u2g0 |8§w|2dxdt + 65/33)\4,u
Q

19 g 25/53/\4,u4<,03 }6510}2 dxdt
Q
(eSS

1+ =+ 2 ) [02w|” dadt

68



—(19+9) / (s°X618° + O\ bt + C's* No 18 |0, w|” dwdt

516 6 5 by N
+(19+20) | *ApPp” (14 — + — |0, w|” dadt
s sp?
Q
+13/57)\8,u8907w2d:vdt (3.41)
Q
elde edilir ve (3.41) esitsizliginde gerekli sadelestirmeler yapilarak

(Prw, Paw)12(q) + € || w2y + C / F2e**?dxdt
Q

+C/36)\8M8g06 (1 + 2) wdxdt
s
Q

— 20 b
2/s>\2ﬂ280 |8§’w|2 dzxdt + (59 5 ) /57A8M8<P7 (1 + ;1) w?dxdt
Q Q
19 + 26 b
+ (65 — —(ij_ ) /33)\4u (1 + =+ ) ‘82 ‘ dxdt

—(19 + ) / (s°X5080° + Os"] N\ bt + Os* N8 |0, w|” ddt
Q

546,65 by | XN
+(19 +20) [ $°X\0u0° 1+ = + == | [0,w]|® dzdt
s sp?
Q

v

bulunur. O (%) = ’\? > % oldugu goz oniine alinarak esitsizlik, agagidaki hali alir.

(Prw, Pow) 2y + € ||P2w||iz(Q) + C’/FQGQS‘pdxdt + 0/36/\8,u8<pG <1 + ﬁ) w?dxdt
s
Q Q

— % b
2/5/\2/i280 |a§j’w|2 dzxdt + (59 5 ) /57)\8M8907 (1 + —1) wdxdt
S
Q Q
19+ 25 by
+(65— 92 >/53A4u <1+ + )]82 12 dadt
Q

—(19 + 5)/35)\6,uﬁgp5 (1 + ﬁ) |0, w|* dzdt
$
Q

v

+(19+25)/55A6M (1+ )|a w|’ dadt.
Q
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Gerekli diizenlemelerle

(Prw, Paw) () + € ||P2w||ig(Q) + C’/F2628‘dedt

Q
1 26
> 2/5>\2M280 |OBw|” dadt + (65 - 92 ) /53A4u4<p3 <1 phy bf) |0Pw|” dadt
s
59 — 20 b
+ ( 5 ) /37)\8u8g07 <1 + ;1) w?dxdt
Q
+5/35)\6u6g05 (1 + ﬁ) |8, wl? dadt (3.42)
s

Q
elde edilir. Yukandaki esitsizlikte (65— 12£22) / SNt A (1+ 2 + B2 |02w|? dxdt te-

Q
rimi goz Oniine alinarak, (3.42) esitsizliginin sag tarafi kiigiiltiiliirse

(Pyw, Pyw) 2y + € ||P2w|\iz(Q) + C/F2e2s@dxdt
Q

19 + 20

> 2/5)\2,u2c,0 |8;°’w|2 dzxdt + (65 — ) /53A4u4g03 ’83111’2 dxdt
Q

59 — 20
+ ( 5 ) /37A8u8g07 <1 + ﬁ) wdxdt
s
Q

b
+4 / s°A\8pSp° <1 + ;1) |0, w|” dadt (3.43)

bulunur. Diger taraftan, L? uzayinda i¢ carpim ve norm tanimi geregi

/F262swd$dt = (Fes‘p, Fes@)LQ(Q) = (Pw, Pw)LQ(Q)

Q
— <P1w+P2w7P1w+P2w)L2(Q)

= HPIU) + PQ’U),le + PQU)Hig(Q)

2 2
= [Pz + [[P2wll7eg) + 2(Piw, Pow)r2(q)

yazilabilir ve her iki taraf 2 ile sadelestirilerek

1 1 1
(Prw, Paw)12(g) + 5 [ Proolliagg) + 5 1 PrwlZag) = 5 / Fre**tdudt (3.44)
Q

elde edilir.
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|Prwl|7sq) = 0 oldugundan, (3.44) esitligi

1 1
(Pl'lU, PQU))L2(Q) + 5 ||P2U)||ig(Q) S §/F2€28<pdl'dt (345)
Q

bigimine getirilir. 0 < & < % se¢imi ile, (3.44) esitsizliginin sol tarafi kiigiiltiilerek

1
(Prw, Pyw) 2y + € ||P2w||iz(Q) < §/F2e2wdxdt (3.46)
Q

halini alir. (3.25) ile verilen Pyw tanmmindan, d,w gekilirse

ow = Pyw — 4s \pupdPw — (—85* N2, p* — 852N p? + 453 NP P ?
8N pup,p + 4N — 4PN P % 4 As A0 + 45N e
— 45X 1, p1p? ) Dy
= Pyw — 4s upd>w + (85N pup,0? + 852\ P p? — 453\
—85X i, ip — AsN P + 4PN P Q% — ds A0 — 4SNP pup
+45* N 11, 1p*) D
< Pyw — 4sAupdiw + Cis* N p®0,w (3.47)
bulunur. Burada C, C; ve C;; terimleri yeterince biiyiik sabit degerleri belirtecektir. (3.47)
esitsizliginin sag tarafindaki iki terim icin asagidaki incelemeler yapilmstir: Ilk olarak,

(3.11) esitsizliginde A = Pyw+C1s* 12 0?0,w, B = 4s\upd>w secilerek (3.47) goz oniine

alinirsa

|5t”w\2

IN

‘Pgw — 4sAppdiw + C’lsg)\3u3<,03azw|2

A\

< 2 (P2w + 0183)\3u3g038xw)2 +2 (45)\/Lg08£w)2

= 2|Pw+ C’133/\?’,ug’gp?’ﬁmw‘2 + 3252 A% 12 p? ‘Oi’wf (3.48)
bigiminde bulunur ve ikinci olarak, (3.12) ifadesinde A = Pyw, B = C1°\*p?p30,w
alinarak, (3.48) esitsizligi
Buw|” < 2 (2 |Pyw|® + 2 |0133)\3u3<p381w|2> + 3252\ 2 p? ‘8;2’10‘2

= 4|Pyw|’ +4C%s5)0 1508 |0,w]* 4 3252A2 2 ‘8311}‘2

< ClPyw|* + Cs N84 |0,w|” + Cs* N2 p? {ai’wf

haline gelir.
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1
Bu esitsizligin her iki tarafi — ile sadelestirilirse
sp

1 C
o |Dw|* < o |Pyw|® + Cs* X ubp® |0,w]? 4+ Cs e |8§‘w|2 (3.49)
elde edilir. (3.49) esitsizliginin ) bolgesi iizerinde her iki taraftan integrali alimirsa
1 C
/; Byw|* dedt < /% | Pyw|? dadt + /035)\6u6<p5 |0, w|” dzdt
Q Q Q

+/C’S)\2u2<p ‘Gg‘z’w‘Q dxdt (3.50)
Q
bulunur. Ayrica, (3.43) esitsizliginde bulunan

19 4+ 26
(65 — _g ) /33)\4u4gp3 ’83w’2d:vdt, 5/85/\6u6g05% |8, wl? dadt,

— 26 b
(59 ) /57A8u8<p7 <1 + —1) w?dxdt
6 S
Q

integralleri, sirasiyla, J3 iin, Jg nin ve Jy un icinde mevcut oldugundan, yukaridaki terimler

(Pyw, Pyw) 2 () teriminin igine absorbe edilebilir ve (3.43) agagidaki hale gelir:
2/5>\2u2go |8§’w|2 dxdt + 5/55>\6,u6g05 |8, wl? dadt
Q Q

< (Puw, Pw) ey + € HPsziQ(Q) + C’/erQS“’dxdt (3.51)
Q

1
(3.51), (3.50) ifadesinde yerine konulursa, — < 1 olup
¥

1 1
/5 Oyw|? dadt < C/% |Pyw|? dadt + C(Pyw, Pyw) 2(q) + Ce ||P2w||ig(Q)

—i—C/FQeZS“’d:Cdt
Q

IN

C
z / Pyl dadt + C(Pyw, Pyw) pa(gy + Cs | Pyw|[2a gy
Q

—l—C’/FQeQSQDdxdt
Q

C
= (CE + g) ||P2U}||iz(Q) + C’(le, PQU})L2(Q)

+C / F?e*?dxdt (3.52)
Q
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elde edilir. (3.52) egitsizliginin sag tarafindaki ilk iki terim incelenmistir. (3.45) esitsizligi

2C
— ile, (3.46) egitsizligi C ile genigletilir ve taraf tarafa toplanirsa
s

2C C 2 c C s
(O + ?> (Prw, Pyw) 2y + (Cé + g) ||P2w||L2(Q) < <§ + ;) /F2€2 “dwdt

elde edilir. Burada ¢ > 0 kiigiik, s > 0 biiyiik segilirse

1
C(le, PQU))LQ(Q) + C (8 + g) HPQwHiQ(Q) < C/F2€2S<Pd$dt (353)
Q

bulunur. (3.53) esitsizligi 2 ile genisletilirse

1
C’(le, P2w>L2(Q) + C (8 + —) HPQwHiQ(Q) < C/‘F2€25¢d$dt (354)
s
Q
ve (3.52) ifadesi (3.54) esitsizliginden taraf tarafa ¢ikarilirsa

1 1
(20 _ C) (le, P2w)L2(Q) + (20 (8 + g) —C (8 + g)) ||P2UJH%2(Q)

—C’/F%zwda:dt
Q

1
< 20 / fre®edudt — / — |9yw|” dxdt
s
Q Q

yazilir. C' sayisinin keyfi oldugu goz 6éniinde tutularak, gerekli diizenlemelerle

1 1
C(Piw, Pyw) 2 + C (8 + g) HPngiz(Q) < C/FQezs“”dxdt — /5 |Oyw|” dzdt  (3.55)

elde edilir. (3.55) geregi, (3.43) esitsizliginin sol tarafi daha da biiyiir.

1
C’/F2e2wdmdt - /— |Oyw|” dadt + C’/F2e25“’dxdt
S
Q Q

19 + 20

> 2/s>\2,u2g0 |8§w|2 dzdt + (65 — ) /S3A4u4<p3 ‘83111‘2 dxdt
Q

—2
n (59 . 5) /87)\8M8<,07 (1 + ﬁ) w2dadt
s
Q

b
+5/s5)\6u6g05 <1 + —1) |0, w|” dadt.
s
Q
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Yukaridaki esitsizlik diizenlenerek

1 1 2
/— |O,w|? dadt + 2/3)\2u2<p ‘62’10‘2 dzdt + <65 — 9—({; 5) /33)\4u4g03 |8§w|2 dzdt
S

Q Q
—20 b b
+ (59 5 ) /57)\8u8907 <1 + —1) widzdt + 5/35)\6,uﬁcp5 (1 + —1) |0, w|* dadt
s s
Q Q

< C’/erQS‘pd:tdt
Q

seklini alir. Bulunan egitsizlik her iki taraftan 2 ile genisletilirse

2
/— |Byw|® dudt + 4/5A2u2<p ‘ai’w‘z dxdt
sp
Q

19 4+ 26
ot ) /S3A4u4g03 ‘8311}‘2 dxdt

+ (130 -

-2
- (59 3 5) / sTA S wdudt + 6 / SN 0% |0, dadt
Q Q

< C/F2e2s“0dxdt (3.56)
Q
elde edilir. Ancak, elde edilen (3.56) esitsizligi w ya baghdir. u fonksiyonuna bagh bir

esitsizlik elde etmek i¢in agagidaki iglemler yapilacaktir. (3.14) geregi
u=we ¥ (3.57)
dir ve (3.57) esitsizliginin her iki tarafinin karesi alinarak (3.56) da yerine konulursa

/37A8u8g07w2dxdt = /37A8u8<p7u2625¢’dmdt (3.58)
Q Q

yazilir. (3.57) esitsizliginin her iki taraftan t—ye gore tiirevi alimirsa

O = (Oyw) e *? +wde
= (OQw — s(=20(t — to)A\p) w) e **

= (Oww + 2sB(t — to) A\pw) €%
olup, yukaridaki esitligin her iki taraftan mutlak degeri alinirsa
0yul? = |Dyw + 25B(t — to) Apw|* €725 (3.59)

74



esitsizligi elde edilir.

(3.12) esitsizliginde A = Jyw, B = 2s5(t — to) \pw segilir ve (3.59) ifadesinde dikkate
alinirsa

Oul® €% = 0w + 258(t — to) \pw|®

< 29w’ + 85233 (t — to)?N2pw?

bulunur. Her iki taraftan ) bolgesi iizerinde integral alimip diizenlendiginde ¢t — ty < T

oldugundan
1 1

/— |Oyu|? 2P dadt — 8/552T2A2<pu2625“”dxdt < 2/— |Oyw|” ddt (3.60)
sp sp

Q Q Q

elde edilir. (3.57) esitliginin her iki tarafi z—e gore tiirevlenirse
O,u = (Oyw)e*? +wdye

= (O,w — sAppw) e *? (3.61)
ve her iki taraftan mutlak degeri alinirsa

Opul* = |0pw — shpgpw|? e=¢

yazilir. Her iki taraftan % ile genigletilir ve (3.11) egitsizliginde A = dw, B = sA\upw
segilirse
Opul* > = |0pw — sApgpuw|?

< 200w + 282\ P w?
esitsizligi elde edilir. Bulunan esitsizligin her iki tarafinda () bolgesi iizerinde integral
alinip diizenlenirse
/35)\6,uﬁgp5 0, u)? €2 dadt — 2/87A8u8g07w2dxdt
Q Q
< 2/55A6u6gp5 |0, w|” dadt (3.62)
Q

bulunur. (3.61) in z-e gore tiirevi alinirsa

Pu = (0pw — shupw), e % — (,w — sAupw) sAupe >

(2w — sAp pw — sA? it ow — sApd,w) — (O,w — sAppw) shup) e ¢

(
= (8221) — sA W — sA?pow — sAupd,w — sAppd,w + 32)\2,u2g02w) e

x

2w — s\ ow — sA* P ow — 25\ upd,w + 32)\2u2902w) e ¥ (3.63)

75



yazilir. (3.63) esitliginin her iki taraftan mutlak degeri alimir ve €% ile genisletilirse
elde edilen ifade, (3.12) esitsizliginde A = 9?w — sA\ppw — s\ pow — 2s\ppd,w, B =

2\ pi2p%w seciminden

‘8§u|2 v = !&gw — s\ ow — sA?pPow — 28\ pupdw + 82A2u2g02w|2

< 2|02w — shpyow — sAPpPow — QSAugoaxw}z +2 }52>\2M2<P2w|2

dir. Bulunan esitlik ise, (3.11) de A = 9%w — s\, ow — sA\*p*pw, B = 2s\upd,w ve yine
(3.11) de A = 0*w — sAp,pw, B = sA\*ppw segiminden

IN

‘8§u|2 e25¢ 2 (2 ‘Qﬁw — S\ pw — 3A2u2g0w‘2 +2 (4 |s)\u<p8xw|2)> +2 |32)\2,u2g02w‘2

IN

4 |8§w — SAlpw — 3A2;L2g0w|2 + 16 |sA\upd,w| + 2 |S2)\2#2902w‘2

IN

4 (21020 — shupwl* + 2[sXupu]*) + 16 |shupd,ul + 2|24 |

IN

8 [02w — s)\,ux<pw‘2 +8 ‘s)\g/fgpwf + 16 |sAppd,w|” + 2 |82)\2M2<P2w‘2

seklinde yazilir. Bu esitsizlik igin son kez (3.11) de A = §?w, B = s\, pw olarak dikkate

alinirsa

‘éﬁu!? e < 16 {(9210{2 + 16 |sAp,pw|” + 8 }3)\2u2g0w‘2 + 16 [sAppd,w|* + 2 |82A2ﬂ2¢2w‘2
= 16 ‘8§w|2 + 16522212 p%w? 4 852 M A p?w? + 165° N2 u29? [0, w]?

+25* N ptptu? (3.64)

biciminde yazilir. (3.64) esitsizliginin her iki tarafi s>A*pu¢? ile genisletilerek @ tizerinde

integrali alinirsa

/53)\4u4g03 |8§u‘2 e*Pdxdt — 16/55)\6u4u§g05w2dxdt — 8/35A8u8<p5w2d:cdt
Q Q

Q
—16/35)\6u6905 |0, w|* dadt — 2/57)\8u8<p7w2dxdt
Q Q

< 16/S3A4u4903 |8§w}2dxdt
Q

bulunur.
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Yukaridaki esitsizlik diizenlenerek
/33)\4u4gp3 |8§u‘2 e**?ddt — 16/35A6u6<p5 |0, w| ddt
Q Q
—C41/57)\8u8g07w2d:cdt
Q
< 16/33A4u4303 |8§w}2dxdt (3.65)
Q

esitsizligi yazilir. (3.61) esitliginin x—e gore tiirevi alinirsa

PBu = 0, (Eﬁw — s\ 0w — sA?pPow — 28\ w + 52)\2u2g02w) e %%

— (8§w — sA W — sA?pow — 25 \ppdyw + 82)\2u2g02w) sA\ppe

= (Bw — M ow — sN 1 ppw — sA,edpw — 2N puppw — A pPpw
— A2 20w — 25\, 0w — 25\ 20w — 25\ 02w
+252 N 0w + 282N B ot w + 2N PP 0,w — sAppdiw
F 202 0w + SN PG + 252N 2020w — SN P ) e e

= (OPw — s\, 0w — 38N ppw — 35\, 00w — sAPPow
—35\2 120w — 30w + 382N, 0*w + 352N P p?w

+352 A2 1220, w — s AP pPpdw)e ¢

elde edilir. Yukaridaki ifadenin her iki taraftan mutlak degeri alinirsa ve e2*% ile genisletilirse

‘Q‘Z’uf e¥v = ‘Q‘Z’w — SM oW — 35N, prpw — 35 A, 0w — sA* pPow — 3sA o w

=35\ updw + 32N ppr,p*w + 38N P w + 38N 200w —s* N o]

olup, yukaridaki esitlik, (3.11) ifadesinde

A = Pw — s\ ow — 35N, ppw — 3sAj, 00w — sA pPow — 3sA\? o, w
—3s\upd?w + 382N pp,*w + 352N P o w + 32\ p? 0w,

B = $$\805%
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secilirse

‘0;2’11!2 e < 2 |8§w — S\ oW — 35N g pipw — 35\, 0w — sA® P pw
—35\2 200w — 30w 4 352 N2, o*w + 38N P w

+352)\2u2<p281w|2 +2 |s3)\3u3gp3w‘2
haline, (3.12) esitsizliginde

A = Pw — s\, ow — 35N\, ppw — 3sAj, 00w — s\ pw
—35\2 U2 0w — 30w + 352 N2 pp, 0*w + 352N P w,
B = 35\ 2¢*0,w

alimirsa, ve yine (3.12) egitsizliginde

A = OPw — s\, w — 35N, pupw — 35A, 0w — sA P pw
—3s\° 120w — 3sAupd?w + 352\ g, 0w,
B = 35X i20%w

olarak dikkate alimirsa

‘8§’u|2 e < 4 |8§w — SM W — 38N prpw — 35 M, 0w — A pdow
—35\2p2 00w — 350w + 352 N2, o*w + 38N P p?w ?

+36 |52/\2u2g026’mw‘2 +2 ‘S3>\3,u3g03w}2
sekline getirilir. (3.12) esitsizliginde

A = OPw — s\, 0w — 35N, ppw — 35\, 00w — sAP P ow
—3s\? 10w — 3sAupdtw,

B = 32\up,o’w
secilirse

‘8§’u|2 e < 8 |82w — 8\, 0w — 35N prow — 35\, 00w — sA® pdow
—3s\? 120w — 3sAupd*w + 382)\2uumg02w‘2 + 72 |52A3u3<p2w 2

+36 |s2)\2u2gp28xw|2 +2 ‘33A3u3903w}2
elde edilir.
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(3.11) ifadesinde

A = OPw — s\ w — 35N i, ppw — 35 A0y w — sA P pw — 3sM? P, w,

B = 3s\upd*w
olarak alinirsa
‘6§’u|2 e < 16 |8§’w — S\ oW — 35N piow — 35\ ju, 00w — sA?Pow
—3s 22 p0,w — 35/\,u<p(9§w‘2 + 144 ‘32)\2uu$g02w‘2
+72 |32>\3,u3g02w‘2 + 36 |52)\2u2g028mw|2 +2 ‘33)\3,u3g03w‘2
bulunur. (3.11) esitsizliginde

A = 0w — s\ w — 35N, ppw — 35\, 00w — sA P pw,

B = 3s)\’u’pd,w

konumu yapilirsa

‘Q‘Z’u!Z e < 32 !8;’10 — S\, oW — 35N prow — 35\, 00w — sA?Pow
—38)\2;12g08$w’2 + 288 {s/\ugaﬁiwf + 144 }32)\2;@;%(,0210}2
+72 |82 A% w| 4 36 |s202 202 0,w|” + 2 |23 P gt |

bi¢iminde yazilir. (3.11) ifadesinde

A = Pw — s\ 0w — 38N, ppw — 35\, 00w, B = s\ pdow

yapilarak

‘8§u|2 e < 64 !8;’11} — SM oW — 35Nt prpw — 35\, POpw — 3A3u330w|2
+576 ‘SAZ;L?goaxw!Q + 288 |s)\u908£w}2 + 144 ‘82A2uu1g02w‘2
+72 {32/\3u3g02w‘2 + 36 |32/\2u2g028$w|2 +2 {83/\3u3g03w‘2

bulunur. (3.11) esitsizliginde

A = 02w — sAp,, 0w — 35\, ppw, B = 3sA\p,p0,w

alinirsa

‘8§’u|2 e < 128 ‘Efgw — S\ oW — 35N prpw — 3s>\,uw<p0xw‘2 + 128 |s)\3,u3g0w ?
+576 ‘SAZ/fcp@xw!z + 288 |s)\u<p8§w}2 + 144 ‘32A2uumg02w‘2

+72 !sQ)\?’pJSgpQw‘Q + 36 |32)\2u2g028xw|2 +2 |53x\3p3gp3w‘2
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bulunur. (3.11) ifadesinde
A = 03w — shp,,ow, B = 35\ pupw
secilirse

‘8§u|2 €% < 256 03w — sAp,,ow — 33/\2,ux,u90w‘2 + 1152 |sAp, pdpwl?
+128 ‘3)\3/13@11)‘2 + 576 ‘3A2u2<p81w|2 + 288 |s)\u<p8§w‘2
+144 ‘32)\2uumgp2w‘2 + 72 |32)\3u3902w’2 + 36 |32)\2u2g028xw|2

42 }33)\3u3ap3w|2

IN

576 ‘aiw - s/\,umgaw{2 + 1728 ‘s)\quugowP + 1152 |[sAp, 0y w]?
+128 ‘3)\3;13@11)‘2 + 576 ‘s)\z/fgoamwf + 288 |s)\u<p8§w‘2
+144 ‘szAQMuIQOQw‘Q + 72 |32)\3u3902w‘2 + 36 |32)\2u2g028xw|2

42 }33)\3u3ap3w{2

IN

1152 |8§w|2 + 115252 A2 12 ?w? + 17285 A\ 12 1 p*w®
+115252A2 12 0% |9, w]? + 12852 X6 8 w? 4 5765° Nt ? [0, w]?
+28852\2 1% p? |8§w|2 + 1445 N 2 2 ptw? + 725 N S ot

T

+36S4A4,U/4(,04 |3xw|2 + 286)\6[16@6w2
elde edilir ve diizenlenirse
‘8§u|2 €% — 11525° N2 2 p*w? — 172852 X 12 pi2p*w? — 115252\ 12 0? |0, w]?
—12852 X\ S p2w? — 57652\ it ? |(‘3$w|2 — 2885\ 22 |8§w|2 — 1445\ ko' w?
—725* N8 S ptw? — 365 At |0,w)” — 25 N8 b B

< 1152 |8’

esitsizligi yazilir. ¢, 7 € Nicin C}; yeterince biiyiik sabitler olmak tizere, gerekli diizenleme

ve absorbe iglemleri sonucu

53)\4M4<P3 ’8£u}2625@ _ 05185)\6u6(p5 |8§w|2 . 05287)\8M8<p7 lamw\2
_05389>\10M10S09w2

< Caus® Mt |w|? (3.66)
olup (3.58), (3.60), (3.62), (3.64), (3.66) esitsizlikleri (3.56) da yerine yazilirsa ve (3.62)
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ifadesi goz oniine alinirsa

/35)\6u6<p |0, u)* €2 dadt — 2/37)\8,u8g07w2dxdt < 2/35)\6,uﬁcp5 |8, wl|? dadt
Q Q Q

oldugundan

2
/— |Oyw|? dadt + 4/3A2u2g0 ‘8;’10‘2 dxdt — 2031/87)\8p8907w2dxdt
sp
Q Q

1 2
+ (130 — 9; 5) /53/\4u4g03 ‘aiw‘dedt

— 26
+ (59 ) /57A8u8<p7w2dxdt + 031/35A6u6g05 |0, u)” €2 dadt
Q

3

< C’/FQeQS‘pdmlt
Q

elde edilir. Yukaridaki esitlik diizenlenirse

|0y u|2 e dxdt — ng/SﬁQTQ)\Qgque?s“"dxdt + 043/53)\4u4903 ‘0§u|2 e dxdt
Q Q

Q
+4/ (‘”2#290 |03ul* €% — Cors® A1t p? |2w]” — Coas® A" |9y
Q

—C’5337)\8u8<p7w2) dxdt — 042/55)\6u6g05 |0, wl* dadt — C’41/s7)\8u8<p7w2dxdt
Q Q
+Cl/s7)\8u8907u2625“’dxdt - 032/57A8u8<p7w2d1’dt + 031/35)\6u6g0 |0, u)” €2 dadt
Q Q Q

< C’/F2625‘pdxdt
Q

halini alir, bu esitsizlikte terimler absorbe edilirse

1
021/_ |0ul® e dudt + 03/35)\6u6g0 |0, ul® e**? dadt
Sp
Q

Q
+/ <C'528/\2,u2g0 |8§’u}2 e¥? — Oy 83\’ |8§w|2) dxdt
Q

+Cg/s5>\6,u6g05 |8, w|? dadt + Cl/s7>\8,u8g07u2623“’dxdt
Q Q
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< O/F628‘dedt
Q

olur. Burada s*\*ptp? |8§w|2 terimini igeren integral gtz oniine alimp (3.64) yukaridaki

esitsizlikte yerine yazildiginda

1
021/— |8tu|2 e2*Pdxdt + 052/3)\2u2g0 |8§u‘2 e2?dxdt
Sp
Q
—061/33)\4u4g03 |8§u‘2 e dxdt + 062/35)\6u6g05 \axw]2 dxdt
Q Q
+C’63/s7)\8u8<p7w2dxdt + 02/35A6u6<p5 |0, w|? dxdt
Q Q
+C’1/S7/\8u8g07u2e2wdxdt + 03/55)\6u6g05 |0, u)” €2 dadt
Q Q
< C’/erQS‘pdxdt
Q

elde edilir ve tekrardan absorbe edilirse

1
021/— |Opu|® €% dadt + 052/3/\2u2g0 |8§u‘2 e dxdt
sp
Q
—C’61/33)\4,u4g03 |8§u‘2 e*Pdxdt + 02/35A6u6<p5 |0, wl? dadt
Q Q
+C’1/s7)\8u8907u2625‘pdxdt + 03/35)\6u6<,05 |0, u)” €2 dadt
Q Q

< C’/F2e2s‘pdxdt
Q

seklinde yazilir. Esitsizlikte s?A\6pu6p° |8$w|2 terimini iceren integral goz oniine alinip
(3.62) ifadesi, yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa
1
021/— \atu\2 e dxdt + 052/3)\2u230 |6§’u}2 2% dxdt
sp
Q Q
—061/33)\4u4g03 ‘8§u|2 e**Pdxdt + 02/85A6p6go5 |Opu|” e®?dadt
Q Q
—202/87)\8,u8g07w2dxdt + 01/87)\8u8g07u262wda:dt
Q Q

82



+C'3/S5)\6,u6§05 |0,u|? e dxdt < C’/F262S‘pdxdt
Q

o

ve diizenlenirse
1
021/— lé?tu|2 e2Pdxdt + 052/5)\2u290 |0§u’2 e dxdt + 01/37A8u8g07u2e2wd1’dt
S@
Q Q Q

—061/33)\4M4903 |8§u‘2 e**Pdxdt + 02/35)\6u6<p5 |Opul® e*?dudt
Q Q

< C'/F2e2s‘ﬂdmdt
Q

bulunur. Absorbe iglemi sonucu
1
/; |Byu|? e2*? dadt + /S)\2u2g0 ‘8§'u|2 e**?dydt + /53)\4u4g03 |8§u‘2 e**?dxdt
Q Q Q

—1—/85)\%6305 |0,u)” €2 dadt + /87)\8u8907u2628‘pdxdt
Q

Q
< C’/F2€2$“"dxdt
Q

esitsizligi elde edilir. Buradan da, F' = (0; — 9%) u oldugu dikkate alimirsa ispat tamam-

lanir.

3.3 VERILEN CARLEMAN DEGERLENDIiRMESI iCiN BiR UYGULAMA

(3.67) kesirli difiizyon denkleminin, (3.68) baslangic kogulu ve (3.69) Cauchy verisini

saglayan (3.67) icin basglangi¢-Cauchy problemi agagida verilmigtir.

(aﬁ-aﬁ) w(z,t) = p@ulet),  (v,t) €Q, (3.67)
u(z,0) = a(x), x € (0,1) =9, (3.68)
w(0,8) = g(t),0,u(0,8) = h(t),  t e (0,T). (3.69)

Burada a(x), g(t) ve h(t) fonksiyonlar1 verilmistir, ve ) bolgesi tizerinde a # 0 veya (0, T)
1
tizerinde g, h # 0 dir, ve 97 Caputo anlaminda kesirli tiirevdir. Bu ters problemin amaci

u(.,t) (to > 0) ek bilgisi yardimiyla p(x) katsayisinin elde edilmesidir.
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Bu problem, fiziksel olarak, heterojen su tasiyan katmanda diizensiz difiizyon olayini
modellemek icin kullanilir.
Gosterilen Carleman degerlendirmesi, (3.67) — (3.69) probleminin ¢tziimiiniin kararlihgin

incelemekte kullanilmaktadir (Yamamoto and Zhang 2012).

84



KAYNAKLAR

Adams R A and Fournier J J F (2003) Sobolev spaces. Elsevier, 305 pp.

Anar I E (2005) Kismi Diferensiyel Denklemler. Palme Yaymcilik, Ankara, 552 s.
Balc1 M (1999) Analiz Cilt 1. 6. Baski, Balc1 Yayinlari, Ankara, 341 s.

Balc1 M (1997) Analiz Cilt 2. Balc1 Yayinlari, Ankara, 420 s.

Bukhgeim A and Klibanov M (1981) Global Uniqueness of Class of Multidimensional
Inverse Problems. Soviet Mathematics — Doklady, 24 (2): 244-247.

Carl S, Le V K and Motreanu D (2007) Nonsmooth Variational Problems and Their
Inequalities: Comparison Principles And Applications. Springer, New York, 497 pp.

Carleman T (1939) Sur un Probléme D'unicité Pour Les Systéme D'équations Aux Dérivées
Partielles a Deux Variables Indépendentes. Ark. Mater. Astron. Fys., 26 (17): 1-9.

Cheng J, Nakagawa J, Yamamoto M and Yamazaki T (2009) Uniqueness in an Inverse
Problem for a One-Dimensional Fractional Diffusion Equation. Inverse Problems, 25:
1-16.

Caghiyan M ve Celebi O (2013) Kismi Diferensiyel Denklemler. 3. Baski, Dora Yaymlari,
Bursa, 276 s.

Egerov Y V (1986) Linear Differential Equations of Principal Type. Consultants Bureau, New
York, 310 pp.

Golgeleyen F and Yamamoto M (2015) Stability for Some Inverse Problems for Transport
Equations. SIAM Journal on Mathematical Analysis, 48 (4): 2319-2344.

Golgeleyen I ve Kaytmaz O (2016) Ters ve Kotii Konulmus Problemler Teorisinin Bilim ve
Teknolojideki Baz1 Uygulamalari. Karaelmas Fen ve Miihendislik Dergisi, 6 (1): 230-
237.

Hatano Y and Hatano N (1998) Dispersive Transport of lons in Column Experiments: An
Explanation of Long-Tailed Profiles. Water Resources Research, 34 (5), 1027-1033.

Hormander L (1963) Linear Partial Differential Operators. Springer, 288 pp.

Hormander L (1985) The Analysis of Linear Partial Differential Operators I-1V. Springer,
1712 pp.

85



KAYNAKLAR (devam ediyor)

Isakov V (1990) Inverse Source Problems. Mathematical Surveys and Monographs,
Providence, 191 pp.

Isakov V (1993) Carleman Type Estimates in an Anisotropic Case and Applications. Journal
of Differential Equations, 105 (2): 217-238.

Isakov V (1998) Inverse Problems for Partial Differential Equations. Springer-Verlag, New
York, 286 pp.

Jin B and Rundell W (2012) An Inverse Problem for a One-Dimensional Time-Fractional
Diffusion Problem. Inverse Problems, 28: 1-109.

Kilbas A A, Srivastava H M and Trujillo J J (2006) Theory and Applications of Fractional
Differential Equations. Elsevier, 523 pp.

Kreyzig E (1989) Introductory Functional Analysis with Applications. Wiley, New York, 704
Pp.
Mikhailov V P (1978) Partial Differential Equations. Mir Publishers, Moscow, 396 pp.

Musayev B ve Alp M (2000) Fonksiyonel Analiz. Balc1 Yaynlari, Kiitahya, 704 pp.
Narkiewicz W (2000) The Development of Prime Number Theory. Springer, 448 pp.

Pankov A A (1997) G-Convergence and Homogenization of Nonlinear Partial Differential
Operators. Springer Science & Business Media, 249 pp.

Sakamoto K and Yamamoto M (2011) Initial Value/Boundary Value Problems for Fractional
Diffusion-Wave Equations and Applications to Some Inverse Problems. Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 382 (1): 426-447.

Samko S G, Kilbas A A and Marichev O | (1993) Fractional Integrals and Derivatives.
Gordon and Breach Science Publishers, 976 pp.

Tataru D (1996) Carleman Estimates And Unique Continuation for Solutions to Boundary
Value Problems. Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 75 (4): 367-408.

Xu X, Cheng J and Yamamoto M (2011) Carleman Estimate for a Fractional Diffusion
Equation with Half Order and Application. Applicable Analysis, 90 (9): 1355-1371.

Yamamoto M (2009) Carleman Estimates for Parabolic Equations and Applications. Inverse
Problems, 25 (12): 1-75.

Yamamoto M and Zhang Y (2012) Conditional Stability in Determining a Zeroth-Order
Coefficient in a Half-Order Fractional Diffusion Equation by a Carleman Estimate.
Inverse Problems, 28 (10): 1-10.

Yildiz M (1995) Lu = xAu + ku, = xf(x,y) Eliptik Denklemi i¢in Genellestirilmis Fonksiyon
Smiflarinda Bazi Problemler. Doktora Tezi, Ankara Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Ankara, 86 s.

86



OZGECMIS

Ozge Aribas, 1989 yilinda Ankara’da dogdu. Ilk ve orta dgrenimini ayn1 ilde tamamladiktan
sonra, Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii’nden 2012 yilinda mezun oldu.
2015 yilinda Biilent Ecevit Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali
yiiksek lisans programina basladi. Ayn1 y1l Biilent Ecevit Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik

Boliimii’ne aragtirma gorevlisi olarak atandi.

ADRES BiLGILERI:
Adres: Giiven Mah. Menevis Sok. Yagcioglu Apt. No:11 Cankaya / Ankara.

Tel: (+90) 312 428 32 88
E-posta: ozgearibas@gmail.com

87



