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BÖLÜM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, tezde gerekli olan baz¬temel tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir:

Tan¬m 1.1 (Gamma Fonksiyonu) Re z > 0 için

�(z) =

1Z
0

xz�1e�xdx (1.1)

ile tan¬mlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir (Samko et al. 1993).

Teorem 1.1

�(z + 1) = z�(z) (1.2)

d¬r (Samko et al. 1993).

Tan¬m 1.2 (Beta Fonksiyonu) Re z > 0;Rew > 0 için

B(z; w) =

1Z
0

xz(1� x)w�1dx (1.3)

ile tan¬mlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir (Samko et al. 1993).

Teorem 1.2 Beta fonksiyonu, Gamma fonksiyonlar¬n¬n cinsinden,

B(z; w) =
�(z)�(w)

�(z + w)
(1.4)

şeklinde ifade edilir (Samko et al. 1993).

Tan¬m 1.3 (Landau Sembolleri) f ve g; S kümesi üzerinde tan¬ml¬iki fonksiyon ol-

sun. Her x 2 S için jf(x)=g(x)j oran¬ s¬n¬rl¬ ise, f(x) ile g(x) aras¬ndaki ba¼g¬nt¬

f(x) = O(g(x)) şeklinde yaz¬l¬r. E¼ger x bir x0 de¼gerine (söz konusu de¼ger sonsuz ola-

bilir) yaklaş¬rken f(x)=g(x) oran¬ s¬f¬ra yaklaş¬yorsa, o takdirde f(x) = o(g(x)) olarak

yaz¬labilir (Narkiewicz 2000).
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Tan¬m 1.4 (Mutlak Yak¬nsakl¬k)
1Z
a

jf (x)j dx

integrali yak¬nsak ise, bu takdirde
1Z
a

f (x) dx

integrali mutlak yak¬nsakt¬r denir (Balc¬1997).

Tan¬m 1.5 (Metrik, Metrik Uzay) Boş olmayan bir X kümesi ve bir

d : X �X ! R+; (x; y)! d (x; y)

dönüşümü verilsin. E¼ger, her x; y; z 2 X için

1) d (x; y) = 0, x = y;

2) d (x; y) = d (y; x) ;

3) d (x; y) � d (x; z) + d (z; y) (Üçgen Eşitsizli¼gi)

özellikleri sa¼glan¬yorsa o takdirde d dönüşümüne X üzerinde uzakl¬k fonksiyonu ya da

metrik ad¬verilir ve (X; d) ikilisine bir metrik uzay denir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.6 (Kompaktl¬k) Bir X metrik uzay¬ verilmiş olsun. E¼ger X� deki her dizi

yak¬nsak bir alt diziye sahip ise X uzay¬na kompaktt¬r denir (Kreyszig 1989).

Tan¬m 1.7 (Operatör) X ve Y boş olmayan iki küme ve D � X olsun. D�nin her

eleman¬na Y �nin bir eleman¬n¬karş¬l¬k getiren bir kurala D�den Y�ye bir operatör veya

dönüşüm denir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.8 (Diferensiyel Denklem) Baz¬bilim dallar¬nda bir problemin çözümü, prob-

lemin özelliklerini taş¬yan matematiksel ba¼g¬nt¬ (veya matematiksel model) kurulmas¬n¬

gerektirir. Böyle bir ba¼g¬nt¬, genellikle bilinmeyen fonksiyon ile bu fonksiyonun ba¼g¬ms¬z

de¼gişkenlerine göre türevlerini içeren bir denklem olarak karş¬m¬za ç¬kar. Böyle bir denk-

leme diferensiyel denklem denir. E¼ger bilinmeyen fonksiyon bir tek ba¼g¬ms¬z de¼gişkene

ba¼g¬ml¬ ise, diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem; bilinmeyen fonksiyon iki ya

da daha çok ba¼g¬ms¬z de¼gişkene ba¼g¬ml¬ise, diferensiyel denkleme k¬smi diferensiyel denk-

lem denir (Ça¼gl¬yan ve Çelebi 2010).
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Tan¬m 1.9 ·Ikinci mertebeden n ba¼g¬ms¬z de¼gişkenli, lineer bir k¬smi diferensiyel denklem
nX

i;j=1

aij
@2u

@xi@xj
+

nX
i=1

bi
@u

@xi
+ cu = d (1.5)

biçiminde yaz¬l¬r. Burada aij,bi,c ve d; x1; x2; :::; xn ba¼g¬ms¬z de¼gişkenlerinin fonksiyon-

lar¬d¬r.

@2u

@xi@xj
=

@2u

@xj@xi

oldu¼gundan [aij] katsay¬lar matrisi simetriktir, yani i; j = 1; 2; :::; n için aij = aji dir.

[aij] matrisinin öz (eigen) de¼gerleri, det(aij � �I) = 0 denkleminin kökleridir, burada

I; n-boyutlu birim matris belirtir. Lineer cebirden bilindi¼gi üzere, [aij] matrisi simetrik

oldu¼gundan, bu matrisin öz de¼gerleri reeldir. (1.5) denkleminin esas k¬sm¬n¬n katsay¬lar

matrisi [aij] nin öz de¼gerleri �1; �2; :::; �n olsun.

1) �1; :::; �n öz de¼gerleri, bir x0 noktas¬nda s¬f¬rdan farkl¬ve x0 da hepsi ayn¬işaretli ise,

(1.5) denklemine x0 da eliptik tiptendir,

2) �1; :::; �n öz de¼gerleri, bir x0 noktas¬nda s¬f¬rdan farkl¬ve x0 da biri hariç hepsi ayn¬

işaretli ise, (1.5) denklemine x0 da hiperbolik tiptendir,

3) �1; :::; �n öz de¼gerlerinden herhangi biri, x0 noktas¬nda s¬f¬r ise, (1.5) denklemine x0

da parabolik tiptendir denir.

(1.5) denklemi bir 
 � Rn bölgesinin tüm noktalar¬nda hiperbolik, parabolik veya eliptik

ise, (1.5) denklemine 
 da, s¬ras¬yla, hiperbolik, parabolik veya eliptik tiptendir denir.

Diferensiyel denklemin katsay¬lar¬sabit iken, denklem tipi bir noktada hangi tipten ise tüm

bölgede ayn¬tiptendir. Diferensiyel denklem fonksiyon katsay¬l¬ise, denklem, 
 bölgesinin

bir noktas¬nda belli bir tipten iken, başka bir noktas¬nda farkl¬tipten olabilir (Anar 2005).

Tan¬m 1.10 (Multiindeks) E¼ger � = (�1; �2; :::; �n) ; negatif olmayan �j say¬lar¬ndan

oluşan bir s¬ral¬n�li ise, � ya bir multiindeks denir, ve j�j =
nP
j=1

�j dereceden x�1x�2 :::x�n

çarp¬m¬x� ile gösterilir. Benzer şekilde, e¼ger Dj =
@
@xj

ise,

D� = D�1D�2 :::D�n

j�j0 {nc{ mertebeden diferensiyel operatör belirtir. D(0;0;:::;0)u = u oldu¼gu aç¬kt¬r (Adams

and Fournier 2003).
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Tan¬m 1.11 (Genelleştirilmi̧s Türev) f� (x) ve v (x), 
 da integrallenebilir fonksi-

yonlar olsun. Herhangi bir ' 2 C10 (
) için, j�j = �1 + �2 + :::+ �n olmak üzere,Z



f� (x)'d
 = (�1)j�j
Z



v (x)D�
'd


ise, f�(x) ya 
 bölgesinde v (x) in ��¬nc¬mertebeden genelleştirilmiş türevi denir. Bu-

rada,

f� =
@�1+�2+:::�nv

@�1x1 :::@�nxn
=

@j�jv

@�1x1 :::@�nxn

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r (Mikhailov 1978).

Tan¬m 1.12 (Cauchy Dizisi) (X; d) bir metrik uzay ve X in içinde bir dizi (xn) olsun.

Bu durumda 8 " > 0 için m;n > n" oldu¼gunda d (xn; xm) < " olacak şekilde " a ba¼gl¬bir

n" 2 N do¼gal say¬s¬varsa, (xn) dizisine X içinde bir Cauchy dizisi ad¬verilir.

Bu tan¬m daha k¬sa olarak şöyle yaz¬labilir:

8" > 0 için 9 n" 2 N 3 8m;n > n" için

d (xn; xm) < ", (xn) dizisi X içinde bir Cauchy dizisidir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 1.13 (Kompakt Support) E¼ger u; G üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon ise, u nun

supportu

supp (u) = fx 2 G : u (x) 6= 0g

biçiminde tan¬mlan¬r. E¼ger supp(u) b 
 ise, 
 da u nun kompakt supportu vard¬r denir.
Burada G � Rn boştan farkl¬ise, G nin Rn de kapan¬̧s¬G şeklinde gösterilir. E¼ger G � 


ve G; Rn in kompakt altkümesi (kapal¬ve s¬n¬rl¬) ise, G b 
 olarak yaz¬l¬r (Adams and
Fournier 2003).

Tan¬m 1.14 (Ölçülebilir Fonksiyon) A ölçülebilir bir küme olmak üzere, f : A !

R [ f�1;+1g bir fonksiyon olsun.

fx : f (x) > ag

kümesi her a 2 R için ölçülebilir ise, f fonksiyonuna ölçülebilirdir denir (Adams and

Fournier 2003).
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Teorem 1.3 (Fubini Teoremi) 
1 = [a; b] ;
2 = [c; d] ;�1 � a < b � 1;�1 � c <

d � 1 ve f(x; y) 
1 � 
2 üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon olsun. E¼gerZ

1

dx

Z

2

f (x; y) dy;

Z

2

dx

Z

1

f (x; y) dy;

Z

1�

Z

2

f (x; y) dxdy

integrallerinden en az¬ndan biri mutlak yak¬nsak ise, integraller birbirine eşittir (Samko

et al. 1993).

Teorem 1.4 (Dirichlet Formülü)
bZ

a

dx

xZ
a

f (x; y) dy =

bZ
a

dy

bZ
y

f (x; y) dx (1.6)

eşitli¼gi, bu integrallerin herhangi birinin mutlak yak¬nsak olmas¬kabulü alt¬nda sa¼glan¬r.

Bu ba¼g¬nt¬Fubini Teoremi�nin özel bir halidir ve (1.6) ba¼g¬nt¬s¬na Dirichlet formülü denir

(Samko et al. 1993).

Tan¬m 1.15 (Riemann ·Integrallenebilirlik) M [a; b] basamak fonksiyonu; f : [a; b]!

R fonksiyonu s¬n¬rl¬olsun. Üst ve Alt Darboux ·Integralleri, s¬ras¬yla,
bZ

a

s(x)dx = inf
s�f

8<:
bZ

a

s(x)dx : s 2M [a; b]

9=;
bZ

a

t(x)dx = sup
t�f

8<:
bZ

a

t(x)dx : t 2M [a; b]

9=;
şeklindedir. E¼ger,

bZ
a

f(x)dx =

bZ
a

f(x)dx = I

ise, f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda Riemann anlam¬nda integrallenebilirdir denir ve

I =

bZ
a

f (x) dx

yaz¬l¬r (Balc¬1999).

Tan¬m 1.16 (Lebesgue ·Integrallenebilirlik) E¼ger, C(
) da k = 1; 2; :::için, monoton

azalmayan fonksiyonlar¬n bir fk(x) dizisi, f(x) fonksiyonuna 
 bölgesinde yak¬ns¬yorsa

ve
R



fk(x)dx Riemann integrallerinin dizisi
R



fk(x)dx � C şeklinde üstten s¬n¬rl¬ ise, o

takdirde, 
 da hemen hemen her yerde negatif olmayan f(x) fonksiyonuna 
 üzerinde

Lebesgue integrallenebilirdir denir (Mikhailov 1978).
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Teorem 1.5 f; [a; b] de integrallenebilen bir fonksiyon olsun. O halde jf j integrallenebilir

ve������
bZ

a

f(x)dx

������ �
bZ

y

jf(x)j dx (1.7)

dir (Balc¬1999).

1.1 UZAYLAR

Tan¬m 1.17 (Norm, Normlu Uzay) Bir X vektör uzay¬üzerindeki norm, X üzerinde

tan¬ml¬olup bir x 2 X noktas¬ndaki de¼geri kxk ile gösterilen ve x; y 2 X de key�vektörler

ve c bir skaler olmak üzere aşa¼g¬daki özellikleri gerçekleyen reel de¼gerli bir fonksiyondur:

1) kxk � 0;

2) kxk = 0, x = 0;

3) kcxk = jcj kxk ;

4) kx+ yk � kxk+ kyk (Üçgen Eşitsizli¼gi).

Üzerinde bir norm tan¬mlanm¬̧s bir X vektör uzay¬na bir normlu uzay ad¬verilir. Normlu

uzaylar (X; k�k) ya da k¬saca X ile gösterilir (Kreyszig 1989).

Tan¬m 1.18 (Tam Uzay) X bir normlu lineer uzay olmak üzere X�in elemanlar¬ndan

oluşan her bir Cauchy dizisi X in bir eleman¬na yak¬ns¬yor ise, o taktirde X�e tam uzay

denir (Mikhailov 1978).

Tan¬m 1.19 (Banach Uzay¬) Tam ve normlu bir lineer uzaya Banach uzay¬denir (Mik-

hailov 1978).

Tan¬m 1.20 (·Iç Çarp¬m Uzay¬) Bir iç çarp¬m uzay¬, üzerinde bir iç çarp¬m tan¬m-

lanm¬̧s vektör uzay¬d¬r. Burada sözü edilen iç çarp¬m X�X den X in bir K skaler cismi

içine yap¬lan bir dönüşümdür, yani X in her x ve y vektör çifti, (x; y) ile gösterilen ve

aşa¼g¬daki özellikleri gerçekleyen bir skalerle eşlenmiştir:

1) (x+ y; z) = (x; z) + (y; z) ;

6



2) (cx; y) = c (x; y) ;

3) (x; y) = (y; x) ;

4) (x; x) � 0; (x; x) = 0, x = 0 (Kreyszig 1989).

Tan¬m 1.21 (Hilbert Uzay¬) Bir Hilbert uzay¬, üzerindeki iç çarp¬mla tan¬ml¬metri¼ge

göre tam olan bir iç çarp¬m uzay¬d¬r (Kreyszig 1989).

Tan¬m 1.22 (AC(
); ACn(
) Uzaylar¬) 
; herhangi bir çifti kesişmeyen [ak; bk] � 


(k = 1; 2; :::; n) aral¬klar¬ndan oluşan sonlu bir küme olsun. E¼ger her " > 0 için,
nP
k=1

(bk � ak) < � oldu¼gunda
nP
k=1

jf(bk)� f(ak)j < " kalacak bir � > 0 bulunabiliyorsa,

o takdirde f(x) fonksiyonuna, 
 bölgesinde mutlak süreklidir denir. Bu fonksiyonlar¬n

uzay¬AC(
) ile gösterilir.

n 2 N ve 
 bir bölge olsun. 
 bölgesinde (n� 1) mertebeye kadar kadar sürekli türevlere

sahip ve f (n�1) (x) 2 AC(
) şart¬n¬ sa¼glayan f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬ACn(
) ile gös-

terilir (Samko et al. 1993).

Teorem 1.6 [a; b] aral¬¼g¬nda bir F fonksiyonunun mutlak sürekli olmas¬ için gerek ve

yeter şart, her x 2 [a; b] için

F (x) = F (a) +

xZ
a

F 0(t)dt (1.8)

olmas¬d¬r. Başka bir deyişle, bir F (x) fonksiyonunun türevi yard¬m¬yla elde edilebilmesi

için asgari şart, o fonksiyonun mutlak sürekli olmas¬d¬r (Kolmogorov and Fomin 1975).

Tan¬m 1.23 (C0 (
) ; C1 (
) Uzaylar¬) 
; Rn uzay¬nda bir bölge, m negatif olmayan

bir tamsay¬, j�j � m olsun. Her m için, D�' k¬smi türevleri 
 da sürekli olacak

biçimdeki tüm ' fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu vektör uzay¬Cm (
) şeklinde gösterilir ve

C0 (
) � C (
) biçiminde yaz¬l¬r. C1 (
) =
T1
m=0C

m (
) şeklinde tan¬mlan¬r (Adams

and Fournier 2003).

Tan¬m 1.24 (C0 (
), C10 (
) Uzaylar¬) C0 (
) ve C
1
0 (
) uzaylar¬, s¬ras¬yla, C (
) ve

C1 (
) da 
 bölgesinde kompakt supporta sahip tüm fonksiyonlar¬n kümesidir (Adams

and Fournier 2003).
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Tan¬m 1.25 (Lp (
) ; L1 (
) Uzaylar¬) 
; Rn uzay¬nda bir bölge, p bir pozitif reel say¬

olsun. 
 bölgesindeZ



ju (x)jp dx <1

şart¬n¬sa¼glayan tüm ölçülebilir u fonksiyonlar¬n¬n uzay¬Lp (
) ile gösterilir. 1 � p <1

olmas¬durumunda

kukp =
�Z




ju (x)jp dx
� 1

p

ile tan¬mlanan k�kp fonksiyoneli Lp (
) üzerinde bir normdur. (0 < p < 1 olmas¬duru-

munda bir norm de¼gildir.)

u; 
 bölgesinde bir ölçülebilir fonksiyon olsun. E¼ger 
 da ju(x)j � K olacak biçimde bir K

sabiti varsa, o takdirde u fonksiyonu 
 da esas s¬n¬rl¬d¬r denir. Burada, K sabitlerinin en

büyük alt s¬n¬r¬na 
 da juj nun esas supremumu denir ve ess supx2
 ju(x)j ile gösterilir.


 bölgesinde esas s¬n¬rl¬tüm u fonksiyonlar¬n¬n vektör uzay¬L1 (
) şeklinde tan¬mlan¬r.

kuk1 = ess sup
x2


ju(x)j

ile tan¬mlanan k�k1 fonksiyoneli L1 (
) üzerinde bir normdur (Adams and Fournier

2003).

Tan¬m 1.26 (Sobolev Uzay¬) m bir pozitif tam say¬, 1 � p � 1 ve k�kp de Lp (
)

uzay¬nda bir norm olmak üzere, uygun her u için

kukm;p =

0@ X
0�j�j�m

kD�ukpp

1A1=p

; 1 � p <1; (1.9)

kukm;1 = max
0�j�j�m

kD�uk1 (1.10)

şeklinde bir k�km;p fonksiyoneli tan¬mlans¬n. Baz¬durumlarda bölgeler ile ilgili ç¬kabilecek

kar¬̧s¬kl¬¼g¬önlemek için kukm;p sembolü yerine kukm;p;
 de kullan¬lm¬̧st¬r. (1.9) veya (1.10)

normu ile verilen aşa¼g¬daki uzaylar Sobolev uzay¬olarak adland¬r¬l¬r:

1) Hm;p (
) :
n
u 2 Cm (
) : kukm;p <1

o
kümesinin k�km;p normuna göre tamlan¬̧s¬,

2) Wm;p (
) � fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg ;

3) Wm;p
o (
) : Wm;p (
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬, (Adams and Fournier 2003).
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Tan¬m 1.27 (Genelleştirilmi̧s Fonksiyon) C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yar-

d¬m¬ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay¬denir. Bu uzay, D (
)

ile gösterilir. E¼ger,

1) Öyle bir K � 
 kompakt cümlesi vard¬r;

8k 2 N için supp'k 2 K;

2) Her � = (�1; �2; : : : ; �n) ve k !1 iken

D�
'k(x)

! D�
'(x)


 bölgesinde düzgün yak¬nsak ise, k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsakt¬r denir.

D (
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬sürekli, lineer fonksiyonellere, genelleştirilmiş fonksiyon

denir. Genelleştirilmiş fonksiyonlar s¬n¬f¬D0 (
) ile gösterilir (Vladimirov 1984).

Tan¬m 1.28 (Hk (
) Uzay¬) Hk (
), kendisi ve k: mertebeye kadar tüm genelleştirilmiş

türevleri L2 (
) ya ait olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. Hk (
), üzerinde

tan¬mlanan

(f1; f2)Hk(
) =
X
j�j�k

Z



D�f1D
�f2dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHk(
) =

0@X
j�j�k

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

biçimindedir (Mikhailov 1978).

Tan¬m 1.29 (�Hk (
) Uzay¬) �Hk (
), Ck
�


�
uzay¬na ait ve 
 bölgesi ile @
 yüzeyinin

bir komşulu¼gunun arakesitinde s¬f¬r olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümlenin ka-

pan¬̧s¬olarak tan¬mlan¬r (Mikhailov 1978).

Tan¬m 1.30 (Lr(0; T ;E) Uzay¬) T bir sabit, 0 < T < 1 olsun. Her E Banach uzay¬

için 1 � r <1 olmak üzere

kukLr(0;T ;E) =

0@ TZ
0

ku(t)krE dt

1A
1
r
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sonlu normuna sahip [0; T ] üzerinde tüm E�de¼gerli ölçülebilir fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬ Lr(0; T ;E)

Lr(0; T ;E) ile gösterilir. r =1 oldu¼gu durumda norm

kukL1(0;T ;E) = ess sup
t2[0;T ]

ku(t)kE

biçiminde tan¬mlan¬r (Pankov 2013).

Tan¬m 1.31 (C([0; � ] ;B) Uzay¬) B; k�k normu ile verilen bir Banach uzay¬olsun. C([0; � ] ;B)

C([0; � ] ;B) uzay¬

kukC([0;� ];B) = max
0�t��

ku(t)k <1

normuna sahip tüm u : [0; � ]! B sürekli fonksiyonlar¬n cümlesidir (Carl et al. 2007).

1.2 D·IREKT VE TERS PROBLEMLER

Tan¬m 1.32 (Problem) Bir bölgede verilen denklemin, verilen koşullar alt¬nda, çözümü-

nün bulunmas¬na problem denir (Y¬ld¬z 1995).

Matematiksel �zikte, problemler, direkt ve ters problemler olarak iki türde de¼gerlendirilir.

Direkt problem; var olan bir sebepten ortaya ç¬kabilecek sonuçlar¬n bulunmas¬ prob-

lemi iken, ters problem mevcut sonuçlardan sebebin belirlenmesi problemi olarak ifade

edilebilir, (Gölgeleyen ve Kaytmaz 2016). Matematiksel �zikteki tan¬mlar¬ise, aşa¼g¬da

verilmi̧stir:

Tan¬m 1.33 (Direkt Problem) Matematiksel �zikte, bir bölgede denklem ve koşullar

verilerek problemin çözümünün bulunmas¬na direkt problem denir (Y¬ld¬z 1995).

Burada amaç, belli bir anda bölgenin belli bir noktas¬ndaki �ziksel alan¬veya süreci tan¬m-

layan bir fonksiyonun bulunmas¬d¬r. Ayr¬ca bu problemlerde ortam¬n özelliklerinin, �zik-

sel sürecin başlang¬ç an¬ndaki durumunun ve/veya s¬n¬rda sa¼glanan özelliklerin bilindi¼gi

kabul edilir. Di¼ger yandan s¬kl¬kla ortam¬n özelliklerinin bilinmedi¼gi durumlarla da kaŗs¬la-

ş¬lmaktad¬r.

Tan¬m 1.34 (Ters Problem) Pratikte karş¬laş¬lan öyle problemler vard¬r ki, bu prob-

lemlerin çözümleri için ayr¬ca ek bilgiye ihtiyaç duyulur. Ayn¬ek bilgiye göre problemdeki

denklemi ve koşullar¬, yani denklemin bir ya da birkaç katsay¬s¬n¬, denklemin sa¼g taraf¬n¬
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ya da koşullardan biri ya da birkaç¬n¬çözümle birlikte bulmak gerekir. Böyle problemlere

ters problem denir. Bu problemlerin karakteristik özelli¼gi, genellikle Hadamard anlam¬nda

kötü konulmuş olmalar¬d¬r (Y¬ld¬z 1995).

Ters problemler teorisi, 20. yüzy¬l¬n ortalar¬ndan başlayarak her geçen gün bilim ve

teknolojide daha önemli hale gelmi̧stir. Bu teorinin; �zik, jeo�zik, t¬p ve astronomi

gibi matemati¼gin kullan¬ld¬¼g¬ pek çok sahada önemli uygulamalar¬ vard¬r. Bir örnek

olarak demir-çelik endüstrisi verilebilir. Demir-çelik üretim sürecinde entegre tesislerin

ana ünitesi olan yüksek f¬r¬nlarda, demir cevherinin içeri¼ginde bulunan demir oksit, kok

kömürü ile indirgenerek, s¬cak maden ya da s¬v¬ham demire dönüştürülür. Yüksek f¬r¬n¬n

içindeki s¬cakl¬k da¼g¬l¬m¬, homojen olmamakla birlikte yaklaş¬k 1500 oC�dir. Yüksek

f¬r¬nlar¬n boyutu, yap¬s¬ve içerideki yüksek s¬cakl¬k nedeniyle ¬s¬ak¬̧s¬n¬n direkt olarak

gözlemlenmesi mümkün de¼gildir. Dolay¬s¬yla f¬r¬n¬n taban¬na yak¬n d¬̧s bölgeye yerleşti-

rilmi̧s ¬s¬l çift ad¬verilen ayg¬tlar kullan¬larak elde edilen s¬cakl¬k verilerinden f¬r¬ndaki

¬s¬ak¬̧s¬n¬n davran¬̧s¬n¬n belirlenmesi problemi kaŗs¬m¬za ç¬kar (Gölgeleyen ve Kaytmaz

2016).

Tan¬m 1.35

Au = f (1.11)

denklemi için U ve F metrik uzaylar olmak üzere

A : U �! F

operatörü tan¬mlans¬n. (1:11) denkleminin aşa¼g¬da verilen özellikleri sa¼glayan çözümünün

bulunmas¬problemine (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş (iyi şartl¬)

problem, şartlardan en az biri gerçeklenmez ise, probleme (U; F ) uzay çifti için Hadamard

anlam¬nda kötü konulmuş (iyi konulmam¬̧s) problem denir.

1) Her f 2 F için U uzay¬nda problemin çözümü vard¬r,

2) Problemin çözümü U uzay¬nda tektir,

3) Problemin koşullar¬F uzay¬nda az de¼gi̧sti¼ginde problemin çözümü de U uzay¬nda az

de¼gi̧sir (kararl¬l¬k koşulu) Bu şartlardan herhangi birinin sa¼glanmamas¬durumunda
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problem, (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problem olarak

adland¬r¬l¬r. Bir (U1; F1) uzay çifti için iyi, başka bir (U2; F2) uzay çifti için kötü

konulmuş probleme (U2; F2) uzay çifti için zay¬f kötü konulmuş problem denir. Tüm

uzay çiftlerinde kötü konulmuş probleme kuvvetli kötü konulmuş problem denir

(Y¬ld¬z 1995).

Hadamard�a göre kötü konulmuş problemler, reel �ziksel anlam¬ olan pratik olaylar¬

tan¬mlamaz. Çünkü pratikte koşullar her zaman belirli bir hata pay¬ ile verilir. Bu

hatal¬koşullar kullan¬larak bulunan çözüm, kesin çözümden çok farkl¬olabilir ve bu da

pratikte yanl¬̧s sonuçlar¬n elde edilmesine sebep olur. Bu nedenle başlang¬çta birçok

matematikçi sadece Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problemlerle ilgilenmi̧stir. Daha

sonralar¬ise bilim ve teknolojide ortaya ç¬kan birçok problemin kötü konulmuş problem

oldu¼gunun görülmesi matematikçilerin dikkatini çekmi̧stir. 1943 y¬l¬nda Rus Matematikçi

A. N. Tikhonov, kötü konulmuş problemlerin pratikteki önemine i̧saret ederek bu prob-

lemlerin kararl¬çözümlerinin bulunabilece¼gi ihtimali üzerinde durmuştur. Tikhonov�un

yaklaş¬m¬, çözüm uzay¬n¬n s¬n¬rland¬r¬lmas¬�krine dayanmaktad¬r.

Tan¬m 1.36 E¼ger (1:11) denklemi, aşa¼g¬daki üç koşulu sa¼gl¬yorsa problem, Tikhonov

anlam¬nda iyi konulmuş problem olarak adland¬r¬l¬r:

1) U bir metrik uzay olmak üzere, problemin çözümü var ve belirli birM � U cümlesine

aittir,

2) Problemin çözümü M de tektir,

3) Problemin çözümü M de koşullara sürekli ba¼g¬ml¬d¬r, yani çözümü M cümlesinin

d¬̧s¬na ç¬karmayan koşullar F metrik uzay¬nda sonsuz küçük bir de¼gi̧sikli¼ge u¼grad¬k-

lar¬nda problemin çözümü de U metrik uzay¬nda sonsuz küçük de¼gi̧sir.

M cümlesine problemin do¼gruluk cümlesi denir veM genellikle kompakt bir cümle olarak

seçilir (Y¬ld¬z 1995).

Günlük yaşant¬m¬zda sürekli olarak ters ve kötü konulmuş problemlerle kaŗs¬laş¬r¬z. Örne-

¼gin, görsel alg¬m¬z¬ ele alal¬m. Gözlerimizin belli bir anda çevremizdeki sonlu say¬da

noktadan görsel bilgi alabildi¼gi bilinmesine ra¼gmen, etraf¬m¬zdaki her şeyi tam olarak

görebildi¼gimiz hissine kap¬l¬r¬z. Bunun nedeni, beynimizin bir bilgisayar gibi çal¬̧sarak
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belirli noktalardan al¬nan verileri interpolasyon ve kestirim yaparak görüntüyü tamamla-

mas¬d¬r. Bir nesnenin ve çevresinin görüntüsünün oluşturulmas¬problemi kötü konulmuş

bir problemdir. Çünkü çözüm tek de¼gildir veya verilerdeki küçük de¼gi̧siklikler, çözümde

büyük de¼gi̧sikliklere sebep olabilir (Gölgeleyen ve Kaytmaz 2016).
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BÖLÜM 2

RIEMANN-LIOUVILLE VE CAPUTO KES·IRL·I TÜREVLER·I

Riemann-Liouville kesirli türevlerinin tan¬mlar¬n¬ verebilmek için, öncelikle Riemann-

Liouville kesirli integralleri hakk¬nda bilgiye ihtiyaç vard¬r. Bu sebeple, ilk olarak Riemann-

Liouville kesirli integralleri tan¬t¬larak baz¬temel özellikleri üzerinde durulmuştur. Daha

sonra, bu özellikler yard¬m¬yla, Riemann-Liouville kesirli türevlerinin tan¬m¬ ve di¼ger

bölümlerde kullan¬lm¬̧s olan baz¬özellikleri verilmi̧stir. Ayr¬ca, Riemann-Liouville kesirli

türevleri yard¬m¬yla Caputo kesirli türevleri tan¬mlanm¬̧st¬r.

2.1 RIEMANN-LIOUVILLE KES·IRL·I ·INTEGRALLER·I

Bu bölüm Samko et al. (1993) ve Kilbas et al. (2006) esas al¬narak haz¬rlanm¬̧st¬r. Kesirli

integrasyon kavram¬, Abel integral denklemi ile yak¬ndan ili̧skili oldu¼gundan, Abel integral

denkleminin çözümü ele al¬nm¬̧st¬r.

2.1.1 Abel ·Integral Denklemi

·Ilk olarak, Abel integral denkleminin formal çözümü verilmi̧s olup bu çözüm yard¬m¬ile

kesirli türevin, kesirli integralin ters operatörü olarak tan¬mlanabilece¼gi gösterilmi̧stir.

Tan¬m 2.1 (Abel ·Integral Denklemi) 0 < � < 1 olmak üzere,

f(x) =
1

�(�)

xZ
0

'(t)dt

(x� t)1��
; 0 < x; (2.1)

şeklinde tan¬mlanan denkleme Abel integral denklemi ad¬verilir. Burada a > �1 oldu¼gu

ve (2:1) eşitli¼ginin [a; b] sonlu aral¬¼g¬ üzerinde verildi¼gi kabul edilmiştir (Samko et al.

1993).

(2:1) denklemini çözmek için, s¬ras¬yla, t yerine s, x yerine de t al¬narak elde edilen eşitlik,

her iki taraftan �(�) (x� t)�� ile geni̧sletilir ve [a; x] aral¬¼g¬üzerinde t de¼gi̧skenine göre
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integrali al¬n¬rsa

xZ
a

dt

(x� t)�

tZ
a

'(s)ds

(t� s)1��
= �(�)

xZ
a

f (t) dt

(x� t)�
(2.2)

elde edilir.

(1:6) ile verilen Dirichlet formülü kullan¬larak (2:2) eşitli¼ginin sol taraf¬ndaki integrallerin

s¬ras¬de¼gi̧stirilirse

xZ
a

'(s)ds

xZ
s

dt

(x� t)� (t� s)1��
= �(�)

xZ
a

f (t) dt

(x� t)�
(2.3)

elde edilir. ·Iç taraftaki integral, t = s + � (x� s) de¼gi̧sken dönüşümünden ve (1:3),(1:4)

gere¼gi

xZ
s

(x� t)�� (t� s)��1 dt =

1Z
0

���1 (1� �)�� dt

= B (�; 1� �)

= � (�) � (1� �)

biçiminde yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla (2:3) eşitli¼gi

xZ
a

'(s)ds =
1

� (1� �)

xZ
a

f (t) dt

(x� t)�
(2.4)

şeklinde ifade edilir. (2:4) eşitli¼ginin her iki taraftan diferensiyeli al¬narak

'(x) =
1

� (1� �)

d

dx

xZ
a

f (t) dt

(x� t)�
(2.5)

bulunur.

E¼ger (2:1) denkleminin bir çözümü varsa, bu çözüm (2:5) ile verilir ve dolay¬s¬yla tektir.

(2:1) eşitli¼ginde � = 1 durumu aşikard¬r, � > 1 durumu ise (2:1) ifadesinin her iki

taraftan diferensiyeli al¬narak 0 < � < 1 durumuna indirgenebilece¼ginden, (2:1) ifadesinde

0 < � < 1 durumu göz önüne al¬nm¬̧st¬r.

Benzer olarak

1

�(�)

bZ
x

'(t)dt

(t� x)1��
= f(x); x � b (2.6)
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biçimindeki Abel denklemi ele al¬nm¬̧s ve 0 < � < 1 durumu için (2:4) yerine aşa¼g¬daki

formül bulunmuştur:

'(x) = � 1

� (1� �)

d

dx

bZ
x

f (t) dt

(t� x)�
(2.7)

2.1.2 ·Integrallenebilir Fonksiyonlar Uzay¬nda Abel ·Integral Denkleminin Çö-

zülebilirli¼gi

Bu k¬s¬mda (2:11) ile verilen f (x) Abel integral denkleminin hangi koşullar alt¬nda

çözülebilir oldu¼gunu aç¬klanm¬̧st¬r. Bu alt bölümün ana sonucu olan Teorem 2.1�i ifade

etmek için

f1��(x) =
1

� (1� �)

xZ
a

f (t) dt

(x� t)�
(2.8)

notasyonu verilmi̧stir. Ayr¬ca,

bZ
a

jf1��(x)j dx �
1

� (2� �)

bZ
a

jf (t)j (b� t)1�� dt (2.9)

oldu¼gu aç¬kt¬r, yani f (x) 2 L1 (a; b) ise, f1��(x) 2 L1 (a; b) d¬r.

Teorem 2.1 L1 (a; b) de (2:1) Abel integral denkleminin çözülebilir olmas¬için gerek ve

yeter şart, 0 < � < 1 için,

f1��(x) 2 AC ([a; b]) ve f1��(x) = 0 (2.10)

koşullar¬n¬sa¼glamas¬d¬r. (2:1) koşullar¬n¬sa¼glayan denklemin tek çözümü vard¬r ve (2:5)

ile verilmiştir (Samko et al. 1993).

Abel integral denkleminin çözülebilirlik kriteri, Teorem 2.1�de f1��(x) yard¬mc¬fonksi-

yonu cinsinden ifade edilmi̧stir. Aşa¼g¬da verilen Lemma 2.2 ve Sonuç 2.1 ise, çözülebilirlik

için basit bir yeter koşulu, f(x) fonksiyonu cinsinden ifade etmektedir.

Lemma 2.2 E¼ger f(x) 2 AC ([a; b]) ise, f1��(x) 2 AC ([a; b]) dir, ve

f1��(x) =
1

� (2� �)

24f (a) (x� a)1�� +

xZ
a

f 0 (t) (x� t)1�� dt

35 (2.11)

şeklindedir (Samko et al. 1993).
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·Ispat. (1:8) göz önüne al¬n¬r ve (2:8) eşitli¼ginde f (t) = f (a) +
tR
a

f 0 (s) ds yaz¬l¬rsa,

Gamma fonksiyonunun (1.1) ve (1.2) özellikleri gere¼gi

f1��(x) =
f (a)

� (2� �)
(x� t)1�� +

1

� (1� �)

xZ
a

dt

(x� t)�

tZ
a

f 0 (s) ds (2.12)

elde edilir. (2:12) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ilk terim mutlak sürekli fonksiyondur, çünkü

(x� a)1�� = (1� �)
xR
a

(x� a)�� dt d¬r. ·Ikinci terim için ise,

xZ
a

dt

(x� t)�

tZ
a

f 0 (s) ds =

xZ
a

0@ tZ
a

f 0 (s) ds

(x� t)�

1A dt (2.13)

eşitli¼gi sa¼glan¬r ve bir toplanabilir fonksiyonun ilkeli oldu¼gundan mutlak süreklidir. (2:13)

eşitli¼ginin sa¼g taraf¬göz önüne al¬n¬rsa
xZ
a

0@ tZ
a

f 0 (s) ds

(x� t)�

1A dt =

xZ
a

�
f (t)� f (a)

(x� t)�

�
dt

bulunur. Yukar¬daki eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda u = f (t) � f (a) ; dv = (x� t)�� dt al¬narak

k¬smi integrasyon yap¬larak (2:12) de yerine yaz¬ld¬¼g¬nda (2:11) elde edilir, ki bu da ispat¬

tamamlar.

Sonuç 2.1 E¼ger f(x) 2 AC ([a; b]) ise, 0 < � < 1 için, (2:1) Abel eşitli¼gi L1 (a; b) de

çözülebilirdir ve bu çözüm (2:5) ile verilir. Ayr¬ca (2:5) çözümü

'(x) =
1

� (1� �)

24 f (a)

(x� a)�
+

xZ
a

f 0 (s) ds

(x� s)�

35 (2.14)

şeklinde ifade edilir (Samko et al. 1993).

Gerçekten, Lemma 2.2, (2:12) ve (2:13) göz önüne al¬narak (2:10) çözülebilirlik koşullar¬

sa¼glan¬r. '(x) = d
dx
f1��(x) oldu¼gundan (2:11) eşitli¼ginin her iki taraftan diferensiyeli

al¬narak (2:14) bulunur, integral i̧sareti alt¬ndaki diferensiyel (2:13) yard¬m¬yla kolayca

ispatlan¬r.

Ayr¬ca, Abel integral denkleminin (2:7) eşitli¼ginden, (2:14) elde edilir, bu da mutlak

sürekli f(x) fonksiyonlar¬n¬n sa¼g taraf¬na uygulanabilir.

Teorem 2.1�e benzer biçimde, (2:6) denkleminin L1 (a; b) de çözülebilir olmas¬için gerek

ve yeter şart, 0 < � < 1 iken ef1��(x) 2 AC ([a; b]), ef1��(x) = 0 ve
ef1��(x) = 1

� (1� �)

bZ
x

f (t) dt

(t� x)�

18



olmas¬d¬r.

f(x) 2 AC ([a; b]) iken (2:6) denkleminin (2:7) çözümü, (2:14) eşitli¼gine benzer şekilde

'(t) =
1

� (1� �)

24 f (b)

(b� t)�
�

xZ
a

f 0 (s) ds

(s� t)�

35 (2.15)

olarak yaz¬l¬r.

2.1.3 Riemann-Liouville Kesirli ·Integralleri ve Temel Özellikleri

Bir n�katl¬integral için
xZ
a

dx

xZ
a

dx:::

xZ
a

'(x)dx =
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� t)n�1 '(t)dt (2.16)

ifadesi tümevar¬m yard¬m¬yla kolayl¬kla ispatlanabilir. Gamma fonksiyonunun (1:2) özel-

li¼gi gere¼gi, (2:16) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n n =2 Z de¼gerleri için bir anlam ifade edebilece¼gi

görülür. Böylece integrasyon, tamsay¬olmayan n de¼gerleri için, aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

Tan¬m 2.2 '(x) 2 L1 (a; b) ve � > 0 olmak üzere

�
I�a+'

�
(x) =

1

� (�)

xZ
a

' (t)

(x� t)1��
dt; x > a; (2.17)

�
I�b�'

�
(x) =

1

� (�)

bZ
x

' (t)

(t� x)1��
dt; x < b (2.18)

�: mertebeden kesirli integraller olarak tan¬mlan¬r. Bazen bu integrallere, s¬ras¬yla, sol-

tara�¬ve sa¼g-tara�¬kesirli integraller de denir. (2:17) ve (2:18) integrallerinin için kabul

edilen isim Riemann-Liouville kesirli integralleridir (Samko et al. 1993).

Kesirli integral, Abel integral denklemi göz önüne al¬narak inşa edilmi̧stir. Genellikle,

sol-tara�¬kesirli integrasyon daha fazla kullan¬lmaktad¬r. (2:8) ifadesinden görülebilece¼gi

üzere, f�(x) =
�
I�a+f

�
(x) sa¼glan¬r.

(2:17) ve (2:18) kesirli integralleri, L1 (a; b) uzay¬nda, hemen hemen her yerde mevcut

'(x) fonksiyonlar¬için tan¬mlanm¬̧st¬r.

Q operatörünün tan¬m¬, (Q') (x) = ' (a+ b� x) şeklinde verilsin. I�a+ ve I
�
b� operatörleri

aras¬nda

QI�a+ = I�b�Q; QI�b� = I�a+Q (2.19)

şeklinde basit bir ba¼g¬nt¬vard¬r.
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Teorem 2.3 E¼ger p 6= 1; q 6= 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 + � için

'(x) 2 Lp;  (x) 2 Lq; 1
p
+ 1

q
� 1 + �; p � 1; q � 1

ise,

bZ
a

' (x)
�
I�a+ 

�
(x) dx =

bZ
a

 (x)
�
I�b�'

�
(x) dx (2.20)

ba¼g¬nt¬s¬ gerçeklenir. Bu ba¼g¬nt¬ya kesirli integral için k¬smi integrasyon formülü denir

(Samko et al. 1993).

Teorem 2.4 Kesirli integral

I�a+I
�
a+' = I�+�a+ '; I�b�I

�
b�' = I�+�b� '; � > 0; � > 0 (2.21)

özelli¼gini sa¼glar.

·Ispat. (2:21) ile verilen eşitlikler, ' (t) 2 C ([a; b]) ve ' (t) 2 L1 (a; b) olacak şekilde

her t noktas¬için gerçeklenir. E¼ger � + � � 1 ise, ' (t) 2 L1 (a; b) şart¬n¬sa¼glayan her

nokta için (2:21) ile verilen eşitlikler sa¼glan¬r. (2:21) ifadesindeki ilk eşitli¼gin sa¼gland¬¼g¬n¬

gösterelim.

I�a+I
�
a+' =

1

� (�) � (�)

xZ
a

dt

(x� t)1��

xZ
a

' (�) d�

(t� �)1��

olup Fubini Teoremi kullan¬larak integrasyon s¬n¬rlar¬de¼gi̧stirilirse ve t = � + s (x� �)

seçilirse

I�a+I
�
a+' =

� (�; �)

� (�) � (�)

xZ
a

' (�) d�

(x� t)1����

bulunur. Bu da (2:21) ile verilen ilk eşitli¼gin sa¼g taraf¬na denktir. ·Ikinci eşitlik de, benzer

biçimde gösterilebilir.

(2:21) sonucuna kesirli integrasyonun yar¬grup özelli¼gi denir. Benzer bir özellik, sonraki

k¬s¬mlarda kesirli türev için de göz önüne al¬nm¬̧st¬r.

2.2 RIEMANN-LIOUVILLE KES·IRL·I TÜREVLER·I

Kesirli türev, kesirli integrasyonun ters operatörü olarak tan¬mlan¬r. (2:1) Abel integral

denklemi ve (2:6) göz önüne al¬narak aşa¼g¬daki tan¬m verilmi̧stir.
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Tan¬m 2.3 [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬f (x) fonksiyonlar¬için, 0 < � < 1 olmak üzere

�
D�
a+f
�
(x) =

1

� (1� �)

d

dx

xZ
a

f (t) dt

(x� t)�
; (2.22)

�
D�
b�f
�
(x) = � 1

� (1� �)

d

dx

bZ
x

f (t) dt

(t� x)�
(2.23)

s¬ras¬yla sol-tara�¬ve sa¼g-tara�¬�: mertebeden kesirli türev olarak adland¬r¬l¬r. (2:22) ve

(2:23) kesirli türevlerine genellikle Riemann-Liouville türevleri denir (Samko et al. 1993).

Dikkat edilmesi gerekir ki, kesirli integraller her � > 0 say¬s¬için tan¬mlan¬rken, kesirli

türevler 0 < � < 1 için tan¬mlanm¬̧st¬r. � � 1 durumuna geçmeden önce, Lemma 2.5 ile,

kesirli türevlerin varl¬¼g¬için bir gerek koşul ifadesi verilmi̧stir.

Lemma 2.5 f (x) 2 AC ([a; b]) ve 0 < � < 1 olmak üzere, D�
a+f ile D

�
b�f kesirli türevleri

hemen hemen her yerde mevcuttur. Ayr¬ca 1 � r < 1
�
için, D�

a+f ,D
�
b�f 2 Lr (a; b) dir ve

D�
a+f (x) =

1

� (1� �)

24 f (a)

(x� a)�
+

xZ
a

f 0 (t) dt

(x� t)�

35 ; (2.24)

D�
b�f (x) =

1

� (1� �)

24 f (b)

(b� x)�
�

bZ
x

f 0 (t) dt

(t� x)�

35 (2.25)

d¬r (Samko et al. 1993).

·Ispat. Bu lemmada öne sürülen ifade Lemma 2.2�nin sonucu gere¼gidir, 1 � r < 1
�
için

D�
a+f ,D

�
b�f 2 Lr (a; b) koşulu ise, (2:24) ve (2:25) eşitliklerinden elde edilir.

Uyar¬2.1 Klasik anlamda türev için bir sabitin rolü ne ise, D�
a+f kesirli türevi için,

(x� a)��1 fonksiyonunun rolü ayn¬d¬r.

Aşa¼g¬da, � � 1 mertebeden kesirli türevler incelenmi̧stir. � say¬s¬n¬n tamsay¬k¬sm¬ [�]

ile ve kesirli k¬sm¬f�g ile gösterilmi̧stir, öyle ki bu gösterimde 0 � f�g < 1 ve

� = [�] + f�g (2.26)

şeklindedir. E¼ger � bir tamsay¬ise, �: mertebeden Riemann-Liouville türevi, klasik an-

lamda türev biçiminde göz önüne al¬nm¬̧st¬r:

D�
a+ =

�
d

dx

��
; D�

b� =

�
� d

dx

��
; � = 1; 2; 3; ::: (2.27)
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E¼ger � bir tamsay¬de¼gil ise, D�
a+f;D

�
b�f aşa¼g¬daki biçimde tan¬mlan¬r:

D�
a+f =

�
d

dx

�[�]
D
f�g
a+ f =

�
d

dx

�[�]+1
I
1�f�g
a+ f; (2.28)

D�
b�f =

�
� d

dx

�[�]
D
f�g
b� f =

�
d

dx

�[�]+1
I
1�f�g
b� f: (2.29)

Yani, � 2 R+ ve n = [�] + 1 için, (2:28) ve (2:29) eşitlikleri, s¬ras¬yla,

D�
a+f =

1

� (n� �)

�
d

dx

�n xZ
a

f (t) dt

(x� t)��n+1
; (2.30)

D�
b�f =

(�1)n

� (n� �)

�
d

dx

�n bZ
x

f (t) dt

(t� x)��n+1
(2.31)

biçiminde ifade edilir. Ayr¬ca (2:7), (2:22); (2:30) tan¬mlar¬göz önüne al¬narak

D�
a+f = I��a+ f =

�
I�a+
��1

f; � � 0 (2.32)

gösterimleri kullan¬lm¬̧st¬r, benzer yorum D�
b�f = I��b� f eşitli¼gi için de yap¬labilir.

(2:22) ve (2:23) türevlerinin varl¬¼g¬için bir gerek koşul,

xZ
a

f (t) dt

(x� t)f�g
2 AC [�] ([a; b])

şeklindedir. Bu koşul ancak f (x) 2 AC [�] ([a; b]) oldu¼gu durumda sa¼glan¬r.

� kompleks say¬olarak verildi¼ginde kesirli integral ve kesirli türev tan¬mlar¬aşa¼g¬daki

gibidir:

Tan¬m 2.4 �1 < a < b < 1 için, [a; b] R ekseni üzerinde sonlu bir aral¬k, � 2 C;

Re (�) = 0 olsun. �: mertebeden I�a+f; I�b�f Riemann-Liouville kesirli türevleri, s¬ras¬yla,

�
I�a+f

�
(x) =

1

� (�)

xZ
a

f (t)

(x� t)1��
dt; x > a; (2.33)

�
I�b�f

�
(x) =

1

� (�)

bZ
x

f (t)

(t� x)1��
dt; x < b (2.34)

biçiminde tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 2.5 Re (�) = 0; � 2 C olmak üzere, D�
a+y ve D

�
b�y; �: mertebeden Riemann-

Liouville kesirli türevleri, s¬ras¬yla,

�
D�
a+y
�
(x) =

�
d

dx

�n �
In��a+ y

�
(x)

=
1

� (n� �)

�
d

dx

�n xZ
a

y (t) dt

(x� t)��n+1
; x > a (2.35)

�
D�
b�y
�
(x) =

�
� d

dx

�n �
In��b� y

�
(x)

=
1

� (n� �)

�
� d

dx

�n bZ
x

y (t) dt

(t� x)��n+1
; x < b (2.36)

şeklindedir, burada [Re (�)] ; Re (�) n¬n tamsay¬k¬sm¬n¬belirtir ve n = [Re (�)] + 1 şek-

lindedir. (Bu iki eşitlik, (2:30) ve (2:31) e denktir.)

Özel olarak, � = n 2 N0 için,

�
D0
a+y
�
(x) =

�
D0
b�y
�
(x) = y (x) ; (2.37)�

Dn
a+y
�
(x) = y(n) (x) ; (2.38)

ve

�
Dn
b�y
�
(x) = (�1)n y(n) (x) (2.39)

dir, burada y(n) (x) n: mertebeden klasik anlamda türevdir.

E¼ger 0 < Re (�) < 1 ise,

�
D�
a+y
�
(x) =

1

� (1� �)

d

dx

xZ
a

y (t) dt

(x� t)��[Re(�)]
; x > a; (2.40)

ve

�
D�
b�y
�
(x) = � 1

� (1� �)

d

dx

bZ
x

y (t) dt

(t� x)��[Re(�)]
; x < b: (2.41)

yaz¬l¬r.
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2.3 CAPUTO KES·IRL·I TÜREVLER·I

Tan¬m 2.6 [a; b], R üzerinde sonlu bir aral¬k, � 2 C (Re (�) = 0) olsun. [a; b] aral¬¼g¬nda
�: mertebeden

�
CD�

a+y
�
(x) ve

�
CD�

b�y
�
(x) kesirli türevleri, s¬ras¬yla,

�
CD�

a+y
�
(x) :=

 
D�
a+

"
y (t)�

n�1X
k=0

y(k) (a)

k!
(t� a)k

#!
(x) (2.42)

ve�
CD�

b�y
�
(x) :=

 
D�
b�

"
y (t)�

n�1X
k=0

y(k) (b)

k!
(b� t)k

#!
(x) (2.43)

olarak tan¬mlan¬r, burada
�
D�
a+ [y (t)]

�
(x) �

�
D�
a+y
�
(x) ve

�
D�
b� [y (t)]

�
(x) �

�
D�
b�y
�
(x) ;

s¬ras¬yla, (2:35) ve (2:36) ile verilen �: mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevleridir.

Ayr¬ca

� =2 N0 için n = [Re (�)] + 1; ve � 2 N0 için n = � (2.44)

d¬r. (2:42) ve (2:43) türevlerine, s¬ras¬yla, sol-tara�¬ve sa¼g-tara�¬�: mertebeden Caputo

kesirli türevleri denir.

Özel olarak, 0 < Re (�) < 1 durumunda, (2:42) ve (2:43) ba¼g¬nt¬lar¬, s¬ras¬yla, aşa¼g¬daki

biçimdedir:�
CD�

a+y
�
(x) =

�
D�
a+ [y (t)� y (a)]

�
(x) ; (2.45)�

CD�
b�y
�
(x) =

�
D�
b� [y (t)� y (a)]

�
(x) : (2.46)

� =2 N0, � 2 C, Re (�) = 0 olmak üzere, y (x) fonksiyonu için e¼ger
�
CD�

a+y
�
(x)

ve
�
CD�

b�y
�
(x) �: mertebeden Caputo kesirli türevleri ile

�
D�
a+y
�
(x) ve

�
D�
b�y
�
(x)

Riemann-Liouville kesirli türevleri mevcut ise, (2:37)� (2:39) gere¼gi bu türevler aras¬nda

aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar sa¼glan¬r:

�
CD�

a+y
�
(x) =

�
D�
a+y
�
(x)�

n�1X
k=0

y(k) (a)

� (k � �+ 1)
(x� a)k�� ; n = [Re (�)] + 1; (2.47)

�
CD�

b�y
�
(x) =

�
D�
b�y
�
(x)�

n�1X
k=0

y(k) (b)

� (k � �+ 1)
(b� x)k�� ; n = [Re (�)] + 1: (2.48)

Özel olarak, 0 < Re (�) < 1 durumunda ise,�
CD�

a+y
�
(x) =

�
D�
a+y
�
(x)� y (a)

� (1� �)
(x� a)�� (2.49)
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�
CD�

b�y
�
(x) =

�
D�
b�y
�
(x)� y (b)

� (1� �)
(b� t)�� (2.50)

elde edilir.

Aşa¼g¬da, � =2 N0 için, (2:42) ve (2:43) Caputo kesirli türevleri ile; (2:35) ve (2:36)

Riemann-Liouville kesirli türevlerinin birbirine eşit oldu¼gu durumlar verilmi̧stir:

1) E¼ger y (a) = y0 (a) = ::: = y(n�1) (a) = 0 ve n = [Re (�)] + 1 ise,

�
CD�

a+y
�
(x) =

�
D�
a+y
�
(x) ; (2.51)

2) E¼ger y (b) = y0 (b) = ::: = y(n�1) (b) = 0 ve n = [Re (�)] + 1 ise,

�
CD�

b�y
�
(x) =

�
D�
b�y
�
(x) ; (2.52)

3) 0 < Re (�) < 1 durumunda iken,

i) y (a) = 0 ise,

�
CD�

a+y
�
(x) =

�
D�
a+y
�
(x) ; (2.53)

ii) y (b) = 0 ise,

�
CD�

b�y
�
(x) =

�
D�
b�y
�
(x) ; (2.54)

4) E¼ger � = n 2 N0 ise, y(n) (x) n: mertebeden klasik anlamda türev belirtmek üzere,�
CD�

a+y
�
(x) = y(n) (x) ve

�
CD�

b�y
�
(x) = (�1)n y(n) (x) : (2.55)

�
CD�

a+y
�
(x) ve

�
CD�

b�y
�
(x) Caputo kesirli türevleri, (2:42) ve (2:43) eşitliklerinden görüle-

bilece¼gi gibi, Riemann-Liouville kesirli türevleri kullan¬larak tan¬mlanm¬̧st¬r. Yani, y (x)

fonksiyonunun Caputo kesirli türevinin tan¬mlanabilmesi için Riemann-Liouville kesirli

türevinin mevcut olmas¬ gerekmektedir. Bu sebeple, özel olarak y (x) fonksiyonlar¬,

ACn [a; b] mutlak sürekli fonksiyonlar uzay¬ndan olup aşa¼g¬daki teorem verilmi̧stir:

Teorem 2.6 Re (�) = 0 ve n say¬s¬n¬n (2:44) ifadesini sa¼glayacak biçimde seçildi¼gini

kabul edelim. E¼ger y (x) 2 ACn [a; b] ise, o takdirde
�
CD�

a+y
�
(x) ve

�
CD�

b�y
�
(x) Caputo

kesirli türevleri, [a; b] aral¬¼g¬nda hemen hemen her yerde mevcuttur.
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1) E¼ger � =2 N0 ise,
�
CD�

a+y
�
(x) ve

�
CD�

b�y
�
(x) türevleri, s¬ras¬yla,

�
CD�

a+y
�
(x) =

1

� (n� �)

xZ
a

y(n) (t) dt

(x� t)��n+1
=:
�
In��a+ Dny

�
(x) (2.56)

ve

�
CD�

b�y
�
(x) =

(�1)n

� (n� �)

bZ
x

y(n) (t) dt

(t� x)��n+1
=:
�
In��b� Dny

�
(x) (2.57)

olup burada D = d
dx
ve n = [Re (�)] + 1 dir,

2) 0 < Re (�) < 1 ve y (x) 2 AC [a; b] iken, s¬ras¬yla, aşa¼g¬da verildi¼gi gibidir:

�
CD�

a+y
�
(x) =

1

� (1� �)

xZ
a

y0 (t) dt

(x� t)�
=:
�
I1��a+ Dy

�
(x) ; (2.58)

�
CD�

b�y
�
(x) = � 1

� (1� �)

bZ
x

y0 (t) dt

(t� x)�
=: �

�
I1��b� Dy

�
(x) ; (2.59)

3) E¼ger � = n 2 N0 ise,
�
CD�

a+y
�
(x) ve

�
CD�

b�y
�
(x) türevleri, s¬ras¬yla, (2:3:14) ile

verildi¼gi gibidir. n = 0 durumunda ise,

�
CD0

a+y
�
(x) =

�
CD0

b�y
�
(x) = y (x) (2.60)

şeklindedir (Kilbas et al. 2006).
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BÖLÜM 3

KES·IRL·I D·IFÜZYON DENKLEM·I ·IÇ·IN B·IR CARLEMAN

DE¼GERLEND·IRMES·I

E¼ger bir ters problem, kötü konulmuş olmas¬na ra¼gmen, problemin çözümler s¬n¬f¬, bir

s¬n¬rl¬küme içine k¬s¬tlanabiliyorsa; söz konusu problemin koşullu kararl¬l¬k de¼gerlendirme-

si ispat edilebilir. Bu da kararl¬l¬¼g¬n elde edilebilmesini garantiler. Carleman de¼ger-

lendirmesi, koşullu kararl¬l¬¼g¬n ispat¬ için kullan¬lan bir yöntemdir ve k¬smi diferensiyel

denklemin çözümü için büyük parametre içeren bir L2-a¼g¬rl¬kl¬ de¼gerlendirmedir (Ya-

mamoto 2009). Bu tür bir de¼gerlendirme, ilk olarak Torsten Carleman (1939) taraf¬n-

dan, iki boyutlu bir eliptik denklem için Cauchy probleminin tekli¼gini ispat etmek için

kullan¬lm¬̧st¬r. O zamandan beri Carleman de¼gerlendirmesine ve uygulamalar¬na oldukça

büyük bir ilgi duyulmuştur. Daha sonra Hörmander (1963, 1985) taraf¬ndan key�boyutta

diferensiyel operatörler s¬n¬f¬na geni̧sletilmi̧s ve sistematikleştirilmi̧stir. Bu konuda yap¬lan

önemli çal¬̧smalar, Egerov (1986), Isakov (1990, 1993, 1998), Tataru (1996) şeklindedir.

Özellikle son yirmi y¬lda, farkl¬yazarlar taraf¬ndan taraf¬ndan çok çeşitli Carleman de¼ger-

lendirmeleri elde edilmi̧stir. Bu metodun ters problemlere uygulanmas¬ ise, Bukhgeim

and Klibanov (1981) taraf¬ndan gerçekleştirilmi̧stir. Kesirli difüzyon denklemleri göz

önüne al¬n¬rken genellikle düzensiz difüzyon incelenir. Hatano and Hatano (1998) yap-

t¬¼g¬çal¬̧sma, sürekli zamanda yap¬lan rastgele yürüyüş s¬ras¬nda, bekleme zaman¬fonksi-

yonunun bir kuvvet yasas¬davran¬̧s¬n¬göstermesiyle kesirli difüzyon denklemine olan ilgiyi

artt¬rm¬̧st¬r. Son on y¬lda, zamana ba¼gl¬Caputo kesirli türevi içeren kesirli difüzyon denk-

lemi yo¼gun olarak çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Cheng et al (2009), Caputo türevinin mertebesi olan �

n¬n ve difüzyon katsay¬s¬n¬n belirlenmesini incelemi̧stir. Xu et al. (2011), � = 1=2 iken za-

mana ba¼gl¬kesirli difüzyon denklemi için bir Carleman de¼gerlendirmesi elde etmi̧stir. Ya-

mamoto and Zhang (2012) Carleman de¼gerlendirmesini kullanarak � = 1=2 iken, s¬f¬r¬nc¬

mertebeden türevli terimin katsay¬s¬belirlenmesi probleminin koşullu kararl¬l¬¼g¬n¬ispat-

lam¬̧st¬r (Yamamoto and Zhang 2012). Jin and Rundell (2012), emilim katsay¬s¬n¬n elde
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edilmesi göz önüne al¬nm¬̧st¬r.

Bu bölüm Xu et al. (2011) esas al¬narak haz¬rlanm¬̧st¬r. Kesirli difüzyon denklemi içeren

problem için bir Carleman de¼gerlendirmesi ve ispat¬verilmi̧stir. Bu k¬s¬mdan itibaren, ke-

sirli mertebeden türev olarak sadece Caputo kesirli türevi kullan¬lm¬̧st¬r. Türevi al¬nacak

fonksiyon çok de¼gi̧skenli olup, hangi ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skene göre türev al¬nd¬¼g¬n¬n kar¬̧s¬kl¬k

yaratmamas¬için,
�
CD�

a+y
�
(x) türevi @�x şeklinde gösterilmi̧stir.

3.1 PROBLEM·IN ·IFADES·I

Tan¬m 3.1 
; Rd içinde s¬n¬rl¬ bir bölge ve yeterince düzgün @
 s¬n¬r¬na sahip olsun.

L düzgün simetrik eliptik operatör; F; 
 � (0; T ) üzerinde bilinen bir fonksiyon ve T

sabitlenmiş de¼ger olmak üzere,

@�t u(x; t) = (Lu)(x; t) + F (x; t); x 2 
; t 2 (0; T ); 0 < � � 2 (3.1)

denklemi 0 < � < 1 durumunda kesirli difüzyon denklemi, 1 < � < 2 durumunda ise

kesirli difüzyon-dalga ya da kesirli dalga denklemi ad¬n¬al¬r. � = 1 iken (3.1) denklemi

parabolik, � = 2 iken ise hiperbolik denklem belirtir, (Sakamoto and Yamamoto 2011).

Problemin tan¬m bölgesi,

Q = f(x; t); 0 < x < l; �0 < t < Tg ; 
 = (0; l)

şeklindedir. Burada �0 > 0 d¬r.

@t =
@
@t
; @x =

@
@x
; f 2 C1 ([0; T ] ;L2(0; l)) olsun. Kesirli difüzyon denklemi içeren başlang¬ç-

s¬n¬r de¼ger problemi aşa¼g¬da verilmi̧stir:�
@
1
2
t � @2x

�
u = f(x; t); (x; t) 2 (0; l)� (0; T ) (3.2)

u(x; 0) = 0; x 2 (0; l) (3.3)

u(0; t) = g1(t); u(l; t) = g2(t); t 2 (0; T ) (3.4)

(3:2)�(3:4) probleminin Carleman de¼gerlendirmesi, Caputo kesirli türevi içeren esas terim

için de¼gil, tamsay¬mertebeden klasik türev içeren bir esas terim için ifade edilmi̧stir. Bu

amaçla, Caputo kesirli türevden klasik türeve geçi̧s yapmay¬ sa¼glayan iki adet lemma

verilmi̧stir:
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Lemma 3.1 0 < � < 1 için '(0) = 0 şart¬n¬ sa¼glayan ' 2 AC ([0; T ]) olsun. Bu

durumda @�t '(t), [0; T ] aral¬¼g¬nda hemen hemen hemen her yerde mevcuttur. Ayr¬ca,

1 � r <
1

�
için @�t ' 2 Lr(a; b) ve

@�t '(t) =
1

�(1� �)

@

@t

tZ
0

'(�)

(t� �)�
d� (3.5)

d¬r (Xu et al. 2011).

·Ispat. Lemma 2.5�te, özel olarak a = 0; b = T ve ' (a) = 0 seçilirse, (2:24) eşitli¼gi gere¼gi

ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.2 E¼ger ' 2 AC ([0; T ]) ve '(0) = @�t '(0) = 0 ise, o takdirde (0; T ) aral¬¼g¬nda

@�t @
�
t ' = @�+�t '; 0 < � + � � 1; �; � > 0 (3.6)

d¬r (Xu et al. 2011).

·Ispat. Caputo kesirli türev tan¬m¬ndan ve Lemma 3.1�den

@�t @
�
t '(t) =

1

�(1� �)

@

@t

tZ
0

@�t '(�)

(t� �)�
d�

=
1

�(1� �)

1

�(1� �)

@

@t

tZ
0

24 �Z
0

'0(�)

(� � �)�
d�

35 1

(t� �)�
d�

=
1

�(1� �)�(1� �)

@

@t

tZ
0

24 �Z
0

'0(�)

(� � �)�
d�

35 (t� �)�� d�

� 1

�(1� �)�(1� �)

@I

@t
(3.7)

elde edilir. Beta fonksiyonunun (1.4) özelli¼ginden, I eşitli¼ginde integrallerin s¬ras¬de¼gi̧sti-

rilirse

I =

tZ
0

24 �Z
0

'0(�)

(� � �)�
d�

35 (t� �)�� d�

=

tZ
0

�Z
0

'0(�)

(� � �)�
(t� �)�� d�d�

=

tZ
0

�Z
0

'0(�) (t� �)�� (� � �)�� d�d�

= B(1� �; 1� �)

tZ
0

'0(�) (t� �)1�(�+�) d� (3.8)
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bulunur. Beta fonksiyonunun (1.3) ile verilen tan¬m¬gere¼gi

B(1� �; 1� �) =

1Z
0

(1� u)�� u��du

=

1Z
0

u�� (1� u)�� du

oldu¼gundan, (3:8) ifadesi (3:7) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa, �+� < 1 durumunda, Gamma

fonksiyonu (1.2) özelli¼gi ve Lemma 3.1 gere¼gi aşa¼g¬daki eşitlik elde edilir:

@�t @
�
t '(t) =

B(1� �; 1� �)

�(1� �)�(1� �)

@

@t

24 tZ
0

'0(�) (t� �)1�(�+�) d�

35
=

�(1��)�(1��)
�(2����)

�(1� �)�(1� �)

@

@t

24 tZ
0

'0(�) (t� �)1�(�+�) d�

35
=

1

�(2� �� �)

@

@t

24 tZ
0

'0(�) (t� �)

(t� �)(�+�)
d�

35
=

1

(1� �� �)�(1� �� �)

@

@t

24 tZ
0

(1� �� �)'(�)

(t� �)(�+�)
d�

35
=

1

�(1� �� �)

@

@t

24 tZ
0

'(�)

(t� �)(�+�)
d�

35
= @�+�t '(t):

E¼ger �+ � = 1 ise, hipotez gere¼gi '(0) = 0 oldu¼gundan, (3:8) eşitli¼gi

I = B(1� �; 1� �)

tZ
0

'0(�) (t� �)1�1 d�

= B(1� �; 1� �)

tZ
0

'0(�)d�

= B(1� �; 1� �) ('(t)� '(0))

= B(1� �; 1� �)'(t)
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halini al¬r. Böylece (3:7) ise,

@�t @
�
t '(t) =

1

�(1� �)�(1� �)

@I

@t

=
1

�(1� �)�(1� �)

@

@t
(B(1� �; 1� �)'(t))

=
B(1� �; 1� �)

�(1� �)�(1� �)
'0(t)

=

�(1��)�(1��)
�(2����)

�(1� �)�(1� �)
'0(t)

=
1

�(2� �� �)
'0(t)

=
1

�(1)
'0(t)

= '0(t)

biçiminde yaz¬l¬r. Böylelikle ispat tamamlan¬r.

Şimdi ise, Lemma 3.1 ve Lemma 3.2 ile verilen koşullar¬n u(x; t) için sa¼glan¬p sa¼glan-

mad¬¼g¬n¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r:

(3:3) başlang¬ç koşulu ile u(x; 0) = 0 oldu¼gu bilinmektedir. @
1
2
t u(x; 0) = 0 olmas¬, Lemma

3.5�te uzay seçimi ile sa¼glanm¬̧st¬r. Yani, @
1
2
t @

1
2
t u = @tu yaz¬labilir.

(3:2) denklemi dikkate al¬n¬rsa

@
1
2
t

�
@
1
2
t u(x; t)

�
= @

1
2
t

�
@2xu(x; t) + f(x; t)

�
= @2x

�
@
1
2
t u(x; t)

�
+ @

1
2
t f(x; t)

= @2x
�
@2xu(x; t) + f(x; t)

�
+ @

1
2
t f(x; t)

= @4xu(x; t) + @2xf(x; t) + @
1
2
t f(x; t) (3.9)

bulunur.

Elde edilen (3:9) sonucu, Lemma 3.2 gere¼gi @tu türevine eşit oldu¼gundan

�
@t � @4x

�
u(x; t) =

�
@
1
2
t + @2x

�
f(x; t) (3.10)

bulunur. Art¬k denklemin esas terimi (@t � @4x)u şeklinde olup Carleman de¼gerlendirmesi

bu esas terim için verilmi̧stir.
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3.2 CARLEMAN DE¼GERLEND·IRMES·I

Q = f(x; t); 0 < x < l; �0 < t < Tg ; 
 = (0; l)

bölgelerini göz önüne alal¬m, burada �0; � > 0, 0 < t0 < T d¬r. ' a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve

di¼ger yard¬mc¬fonksiyonlar

 (x; t) = d(x)� �(t� t0)
2; '(x; t) = e� ; �(x) = @xd

biçiminde tan¬mlanm¬̧st¬r. 0 � x � l; 0 < t < T için

@xd 6= 0;  (x; t) > 0

oldu¼gu kabul edilmi̧stir ve bu kabuller alt¬nda

� 6= 0; ' > 1

oldu¼gu garantilenmi̧stir.

Carleman de¼gerlendirmesine geçmeden önce, ispat s¬ras¬nda s¬kça kullan¬lacak iki adet

lemmaya ihtiyaç vard¬r.

Lemma 3.3 Her A;B 2 R için,

(A�B)2 � 2A2 + 2B2: (3.11)

·Ispat. Her A;B 2 R için A2 � 0; B2 � 0 ve her A;B 2 R için, A2 + B2 2 R dir. Bu

durumda, Binom aç¬l¬m¬ndan yararlanarak,

0 � (A+B)2 ) 0 � A2 + 2AB +B2

) 0� 2AB � A2 + 2AB +B2 � 2AB

) �2AB � A2 +B2

) �2AB + (A2 +B2) � A2 +B2 + (A2 +B2)

) (A�B)2 � 2A2 + 2B2

elde edilir.

Lemma 3.4 Her A;B 2 R için,

(A+B)2 � 2A2 + 2B2: (3.12)
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·Ispat. Her A;B 2 R için A2 � 0; B2 � 0 ve her A;B 2 R için, A2 � B2 2 R dir. Bu

durumda, Binom aç¬l¬m¬ndan

0 � (A�B)2 ) 0 � A2 � 2AB +B2

) 0 + 2AB � A2 � 2AB +B2 + 2AB

) 2AB � A2 +B2

) 2AB + (A2 +B2) � A2 +B2 + (A2 +B2)

) (A+B)2 � 2A2 + 2B2

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r.

Lemma 3.5 Öyle bir �0 > 0 ve bir s0 > 0 say¬s¬ vard¬r ki, her � � �0; s � s0 ve

u 2 C10 (Q) için,Z
Q

�
1

s'
j@tuj2 + s�2�2'

��@3xu��2 + s3�4�4'3
��@2xu��2

+s5�6�6'5 j@xuj2 + s7�8�8'7u2
�
e2s'dxdt

� C

Z
Q

���@t � @4x
�
u
��2 e2s'dxdt (3.13)

sa¼glanacak biçimde C > 0 say¬s¬vard¬r.

3.2.1 Carleman De¼gerlendirmesinin ·Ispat¬

Carleman de¼gerlendirmesi a¼g¬rl¬kl¬L2�normu için yap¬lm¬̧st¬r. ·Ispat s¬ras¬nda k¬smi in-

tegrasyondan yararlan¬lm¬̧s olup burada s ile � büyük parametredir.

F =
�
@t � @4x

�
u;

w = es'u; (3.14)

Pw = es'F = es'
�
@t � @4x

� �
e�s'w

�
(3.15)

olarak tan¬mlayal¬m. ·Ilk olarak, Pw ifadesi hesaplamak gerekir. Bunun için, e�s'w

teriminin t� ye göre birinci ve x� e göre dördüncü mertebeden türevleri hesaplanm¬̧st¬r.

Bu hesaplama s¬ras¬nda kullan¬lan baz¬türevler aşa¼g¬dad¬r:

@x' = ��';

@t' = �2�(t� t0)�';

@t� = 0:
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e�s'w çarp¬m¬n¬n t� ye göre türevi aşa¼g¬daki gibi hesaplanm¬̧s ve es' ile geni̧sletilmi̧stir:

@t(e
�s'w) = �s (@t') e�s'w + e�s'@tw

= �s (�2�(t� t0)�') e
�s'w + e�s'@tw

= 2�s� (t� t0)'e
�s'w + e�s'@tw;

es'@t(e
�s'w) = 2�s� (t� t0)'w + @tw: (3.16)

e�s'w ifadesinin x� e göre dördüncü mertebeden türevi ise,

@4x(e
�s'w) = @3x(@x(e

�s'w))

= @3x(@x(e
�s')w + e�s'@xw)

= @2x
�
@2x(e

�s')w + @x(e
�s')@xw + @x(e

�s')@xw + e�s'@2xw
�

= @2x(@
2
x(e

�s')w + 2@x(e
�s')@xw + e�s'@2xw)

= @x(@
3
x(e

�s')w + @2x(e
�s')@xw + 2@

2
x(e

�s')@xw

+2@x(e
�s')@2xw + @x(e

�s')@2xw + e�s'@3xw)

= @x
�
@3x(e

�s')w + 3@2x(e
�s')@xw + 3@x(e

�s')@2xw + e�s'@3xw
�

= @4x(e
�s')w + @3x(e

�s')@xw + 3@
3
x(e

�s')@xw + 3@
2
x(e

�s')@2xw

+3@2x(e
�s')@2xw + 3@x(e

�s')@3xw + @x(e
�s')@3xw + e�s'@4xw

= @4x(e
�s')w + 4@3x(e

�s')@xw + 6@
2
x(e

�s')@2xw + 4@x(e
�s')@3xw

+e�s'@4xw (3.17)

şeklinde bulunur. e�s' fonksiyonunun, (3:17) ifadesinde mevcut türevleri hesaplanarak

aşa¼g¬da verilen (3:18)� (3:21) eşitlikleri elde edilmi̧stir:

@x(e
�s') = �s (@x') e�s' = �s(��')e�s'; (3.18)

@2x(e
�s') = @x(�s��'e�s')

= �s�(�x'e�s' + �'xe
�s' + �'(�s)'xe�s')

= �s�(�x'e�s' + �(��')e�s' � s�'(��')e�s')

= �s�e�s'(�x'+ ��2'� s��2'2)

= s2�2�2'2e�s' � s�2�2'e�s' � s��x'e
�s'

� s2�2�2'2e�s' +O(s�2�2')e�s': (3.19)
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(3:19) ifadesinde O(s�2�2') = �s�2�2'� s��x' dir, çünkü�����s�2�2'� s��x'

s�2�2'

���� = ����1 + �x
��2

����
eşitli¼gi, � büyük parametre oldu¼gundan s¬n¬rl¬d¬r. Ayr¬ca,

@3x(e
�s') = @x(s

2�2�2'2e�s' � s�2�2'e�s' � s��x'e
�s')

= s2�22��x'
2e�s' + s2�2�22''xe

�s' + s2�2�2'2(�s)'xe�s'

�s�22��x'e�s' � s�2�2'xe
�s' � s�2�2'(�s)'xe�s'

�s��xx'e�s' � s��x'xe
�s' � s��x'(�s)'xe�s'

= 2s2�2��x'
2e�s' + 2s2�2�2'(��')e�s' � s3�2�2'2(��')e�s'

�2s�2��x'e�s' � s�2�2(��')e�s' + s2�2�2'(��')e�s'

�s��xx'e�s' � s��x(��')e
�s' + s2��x'(��')e

�s'

= 2s2�2��x'
2e�s' + 2s2�3�3'2e�s' � s3�3�3'3e�s'

�2s�2��x'e�s' � s�3�3'e�s' + s2�3�3'2e�s'

�s��xx'e�s' � s�2�x�'e
�s' + s2�2�x�'

2e�s'

� �s3�3�3'3e�s' +O(s2�3�3'2)e�s'; (3.20)

@4x(e
�s') = @x(2s

2�2��x'
2e�s' + 2s2�3�3'2e�s' � s3�3�3'3e�s' � 2s�2��x'e�s'

� s�3�3'e�s' + s2�3�3'2e�s' � s��xx'e
�s' � s�2�x�'e

�s'

+ s2�2�x�'
2e�s')

= 2s2�2�x�x'
2e�s' + 2s2�2��xx'

2e�s' + 2s2�2��x2''xe
�s'

+2s2�2��x'
2(�s)(��')e�s' + 2s2�33�2�x'2e�s' + 2s2�3�32''xe�s'

+2s2�3�3'2(�s)(��')e�s' � s3�33�2�x'
3e�s' � s3�3�33'2'xe

�s'

�s3�3�3'3(�s)(��')e�s' � 2s�2�x�x'e�s' � 2s�2��xx'e�s'

�2s�2��x'xe�s' � 2s�2��x'(�s)(��')e�s' � s�33�2�x'e
�s'

�s�3�3'xe�s' � s�3�3'(�s)(��')e�s' + s2�33�2�x'
2e�s'

+s2�3�32''xe
�s' + s2�3�3'2(�s)(��')e�s' � s��xxx'e

�s'

�s��xx'xe�s' � s��xx'(�s)(��')e�s' � s�2�xx�'e
�s' � s�2�x�x'e

�s'

�s�2�x�'xe�s' � s�2�x�'(�s)(��')e�s' + s2�2�xx�'
2e�s'

+s2�2�x�x'
2e�s' + s2�2�x�2''xe

�s' + s2�2�x�'
2(�s)(��')e�s'
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= 2s2�2�2x'
2e�s' + 2s2�2��xx'

2e�s' + 4s2�3�2�x'
2e�s' � 2s3�3�2�x'3e�s'

+6s2�3�2�x'
2e�s' + 4s2�4�4'2e�s' � 2s3�4�4'3e�s' � 3s3�3�2�x'3e�s'

�3s3�4�4'3e�s' + s4�4�4'4e�s' � 2s�2�2x'e�s' � 2s�2��xx'e�s'

�2s�3�2�x'e�s' + 2s2�3�2�x'2e�s' � 3s�3�2�x'e�s' � s�4�4'e�s'

+s2�4�4'2e�s' + 3s2�3�2�x'
2e�s' + 2s2�4�4'2e�s' � s3�4�4'3e�s'

�s��xxx'e�s' � s�2�xx�'e
�s' + s2�2�xx�'

2e�s' � s�2�xx�'e
�s'

�s�2�2x'e�s' � s�3�x�
2'e�s' + s2�3�x�

2'2e�s' + s2�2�xx�'
2e�s'

+s2�2�2x'
2e�s' + 2s2�3�x�

2'2e�s' � s3�3�x�
2'3e�s'

� s4�4�4'4e�s' +O(s3�4�4'3)e�s': (3.21)

d¬r. Bulunan (3:18)�(3:21) türevleri (3:17) ifadesinde yerine yaz¬l¬r ve es' ile geni̧sletilirse

es'@4x(e
�s'w) = es'@4x(e

�s')w + 4es'@3x(e
�s')@xw + 6e

s'@2x(e
�s')@2xw

+4es'@x(e
�s')@3xw + es'e�s'@4xw

= es'(2s2�2�2x'
2e�s' + 2s2�2��xx'

2e�s' + 4s2�3�2�x'
2e�s'

�2s3�3�2�x'3e�s' + 6s2�3�2�x'2e�s' + 4s2�4�4'2e�s'

�2s3�4�4'3e�s' � 3s3�3�2�x'3e�s' � 3s3�4�4'3e�s'

+s4�4�4'4e�s' � 2s�2�2x'e�s' � 2s�2��xx'e�s' � 2s�3�2�x'e�s'

+2s2�3�2�x'
2e�s' � 3s�3�2�x'e�s' � s�4�4'e�s' + s2�4�4'2e�s'

+3s2�3�2�x'
2e�s' + 2s2�4�4'2e�s' � s3�4�4'3e�s' � s��xxx'e

�s'

�s�2�xx�'e�s' + s2�2�xx�'
2e�s' � s�2�xx�'e

�s' � s�2�2x'e
�s'

�s�3�x�2'e�s' + s2�3�x�
2'2e�s' + s2�2�xx�'

2e�s' + s2�2�2x'
2e�s'

+2s2�3�x�
2'2e�s' � s3�3�x�

2'3e�s')w + 4es'(2s2�2��x'
2e�s'

+2s2�3�3'2e�s' � s3�3�3'3e�s' � 2s�2��x'e�s' � s�3�3'e�s'

+s2�3�3'2e�s' � s��xx'e
�s' � s�2�x�'e

�s' + s2�2�x�'
2e�s')@xw

+6es'(s2�2�2'2e�s' � s�2�2'e�s' � s��x'e
�s')@2xw

+4es'(�s(��')e�s')@3xw + @4xw
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= (s4�4�4'4 + 2s2�2�2x'
2 + 2s2�2��xx'

2 + 4s2�3�2�x'
2

�2s3�3�2�x'3 + 6s2�3�2�x'2 + 4s2�4�4'2 � 2s3�4�4'3

�3s3�3�2�x'3 � 3s3�4�4'3 + s4�4�4'4 � 2s�2�2x'� 2s�2��xx'

�2s�3�2�x'+ 2s2�3�2�x'2 � 3s�3�2�x'� s�4�4'+ s2�4�4'2

+3s2�3�2�x'
2 + 2s2�4�4'2 � s3�4�4'3 � s��xxx'� s�2�xx�'

+s2�2�xx�'
2 � s�2�xx�'+ s2�2�xx�'

2 + s2�2�2x'
2 + 2s2�3�x�

2'2

�s3�3�x�2'3)w + (8s2�2��x'2 + 8s2�3�3'2 � 4s3�3�3'3

�8s�2��x'� 4s�3�3'+ 4s2�3�3'2 � 4s��xx'� 4s�2�x�'

+4s2�2�x�'
2)@xw + (6s

2�2�2'2 � 6s�2�2'� 6s��x')@2xw

�4s��'@3xw + @4xw

� (s4�4�4'4 +O(s3�4�4'3))w � (4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw

+(6s2�2�2'2 +O(s�2�2'))@2xw � 4s��'@3xw + @4xw (3.22)

elde edilir. Böylece (3:16) ve (3:22), (3:15) eşitli¼ginde yerine konulursa

Pw = es'@t(e
�s'w)� es'@4x(e

�s'w)

= @tw + 2�s� (t� t0)'w � (s4�4�4'4 + 2s2�2�2x'2 + 2s2�2��xx'2

+4s2�3�2�x'
2 � 2s3�3�2�x'3 + 6s2�3�2�x'2 + 4s2�4�4'2

�2s3�4�4'3 � 3s3�3�2�x'3 � 3s3�4�4'3 + s4�4�4'4 � 2s�2�2x'

�2s�2��xx'� 2s�3�2�x'+ 2s2�3�2�x'2 � 3s�3�2�x'� s�4�4'

+s2�4�4'2e+ 3s2�3�2�x'
2 + 2s2�4�4'� s3�4�4'3 � s��xxx'

�s�2�xx�'+ s2�2�xx�'
2 � s�2�xx�'+ s2�2�xx�'

2 + s2�2�2x'
2

+2s2�3�x�
2'2 � s3�3�x�

2'3)w � (8s2�2��x'2 + 8s2�3�3'2

�4s3�3�3'3 � 8s�2��x'� 4s�3�3'+ 4s2�3�3'2 � 4s��xx'

�4s�2�x�'+ 4s2�2�x�'2)@xw � (6s2�2�2'2 � 6s�2�2'� 6s��x')@2xw

+4s��'@3xw � @4xw

� @tw � (s4�4�4'4 +O(s3�4�4'3))w + (4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw

�(6s2�2�2'2 +O(s�2�2'))@2xw + 4s��'@
3
xw � @4xw (3.23)

ifadesi bulunur.

Burada Pw, P1w ve P2w şeklinde iki parçaya ayr¬lm¬̧st¬r. P1w; mertebesi çift; P2w ise,
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mertebesi tek olan türevleri içeren terimlerden oluşacak biçimde seçilmi̧stir.

P1w = �@4xw � (6s2�2�2'2 � 6s�2�2'� 6s��x')@2xw � (s4�4�4'4 + 2s2�2�2x'2

+2s2�2��xx'
2 + 4s2�3�2�x'

2 � 2s3�3�2�x'3 + 6s2�3�2�x'2 + 4s2�4�4'2

�2s3�4�4'3 � 3s3�3�2�x'3 � 3s3�4�4'3 + s4�4�4'4 � 2s�2�2x'� 2s�2��xx'

�2s�3�2�x'+ 2s2�3�2�x'2 � 3s�3�2�x'� s�4�4'+ s2�4�4'2 + 3s2�3�2�x'
2

+2s2�4�4'2 � s3�4�4'3 � s��xxx'� s�2�xx�'+ s2�2�xx�'
2 � s�2�xx�'

+s2�2�xx�'
2 + s2�2�2x'

2 + 2s2�3�x�
2'2 � s3�3�x�

2'3 � 2�s� (t� t0)')w

� �@4xw � (6s2�2�2'2 +O(s�2�2'))@2xw

�(s4�4�4'4 +O(s3�4�4'3))w; (3.24)

P2w = @tw + 4s��'@
3
xw + (�8s2�2��x'2 � 8s2�3�3'2 + 4s3�3�3'3

+8s�2��x'+ 4s�
3�3'� 4s2�3�3'2 + 4s��xx'+ 4s�2�x�'

�4s2�2�x�'2)@xw

� @tw + 4s��'@
3
xw + (4s

3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw: (3.25)

L2 uzay¬nda iç çarp¬m ve norm tan¬m¬kullan¬larak

(P1w;P2w)L2(Q) � (�@4xw; @tw)L2(Q) + (�@4xw; 4s��'@3xw)L2(Q)

+(�@4xw; (4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw)L2(Q)

+(�(6s2�2�2'2 +O(s�2�2'))@2xw; @tw)L2(Q)

+(�(6s2�2�2'2 +O(s�2�2'))@2xw; 4s��'@
3
xw)L2(Q)

+(�(6s2�2�2'2 +O(s�2�2'))@2xw;

(4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw)L2(Q)

+(�(s4�4�4'4 +O(s3�4�4'3))w; @tw)L2(Q)

+(�(s4�4�4'4 +O(s3�4�4'3))w; 4s��'@3xw)L2(Q)

+(�(s4�4�4'4 +O(s3�4�4'3))w; (4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw)L2(Q)

=
9X

k=1

Jk (3.26)

oldu¼gu görülür.

(3:26) eşitli¼gi ile verilen Jk terimleri, 1 � k � 9 için hesaplanm¬̧st¬r. ·I̧slemler s¬ras¬nda j 2

N için aj(x; t); bj(x; t) yeterince büyük s; � için s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬belirtmi̧stir. Ayr¬ca,
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u 2 C10 (Q) olup e
s'u = w 2 C10 (Q) d¬r ve bu eşitlik, bütün terimler elde edilirken

dikkate al¬nm¬̧st¬r.

(3:26) eşitli¼gindeki ilk iki terim olan J1 ve J2, aşa¼g¬daki gibi hesaplanm¬̧st¬r:

J1 = (�@4xw; @tw)L2(Q)

= �
Z
Q

(@4xw)@twdxdt

= �
TZ
0

(@tw)(@
3
xw)
��l
0
dt+

Z
Q

(@3xw) (@x(@tw)) dxdt

=

Z
Q

(@3xw) (@x(@tw)) dxdt

=

TZ
0

@x(@tw)(@
2
xw)
��l
0
dt�

Z
Q

(@2xw)
�
@2x(@tw)

�
dxdt

= �
Z
Q

(@2xw)
�
@t(@

2
xw)
�
dxdt

= �1
2

Z
Q

@t(
��@2xw��2)dxdt = �12

lZ
0

��@2xw��2���T
0
dx = 0;

J2 = (�@4xw; 4s��'@3xw)L2(Q)

= �4
Z
Q

s�(@4xw)�'
�
@3xw

�
dxdt

= �2
Z
Q

s��'
�
@x(
��@3xw��2)� dxdt

= �2
TZ
0

s� �'
��@3xw��2���l

0
dt+ 2

Z
Q

s� (�x'+ �'x)
��@3xw��2 dxdt

= 2

Z
Q

s� (�x'+ �(��'))
��@3xw��2 dxdt

=

Z
Q

2s��x'
��@3xw��2 dxdt+ Z

Q

2s�2�2'
��@3xw��2 dxdt

=

Z
Q

2s�2�2'
�
1 +

a1
�

� ��@3xw��2 dxdt:
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J3 teriminin hesab¬ s¬ras¬nda, i̧slemlerde kolayl¬k sa¼glanmas¬ için, J31 terimi tan¬mlan-

m¬̧st¬r.

J3 = (�@4xw; (4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw)L2(Q)

=

Z
Q

(�@4xw)(4s3�3�3'3 + a1s
2�3�3'2) (@xw) dxdt

= �4
Z
Q

s3�3�3'3
�
1 +

a1
s

�
(@xw)

�
@4xw

�
dxdt

= �4
TZ
0

s3�3�3'3
�
1 +

a1
s

�
(@xw)

�
@3xw

����l
0
dt

+4

Z
Q

s3�3(3�2�x'
3 + 3�3'2'x)

�
1 +

a1
s

�
(@xw)

�
@3xw

�
dxdt

+4

Z
Q

s3�3�3'3
�
1 +

a1
s

�
(@2xw)

�
@3xw

�
dxdt+ 4

Z
Q

(@x(a1)) s
2�3�3'3(@xw)

�
@3xw

�
dxdt

= 4

Z
Q

s3�3(3�2�x'
3 + 3�3'2(��'))

�
1 +

a1
s

�
(@xw)

�
@3xw

�
dxdt

+4

Z
Q

s3�3�3'3
�
1 +

a1
s

�
(@2xw)

�
@3xw

�
dxdt+ 4

Z
Q

a2s
2�3�3'3(@xw)

�
@3xw

�
dxdt

= 12

Z
Q

s3�3�2�x'
3
�
1 +

a1
s

�
(@xw)@

3
xwdxdt+ 12

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a1
s

�
(@xw)@

3
xwdxdt

+4

Z
Q

s3�3�3'3
�
1 +

a1
s

�
(@2xw)

�
@3xw

�
dxdt+ 4

Z
Q

(@x(a1)) s
2�3�3'3(@xw)

�
@3xw

�
dxdt

= 12

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
(@xw)

�
@3xw

�
dxdt

+4

Z
Q

s3�3�3'3
�
1 +

a1
s

�
(@2xw)

�
@3xw

�
dxdt

Son eşitlikte J31 = 12
Z
Q

s3�4�4'3
�
1 + a2

s
+ a3

�

�
(@xw) (@

3
xw) dxdt olarak al¬n¬rsa

J3 � J31 + 4

Z
Q

s3�3�3'3
�
1 +

a1
s

�
(@2xw)

�
@3xw

�
dxdt

= J31 + 2

Z
Q

s3�3�3'3
�
1 +

a1
s

��
@x(
��@2xw��2)� dxdt
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= J31 + 2

TZ
0

s3�3�3'3
�
1 +

a1
s

� ��@2xw��2���l
0
dt� 2

Z
Q

(@x(a1)) s
2�3�3'3

��@2xw��2 dxdt
�2
Z
Q

s3�3(3�2�x'
3 + 3�3'2'x)

�
1 +

a1
s

� ��@2xw��2 dxdt
= J31 � 6

Z
Q

s3�3(�2�x'
3 + �3'2'x)

�
1 +

a1
s

� ��@2xw��2 dxdt
�2
Z
Q

(@x(a1)) s
2�3�3'3

��@2xw��2 dxdt
= J31 � 6

Z
Q

s3�3�2�x'
3
�
1 +

a1
s

� ��@2xw��2 dxdt� 6Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a1
s

� ��@2xw��2 dxdt
�2
Z
Q

(@x(a1)) s
2�3�3'3

��@2xw��2 dxdt
= J31 � 6

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a1
s
+
a2
�

� ��@2xw��2 dxdt;
yaz¬l¬r. J31 terimi de¼gerlendirilirse,

J31 =

Z
Q

12s3�4�4'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
(@xw)

�
@3xw

�
dxdt

=

TZ
0

12s3�4
�
�4'3

�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
(@xw)

� �
@2xw

����l
0
dt

�
Z
Q

12s3�4
�
4�3�x'

3(@xw) + 3�
4'2'x(@xw) + �4'3(@2xw)

� �
1 +

a2
s
+
a3
�

� �
@2xw

�
dxdt

�
Z
Q

12s3�4�4'3
�
@x(a2)

s
+
@x(a3)

�

�
(@xw)

�
@2xw

�
dxdt

= �48
Z
Q

s3�4�3�x'
3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
(@xw)

�
@2xw

�
dxdt

�36
Z
Q

s3�4�4'2(��')
�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
(@xw)

�
@2xw

�
dxdt

�12
Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

� ��@2xw��2 dxdt
�12

Z
Q

s3�4�4'3
�
@x(a2)

s
+
@x(a3)

�

�
(@xw)

�
@2xw

�
dxdt
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= �24
Z
Q

s3�4�3�x'
3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

� �
@x(j@xwj2)

�
dxdt

�18
Z
Q

s3�5�5'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

� �
@x(j@xwj2)

�
dxdt

�12
Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

� ��@2xw��2 dxdt
�6
Z
Q

s3�4�4'3
�
@x(a2)

s
+
@x(a3)

�

��
@x(j@xwj2)

�
dxdt

= �18
Z
Q

s3�5�5'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

� �
@x(j@xwj2)

�
dxdt

�12
Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

� ��@2xw��2 dxdt
= �18

TZ
0

s3�5�5'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
j@xwj2

���l
0
dt

+18

Z
Q

s3�5
�
(5�4�x'

3 + 3�5'2'x)
�
1 +

a2
s
+
a3
�

��
j@xwj2 dxdt

+18

Z
Q

s3�5�5'3
�
@x(a2)

s
+
@x(a3)

�

�
j@xwj2 dxdt

�12
Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

� ��@2xw��2 dxdt
= 90

Z
Q

s3�5�4�x'
3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
j@xwj2 dxdt

+54

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
j@xwj2 dxdt

+18

Z
Q

s3�5�5'3
�
@x(a2)

s
+
@x(a3)

�

�
j@xwj2 dxdt

�12
Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

� ��@2xw��2 dxdt
= 54

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
j@xwj2 dxdt

�12
Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

� ��@2xw��2 dxdt
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olarak elde edilir ve bu de¼gerlendirme J3 ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

J3 = 54

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
j@xwj2 dxdt

�12
Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

� ��@2xw��2 dxdt
�6
Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a1
s
+
a2
�

� ��@2xw��2 dxdt;
bulunur. Benzer olarak, J4 , J41 ve J42 şeklinde iki terimin toplam¬halinde yaz¬lm¬̧st¬r.

J4 = (�(6s2�2�2'2 +O(s�2�2'))@2xw; @tw)L2(Q)

= �6
Z
Q

(s2�2�2'2 + b1s�
2�2')(@2xw)(@tw)dxdt

= �6
Z
Q

s2�2�2'2
�
1 +

b1
s

�
(@2xw)(@tw)dxdt

= �6
TZ
0

s2�2�2'2
�
1 +

b1
s

�
(@tw)(@xw)

����l
0

dt+ 6

Z
Q

(@x (b1))s�
2�2'2(@xw)(@tw)dxdt

+6

Z
Q

s2�2(2��x'
2(@tw) + 2�

2''x(@tw) + �2'2@x(@tw))

�
1 +

b1
s

�
(@xw)dxdt

= 12

Z
Q

s2�2��x'
2(@tw)

�
1 +

b1
s

�
(@xw)dxdt+ 12

Z
Q

s2�3�3'2(@tw)

�
1 +

b1
s

�
(@xw)dxdt

+6

Z
Q

s2�2�2'2@x(@tw)

�
1 +

b1
s

�
(@xw)dxdt+ 6

Z
Q

(@x (b1))s�
2�2'2(@xw)(@tw)dxdt

= 12

Z
Q

s2�3�3'2(@tw)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@xw)dxdt

+6

Z
Q

s2�2�2'2(@x(@tw))

�
1 +

b1
s

�
(@xw)dxdt

� J41 + J42:

(3:25) gere¼gi @tw = P2w � 4s��'@3xw � (4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw d¬r ve bu eşitlik,

J41 terimini hesaplarken dikkate al¬n¬p J
(1)
41 ; J

(2)
41 ; J

(3)
41 şeklinde üç terim tan¬mlarsak,

J41 = 12

Z
Q

s2�3�3'2(@tw)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@xw)dxdt
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= 12

Z
Q

(P2w � 4s��'@3xw � (4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2)))s2�3�3'2(@xw)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@xw) dxdt

= 12

Z
Q

s2�3�3'2(P2w)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@xw)dxdt

+12

Z
Q

s2�3�3'2(�4s��'@3xw)
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@xw)dxdt

+12

Z
Q

s2�3�3'2((�4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@xw)dxdt

� J
(1)
41 + J

(2)
41 + J

(3)
41

şeklinde yaz¬l¬r. Her A;B > 0 ve " > 0 için,

�p
"A� B

2
p
"

�2
� 0) AB � "A2 +

B2

4"

oldu¼gundan, yukar¬daki eşitsizlikte A = P2w;B = 12s2�3�3'2
�
1 + b1

s
+ b2

�

�
(@xw) seçilip

(1:7) göz önünde bulundurulursa, J (1)41 terimi için yap¬lan inceleme aşa¼g¬dad¬r:

���J (1)41 ��� =

������12
Z
Q

s2�3�3'2(P2w)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@xw)dxdt

������
� 12

Z
Q

����s2�3�3'2(P2w)�1 + b1
s
+
b2
�

�
(@xw)

���� dxdt
� "

Z
Q

jP2wj2 dxdt+ C(")

Z
Q

��s2�3�3'2(@xw)��2 dxdt
= "

Z
Q

jP2wj2 dxdt+ C(")

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt:

J
(2)
41 ve J

(3)
41 terimleri hesaplanarak aşa¼g¬daki şekilde yaz¬l¬r.

J
(2)
41 = �48

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@xw)(@

3
xw)dxdt
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= �48
TZ
0

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@xw)(@

2
xw)

����l
0

dt

+48

Z
Q

s3�4
�
4�3�x'

3(@xw) + 3�
4'2'x(@xw) + �4'3(@2xw)

��
1 +

b1
s
+
b2
�

�

(@2xw)dxdt+ 48

Z
Q

s3�4�4'3
�
@x (b1)

s
+
@x (b2)

�

�
(@xw)(@

2
xw)dxdt

= 192

Z
Q

s3�4�3�x'
3(@xw)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@2xw)dxdt

+144

Z
Q

s3�5�5'3(@xw)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@2xw)dxdt

+48

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
+48

Z
Q

s3�4�4'3
�
@x (b1)

s
+
@x (b2)

�

�
(@xw)(@

2
xw)dxdt

= 144

Z
Q

s3�5�5'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@xw)(@

2
xw)dxdt

+48

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
= 72

Z
Q

s3�5�5'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@x j@xwj2)dxdt

+48

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
= 72

TZ
0

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2

����l
0

dt

�72
Z
Q

s3�5
�
(5�4�x'

3 + 3�5'2'x)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

��
j@xwj2 dxdt

�72
Z
Q

s3�5�5'3
�
@x (b1)

s
+
@x (b2)

�

�
j@xwj2 dxdt

+48

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
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= �360
Z
Q

s3�5�4�x'
3

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

�216
Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

�72
Z
Q

s3�5�5'3
�
@x (b1)

s
+
@x (b2)

�

�
j@xwj2 dxdt

+48

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
= �216

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+48

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt;

J
(3)
41 = 12

Z
Q

s2�3�3'2(�
�
4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2)

�
)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

= �48
Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+12

Z
Q

b3s
4�6�6'4

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt:

Hesaplanan J (1)41 ; J
(2)
41 ; J

(3)
41 terimleri J41 ifadesinde göz önüne al¬narak, aşa¼g¬daki eşitsizlik

yaz¬l¬r. J41 incelenirken, J0 terimi tan¬mlanm¬̧st¬r.

J41 � �
���J (1)41 ���+ J

(2)
41 + J

(3)
41

= �"
Z
Q

jP2wj2 dxdt� C(")

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt

�216
Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+48

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
�48

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt
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+12

Z
Q

b3s
4�6�6'4

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

� �"
Z
Q

jP2wj2 dxdt� C(")

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt

+48

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
�(48 + �)

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt� C

Z
Q

s3�6�6'3 j@xwj2 dxdt

� J0:

J42 terimi hesaplan¬rken,
@x(b1)

s
= b3 olarak ele al¬nm¬̧st¬r.

J42 = 6

Z
Q

s2�2�2'2
�
1 +

b1
s

�
(@xw)(@x(@tw))dxdt

= 6

Z
Q

s2�2�2'2
�
1 +

b1
s

�
(@xw)(@t(@xw))dxdt

= 3

Z
Q

s2�2�2'2
�
1 +

b1
s

�
@t(j@xwj2)dxdt

= 3

lZ
0

s2�2�2'2
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2

����T
0

dx� 3
Z
Q

b3s
2�2�2'2 j@xwj2 dxdt

�3
Z
Q

s2�2(2��t'
2 + 2�2''t)

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

= �6
Z
Q

s2�2��t'
2

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt� 6

Z
Q

s2�2�2''t

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

�3
Z
Q

@t(b3)s
2�2�2'2 j@xwj2 dxdt

= 12

Z
Q

s2�3�2'2�(t� t0)

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt� 6

Z
Q

s2�2��t'
2

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

�3
Z
Q

(@t(b3))s
2�2�2'2 j@xwj2 dxdt:
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J41 ve J42 terimleri, J4 ifadesinde yerine yaz¬larak

J4 � J0 + 12

Z
Q

s2�3�2'2�(t� t0)

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

�6
Z
Q

s2�2��t'
2

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt� 3

Z
Q

(@t(b3))s
2�2�2'2 j@xwj2 dxdt

bulunur. J5 � J9 terimleri aşa¼g¬daki gibi hesaplanm¬̧st¬r.

J5 = (�(6s2�2�2'2 +O(s�2�2'))@2xw; 4s��'@
3
xw)L2(Q)

= �
Z
Q

(6s2�2�2'2 + b1s�
2�2')(@2xw)4s��'(@

3
xw)dxdt

= �
Z
Q

6s2�2�2'2
�
1 +

b1
s

�
4s��'(@2xw)(@

3
xw)dxdt

= �12
Z
Q

s3�3�3'3
�
1 +

b1
s

�
@x(
��@2xw��2)dxdt

= �12
TZ
0

s3�3�3'3
�
1 +

b1
s

� ��@2xw��2����l
0

dt+ 12

Z
Q

(@x (b1))s
2�3�3'3

��@2xw��2 dxdt
+12

Z
Q

s3�3(3�2�x'
3 + 3�3'2'x)

�
1 +

b1
s

� ��@2xw��2 dxdt
= 36

Z
Q

s3�3�2�x'
3

�
1 +

b1
s

� ��@2xw��2 dxdt+ 36Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s

� ��@2xw��2 dxdt
+12

Z
Q

(@x (b1))s
2�3�3'3

��@2xw��2 dxdt
= 36

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt;

J6 = (�(6s2�2�2'2 +O(s�2�2'))@2xw; (4s
3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw)L2(Q)

=

Z
Q

� (6s2�2�2'2 + a1s�
2�2')

�
4s3�3�3'3 + a2s

2�3�3'2
�
(@2xw)(@xw)dxdt

= �24
Z
Q

s2�2�2'2
�
1 +

a1
s

�
s3�3�3'3

�
1 +

a2
s

�
(@2xw)(@xw)dxdt
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= �24
Z
Q

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
(@2xw)(@xw)dxdt

= �12
Z
Q

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
(@x(j@xwj2))dxdt

= �12
lZ

0

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2

����T
0

dt+ 12

Z
Q

(@x (b1))s
4�5�5'5 j@xwj2 dxdt

+12

Z
Q

s5�5(5�4�x'
5 + 5�5'4'x)

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

= 60

Z
Q

s5�5�4�x'
5

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt+ 60

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

+12

Z
Q

(@x (b1))s
4�5�5'5 j@xwj2 dxdt;

J7 = (�(s4�4�4'4 +O(s3�4�4'3))w; @tw)L2(Q)

= �
Z
Q

(s4�4�4'4 + b1s
3�4�4'3)w(@tw)dxdt

= �1
2

Z
Q

s4�4�4'4
�
1 +

b1
s

�
(@t
�
w2
�
)dxdt

= �1
2

lZ
0

s4�4�4'4
�
1 +

b1
s

�
w2
����T
0

dx+
1

2

Z
Q

(@x (b1))s
3�4�4'4w2dxdt

+
1

2

Z
Q

s4�4(4�3�t'
4 + 4�4'3't)

�
1 +

b1
s

�
w2dxdt

= 2

Z
Q

s4�4�3�t'
4

�
1 +

b1
s

�
w2dxdt+

1

2

Z
Q

(@x (b1))s
3�4�4'4w2dxdt

�4
Z
Q

�s4�5�4'4(t� t0)

�
1 +

b1
s

�
w2dxdt

� C

Z
Q

s4�5�4'4w2dxdt;

J8 = (�(s4�4�4'4 +O(s3�4�4'3))w; 4s��'@3xw)L2(Q)

= �4
Z
Q

(s4�4�4'4 + b1s
3�4�4'3)ws��'@3xwdxdt
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= �4
Z
Q

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
w(@3xw)dxdt

= �4
TZ
0

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
w(@2xw)

����l
0

dt

+4

Z
Q

s5�5(5�4�x'
5 + 5�5'4'x)

�
1 +

b1
s

�
w(@2xw)dxdt

+4

Z
Q

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
(@xw)(@

2
xw)dxdt+ 4

Z
Q

(@x (b1))s
4�5�5'5w(@2xw)dxdt

= 20

Z
Q

s5�5�4�x'
5

�
1 +

b1
s

�
w(@2xw)dxdt+ 20

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
w(@2xw)dxdt

+4

Z
Q

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
(@xw)(@

2
xw)dxdt+ 4

Z
Q

(@x (b1))s
4�5�5'5w(@2xw)dxdt

= 20

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w(@2xw)dxdt+ 4

Z
Q

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
(@xw)(@

2
xw)dxdt

= 20

TZ
0

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w(@xw)

����l
0

dt

�20
Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@xw)(@xw)dxdt

�20
Z
Q

s5�6(6�5�x'
5 + 5�6'4'x)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w(@xw)dxdt

�20
Z
Q

s5�6�6'5
�
@x (b1)

s
+
@x (b2)

�

�
w(@xw)dxdt

+2

Z
Q

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
(@x j@xwj2)dxdt

= �10
Z
Q

s5�6(6�5�x'
5 + 5�6'4'x)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@x
�
w2
�
)dxdt

�20
Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt+ 2

Z
Q

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
(@x
�
j@xwj2

�
)dxdt

�10
Z
Q

s5�6�6'5
�
@x (b1)

s
+
@x (b2)

�

�
(@x
�
w2
�
)dxdt
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= �60
Z
Q

s5�6�5�x'
5

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@x
�
w2
�
)dxdt

�50
Z
Q

s5�7�7'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@x
�
w2
�
)dxdt

�20
Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt+ 2

Z
Q

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
(@x j@xwj2)dxdt

�10
Z
Q

s5�6�6'5
�
@x (b1)

s
+
@x (b2)

�

�
(@x
�
w2
�
)dxdt

= �50
Z
Q

s5�7�7'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@x
�
w2
�
)dxdt� 20

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+2

Z
Q

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
(@x j@xwj2)dxdt+ 2

Z
Q

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
(@x j@xwj2)dxdt

= �50
Z
Q

s5�7�7'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
(@x
�
w2
�
)dxdt� 20

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

= �50
TZ
0

s5�7�7'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2
����l
0

dt

+50

Z
Q

s5�7(7�6�x'
5 + 5�7'4'x)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt

+50

Z
Q

s5�7�7'5
�
@x (b1)

s
+
@x (b2)

�

�
w2dxdt� 20

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+2

TZ
0

s5�5�5'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2

����l
0

dt� 2
Z
Q

(@x (b1)) s
4�5�5'5 j@xwj2 dxdt

�2
Z
Q

s5�5(5�4�x'
5 + 5�5'4'x)

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

= 350

Z
Q

s5�7�6�x'
5

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt+ 250

Z
Q

s5�8�8'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt

+50

Z
Q

s5�7�7'5
�
@x (b1)

s
+
@x (b2)

�

�
w2dxdt� 2

Z
Q

(@x (b1))s
4�5�5'5 j@xwj2 dxdt

�10
Z
Q

s5�5�4�x'
5

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt� 10

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt
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�20
Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

= 250

Z
Q

s5�8�8'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt� 20

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

�10
Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt;

J9 = (�(s4�4�4'4 +O(s3�4�4'3))w; (4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw)L2(Q)

=

Z
Q

� (s4�4�4'4 + a1s
3�4�4'3)(4s3�3�3'3 + a2s

2�3�3'2)w(@xw)dxdt

= �4
Z
Q

s4�4�4'4
�
1 +

a1
s

�
s3�3�3'3

�
1 +

a2
s

�
w(@xw)dxdt

= �2
Z
Q

s7�7�7'7
�
1 +

b1
s

�
(@x(w

2))dxdt

= �2
TZ
0

s7�7�7'7
�
1 +

b1
s

�
w2
����l
0

dt+ 2

Z
Q

(@x (b1)) s
6�7�7'7w2dxdt

+2

Z
Q

s7�7(7�6�x'
7 + 7�7'6'x)

�
1 +

b1
s

�
w2dxdt

= 14

Z
Q

s7�7�6�x'
7

�
1 +

b1
s

�
w2dxdt+ 14

Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s

�
w2dxdt

+2

Z
Q

(@x (b1)) s
6�7�7'7w2dxdt

= 14

Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt:

(P1w;P2w)L2(Q) =

9X
k=1

Jk şeklinde tan¬mlanan (3:26) eşitli¼ginde, yukar¬da incelenen J1�J9

terimleri yerine yaz¬larak aşa¼g¬daki eşitsizlik elde edilmi̧stir.

(P1w;P2w)L2(Q) �
 

9X
k=1

Jk

!
� 2J7
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�
Z
Q

2s�2�2'
��@3xw��2 dxdt+ 54Z

Q

s3�6�6'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
j@xwj2 dxdt

�12
Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

� ��@2xw��2 dxdt
�6
Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

a1
s
+
a2
�

� ��@2xw��2 dxdt+ J0

+12

Z
Q

s2�3�2'2�(t� t0)

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

�6
Z
Q

s2�2��t'
2

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt� 3

Z
Q

@t(b3)s
2�2�2'2 j@xwj2 dxdt

+36

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
+60

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

�C
Z
Q

s4�5�4'4w2dxdt+ 250

Z
Q

s5�8�8'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt

�20
Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt

�10
Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt+ 14

Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt

= 2

Z
Q

s�2�2'
��@3xw��2 dxdt+ 54Z

Q

s3�6�6'3
�
1 +

a2
s
+
a3
�

�
j@xwj2 dxdt

+18

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt+ J0

+12

Z
Q

s2�3�2'2�(t� t0)

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

�6
Z
Q

s2�2��t'
2

�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt� 3

Z
Q

@t(b3)s
2�2�2'2 j@xwj2 dxdt

+30

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
j@xwj2 dxdt+ 14

Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt
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�C
Z
Q

s4�5�4'4w2dxdt+ 250

Z
Q

s5�8�8'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt

= 2

Z
Q

s�2�2'
��@3xw��2 dxdt+ 18Z

Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt+ J0

+

Z
Q

�
(54s3�6�6'3 + 30s5�6�6'5)

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�

+12�(t� t0)s
2�3�2'2

�
1 +

b1
s

�
� 3 (@t(b3)) s2�2�2'2

�
j@xwj2 dxdt

+

Z
Q

��
14s7�8�8'7 + 250s5�8�8'5

��
1 +

b1
s
+
b2
�

�
� Cs4�5�4'4

�
w2dxdt

� 2

Z
Q

s�2�2'
��@3xw��2 dxdt+ 17Z

Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
+29

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt+ 13
Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt+ J0:

Yukar¬daki eşitsizlik düzenlenerek

(P1w;P2w)L2(Q) � 2

Z
Q

s�2�2'
��@3xw��2 dxdt� C

Z
Q

s3�6�6'3 j@xwj2 dxdt

+17

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
+29

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt+ 13
Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt

�"
Z
Q

jP2wj2 dxdt� C(")

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt

+48

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
�(48 + �)

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt

biçiminde yaz¬l¬r. Burada, s ve � yeterince büyük olmak üzere, " > 0 ve � > 0 yeterince

küçük seçilebilen sabit de¼gerlerdir. J0 tan¬m¬gere¼gi, de¼gerlendirmenin sonucu aşa¼g¬daki

gibi elde edilmi̧stir.
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(P1w;P2w)L2(Q) + "

Z
Q

jP2wj2 dxdt

� 2

Z
Q

s�2�2'
��@3xw��2 dxdt+ 13Z

Q

s7�8�8'7w2dxdt

+65

Z
Q

s3�4�4'3
�
1 +

b1
s
+
b2
�

� ��@2xw��2 dxdt
�(19 + �)

Z
Q

�
s5�6�6'5 + Cs4�6�6'4 + Cs3�6�6'3

�
j@xwj2 dxdt: (3.27)

(3:27) eşitsizli¼gi, negatif i̧saretli integral içerdi¼ginden, pozitif kuadratik form elde edile-

memi̧stir. O halde, yeni bir de¼gerlendirmeye ihtiyaç vard¬r. Bu amaçla,
Z
Q

(Pw) �

s3�4�4'3wdxdt terimi göz önüne al¬nm¬̧st¬r.

�
Pw; s3�4�4'3w

�
L2(Q)

=
�
@tw; s

3�4�4'3w
�
L2(Q)

+
�
�@4xw; s3�4�4'3w

�
L2(Q)

+
�
4s��'@3xw; s

3�4�4'3w
�
L2(Q)

+
�
�(6s2�2�2'2 +O(s�2�2'))@2xw; s

3�4�4'3w
�
L2(Q)

+
�
(4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw; s

3�4�4'3w
�
L2(Q)

+
�
�(s4�4�4'4 +O(s3�4�4'3))w; s3�4�4'3w

�
L2(Q)

=

6X
k=1

Ik: (3.28)

Burada, (3:28) eşitli¼ginde tan¬mlanan Ik terimleri hesaplanm¬̧st¬r. I1 terimi aşa¼g¬da ve-

rildi¼gi gibidir:

I1 =
�
@tw; s

3�4�4'3w
�
L2(Q)

=

Z
Q

s3�4�4'3w (@tw) dxdt

=
1

2

Z
Q

s3�4�4'3
�
@t
�
w2
��
dxdt

=
1

2

lZ
0

s3�4�4'3w2
��T
0
dx� 1

2

Z
Q

s3�4
�
4�3�t'

3 + 3�4'2't
�
w2dxdt
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= �2
Z
Q

s3�4�3�t'
3w2dxdt+ 3

Z
Q

�s3�5�4'3(t� t0)w
2dxdt

= 3

Z
Q

�s3�5�4'3(t� t0)w
2dxdt:

I2 teriminin hesab¬yap¬l¬rken i̧slem kolayl¬¼g¬için I21 ve I22 terimleri tan¬mlanm¬̧st¬r.

I2 =
�
�@4xw; s3�4�4'3w

�
L2(Q)

= �
Z
Q

s3�4�4'3w(@4xw)dxdt

= �
TZ
0

s3�4�4'3w(@3xw)
��l
0
dt+

Z
Q

s3�4�4'3 (@xw) (@
3
xw)dxdt

+

Z
Q

s3�4
�
4�3�x'

3 + 3�4'2'x
�
w(@3xw)dxdt

= 4

Z
Q

s3�4�3�x'
3w(@3xw)dxdt+ 3

Z
Q

s3�5�5'3w(@3xw)dxdt

+

Z
Q

s3�4�4'3 (@xw) (@
3
xw)dxdt

= 3

Z
Q

s3�5�5'3
�
1 +

b2
�

�
w(@3xw)dxdt+

Z
Q

s3�4�4'3 (@xw) (@
3
xw)dxdt

� I21 + I22:

I21 ve I22 terimlerinin incelenmesi sonucu, aşa¼g¬daki ifadeler elde edilmi̧stir.

I21 = 3

Z
Q

s3�5�5'3
�
1 +

b2
�

�
w(@2xw)dxdt

= 3

TZ
0

s3�4�4'3w(@2xw)
��l
0
dt� 3

Z
Q

@x(b2)s
3�4�5'3w(@2xw)dxdt

�3
Z
Q

s3�5(5�4�x'
3 + 3�5'2'x)

�
1 +

b2
�

�
w(@2xw)dxdt

�3
Z
Q

s3�5�5'3
�
1 +

b2
�

�
(@xw)(@

2
xw)dxdt
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= �15
Z
Q

s3�5�4�x'
3

�
1 +

b2
�

�
w(@2xw)dxdt� 9

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
w(@2xw)dxdt

�3
Z
Q

@x(b2)s
3�4�5'3w(@2xw)dxdt�

3

2

Z
Q

s3�5�5'3
�
1 +

b2
�

�
@x
�
j@xwj2

�
dxdt

= �9
Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
w(@2xw)dxdt�

3

2

Z
Q

s3�5�5'3
�
1 +

b2
�

�
@x
�
j@xwj2

�
dxdt

= �9
TZ
0

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
w(@xw)

����l
0

dt

+9

Z
Q

s3�6(6�5�x'
3 + 3�6'2'x)

�
1 +

b2
�

�
w(@xw)dxdt

+9

Z
Q

@x(b2)s
3�5�6'3w(@xw)dxdt+ 9

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
(@xw)(@xw)dxdt

�3
2

TZ
0

s3�5�5'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2

����l
0

dt+
3

2

Z
Q

@x(b2)s
3�4�5'3 j@xwj2 dxdt

+
3

2

Z
Q

s3�5(5�4�x'
3 + 3�5'2'x)

�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt

= 54

Z
Q

s3�6�5�x'
3

�
1 +

b2
�

�
w(@xw)dxdt+ 27

Z
Q

s3�7�7'3
�
1 +

b2
�

�
w(@xw)dxdt

+9

Z
Q

@x(b2)s
3�5�6'3w(@xw)dxdt+ 9

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+
15

2

Z
Q

s3�5�4�x'
3

�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt+

9

2

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+
3

2

Z
Q

@x(b2)s
3�4�5'3 j@xwj2 dxdt

= 27

Z
Q

s3�7�7'3
�
1 +

b2
�

�
w(@xw)dxdt+ 9

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+
9

2

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt

=
27

2

Z
Q

s3�7�7'3
�
1 +

b2
�

�
@x(w

2)dxdt+
27

2

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt
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=
27

2

TZ
0

s3�7�7'3
�
1 +

b2
�

�
w2
����l
0

dt� 27
2

Z
Q

@x (b2) s
3�6�7'3w2dxdt

�27
2

Z
Q

s3�7(7�6�x'
3 + 3�7'2'x)

�
1 +

b2
�

�
w2dxdt

+
27

2

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt

= �189
2

Z
Q

s3�7�6�x'
3

�
1 +

b2
�

�
w2dxdt� 81

2

Z
Q

s3�8�8'3
�
1 +

b2
�

�
w2dxdt

�27
2

Z
Q

@x(b2)s
3�6�7'3w2dxdt+

27

2

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt

= �81
2

Z
Q

s3�8�8'3
�
1 +

b2
�

�
w2dxdt+

27

2

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt;

I22 =

Z
Q

s3�4�4'3 (@xw) (@
3
xw)dxdt

=

TZ
0

s3�4�4'3 (@xw) (@
2
xw)
��l
0
dt�

Z
Q

s3�4�4'3(@2xw)(@
2
xw)dxdt

�
Z
Q

s3�4(4�3�x'
3 + 3�4'2'x) (@xw) (@

2
xw)dxdt

= �4
Z
Q

s3�4�3�x'
3 (@xw) (@

2
xw)dxdt� 3

Z
Q

s3�5�5'3 (@xw) (@
2
xw)dxdt

�
Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

= �3
Z
Q

s3�5�5'3
�
1 +

b2
�

�
(@xw) (@

2
xw)dxdt�

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

= �3
2

Z
Q

s3�5�5'3
�
1 +

b2
�

�
@x
�
j@xwj2

�
dxdt�

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt
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= �3
2

TZ
0

s3�5�5'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2

����l
0

dt

+
3

2

Z
Q

s3�5(5�4�x'
3 + 3�5'2'x)

�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+
3

2

Z
Q

@x(b2)s
3�4�5'3 j@xwj2 dxdt�

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

=
15

2

Z
Q

s3�5�4�x'
3

�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+
9

2

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+
3

2

Z
Q

@x(b2)s
3�4�5'3 j@xwj2 dxdt�

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

=
9

2

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt�

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt:

Bulunan I21 ve I22 terimleri, I2 ifadesinde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

I2 = I21 + I22

= �81
2

Z
Q

s3�8�8'3
�
1 +

b2
�

�
w2dxdt

+
27

2

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt

+
9

2

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt�

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

= �81
2

Z
Q

s3�8�8'3
�
1 +

b2
�

�
w2dxdt

+18

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt�

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt:

elde edilir. I3 � I6 terimleri aşa¼g¬daki gibi hesap edilmi̧stir.

I3 =
�
4s��'@3xw; s

3�4�4'3w
�
L2(Q)
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= 4

Z
Q

s4�5�5'4w
�
@3xw

�
dxdt

= 4

TZ
0

s4�5�5'4w
�
@2xw

���l
0
dt� 4

Z
Q

s4�5�5'4 (@xw)
�
@2xw

�
dxdt

�4
Z
Q

s4�5
�
5�4�x'

4 + 4�5'3'x
�
w
�
@2xw

�
dxdt

= �20
Z
Q

s4�5�4�x'
4w
�
@2xw

�
dxdt� 16

Z
Q

s4�6�6'4w
�
@2xw

�
dxdt

�4
Z
Q

s4�5�5'4 (@xw)
�
@2xw

�
dxdt

= �16
Z
Q

s4�6�6'4
�
1 +

b1
�

�
w
�
@2xw

�
dxdt� 4

Z
Q

s4�5�5'4 (@xw)
�
@2xw

�
dxdt

= �16
Z
Q

s4�6�6'4
�
1 +

b1
�

�
w
�
@2xw

�
dxdt� 2

Z
Q

s4�5�5'4
�
@x
�
j@xwj2

��
dxdt

= �16
TZ
0

s4�6�6'4
�
1 +

b1
�

�
w (@xw)

����l
0

dt

+16

Z
Q

s4�6
�
@x

�
�6'4

�
1 +

b1
�

���
w (@xw) dxdt

+16

Z
Q

s4�6�6'4
�
1 +

b1
�

�
(@xw) (@xw) dxdt� 2

TZ
0

s4�5�5'4 j@xwj2
��l
0
dt

+2

Z
Q

s4�5(5�4�x'
4 + 4�5'3'x) j@xwj

2 dxdt

= 8

Z
Q

s4�6
�
@x

�
�6'4

�
1 +

b1
�

����
@x
�
w2
��
dxdt+ 8

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt

+16

Z
Q

s4�6�6'4
�
1 +

b1
�

�
j@xwj2 dxdt+ 10

Z
Q

s4�5�4�x'
4 j@xwj2 dxdt

= 8

Z
Q

s4�6(6�5�x'
4 + 4�6'3'x)

�
1 +

b1
�

��
@x
�
w2
��
dxdt

+16

Z
Q

@x(b1)s
4�5�6'4

�
@x
�
w2
��
dxdt+ 16

Z
Q

s4�6�6'4
�
1 +

b1
�

�
j@xwj2 dxdt

+8

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt
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= 48

Z
Q

s4�6�5�x'
4

�
1 +

b1
�

��
@x
�
w2
��
dxdt+ 8

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt

+32

Z
Q

s4�7�7'4
�
1 +

b1
�

��
@x
�
w2
��
dxdt+ 16

Z
Q

@x(b1)s
4�5�6'4

�
@x
�
w2
��
dxdt

+16

Z
Q

s4�6�6'4
�
1 +

b1
�

�
j@xwj2 dxdt

= 32

Z
Q

s4�7�7'4
�
1 +

b1
�

��
@x
�
w2
��
dxdt+ 16

Z
Q

s4�6�6'4
�
1 +

b1
�

�
j@xwj2 dxdt

+8

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt
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0
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b1
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�
w2
����l
0
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Z
Q
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4�6�7'4w2dxdt

�32
Z
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w2dxdt
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Z
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j@xwj2 dxdt+ 8

Z
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s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt
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w2dxdt� 128

Z
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w2dxdt

+16

Z
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s4�6�6'4
�
1 +
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j@xwj2 dxdt+ 8

Z
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s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt
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Z
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@x(b1)s
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Z
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I4 =
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�(6s2�2�2'2 +O(s�2�2'))@2xw; s
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Z
Q

s2�2�2'2
�
1 +

b1
s

��
@2xw

� �
s3�4�4'3w

�
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= �6
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0

s5�6�6'5
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�
w (@xw)

����l
0

dt
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5 + 5�6'4'x
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Z
Q

(@x(b1)) s
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Z
Q
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�
1 +
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Z
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b1
s

��
@x
�
w2
��
dxdt

+3

Z
Q
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4�6�6'5
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�
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Z
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Z
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Z
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�
j@xwj2 dxdt
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s
+
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0
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s
+
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0

dt

�15
Z
Q

s5�7
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s
+
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�
w2dxdt
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Z
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�
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s
+
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�

�
w2dxdt
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Z
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�
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s

�
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= �105
Z
Q

s5�7�6�x'
5

�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt� 75

Z
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�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt

�15
Z
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@x(b1)

s
+
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Z
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�
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s

�
j@xwj2 dxdt

= �75
Z
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�
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b1
s
+
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�

�
w2dxdt+ 6

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt;

I5 =
�
(4s3�3�3'3 +O(s2�3�3'2))@xw; s

3�4�4'3w
�
L2(Q)

= 4

Z
Q
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�
1 +

b1
s

�
(@xw)

�
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�
dxdt

= 4

Z
Q

s6�7�7'6
�
1 +
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s

�
(@xw)wdxdt

= 2

Z
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s6�7�7'6
�
1 +

b1
s

�
@x
�
w2
�
dxdt

= 2

TZ
0

s6�7�7'6
�
1 +
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�
w2
����l
0

dt
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Z
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�
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6 + 6�7'5'x
��
1 +

b1
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�
w2dxdt

= �14
Z
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6

�
1 +
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s

�
w2dxdt� 12

Z
Q

s6�8�8'6
�
1 +

b1
s

�
w2dxdt

= �12
Z
Q

s6�8�8'6
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt;

I6 =
�
�(s4�4�4'4 +O(s3�4�4'3))w; s3�4�4'3w

�
L2(Q)

= �
Z
Q

s4�4�4'4
�
1 +

b1
s

�
w(s3�4�4'3w)dxdt

= �
Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s

�
w2dxdt:
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I1 � I6 terimleri (3.28) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

6X
k=1

Ik = 3

Z
Q

�s3�5�4'3(t� t0)w
2dxdt� 81

2

Z
Q

s3�8�8'3
�
1 +

b2
�

�
w2dxdt

+18

Z
Q

s3�6�6'3
�
1 +

b2
�

�
j@xwj2 dxdt�

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

�128
Z
Q

s4�8�8'4
�
1 +

b1
�

�
w2dxdt+ 24

Z
Q

s4�6�6'4
�
1 +

b1
�

�
j@xwj2 dxdt

�75
Z
Q

s5�8�8'5
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt�

Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s

�
w2dxdt

+6

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

�12
Z
Q

s6�8�8'6
�
1 +

b1
s
+
b2
�

�
w2dxdt (3.29)

bulunur. (3.29) ifadesinin sa¼g taraf¬n¬daha da küçültmek için, bj� çarpan¬n¬içeren integ-

raller için bir inceleme yap¬lmas¬gerekmektedir. Bunun için, ilk olarak katsay¬s¬negatif

integraller göz önüne al¬nm¬̧st¬r. Burada b2 nin i̧sareti ne olursa olsunZ
Q

s3�8�8'3w2dxdt �
Z
Q

b2s
3�7�8'3w2dxdt

sa¼gland¬¼g¬ndan

�81
2

Z
Q

s3�8�8'3w2dxdt � �81
2

Z
Q

b2s
3�7�8'3w2dxdt (3.30)

şeklindedir.
�
1 + b1

s
+ b2

�

�
çarpan¬n¬içinde bulunduran negatif katsay¬l¬integraller ise, 3

ile geni̧sletilerek daha da küçültülmüştür. ·Ikinci olarak, katsay¬s¬pozitif olanlar için b2

nin i̧sareti ne olursa olsun

18

Z
Q

s3�6�6'3 j@xwj2 dxdt � 18
Z
Q

b2s
3�5�6'3 j@xwj2 dxdt

oldu¼gundan C > 0 seçimi ile

�C
2

Z
Q

s3�6�6'3 j@xwj2 dxdt � �
C

2

Z
Q

b2s
3�5�6'3 j@xwj2 dxdt (3.31)
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şeklinde küçültülebilir. Di¼ger pozitif katsay¬l¬integral için benzer inceleme ile

24

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt � 24
Z
Q

b1s
4�5�6'4 j@xwj2 dxdt

oldu¼gundan

�C
2

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt � �
C

2

Z
Q

b1s
4�5�6'4 j@xwj2 dxdt (3.32)

elde edilir. (3.29) eşitsizli¼ginde (3.30), (3.31), (3.32) incelemeleri yerine yaz¬larak

6X
k=1

Ik � 3

Z
Q

�s3�5�4'3(�T )w2dxdt� 81
Z
Q

s3�8�8'3w2dxdt

�C
Z
Q

s3�6�6'3 j@xwj2 dxdt�
Z
Q
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��@2xw��2 dxdt
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Z
Q

s4�8�8'4w2dxdt� C

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt

�225
Z
Q

s5�8�8'5w2dxdt+ 6

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

�36
Z
Q

s6�8�8'6w2dxdt�
Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s

�
w2dxdt

� �C
Z
Q

s3�5�4'3w2dxdt� C

Z
Q

s3�8�8'3w2dxdt� C

Z
Q

s3�6�6'3 j@xwj2 dxdt

�
Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt� C

Z
Q

s4�8�8'4w2dxdt� C

Z
Q

s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt

�C
Z
Q

s5�8�8'5w2dxdt+ 6

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

�C
Z
Q

s6�8�8'6w2dxdt�
Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s

�
w2dxdt

= �C
Z
Q

�
s3�5�4'3 + s3�8�8'3 + s4�8�8'4 + s5�8�8'5 + s6�8�8'6

�
w2dxdt

�
Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s

�
w2dxdt+ 6

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

�C
Z
Q

�
s3�6�6'3 + s4�6�6'4 j@xwj2 dxdt�

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt (3.33)
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bulunur. (3.33) ifadesinin sa¼g taraf¬nda j@xwj2 ve w2 içeren integrallerde absorbe i̧slemi

yap¬larak aşa¼g¬daki eşitsizlik elde edilir.

6X
k=1

Ik � �C
Z
Q

s6�8�8'6
�
1 +

a

s

�
w2dxdt�

Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s

�
w2dxdt

+6

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt� C

Z
Q

s3�6�6'3 j@xwj2 dxdt

�
Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt (3.34)

Di¼ger taraftan, her A;B 2 R için, 0 � (A+B)2 olup binom aç¬l¬m¬gere¼gi 2AB � A2+B2

yaz¬l¬r. Burada A = Fes'; B = s3�4�4'3w seçimi ile

6X
k=1

Ik =

Z
Q

Fes's3�4�4'3wdxdt

=
1

2

Z
Q

2Fes's3�4�4'3wdxdt

� 1

2

Z
Q

F 2e2s'dxdt+
1

2

Z
Q

s6�8�8'6w2dxdt (3.35)

elde edilir. (3.34) ve (3.35) eşitsizlikleri göz önüne al¬narak

�C
Z
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s6�8�8'6
�
1 +

a

s

�
w2dxdt�

Z
Q

s7�8�8'7
�
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s

�
w2dxdt
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Z
Q
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�
1 +
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s

�
j@xwj2 dxdt� C

Z
Q

s3�6�6'3 j@xwj2 dxdt

�
Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

� 1

2

Z
Q

F 2e2s'dxdt+
1

2

Z
Q

s6�8�8'6w2dxdt
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yaz¬l¬p düzenlenirse
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j@xwj2 dxdt� C

Z
Q

s3�6�6'3 j@xwj2 dxdt

� 1

2

Z
Q

F 2e2s'dxdt+
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2

Z
Q

s6�8�8'6w2dxdt+

Z
Q
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1 +
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s
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w2dxdt

+C

Z
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w2dxdt+

Z
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Z
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F 2e2s'dxdt+

Z
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1 +
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w2dxdt+

Z
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a

s

�
w2dxdt+ C

Z
Q

s3�6�6'3 j@xwj2 dxdt (3.36)

şekline gelir. Ayr¬ca,

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt � Z

Q

s4�9�6'3
��@2xw��2 dxdt

oldu¼gu göz önüne al¬n¬r ise, C > 0 için

�C
Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt � �CZ

Q

s4�9�6'3
��@2xw��2 dxdt (3.37)

yaz¬labilir. (3.37), (3.36) eşitsizli¼ginin sol taraf¬n¬incelemek için kullan¬larak

6

Z
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s5�6�6'5
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1 +

b1
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�
j@xwj2 dxdt� C
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= 6

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s
+
c�3

s'2

�
j@xwj2 dxdt (3.38)

bulunur.
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(3.38) ve (3.36) eşitsizlikleri yard¬m¬yla
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Z
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j@xwj2 dxdt
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Z
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Z
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a

s

�
w2dxdt+ C

Z
Q

s3�6�6'3 j@xwj2 dxdt (3.39)

elde edilir. (3.39) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬ 19+2�6
ile çarp¬l¬rsa

(19 + 2�)

Z
Q
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�
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Z
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Z
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1 +
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w2dxdt+
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6

Z
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s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt (3.40)

ikinci de¼gerlendirmenin sonucu bulunmuş olur. ·Ilk de¼gerlendirmenin sonucu olan (3.27)

ile ikinci de¼gerlendirmenin sonucu (3.40) eşitsizlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

(P1w;P2w)L2(Q) + " kP2wk2L2(Q) + C

Z
Q

F 2e2s'dxdt
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19 + 2�
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�(19 + �)
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elde edilir ve (3.41) eşitsizli¼ginde gerekli sadeleştirmeler yap¬larak
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bulunur. O
�
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�
= �3

s
� 1

s
oldu¼gu göz önüne al¬narak eşitsizlik, aşa¼g¬daki hali al¬r.
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+
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Gerekli düzenlemelerle

(P1w;P2w)L2(Q) + " kP2wk2L2(Q) + C
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�
j@xwj2 dxdt (3.42)

elde edilir. Yukar¬daki eşitsizlikte
�
65� 19+2�

6

� Z
Q

s3�4�4'3
�
1 + b1

s
+ b2

�

�
j@2xwj

2
dxdt te-

rimi göz önüne al¬narak, (3.42) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬küçültülürse
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+�

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt (3.43)

bulunur. Di¼ger taraftan, L2 uzay¬nda iç çarp¬m ve norm tan¬m¬gere¼giZ
Q

F 2e2s'dxdt = (Fes'; Fes')L2(Q) = (Pw; Pw)L2(Q)

= (P1w + P2w;P1w + P2w)L2(Q)

= kP1w + P2w;P1w + P2wk2L2(Q)

= kP1wk2L2(Q) + kP2wk
2
L2(Q) + 2(P1w;P2w)L2(Q)

yaz¬labilir ve her iki taraf 2 ile sadeleştirilerek

(P1w;P2w)L2(Q) +
1

2
kP1wk2L2(Q) +

1

2
kP2wk2L2(Q) =

1

2

Z
Q

F 2e2s'dxdt (3.44)

elde edilir.
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kP1wk2L2(Q) � 0 oldu¼gundan, (3.44) eşitli¼gi

(P1w;P2w)L2(Q) +
1

2
kP2wk2L2(Q) �

1

2

Z
Q

F 2e2s'dxdt (3.45)

biçimine getirilir. 0 < " � 1
2
seçimi ile, (3.44) eşitsizli¼ginin sol taraf¬küçültülerek

(P1w;P2w)L2(Q) + " kP2wk2L2(Q) �
1

2

Z
Q

F 2e2s'dxdt (3.46)

halini al¬r. (3.25) ile verilen P2w tan¬m¬ndan, @tw çekilirse

@tw = P2w � 4s��'@3xw � (�8s2�2��x'2 � 8s2�3�3'2 + 4s3�3�3'3

+8s�2��x'+ 4s�
3�3'� 4s2�3�3'2 + 4s��xx'+ 4s�2�x�'

�4s2�2�x�'2)@xw

= P2w � 4s��'@3xw + (8s2�2��x'2 + 8s2�3�3'2 � 4s3�3�3'3

�8s�2��x'� 4s�3�3'+ 4s2�3�3'2 � 4s��xx'� 4s�2�x�'

+4s2�2�x�'
2)@xw

� P2w � 4s��'@3xw + C1s
3�3�3'3@xw (3.47)

bulunur. Burada C;Ci ve Cij terimleri yeterince büyük sabit de¼gerleri belirtecektir. (3.47)

eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki iki terim için aşa¼g¬daki incelemeler yap¬lm¬̧st¬r: ·Ilk olarak,

(3.11) eşitsizli¼ginde A = P2w+C1s
3�3�3'3@xw; B = 4s��'@

3
xw seçilerek (3.47) göz önüne

al¬n¬rsa

j@twj2 �
��P2w � 4s��'@3xw + C1s

3�3�3'3@xw
��2

� 2
�
P2w + C1s

3�3�3'3@xw
�2
+ 2

�
4s��'@3xw

�2
= 2

��P2w + C1s
3�3�3'3@xw

��2 + 32s2�2�2'2 ��@3xw��2 (3.48)

biçiminde bulunur ve ikinci olarak, (3.12) ifadesinde A = P2w; B = C1s
3�3�3'3@xw

al¬narak, (3.48) eşitsizli¼gi

j@twj2 � 2
�
2 jP2wj2 + 2

��C1s3�3�3'3@xw��2�+ 32s2�2�2'2 ��@3xw��2
= 4 jP2wj2 + 4C21s6�6�6'6 j@xwj

2 + 32s2�2�2'2
��@3xw��2

� C jP2wj2 + Cs6�6�6'6 j@xwj2 + Cs2�2�2'2
��@3xw��2

haline gelir.

71



Bu eşitsizli¼gin her iki taraf¬
1

s'
ile sadeleştirilirse

1

s'
j@twj2 �

C

s'
jP2wj2 + Cs5�6�6'5 j@xwj2 + Cs�2�2'

��@3xw��2 (3.49)

elde edilir. (3.49) eşitsizli¼ginin Q bölgesi üzerinde her iki taraftan integrali al¬n¬rsaZ
Q

1

s'
j@twj2 dxdt �

Z
Q

C

s'
jP2wj2 dxdt+

Z
Q

Cs5�6�6'5 j@xwj2 dxdt

+

Z
Q

Cs�2�2'
��@3xw��2 dxdt (3.50)

bulunur. Ayr¬ca, (3:43) eşitsizli¼ginde bulunan�
65� 19 + 2�

6

�Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt; �

Z
Q

s5�6�6'5
b1
s
j@xwj2 dxdt;

�
59� 2�
6

�Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s

�
w2dxdt

integralleri, s¬ras¬yla, J3 ün; J6 n¬n ve J9 un içinde mevcut oldu¼gundan, yukar¬daki terimler

(P1w;P2w)L2(Q) teriminin içine absorbe edilebilir ve (3:43) aşa¼g¬daki hale gelir:

2

Z
Q

s�2�2'
��@3xw��2 dxdt+ �

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt

� (P1w;P2w)L2(Q) + " kP2wk2L2(Q) + C

Z
Q

F 2e2s'dxdt (3.51)

(3:51); (3:50) ifadesinde yerine konulursa,
1

'
� 1 olupZ

Q

1

s'
j@twj2 dxdt � C

Z
Q

1

s'
jP2wj2 dxdt+ C(P1w;P2w)L2(Q) + C" kP2wk2L2(Q)

+C

Z
Q

F 2e2s'dxdt

� C

s

Z
Q

jP2wj2 dxdt+ C(P1w;P2w)L2(Q) + C" kP2wk2L2(Q)

+C

Z
Q

F 2e2s'dxdt

=

�
C"+

C

s

�
kP2wk2L2(Q) + C(P1w;P2w)L2(Q)

+C

Z
Q

F 2e2s'dxdt (3.52)
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elde edilir. (3:52) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ilk iki terim incelenmi̧stir. (3:45) eşitsizli¼gi
2C

s
ile, (3:46) eşitsizli¼gi C ile geni̧sletilir ve taraf tarafa toplan¬rsa

�
C +

2C

s

�
(P1w;P2w)L2(Q) +

�
C"+

C

s

�
kP2wk2L2(Q) �

�
C

2
+
C

s

�Z
Q

F 2e2s'dxdt

elde edilir. Burada " > 0 küçük, s > 0 büyük seçilirse

C(P1w;P2w)L2(Q) + C

�
"+

1

s

�
kP2wk2L2(Q) � C

Z
Q

F 2e2s'dxdt (3.53)

bulunur. (3:53) eşitsizli¼gi 2 ile geni̧sletilirse

C(P1w;P2w)L2(Q) + C

�
"+

1

s

�
kP2wk2L2(Q) � C

Z
Q

F 2e2s'dxdt (3.54)

ve (3:52) ifadesi (3:54) eşitsizli¼ginden taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

(2C � C) (P1w;P2w)L2(Q) +

�
2C

�
"+

1

s

�
� C

�
"+

1

s

��
kP2wk2L2(Q)

�C
Z
Q

F 2e2s'dxdt

� 2C

Z
Q

f 2e2s'dxdt�
Z
Q

1

s'
j@twj2 dxdt

yaz¬l¬r. C say¬s¬n¬n key� oldu¼gu göz önünde tutularak, gerekli düzenlemelerle

C(P1w;P2w)L2(Q) + C

�
"+

1

s

�
kP2wk2L2(Q) � C

Z
Q

F 2e2s'dxdt�
Z
Q

1

s'
j@twj2 dxdt (3.55)

elde edilir. (3:55) gere¼gi, (3:43) eşitsizli¼ginin sol taraf¬daha da büyür.

C

Z
Q

F 2e2s'dxdt�
Z
Q

1

s'
j@twj2 dxdt+ C

Z
Q

F 2e2s'dxdt

� 2

Z
Q

s�2�2'
��@3xw��2 dxdt+ �65� 19 + 2�6

�Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

+

�
59� 2�
6

�Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s

�
w2dxdt

+�

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt:
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Yukar¬daki eşitsizlik düzenlenerekZ
Q

1

s'
j@twj2 dxdt+ 2

Z
Q

s�2�2'
��@3xw��2 dxdt+ �65� 19 + 2�6

�Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

+

�
59� 2�
6

�Z
Q

s7�8�8'7
�
1 +

b1
s

�
w2dxdt+ �

Z
Q

s5�6�6'5
�
1 +

b1
s

�
j@xwj2 dxdt

� C

Z
Q

F 2e2s'dxdt

şeklini al¬r. Bulunan eşitsizlik her iki taraftan 2 ile geni̧sletilirseZ
Q

2

s'
j@twj2 dxdt+ 4

Z
Q

s�2�2'
��@3xw��2 dxdt

+

�
130� 19 + 2�

3

�Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

+

�
59� 2�
3

�Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt+ �

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt

� C

Z
Q

F 2e2s'dxdt (3.56)

elde edilir. Ancak, elde edilen (3.56) eşitsizli¼gi w ya ba¼gl¬d¬r. u fonksiyonuna ba¼gl¬bir

eşitsizlik elde etmek için aşa¼g¬daki i̧slemler yap¬lacakt¬r. (3.14) gere¼gi

u = we�s' (3.57)

dir ve (3.57) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬n¬n karesi al¬narak (3:56) da yerine konulursaZ
Q

s7�8�8'7w2dxdt =

Z
Q

s7�8�8'7u2e2s'dxdt (3.58)

yaz¬l¬r. (3:57) eşitsizli¼ginin her iki taraftan t�ye göre türevi al¬n¬rsa

@tu = (@tw) e
�s' + w@xe

�s'

= (@tw � s (�2�(t� t0)�')w) e
�s'

= (@tw + 2s�(t� t0)�'w) e
�s'

olup, yukar¬daki eşitli¼gin her iki taraftan mutlak de¼geri al¬n¬rsa

j@tuj2 = j@tw + 2s�(t� t0)�'wj2 e�2s' (3.59)
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eşitsizli¼gi elde edilir.

(3.12) eşitsizli¼ginde A = @tw; B = 2s�(t � t0)�'w seçilir ve (3.59) ifadesinde dikkate

al¬n¬rsa

j@tuj2 e2s' = j@tw + 2s�(t� t0)�'wj2

� 2 j@twj2 + 8s2�2(t� t0)
2�2'2w2

bulunur. Her iki taraftan Q bölgesi üzerinde integral al¬n¬p düzenlendi¼ginde t � t0 � T

oldu¼gundanZ
Q

1

s'
j@tuj2 e2s'dxdt� 8

Z
Q

s�2T 2�2'u2e2s'dxdt � 2
Z
Q

1

s'
j@twj2 dxdt (3.60)

elde edilir. (3:57) eşitli¼ginin her iki taraf¬x�e göre türevlenirse

@xu = (@xw) e
�s' + w@xe

�s'

= (@xw � s��'w) e�s' (3.61)

ve her iki taraftan mutlak de¼geri al¬n¬rsa

j@xuj2 = j@xw � s��'wj2 e�2s'

yaz¬l¬r. Her iki taraftan e2s' ile geni̧sletilir ve (3.11) eşitsizli¼ginde A = @tw; B = s��'w

seçilirse

j@xuj2 e2s' = j@xw � s��'wj2

� 2 j@xwj2 + 2s2�2�2'2w2

eşitsizli¼gi elde edilir. Bulunan eşitsizli¼gin her iki taraf¬nda Q bölgesi üzerinde integral

al¬n¬p düzenlenirseZ
Q

s5�6�6'5 j@xuj2 e2s'dxdt� 2
Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt

� 2

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt (3.62)

bulunur. (3:61) in x-e göre türevi al¬n¬rsa

@2xu = (@xw � s��'w)x e
�s' � (@xw � s��'w) s��'e�s'

=
��
@2xw � s��x'w � s�2�2'w � s��'@xw

�
� (@xw � s��'w) s��'

�
e�s'

=
�
@2xw � s��x'w � s�2�2'w � s��'@xw � s��'@xw + s2�2�2'2w

�
e�s'

=
�
@2xw � s��x'w � s�2�2'w � 2s��'@xw + s2�2�2'2w

�
e�s' (3.63)
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yaz¬l¬r. (3.63) eşitli¼ginin her iki taraftan mutlak de¼geri al¬n¬r ve e2s' ile geni̧sletilirse

elde edilen ifade, (3:12) eşitsizli¼ginde A = @2xw � s��x'w � s�2�2'w � 2s��'@xw; B =

s2�2�2'2w seçiminden

��@2xu��2 e2s' =
��@2xw � s��x'w � s�2�2'w � 2s��'@xw + s2�2�2'2w

��2
� 2

��@2xw � s��x'w � s�2�2'w � 2s��'@xw
��2 + 2 ��s2�2�2'2w��2

d¬r. Bulunan eşitlik ise, (3:11) de A = @2xw� s��x'w� s�2�2'w; B = 2s��'@xw ve yine

(3:11) de A = @2xw � s��x'w; B = s�2�2'w seçiminden

��@2xu��2 e2s' � 2
�
2
��@2xw � s��x'w � s�2�2'w

��2 + 2 �4 js��'@xwj2��+ 2 ��s2�2�2'2w��2
� 4

��@2xw � s��x'w � s�2�2'w
��2 + 16 js��'@xwj2 + 2 ��s2�2�2'2w��2

� 4
�
2
��@2xw � s��x'w

��2 + 2 ��s�2�2'w��2�+ 16 js��'@xwj2 + 2 ��s2�2�2'2w��2
� 8

��@2xw � s��x'w
��2 + 8 ��s�2�2'w��2 + 16 js��'@xwj2 + 2 ��s2�2�2'2w��2

şeklinde yaz¬l¬r. Bu eşitsizlik için son kez (3:11) de A = @2xw; B = s��x'w olarak dikkate

al¬n¬rsa

��@2xu��2 e2s' � 16
��@2xw��2 + 16 js��x'wj2 + 8 ��s�2�2'w��2 + 16 js��'@xwj2 + 2 ��s2�2�2'2w��2

= 16
��@2xw��2 + 16s2�2�2x'2w2 + 8s2�4�4'2w2 + 16s2�2�2'2 j@xwj2

+2s4�4�4'4w2 (3.64)

biçiminde yaz¬l¬r. (3.64) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬s3�4�4'3 ile geni̧sletilerek Q üzerinde

integrali al¬n¬rsa

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xu��2 e2s'dxdt� 16Z

Q

s5�6�4�2x'
5w2dxdt� 8

Z
Q

s5�8�8'5w2dxdt

�16
Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt� 2
Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt

� 16

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

bulunur.
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Yukar¬daki eşitsizlik düzenlenerekZ
Q

s3�4�4'3
��@2xu��2 e2s'dxdt� 16Z

Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt

�C41
Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt

� 16

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt (3.65)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. (3:61) eşitli¼ginin x�e göre türevi al¬n¬rsa

@3xu = @x
�
@2xw � s��x'w � s�2�2'w � 2s��'@xw + s2�2�2'2w

�
e�s'

�
�
@2xw � s��x'w � s�2�2'w � 2s��'@xw + s2�2�2'2w

�
s��'e�s'

= (@3xw � s��xx'w � s�2�x�'w � s��x'@xw � 2s�2��x'w � s�3�3'w

�s�2�2'@xw � 2s��x'@xw � 2s�2�2'@xw � 2s��'@2xw

+2s2�2��x'
2w + 2s2�3�3'2w + s2�2�2'2@xw � s��'@2xw

+s2�2�x�'
2w + s2�3�3'2w + 2s2�2�2'2@xw � s3�3�3'3w)e�s'

= (@3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w

�3s�2�2'@xw � 3s��'@2xw + 3s2�2��x'2w + 3s2�3�3'2w

+3s2�2�2'2@xw � s3�3�3'3w)e�s'

elde edilir. Yukar¬daki ifadenin her iki taraftan mutlak de¼geri al¬n¬rsa ve e2s' ile geni̧sletilirse

��@3xu��2 e2s' =
��@3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w � 3s�2�2'@xw

�3s��'@2xw + 3s2�2��x'2w + 3s2�3�3'2w + 3s2�2�2'2@xw �s3�3�3'3w
��2

olup, yukar¬daki eşitlik, (3.11) ifadesinde

A = @3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w � 3s�2�2'@xw

�3s��'@2xw + 3s2�2��x'2w + 3s2�3�3'2w + 3s2�2�2'2@xw;

B = s3�3�3'3w
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seçilirse

��@3xu��2 e2s' � 2
��@3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w

�3s�2�2'@xw � 3s��'@2xw + 3s2�2��x'2w + 3s2�3�3'2w

+3s2�2�2'2@xw
��2 + 2 ��s3�3�3'3w��2

haline, (3.12) eşitsizli¼ginde

A = @3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w

�3s�2�2'@xw � 3s��'@2xw + 3s2�2��x'2w + 3s2�3�3'2w;

B = 3s2�2�2'2@xw

al¬n¬rsa, ve yine (3.12) eşitsizli¼ginde

A = @3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w

�3s�2�2'@xw � 3s��'@2xw + 3s2�2��x'2w;

B = 3s2�3�3'2w

olarak dikkate al¬n¬rsa

��@3xu��2 e2s' � 4
��@3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w

�3s�2�2'@xw � 3s��'@2xw + 3s2�2��x'2w + 3s2�3�3'2w
��2

+36
��s2�2�2'2@xw��2 + 2 ��s3�3�3'3w��2

şekline getirilir. (3.12) eşitsizli¼ginde

A = @3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w

�3s�2�2'@xw � 3s��'@2xw;

B = 3s2�2��x'
2w

seçilirse

��@3xu��2 e2s' � 8
��@3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w

�3s�2�2'@xw � 3s��'@2xw + 3s2�2��x'2w
��2 + 72 ��s2�3�3'2w��2

+36
��s2�2�2'2@xw��2 + 2 ��s3�3�3'3w��2

elde edilir.
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(3.11) ifadesinde

A = @3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w � 3s�2�2'@xw;

B = 3s��'@2xw

olarak al¬n¬rsa��@3xu��2 e2s' � 16
��@3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w

�3s�2�2'@xw � 3s��'@2xw
��2 + 144 ��s2�2��x'2w��2

+72
��s2�3�3'2w��2 + 36 ��s2�2�2'2@xw��2 + 2 ��s3�3�3'3w��2

bulunur. (3.11) eşitsizli¼ginde

A = @3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w;

B = 3s�2�2'@xw

konumu yap¬l¬rsa��@3xu��2 e2s' � 32
��@3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w

�3s�2�2'@xw
��2 + 288 ��s��'@2xw��2 + 144 ��s2�2��x'2w��2

+72
��s2�3�3'2w��2 + 36 ��s2�2�2'2@xw��2 + 2 ��s3�3�3'3w��2

biçiminde yaz¬l¬r. (3.11) ifadesinde

A = @3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw; B = s�3�3'w

yap¬larak��@3xu��2 e2s' � 64
��@3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw � s�3�3'w

��2
+576

��s�2�2'@xw��2 + 288 ��s��'@2xw��2 + 144 ��s2�2��x'2w��2
+72

��s2�3�3'2w��2 + 36 ��s2�2�2'2@xw��2 + 2 ��s3�3�3'3w��2
bulunur. (3.11) eşitsizli¼ginde

A = @3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w; B = 3s��x'@xw

al¬n¬rsa��@3xu��2 e2s' � 128
��@3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w � 3s��x'@xw

��2 + 128 ��s�3�3'w��2
+576

��s�2�2'@xw��2 + 288 ��s��'@2xw��2 + 144 ��s2�2��x'2w��2
+72

��s2�3�3'2w��2 + 36 ��s2�2�2'2@xw��2 + 2 ��s3�3�3'3w��2
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bulunur. (3.11) ifadesinde

A = @3xw � s��xx'w; B = 3s�2�x�'w

seçilirse

��@3xu��2 e2s' � 256
��@3xw � s��xx'w � 3s�2�x�'w

��2 + 1152 js��x'@xwj2
+128

��s�3�3'w��2 + 576 ��s�2�2'@xw��2 + 288 ��s��'@2xw��2
+144

��s2�2��x'2w��2 + 72 ��s2�3�3'2w��2 + 36 ��s2�2�2'2@xw��2
+2
��s3�3�3'3w��2

� 576
��@3xw � s��xx'w

��2 + 1728 ��s�2�x�'w��2 + 1152 js��x'@xwj2
+128

��s�3�3'w��2 + 576 ��s�2�2'@xw��2 + 288 ��s��'@2xw��2
+144

��s2�2��x'2w��2 + 72 ��s2�3�3'2w��2 + 36 ��s2�2�2'2@xw��2
+2
��s3�3�3'3w��2

� 1152
��@3xw��2 + 1152s2�2�2xx'2w2 + 1728s2�4�2x�2'2w2

+1152s2�2�2x'
2 j@xwj2 + 128s2�6�6'2w2 + 576s2�4�4'2 j@xwj2

+288s2�2�2'2
��@2xw��2 + 144s4�4�2�2x'4w2 + 72s4�6�6'4w2

+36s4�4�4'4 j@xwj2 + 2s6�6�6'6w2

elde edilir ve düzenlenirse

��@3xu��2 e2s' � 1152s2�2�2xx'2w2 � 1728s2�4�2x�2'2w2 � 1152s2�2�2x'2 j@xwj2
�128s2�6�6'2w2 � 576s2�4�4'2 j@xwj2 � 288s2�2�2'2

��@2xw��2 � 144s4�4�2�2x'4w2
�72s4�6�6'4w2 � 36s4�4�4'4 j@xwj2 � 2s6�6�6'6w2

� 1152
��@3xw��2

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. i; j 2 N için Cij yeterince büyük sabitler olmak üzere, gerekli düzenleme

ve absorbe i̧slemleri sonucu

s3�4�4'3
��@3xu��2 e2s' � C51s

5�6�6'5
��@2xw��2 � C52s

7�8�8'7 j@xwj2

�C53s9�10�10'9w2

� C54s
3�4�4'3

��@3xw��2 (3.66)

olup (3:58); (3:60); (3:62); (3:64); (3:66) eşitsizlikleri (3:56) da yerine yaz¬l¬rsa ve (3:62)
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ifadesi göz önüne al¬n¬rsaZ
Q

s5�6�6'5 j@xuj2 e2s'dxdt� 2
Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt � 2
Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt

oldu¼gundanZ
Q

2

s'
j@twj2 dxdt+ 4

Z
Q

s�2�2'
��@3xw��2 dxdt� 2C31Z

Q

s7�8�8'7w2dxdt

+

�
130� 19 + 2�

3

�Z
Q

s3�4�4'3
��@2xw��2 dxdt

+

�
59� 2�
3

�Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt+ C31

Z
Q

s5�6�6'5 j@xuj2 e2s'dxdt

� C

Z
Q

F 2e2s'dxdt

elde edilir. Yukar¬daki eşitlik düzenlenirse

C21

Z
Q

1

s'
j@tuj2 e2s'dxdt� C22

Z
Q

s�2T 2�2'u2e2s'dxdt+ C43

Z
Q

s3�4�4'3
��@2xu��2 e2s'dxdt

+4

Z
Q

�
s�2�2'

��@3xu��2 e2s' � C51s
3�4�4'3

��@2xw��2 � C52s
5�6�6'5 j@xwj2

�C53s7�8�8'7w2
�
dxdt� C42

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt� C41

Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt

+C1

Z
Q

s7�8�8'7u2e2s'dxdt� C32

Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt+ C31

Z
Q

s5�6�6'5 j@xuj2 e2s'dxdt

� C

Z
Q

F 2e2s'dxdt

halini al¬r, bu eşitsizlikte terimler absorbe edilirse

C21

Z
Q

1

s'
j@tuj2 e2s'dxdt+ C3

Z
Q

s5�6�6'5 j@xuj2 e2s'dxdt

+

Z
Q

�
C52s�

2�2'
��@3xu��2 e2s' � C51s

3�4�4'3
��@2xw��2� dxdt

+C2

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt+ C1

Z
Q

s7�8�8'7u2e2s'dxdt

81



� C

Z
Q

Fe2s'dxdt

olur. Burada s3�4�4'3 j@2xwj
2 terimini içeren integral göz önüne al¬n¬p (3:64) yukar¬daki

eşitsizlikte yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

C21

Z
Q

1

s'
j@tuj2 e2s'dxdt+ C52

Z
Q

s�2�2'
��@3xu��2 e2s'dxdt

�C61
Z
Q

s3�4�4'3
��@2xu��2 e2s'dxdt+ C62

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt

+C63

Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt+ C2

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt

+C1

Z
Q

s7�8�8'7u2e2s'dxdt+ C3

Z
Q

s5�6�6'5 j@xuj2 e2s'dxdt

� C

Z
Q

F 2e2s'dxdt

elde edilir ve tekrardan absorbe edilirse

C21

Z
Q

1

s'
j@tuj2 e2s'dxdt+ C52

Z
Q

s�2�2'
��@3xu��2 e2s'dxdt

�C61
Z
Q

s3�4�4'3
��@2xu��2 e2s'dxdt+ C2

Z
Q

s5�6�6'5 j@xwj2 dxdt

+C1

Z
Q

s7�8�8'7u2e2s'dxdt+ C3

Z
Q

s5�6�6'5 j@xuj2 e2s'dxdt

� C

Z
Q

F 2e2s'dxdt

şeklinde yaz¬l¬r. Eşitsizlikte s5�6�6'5 j@xwj2 terimini içeren integral göz önüne al¬n¬p

(3:62) ifadesi, yukar¬daki eşitsizlikte yerine yaz¬l¬rsa

C21

Z
Q

1

s'
j@tuj2 e2s'dxdt+ C52

Z
Q

s�2�2'
��@3xu��2 e2s'dxdt

�C61
Z
Q

s3�4�4'3
��@2xu��2 e2s'dxdt+ C2

Z
Q

s5�6�6'5 j@xuj2 e2s'dxdt

�2C2
Z
Q

s7�8�8'7w2dxdt+ C1

Z
Q

s7�8�8'7u2e2s'dxdt
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+C3

Z
Q

s5�6�6'5 j@xuj2 e2s'dxdt � C

Z
Q

F 2e2s'dxdt

ve düzenlenirse

C21

Z
Q

1

s'
j@tuj2 e2s'dxdt+ C52

Z
Q

s�2�2'
��@3xu��2 e2s'dxdt+ C1

Z
Q

s7�8�8'7u2e2s'dxdt

�C61
Z
Q

s3�4�4'3
��@2xu��2 e2s'dxdt+ C2

Z
Q

s5�6�6'5 j@xuj2 e2s'dxdt

� C

Z
Q

F 2e2s'dxdt

bulunur. Absorbe i̧slemi sonucuZ
Q

1

s'
j@tuj2 e2s'dxdt+

Z
Q

s�2�2'
��@3xu��2 e2s'dxdt+ Z

Q

s3�4�4'3
��@2xu��2 e2s'dxdt

+

Z
Q

s5�6�6'5 j@xuj2 e2s'dxdt+
Z
Q

s7�8�8'7u2e2s'dxdt

� C

Z
Q

F 2e2s'dxdt

eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan da, F = (@t � @4x)u oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa ispat tamam-

lan¬r.

3.3 VER·ILENCARLEMANDE¼GERLEND·IRMES·I ·IÇ·INB·IRUYGULAMA

(3:67) kesirli difüzyon denkleminin, (3:68) başlang¬ç koşulu ve (3:69) Cauchy verisini

sa¼glayan (3:67) için başlang¬ç-Cauchy problemi aşa¼g¬da verilmi̧stir.

�
@
1
2
t � @2x

�
u(x; t) = p(x)u(x; t); (x; t) 2 Q; (3.67)

u(x; 0) = a(x); x 2 (0; l) � 
; (3.68)

u(0; t) = g(t); @xu(0; t) = h(t); t 2 (0; T ): (3.69)

Burada a(x); g(t) ve h(t) fonksiyonlar¬verilmi̧stir, ve Q bölgesi üzerinde a 6� 0 veya (0; T )

üzerinde g; h 6� 0 d¬r, ve @
1
2
t Caputo anlam¬nda kesirli türevdir. Bu ters problemin amac¬

u(:; t) (t0 > 0) ek bilgisi yard¬m¬yla p(x) katsay¬s¬n¬n elde edilmesidir.
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Bu problem, �ziksel olarak, heterojen su taş¬yan katmanda düzensiz difüzyon olay¬n¬

modellemek için kullan¬l¬r.

Gösterilen Carleman de¼gerlendirmesi, (3:67)�(3:69) probleminin çözümünün kararl¬l¬¼g¬n¬

incelemekte kullan¬lmaktad¬r (Yamamoto and Zhang 2012).

84



85 

 

 

 

KAYNAKLAR 

 

Adams R A and Fournier J J F (2003) Sobolev spaces. Elsevier, 305 pp. 

Anar İ E (2005) Kısmi Diferensiyel Denklemler. Palme Yayıncılık, Ankara, 552 s. 

Balcı M (1999) Analiz Cilt 1. 6. Baskı, Balcı Yayınları, Ankara, 341 s. 

Balcı M (1997) Analiz Cilt 2. Balcı Yayınları, Ankara, 420 s. 

Bukhgeim A and Klibanov M (1981) Global Uniqueness of Class of Multidimensional 

Inverse Problems. Soviet Mathematics – Doklady, 24 (2): 244-247. 

Carl S, Le V K and Motreanu D (2007) Nonsmooth Variational Problems and Their 

Inequalities: Comparison Principles And Applications. Springer, New York, 497 pp. 

Carleman T (1939) Sur un Problème D'unicité Pour Les Système D'équations Aux Dérivées 

Partielles à Deux Variables Indépendentes. Ark. Mater. Astron. Fys., 26 (17): 1-9. 

Cheng J, Nakagawa J, Yamamoto M and Yamazaki T (2009) Uniqueness in an Inverse 

Problem for a One-Dimensional Fractional Diffusion Equation. Inverse Problems, 25: 

1-16. 

Çağlıyan M ve Çelebi O (2013) Kısmi Diferensiyel Denklemler. 3. Baskı, Dora Yayınları, 

Bursa, 276 s. 

Egerov Y V (1986) Linear Differential Equations of Principal Type. Consultants Bureau, New 

York, 310 pp. 

Gölgeleyen F and Yamamoto M (2015) Stability for Some Inverse Problems for Transport 

Equations. SIAM Journal on Mathematical Analysis, 48 (4): 2319-2344. 

Gölgeleyen İ ve Kaytmaz Ö (2016) Ters ve Kötü Konulmuş Problemler Teorisinin Bilim ve 

Teknolojideki Bazı Uygulamaları. Karaelmas Fen ve Mühendislik Dergisi, 6 (1): 230-

237. 

Hatano Y and Hatano N (1998) Dispersive Transport of Ions in Column Experiments: An 

Explanation of Long-Tailed Profiles. Water Resources Research, 34 (5), 1027-1033. 

Hörmander L (1963) Linear Partial Differential Operators. Springer, 288 pp. 

Hörmander L (1985) The Analysis of Linear Partial Differential Operators I–IV. Springer, 

1712 pp. 



86 

KAYNAKLAR (devam ediyor) 

Isakov V (1990) Inverse Source Problems. Mathematical Surveys and Monographs, 

Providence, 191 pp. 

Isakov V (1993) Carleman Type Estimates in an Anisotropic Case and Applications. Journal 

of Differential Equations, 105 (2): 217-238. 

Isakov V (1998) Inverse Problems for Partial Differential Equations. Springer-Verlag, New 

York, 286 pp. 

Jin B and Rundell W (2012) An Inverse Problem for a One-Dimensional Time-Fractional 

Diffusion Problem. Inverse Problems, 28: 1-19. 

Kilbas A A, Srivastava H M and Trujillo J J (2006) Theory and Applications of Fractional 

Differential Equations. Elsevier, 523 pp. 

Kreyzig E (1989) Introductory Functional Analysis with Applications. Wiley, New York, 704 

pp. 

Mikhailov V P (1978) Partial Differential Equations. Mir Publishers, Moscow, 396 pp. 

Musayev B ve Alp M (2000) Fonksiyonel Analiz. Balcı Yayınları, Kütahya, 704 pp. 

Narkiewicz W (2000) The Development of Prime Number Theory. Springer, 448 pp. 

Pankov A A (1997) G-Convergence and Homogenization of Nonlinear Partial Differential 

Operators. Springer Science & Business Media, 249 pp. 

Sakamoto K and Yamamoto M (2011) Initial Value/Boundary Value Problems for Fractional 

Diffusion-Wave Equations and Applications to Some Inverse Problems. Journal of 

Mathematical Analysis and Applications, 382 (1): 426-447. 

Samko S G, Kilbas A A and Marichev O I (1993) Fractional Integrals and Derivatives. 

Gordon and Breach Science Publishers, 976 pp. 

Tataru D (1996) Carleman Estimates And Unique Continuation for Solutions to Boundary 

Value Problems. Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 75 (4): 367-408. 

Xu X, Cheng J and Yamamoto M (2011) Carleman Estimate for a Fractional Diffusion 

Equation with Half Order and Application. Applicable Analysis, 90 (9): 1355-1371. 

Yamamoto M (2009) Carleman Estimates for Parabolic Equations and Applications. Inverse 

Problems, 25 (12): 1-75. 

Yamamoto M and Zhang Y (2012) Conditional Stability in Determining a Zeroth-Order 

Coefficient in a Half-Order Fractional Diffusion Equation by a Carleman Estimate. 

Inverse Problems, 28 (10): 1-10. 

Yıldız M (1995) Lu ≡ x∆u + kux = xf(x, y) Eliptik Denklemi için Genelleştirilmiş Fonksiyon 

Sınıflarında Bazı Problemler. Doktora Tezi, Ankara Üniversitesi, Fen Bilimleri 

Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı, Ankara, 86 s. 



87 

 

 

 

ÖZGEÇMİŞ 

 

Özge Arıbaş, 1989 yılında Ankara’da doğdu. İlk ve orta öğrenimini aynı ilde tamamladıktan 

sonra, Ankara Üniversitesi Fen Fakültesi Matematik Bölümü’nden 2012 yılında mezun oldu. 

2015 yılında Bülent Ecevit Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı 

yüksek lisans programına başladı. Aynı yıl Bülent Ecevit Üniversitesi Fen Fakültesi Matematik 

Bölümü’ne araştırma görevlisi olarak atandı. 

ADRES BİLGİLERİ: 

Adres: Güven Mah. Meneviş Sok. Yağcıoğlu Apt. No:11 Çankaya / Ankara. 

Tel: (+90) 312 428 32 88 

E-posta: ozgearibas@gmail.com 


