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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

TRANSPORT DENKLEMLER İÇİN BAZI TERS PROBLEMLERİN   

ÇÖZÜMLERİNİN KARARLILIĞININ ARAŞTIRILMASI  

Sevil AMİROVA 

Bülent Ecevit Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Fikret GÖLGELEYEN 

 

 Aralık 2017, 67 sayfa 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, diferensiyel denklemler için ters 

problemler teorisine ilişkin temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. İkinci bölümde, sınırlı 

bir bölgede serbest transport denklemi için soğurma katsayısının belirlenmesi ters problemi 

ele alınmıştır. Bu problemin çözümünün kararlılığı iki büyük parametre içeren Carleman 

değerlendirmesi kullanılarak gösterilmiştir, (Gaitan and Ouzzane 2013). Üçüncü bölümde, 

integral terimi içeren bir transport denklem için bir başlangıç/sınır değer problemi ele alınmış 

ve sınırın bir parçasında verilmiş ek bilgiler yardımıyla bu denklemdeki saçılım katsayısının 

ve toplam zayıflama katsayısının belirlenmesi ters problemi tartışılmıştır. Bu kapsamda bir 

büyük parametre içeren ve lineer ağırlık fonksiyonunun kullanıldığı Carleman 

değerlendirmeleri yardımıyla Lipschitz kararlılığı incelenmiştir, (Machida and Yamamoto 

2014). Son bölümde, değişken katsayılı bir transport denklem için kaynak ve katsayı ters 

problemlerinin çözümlerinin kararlılığı, zamana göre lineer ve bir büyük parametre içeren bir 

Carleman değerlendirmesi kullanılarak araştırılmıştır, (Gölgeleyen and Yamamoto 2016). 
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This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some basic definitions and theorems 

related to the theory of inverse problems are given. In the second chapter, we consider an 

inverse problem of determination of an absorption coefficient in the free transport equation in 

a bounded domain. The stability of the solution of the problem is investigated by means of a  

Carleman estimate which includes two big parameters, (Gaitan and Ouzzane 2013). In the 

third chapter, we deal with an initial/boundary problem for a transport equation with an 

integral term and discuss inverse problem of determining a time independent scattering 

coefficient or total attenuation by boundary data on a suitable sub-boundary. In this context, 

Lipschitz stability is studied by using a Carleman estimate which is based on a linear weight 

function and includes one big parameter, (Machida and Yamamoto 2014). In the last section, 

the stability of the solution of some source and coefficient inverse problems for a transport 

equation with variable principle part is investigated with the help of a Carleman estimate 

which is linear with respect to time t and includes one large parameter (Gölgeleyen and 

Yamamoto 2016). 



vi 

Keywords: Transport equation, Inverse problem, Stability, Carleman estimates. 

Science Code: 403.06.00. 

         

 

 

 

 



vii 

TEŞEKKÜR 

Tezimin tüm aşamalarında görüş ve önerileriyle değerli vaktini esirgemeden bana ayıran, 

bilgisiyle beni yönlendiren; bu tezi tamamlamamda çok büyük emeği olan danışman hocam 

sayın Doç. Dr. Fikret GÖLGELEYEN ’e sonsuz saygı ve teşekkürlerimi sunarım.   

Bu sürecin her anında yanımda olan, sevgisiyle her daim güç veren değerli anneme; sevgili 

ablalarım Emine ve Medine’ ye sonsuz teşekkürlerimi sunarım. 

Desteğine ihtiyaç duyduğum her anda benimle olan ve beni cesaretlendiren değerli aile 

dostumuz Melahat ÇÖĞENDEZ ’e en içten dileklerimle sonsuz teşekkür ederim. 

Bu tezi,  Bülent Ecevit Üniversitesi Matematik bölümüne adım atmamı ve bugünlere gelmemi 

sağlayan sevgili babam merhum Prof. Dr. Arif AMİROV ‘a ithaf ediyorum. 

  



viii 



ix 

İÇİNDEKİLER 

Sayfa 
KABUL ...................................................................................................................................... ii 

ÖZET ......................................................................................................................................... iii 

ABSTRACT ............................................................................................................................... v 

TEŞEKKÜR ............................................................................................................................. vii 

İÇİNDEKİLER .......................................................................................................................... ix 

SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ .............................................................................. xi 

 

BÖLÜM 1 DİFERENSİYEL DENKLEMLER İÇİN DİREKT VE TERS PROBLEMLER .... 1 

 

1.1 GİRİŞ………………………………………………………………………………………1 

1.2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER……………………………………………………...3 

 

BÖLÜM 2 SERBEST TRANSPORT DENKLEM İÇİN SOĞURMA KATSAYISININ 

BELİRLENMESİ TERS PROBLEMİ………………………………………………………..11 

 

2.1 CARLEMAN DEĞERLENDİRMELERİ ...................................................................... 13 

2.2 KARARLILIK DEĞERLENDİRMELERİ .................................................................... 21 

 

 BÖLÜM 3 RADYATİF TRANSPORT DENKLEM İÇİN BAZI TERS PROBLEMLER ...29 

 

3.1 ENERJİ  DEĞERLENDİRMESİ ................................................................................... 32 

3.2 CARLEMAN DEĞERLENDİRMESİ ........................................................................... 35 

 

 

 

 



x 

İÇİNDEKİLER (devam ediyor) 

Sayfa 
 

    3.3 KARARLILIK  DEĞERLENDİRMELERİ……………………………………………38 

    3.4 SONUÇ ……………………………………..………………………………...…........45 

 

BÖLÜM 4 DEĞİŞKEN KATSAYILI BİR TRANSPORT DENKLEM İÇİN KAYNAK VE 
KATSAYI TERS PROBLEMLERİ……………………………………………………… …47 

 

    4.1 CARLEMAN DEĞERLENDİRMESİ ………………………………………...…........49 

   4.2 ENERJİ DEĞERLENDİRMELERİ .............................................................................. 52 

     4.3 KARARLILIK DEĞERLENDİRMELERİ .................................................................... 54 

     4.4   SONUÇ…………………………………………………………………………… ….61 

 

KAYNAKLAR ......................................................................................................................... 63 

 

ÖZGEÇMİŞ ............................................................................................................................. 67 



xi 

 

SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

SİMGELER 

Ω  : Verilen bir bölge 

Ω�  : Ω bölgesinin kapanışı 

∂Ω  : Ω bölgesinin sınırı 

ℝ𝑛𝑛  : n − boyutlu Euclid uzayı 

𝑣𝑣 ⋅ 𝑣𝑣′   : ℝⁿ uzayındaki skaler çarpımı gösterir 

𝐶𝐶𝑘𝑘(Ω)  : Ω bölgesinde tanımlı k. mertebeye kadar sürekli kısmi türevlere sahip 

fonksiyonlar uzayı 

𝐶𝐶0∞(Ω)  : Ω bölgesinde tanımlı sonsuz defa diferensiyellenebilir ve supportu Ω nın 

kompakt alt kümesi olan fonksiyonlar uzayı 

𝐷𝐷𝛼𝛼  : Türev için multiindeks gösterimi 

𝐷𝐷′(Ω)  : Genelleşmiş fonksiyonlar sınıfı 

𝐿𝐿1(Ω)  : Ω üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar uzayı 

𝐿𝐿2(Ω) : Ω üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzayı 

(. , . )𝐿𝐿2(Ω) : 𝐿𝐿2(Ω) da iç çarpım 

𝐻𝐻𝑘𝑘(Ω)  : Kendisi ve k. mertebeye kadar tüm genelleştirilmiş türevleri 𝐿𝐿2(Ω) ya ait olan 

fonksiyonlar uzayı 

χ(t) : Kesme (cut off) fonksiyonu  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥)  : φ fonksiyonunun supportu; 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) = {𝑥𝑥|𝑥𝑥 ⋲ 𝛺𝛺,𝜑𝜑(𝑥𝑥) ≠ 0}�������������������������� 

 



xii 

 



BÖLÜM 1

D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER ·IÇ·IN D·IREKT VE TERS

PROBLEMLER

1.1 G·IR·IŞ

K¬sm¬ türevli denklemler teorisi alan¬ndaki çal¬̧smalar, 18. yüzy¬ldan itibaren sürekli

ortamlar mekani¼gi ve daha genel olarak �zikteki çeşitli modellerin analitik olarak ele

al¬nmas¬nda temel bir araç olarak Euler, d�Ambert, Lagrange ve Laplace�¬n öncülü¼günde

başlam¬̧st¬r. 19. yüzy¬l¬n ortalar¬ndan başlayarak özellikle Riemann�¬n çal¬̧smalar¬yla bir-

likte matemati¼gin birçok alan¬nda önemli bir rol oynamaya başlam¬̧st¬r (Brezis and Brow-

der, 1997). Basit olarak, iki veya daha fazla de¼gi̧skene ba¼gl¬bilinmeyen bir fonksiyon ve

onun baz¬k¬smi türevlerini içeren bir denkleme k¬smi türevli denklem ad¬verilir. Bütün

k¬smi türevli denklemleri kapsayan çözülebilirlik ile ilgili bilinen genel bir teori mevcut

olmad¬¼g¬ndan bu denklemlerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬n¬n yap¬lmas¬büyük önem arz etmekte-

dir (Evans, 1997). Bu s¬n¬�and¬rma yap¬l¬rken denklemin mertebesi, ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken

say¬s¬, lineerli¼gi, homojenli¼gi ve katsay¬lar¬n¬n özellikleri dikkate al¬n¬r. Birinci mertebe-

den k¬smi türevli denklemler birçok bilim dal¬nda ve çeşitli uygulama alanlar¬nda ortaya

ç¬kar. Bunlara örnek olarak; diferensiyel geometri, analitik mekanik, kat¬mekani¼gi, gaz

dinami¼gi, geometrik optik, dalga teorisi, ¬s¬ve kütle transferi, çok fazl¬ak¬̧slar, kontrol

teorisi, varyasyon hesab¬, dinamik proglamlama, kimya mühendisli¼gi ve benzeri alanlar

verilebilir (Polyanin et.al. 2002).

Matematiksel �zikte direkt problem; denklem, bölge ve koşullar verildi¼ginde denklemi ve

koşullar¬sa¼glayan çözümün bulunmas¬problemi olarak tan¬mlan¬r. Burada amaç, belli

bir anda bölgenin belli bir noktas¬ndaki �ziksel alan¬veya süreci tan¬mlayan (elektro-

manyetik, akustik, sismik vb.) bir fonksiyonun bulunmas¬d¬r. Di¼ger yandan s¬kl¬kla

ortam¬n özelliklerinin, �ziksel sürecin başlang¬ç an¬ndaki durumunun ve/veya s¬n¬rda

sa¼glanan özelliklerin bilinmedi¼gi durumlar ile kaŗs¬laş¬lmaktad¬r. Matematiksel olarak,
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böyle bir problem direkt problemin çözümü hakk¬nda verilen ek bilgi yard¬m¬yla ilgili

denklemin katsay¬lar¬n¬n veya başlang¬ç ve/veya s¬n¬r koşullar¬ndan baz¬lar¬n¬n belirlen-

mesi ters problemi olarak ifade edilir. Daha basit bir ifade ile direkt problem; var olan

bir sebepten ortaya ç¬kabilecek sonuçlar¬n bulunmas¬problemi iken ters problem mevcut

sonuçlardan sebebin belirlenmesi problemi olarak ifade edilebilir (Gölgeleyen ve Kaytmaz

2016). Ters problemler teorisi, 20. yüzy¬l¬n ortalar¬ndan itibaren bilim ve teknolojideki

önemli uygulamalar¬nedeniyle bilim insanlar¬n¬n büyük ilgisini çekmi̧stir. Uzaktan al-

g¬lama ve tahribats¬z de¼gerlendirme alanlar¬nda bu tür problemlerin çözümleri incelenen

ortama ait yo¼gunluk, dalga yay¬l¬m h¬z¬, elastisite parametreleri, iletkenlik, elektriksel

ve manyetik geçirgenlik gibi önemli �ziksel özellikler hakk¬nda bilgi vermektedir. Ters

problemler genel olarak Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problemlerdir. 1902 y¬l¬nda

Frans¬z matematikçi J. S. Hadamard iyi konulmuş problem kavram¬n¬aşa¼g¬daki şekilde

ifade etmi̧stir:

Problem 1.1 U ve F metrik uzaylar, A: U ! F bir operatör olmak üzere

Au = f (1.1)

denklemini göz önüne alal¬m. (1.1) denkleminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün

bulunmas¬problemine (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problem

denir:

i. Her f 2 F için U uzay¬nda problemin çözümü vard¬r;

ii. Problemin çözümü U uzay¬nda tektir;

iii. Problemin koşullar¬F uzay¬nda az de¼gi̧sti¼ginde problemin çözümü de U uzay¬nda az

de¼gi̧sir (kararl¬l¬k koşulu) (Lavrent�ev et al. 1986).

Bu şartlardan herhangi birinin sa¼glanmamas¬durumunda problem, (U; F ) uzay çifti için

Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problem olarak adland¬r¬l¬r. Özel olarak, son koşul

olarak verilen kararl¬l¬k kriteri �ziksel uygulamalardan do¼gan problemler için büyük önem

taş¬maktad¬r. Çünkü uygulamada s¬n¬r verileri ölçüm yap¬larak elde edilmektedir ve

bu ölçümler belli oranda hata içermektedir. O halde küçük ölçüm hatalar¬problemin

çözümünü sert bir biçimde de¼gi̧stirmemelidir (Jost, 2013).

Bu tezde transport denklem olarak adland¬r¬lan birinci mertebeden baz¬k¬sm¬türevli den-

klemler için kaynak ve katsay¬ters problemlerinin çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬Carleman de¼ger-

lendirmeleri yard¬m¬yla araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu amaçla son zamanlarda bu alanda yap¬lm¬̧s
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olan çal¬̧smalar kapsaml¬olarak incelenmi̧stir. Klibanov and Pamyatnykh (2008), Gai-

tan and Ouzanne (2014), Machida and Yamamoto (2014) ve Gölgeleyen and Yamamoto

(2016) taraf¬ndan transport denklemler için başlang¬ç/s¬n¬r de¼ger problemleri ile ba¼glan-

t¬l¬baz¬ters problemlerin çözümlerinin tekli¼gi ve kararl¬l¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r. Klibanov and

Pamyatnykh (2008) ve Machida and Yamamoto (2014), integral terimi içeren, çözümü h¬z,

zaman ve konum de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬ve temel k¬sm¬n¬n katsay¬s¬sabit olan bir transport

denklemi ele alm¬̧slard¬r.

Yukar¬da bahsedilen çal¬̧smalarda kullan¬lan temel araç Carleman de¼gerlendirmesidir.

Carleman de¼gerlendirmesi, iki boyutlu eliptik denklemlerin çözümlerinin baz¬ özellik-

lerinin araşt¬r¬lmas¬amac¬yla ilk kez 1939 y¬l¬nda Torsten Carleman taraf¬ndan ortaya

konulmuştur. Daha sonra, Calderon (1958) ve Hörmander (1963) taraf¬ndan daha genel

ispatlar verilmi̧stir. Bu metodun ters problemler teorisine uygulanmas¬ ise Bukhgeim

and Klibanov (1981) taraf¬ndan gerçekleştirilmi̧stir. Daha sonra bu do¼grultuda pek çok

çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Klibanov and Timonov (2004), Carleman de¼gerlendirmelerini kul-

lanarak, lineer ve lineer olmayan k¬smi diferensiyel denklemler için klasik katsay¬ ters

problemleri ile ilgili önemli sonuçlar elde etmi̧slerdir. Parabolik ve hiperbolik denklemler

için ters problemler üzerine yap¬lan çal¬̧smalara örnek olarak Baudouin, Buhan and Erve-

doza (2013), Beilina and Klibanov (2012), Bellassoued and Yamamoto (2017), Yuan and

Yamamoto (2009) verilebilir.

1.2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Aşa¼g¬da, bu tezde geçen baz¬önemli tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1 (Tam Uzay) X bir normlu lineer uzay olmak üzere X�in elemanlar¬ndan

oluşan her bir Cauchy dizisi X in bir eleman¬na yak¬ns¬yor ise X�e tam uzay denir

(Mikhailov 1978, s. 65).

Tan¬m 1.2 (Banach Uzay¬) Tam normlu bir lineer uzaya Banach uzay¬denir (Mikhailov

1978, s. 65).

Tan¬m 1.3 (Hilbert Uzay¬) Bir Hilbert uzay¬, üzerindeki iç çarp¬mla tan¬mlanm¬̧s metri¼ge

göre tam olan bir iç çarp¬m uzay¬d¬r (Kreyszig 1989).
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Tan¬m 1.4 (Cm (
) Uzay¬) 
; Rn de bir bölge olsun. Negatif olmayan bir m tamsay¬s¬

için kendisi ve j�j � m olmak üzere D�' k¬smi türevleri 
 bölgesinde sürekli olan fonksi-

yonlar uzay¬Cm (
) ile gösterilir (Mikhailov 1978, s. 128).

Tan¬m 1.5 (C10 (
) Uzay¬) Bir 
 bölgesi üzerinde tan¬ml¬, sonsuz defa di¤erensiyel-

lenebilir ve supportu ( supp'(x) = fxj x 2 
; '(x) 6= 0g ) 
 n¬n kompakt alt cümlesi

olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümle C10 (
) ile gösterilir (Vladimirov 2002, s.7)

Tan¬m 1.6 (Lp (
) Uzay¬) 
; Rn uzay¬nda bir bölge ve p bir pozitif reel say¬olsun. 


bölgesinde tan¬ml¬Z



ju (x)jp dx <1

şart¬n¬sa¼glayan tüm ölçülebilir u fonksiyonlar¬n¬n uzay¬Lp (
) ile gösterilir (Adams and

Fournier 2003, s. 23).

Tan¬m 1.7 (L1 (
) Uzay¬) 
 bölgesi üzerinde ölçülebilir bir u fonksiyonu bu bölgede

esas s¬n¬rl¬d¬r (essential bounded) denir, e¼ger 
 bölgesi üzerinde hemen hemen her yerde

ju (x)j � K olacak şekilde bir K sabiti varsa. Bu K sabitlerinin en büyük alt s¬n¬r¬


 üzerinde juj nun esas supremumu olarak adland¬r¬l¬r ve esssupx2
 ju(x)j ile gösterilir.

Burada

kuk1 = ess sup
x2


ju(x)j

şeklinde tan¬ml¬d¬r. k�k1 fonksiyoneli L1 (
) üzerinde bir normdur (Adams and Fournier

2003, s. 27).

Tan¬m 1.8 (Genelleşmi̧s Fonksiyon) C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yard¬m¬

ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay¬denir ve D (
) ile gösterilir:

i) Öyle bir K � 
 kompakt kümesi vard¬r ki

8k 2 N için supp'k 2 K;

ii) Her � = (�1; �2; : : : ; �n) ve k !1 için

D�
'k
(x)! D�

'(x)

yak¬nsamas¬
 bölgesinde düzgün ise, k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsar demektir.

D (
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬, sürekli, lineer fonksiyonellere genelleşmi̧s fonksiyon

denir. Genelleşmi̧s fonksiyonlar s¬n¬f¬D0 (
) ile gösterilir (Vladimirov 2002, s. 10).
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Tan¬m 1.9 (Genelleşmi̧s Türev ) f 2 D0 (
) olmak üzere, f genelleşmiş fonksiyo-

nunun D
�
f (genelleşmiş) türevi,

(D
�

f; ') = (�1)j�j
�
f;D

�

'
�
; ' 2 D (
)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Vladimirov 2002, s. 25). Klasik anlamda türev kavram¬yerel olarak

tan¬mlan¬r ancak genelleşmiş türev bölgesel bir kavramd¬r. Bir genelleşmiş fonksiyonun

türevi de genelleşmiş fonksiyondur. Klasik anlamda birinci mertebeden türev mevcut de¼gil

ise ikinci mertebeden türevlerden bahsedilemez. Ancak genelleşmiş türev için bu durum

geçerli de¼gildir.

Örnek 1.1 f (x) = jx1j fonksiyonu, 
 = fjxj < 1g yuvar¬nda fx1 = signx1; fxi = 0,

i = 2; :::; n birinci mertebeden genelleşmiş türevlerine sahiptir.

Gerçekten de her g(x) 2 C10(
) için


+ = 
 \ (x1 > 0) ;
� = 
 \ (x1 < 0)

olmak üzereZ



jx1j gx1dx =
Z

+
x1gx1dx�

Z

�
x1gx1dx

yaz¬labilir. Ostrogradskii formülü kullan¬larak ve @
 üzerinde x1g = 0 oldu¼gu göz önünde

bulundurularakZ



jx1j gx1dx = �
Z

+
gdx+

Z

�
gdx = �

Z



signx1gdx

elde edilir. Bu nedenle jx1j fonksiyonunun x1 e göre genelleşmi̧s türevi var ve signx1
fonksiyonuna eşittir. Di¼ger yandan i � 2 içinZ



jxij gxidx =
Z

+
(jx1j g)xi dx = 0 = �

Z



0 � gdx

oldu¼gundan jx1j fonksiyonunun xi, i = 2; :::; n de¼gi̧skenlerine göre genelleşmi̧s türevi var

ve s¬f¬ra eşittir (Mikhailov 1978, s. 112).

Dikkat edilirse jx1j fonksiyonun 
 bölgesinde x1 e göre klasik türevi yoktur ( x1 = 0 için

türev mevcut de¼gildir).

Örnek 1.2 f(x) = signx1 fonksiyonu Q = fjxj < 1g yuvar¬nda fxi = 0; i = 2; :::n birinci

genelleşmiş türevlerine sahiptir ancak fx1 genelleşmiş türevi mevcut de¼gildir.
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fxi ; i = 2; :::; n genelleşmi̧s türevlerinin varl¬¼g¬örnek 1.1 de verilen yöntem ile gösterilir.

Şimdi f fonksiyonunun x1 de¼gi̧skenine göre genelleşmi̧s türevinin olmad¬¼g¬n¬gösterelim.

Tersine kabul edelim ki f fonksiyonunun x1 de¼gi̧skenine göre genelleşmi̧s türevi olan bir

! 2 L2;loc(
) fonksiyonu mevcut olsun. Bu durumda, her g(x) 2 C10(
) içinZ



!gdx = �
Z



(signx1) gx1dx = �
Z

+
gx1dx+

Z

�
gx1dx

= 2

Z

\fx1=0g

gx1dx2:::dxn (1.2)

olur. Bu eşitlik, en başta, hemen hemen heryerde 
 bölgesinde ! = 0 oldu¼gunu gös-

terir. Asl¬nda (1.2) eşitli¼ginde 
� bölgesinde s¬f¬r olan key� bir g(x) 2 C10(
) fonksiyonu

yaz¬l¬rsa
R


!gdx = 0 olur. Buradan 
+ bölgesinde hemen hemen heryerde ! = 0 oldu¼gu

görülür. Benzer olarak 
� bölgesinde hemen hemen heryerde ! = 0 oldu¼gu gösterilebilir.

Bu nedenle her g(x) 2 C10(
) için
R


!gdx = 0 olur yani

R

\fx1=0g gx1dx2:::dxn = 0; bu

eşitsizlik key� g(x) 2 C10(
) için sa¼glanmaz (Mikhailov 1978, s. 113).

Örnek 1.3 Q = fjxj < 1g yuvar¬nda f(x) = signx1 olmak üzere f(x) = '(x1) + '(x2)

şeklinde tan¬ml¬ bir fonksiyonu ele alal¬m. Örnek 1.2 de f fonksiyonunun fx1 ve fx2

genelleşmiş türevlerinin olmad¬¼g¬gösterildi. Bununla birlikte fx1x2 genelleşmiş türevinin

varl¬¼g¬ kolayca gösterilebilir. Bunun için key� g(x) 2 C20(
) al¬narak aşa¼g¬daki eşitlik

yaz¬labilir:Z



gx1x2fdx =

Z



'(x1)gx1x2dx+

Z



'(x2)gx1x2dx:

Di¼ger taraftanZ



'(x1)gx1x2dx = �2
Z

\fx1<0g

gx1x2dx+

Z

\fx1>0g

gx1x2dx = 0:

Benzer şekilde
R


'(x2)gx1x2dx = 0 oldu¼gundanZ




fgx1x2dx = 0 =

Z



0 � gdx

elde edilir. Böylece fx1x2 genelleşmiş türevi mevcut ve s¬f¬ra eşittir (Mikhailov 1978, s.

114).

Tan¬m 1.10 (Sobolev Uzaylar¬) m pozitif bir tamsay¬ ve 1 � p � 1 olmak üzere,

k�km;p fonksiyoneli aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlans¬n:

kukm;p =

0@ X
0�j�j�m

kD�ukpp

1A1=p

; 1 � p <1; (1.3)

kukm;1 = max
0�j�j�m

kD�uk1 : (1.4)
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Yukar¬daki eşitliklerde k�kp sembolü Lp (
) uzay¬ndaki normu göstermektedir. (1.3) veya

(1.4) normlar¬ ile verilen aşa¼g¬daki uzaylar 
 bölgesi üzerinde Sobolev uzay¬olarak ad-

land¬r¬l¬r:

1) Hm;p (
) �
n
u 2 Cm (
) : kukm;p <1

o
kümesinin k�km;p normuna göre tamlan¬̧s¬;

2) Wm;p (
) � fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg ;

3) Wm;p
0 (
) � Wm;p (
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬.

Aç¬kt¬r ki W 0;p (
) = Lp (
) ve W 2;p (
) = Hp dir (Adams and Fournier 2003, s. 60).

Teorem 1.1 Wm;p (
) bir Banach uzay¬d¬r.

·Ispat. fung, Wm;p (
) uzay¬nda bir Cauchy dizisi olsun. O zaman fD�ug ; 0 < j�j � m

olmak üzere Lp (
) uzay¬nda bir Cauchy dizisidir. Lp (
) uzay¬tam oldu¼gundan n!1

ve 0 < j�j � m iken un ! u; D�un ! u� olacak şekilde u ve u� fonksiyonlar¬vard¬r.

Lp(
) � L1loc (
) oldu¼gundan un; Tun 2 D0 (
) genelleşmi̧s fonksiyonunu tan¬mlar. Her

� 2 D (
) için Hölder eşitsizli¼ginden

jTun (�)� Tu (�)j �
Z



jun(x)� u(x)j j�(x)j dx � k�kp0 kun � ukp

sa¼glan¬r. Burada p0, p nin üstel eşleni¼gidir. Bu yüzden, n ! 1 iken her � 2 D (
)

için Tun (�) ! Tu (�) dir. Benzer şekilde her � 2 D (
) için TD�un (�) ! Tun (�) olur.

Buradan her � 2 D (
) için

Tu� (�) = lim
n!1

TD�un (�) = lim
n!1

(�1)j�j Tun (D��) = (�1)j�j Tu (D��)

elde edilir. Böylece 0 � j�j � m için u 2 Wm;p(
) oldu¼gunda 
 bölgesinde genelleşmi̧s

anlamda u� = D�u görülür. Son olarak lim
n!1

kun � ukm;p = 0 oldu¼gundan Wm;p uzay¬

tamd¬r (Adams and Fournier 2003, s. 61).

Tan¬m 1.11 (Hk (
) Uzay¬) Hk (
), kendisi ve k: mertebeye kadar tüm genelleşmiş

türevleri L2 (
) uzay¬na ait olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. Bu cümleye

ait baz¬önemli özellikler aşa¼g¬da verilmiştir:
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i) Hk (
) lineer uzayd¬r ve H0 (
) = L2 (
) ;

ii) Hk (
) üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)Hk(
) =
X
j�j�k

Z



D�f1D
�f2dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHk(
) =

0@X
j�j�k

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

biçimindedir;

iii) @
 2 Ck ise C1
�


�
uzay¬, Hk (
) uzay¬nda heryerde yo¼gundur;

iv) @
 2 Ck ise Hk (
) ayr¬labilir uzayd¬r (Mikhailov 1978, s. 122).

Teorem 1.2 Hk (
) uzay¬, üzerinde tan¬mlanan

(f; g)Hk(
) =
X
j�j�k

Z



D�fD�gdx (1.5)

iç çarp¬m¬ile birlikte bir Hilbert uzay¬d¬r.

·Ispat. Bunu göstermek için (1.5) taraf¬ndan üretilen Hk (
) uzay¬n¬n

kfkHk(
) =

0@X
j�j�k

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

(1.6)

normuna göre tam oldu¼gunu ispatlamak yeterlidir. Kabul edelim ki fm; m = 1; 2; :::; n;

Hk (
) uzay¬nda bir Cauchy dizisi olsun:

kfs � fmk2Hk(
) =
X
j�j�k

Z



jD�fs �D�fmj2 dx! 0;m; s!1:

Bu durumda j�j � k olmak üzere her � içinZ



jD�fs �D�fmj2 dx! 0; m; s!1 (1.7)

olur. Özel olarak � = 0 durumundaZ



jfs � fmj2 dx! 0 (1.8)

elde edilir. Di¼ger taraftan, L2(
) uzay¬tam oldu¼gundan, (1.8) dikkate al¬narak fm, m =

1; 2:::; n dizisinin yak¬nsad¬¼g¬bir f 2 L2(
) fonksiyonun varl¬¼g¬ve (1.7) dikkate al¬narak
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D�fm dizisinin yak¬nsad¬¼g¬bir f� 2 L2(
) fonksiyonun varl¬¼g¬görülür. Ayr¬ca tüm fm

fonksiyonlar¬n¬n k. mertebeye kadar genelleşmi̧s türevleri mevcut ve L2(
) uzay¬na ait

oldu¼gundan her g(x) 2 C10(
) ve j�j � k olacak şekilde her � için

(fm; D
�g)L2(
) = (�1)

j�j (D�fm; g)L2(
)

yaz¬labilir. Bu özdeşliktem!1 için limit al¬n¬rsa, f� fonksiyonunun f in �. mertebeden

genelleşmi̧s türevi oldu¼gu görülür. Böylece f 2 Hk (
) ve kfm � fkHk(
) ! 0; m; s!1

olur (Mikhailov 1978, s. 121).

Yukar¬da tan¬m¬ verilen Sobolev uzaylar¬n¬n farkl¬ tipleri mevcuttur. Aşa¼g¬da zaman

de¼gi̧skenini bir Banach uzay¬na dönüştüren fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu baz¬uzaylar veril-

mi̧stir. Kabul edelim ki bir X reel Banach uzay¬k:k normuyla verilsin.

Tan¬m 1.12 ( C ([0; T ] ;X) uzay¬) u : [0; T ] ! X şeklinde tan¬ml¬ tüm sürekli fonksi-

yonlar¬n uzay¬C ([0; T ] ;X) ile gösterilir, bu uzayda norm

kukC([0;T ];X) := max
0�t�T

ku(t)k <1

şeklinde verilir (Evans 1997, s. 285).

Tan¬m 1.13 (Lp(0; T ;X) Uzay¬) u : [0; T ] ! X şeklinde tan¬ml¬ ve ölçülebilir tüm

fonksiyonlar¬n uzay¬Lp (0; T ;X) ile gösterilir ve bu uzayda norm p say¬s¬n¬n durumuna

göre

kukLp(0;T ;X) : =

�Z T

0

ku (x)kp dt
�1=p

<1; 1 � p � 1;

kukL1(0;T ;X) : = esp sup
0�t�T

ku (t)k <1

olarak tan¬mlan¬r (Evans, 1997 s. 285).

Tan¬m 1.14 (W 1;p (0; T ;X) uzay¬) Kendisi ve birinci mertebeden genelleşmiş türevi Lp (0; T ;X)

uzay¬na ait olan tüm u fonksiyonlar¬n¬n uzay¬W 1;p (0; T ;X) ile gösterilir. Ayr¬ca burada

norm

kukW 1;p(0;T ;X) :=

8><>:
R T
0

�
ku(t)kp +



u0(t)

p dt�1=p ; 0 � p <1;

ess sup
0�t�T

�
ku(t)k+



u0(t)

� ; (p =1)
şeklinde tan¬mlan¬r. Aç¬kt¬r ki

H1 (0; T ;X) =W 1;2 (0; T ;X)

olur (Evans 1997, s. 286).
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Tan¬m 1.15 (Gronwall Eşitsizli¼gi) Kabul edelim ki m � 0 ve b > 0 olsun. Ayr¬ca

u; h : [0; b]! [0;1) sürekli negatif olmayan fonksiyonlar olup her t 2 [0; b] için

u(t) � m+

Z t

0

h(s)u(s)ds (1.9)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda her t 2 [0; b] için u aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi do¼grular:

u(t) � me
R t
0 h(s)ds: (1.10)

·Ispat. (1.9) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬her t 2 [0; b] için

F (t) � m+

Z t

0

h(s)u(s)ds

olarak gösterilirse, F negatif olmayan bir fonksiyon olur. Ayr¬ca integral hesab¬n temel

teoreminden F in diferensiyellenebilir oldu¼gu görülür ve

F 0(t) = h(t)u(t) � h(t)F (t)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Kabul edelim ki m > 0 olsun bu durumda her t 2 [0; b] için F (t) > 0

olur. E¼ger son eşitsizlik F (t) ile bölünürse

d

dt
lnF (t) =

F 0(t)

F (t)
� h(t)

elde edilir. E¼ger son eşitsizlik kullan¬l¬rsa

lnF (t)� lnm =

Z t

0

d

dt
lnF (s)ds �

Z t

0

h(s)ds

bulunur. Böylece do¼gal üstel fonksiyon bir artan fonksiyon oldu¼gundan

elnF (t)�lnm � e
R t
0 h(s)ds

yaz¬labilir. Buradan Gronwall eşitsizli¼gi olan (1.10) elde edilir ve m > 0 durumunda ispat

tamamlanm¬̧s olur. m = 0 durumunda, fmjg1j=1 s¬f¬ra yak¬nsayan pozitif say¬lar¬n bir

dizisi olmak üzere her t 2 [0; b] için ve tüm j ler için

u(t) � mj +

Z t

0

h(s)u(s)ds

yaz¬labilir. Sonuç olarak

u(t) � mje
R t
0 h(s)ds

elde edilir. Son eşitsizlikte t ! 1 için limit al¬n¬rsa u(t) � 0 olur. Böylece m = 0

durumunda da (1.10) Gronwall eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Betounes, s. 557-558).
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BÖLÜM 2

SERBEST TRANSPORT DENKLEM ·IÇ·IN SO¼GURMA KATSAYISININ

BEL·IRLENMES·I TERS PROBLEM·I

Bu bölümde, s¬n¬rl¬ bir bölgede serbest transport denklem için so¼gurma katsay¬s¬n¬n

belirlenmesi probleminin çözümünün kararl¬l¬¼g¬ Carleman de¼gerlendirmesi kullan¬larak

araşt¬r¬lmaktad¬r. Matematiksel biyolojide, örne¼gin difüzyon-reaksiyon modelleri gibi or-

taya ç¬kan baz¬sistemler saç¬l¬m terimi ihtiva etmeyen transport denklemleri içerir. Bu

denklemler genel olarak organizmalar¬n (hücrelerin, parazitlerin) yo¼gunlu¼gunun evrimini

tasvir eder. Burada ele al¬nan problem, angiogenez süreciyle ba¼glant¬l¬bir ters problemdir.


, Rn de aç¬k ba¼glant¬l¬bir bölge olmak üzere @
 = � s¬n¬r¬; C2 s¬n¬f¬ndan olsun. Ayr¬ca


T := 
 � (0; T ) bölgesi verilsin. u(x; t) 2 R fonksiyonu t > 0 zaman¬nda, x 2 Rn

konumunda, A = A(x) h¬z¬yla süzülen parçac¬klar¬n yo¼gunlu¼gunu göstersin. �(x), x 2 @


noktas¬nda @
 s¬n¬r¬na göre birim d¬̧s normal vektör olmak üzere �� alt s¬n¬rlar¬aşa¼g¬daki

şekilde tan¬mlans¬n:

�+ = fx 2 @
; �(x) � A > 0g , �� = fx 2 @
; �(x) � A � 0g :

Burada ��; bölgeye giri̧slerin oldu¼gu s¬n¬r parças¬n¬, �+ ise ç¬k¬̧slar¬n oldu¼gu s¬n¬r parças¬n¬

ifade eder.

Aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lardan u fonksiyonunun bulunmas¬problemini göz önüne alal¬m:

@tu(x; t) + A(x) � ru(x; t) + p(x)u(x; t) = 0; (x; t) 2 
� (0; T ); (2.1)

u(x; t) = h(x; t); (x; t) 2 �� � (0; T ) ; (2.2)

u(x; 0) = u0(x); (x; t) 2 
. (2.3)

(2.1) denkleminde so¼gurma katsay¬s¬olan p; L1 (
) uzay¬na aittir. Ayr¬caA 2 (W 1:1 (
))
n

olup (h; u0) fonksiyonlar çifti de L2 (�� � (0; T )) � L2 (
) uzay¬nda yer alan s¬n¬r ve

başlang¬ç verilerine kaŗs¬l¬k gelmektedir. Bir W uzay¬n¬aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlayal¬m:

W =

�
u 2 L2 (
� (0; T )) ; @u

@t
+ A � ru 2 L2 (
� (0; T ))

�
:
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Bu durumda (2.1)-(2.3) probleminin W uzay¬na ait tek bir çözümü oldu¼gu bilinmektedir

ve u 2 C ([0; T ] ;L2 (
)), (Dautray and Lions 1993).

Üstelik, e¼ger u0 2 C1 (
) ; h 2 C1 ([0; T ] ;L2 (��)) ve �� s¬n¬r¬üzerinde

u0 = h jt=0; @th jt=0 +A � ru0 + V u0 = 0

uyumluluk şartlar¬sa¼glan¬rsa

u 2 C1
�
[0; T ] ;L2 (
)

�
; A � ru 2 C

�
[0; T ] ;L2 (
)

�
olur. E¼ger u0 � 0 ise maksimum prensibinden u � 0 oldu¼gu görülür (Dautray and Lions,

1993). Burada C pozitif bir sabiti göstermektedir.

Bu bölümde ele al¬nan problem aşa¼g¬da verilmi̧stir :

(2.1)-(2.3) ba¼g¬nt¬lar¬ndan, p(x) so¼gurma katsay¬s¬n¬n (@tu)j�+�(0;T ) verisi kullan¬larak be-

lirlenmesi mümkün müdür? Burada kullan¬lan ve Carleman de¼gerlendirmelerine dayanan

yöntem, kuvvetli geometrik şartlara ihtiyaç duymaktad¬r.

Geometrik koşul:

9x0 =2 
 , öyle ki �+ � fx 2 @
; (x� x0) � �(x) � 0g : (2.4)

·Ilk olarak, Carleman de¼gerlendirmesini elde etmek için aşa¼g¬daki a¼g¬rl¬k fonksiyonunu

tan¬mlayal¬m:

A¼g¬rl¬k fonksiyonu:

Kabul edelim x0 =2 
 için �+ alt s¬n¬r¬(2.4) koşulunu sa¼glas¬n. � 2 (0; 1) olmak üzere

(x; t) 2 
� (0; T ) için

 (x; t) = jx� x0j2 � �t2 +M; '(x; t) = e� (x;t); � > 0 (2.5)

fonksiyonlar¬tan¬mlans¬n. Burada M say¬s¬; 
 � (0; T ) bölgesinde  > 0 olacak şekilde

seçilsin ve �,

T >
1p
�
sup
x2


jx� x0j (2.6)

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n.

Literatürde, integral terimi içeren transport denklem için ters problemlerle ilgili s¬n¬rl¬

say¬da çal¬̧sma mevcuttur. Choulli and Stefanov (1996), u j�+ ve u j�� büyüklükleri

aras¬ndaki ili̧skiyi veren Albedo operatörü yard¬m¬yla so¼gurma katsay¬s¬n¬n belirlenmesi
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problemini ele alm¬̧st¬r. Zamana ba¼gl¬ tranport denklemler için katsay¬ ters problem-

lerinin çözümlerinin varl¬¼g¬ve tekli¼gi Prilepko and Ivankov (1985) taraf¬ndan ispatlan-

m¬̧st¬r. Transport denklemler için aş¬r¬ belirgin ters problemlerle ilgili baz¬ sonuçlar

Tamasan (2002) ve Stefanov (2003) de verilmi̧stir. Baz¬katsay¬lar¬n belirlenmesi prob-

lemi için kararl¬l¬k de¼gelendirmeleri Bal and Jolivet (2009, 2010) taraf¬ndan Albedo op-

eratörleri kullan¬larak elde edilmi̧stir. Bu çal¬̧smalarda, sonsuz say¬da ölçüm yap¬lmas¬

gereklidir. Bal (2009) ve Stefanov (2003) taraf¬ndan lineer transport denklemler için ters

problemlerle ilgili son zamanlarda elde edilmi̧s önemli sonuçlar kapsaml¬olarak sunul-

muştur. Bu çal¬̧smalarda farkl¬ters problemler ele al¬nm¬̧s, dura¼gan ve dura¼gan olmayan

durumlar için teklik ve kararl¬l¬k sonuçlar¬ ispatlanm¬̧st¬r. Klibanov and Pamyatnykh

(2008) de uygulanan yöntem, Bal and Jolivet (2009, 2010) da kullan¬lan yaklaş¬mdan

farkl¬d¬r. Burada �+ � (0; T ) s¬n¬r¬nda tek bir ölçüm yap¬lm¬̧s, başlang¬ç de¼geri ve

�� � (0; T ) üzerinde s¬n¬r verileri verilmi̧stir. Uygun s¬n¬r ölçümlerinden, transport den-

klem için so¼gurma katsay¬lar¬n¬n belirlenmesi ters problemi, Carleman de¼gerlendirmeleri

kullan¬larak Klibanov and Pamyatnykh (2008) ve Machida and Yamamoto (2014) taraf¬n-

dan incelenmi̧st¬r. Machida and Yamamoto (2014) den farkl¬olarak Gaitan and Ouzzane

(2014), h¬z¬n uzaysal de¼gi̧skene ba¼gl¬ olma durumunu ele alm¬̧st¬r. Ayr¬ca, Carleman

de¼gerlendirmesinde bir yerine iki büyük parametre kullan¬lm¬̧s ve kararl¬l¬k ispat¬enerji

de¼gerlendirmesi yard¬m¬yla yap¬lm¬̧st¬r. Transport denklem için bir Lipschitz tipi karar-

l¬l¬k de¼gerlendirmesi, Klibanov and Pamyatnykh (2008) taraf¬ndan noktasal Carleman

de¼gerlendirmesi kullan¬larak elde edilmi̧stir.

2.1 CARLEMAN DE¼GERLEND·IRMELER·I

Kabul edelim ki  a¼g¬rl¬k fonksiyonu

j(@t + A � r ) (x; t)j 6= 0;8(x; t) 2 
� [�T; T ] (2.7)

şart¬n¬sa¼glas¬n. (2.7) durumunu sa¼glayan bir örnek verelim:

0 =2 
 ve A(x) = x oldu¼gunu kabul edelim. E¼ger

T <
1

�
min


jxj2

olursa, o zaman (2.7) sa¼glan¬r. Di¼ger bir taraftan, (2.6) durumu

T >
1p
�
max


jxj
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olmas¬n¬gerektirir.

Bu nedenle, � parametresi için aşa¼g¬daki şart elde edilir:

p
� < min



jxj2 �

�
max


jxj
��1

:

·Ilk olarak, ileri problem için bir Carleman de¼gerlendirmesi verilecektir.

Önerme 2.1 Kabul edelim ki p 2 L1(
) olsun.  (2.5) eşitli¼gi ile tan¬mlanan ve (2.7)

şart¬n¬sa¼glayan bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. Bu durumda her s > s0; � > �0 için

Lv := @tv + A � rv 2 L2 (
� (0; T )) ; v j��= 0, v(�; 0) = v(�; T ) = 0

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan her v 2 L2 (
� (0; T )) için

kP1 (es'v)kL2(
T ) + s�2
Z T

0

Z



' jvj2 e2s'dxdt

� C

Z T

0

Z



jLvj2 e2s'dxdt+ Cs�

Z T

0

Z
�+

' jvj2A � �e2s'd�dt (2.8)

olacak şekilde s0, �0 ve C = C(s0; �0; 
; T; �) > 0 sabitleri vard¬r. Burada P1; aşa¼g¬daki

(2.9) ve (2.10) eşitliklerini sa¼glar.

·Ispat. Öncelikle s > 0 için w(x; t) = es'(x;t)v(x; t) şeklinde yeni bir fonksiyon ve Pw =

es'L (e�s'w) operatörünü tan¬mlayal¬m. O halde, @tv = e�s'(@tw � s@t'w) ve rv =

rwe�s' � swr'e�s' oldu¼gundan

Pw = es'L
�
e�s'w

�
= es'

�
e�s' (@tw � s@t'w +rw � A(x)� swA(x) � r')

�
= @tw � s@t'w +rw � A(x)� swA(x) � r'

yaz¬labilir. Ayr¬ca ' = e� ; @t' = s�'@t ve r' = s�'r eşitlikleri göz önünde

bulundurularak

Pw = @tw + A � rw � s�' (@t + A � r )w := P1w + P2w (2.9)

elde edilir. Burada P1w ve P2w s¬ras¬yla

P1w = @tw + A � rw, P2w = �s�' (@t + A � r )w (2.10)
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şeklinde tan¬ml¬d¬r. O halde (2.9) ve (2.10) eşitliklerinden

kPwk2L2(
T ) = (P1w + P2w;P1w + P2w)L2(
T )

= (P1w;P1w + P2w)L2(
T ) + (P2w;P1w + P2w)L2(
T )

= (P1w;P1w)L2(
T ) + (P1w;P2w)L2(
T )

+(P2w;P1w)L2(
T ) + (P2w;P2w)L2(
T )

= (P1w;P1w)L2(
T ) + (P1w;P2w)L2(
T )

+(P1w;P2w)L2(
T ) + (P2w;P2w)L2(
T )

= kP1wk2L2(
T ) + 2 (P1w;P2w)L2(
T ) + kP2wk
2
L2(
T )

� 2 (P1w;P2w)L2(
T ) (2.11)

yaz¬labilir. Şimdi 2 (P1w;P2w)L2(
T ) ifadesini hesaplayal¬m. K¬smi integrasyon yard¬m¬yla,

w(�; 0) = w(�; T ) ve w j��= 0 koşullar¬dikkate al¬narak

2 (P1w;P2w)L2(
T ) = 2 (@tw + A � rw;�s�'(@t + A � r )w)L2(
T )

= 2

Z T

0

Z



(@tw + A � rw) (�s�' (@t + A � r )w) dxdt

= �2s�
Z T

0

Z



w@tw' (@t + A � r ) dxdt

�2s�
Z T

0

Z



wrw � A' (@t + A � r ) dxdt

= �s�
Z T

0

Z



@t
�
w2
�
' (@t + A � r ) dxdt

�s�
Z T

0

Z



r
�
w2
�
� A' (@t + A � r ) dxdt

= I1 + I2

bulunur. Şimdi, I1 ve I2 terimlerini de¼gerlendirelim:

I1 = �s�
Z T

0

Z



@t
�
w2
�
' (@t + A � r ) dxdt

= s�

Z T

0

Z



w2' (@t + A � r ) dxdt+ s�2
Z T

0

Z



w2'@t (@t + A � r ) dxdt

+s�

Z T

0

Z



w2'@t (@t + A � r ) dxdt

= s�2
Z T

0

Z



w2'@t (@t + A � r ) dxdt+ s�

Z T

0

Z



w2'@t (@t + A � r ) dxdt;
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I2 = s�

Z T

0

Z



r
�
w2
�
A' (@t + A � r ) dxdt

= �s�
Z T

0

Z



div
�
w2A' (@t + A � r )

�
dxdt

+s�2
Z T

0

Z



'r � A (@t + A � r )w2dxdt

+s�

Z T

0

Z



'r (A (@t + A � r ))w2dxdt

= �s�
Z T

0

Z
�+

w2A � � (@t + A � r )'d�dt

+s�2
Z T

0

Z



'r � A (@t + A � r )w2dxdt

+s�

Z T

0

Z



'r (A (@t + A � r ))w2dxdt

elde edilir. Ayr¬ca s ve � n¬n kuvvetlerine göre yüksek ve düşük mertebeden terimleri

biraraya getirirsek

s�2
Z T

0

Z



w2' (@t + A � r )2 dxdt� s�

Z T

0

Z
�+

w2A � � (@t + A � r )'d�dt

+s�

Z T

0

Z



w2'
�
@2t  + 2A � r@t + jAj

24 +r � A (@t + A � r )
�
dxdt

= 2 (P1w;P2w)L2(
T )

yaz¬l¬r. Burada s ve � parametrelerine göre yüksek dereceden kuvvetleri içeren terim-

lerin pozitif olmas¬gerekmektedir.  ve A ile ilgili regülerlik koşullar¬n¬ve (2.7) şart¬n¬

kullanarakZ T

0

Z



jP1wj2 dxdt+ s�2
Z T

0

Z



'w2dxdt

� C

Z T

0

Z



jPwj2 dxdt+ Cs�

Z T

0

Z



'w2dxdt

+Cs�

Z T

0

Z
�+

w2A � �'d�dt

elde edilir. Son eşitsizlikte, s > 0 ve � > 0 için sa¼g taraftaki ikinci integral, sol taraftaki

s�2 kuvvetli terim taraf¬ndan absorbe edilir, böyleceZ T

0

Z



jP1wj2 dxdt+ s�2
Z T

0

Z



w2'dxdt

� C

Z T

0

Z



jPwj2 dxdt+ Cs�

Z T

0

Z
�+

w2A � �'d�dt

olarak bulunur. Son olarak, w den v ye geçersek, ispat tamamlan¬r. Şimdi, geri problem

için bir Carleman de¼gerlendirmesi verilecektir.
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Önerme 2.2 Kabul edelim ki p 2 L1(
) olsun.  ; (2.5) eşitli¼gi ile tan¬mlanan ve (2.7)

ifadesini sa¼glayan bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. Bu durumda her s > s0; � > �0 için

Lgeriv : = �@tv + A � rv 2 L2 (
� (0; T )) ;

vj�� = 0, v(�; 0) = v(�; T ) = 0;

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan her v 2 L2 (
� (0; T )) için

s�2
Z T

0

Z



' jvj2 es'dxdt � C

Z T

0

Z



jLgerivj2 es'dxdt

+Cs�

Z T

0

Z
�+

' jvj2A � �e2s'dxdt (2.12)

olacak şekilde s0; �0 ve C = C(s0; �0; 
; T; �) > 0 sabitleri vard¬r.

·Ispat. s > 0 için, w(x; t) = es'(x;t)v(x; t) şeklinde yeni bir fonksiyon ve Pw = es'Lgeri (e
�s'w)

operatörünü tan¬mlayal¬m. Ayr¬ca @tv = e�s'(@tw�s@t'w) verv = rwe�s'�swr'e�s'

oldu¼gundan

Pgeriw = es'Lgeri
�
e�s'w

�
= es'

�
e�s' (�@tw + s@t'w +rw � A(x)� swA(x) � r')

�
= �@tw + s@t'w +rw � A(x)� swA(x) � r'

olur. ' = e� ; @t' = s�'@t ve r' = s�'r oldu¼gundan

Pgeriw = �@tw + A � rw + s�' (@t + A � r )w := P1;geriw + P2;geriw

elde edilir. Burada P1;geriw ve P2;geriw s¬ras¬yla

P1;geriw = �@tw + A � rw,

P2;geriw = +s�' (@t � A � r )w

şeklindedir. O halde,

kPgeriwk2L2(
T ) = (P1;geriw + P2;geriw;P1;geriw + P2;geriw)L2(
T )

= (P1;geriw;P1;geriw + P2;geriw)L2(
T ) + (P2;geriw;P1;geriw + P2;geriw)L2(
T )

= (P1;geriw;P1;geriw)L2(
T ) + (P1;geriw;P2;geriw)L2(
T )

+(P2;geriw;P1;geriw)L2(
T ) + (P2;geriw;P2;geriw)L2(
T )

= (P1;geriw;P1;geriw)L2(
T ) + (P1;geriw;P2;geriw)L2(
T )

+(P1;geriw;P2;geriw)L2(
T ) + (P2;geriw;P2;geriw)L2(
T )

= kP1;geriwk2L2(
T ) + 2 (P1;geriw;P2;geriw)L2(
T ) + kP2;geriwk
2
L2(
T )

� 2 (P1;geriw;P2;geriw)L2(
T )
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yaz¬labilir. Şimdi 2 (P1;geriw;P2;geriw)L2(
T ) ifadesini hesaplayal¬m. K¬smi integrasyon

yard¬m¬yla, w(�; 0) = w(�; T ) ve w j��= 0 koşullar¬ve @t (w2) = 2w@tw ver (w2) = 2wrw

eşitlikleri dikkate al¬narak

2 (P1;geriw;P2;geriw)L2(
T ) = 2 ((�@tw + A � rw; s�'(@t � A � r )w)L2(
T )

= 2

Z T

0

Z



(�@tw + A � rw) (s�' (@t � A � r )w) dxdt

= 2s�

Z T

0

Z



w@tw' (@t � A � r ) dxdt

+2s�

Z T

0

Z



wrw � A' (@t � A � r ) dxdt

= s�

Z T

0

Z



@t
�
w2
�
' (@t � A � r ) dxdt

+s�

Z T

0

Z



r
�
w2
�
� A' (@t � A � r ) dxdt

= I1 + I2

olarak bulunur. Buradan

I1 = s�

Z T

0

Z



@t
�
w2
�
' (@t � A � r ) dxdt

= �s�
Z T

0

Z



w2' (@t � A � r ) dxdt

�s�2
Z T

0

Z



w2'@t (@t � A � r ) dxdt

�s�
Z T

0

Z



w2'@t (@t � A � r ) dxdt

= �s�2
Z T

0

Z



w2'@t (@t � A � r ) dxdt

�s�
Z T

0

Z



w2'
�
@2t  � A � r@t 

�
dxdt;
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I2 = s�

Z T

0

Z



r
�
w2
�
A' (@t � A � r ) dxdt

= s�

Z T

0

Z



div
�
w2A' (@t � A � r )

�
dxdt

�s�2
Z T

0

Z



'r � A (@t � A � r )w2dxdt

�s�
Z T

0

Z



'r (A (@t � A � r ))w2dxdt

= s�

Z T

0

Z
�+

w2A � � (@t � A � r )'d�dt

�s�2
Z T

0

Z



'r � A (@t � A � r )w2dxdt

�s�
Z T

0

Z



'r (A (@t � A � r ))w2dxdt

elde edilir. Ayr¬ca s ve � n¬n kuvvetlerine göre yüksek mertebeden ve düşük mertebeden

terimleri biraraya getirirsek

2 (P1;geriw;P2;geriw)L2(
T )

= s�2
Z T

0

Z



w2' (@t � A � r )2 dxdt+ s�

Z T

0

Z
�+

w2A � v (@t � A � r )'d�dt

+s�

Z T

0

Z



w2'
�
@2t  � 2A � r@t + jAj

24 �r � A (@t � A � r )
�
dxdt

denklemi yaz¬l¬r. Son eşitlikte @t � A � r ifadesinin i̧saretini bilmiyoruz, (2.7) den

@t � A � r 6= 0 oldu¼gundan

s�2
Z T

0

Z



'w2dxdt

�
Z T

0

Z



jP1;geriwj2 dxdt+ Cs�

Z T

0

Z
�+

w2A � �'d�dt

bulunur. Şimdi w(x; t) = es'(x;t)v(x; t) eşitli¼gini kullanarak w den v ye geçelim:

Pgeriw = �@tw + A � rw + s�' (@t � A � r )w

= �es'@tv � ses'@t'� + A (es'rv + ses'r'v) + s�' (@t � A � r ) es'
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oldu¼gundanZ T

0

Z



jPgeriwj2 dxdt =
Z T

0

Z



j�@tw + A � rw + s�' (@t � A � r )wj2 dxdt

=

Z T

0

Z



j�es'@tv � ses'@t'� + A (es'rv + ses'r'v) + s�' (@t � A � r ) es'j2 dxdt

�
Z T

0

Z



es' j�@tv � s�@t '� + A � rv + s�'r v + s�'v@t � s�'A � r vj2 dxdt

=

Z T

0

Z



e2s' j�@tv + A � rvj2

=

Z T

0

Z



e2s' jLgerivj2

olur. O zaman

s�2
Z T

0

Z



' jvj2 es'dxdt � C

Z T

0

Z



jLgerivj2 es'dxdt

+Cs�

Z T

0

Z
�+

' jvj2A � �es'dxdt

eşitsizli¼gi elde edilir. Şimdi, (2.8) ve (2.12) Carleman de¼gerlendirmelerini kullanarak

aşa¼g¬daki önermeyi verebiliriz.

Önerme 2.3 Kabul edelim ki p 2 L1(
) olsun.  ; (2.5) eşitli¼gi ile tan¬mlanan ve (2.7)

şart¬n¬sa¼glayan a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun.

bA(x; t) =
8<: A(x), t 2 (0; T ),

�A(x), t 2 (�T; 0)
(2.13)

olarak tan¬mlans¬n. O halde, her s > s0; � > �0 için

Lv : = @tv + bA � rv 2 L2 (
� (�T; T )) ;
vj�� = 0, v (�;�T ) = v (�; T ) = 0

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan her v 2 L2 (
� (0; T )) için

kP (es'v)k2L2(
�(�T;T )) + s�2
Z T

�T

Z



' jvj2 e2s'dxdt

� C

Z T

�T

Z



jLvj2 e2s'dxdt

+Cs�

Z T

�T

Z
�+

' jvj2 bA � �e2s'd�dt; (2.14)

olacak şekilde s0; �0 ve C = C(s0; �0; 
; T; �) > 0 sabitleri vard¬r.
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2.2 KARARLILIK DE¼GERLEND·IRMELER·I

Bu bölümde, p(x) so¼gurma katsay¬s¬ için kararl¬l¬k ve teklik sonuçlar¬ verilmi̧stir. Bu

tür problemler, kötü konulmuş oldu¼gundan say¬sal çözümleri aç¬s¬ndan kararl¬l¬k de¼ger-

lendirmeleri önemlidir. ·Ispat için, hem yerel hem de genel Carleman de¼gerlendirmeleri ve

enerji de¼gerlendirmeleri kullan¬l¬r.

Teorem 2.1 Kabul edelim ki s¬ras¬yla u ve eu (2.1)-(2.3) probleminin (p; h; u0) ve (ep; h; u0)
için birer çözümü olsun. (2.5) eşitli¼gi ile tan¬mlanan a¼g¬rl¬k fonksiyonu  ; (2.7) şart¬n¬

sa¼glas¬n. Bu durumda bir C > 0 sabiti vard¬r öyle kiZ



j(p� ep) (x)j2 dx � C

Z T

0

Z
�+

j(@tu� @teu) (x; t)j2 d�dt
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Teoremin ispat¬dört ad¬mda verilecektir.

Ad¬m 1. Problem lineer hale dönüştürülür. Bunun için U = u� eu olarak al¬narak, @tU
fonksiyonu aşa¼g¬daki şekilde geni̧sletilir:

Y (x; t) =

8<: @tU(x; t); t > 0;

@tU(x;�t); t < 0:

Böylece Y aşa¼g¬daki problemin çözümü olur:

@tY + bA(x; t) � rY + p(x)Y = (p� ep) (x)@teu; (x; t) 2 
� (�T; T ); (2.15)

Y (x; t) = 0; (x; t) 2 �� � (�T; T ); (2.16)

Y (x; 0) = (p� ep) (x)u0(x); x 2 
: (2.17)

Burada bA, (2.13) şeklinde tan¬mlan¬r.
Ad¬m 2. Y fonksiyonu teoremin hipotezinde istenen Y (�;�T ) = Y (�; T ) = 0 şart¬n¬

sa¼glamad¬¼g¬ndan, Önerme 2.3 ü uygulayabilmek için 0 � � � 1 olmak üzere bir � 2

C1c (R) kesme (cut-o¤) fonksiyonu tan¬mlan¬r. Her t 2 (�T;�T + �) [ (T � �; T ) için

 (x; t) � C �  (x; 0) olacak şekilde � 2 (0; T ) seçelim, ve

�(t) =

8<: 1; � T + � � t � T � �;

0; t � �T veya t � T

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Burada eY = �Y fonksiyonu için (2.14) Carleman de¼ger-

lendirmesi uygulan¬r. Burada eY aşa¼g¬daki problemin çözümüdür:

@teY + bA(x; t) � reY + p(x)eY = �LY + Y @t�; (x; t) 2 
� (�T; T ); (2.18)
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eY (x; t) = 0; (x; t) 2 �� � (�T; T ); (2.19)

eY (x;�T ) = eY (x; T ) = 0; x 2 
: (2.20)

O halde,


P1 �es'eY �



L2(
�(�T;T ))

+ s�2
Z T

�T

Z



'
���eY ���2 e2s'dxdt

� C

Z T

�T

Z



j�LY + Y @t�j2 e2s'dxdt

+Cs�

Z T

�T

Z
�+

'
���eY ���2 bA � �e2s'd�dt;

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan supp @t� � (�T;�T + �)[ (T � �; T ) oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa,

Y için aşa¼g¬daki de¼gerlendirme elde edilir:

kP1 (es'Y )kL2(
�(�T+�;T��)) + s�2
Z T��

�

Z



' jY j2 e2s'dxdt

� C

Z T

0

Z



jLY j2 e2s'dxdt+ Cs�

Z T

�T

Z
�+

'
���eY ���2 bA � �e2s'd�dt

+C

Z �T+�

�T

Z



jY j2 e2s'dxdt+ C

Z T

T��

Z



jY j2 e2s'dxdt: (2.21)

Ad¬m 3. Şimdi (2.21) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki son iki integrali, ayn¬eşitsizli¼gin sol

taraf¬ndaki integral yard¬m¬yla de¼gerlendirelim. Buradaki amaç, yeterince büyük s >

0 için (2.21) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki son iki terimin, sol taraftaki integral terimi

taraf¬ndan absorbe edilmesini sa¼glamakt¬r. Bunun için, baz¬enerji de¼gerlendirmelerinin

yap¬lmas¬ gereklidir. ·Ilk olarak, � = �0 alarak ve ' nin alttan 1 ile üstten de � ya

ba¼gl¬baz¬sabitlerle s¬n¬rl¬oldu¼gunu göz önünde bulundurarak aşa¼g¬daki a¼g¬rl¬kl¬enerji

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m:

E(t) =
1

2

Z



jY j2 e2s'dx:

i)
R T
T��

R


jY j2 e2s'dxdt integralinin de¼gerlendirilmesi:

A¼g¬rl¬kl¬enerji fonksiyonunun türevi

dE

dt
= s

Z



@t' jY j2 e2s'dx+
Z



jY j @tY e2s'dx

= s

Z



@t' jY j2 e2s'dx+
Z



�
LY � bA � rY �Y e2s'dx

oldu¼gundan

dE

dt
� s

Z



@t' jY j2 e2s'dx+
1

2

Z



e2s' bA � r �jY j2� dx = Z



Y LY e2s'dx
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yaz¬labilir. Eşitli¼gin solundaki üçüncü terime k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,

dE

dt
� s

Z



�
@t'+r' � bA� jY j2 e2s'dx+ 1

2

Z
�+

bA � � �jY j2� e2s'd�
=

Z



Y LY e2s'dx+
1

2

Z



r � bA jY j2 e2s'dx (2.22)

bulunur. Ayr¬ca, her büyük s > 0 için �
�
@t'+r' � bA� � c > 0 oldu¼gundan

dE

dt
+ sc

Z



jY j2 e2s'dx �
Z



Y LY e2s'dx (2.23)

olur. " = sc için 2ab � "a2 + b2

"
formülü kullan¬larak (2.23) un sa¼g taraf¬����Z




Y LY e2s'dx

���� � 1

2
sc

Z



jY j2 e2s'dx+ 1

2sc

Z



jLY j2 e2s'dx:

şeklinde de¼gerlendirilebilir. O halde,

dE

dt
+ scE(t) � 1

2sc

Z



jLY j2 e2s'dx

elde edilir.

Di¼ger taraftan, t 2 (T � �; T ) için Gronwall lemmas¬kullan¬l¬rsa,

E(t) � e

tR
T��

�csd� �
E (T � �) +

Z t

T��

1

2sc

Z



e2s'(�) jLY (�)j2 dxd�
�

� e�sc(t�(T��))E(T � �) +
esc(t�(T��))

2sc

Z t

T��

Z



e2s'(�) jLY (�)j2 dxd�

� e�sc(t�(T��))E(T � �) +
1

2sc

Z T

T��

Z



e2s'(�) jLY (�)j2 dxd�

olur.

Son eşitsizli¼gin (T � �; T ) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa,Z T

T��
E(t)dt � E(T � �)

Z T��

T

e�sc(t�(T��))dt

+

Z T

T��

1

2sc

Z T

T��

Z



e2s'(�) jLY (�)j2 dxd�dt

� E(T � �)

Z T��

T

e�sc(t�(T��))dt+
�

2sc

Z T

�T

Z



e2s' jLY j2 dxdt

bulunur. BöyleceZ T

T��
E(t)dt � C

s
E(T � �) +

C

s

Z T

�T

Z



e2s' jLY j2 dxdt (2.24)
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oldu¼gu görülür. Şimdi, � 2 (�; T � �) için E(T��) ifadesini E(�) yad¬m¬yla de¼gerlendire-

lim. (2.22) eşitli¼ginin � dan (T � �) ya integrali al¬n¬rsaZ T��

�

dE

dt
dt+

1

2

Z T��

�

Z
�+

bA � � jY j2 e2s'd�dt
=

Z T��

�

s

Z



�
@t'+ bA � r'� jY j2 e2s'dxdt

+
1

2

Z T��

�

Z



r � bA jY j2 e2s'dxdt
+

Z T��

�

Z



Y LY e2s'dxdt

elde edilir. Daha sonra Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi kullan¬larak,Z T��

�

dE

dt
dt+

1

2

Z T��

�

Z
�+

bA � � jY j2 e2s'd�dt
� Cs

Z T��

�

Z



jY j2 e2s'dxdt

+
1

2
sc

Z T��

�

Z



jY j2 e2s'dxdt+ 1

2sc

Z T��

�

Z



jLY j2 e2s'dxdt

bulunur. Buradan,

E(T � �)� E(�) � Cs

Z T��

�

Z



jY j2 e2s'dxdt+ C

s

Z T

�T

Z



jLY j2 e2s'dxdt

olur. Yeterince büyük s > 0 için � dan T � � ya integral al¬narak

E(T � �) � Cs

Z T��

�

Z



E(t)dt+
C

s

Z T

�T

Z



jLY j2 e2s'dxdt (2.25)

bulunur. Son olarak (2.24) ve (2.25) eşitsizlikleri yard¬m¬yla,Z T

T��

Z



jY j2 e2s'dxdt � C

Z T��

�

Z



jY j2 e2s'dxdt+ C

s

Z T

�T

Z



e2s' jLY j2 dxdt (2.26)

elde edilir.

ii)
R �T+�
�T

R


jY j2 e2s'dxdt integralinin de¼gerlendirilmesi

t 2 (�T;�T + �) için benzer bir sonuç elde etmek amac¬yla t ! �t de¼gi̧sken de¼gi̧simi

yap¬l¬r, Ygeri(x; t) = Y (x;�t) tan¬mlanarak yukar¬da elde edilen de¼gerlendirme Ygeri ye

uygulan¬r. Buradan (2.24) ve (2.25) eşitsizliklerine paralel olarak,Z �T+�

�T
E(t)dt � C

s
E(�T + �) +

C

s

Z T

�T

Z



e2s' jLY j2 dxdt; (2.27)

E(�T + �) � Cs

Z T��

�T+�
E(t)dt+

C

s

Z T

�T

Z



jLY j2 e2s'dxdt (2.28)
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bulunur. Son olarak, (2.27) ve (2.28) yard¬m¬yla,Z �T+�

�T

Z



jY j2 e2s'dxdt � C

Z T��

�T+�

Z



jY j2 e2s'dxdt+ C

s

Z T

�T

Z



e2s' jLY j2 dxdt (2.29)

olarak bulunur. Şimdi, (2.21) eşitsizli¼ginde (2.26) ve (2.29) kullan¬l¬rsa,

s

Z T��

�T+�

Z



jY j2 e2s'dxdt � C

Z T

�T

Z



jLY j2 e2s'dxdt+Cs
Z T

�T

Z
�+

jY j2 bA ��e2s'd�dt (2.30)
elde edilir.

(2.25), (2.26) ve (2.30) eşitsizliklerinden, Y için

kP1 (es'Y )kL2(
�(�T+�;T��)) + s

Z T

�T

Z



jY j2 e2s'dxdt

� C

Z T

�T

Z



jLY j2 e2s'dxdt+ Cs

Z T

�T

Z
�+

jY j2 bA � �e2s'd�dt (2.31)

Carleman de¼gerlendirmesi elde edilir. Ayr¬ca P1Y = @tY + bA � rY = �pY � (p� ep) @teu
oldu¼gundan,Z �T+�

�T

Z



jP1Y j2 e2s'dxdt � C

Z �T+�

�T

Z



jY j2 e2s'dxdt+C
Z �T+�

�T

Z



jp� epj2 j@teuj2 e2s'dxdt;
Z T

T��

Z



jP1Y j2 e2s'dxdt � C

Z T

T��

Z



jY j2 e2s'dxdt+ C

Z T

T��

Z



jp� epj2 j@teuj2 e2s'dxdt;
yaz¬labilir. Böylece (2.31) eşitsizli¼ginden

kP1 (es'Y )kL2(
�(T;�T )) + s

Z T

�T

Z



jY j2 e2s'dxdt+
Z T

�T

Z



jP1Y j2 e2s'dxdt

� C

Z T

�T

Z



jp� epj2 j@teuj2 e2s'dxdt+ Cs

Z T

�T

Z
�+

jY j2 bA � �e2s'd�dt (2.32)

elde edilir.

Ad¬m 4. Kararl¬l¬k De¼gerlendirmesi

Kabul edelim ki W = es'eY olsun. P1W = @tW + bA � rW oldu¼gunu göz önünde bulun-

durarak, aşa¼g¬daki integrali ele alal¬m:

I =

Z 0

�T

Z



P1W �Wdxdt

Baudouin and Puel (2002) taraf¬ndan geli̧stirilen yöntem kullan¬larak I için bir üst s¬n¬r

Carleman de¼gerlendirmesi kullan¬larak elde edilebilir:

jIj =
����Z 0

�T

Z



P1W �Wdxdt

����
� s�

1
2

�Z 0

�T

Z



jP1W j2 dxdt
� 1

2
�
s

Z 0

�T

Z



jY j2 e2s'
� 1

2

dxdt:
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Young eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,

jIj � s�
1
2

�Z T

�T

Z



jP1W j2 dxdt+ s

Z T

�T

Z



jY j2 e2s'dxdt
�

olur.

(2.32) eşitsizli¼gini kullanarak,

jIj � Cs�
1
2

Z T

�T

Z



jp� epj2 j@teuj2 dxdt+ s

Z
�+

Z T

�T
jY j2 bA � �e2s'd�dt (2.33)

elde edilir.

Şimdi I ifadesini hesaplayal¬m, k¬smi integrasyon kullanarak,

1

2

Z



jY (x; 0)j2 e2s'(x;0)dx = I +
1

2

Z 0

�T

Z



�
r � bA� ���eY ���2 e2s'dxdt

�
Z 0

�T

Z
�+

bA � � ���eY ���2 e2s'd�dt
bulunur. (2.32) ve (2.33) eşitsizliklerinden

1

2

Z



jY (x; 0)j2 e2s'(x;0)dx � C
�
s�

1
2 + s�1

��Z T

�T

Z



jp� epj2 j@teuj2 e2s'dxdt�
+C

�
s
1
2 + 1

�Z T

�T

Z
�+

bA � � jY j2 e2s'd�dt
elde edilir. Di¼ger taraftan,

Y (x; 0) = @tU(x; 0) = � (p� ep) (x) eu(x; 0)
olur. Son eşitsizlikte Y yerine yaz¬l¬rsa,

1

2

Z



j(p� ep) (x) eu(x; 0)j2 e2s'(x;0)dx � C
�
s�

1
2 + s�1

�Z T

�T

Z



jp� epj2 j@teuj2 e2s'dxdt
+C

�
s
1
2 + 1

�Z T

�T

Z
�+

bA � � jY j2 e2s'd�dt (2.34)

elde edilir.

x0 =2 
 oldu¼gu ve tan¬m¬dikkate al¬nd¬¼g¬nda ' nin alttan s¬n¬rl¬oldu¼gu görülür. Ayr¬ca,

her x 2 
 ve t 2 (�T; T ) için e2s'(x;t) � e2s'(x;0) dir. eu 2 W 1;2 (�T; T ;L1 (
)) oldu¼gun-

dan

8x 2 
; t 2 (�T; T ) için 9k0 2 L2 (�T; T ) ; j@teu(x; t)j � k0 (t) jeu(x; 0)j
yaz¬labilir. Böylece (2.34) eşitsizli¼ginden�

1

2
� C

�
s�

1
2 + s�1

��Z



j(p� ep) (x)j2 jeu(x; 0)j2 e2s'(x;0)dx
� C

�
s
1
2 + 1

�Z T

�T

Z
�+

bA � � jY j2 e2s'd�dt
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bulunur.

O halde, e¼ger s yeterince büyük seçilirse,Z



j(p� ep) (x)j2 jeu(x; 0)j2 e2s'(x;0)dx � C

Z T

�T

Z
�+

bA � � jY j2 e2s'd�dt
eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde bir C = C(s0; �0; 
; T; �) sabiti vard¬r. Di¼ger taraftan,

 ve bA için verilen şartlar alt¬nda bA � � ve e2s'; (�T; T ) � �+ s¬n¬r¬üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.
Gerçekten de

a = min


[exp (s' (x; 0))] ;

b = max

�[0;T ]

[exp (s' (x; t))]

olmak üzere jeu(x; 0)j � r0 > 0 oldu¼gundanZ



j(p� ep) (x)j2 dx � C

Z T

�T

Z
�+

jY j2 e2s'd�dt

kararl¬l¬k sonucunu elde ederiz. Burada, C = C( b
a
; s0; �0; 
; T; �) dir. Son olarak Y;

t < 0 için @tU := @tu� @teu nin bir geni̧slemesi oldu¼gundan,Z



jp� epj2 dx � C

Z T

0

Z
�+

j@tu� @teuj2 d�dt
eşitsizli¼gi elde edilir ve böylece ispat tamamlan¬r.

27



28



BÖLÜM 3

RADYAT·IF TRANSPORT DENKLEM ·IÇ·IN BAZI TERS PROBLEMLER

Bu bölümde, bir radyatif transport denklem için zamandan ba¼g¬ms¬z olan saç¬lma ve

toplam zay¬�ama katsay¬lar¬n¬n belirlenmesi ters problemleri ele al¬nm¬̧st¬r. Burada pozitif

olan bir başlang¬ç de¼geri ve uygun bir alt s¬n¬r üzerindeki s¬n¬r verisine ek olarak başka bir

alt s¬n¬r parças¬üzerinde s¬n¬r verilerini kullanarak bir lineer a¼g¬rl¬k fonksiyonu üzerine

kurulu Carleman eşitsizli¼gi yard¬m¬yla Lipschitz kararl¬l¬k de¼gerlendirmesi ispatlanm¬̧st¬r.


 � Rn, n � 2; s¬n¬rl¬bir bölge ve @
 s¬n¬r¬C1s¬n¬f¬ndan olsun. Ayr¬ca V � Rn s¬n¬rl¬

bir alt bölge veya c > 0 bir sabit olmak üzere fv 2 Rn; jvj = cg kümesinin ölçülebilir bir

alt kümesi olsun. @
 s¬n¬r¬n¬n x 2 @
 noktas¬ndaki birim d¬̧s normal vektörü �(x) olmak

üzere

�+ = f(x; v) 2 @
� V ; �(x) � v > 0g ;

�� = f(x; v) 2 @
� V ; �(x) � v � 0g

alt s¬n¬r parçalar¬n¬tan¬mlayal¬m. Bu bölümde

@tu(x; v; t) + v � ru(x; v; t) + �t(x; v)u�
Z
V

k(x; v; v0)u(x; v0; t)dv0 = 0; (3.1)

x 2 
; v 2 V; 0 < t < T;

transport denklemi

u(x; v; 0) = a(x; v); x 2 
; v 2 V (3.2)

başlang¬ç koşulu ve

u(x; v; t) = g(x; v; t); 0 < t < T; (x; v) 2 �� (3.3)

s¬n¬r koşulu ile birlikte ele al¬nacakt¬r. (3.1) denkleminde r = rx = ( @
@x1
; :::; @

@xn
) olup

v; v0 2 Rn olmak üzere v � v0, Rn uzay¬ndaki skaler çarp¬m¬gösterir.

Radyatif transport denklemi, bir reaktördeki nötronlar gibi etkileşim halinde olmayan

parçac¬klar¬n davran¬̧s¬n¬modeller (Case, 1967; Duderstadt and Martin, 1979). Ayr¬ca
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(3.1) denklemi; biyolojik dokular, y¬ld¬zlar aras¬ortam ve atmosfer gibi rastgele ortam-

larda ¬̧s¬¼g¬n yay¬l¬m¬n¬ tasvir eder (Chandrasekhar, 1960; Sobolev, 1975). Burada reel

de¼gerli u(x; v; t) fonksiyonu belli bir t 2 (0; T ) an¬nda, x 2 
 � Rn konumunda, v 2 V

h¬z¬ndaki parçac¬klar¬n aç¬sal yo¼gunlu¼gunu veya ¬̧s¬¼g¬n yo¼gunlu¼gunu ifade eder. �t(x; v)

toplam zay¬�ama katsay¬s¬olup burada

�t 2 L1 (
� V ) (3.4)

d¬r. Ayr¬ca k(x; v; v0) saç¬l¬m çekirde¼gi; x konumunda, v0 yönünden v yönüne saç¬lan

parçac¬klar¬n miktar¬n¬gösterir. k çekirde¼ginin t den ba¼g¬ms¬z oldu¼gu ve

k(x; v; v0) � �s(x; v)p(x; v; v
0); (3.5)

�s 2 L1 (
� V ) ;

p 2 L1 (
� V � V ) ; p > 0 (3.6)

şartlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬kabul edilir. Böylece (3.1) denklemi

@tu(x; v; t) + v � ru(x; v; t) + �t(x; v)u� �s(x; v)

Z
V

p(x; v; v0)u(x; v0; t)dv0 = 0 (3.7)

olarak yaz¬labilir.

Ayr¬ca V , V nin kapan¬̧s¬olmak üzere bu bölümde v nin da¼g¬l¬m¬s¬n¬rl¬, yani

V � fv; (
 � v) � �g (3.8)

olacak şekilde 
 2 Rn; 
 6= 0 ve � > 0 oldu¼gu kabul edilmi̧stir.

Bu bölümde iki ters problem ele al¬nm¬̧st¬r.

Problem 1. (3.7) denkleminden, (3.2) başlang¬ç ve (3.3) s¬n¬r koşullar¬alt¬nda, �t toplam

zay¬�ama katsay¬s¬n¬n

u(x; v; t); (x; v) 2 �+; 0 < t < T

ek bilgisi yard¬m¬yla belirlenmesi problemi.

Problem 2. (3.7) denkleminden, (3.2) başlang¬ç ve (3.3) s¬n¬r koşullar¬alt¬nda, �s saç¬l¬m

katsay¬s¬n¬n

u(x; v; t); (x; v) 2 �+; 0 < t < T

ek bilgisi yard¬m¬yla belirlenmesi problemi.
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Bu tür ters problemlerin ortaya ç¬kt¬¼g¬alanlardan biri optik tomogra�dir. D¬̧sar¬dan gelen

g(x; v; t) lazer ¬̧s¬n¬, ���(0; T ) alt s¬n¬r¬ndan geçi̧s yaparak bölgeye girer ve u(x; v; t) ç¬kan

¬̧s¬n¬�+ � (0; T ) alt s¬n¬r¬nda ölçülür.

Burada �s veya �t katsay¬lar¬ndan birinin tek bir ölçümle belirlenmesi söz konusudur.

Ancak literatürde ayn¬anda birden fazla parametrenin belirlenmesi ters problemi ile ilgili

çal¬̧smalar da mevcuttur (Machida and Yamamoto, 2014). Örne¼gin, �s ve �t katsay¬lar¬n¬n

iki gözlem verisi yard¬m¬yla ayn¬zamanda belirlenebilmesi için aşa¼g¬daki şart¬sa¼glayan

iki a; b başlang¬ç de¼gerinin seçilmesi gerekir:

det

0@ a
R
V
p(x; v; v0)a (x; v0) dv0

b
R
V
p(x; v; v0)b (x; v0) dv0

1A 6= 0:

Bu tür problemlerin çözümlerinin araşt¬r¬lmas¬ benzer şekilde yap¬l¬r ancak daha kar-

maş¬kt¬r.

Klibanov and Pamyatnykh (2008) taraf¬ndan u nun s¬n¬r de¼gerleri yard¬m¬yla �t kat-

say¬s¬n¬n tekli¼gi ispatlanm¬̧st¬r. Bu bölümde başlang¬ç de¼geri ve ��� (0; T ) üzerinde s¬n¬r

verisi belirlendikten sonra �+ � (0; T ) s¬n¬r¬nda tek bir ölçüm yap¬lmaktad¬r. Machida

and Yamamoto (2014) taraf¬ndan yap¬lan ispat her ne kadar Bukhgeim and Klibanov

(1981) ve Klibanov and Pamyatnykh (2008) taraf¬ndan kullan¬lan yöntemle ayn¬olsa da

Lemma 3.2 ile verilen Carleman de¼gerlendirmesi farkl¬bir karakterdedir ve u çözümünün

(�T; T ) aral¬¼g¬na geni̧slemesinin yap¬lmas¬na gerek yoktur. Di¼ger taraftan Klibanov and

Pamyatnykh (2008) de u nun (�T; T ) aral¬¼g¬na geni̧slemesi gereklidir. Ayr¬ca burada �t
bilinmeyen katsay¬s¬için ve a(x; v) başlang¬ç verisi için ek koşullara ihtiyaç vard¬r.

Gaitan and Ouzzane (2014), k � 0 durumunda Klibanov and Pamyatnykh (2006) ve

Klibanov and Pamyatnykh (2008) çal¬̧smalar¬nda kullan¬lan metodlar¬uygulayarak �t

için bir Lipschitz tipi kararl¬l¬k de¼gerlendirmesi elde etmi̧slerdir. Bukhgeim and Klibanov

(1981) taraf¬ndan geli̧stirilen yöntem tek bir ölçüm kullan¬larak katsay¬ters problemlerinin

tekli¼ginin ve kararl¬l¬¼g¬n¬n araşt¬r¬lmas¬ için kullan¬̧sl¬ bir yöntemdir. Bununla birlikte

Machida and Yamamoto (2014) taraf¬ndan ele al¬nan ve bu bölümde yer verilen k 6= 0

durumu daha özel ve detayl¬bir yaklaş¬m gerektirmektedir.

V � fv 2 Rn; jvj = cg durumunda yap¬lmas¬gerekenler V � Rn durumuyla ayn¬oldu¼gun-

dan bundan sonraki ad¬mlarda V , Rn nin bir alt bölgesi olarak kabul edilmi̧stir.

Aşa¼g¬da verilen lemma ve teoremlerin ispat¬nda

X = H1(0; T ;L1 (
� V )) \H2(0; T ;L2 (
� V ))
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ve M > 0 key� bir sabit olmak üzere,

U =
n
u 2 X; kukX + krukH1(0;T ;L2(
�V )) �M

o
(3.10)

gösterimleri kullan¬lm¬̧st¬r.

3.1 ENERJ·I DE¼GERLEND·IRMES·I

Lemma 3.1 Teorem 3.3 ün kabulleri alt¬nda, a(x; v) başlang¬ç de¼geri ve f(x; v)R(x; v; t)

sa¼g taraf¬yla birlikte radyatif transport denklemini sa¼glayan u fonksiyonu için,Z



Z
V

j@tu(x; v; t)j2 dvdx � C
�
kfk2L2(
�V ) + kak

2
L2(
�V ) + krak

2
L2(
�V )

�
+C

Z T

0

Z
��

jv � �j j@tuj2 dSdvdt; 0 � t � T (3.11)

veZ T

0

Z
�+

jv � �j j@tuj2 dSdvdt � C
�
kfk2L2(
�V ) + kak

2
L2(
�V ) + krak

2
L2(
�V )

�
+C

Z T

0

Z
��

jv � �j j@tuj2 dSdvdt (3.12)

olacak şekilde k�tkL1(
�V ) ve kkkL1(
�V�V ) büyüklüklerine ba¼gl¬bir C > 0 sabit vard¬r.

·Ispat. (3.1) transport denkleminin t ye göre türevi al¬n¬rsa

@t(@tu) + v � r(@tu) + �t(@tu)�
Z
V

k(@tu)dv
0 = f(x; v)@tR;

(@tu)(x; v; 0) = f(x; v)R(x; v; 0)

elde edilir. Bu denklem 2(@tu) ile çarp¬l¬p, 
� V bölgesi üzerinden integral al¬n¬rsa,

@t

Z



Z
V

j@tu(x; v; t)j2 dvdx+
Z



Z
V

v � r
�
j@tuj2

�
dvdx+ 2

Z



Z
V

�t j@tuj2 dvdx

�2
Z



Z
V

�Z
V

k(x; v; v0)@tu(x; v
0; t)dv0

�
@tu(x; v; t)dvdx

= 2

Z



Z
V

f(@tR)@tudvdx

elde edilir. E(t) =
R



R
V
j@tu(x; v; t)j2 dvdx olarak al¬n¬r ve sol taraftaki ikinci terimin

integrali al¬n¬rsaZ



Z
V

v � r j@tuj2 dvdx =

Z



Z
V

div
�
v � r j@tuj2

�
dvdxZ

@


v � v j@tuj2 dvdS
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oldu¼gundan

E 0(t) = �
Z
@


Z
V

v � � j@tuj2 dvdS � 2
Z



Z
V

�t j@tuj2 dvdx

+2

Z



Z
V

�Z
V

k(x; v; v0)@tu(x; v
0; t)dv0

�
@tu(x; v; t)dvdx

+2

Z



Z
V

f(@tR)@tudvdx

bulunur. Burada 2ab � a2 + b2 oldu¼gundan

2

Z



Z
V

jf(@tR)@tuj dvdx �
Z



Z
V

jf j2 j@tRj2 dvdx+
Z



Z
V

j@tuj2 dvdx

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. O halde (0; t) üzerinden integral al¬n¬r ve k; �t 2 L1 oldu¼gu göz

önünde bulundurulursa 0 � t � T için

E(t)� E(0) = �
Z t

0

�Z
�+

+

Z
�

�
v � � j@tuj2 dSdvdt� 2

Z t

0

Z



Z
V

�t j@tuj2 dvdxdt

+2

Z t

0

Z



Z
V

�Z
V

k(x; v; v0)@tu(x; v
0; t)dv0

�
@tu(x; v; t)dvdxdt

+2

Z t

0

Z



Z
V

f(@tR)@tudvdxdt

� �
Z t

0

Z
�+

v � � j@tuj2 dSdvdt�
Z t

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt

+C

Z t

0

E(�)d� + C kfk2L2(
�V ) (3.13)

bulunur. Burada Cauchy-Schwarz eşitszili¼gi ve k 2 L1 (
� V � V ) olmas¬dikkate al¬-

narak elde edilen����Z t

0

Z



Z
V

�Z
V

jk(x; v; v0)@tu(x; v0; t)j dv0
�
@tu(x; v; t)dvdxdt

����
� C

Z t

0

Z



�Z
V

�Z
V

j@tu(x; v0; t)j dv0
�
j@tu(x; v; t)j dv

�
dxdt

� C

Z t

0

Z



 �Z
V

j@tu(x; v0; t)j2 dv0
� 1

2

jV j
1
2

!

�
 �Z

V

j@tu(x; v; t)j2 dv
� 1

2

jV j
1
2

!
dxdt

= C jV j
Z t

0

Z



Z
V

j@tu(x; v; t)j2 dvdxdt;

eşitsizli¼gi kullan¬lm¬̧st¬r. Burada jV j =
R
V
dv dir. R(�; �; 0) 2 L1 (
� V ) olmas¬, (3.19)

şartlar¬ve

@tu(x; y; 0) = �v � ra� �ta+

Z
V

k(x; v; v0)a(x; v0)dv0 + fR(x; v; 0)

33



eşitli¼gi kullan¬larak

E(0) =

Z



Z
V

j@tu(x; v; 0)j2 dvdx

elde edilir ve

E(0) � C
�
kfk2L2(
�V ) + kak

2
L2(
�V ) + krak

2
L2(
�V )

�
olarak yaz¬l¬r. Böylece

R t
0

R
�+
v � � j@tuj2 dSdvdt � 0 oldu¼gundan (3.13) eşitsizli¼gi kul-

lan¬larak 0 � t � T için

E(t) � E(0)�
Z t

0

Z
�+

v � � j@tuj2 dSdvdt+ C kfk2L2(
�V ) + C

Z t

0

E(�)d�

� �
Z t

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt+ C
�
kfk2L2(
�V ) + kak

2
L2(
�V ) + krak

2
L2(
�V )

�
+C

Z t

0

E(�)d�

bulunur. Grönwall eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa 0 � t � T için

E(t) � C

�
�
Z T

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt+ kfk2L2(
�V ) + kak
2
L2(
�V ) + krak

2
L2(
�V )

�
(3.14)

elde edilir. Buradan (3.11) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Di¼ger taraftan, (3.13) eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

E(t) � E(0)�
Z T

0

Z
�+

v � � j@tuj2 dSdvdt

�
Z T

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt+ C

Z T

0

E(�)d� + C kfk2L2(
�V )

olarak bulunur. Son olarak (3.14) eşitsizli¼ginden

Z T

0

Z
�_

v � � j@tuj2 dSdvdt

� E(t)� E(0)�
Z T

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt+ C

Z T

0

E(�)d� + C kfk2L2(
�V )

� �C
Z T

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt+ C
�
kfk2L2(
�V ) + kak

2
L2(
�V ) + krak

2
L2(
�V )

�
yaz¬labilir. Böylece Lemma 3.1 in ispat¬tamamlan¬r.
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3.2 CARLEMAN DE¼GERLEND·IRMES·I

Bu bölümde kararl¬l¬k teoremlerinin ispat¬nda kullan¬lacak olan bir Carleman de¼ger-

lendirmesi verilecektir. Bu amaçla

Q = 
� (0; T )

bölgesini ve

Pu(x; v; t) := @tu(x; v; t) + v � ru(x; v; t) + �t(x; v)u(x; v; t); (x; t) 2 Q; v 2 V

operatörünü ele alal¬m. V için verilmi̧s olan (3.8) şart¬ndan, her v 2 V için (
 � v) > 0

eşitsizli¼gini sa¼glayan bir 
 2 Rn seçilebilir. 0 < � < minv2V olmak üzere

'(x; t) = ��t+ (
 � x)

a¼g¬rl¬k fonksiyonunu ve

B := @t'+ (v � r') = �� + (
 � v) > 0

ifadesini tan¬mlayal¬m.

Lemma 3.2 Her s � s0 ve

ru 2 L2(
� V � (0; T )); u(�; �; T ) = 0; (x; v) 2 
� V;

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan u 2 H1(0; T ;L2 (
� V )) fonksiyonu için

s

Z



Z
V

ju(x; v; 0)j2 e2s'(x;0)dvdx+ s2
Z
Q

Z
V

ju(x; v; t)j2 e2s'(x;t)dvdxdt

� C

Z
Q

Z
V

jPuj2 e2'(x;t)dvdxdt+ s

Z T

0

Z
�+

v � � juj2 e2s'(x;t)dSdvdt

olacak şekilde C > 0 ve s0 > 0 sabitleri vard¬r.

Bundan sonra C > 0 sabitleri s > 0 parametresinden ba¼g¬ms¬z sabitleri gösterecektir.

·Ispat. �t 2 L1(
�V ) oldu¼gundan s > 0 yeterince büyük seçilerek �t = 0 için eşitsizli¼gi

ispatlamak yeterlidir. Bu amaçla

w(x; v; t) = es'(x;t)u(x; v; t)

Lw(x; v; t) = es'(x;t)P (e�s'(x;t)w(x; v; t))
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eşitlikleri göz önünde bulundurularak

@tu = @twe
�s' � sw@t'e

�s';

ru = rwe�s' � swr'e�s';

B = @t'+ v � r' yaz¬labilir. O halde

(Lw) (x; t) = es'(x;t)P
�
e�s'w

�
= es'Pu

= es'
�
e�s' (@tw � sw@t'+ v � rw � swv � r')

�
= @tw � sw@t'+ v � rw � swv � r'

= f@tw + v � rwg � sBw

elde edilir. Aç¬kt¬r kiZ
Q

jPuj2 e2s'(x;t)dxdt =
Z
Q

jLwj2 dxdt

dir. Şimdi hemen hemen her v 2 V için, u(�; v; T ) = 0 koşulu ve 2@tww = @tw
2 ve

2rw � w = r (w2) eşitlikleri dikkate al¬narakZ
Q

jPuj2 e2s'dxdt =

Z
Q

��e�2s'(x;t)Lw��2 e2s'(x;t)dxdt
=

Z
Q

jLwj2 dxdt

=

Z
Q

j@tw + v � rwj2 dxdt+
Z
Q

jsBj2 jwj2 dxdt

�2s
Z
Q

Bw (@tw + v � rw) dxdt

� �2s
Z
Q

Bw (@tw + v � rw) dxdt+ s2
Z
Q

B2w2dxdt

= �s
Z



(B@t
�
w2
�
+Bv � r

�
w2
�
)dxdt+ s2

Z
Q

B2w2dxdt

= �s
Z
Q

B jw(x; T )j2 dx+ s

Z



B jw(x; 0)j2 dxdt

�s
Z
Q

div(Bvw2)dxdt+ s2
Z
Q

B2w2dxdt

= s

Z



B jw(x; 0)j2 dx� s

Z T

0

Z
@


Bv � vw2dSdt+ s2
Z
Q

B2w2dxdt

� s

Z



B jw(x; 0)j2 dx� s

Z T

0

Z
@
\fv��(x)>0g

Bv � �w2dSdt

+s2
Z
Q

B2w2dxdt
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eşitsizli¼gi bulunur. B > 0 göz önünde bulundurarak w = es'u yerine yaz¬l¬rsaZ



s ju(x; v; 0)j2 e2s'(x;0)dx+ s2
Z
Q

ju(x; v; t)j2 e2s'dxdt

�s
Z T

0

Z
@
\fv��(x)>0g

v � � ju(x; v; t)j2 e2s'dSdt

� C

Z
Q

jPu(x; v; t)j2 e2s'(x;t)dxdt

elde edilir. V alt bölgesinde v ye göre integral al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.

Son olarak
R
V
kudv0 integral terimi içeren transport denklem için bir Carleman de¼ger-

lendirmesi verilecektir. Bunun için '(x; t) = ��t+(
 � x) fonksiyonunun v de¼gi̧skeninden

ba¼g¬ms¬z olmas¬gerekmektedir.

Lemma 3.3 Her s � s0 ve

ru 2 L2(
� V � (0; T )); u(�; �; T ) = 0; (x; t) 2 (
� V ) ;

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan u 2 H1(0; T ;L2 (
� V )) fonksiyonu için

s

Z



Z
V

ju(x; v; 0)j2 e2s'(x;0)dvdx+ s2
Z
Q

Z
V

ju(x; v; t)j2 e2s'dxdt

� C

Z
Q

Z
V

����@tu+ v � ru+ �tu�
Z
V

kudv0
����2 e2s'(x;t)dvdxdt

+s

Z T

0

Z
�+

v � � juj2 e2s'(x;t)dSdvdt

olacak şekilde C > 0 ve s0 > 0 sabitleri vard¬r.

·Ispat. ' a¼g¬rl¬k fonksiyonu v den ba¼g¬ms¬z ve k 2 L1(
� V � V ) oldu¼gundan

Z
Q

Z
V

����Z
V

k(x; v; v0)u(x; v0; t)dv0
����2 e2s'dvdxdt

� C

Z
Q

Z
V

�Z
V

ju(x; v0; t)j2 dv0
�
e2s'(x;t)dvdxdt

� C jV j
Z
Q

Z
V

ju(x; v0; t)j2 e2s'(x;t)dv0dxdt

elde edilir. Bu nedenle s > 0 seçilerek
R
Q

R
V

��R
V
k(u)dv0

��2 e2s'dvdxdt terimi sol tarafa
absorbe edilebilir. Böylece, Lemma 3.2 dikkate al¬narak ispat tamamlan¬r.
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3.3 KARARLILIK DE¼GERLEND·IRMELER·I

Teorem 3.1 (�t katsay¬s¬n¬n belirlenmesi) Kabul edelim ki ui = u (�it) (x; v; t); i =

1; 2 fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki problemin iki çözümü olsun:

@tu(x; v; t) + v � ru+ �it(x; v)u� �s(x; v)

Z
V

p(x; v; v0)u(x; v0; t)dv0 = 0;

x 2 
; v 2 V; 0 < t < T;

u(x; v; 0) = ai(x; v); x 2 
; v 2 V;

u = g; (x; v) 2 �� � (0; T ) ; t 2 (0; T ) :

Ayr¬ca ui 2 U ve k�itkL1(
�V ) ; k�skL1(
�V ) �M; i = 1; 2 olsun. Ek olarak, kabul edelim

ki

T >
maxx2
 (
 � x)�minx2
 (
 � x)

minv2V (
 � v)
(3.15)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n ve hemen hemen her (x; v) 2 
� V için

a1(x; v) � a0 veya a2(x; v) � a0 (3.16)

olacak şekilde bir a0 > 0 sabiti mevcut olsun. Bu durumda

k�1t � �2tkL2(
�V ) � C
�R T

0

R
�+
�(x) � v j@t(u1 � u2)(x; v; t)j2 dSdvdt

� 1
2

+C
�
ka1 � a2kL2(
�V ) + kra1 �ra2kL2(
�V )

�
;�R T

0

R
�+
�(x) � v j@t(u1 � u2)(x; v; t)j2 dSdvdt

� 1
2

� C
�
k�1t � �2tkL2(
�V ) + ka1 � a2kL2(
�V ) + kra1 �ra2kL2(
�V )

�
(3.17)

olacak şekilde bir C = C (M;a0) > 0 sabiti vard¬r. Burada M ! 1 veya a0 ! 0 iken

C(M;a0)!1 d¬r.

Özel olarak e¼ger 
� V bölgesinde a1 = a2 oldu¼gu kabul edilirse, bu durumda

C�1
�R T

0

R
�+
�(x) � v j@t(u1 � u2)(x; v; t)j2 dSdvdt

� 1
2 � k�1t � �2skL2(
�V )

� C
�R T

0

R
�+
�(x) � v j@t(u1 � u2)(x; v; t)j2 dSdvdt

� 1
2

şeklinde çift tara�¬bir de¼gerlendirme elde edilir.

Bu teoremde, ileride verilecek olan (3.9) ve (3.2)-(3.3) direkt problemlerinin çözümleri

için ui 2 U; i = 1; 2 regülerli¼gi kabul edilmi̧stir. Aşa¼g¬daki teoremlerde de ui çözümleri

için ayn¬regülerlik şartlar¬kabul edilmektedir.
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Teorem 3.2 (�s katsay¬s¬n¬n belirlenmesi) Kabul edelim ki ui = u (�is) (x; v; t); i =

1; 2 fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki problemin iki çözümü olsun:

@tu(x; v; t) + v � ru+ �t(x; v)u� �is(x; v)

Z
V

�(x; v; v0)u(x; v0; t)dv0 = 0;

x 2 
; v 2 V; 0 < t < T;

u(x; v; 0) = ai(x; v); x 2 
; v 2 V;

u = g; (x; v) 2 �� � (0; T ) t 2 (0; T ) :

Ayr¬ca ui 2 U ve k�tkL1(
�V ) ; k�iskL1(
�V ) � M , i = 1; 2 olsun. Ek olarak (3.15) ve

(3.16) şartlar¬sa¼glans¬n.

Bu durumda,

k�1s � �2skL2(
�V ) � C
�R T

0

R
�+
�(x) � v j@t(u1 � u2)(x; v; t)j2 dSdvdt

� 1
2

+C
�
ka1 � a2kL2(
�V ) + kra1 �ra2kL2(
�V )

�
;�R T

0

R
�+
�(x) � v j@t(u1 � u2)(x; v; t)j2 dSdvdt

� 1
2

� C k�1s � �2skL2(
�V ) + ka1 � a2kL2(
�V ) + kra1 �ra2kL2(
�V )

(3.18)

olacak şekilde bir C = C (M;a0) � 0 sabiti vard¬r. Burada M ! 1 veya a0 ! 0 iken

C(M;a0)!1 d¬r.

(3.15) koşulu T gözlem zaman¬n¬n yeterince büyük olmas¬gerekti¼gini ifade eder. (3.1)

transport denkleminin temel k¬sm¬n¬n birinci mertebeden bir hiperbolik operatör olmas¬

transport denklemin sonlu yay¬l¬m h¬z¬na sahip oldu¼gu anlam¬na gelir. Bu nedenle (3.15)

tipinde bir şart kaç¬n¬lmazd¬r. Aksi halde 
 � V bölgesinde sadece s¬n¬r verisinden kat-

say¬lar hakk¬nda yeterli bilgi elde edilemez.

Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 yi kan¬tlamak için, ele al¬nan ters problemin lineer hale dönüştü-

rülmesi gerekir. Bu amaçla 
 � V bölgesinde hemen hemen her yerde a1 > a0 oldu¼gu

kabul edilerek, u = u2 � u1; f = �2t � �1t ; a = a2 � a1 al¬n¬rsa

@tu+v �ru+�tu�
Z
V

k(x; v; v0)u(x; v0; t)dv0 = f(x; v)R(x; v; t); x 2 
; v 2 V; 0 < t < T;

u(x; v; 0) = a(x; v); x 2 
; v 2 V

lineer problemi elde edilir.
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Teorem 3.3 Kabul edelim ki

k 2 L1 (
� V � V ) ; R; @tR 2 L2(0; T ;L1 (
� V )); �s; �t 2 L1 (
� V ) (3.19)

ve

u 2 U (3.20)

olsun. Key� sabitlenmi̧s a0 > 0 için, hemen hemen her (x; v) 2 
� V için

R(x; v; 0) > a0 (3.21)

ve

T >
maxx2
 (
 � x)�minx2
 (
 � x)

minv2V (
 � v)
(3.22)

eşitsizlikleri sa¼glans¬n.

Bu durumda her f 2 L2 (
� V ) için

kfkL2(
�V ) � C

�Z T

0

Z
@


Z
V

jv � �j j@tuj2 dvdSdt
� 1

2

+ C
�
kakL2(
�V ) + krakL2(
�V )

�
(3.23)

olacak şekilde k�tkL1(
�V ) ; kkkL1(
�V�V ), kRkH1(0;T ;L1(
�V )) büyüklüklerine ba¼gl¬bir

C > 0 sabiti vard¬r.

·Ispat. Teorem 3.3 ün ispat¬daha önce elde edilen Carleman de¼gerlendirmesine (Lemma

3.3) ve enerji de¼gerlendirmesine (Lemma 3.1) dayan¬r. Burada, C > 0 ve C1; s > 0

parametresinden ba¼g¬ms¬z olan sabitleri ifade etmektedir. Ayr¬ca '(x; t) = ��t+(
 � x) ;

(x; t) 2 Q ve

rmax = max
x2


(
 � x) ; rmin = min
x2


(
 � x)

olsun. T > 0 için verilen (3.22) koşulunda,

0 < � < min
v2V

(
 � v) ; rmax � �T < rmin (3.24)

olacak şekilde � > 0 seçilebilir. Bu durumda

'(x; T ) � rmax � �T < rmin � '(x; 0); x 2 


yaz¬labilir. Ayr¬ca rmax � �T < r0 < r1 < rmin;

'(x; t) > r1; (x; t) 2 
; 0 � t � � (3.25)
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ve

'(x; t) < r0; (x; t) 2 
; T � 2� � t � T (3.26)

olacak şekilde � > 0 ve r0; r1 vard¬r. Lemma 3.3 ü uygulamak için 0 � � � 1 olmak üzere

�(t) =

8<: 1; 0 � t � T � 2�;

0; T � � � t � T:
(3.27)

şeklinde bir � 2 C10 (R) kesme (cut-o¤ ) fonksiyonunu ve

z(x; v; t) = @tu(x; v; t)�(t)

yeni bilinmeyen fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Bu durumda z(x; v; T ) = 0 olur. Di¼ger

yandan

Pu(x; v; t)�
Z
V

k(x; v; v0)u(x; v0; t)dv0 = f(x; v)R(x; v; t)

eşitli¼ginin daha aç¬k olarak

@tu+ v � r (@tu) + �tu�
Z
V

k(x; v; v0)u(x; v0; t)dv0 = f(x; v)R(x; v; t) (3.28)

eşitli¼ginin t ye göre türevi al¬n¬rsa

@2t u+ v � r (@tu) + �t (@tu)�
Z
V

k(x; v; v0)@tu = f(x; v) (@tR)

elde edilir. Burada

@tu = z(x; v; t)��1

@2t u = @tz�
�1 � z��2@t�

eşitlikleri kullan¬larak

@tz�
�1 � z��2@t�+ v � r

�
z��1

�
+ �tz�

�1 �
Z
V

kz��1 = f(x; v) (@tR)

ve böylece

Pz �
Z
V

k(x; v; v0)zdv0 = �f(@tR) + z��1@t�; (x; t) 2 Q; v 2 V;

eşitli¼gi bulunur. Ayr¬ca (3.28) eşitli¼ginden

z(x; v; 0) = @tu(x; v; 0)� (0) = @tu(x; v; 0)
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z(x; v; 0) = f(x; v)R(x; v; 0)� v � ra(x; v)� �ta+

Z
V

k(x; v; v0)a(x; v0)dv0; x 2 
; v 2 V

elde edilir. Lemma 3.3 ü z ye uygularsak

s

Z



Z
V

jz(x; v; 0)j2 e2s'(x;0)dvdx � C

Z
Q

Z
V

j�f(@tR)j2 e2s'(x;t)dvdxdt

+C

Z
Q

Z
V

j(@t�) @tuj2 e2s'(x;t)dvdxdt

+CeC1sd20 (3.29)

olarak bulunur. Burada,

d0 =

�Z T

0

Z
�+

v � � j@tuj2 dSdvdt
� 1

2

ve

d =

�Z T

0

Z
�+

v � � j@tuj2 dSdvdt
� 1

2

+ kakL2(
�V ) + krakL2(
�V )

şeklinde tan¬ml¬olup, t > 0 için seCs � e(C+1)s eşitsizli¼gi kullan¬lm¬̧st¬r. (3.29) eşitsiz-

li¼ginin sa¼g taraf¬ndaki son terimde C yerine C + 1 yaz¬l¬p, C1 = C + 1 olarak al¬nm¬̧st¬r.

Di¼ger taraftan, 0 � t � T � 2� veya T � � � t � T için @t� = 0 oldu¼gundan (3.26)

yard¬m¬ylaZ
Q

Z
V

j(@t�) @tuj2 e2s'(x;t)dvdxdt =

Z T��

T�2�

Z



Z
V

j(@t�) @tuj2 e2s'(x;t)dvdxdt

� Ce2sr0
Z T��

T�2�

Z



Z
V

j@tuj2 dvdxdt (3.30)

bulunur. Buradan (3.11) eşitsizli¼giyle 0 � t � T içinZ



Z
V

j@tu(x; v; t)j2 dvdx � C
�
kfk2L2(
�V ) + kak

2
L2(
�V ) + krak

2
L2(
�V )

�
+C

Z T

0

Z
��

jv � �j j@tuj2 dSdvdt

elde edilir. Böylece (3.30) eşitsizli¼gindenZ
Q

Z
V

j(@t�) @tuj2 e2s'(x;t)dvdxdt � Ce2sr0
�
kfk2L2(
�V ) + kak

2
L2(
�V ) + krak

2
L2(
�V )

�
�Ce2sr0

Z T

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt

bulunur. Ayr¬ca, R(x; v; 0) 6= 0 ve

f(x; v)R(x; v; 0) = z(x; v; 0) + v � ra+ �ta�
Z
V

k(x; v; v0)a(x; v0)dv0; x 2 
; v 2 V
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oldu¼gundanZ



Z
V

jz(x; v; 0)j2 e2s'(x;0)dvdx+ CeC1s
�
kak2L2(
�V ) + krak

2
L2(
�V )

�
� C

Z



Z
V

jf(x; v)j2 e2s'(x;0)dvdx

yaz¬labilir. O halde, (3.29) eşitsizli¼ginden

s

Z



Z
V

jf(x; v)j2 e2s'(x;0)dvdx � C

Z



Z
V

jf(x; v)j2 e2s'(x;t)dvdxdt+ Ce2sr0 kfk2L2(
�V )

�Ce2sr0
Z T

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt+ CeC1sd2

oldu¼gu görülür. '(x; t) � '(x; 0) oldu¼gundan

s

Z



Z
V

jf(x; v)j2 e2s'(x;0)dvdx � C

Z T

0

Z



Z
V

jf(x; v)j2 e2s'(x;0)dvdxdt+ Ce2sr0 kfk2L2(
�V )

�Ce2sr0
Z T

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt+ CeC1sd2; (x; t) 2 Q

bulunur. Yani her büyük s > 0 için

(s� CT )

Z



Z
V

jf(x; v)j2 e2s'(x;0)dvdx � Ce2sr0 kfk2L2(
�V )

�Ce2sr0
Z T

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt+ CeC1sd2

elde edilir. '(x; 0) > r1 eşitsizli¼gi göz önünde bulundurulup, s > 0 büyük seçilerek

se2sr1
Z



Z
V

jf(x; v)j2 dvdx � Ce2sr0 kfk2L2(
�V )

�CeCs
Z T

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt+ CeC1sd2

bulunur. Sonuç olarak her s > 0 için

kfk2L2(
�V ) � Ce�2s(r1�r0) kfk2L2(
�V ) � CeCs
Z T

0

Z
��

v � � j@tuj2 dSdvdt

+CeC1s
Z T

0

Z
�+

v � � j@tuj2 dSdvdt+ CeC1s
�
kak2L2(
�V ) + krak

2
L2(
�V )

�
elde edilir. Burada r1 � r0 > 0 oldu¼gu dikkate al¬narak ve s > 0 büyük seçilirse, sa¼g

taraftaki ilk terim sol taraftaki terim içerisine absorbe edilebilir ve ispat tamamlan¬r.

Uyar¬3.1 E¼ger M > 0 olmak üzere k@tukL2(
�V�(0;T )) �M oldu¼gu kabul edilirse (3.30)

eşitsizli¼giZ



Z
V

j(@t�) @tuj2 e2s'(x;t)dvdxdt � Ce2sr0M2
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şeklinde yaz¬l¬r. Bu durumda f için daha az kesinlikli fakat (3.11) eşitsizli¼gi kullan¬lmadan

ve daha kolay şekilde

kfk2L2(
�V ) � CM2e�2s(r1�r0) + C1e
Csd2

de¼gerlendirmesi elde edilir.

s parametresine ba¼gl¬ olarak sa¼g taraf minimize edilerek, sadece �+ � (0; T ) alt s¬n¬r¬

üzerindeki verilere dayanan bir Hölder kararl¬l¬¼g¬elde edilebilir. Daha aç¬k olarak � 2

(0; 1) ; C > 0 ve T > 0 sabitleri vard¬r öyle ki her f 2 L2 (
� V ) için

kfkL2(
�V ) � C

 �Z T

0

Z
�+

v � � j@tuj2 dvdSdt
� 1

2

+ kakL2(
�V ) + krakL2(
�V )

!k

de¼gerlendirmesi sa¼glan¬r. Di¼ger yandan Lipschitz kararl¬¼g¬n¬elde etmek için V�@
�(0; T )

s¬n¬r¬n¬n tamam¬üzerinde verilerin verilmesi gereklidir.

Teorem 3.4 (3.19)-(3.22) şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬ kabul edelim. E¼ger Teorem 3.3 te

�� � (0; T ) alt s¬n¬r¬üzerinde u = 0 ise, her f 2 L2 (
� V ) için

kfkL2(
�V ) � C

�Z T

0

Z
�+

� � v j@tuj2 dSdvdt
� 1

2

+ C
�
kakL2(
�V ) + krakL2(
�V )

�
ve�Z T

0

Z
�+

� � v j@tuj2 dSdvdt
� 1

2

� C
�
kfkL2(
�V ) + kakL2(
�V ) + krakL2(
�V )

�
eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde birC > 0 sabiti vard¬r. Bu sabit k�tkL1(
�V ) ; kkkL1(
�V�V )
ve kRkH1(0;T ;L1(
�V )) büyüklüklerine ba¼gl¬d¬r.

Teorem 3.4, Lemma 3.1 ve Teorem 3.3 ten elde edilmi̧stir. Teorem 3.4 teki birinci eşitsizlik

�� alt s¬n¬r¬üzerinde u = 0 al¬narak ve Teorem 3.3 kullan¬larak elde edilir, ikinci eşitsizlik

ise (3.12) yard¬m¬yla bulunur.

u1, u2 için verilen regülerlik şartlar¬ ve k�itkL1(
�V ), k�iskL1(
�V ) � M ön kabülleri

alt¬nda Teorem 3.4 kullan¬larak (3.17) eşitsizlikleri elde edilebilir. Benzer şekilde Teorem

3.2 de Teorem 3.4 ten elde edilecektir. E¼ger �� � (0; T ) alt s¬n¬r¬üzerinde u1 = u2 = g

olarak kabul edilmezse (3.23) kullan¬larak �t veya �s nin belirlenmesi ters problemi için

Lipschitz kararl¬l¬¼g¬elde edilebilir:



�1t � �2t



L2(
�V ) � C

�Z T

0

Z
@


Z
V

jv � �j
��@t �u1 � u2

���2 dSdvdt� 1
2

+C
�
kakL2(
�V ) + krakL2(
�V )

�
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veya



�1s � �2s



L2(
�V ) � C

�Z T

0

Z
@


Z
V

jv � �j
��@t �u1 � u2

���2 dSdvdt� 1
2

+C
�
kakL2(
�V ) + krakL2(
�V )

�
:

3.4 SONUÇ

(3.7) transport denklemi 0 < t < T aral¬¼g¬üzerinde ele al¬nm¬̧s a başlang¬ç de¼geri ve

�� � (0; T ) alt s¬n¬r¬ üzerinde verilen g s¬n¬r de¼geri ile birlikte �+ � (0; T ) alt s¬n¬r¬

üzerinde verilen ek bilgi kullan¬larak �s veya �t nin belirlenmesi ters problemi için Lip-

schitz kararl¬l¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r. Burada ters problem (0; T ) aral¬¼g¬üzerinde ele al¬nm¬̧st¬r.

·Ilk defa Bukhgeim and Klibanov (1981) taraf¬ndan kullan¬lan ve sonras¬nda pek çok

çal¬̧sman¬n temelini oluşturan yönteme göre u(x; v; t) çözümünün �T < t < 0 aral¬¼g¬na

geni̧sletilmesi gereklidir. Böyle bir geni̧sleme �t için ek şartlar verilmesi ihtiyac¬n¬ortaya

ç¬kar¬r (Klibanov and Pamyatnykh, 2008). E¼ger transport denklem t 2 (�T; T ) aral¬¼g¬nda

u(x; v; 0) orta de¼geriyle ele al¬n¬rsa bu durumda u nun t ye göre geni̧slemesinin yap¬l-

mas¬na gerek kalmaz ve Lipschitz kararl¬l¬¼g¬direkt bir şekilde ispatlanabilir ( Klibanov

and Pamyatnykh, 2006). Böyle bir durumda (3.16) poziti�ik şart¬n¬n sa¼glanmas¬ için

u(x; v; 0) de¼gerinin kontrol edilmesi gerekir ki, bu da bir başlang¬ç de¼geri mevcut olmad¬¼g¬

için zor bir durumdur.
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BÖLÜM 4

DE¼G·IŞKEN KATSAYILI B·IR TRANSPORT DENKLEM ·IÇ·IN KAYNAK

VE KATSAYI TERS PROBLEMLER·I

Bu bölümde, bir transport denklemde kaynak terimin ya da bir katsay¬n¬n belirlenmesi

ters problemi ele al¬nm¬̧s, en az s¬n¬r verisi kullan¬larak çözümün kararl¬l¬¼g¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.


 � Rn düzgün s¬n¬rl¬bir bölge, H := (h1; :::; hn) 2 fC1(
)gn ve V 2 L1(
) olmak üzere

aşa¼g¬da verilen iki ters problem ele al¬nacakt¬r:

1. Ters Kaynak Problemi

H, V , R fonksiyonlar¬, � � @
 alt s¬n¬r¬ve T > 0 uygun şekilde verilsin.

@ty(x; t) +H(x) � ry(x; t) + V (x)y(x; t) = f(x)R(x; t); x 2 
; 0 < t < T (4.1)

denkleminden,

y(x; 0) = 0; x 2 
 (4.2)

başlang¬ç koşulu ve yj��(0;T ) verisi yard¬m¬yla f(x), x 2 
 fonksiyonunun belirlenmesi

problemini ele alal¬m.

2. Katsay¬Ters Problemi

H fonksiyonu uygun şekilde verilsin.

@tu(x; t) +H(x) � ru(x; t) + V (x)u(x; t) = 0; x 2 
; 0 < t < T; (4.3)

denkleminden uj��(0;T ) verisi yard¬m¬yla H(x) veya V (x) fonksiyonunun belirlenmesi

problemini ele alal¬m.

(4.1) ve (4.3) eşitlikleri transport denklem olarak adland¬r¬l¬r ve Liouville denklemi, kütle

korunum kanunu gibi birçok �ziksel olay¬n modellenmesinde kullan¬l¬r. Ayr¬ca transport

denklemler, integral geometri problemleriyle de ba¼glant¬l¬d¬r (Amirov, 2001).

Bu bölümde ele al¬nan ters problem, bir tek ölçüm kullan¬larak formülize edilmi̧stir.

Transport denklemler için çok ölçüm içeren ters problemler Bal (2009) ve Stefanov (2003)

taraf¬ndan incelenmi̧stir.
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Kabul edelim ki

Q = 
� (0; T )

bölgesi verilsin ve8<: @
+ = fx 2 @
; (�(x) �H(x)) > 0g;

@
� = fx 2 @
; (�(x) �H(x)) � 0g

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu bölüm boyunca  2 C2(
) ve H = (h1; :::; hn) 2 fC1(
)gn

fonksiyonlar¬n¬n

� := min
x2


(H(x) � r (x)) > 0 (4.4)

koşulunu sa¼glad¬¼g¬n¬kabul edece¼giz. (4.4) şart¬x 2 
 için jH(x)j 6= 0 olmas¬n¬gerektirir,

ayr¬ca bu şart H için baz¬s¬n¬rlamalar getirilmesini gerekli k¬lar. Aşa¼g¬da (4.4) şart¬n¬n

sa¼gland¬¼g¬4 durum verilmi̧stir.

1. Durum: Kabul edelim ki 
 bölgesinde d 2 C2(
) fonksiyonu için

jrdj > 0; H(x) = rd(x)

olsun. E¼ger  (x) = d(x), x 2 
, seçilirse (4.4) şart¬sa¼glan¬r.

2. Durum: Kabul edelim ki f(h1(x); :::; hn(x)); x 2 
g � Rn; (0; :::; 0) vektöründen

a1x1+� � �+anxn = 0 hiperdüzlemiyle ayr¬ls¬n. Burada a1; :::; an 2 R ve ja1j+� � �+janj 6= 0

d¬r. Bu durumda  (x) = a1x1+ � � �+ anxn veya  (x) = �a1x1� � � � � anxn fonksiyonlar¬

(4.4) şart¬n¬sa¼glar. Özel olarak, e¼ger H(x) bir sabit vektör ise (4.4) şart¬sa¼glan¬r.

3. Durum: 0 2 
 olsun. Kabul edelim ki

jH(x)j � �0; x 2 


olacak şekilde bir �0 > 0 sabiti vard¬r. Bu durumda e¼ger maxx2
 jxj yeterince küçükse,

 (x) =
Pn

j=1 xjhj(x) fonksiyonu (4.4) şart¬n¬sa¼glar.

4. Durum: Kabul edelim ki her x 2 
 için hi0(x) > 0 olacak şekilde i0 2 f1; 2; :::; ng

vard¬r. Bu durumda 
 � f(x1; x2; :::; xn); xi0 > bg olacak şekilde yeterince küçük b 2 R

seçelim. Böylece (4.1) şart¬n¬n sa¼gland¬¼g¬görülebilir.
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Gaitan and Ouzanne (2014) taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧smada

jH(x) � (x� x0)� �tj 6= 0; (x; t) 2 Q (4.5)

şart¬Carleman de¼gerlendirmesi için gereklidir. Ancak bu şart yukar¬da verilen 4 durum-

dan daha az esnektir.

4.1 CARLEMAN DE¼GERLEND·IRMES·I

·Ilk olarak

Pu = @tu+H(x) � ru+ V (x)u; P0u = @tu+H(x) � ru; (x; t) 2 Q;

şeklinde P ve P0 operatörlerini,

M0 = �k div HkL1(
) + k div (H(H � r ))kL1(
)

say¬s¬n¬,  2 C2
�


�
olmak üzere

'(x; t) = ��t+  (x); (x; t) 2 Q (4.6)

a¼g¬rl¬k fonksiyonunu ve buna ba¼gl¬olarak

B(x) := @t'+H � r' = �� +H(x) � r ; x 2 
; � > 0 (4.7)

eşitliklerini tan¬mlayal¬m.

Lemma 4.1 (i) Her s > 0 ve 
 bölgesinde u(�; T ) = 0 şart¬n¬ sa¼glayan u 2 H1(Q)

fonksiyonlar¬için

s

Z



B(x)ju(x; 0)j2e2s'(x;0)dx+ s2
Z
Q

B2(x)ju(x; t)j2e2s'(x;t)dxdt

� 2

Z
Q

jPuj2e2s'(x;t)dxdt+ (sM0 + 2kV k2L1(
))
Z
Q

ju(x; t)j2e2s'(x;t)dxdt

+s

Z T

0

Z
@


B(x)� �Hjuj2e2s'(x;t)dSxdt

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

(ii) Kabul edelim ki (4:4) şart¬ve

0 < � < � := min
x2


(H(x) � r (x)) (4.8)
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eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda

s0 = max

(
4M0

(�� �)2
;

p
8kV kL1(
)
�� �

)

olmak üzere her s � s0 için 
 bölgesinde u(�; T ) = 0 şart¬n¬sa¼glayan u 2 H1(Q) fonksi-

yonlar¬için

s(�� �)

Z



ju(x; 0)j2e2s'(x;0)dx+ s2(�� �)2

2

Z
Q

ju(x; t)j2e2s'(x;t)dxdt

� 2
Z
Q

jPuj2e2s'(x;t)dxdt+ s

Z T

0

Z
@
+

BH � �juj2e2s'(x;t)dSxdt (4.9)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Lemma (4.1) deki (4:8) şart¬ndan � > 0 say¬s¬n¬n key� şekilde büyük olamayaca¼g¬ve

T > 0 ¬n da büyük olmas¬gerekti¼gi görülür. Bu durum ele al¬nan hiperbolik operatörünün

yay¬l¬m h¬z¬n¬n sonlulu¼gu anlam¬na gelir.

(4:9) eşitsizli¼gi Carleman tipi bir de¼gerlendirmedir ve yeterince s > 0 için düzgün şekilde

sa¼glan¬r.

Burada u (x; 0) başlang¬ç de¼geri de de¼gerlendirmeye al¬nmaktad¬r ve a¼g¬rl¬k fonksiyonu t ye

göre lineerdir. Machida and Yamamoto (2014) de böyle bir lineer a¼g¬rl¬k fonksiyonu kul-

lan¬lmaktad¬r ancak söz konusu çal¬̧smada ele al¬nan denklemin temel k¬sm¬n¬n katsay¬s¬

x ten ba¼g¬ms¬zd¬r. Ek olarak Carleman de¼gerlendirmesinde seçilen a¼g¬rl¬k fonksiyonu

de¼gi̧sken H(x) durumu için uygun de¼gildir.

Gaitan and Ouzzane (2014) ve Klibanov and Pamyatnykh (2008) çal¬̧smalar¬n¬n aksine

burada ele al¬nan (4:6) a¼g¬rl¬k fonksiyonu sayesinde ters problemler üzerinde çal¬̧s¬rken

u fonksiyonunun (�T; 0) aral¬¼g¬na geni̧slemesinin yap¬lmas¬na gerek kalmaz. Klibanov

and Pamyatnykh (2008) de bu geni̧sleme i̧slemi için başlang¬ç verisi ve bilinmeyen katsay¬

üzerinde ek şartlar¬n konulmas¬gerekir.

·Ispat. ·Ilk olarak yukar¬da verilen a¼g¬rl¬k fonksiyonu yard¬m¬yla

w = es'u

yeni bir bilinmeyen fonksiyon ve

Lw = es'(x;t)P0
�
e�s'(x;t)w

�
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operatörünü tan¬mlayal¬m. Böylece @tu = �s@'e�s'w + e�s'@w; ru = �s@'e�s'w +

ses'rw eşitlikleri kullan¬larak

(Lw)(x; t) = es'(x;t)P0u = es'(@tu+H(x) � ru)

= es'
�
e�s'(�s@t'w + @tw � swr' �H(x) +H(x) � rw)

�
= �s@t'w + @tw � swr' �H(x) +H(x) � rw

= @tw +H(x) � rw � s(@t'+H(x) � r')w

= @tw +H(x) � rw � sB(x)w

elde edilir. u(�; T ) = 0 oldu¼gundan, k¬sm¬integrasyon yard¬m¬ylaZ
Q

jP0uj2e2s'(x;t)dxdt =
Z
Q

jLwj2dxdt

=

Z
Q

j@tw +H � rw � sBwj2 dxdt

=

Z
Q

j@tw +H � rwj2dxdt+
Z
Q

jsBj2w2dxdt� 2s
Z
Q

Bw(@tw +H � rw)dxdt

� �2s
Z
Q

B(@tw +H � rw)wdxdt+ s2
Z
Q

B2w2dxdt

= �s
Z
Q

(B@t(w
2) +BH � r(w2))dxdt+ s2

Z
Q

B2w2dxdt

= s

Z
Q

(@tB + (div BH))w
2dxdt� s

Z T

0

Z
@


B� �Hw2dSxdt

+s2
Z
Q

B2w2dxdt+ s

Z



B(x)jw(x; 0)j2dx

� �M0s

Z
Q

w2dxdt� s

Z T

0

Z
@


B� �Hw2dSxdt

+s2
Z
Q

B2w2dxdt+ s

Z



B(x)jw(x; 0)j2dx

olarak bulunur. w = es'u fonksiyonu yerine yaz¬l¬rsa

s

Z



B(x)ju(x; 0)j2e2s'(x;0)dx+ s2
Z
Q

B2(x)ju(x; t)j2e2s'(x;t)dxdt

�
Z
Q

jP0uj2e2s'(x;t)dxdt+M0s

Z
Q

ju(x; t)j2e2s'(x;t)dxdt

+s

Z T

0

Z
@


B(x)jH � �jju(x; t)j2e2s'(x;t)dSxdt (4.10)

elde edilir. ·Ikinci olarak V 2 L1(
), V 6� 0 olsun. O halde

jP0uj2 = jP0u+ V u� V uj2 � 2jP0u+ V uj2 + 2jV uj2

�2jPuj2 + 2kV k2L1(
)juj2
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yaz¬labilir. Böylece Lemma 4.1 (i) nin ispat¬tamamlan¬r.

Lemma 4.1 (ii) nin ispat¬:

(4.7) eşitli¼gi ve (4.8) şart¬kullan¬larak 
 bölgesinde B(x) � ��� > 0 oldu¼gu görülür. Bu

nedenle Lemma 4.1 de bulunan sonucun sa¼g taraf¬ndaki ikinci terim sol tarafa absorbe

edilebilir. Daha aç¬k olarak

s2
Z
Q

B2(x)juj2e2s'dxdt � (�� �)2s2
Z
Q

juj2e2s'dxdt

ve s � s0 olmak üzere

(�� �)2s2 �M0s� 2kV k2L1(
)

� (�� �)2

2
s2 +

�
(�� �)2

4
s2 �M0s

�
+

�
(�� �)2

4
s2 � 2kV k2L1(
)

�
� (�� �)2

2
s2

eşitsizlikleri sa¼gland¬¼g¬ndan

s(�� �)

Z



ju(x; 0)j2e2s'(x;0)dx+ s2(�� �)2

2

Z
Q

ju(x; t)j2e2s'(x;t)dxdt

� 2

Z
Q

jPuj2e2s'(x;t)dxdt+ s

Z T

0

Z
@
+

B(H � �)juj2e2s'(x;t)dSxdt

+s

Z T

0

Z
@


B(x)� �Hjuj2e2s'(x;t)dSxdt

yaz¬labilir. Ek olarak @
� ve @
+ s¬n¬r parçalar¬n¬n tan¬mlar¬ndanZ T

0

Z
@


B(x)H � �juj2dSxdt �
Z T

0

Z
@
+

B(x)H � �juj2dSxdt

oldu¼gu göz önünde bulundurulursa (ii) nin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

4.2 ENERJ·I DE¼GERLEND·IRMES·I

Şimdi klasik enerji de¼gerlendirmesini elde edelim:

Lemma 4.2 M > 0 key� sabit olmak üzere kV kL1(
) � M ve kHkfC1(
)gn � M olsun.

Ayr¬ca w 2 H1(Q) fonksiyonu aşa¼g¬daki (4.11) denklemini ve (4.12) başlang¬ç koşulunu

sa¼glas¬n:

@tw +H(x) � rw + V w = F (x; t); (x; t) 2 
; (4.11)

w(x; 0) = a(x); x 2 
: (4.12)
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Bu durumdaZ



jw(x; t)j2dx+
Z T

0

Z
@
+

H � �jwj2dSxdt

� C

�
kak2L2(
) + kFk2L2(Q) +

Z T

0

Z
@
�

jH � �jjwj2dSxdt
�
; 0 � t � T; (4.13)

olacak şekilde 
; T; M büyüklüklerine ba¼gl¬bir C > 0 sabiti vard¬r.

·Ispat. (4:11) denklemi 2w ile çarp¬l¬p 
 bölgesi üzerinde integral al¬n¬rsa,

@t

Z



jw(x; t)j2dx+
nX
`=1

Z



h`@`(jwj2)dx+ 2
Z



V jwj2dx = 2
Z



Fwdx

yaz¬labilir. Burada E(t) =
R


jw(x; t)j2dx olarak al¬n¬rsa

nX
l=1

Z



hl@l(jwj2)dx =

Z



div (H � v) jwj2 dx�
Z



(divH) jwj2 dx

=

Z
@


H � v jwj2 dSx�
Z



(divH) jwj2 dx

eşitli¼ginden

E 0(t) = �
Z
@


H � �jwj2dSx +
Z



(div H)jwj2dx

�2
Z



V w2dx+ 2

Z



Fwdx

elde edilir. Son eşitlikte (0; t) üzerinde integral al¬n¬r ve 2
R


jFwjdx �

R


jF j2dx +R



jwj2dx eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

E(t)� E(0) = �
Z t

0

�Z
@
+

+

Z
@
�

�
H � �jwj2dSxdt+

Z t

0

Z



(div H)jwj2dxdt

�2
Z t

0

Z



V w2dxdt+

Z t

0

Z



jF j2dxdt+
Z t

0

E(�)d�

bulunur. Buradan,

E(0) =

Z



jw(x; 0)j2 dx = kak2L2(
);

�2
Z t

0

Z



V w2dxdt � 2kV kL1(
)
Z t

0

E(�)d�;Z t

0

Z



(div H)jwj2dxdt � k div HkL1(
);
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ba¼g¬nt¬lar¬göz önünde bulundurularak

E(t) +

Z t

0

Z
@
+

H � �jwj2dSxdt � kak2L2(
) + kFk2L2(Q)

+(2kV kL1(
) + k div HkL1(
) + 1)
Z t

0

E(�)d� +

����Z t

0

Z
@
�

H � �jwj2dSxdt
���� (4.14)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Ayr¬ca,
R t
0

R
@
+

H � �jwj2dSxdt � 0, 0 � t � T oldu¼gundan (4:14)

eşitsizli¼ginde bu terim ihmal edilirse, Gronwall eşitsizli¼ginden

E(t) � CeCT (kak2L2(
) + kFk2L2(Q))

+

Z T

0

Z
@
�

jH � �jjwj2dSxdt); 0 � t � T (4.15)

elde edilir. Son olarak (4:15) eşitsizli¼gi, (4.14) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki üçüncü terimin

yerine yaz¬l¬rsa, lemman¬n ispat¬tamamlan¬r.

4.3 KARARLILIK DE¼GERLEND·IRMELER·I

Teorem 4.1 Kabul edelim ki y 2 H1(Q) fonksiyonu @ty 2 H1(Q) özelli¼gini, (4.1) denk-

lemini ve (4.2) şart¬n¬ve bir � > 0 sabiti için (4.4) şart¬n¬sa¼glas¬n. Ayr¬ca

jR(x; 0)j � c0; x 2 
; (4.16)

olacak şekilde bir c0 > 0 sabiti mevcut ve

@ty; @tR 2 H1(Q); @tR 2 L2(0; T ;L1(
))

olsun. Ek olarak

T >
maxx2
  (x)�minx2
  (x)

�
(4.17)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n.

(i) Kabul edelim kiM > 0 sabiti için k@tykL2(Q) �M olsun. Bu durumda her f 2 L2(
)

için,

kfkL2(
) � C

(�Z T

0

Z
@
+

H � �j@tyj2dSxdt
� �

2

+

�Z T

0

Z
@
+

H � �j@tyj2dSxdt
� 1

2

)

olacak şekilde 
; T; H; kV kL1(
);  ; M; k@tRkL2(0;T ;L1(
)) büyüklüklerine ba¼gl¬� 2 (0; 1)

ve C > 0 sabiti vard¬r.
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(ii) (i) de verilen k@tykL2(Q) �M kabulü olmaks¬z¬n her f 2 L2(
) için,

kfkL2(
) � C

�Z T

0

Z
@


jH � �jj@tyj2dSxdt
� 1

2

olacak şekilde 
; T; H; kV kL1(
);  ; k@tRkL2(0;T ;L1(
)) büyüklüklerine ba¼gl¬bir C > 0

sabiti vard¬r.

(iii) (4.1) denklemi ve (4.2) şart¬na ek olarak, kabul edelim ki

yj@
��(0;T ) = 0, (4.18)

olsun. Bu durumda her f 2 L2(
) için

C�1
�Z T

0

Z
@
+

H � �j@tyj2dSxdt
� 1

2

� kfkL2(
) � C

�Z T

0

Z
@
+

H � �j@tyj2dSxdt
� 1

2

(4.19)

olacak şekilde 
; T; H; kV kL1(
);  ; k@tRkL2(0;T ;L1(
)) büyüklüklerine ba¼gl¬bir C > 0

sabiti vard¬r.

Teorem 4.1 de verilen eşitsizlikte (i) ş¬kk¬bir Hölder tipi kararl¬l¬k de¼gerlendirmesidir

ve k@tykL2(Q) � M ön kabulü alt¬nda sa¼glan¬r. Bu nedenle, şartl¬kararl¬l¬k olarak ad-

land¬r¬l¬r. Dikkat edilirse şartl¬kararl¬l¬k için @
� � (0; T ) s¬n¬r parças¬üzerinde veriye

ihtiyaç duyulmaz, ancak (ii) ve (iii) de verilen eşitsizlikler Lipschitz tipinde kararl¬l¬k

de¼gerlendirmeleridir ve bütün @
� (0; T ) s¬n¬r¬nda veriye ihtiyaç duyulmaktad¬r. Ayr¬ca

(4.16) şart¬yla birlikte, ele al¬nan ters problem için çift tara�¬ bir de¼gerlendirme olan

(4.19) elde edilmi̧s olur.

·Ispat. ·Ilk olarak M1 = maxx2
  (x) ve m1 = minx2
  (x) olmak üzere (4.17) şart¬

dikkate al¬narak

T >
M1 �m1

�
; 0 < � < � (4.20)

olacak şekilde � > 0 seçilebilir. Bu � > 0 say¬s¬kullan¬larak

'(x; t) = ��t+  (x); (x; t) 2 Q (4.21)

şeklinde bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu tan¬mlayal¬m. (4.20) şart¬ndan

'(x; T ) �M1 � �T < m1 � '(x0; 0); x; x0 2 


oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan ' 2 C1
�
Q
�
oldu¼gundan, M1 � �T < m2 < m3 < m1 ve8<: '(x; t) > m3; x 2 
; 0 � t � �1;

'(x; t) < m2; x 2 
; T � 2�1 � t � T
(4.22)
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olacak şekilde �1 > 0 ve m2;m3 say¬lar¬vard¬r. Lemma 4.1 i uygulayabilmek için 0 � � �

1 olmak üzere

�(t) =

8<: 1 ; 0 � t � T � 2�1;

0 ; T � �1 � t � T
(4.23)

şeklinde bir � 2 C10 (R) kesme (cut-o¤) fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Buna ba¼gl¬olarak

z = (@ty)�

olsun. Bu durumda

z(x; 0) = @ty (x; 0)� (0) = @ty (x; 0) = f (x)R (x; 0) ;

z(x; T ) = @ty (x; T )� (T ) = 0; x 2 
;

bulunur. Ayr¬ca,

Py = @ty +H � ry + V y

olarak verildi¼ginden

Pz = @tz +H � rz + V z

= �@2t y + @t�@ty + �H � r (@ty) + �V (@ty)

= � (f(@tR)�H � r (@ty)� V @ty) + @t�@ty + �H � r (@ty) + �V (@ty)

= �f(@tR) + @t�@ty; (x; t) 2 Q

yaz¬labilir. O halde z = (@ty)� 2 H1(Q) oldu¼gu göz önünde bulundurularak Lemma 4.1

(ii), z fonksiyonuna uygulan¬rsa her s > 0 için

s

Z



jz(x; 0)j2e2s'(x;0)dx � C

Z
Q

j�f(@tR)j2e2s'dxdt+ C

Z
Q

j(@t�)@tyj2e2s'dxdt+ CeCsD2

(4.24)

bulunur. (4.24) eşitsizli¼ginde

D2 =

Z T

0

Z
@
+

H � �j@tyj2dSxdt

olarak tan¬ml¬d¬r. Burada k@tykL2(Q) �M ön kabulü, 0 � t � T�2�1 veya T��1 � t � T

oldu¼gunda @t� = 0 olmas¬ve (4.22) deki ikinci eşitsizlik kullan¬larakZ
Q

j(@t�)@tyj2e2s'dxdt =

Z T��1

T�2�1

Z



j(@t�)@tyj2e2s'dxdt

� max
Q
j@t�j2e2sm2

Z T��1

T�2�1

Z



j@tyj2dxdt

� Ce2sm2

Z
Q

j@tyj2dxdt � Ce2sm2M2 (4.25)
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elde edilir. Ayr¬ca R(x; 0) 6= 0 ve z(x; 0) = f(x)R(x; 0), x 2 
 oldu¼gu dikkate al¬narakZ



jz(x; 0)j2e2s'(x;0)dx � C

Z



jf(x)j2e2s'(x;0)dx (4.26)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu nedenle (4.24) eşitsizli¼gi

s

Z



jf(x)j2e2s'(x;0)dx � C

Z
Q

jf(x)j2e2s'(x;t)dxdt+ CM2e2sm2 + CeCsD2

halini al¬r. Di¼ger yandan

'(x; t) = ��t+  (x) �  (x) = '(x; 0); (x; t) 2 Q

oldu¼gundan

s

Z



jf(x)j2e2s'(x;0)dx � C

Z T

0

Z



jf(x)j2e2s'(x;0)dxdt+ CM2e2sm2 + CeCsD2

�CT
Z



jf(x)j2e2s'(x;0)dx+ CM2e2sm2 + CeCsD2

ve buna ba¼gl¬olarak s > 0 için

(s� CT )

Z



jf(x)j2e2s'(x;0)dx � CM2e2sm2 + CeCsD2

elde edilir. (4.22) den '(x; 0) > m3 yaz¬labilece¼ginden ve s > 0 seçilerek

se2sm3

Z



jf(x)j2dx � CM2e2sm2 + CeCsD2

ve buradan s� > 0 yeterince büyük bir sabit ve m� := m3 � m2 > 0 olmak üzere her

s > s� için

kfk2L2(
) � CM2e�2sm� + CeCsD2 (4.27)

olarak bulunur.

Şimdi (4.27) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n uygun bir s > 0 seçilerek daha da küçültülmesi

gerekir. Bunun için farkl¬iki durum ele al¬nacakt¬r:

1. Durum: D �M olsun. (4.27) eşitsizli¼ginden

kfk2L2(
) � (Ce�2sm� + CeCs)D2 (4.28)

sonucuna var¬l¬r.

2. Durum: D < M olsun. E¼ger C yerine CeCs� yaz¬l¬rsa, her s > 0 için (4.27) eşit-

sizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬görürülür. Burada amaç (4.27) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n s ye göre

küçültülmesidir. Bunun için M2e�2sm� = eCsD2 al¬narak

s =
2

C + 2m�
log

M

D
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belirlenir. (4.27) eşitsizli¼gi

kfk2L2(
) � 2CM2�2�D2�

formuna indirgenir. Burada � = 2m�
C+2m�

2 (0; 1) dir.

Sonuç olarak

kfk2L2(
) � maxf(Ce�2sm� + CeCs)D2; 2CM2�2�D2�g

elde edilir. Böylece Teorem 4.1 (i) nin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

Şimdi Teorem 4.1 (ii) yi ispatlayal¬m:

ii) ·Ilk olarak, (4.1) denkleminden

@t(@ty) +H(x) � r@ty + V @ty = f(x)@tR; (x; t) 2 Q;

(@ty)(x; 0) = f(x)R(x; 0); x 2 


yaz¬labilir. @ty 2 H1(Q) oldu¼gundan ve @ty fonksiyonuna Lemma 4.2 uygulan¬rsa,Z



j@ty(x; t)j2dx+
Z T

0

Z
@
+

H � �j@tyj2dSxdt

� Ckfk2L2(
) + C

Z T

0

Z
@
�

jH � �jj@tyj2dSxdt; 0 � t � T (4.29)

elde edilir. (4.29) eşitsizli¼ginin sol taraf¬ndaki ikinci terim ihmal edilir ve burada (4.25)

eşitsizli¼gi dikkate al¬n¬rsa o zamanZ
Q

j(@t�)@tyj2e2s'dxdt � Ce2sm2

Z
Q

j@tyj2dxdt

� Ce2sm2

�
kfk2L2(
) +

Z T

0

Z
@
�

jH � �jj@tyj2dSxdt
�

bulunur. O halde (4.26) eşitsizli¼gi, yukar¬daki son eşitsizlik ve @tR 2 L2(0; T ;L1(
))

olmas¬göz önünde bulundurularak (4.24) den

s

Z



jf(x)j2e2s'(x;0)dx � C

Z
Q

jf j2e2s'(x;t)dxdt

+Ce2sm2kfk2L2(
) + CeCs
Z T

0

Z
@
�

jH � �jj@tyj2dSxdt+ CeCsD2

elde edilir. Ayr¬ca '(x; 0) � '(x; t), (x; t) 2 Q oldugundan

s

Z



jf(x)j2e2s'(x;0)dx � C

Z
Q

jf j2e2s'(x;0)dxdt

+Ce2sm2kfk2L2(
) + CeCs
Z T

0

Z
@


jH � �jj@tyj2dSxdt+ CeCsD
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yaz¬labilir.

Böylece

(s� C)

Z



jf(x)j2e2s'(x;0)dx � Ce2sm2kfk2L2(
) + CeCs
Z T

0

Z
@


jH � �jj@tyj2dSxdt

oldu¼gu görülür. Di¼ger yandan (4.22) den '(x; 0) > m3, x 2 
 eşitsizli¼gi kullan¬larak

yeterince büyük s > 0 için

se2sm3kfk2L2(
) � Ce2sm2kfk2L2(
) + CeCs
Z T

0

Z
@


jH � �jj@tyj2dSxdt

bulunur. Sonuç olarak

kfk2L2(
) � Ce�2sm�kfk2L2(
) + CeCs
Z T

0

Z
@


jH � �jj@tyj2dSxdt

elde edilir. Yeterince büyük s > 0 seçilerek, sa¼g taraftaki ilk terim ikinci tarafa absorbe

edilir. Böylece (ii) nin ispat¬tamamlan¬r.

Son olarak Teorem 4.1 (iii) yi ispatlayal¬m.

iii) E¼ger yj@
��(0;T ) = 0 şart¬Teorem 4.1 (ii) de elde edilen eşitsizlikte kullan¬l¬rsa (4:19)

daki ikinci eşitsizlik elde edilir. Di¼ger taraftan yine (4:18) ve (4:29) kullan¬larak (4.19)

daki birinci eşitsizli¼gin sa¼gland¬¼g¬kolayca görülür.

Şimdi Teorem 4.1 yard¬m¬yla V (x) katsay¬s¬n¬n belirlenmesi problemini ele alaca¼g¬z.

Teorem 4.2 Kabul edelim ki j = 1; 2 olmak üzere

uj; @tuj 2 H1(Q) \ L2(0; T ;L1(
)); (4.30)

fonksiyonlar¬

@tuj +H(x) � ruj + Vj(x)uj(x; t) = 0; (x; t) 2 Q; (4.31)

denklemlerini sa¼glas¬n. Ayr¬ca

u1 = u2; (x; t) 2 @
� � (0; T ) ; (4.32)

u1(�; 0) = u2(�; 0); x 2 
 (4.33)

koşullar¬sa¼glans¬n. Ek olarak:

i) H için (4.4) şart¬n¬sa¼glayan  2 C2(
) fonksiyonu mevcut olsun;

ii) (4.17) şart¬sa¼glans¬n, yani

T >
maxx2
  (x)�minx2
  (x)

�
;

59



iii) M > 0 bir sabit olmak üzere

kVjkL1(
); k@tujkL2(0;T ;L1(
)) �M; j = 1; 2 (4.34)

olsun;

iv) Bir c0 > 0 sabiti vard¬r öyle ki

ju1(x; 0)j � c0; x 2 
: (4.35)

Bu durumda

C�1k
p
H � �@t(u1 � u2)kL2(@
+�(0;T )) � kV1 � V2kL2(
)

� Ck
p
H � �@t(u1 � u2)kL2(@
+�(0;T )) (4.36)

olacak şekilde 
; T; H;  ; a; M büyüklüklerine ba¼gl¬bir C > 0 sabiti vard¬r.

Sabit bir H(x) vektörü için Teorem 4.1 ve Teorem 4.2, Machida and Yamamoto (2014)

taraf¬ndan elde edilen sonuç ile ayn¬d¬r. Gölgeleyen and Yamamoto (2016) taraf¬ndan

H(x) in sabit olmad¬¼g¬durum incelenmi̧stir.

·Ispat. Teorem 4.2 direkt olarak Teorem 4.1 kullan¬larak ispatlanabilir. (4.31)-(4.35)

ba¼g¬nt¬lar¬ndan elde edilen

@t(u1 � u2) +H(x)r(u1 � u2) + V1u1 � V2u2 + (V1u2 � V1u2) = 0;

u1 � u2j@
��(0;T ) = 0;

u1(�; 0)� u2(�; 0) = 0;

eşitliklerinde y = u1 � u2; f = V1 � V2 ve R = u2 al¬n¬rsa

@ty +H(x) � ry + V1y = f(x)R(x; t); (x; t) 2 Q;

y(x; 0) = 0; x 2 
;

yj@
��(0;T ) = 0

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca burada @ty 2 H1(Q); k@tRkL2(0;T ;L1(
)) � M; R(x; 0) = �a(x),

x 2 
 d¬r. O halde Teorem 4.1 (iii) den ispat tamamlan¬r.
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4.4 SONUÇ

Gaitan and Ouzzane (2014) ve Klibanov and Pamyatnykh (2008) de kullan¬lan temel

Carleman de¼gerlendirmesi ikinci mertebeden hiperbolik denklemlerde kullan¬lan Carle-

man de¼gerlendirmesiyle ayn¬d¬r ve bu çal¬̧smalarda çözümün (�T; 0) zaman aral¬¼g¬na

geni̧sletilmesi gerekir. Böyle bir geni̧sleme, ispat¬daha uzun hale getirece¼gi gibi t¬pk¬

Klibanov and Pamyatnykh (2008) de oldu¼gu gibi bilinmeyen katsay¬ve başlang¬ç de¼ger

için ek koşullar¬n varl¬¼g¬n¬gerektirir. Di¼ger yandan Gölgeleyen and Yamamoto (2016)

taraf¬ndan elde edilen Carleman de¼gerlendirmesi sayesinde böyle bir geni̧slemeye ihtiyaç

duyulmaz, kararl¬l¬k ispat¬daha da basitleşir ve temel k¬s¬mdaki H katsay¬s¬üzerindeki

s¬n¬rlamalar da ha��etilmi̧s olur. Bununla birlikte (4.1) denklemi için Carleman de¼ger-

lendirmesi yap¬l¬rkenH(x) temel katsay¬için baz¬ön koşullar¬n kabul edilmesi zorunludur.

Ayr¬ca burada verilen Carleman eşitsizliklerinde (Lemma 4.1 ve 4.2) başlang¬ç verileri de

direkt olarak de¼gerlendirmeye al¬nmaktad¬r. Gaitan and Ouzanne (2014) deki Carleman

de¼gerlendirmesinde kullan¬lan a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile H(x) üzerine konulan koşul daha kar-

maş¬k bir hal almaktad¬r ancak Lemma 4.1 ve Lemma 4.2 de al¬nan a¼g¬rl¬k fonksiyonu t

ye linner olarak ba¼gl¬olup Carleman de¼gerlendirmesi için H(x) üzerinde daha basit bir

şarta ihtiyaç duyulmaktad¬r.

61



63 

KAYNAKLAR 

Amirov A (2001) Integral Geometry and Inverse Problems for Kinetic Equations. 1st edition, 
ISBN: 90-6764-352-1, VSP, Utrecht, 201 pp. 

Adams R A and Fournier J J F (2003) Sobolev Spaces. 2nd edition, ISBN: 0-12-044143-8, 
Elsevier, Academic Press, Amsterdam, 305 pp. 

Bal G (2009) Inverse transport theory and applications. Inverse Problems, 25 (5): 053001. 

Bal G, Langmore I and Monard F (2008) Inverse transport with isotropic sources and 
angularly averaged measurements. Inverse Problems Imaging, 2: 23–42. 

Bal G and Jollivet A (2008) Stability estimates in stationary inverse transport. Inverse 
Problems Imaging, 2: 427–454. 

Bal G and Jollivet A (2009) Time-dependent angularly averaged inverse transport. Inverse 
Problems, 25 (7): 075010. 

Bal G and Jollivet A (2010) Stability for time-dependent inverse transport. SIAM Journal on 
Mathematical Analysis, 42 (2): 679–700. 

Bal G, Ren K and Hielscher AH (2007) Transport -and diffusion- based optical tomography 
in small domains: a comparative study. Applied Optics, 46 (27): 6669-6679. 

Baudouin L, DE Buhan M and Ervedoza S (2013) Global Carleman estimates for waves 
and applications. Communications in Partial Differential Equations, 38 (5): 823-859. 

Baudouin L and Puel JP. (2002) Uniqueness and stability in an inverse problems for 
Schrödinger equation.  Inverse Problems, 18 (6): 1537-1554. 

Bellassoued and Yamamoto M (2017) Carleman Estimates and Applications to Inverse 
Problems for Hyperbolic Systems. 1st edition, ISBN: 978-4-431-56598-7, Springer, 
Berlin, 259 pp. 

Brezis H and Browder F (1997) Partial Differential Equations in the 20th Century. 
Advanced in Mathematics, 135 (1): 76-144. 

Bukhgeim A and Klibanov M (1981) Uniqueness and Stability Inverse Problems, Soviet 
Math. Dokl., Amsterdam, 24: 244-247. 

Case K M and Zweifel P F (1967) Linear Transport Theory. 1st edition, Addison-Wesley, 
Boston, 351 pp. 

Chandrasekhar S (1960) Radiative Transfer. 1st edition, Dover, New York, 393 pp. 

Choulli M and Stefanov P (1996) Inverse scattering and inverse boundary value problems 
for the linear Boltzmann equation. Communications in Partial Differential Equations, 
21 (5-6): 763–785.  

 



64 

KAYNAKLAR (devam ediyor) 

Choulli M and Stefanov P (1999) An inverse boundary value problem for the stationary 
transport equation. Osaka Journal of Math, 36 (1): 87–104. 

Dautray R and Lions J-L. (1993) Mathematical Analysis and Numerical Methods for 
Science and Technology. Vol. 6., ISBN: 978-3-540-66097-2, Springer, Berlin, 715 pp. 

Duderstadt J J and Martin W R (1979) Transport Theory. 1st edition, John Wiley & Sons, 
Chichester, 613 pp. 

Evans L C (1997) Partial Differential Equations. 1st edition, Vol 6., American Mathematical 
Society, Berkeley, 662 pp. 

Gaitan P and Ouzzane H (2014) Inverse problem for a free transport equation using 
Carleman estimates. Applicable Analysis, 93 (5): 1073-1086. 

Gölgeleyen F and Yamamoto M (2016) Stability for some inverse problems for transport 
equations. SIAM Journal on Mathematical Analysis, 48 (4): 2319-2344. 

Gölgeleyen İ ve Kaytmaz Ö (2016) Ters ve Kötü Konulmuş Problemler Teorisinin Bilim ve 
Teknolojideki bazı Uygulamaları. Karaelmas Fen ve Mühendislik Dergisi, 6 (1): 230-
237. 

Hörmander L (1963) Linear Partial Differential Operators. 1rd edition, ISBN: 978-3-662-
30653-6, Springer, Berlin, 290 pp. 

Imanuvilov O and Yamamoto M (2001) Global Lipschitz stability in an inverse hyperbolic 
problem by interior observations. Inverse Problems, 17: 717-728. 

Isakov V (2006) Inverse Problems for Partial Differential Equations. 2nd edition, ISBN: 0-
387-25364-5, Springer, Berlin, 344 pp.  

Jost J (2013) Partial Differential Equations. 3rd edition, Springer, New York, USA 410 pp. 

Klibanov M V (1992) Inverse problems and Carleman estimates. Inverse Problems, 8: 575–
596. 

Klibanov M V and Pamyatnykh S E (2006) Lipschitz stability of a non-standard problem 
for the non-stationary transport equation via a Carleman estimate. Inverse Problems, 22: 
881. 

Klibanov M V and Pamyatnykh S E (2008) Global uniqueness for a coefficient inverse 
problem for the non-stationary transport equation via Carleman estimate. Journal of 
Mathematical Analysis and Applications, 343 (1): 352–365. 

Klibanov M V and Timonov A A (2004) Carleman estimates for coefficient inverse 
problems and numerical applications. Inverse and Ill- Posed Problems Series, 1st 
edition, ISBN: 90-6764-405-6, VSP, Utrecht, 273 pp. 

 



65 

KAYNAKLAR (devam ediyor) 

Klibanov M V and Yamamoto M (2007) Exact controllability for the time dependent 
transport equation. SIAM Journal on Control and Optimization, 46 (6): 2071–2195. 

Kreyszig E (1989) Introductory Functional Analysis with Applications. 1st edition. ISBN: 0-
471-50731-8, John Wiley & Sons, USA, 688 pp. 

Lavrent’ev M M, Romanov V G and Shishatskii S P (1986) Ill-posed Problems of 
Mathematical Physics and Analysis. 1st edition, ISBN: 0-8218-0896-6, American 
Mathematical Society, 291 pp. 

Logan J D (2015) Applied Partial Differential Equations. 3rd edition, ISBN: 978-3-319-
17851-6, Springer, 367 pp. 

Machida M and Masahiro Yamamoto M (2014) Global Lipschitz stability in determining 
coefficients of the radiative transport equation. Inverse problems, 30 (3): 035010. 

Mikhailov V P (1978) Partial Differential Equations. Revised from the 1976 Russian edition, 
Mir Publishers translate, Moscow, 396 pp. 

Pankov A A (1997) G-Convergence and Homogenization of Nonlinear Partial Differential 
Operators. 1st edition, ISBN: 978-90-481-4900-1, Springer Science & Business 
Media, 249 pp. 

Prilepko A I and Ivankov A L (1985) Inverse problems for the time-dependent transport 
equation. Soviet Mathematics Doklady, 29: 559–564. 

Polyanin A D, Zaitsev V F and Moussiaux A (2002) First Order Partial Differential 
Equations. 1st edition, ISBN: 978-0415272674, Taylor & Francis, London, 520 pp. 

Romanov V G (1997) Stability estimates in the three-dimensional inverse problem for the 
transport equation. Journal of Inverse Ill-Posed Problems, 5 (5): 463–475.  

Romanov V G (1998) A Conditional Stability Theorem in The Problem of Determining The 
Dispersion Index and Relaxation for The Stationary Transport Equation. (Engl. transl.), 
Matematiceskie Trudy, Sobolev Institute of Mathematics, Siberian Branch of the 
Russian Academy of Sciences, 1 (1): 78–115. 

Sobolev V V (1975) Light Scatering in Planetary Atmospheres. Pergamon Press, 76: 263. 

Stefanov P (2003) İnverse Problem in transport theory. In inside out: inverse problems and 
applications. Mathematical Sciences Research Institute Publications, Cambridge 
University Press, 47: 111-131. 

Stefanov P and Tamasan A (2009) Uniqueness and non-uniqueness in inverse radiative 
transfer. Proceedings of the American Mathematical Society, 137 (7): 2335–2344. 

Stefanov P and Uhlmann G (2003) Optical tomography in two dimensions. Methods and 
Applications of Analysis, 10 (1): 1–10. 



66 

 

KAYNAKLAR (devam ediyor) 

Tamasan A (2002) An inverse boundary value problem in two-dimensional transport. Inverse 
Problems, 18 (1): 209 pp. 

Vladimirov V S (2002) Methods of the Theory of Generalized Functions. ISBN 0-415-
27356-0, CRC Press, London, 311 pp. 

Wang J-N (1999) Stability estimates of an inverse problem for the stationary transport 
equation. Ann. Inst. Henri Poincare´ A, 70: 1-5. 

Yamamoto M (2009) Carleman estimates for parabolic equations and applications. Inverse 
Problems, 25 (12): 123013.  

Yuan G and Yamamoto M (2009) Lipschitz stability in the determination of the principal 
part of a parabolic equation. ESAIM Control Optimisation and Calcilus Variations, 15 
(3): 525-554. 

  



67 

ÖZGEÇMİŞ 

Sevil AMİROVA, 1989 yılında Novosibirsk, Rusya’ da doğdu. İlk öğrenimini Bakü’de, orta 

öğrenimini Zonguldak’da tamamladı. Bülent Ecevit Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi 

Matematik Bölümü’nden 2013 yılında mezun oldu. 2015 yılında Bülent Ecevit Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı’nda yüksek lisans programına başladı. 

ADRES BİLGİLERİ: 

Adres: Üniversite Mah. Aydoğmuş Sok. Merkez / Zonguldak. 

Tel: (+90) 5315941875 

E-posta: sevilamirov@hotmail.com 

 


	ÖZET
	ABSTRACT
	TEŞEKKÜR
	İÇİNDEKİLER
	SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ
	KAYNAKLAR (devam ediyor)
	KAYNAKLAR (devam ediyor)
	KAYNAKLAR (devam ediyor)
	ÖZGEÇMİŞ

