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Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde, diferensiyel denklemler igin ters
problemler teorisine iliskin temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ikinci boliimde, smirli
bir bolgede serbest transport denklemi igin sogurma katsayisinin belirlenmesi ters problemi
ele alinmistir. Bu problemin ¢oziimiiniin kararlilig1 iki biiyiik parametre igceren Carleman
degerlendirmesi kullanilarak gdsterilmistir, (Gaitan and Ouzzane 2013). Uclincii bolimde,
integral terimi iceren bir transport denklem igin bir baglangig/sinir deger problemi ele alinmis
ve sinirin bir pargasinda verilmis ek bilgiler yardimiyla bu denklemdeki sagilim katsayisinin
ve toplam zayiflama katsayisinin belirlenmesi ters problemi tartisilmistir. Bu kapsamda bir
bliylilk parametre iceren ve lineer agirlhik fonksiyonunun kullanildigi Carleman
degerlendirmeleri yardimiyla Lipschitz kararliligi incelenmistir, (Machida and Yamamoto
2014). Son bolimde, degisken katsayili bir transport denklem icin kaynak ve katsayi ters
problemlerinin ¢oziimlerinin kararliligi, zamana gore lineer ve bir blylk parametre iceren bir

Carleman degerlendirmesi kullanilarak arastirilmistir, (Gélgeleyen and Yamamoto 2016).
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This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some basic definitions and theorems
related to the theory of inverse problems are given. In the second chapter, we consider an
inverse problem of determination of an absorption coefficient in the free transport equation in
a bounded domain. The stability of the solution of the problem is investigated by means of a
Carleman estimate which includes two big parameters, (Gaitan and Ouzzane 2013). In the
third chapter, we deal with an initial/boundary problem for a transport equation with an
integral term and discuss inverse problem of determining a time independent scattering
coefficient or total attenuation by boundary data on a suitable sub-boundary. In this context,
Lipschitz stability is studied by using a Carleman estimate which is based on a linear weight
function and includes one big parameter, (Machida and Yamamoto 2014). In the last section,
the stability of the solution of some source and coefficient inverse problems for a transport
equation with variable principle part is investigated with the help of a Carleman estimate
which is linear with respect to time t and includes one large parameter (Golgeleyen and
Yamamoto 2016).
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: Q0 bolgesinin kapanisi

: (1 bolgesinin sinir1
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BOLUM 1

DIFERENSIYEL DENKLEMLER iCIN DIREKT VE TERS
PROBLEMLER

1.1 GIRIiS

Kism tiirevli denklemler teorisi alanindaki caligmalar, 18. yiizyildan itibaren siirekli
ortamlar mekanigi ve daha genel olarak fizikteki cegitli modellerin analitik olarak ele
alinmasinda temel bir arag¢ olarak FEuler, d’Ambert, Lagrange ve Laplace’ i onciiliigiinde
baslamigtir. 19. yiizyihn ortalarindan baslayarak ¢zellikle Riemann’in ¢alismalariyla bir-
likte matematigin birgok alaninda énemli bir rol oynamaya baglamigtir (Brezis and Brow-
der, 1997). Basit olarak, iki veya daha fazla degiskene bagh bilinmeyen bir fonksiyon ve
onun bazi kismi tiirevlerini iceren bir denkleme kismi tiirevli denklem adi verilir. Biitiin
kismi tiirevli denklemleri kapsayan c¢oziilebilirlik ile ilgili bilinen genel bir teori mevcut
olmadigindan bu denklemlerin simiflandirilmasinin yapilmas: biiyiik énem arz etmekte-
dir (Evans, 1997). Bu simflandirma yapilirken denklemin mertebesi, bagimsiz degisken
say1si, lineerligi, homojenligi ve katsayilarinin ¢zellikleri dikkate alinir. Birinci mertebe-
den kismi tiirevli denklemler bircok bilim dalinda ve gesitli uygulama alanlarinda ortaya
¢gikar. Bunlara ornek olarak; diferensiyel geometri, analitik mekanik, kat1 mekanigi, gaz
dinamigi, geometrik optik, dalga teorisi, 1s1 ve kiitle transferi, ¢ok fazl akiglar, kontrol
teorisi, varyasyon hesabi, dinamik proglamlama, kimya miihendisligi ve benzeri alanlar
verilebilir (Polyanin et.al. 2002).

Matematiksel fizikte direkt problem; denklem, bolge ve kosullar verildiginde denklemi ve
kosullar1 saglayan ¢oziimiin bulunmasi problemi olarak tamimlanir. Burada amag, belli
bir anda bolgenin belli bir noktasindaki fiziksel alam veya siireci tammlayan (elektro-
manyetik, akustik, sismik vb.) bir fonksiyonun bulunmasidir. Diger yandan siklikla
ortamin ozelliklerinin, fiziksel siirecin baglangic anmndaki durumunun ve/veya simrda

saglanan ozelliklerin bilinmedigi durumlar ile kargilagilmaktadir. Matematiksel olarak,



boyle bir problem direkt problemin ¢oziimii hakkinda verilen ek bilgi yardimiyla ilgili
denklemin katsayilariin veya baslangig ve/veya sinir kogullarindan bazilarinin belirlen-
mesi ters problemi olarak ifade edilir. Daha basit bir ifade ile direkt problem; var olan
bir sebepten ortaya gikabilecek sonuglarin bulunmasi problemi iken ters problem mevcut
sonuglardan sebebin belirlenmesi problemi olarak ifade edilebilir (Golgeleyen ve Kaytmaz
2016). Ters problemler teorisi, 20. yiizyin ortalarindan itibaren bilim ve teknolojideki
onemli uygulamalar1 nedeniyle bilim insanlarimin biiyiik ilgisini ¢cekmistir. Uzaktan al-
gilama ve tahribatsiz degerlendirme alanlarinda bu tiir problemlerin ¢oziimleri incelenen
ortama ait yogunluk, dalga yayilim hizi, elastisite parametreleri, iletkenlik, elektriksel
ve manyetik gecirgenlik gibi onemli fiziksel 6zellikler hakkinda bilgi vermektedir. Ters
problemler genel olarak Hadamard anlaminda kotii konulmug problemlerdir. 1902 yilinda
Fransiz matematikci J. S. Hadamard iyi konulmus problem kavramimi agagidaki sekilde
ifade etmigtir:

Problem 1.1 U ve F metrik uzaylar, A: U — F bir operator olmak iizere
Au=f (1.1)

denklemini gz 6niine alalm. (1.1) denkleminin agagidaki 6zellikleri saglayan ¢oziimiiniin
bulunmasi problemine (U, F') uzay ¢ifti i¢cin Hadamard anlaminda iyi konulmug problem
denir:

i. Her f € F icin U uzayinda problemin ¢oziimii vardir;

ii. Problemin ¢oziimii U uzayinda tektir;

iii. Problemin kogullar1 F uzayinda az degistiginde problemin ¢oziimii de U uzayinda az
degisir (kararlibk kogulu) (Lavrent’ev et al. 1986).

Bu sartlardan herhangi birinin saglanmamasi durumunda problem, (U, F') uzay ¢ifti igin
Hadamard anlaminda kotii konulmus problem olarak adlandirilir. Ozel olarak, son kosul
olarak verilen kararlilik kriteri fiziksel uygulamalardan dogan problemler icin biiyiik énem
tagimaktadir. Ciinkii uygulamada siir verileri 6l¢tim yapilarak elde edilmektedir ve
bu olgtimler belli oranda hata igermektedir. O halde kiigiik 6lgiim hatalar1 problemin
¢Ozlimiinii sert bir bigimde degistirmemelidir (Jost, 2013).

Bu tezde transport denklem olarak adlandirilan birinci mertebeden bazi kismi tiirevli den-
klemler i¢in kaynak ve katsay1 ters problemlerinin ¢dziimlerinin kararliligi Carleman deger-

lendirmeleri yardimiyla arastirilmigtir. Bu amagla son zamanlarda bu alanda yapilmig



olan caligmalar kapsaml olarak incelenmigtir. Klibanov and Pamyatnykh (2008), Gai-
tan and Ouzanne (2014), Machida and Yamamoto (2014) ve Golgeleyen and Yamamoto
(2016) tarafindan transport denklemler igin baglangi¢/simir deger problemleri ile baglan-
tili baz1 ters problemlerin ¢oziimlerinin tekligi ve kararhiligi ispatlanmigtir. Klibanov and
Pamyatnykh (2008) ve Machida and Yamamoto (2014), integral terimi igeren, ¢6ziimii hiz,
zaman ve konum degiskenlerine bagh ve temel kisminin katsayisi sabit olan bir transport
denklemi ele almiglardir.

Yukarida bahsedilen caligmalarda kullanilan temel arag Carleman degerlendirmesidir.
Carleman degerlendirmesi, iki boyutlu eliptik denklemlerin ¢oziimlerinin bazi 6zellik-
lerinin aragtirilmas1 amaciyla ilk kez 1939 yilinda Torsten Carleman tarafindan ortaya
konulmugtur. Daha sonra, Calderon (1958) ve Hormander (1963) tarafindan daha genel
ispatlar verilmigtir. Bu metodun ters problemler teorisine uygulanmasi ise Bukhgeim
and Klibanov (1981) tarafindan gergeklegtirilmigtir. Daha sonra bu dogrultuda pek ¢ok
galisma yapilmigtir. Klibanov and Timonov (2004), Carleman degerlendirmelerini kul-
lanarak, lineer ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemler igin klasik katsayi ters
problemleri ile ilgili 6nemli sonuglar elde etmiglerdir. Parabolik ve hiperbolik denklemler
i¢in ters problemler tizerine yapilan caligmalara ornek olarak Baudouin, Buhan and Erve-
doza (2013), Beilina and Klibanov (2012), Bellassoued and Yamamoto (2017), Yuan and
Yamamoto (2009) verilebilir.

1.2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Asagida, bu tezde gecen bazi énemli tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 1.1 (Tam Uzay) X bir normlu lineer uzay olmak tizere X ’in elemanlarindan

olusan her bir Cauchy dizisi X in bir elemanina yakinsiwyor ise X'’e tam uzay denir

(Mikhailov 1978, s. 65).

Tanim 1.2 (Banach Uzay1) Tam normlu bir lineer uzaya Banach uzayr denir (Mikhailov

1978, s. 65).

Tanim 1.3 (Hilbert Uzay1) Bir Hilbert uzay, tizerindeki i¢ ¢arpymla tanimlanmas metrige

gore tam olan bir i¢ ¢arpym uzaydur (Kreyszig 1989).



Tanim 1.4 (C™ () Uzay1) Q, R™ de bir bolge olsun. Negatif olmayan bir m tamsayist
igin kendisi ve || < m olmak tizere D¢ kismi tiirevleri ) bolgesinde siirekli olan fonksi-

yonlar uzayr C™ () ile gosterilir (Mikhailov 1978, s. 128).

Tanim 1.5 (C§° () Uzay1) Bir Q bolgesi uzerinde tanimli, sonsuz defa differensiyel-

lenebilir ve supportu ( suppp(x) = {z| © € Q, p(x) #0} ) Q mn kompakt alt ciimlesi

olan tim fonksiyonlarin olusturdugu ciimle C§° (2) ile gosterilir (Viadimirov 2002, s.7)

Tanim 1.6 (L? (2) Uzay1) €, R" uzayinda bir bolge ve p bir pozitif reel sayi olsun.

bolgesinde tanimla

/Q|u(x)|pdx <0

sartin saglayan tim ol¢ilebilir u fonksiyonlarinin uzayr LP () ile gosterilir (Adams and

Fournier 2003, s. 23).

Tanim 1.7 (L* (Q) Uzay1) Q bolgesi uzerinde ol¢iilebilir bir u fonksiyonu bu bélgede
esas symrlidur (essential bounded) denir, eger ) bolgesi tizerinde hemen hemen her yerde
lu(x)] < K olacak sekilde bir K sabiti varsa. Bu K sabitlerinin en biyik alt sinur
Q dzerinde |u| nun esas supremumu olarak adlandirilir ve esssup,cq |u(x)| ile gosterilir.

Burada

[ull o, = esssup [u(z)]
e

seklinde tanambdar. ||-|| fonksiyoneli L* () tzerinde bir normdur (Adams and Fournier

2003, s. 27).

Tanim 1.8 (Genellesmis Fonksiyon) Cg° (Q2) tzerinde asagrdaki yakinsaklk yardima

ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzayr denir ve D (Q) ile gosterilir:
i) Oyle bir K C Q2 kompakt kiimesi vardir ki

Vk € N icin suppy,, € K,

ii) Her a = (g, g, ..., ) ve k — o0 igin

Dg (z) — Dg(z)

yakinsamasi €2 bolgesinde diizgiin ise, k — oo igin ¢, Q) © yakinsar demektir.

D (Q) topolojik uzaymda tammli, siirekli, lineer fonksiyonellere genellegsmis fonksiyon

denir. Genellesmis fonksiyonlar simifi D' () ile gosterilir (Vladimirov 2002, s. 10).



Tanim 1.9 (Genellesmis Tiirev ) f € D' (Q) olmak iizere, [ genellesmis fonksiyo-

nunun D" f (genellesmis) tiirevi,

(D" f,0) = (1) (f,D"¢) .o € D(Q)

esitligi ile tanvmlanar (Viadimirov 2002, s. 25). Klasik anlamda tirev kavrama yerel olarak
tanimlanir ancak genellesmis tiirev bolgesel bir kavramdir. Bir genellesmis fonksiyonun
tiirevi de genellesmis fonksiyondur. Klasik anlamda birinci mertebeden tirev mevcut degil
ise tkinci mertebeden tirevlerden bahsedilemez. Ancak genellesmis tirev i¢in bu durum

gecerli degildir.

Ornek 1.1 f (z) = |z1| fonksiyonu, Q = {|z| < 1} yuwvarmda f,, = signz, f., = 0,

1= 2,...,n birinci mertebeden genellesmis tiirevlerine sahiptir.
Gergekten de her g(x) € C(Q) igin
Q" =Nz >0),9 =QN(z; <0)

olmak tizere

/Q|551’§x1d1’ = L+ L1g,, dr — L L1, dx

yazilabilir. Ostrogradskii formiilii kullanilarak ve OS2 tizerinde x1g = 0 oldugu goz 6niinde

bulundurularak

/|x1’§x1dl’——/ Edl’—i-/ §d$——/signx1§dx
Q ot Q- Q

elde edilir. Bu nedenle |z;| fonksiyonunun z; e gore genellesmig tiirevi var ve signa;

fonksiyonuna egittir. Diger yandan ¢ > 2 icin

[l = [l e =0~ [0 gas
Q ot v Q

oldugundan |x;| fonksiyonunun z;, i = 2,...,n degiskenlerine gére genellesmis tiirevi var
ve sifira esittir (Mikhailov 1978, s. 112).
Dikkat edilirse |x;| fonksiyonun 2 bolgesinde x; e gore klasik tiirevi yoktur ( z; = 0 igin

tiirev mevcut degildir).

Ornek 1.2 f(z) = signz, fonksiyonu Q = {|z| < 1} yuwvarinda f,, = 0, i = 2, ...n birinci

genellesmus tiirevlerine sahiptir ancak f,, genellesmig tirevi mevcut degildir.



fais @ = 2, ...,n genellegmis tiirevlerinin varhig 6rnek 1.1 de verilen yontem ile gosterilir.
Simdi f fonksiyonunun z; degiskenine gore genellesmis tiirevinin olmadigini gosterelim.
Tersine kabul edelim ki f fonksiyonunun x; degiskenine gore genellegmis tiirevi olan bir

W € Ly oe(§2) fonksiyonu meveut olsun. Bu durumda, her g(z) € CL(9) igin

/w?dx = —/(sz’gnml)ywldm:—/ §m1d:€—|—/ G, dx
Q Q Q+ Q-
= 2/ Gy, dxy...dxy, (1.2)
Qﬁ{:ﬁzo}

olur. Bu egitlik, en bagta, hemen hemen heryerde {2 bolgesinde w = 0 oldugunu gos-
terir. Ashnda (1.2) esitliginde Q~ bolgesinde sifir olan keyfi bir g(z) € C3(Q) fonksiyonu
yazilirsa fQ wgdx = 0 olur. Buradan Q" bélgesinde hemen hemen heryerde w = 0 oldugu
goriiliir. Benzer olarak 2~ bolgesinde hemen hemen heryerde w = 0 oldugu gosterilebilir.
Bu nedenle her g(z) € C3(Q) i¢in [;,wgdz = 0 olur yani Joriar—0) Gay d22-..dzy = 0, bu
esitsizlik keyfi g(z) € C3(Q) icin saglanmaz (Mikhailov 1978, s. 113).

Ornek 1.3 Q = {|z| < 1} ywarmda f(z) = signz, olmak iizere f(x) = p(x1) + p(z2)
seklinde tanaml bir fonksiyonu ele alalum. Ornek 1.2 de f fonksiyonunun f,, ve fa,
genellesmis tiirevlerinin olmadige gésterildi. Bununla birlikte f,,., genellesmis tiirevinin
varhi kolayca gésterilebilir. Bunun icin keyfi g(x) € C2(Q) ahnarak asagrdaki esitlik

yazilabilir:

/gleZfde‘:/90(5L'1)§x1$2dl‘+/QD(I'Q)gzledx
Q Q Q

Diger taraftan

/ SO(ZL‘l)gxledﬂf = _2/ §z1mgd$ +/ §m1x2dl' = 0.
Q QN{z1<0} QN{z1>0}

Benzer sekilde [, o(x2) dxr = 0 oldugundan

g:c1x2

/ JGpyz,dr =0 = / 0-gdx
Q Q

elde edilir. Boylece fr ., genellesmis tirevi mevcut ve sifira esittir (Mikhailov 1978, s.
114).

Tanim 1.10 (Sobolev Uzaylari) m pozitif bir tamsay: ve 1 < p < oo olmak iizere,

[Il,,,, fonksiyoneli asagndaki sekilde tanvmlansin:

1/p
lull,, = oDl | 1 <p< oo, (1.3)
0< o <m
= D? ) 1.
full = max D%l (1.4



Yukaridaki esitliklerde ||-||, sembolii LP (Q2) uzaymdaki normu gostermektedir. (1.3) veya
(1.4) normlar: ile verilen asagidaki uzaylar Q bolgesi tizerinde Sobolev uzayr olarak ad-

landurilar:
1) H™?(Q) = {u e C™(Q) : ull,,, < oo} kiimesinin ||, , normuna gére tamlanas;
2) WP (Q)={ue LP(Q): Du e LP(Q),0 < |a| <m};
3) Wyt (Q) = W™P (Q) uzayinda CF° () uzayiman kapanag.

Agiktar ki WOP (Q) = LP () ve W?P (Q) = H? dir (Adams and Fournier 2003, s. 60).
Teorem 1.1 W™ (Q) bir Banach uzayidr.

Ispat. {u,}, WP (Q) uzaymnda bir Cauchy dizisi olsun. O zaman {D%u}, 0 < |a| <m
olmak tizere L (§2) uzaymnda bir Cauchy dizisidir. LP (2) uzay1 tam oldugundan n — oo
ve 0 < |a| < m iken u, — u, D%, — u, olacak sekilde u ve u, fonksiyonlar1 vardir.
L,(Q) C L, (Q) oldugundan u,, T, € D' (Q) genellesmis fonksiyonunu tanimlar. Her

loc

¢ € D () igin Holder esitsizliginden

T, (9) = Tu (9)] < /Q |un(2) — w(@)| |p(2)| de < 8]l [[un = ull,

saglanir. Burada p/, p nin iistel eglenigidir. Bu yiizden, n — oo iken her ¢ € D (Q)
icin Ty, (¢) — T, (¢) dir. Benzer sekilde her ¢ € D () i¢in Tay, (¢) — Ty, (¢) olur.
Buradan her ¢ € D () i¢in

T, (¢) = lim Tpey, (¢) = lim (-1)*'T,, (D°¢) = (1) T, (D*¢)

n—o0 n—o0

elde edilir. Boylece 0 < |a| < m igin u € W™P(Q) oldugunda 2 bolgesinde genellesmis
anlamda u, = D%u goriilir. Son olarak lim |u, —ul],, , = 0 oldugundan W™? uzay1

tamdir (Adams and Fournier 2003, s. 61). =

Tamim 1.11 (H* (Q) Uzay1) H"* (), kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellesmis
tirevleri L* (Q) uzayina ait olan tiim fonksiyonlarn olusturdugu ciimledir. Bu ciimleye

ait bazr onemli ozellikler asagida verilmistir:



i) H* (Q) lineer uzaydir ve H° (Q) = L? (Q);
ii) H* (Q) iizerinde tanimlanan
(fro o) iney = D / D° D" foda
ol <k 7€
i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir, bu i¢ carpim ile tanimlanan norm

1/2

1l = | 3 / D2 d

lor| <k
bi¢imindedir;
iii) 0Q € C* ise C*° (ﬁ) uzayl, H* () uzaymnda heryerde yogundur;
iv) 00 € C* ise H* (Q) ayrlabilir uzaydir (Mikhailov 1978, s. 122).

Teorem 1.2 H* (Q) uzay, tizerinde tanvmlanan

(f29) ) = Z /QDO‘fDo‘gdx (1.5)

o<k

1¢ carpyma tle birlikte bir Hilbert uzayidur.

Ispat. Bunu gostermek icin (1.5) tarafindan tiretilen H* () uzaymm

1/2

1l = | 3 / D d (1.6)

la|<k

normuna goére tam oldugunu ispatlamak yeterlidir. Kabul edelim ki f,,, m = 1,2,...,n;

H* (Q) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun:

Hfs_fm”2Hk(Q) = Z /Q|D°‘fs—DO‘fm|2dx—>O,m,s—>oo.

la|<k

Bu durumda || < k olmak iizere her « igin

/ |D%fy — D fu|* dz — 0, m, s — oo (1.7)
Q

olur. Ozel olarak o = 0 durumunda

/Qlfs—fmIdeéO (1.8)

elde edilir. Diger taraftan, L,(Q2) uzay1 tam oldugundan, (1.8) dikkate alinarak f,,, m =

1,2...,n dizisinin yakinsadig1 bir f € Ly(€2) fonksiyonun varhigr ve (1.7) dikkate alinarak



D? f,, dizisinin yakinsadigi bir f* € Ly(2) fonksiyonun varligi goriiliir. Ayrica tiim f,,
fonksiyonlarimin k. mertebeye kadar genellegmis tiirevleri mevcut ve Lo(2) uzayna ait

oldugundan her g(z) € C}(Q) ve |a| < k olacak sekilde her « i¢in

(fmv Dag>L2(Q) = (_1)“3‘4 (Da.fﬂ%g)LQ(Q)

yazilabilir. Bu 6zdeslikte m — oo i¢in limit alimirsa, f¢ fonksiyonunun f in «. mertebeden
genellesmis tiirevi oldugu goriiliir. Boylece f € H* (Q) ve || fn — £l e — 0, m, s — 00
olur (Mikhailov 1978, s. 121). m

Yukarida tanimi verilen Sobolev uzaylarimin farkli tipleri mevcuttur. Asagida zaman
degiskenini bir Banach uzayina doéniigtiiren fonksiyonlarin olusturdugu bazi uzaylar veril-

migtir. Kabul edelim ki bir X reel Banach uzay ||.|| normuyla verilsin.

Tamim 1.12 ( C ([0,7]; X) uzay1) u : [0,7] — X seklinde tanvmly tim sirekli fonksi-

yonlarn uzayr C ([0,T]; X) ile gésterilir, bu uzayda norm

lellegor) = e u(®)] < oo

seklinde verilir (Evans 1997, s. 285).

Tanim 1.13 (LP(0,7;X) Uzay1) u : [0,7] — X seklinde tanasml ve dlgiilebilir tim

fonksiyonlarin uzayr LP (0,T; X) ile gosterilir ve bu uzayda norm p saysiin durumuna

gore
T 1/p
sy = ([ @IPdr) <o 1<p <o
[ull ooy = espsup |lu(t)[| < oo
0<t<T

olarak tamvmlanar (Evans, 1997 s. 285).

Tanim 1.14 (W' (0,T; X) uzay1) Kendisi ve birinci mertebeden genellegmis tirevi LP (0,T; X)
uzayma ait olan tim u fonksiyonlarmn uzays WP (0,T; X) ile gésterilir. Ayrica burada

norm

d @) dt) "0 < p < o0,

u (1)) (p=o0)

o (lu@)P +|

€55 Sup (||u(t)|| + {
0<t<T

HUHWLp(o,T;X) =

seklinde tanimlanar. Aciktir ki
H'(0,T;X)=W"(0,T; X)

olur (Evans 1997, s. 286).



Tanim 1.15 (Gronwall Esitsizligi) Kabul edelim ki m > 0 ve b > 0 olsun. Ayrica

u,h:[0,b] — [0,00) stirekli negatif olmayan fonksiyonlar olup her t € [0,b] i¢in

u(t) <m+ /t h(s)u(s)ds (1.9)
0

esitsizligi saglansin. Bu durumda her t € [0,b] i¢in u asagidaki esitsizligi dogrular:

u(t) < melo hs)ds, (1.10)

Ispat. (1.9) esitsizliginin sag tarafi her ¢ € [0, ] icin

F(t)y=m —i—/o h(s)u(s)ds

olarak gosterilirse, F' negatif olmayan bir fonksiyon olur. Ayrica integral hesabin temel

teoreminden F' in diferensiyellenebilir oldugu goriiliir ve
F'(t) = h(t)u(t) < h(t)F(t)

esitsizligi saglanir. Kabul edelim ki m > 0 olsun bu durumda her ¢ € [0, 8] i¢in F'(t) > 0
olur. Eger son esitsizlik F(t) ile boliiniirse

d _F(t)
) = o <)

elde edilir. Eger son egitsizlik kullanilirsa

t t
InF(t) —lnm = / 4 In F(s)ds < / h(s)ds

o dt 0
bulunur. Boylece dogal iistel fonksiyon bir artan fonksiyon oldugundan

elnF(t)—lnm < efg h(s)ds

yazilabilir. Buradan Gronwall esitsizligi olan (1.10) elde edilir ve m > 0 durumunda ispat
tamamlanmig olur. m = 0 durumunda, {mj};il sifira yakinsayan porzitif sayilarin bir

dizisi olmak iizere her t € [0,b] i¢in ve tiim j ler igin
u(t) <m; + /th(s)u(s)ds
0
yazilabilir. Sonug olarak
u(t) < mjefot his)ds

elde edilir. Son egitsizlikte ¢ — oo icin limit alinirsa w(t) < 0 olur. Boylece m = 0

durumunda da (1.10) Gronwall esitsizligi saglanir (Betounes, s. 557-558).
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BOLUM 2

SERBEST TRANSPORT DENKLEM iCiN SOGURMA KATSAYISININ
BELIiRLENMESI TERS PROBLEMIi

Bu boliimde, smirli bir bolgede serbest transport denklem icin sogurma katsayisinin
belirlenmesi probleminin ¢oziimiiniin kararhiligi Carleman degerlendirmesi kullanilarak
aragtirilmaktadir. Matematiksel biyolojide, 6rnegin difiizyon-reaksiyon modelleri gibi or-
taya cikan bazi sistemler sagilim terimi ihtiva etmeyen transport denklemleri icerir. Bu
denklemler genel olarak organizmalarin (hiicrelerin, parazitlerin) yogunlugunun evrimini
tasvir eder. Burada ele alinan problem, angiogenez siireciyle baglantili bir ters problemdir.
Q, R" de acik baglantili bir bolge olmak tizere 92 = I' simir1, C? simifindan olsun. Ayrica
Qr := Q x (0,T) bolgesi verilsin. wu(z,t) € R fonksiyonu ¢ > 0 zamaninda, z € R”
konumunda, A = A(x) hiziyla siiziilen parcaciklarin yogunlugunu gostersin. v(z), z € 0S2
noktasinda 0f2 sinirina gore birim dig normal vektor olmak tizere I'1 alt sinirlar1 agagidaki

sekilde tanimlansin:
'y ={zedv(x)-A>0},I'_={recddv(z) A<O0}.

Burada I' _, bolgeye giriglerin oldugu sinir parcasini, ', ise ¢ikislarin oldugu sinir parcasini
ifade eder.

Asagidaki bagintilardan u fonksiyonunun bulunmasi problemini goz oniine alalim:

Owu(z,t) + A(z) - Vu(zx, t) + p(x)u(z,t) =0, (z,t) € Q x (0,7), (2.1)
u(z,t) = h(z,t), (x,t) el_ x(0,T), (2.2)
u(z,0) = up(x), (x,t) € (2.3)

(2.1) denkleminde sogurma katsayisi olan p, L*° () uzayina aittir. Ayrica A € (W1 (Q))"
olup (h,ug) fonksiyonlar ¢ifti de L* (T x (0,7)) x L*(Q) uzayinda yer alan smir ve
baslangic verilerine kargilik gelmektedir. Bir W uzayimi asagidaki sekilde tanimlayalim:

W—{uEL2(Q><(O,T));%+A~VueL2(Qx(O,T))}.
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Bu durumda (2.1)-(2.3) probleminin W uzayna ait tek bir ¢oziimii oldugu bilinmektedir
veu € C([0,T];L*(Q)), (Dautray and Lions 1993).
Ustelik, eger ug € C1 (Q),h € C*([0,T]; L?(T'_)) ve I'_ s iizerinde

Uy = h |t:0, &h |t:0 +A : VU() + VU() =0
uyumluluk sartlar1 saglanirsa
ue CH([0,T];L* (), A-Vue C([0,T];L*())

olur. Eger uy > 0 ise maksimum prensibinden u > 0 oldugu goriiliir (Dautray and Lions,
1993). Burada C' porzitif bir sabiti gostermektedir.

Bu boliimde ele alinan problem agagida verilmistir :

(2.1)-(2.3) bagmtilarindan, p(z) sogurma katsayisin (9yu)|p, , o7y verisi kullamlarak be-
lirlenmesi miimkiin miidiir? Burada kullanilan ve Carleman degerlendirmelerine dayanan
yontem, kuvvetli geometrik sartlara ihtiyac duymaktadir.

Geometrik kosul:
Jz0 ¢ Q , 6yle ki 'y D {z € 09, (v — x¢) - v(x) > 0}. (2.4)

Ik olarak, Carleman degerlendirmesini elde etmek icin asagidaki agirhk fonksiyonunu
tanimlayalim:

Agirlik fonksiyonu:

Kabul edelim zy ¢ Q igin T'; alt st (2.4) kogulunu saglasin. 3 € (0,1) olmak tizere
(x,t) € 2 x (0,7 i¢in

U@, t) = |z — xo|* = B+ M, p(x,t) =D A >0 (2.5)

fonksiyonlar1 tamimlansin. Burada M sayisi, 2 x (0,7") bolgesinde 1) > 0 olacak sekilde
secilsin ve [,

1
T > —sup |z — x| (2.6)
B.TEQ

esitsizligini saglasin.
Literatiirde, integral terimi iceren transport denklem igin ters problemlerle ilgili sinirh
sayida calisma mevcuttur. Choulli and Stefanov (1996), u |r, ve u |p_ biiytikliikleri

arasindaki iligkiyi veren Albedo operatorii yardimiyla sogurma katsayisinin belirlenmesi
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problemini ele almigtir. Zamana bagh tranport denklemler icin katsayi ters problem-
lerinin ¢oziimlerinin varhigr ve tekligi Prilepko and Ivankov (1985) tarafindan ispatlan-
migtir. Transport denklemler icin asir1 belirgin ters problemlerle ilgili baz1 sonuclar
Tamasan (2002) ve Stefanov (2003) de verilmigtir. Bazi katsayilarin belirlenmesi prob-
lemi i¢in kararlilik degelendirmeleri Bal and Jolivet (2009, 2010) tarafindan Albedo op-
eratorleri kullanilarak elde edilmistir. Bu calismalarda, sonsuz sayida olgiim yapilmasi
gereklidir. Bal (2009) ve Stefanov (2003) tarafindan lineer transport denklemler igin ters
problemlerle ilgili son zamanlarda elde edilmis 6nemli sonuglar kapsaml olarak sunul-
mustur. Bu calismalarda farkli ters problemler ele alinmig, duragan ve duragan olmayan
durumlar igin teklik ve kararlhilik sonuclar ispatlanmigtir. Klibanov and Pamyatnykh
(2008) de uygulanan yoéntem, Bal and Jolivet (2009, 2010) da kullanilan yaklagimdan
farklidir. Burada I'y x (0,7) smrinda tek bir 6lgiim yapilmig, baglangic degeri ve
['_ x (0,T) iizerinde sinir verileri verilmistir. Uygun simur 6lgiimlerinden, transport den-
klem i¢in sogurma katsayilarinin belirlenmesi ters problemi, Carleman degerlendirmeleri
kullamlarak Klibanov and Pamyatnykh (2008) ve Machida and Yamamoto (2014) tarafin-
dan incelenmisgtir. Machida and Yamamoto (2014) den farkl olarak Gaitan and Ouzzane
(2014), hizin uzaysal degiskene bagh olma durumunu ele almigtir. Ayrica, Carleman
degerlendirmesinde bir yerine iki biiyiik parametre kullanilmig ve kararhilik ispati enerji
degerlendirmesi yardimiyla yapilmistir. Transport denklem igin bir Lipschitz tipi karar-
hlik degerlendirmesi, Klibanov and Pamyatnykh (2008) tarafindan noktasal Carleman

degerlendirmesi kullanilarak elde edilmistir.
2.1 CARLEMAN DEGERLENDIiRMELERI

Kabul edelim ki ¢ agirlik fonksiyonu

sarti saglasin. (2.7) durumunu saglayan bir 6rnek verelim:

0 ¢ Q ve A(z) = z oldugunu kabul edelim. Eger
1
T < Bmﬁm ElR
olursa, o zaman (2.7) saglanir. Diger bir taraftan, (2.6) durumu

1
T > —max |z|

VB @
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olmasini gerektirir.

Bu nedenle, § parametresi i¢in asagidaki sart elde edilir:
-1
VB < min |z]?- (max\x|> .
Q )

Ik olarak, ileri problem icin bir Carleman degerlendirmesi verilecektir.

Onerme 2.1 Kabul edelim ki p € L®(Q) olsun. ¢ (2.5) esitligi ile tanamlanan ve (2.7)

sartine saglayan bir agirbk fonksiyonu olsun. Bu durumda her s > sg, A > Ag i¢in
Lv:=0w+A-Voe L*(Qx(0,T)), v|p.=0,v(-,0)=v(-,7) =0
bagintilarim saglayan her v € L* (Q x (0,T)) igin

T
| Py (65%)||L2(QT)+S)\2/ /g0|v|2 e2¥dxdt
0o Jao
T T
< C’/ /|Lv|2628‘pdmdt+05>\/ / 90|U|2A-V628‘pdadt (2.8)
0o Jao 0o Jry

olacak sekilde so, Ao ve C = C(sg, N, 2, T, ') > 0 sabitleri vardwr. Burada Py, asagidaki
(2.9) ve (2.10) egitliklerini saglar.

Ispat. Oncelikle s > 0 i¢in w(z,t) = e*?(@Hy(x,t) seklinde yeni bir fonksiyon ve Pw =
e’? L (e *?w) operatoriinii tanmimlayalim. O halde, d,v = e *?(0yw — sdypw) ve Vv =

Vwe ™% — swVpe *% oldugundan

Pw = €e*L (e—sww)
= e [6—390 ((9tw — Sﬁtcpw +VYw - A(I) _ SUJA(.I‘) . VQO)}
= dw — sOpw + Vw - A(z) — swA(z) - Vo

yazilabilir. Ayrica o = e, 9,0 = sApdyp ve Vo = sApV esitlikleri goz oniinde

bulundurularak
Pw=0w+ A -Vw— s\ (0 +A-V)w := Pw+ Paw (2.9)
elde edilir. Burada Pyw ve Prw sirasiyla

Piw=0w+ A-Vw, Pbw=—sAp (0pp + A-Vi)w (2.10)
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seklinde tanimhdir. O halde (2.9) ve (2.10) esitliklerinden

||Pw||i2(QT) = (Piw+ Pw, Piw + Pgw)Lg(QT)
= (Pw, Piw + P2w)L2(QT) + (Pw, Prw + P2w)L2(QT)
= (Pw, le)Lz(QT) + (Pw, P2w)L2(QT)
+ (Pyw, PlU))Lz(QT) + (Pyw, Pzw)L2(QT)
= (Pw, le)L2(QT) + (Pyw, P2w)L2(QT)
+ (Prw, Paw) (g, + (Pow, Pow) 12q,)
= I1Pwllia,) +2 (P, Paw) oo,y + 1| Potel g
> 2(Pyw, Pyw)paq, (2.11)

yazilabilir. Simdi 2 (Pyw, Pyw) L2(Q) ifadesini hesaplayalim. Kismi integrasyon yardimiyla,

w(+,0) =w(-,T) ve w [r_= 0 kogullar1 dikkate alinarak

2(Piw, Pw)aq,y = 2(0w+A-Vw,—sAp(0p + A- V) w)rzay)

= 2/ /(@w—l—A-Vw) (—sAp (Op + A - V) w) dxdt
0o Jo
T
= —2s\ Oywe (O + A - V) dad
s /0 /Qw we (Oph + ) dxdt

T
—23/\/ / wVw - Ap (0pp + A - V) dzdt

_ _SA/ /at 0 (O + A - V) dedt
—s)\/ / ) - Ap (O + A - V) dzdt
— L+

bulunur. Simdi, /; ve I5 terimlerini degerlendirelim:

T
= s)\/ / w?o (0 + A - V) dadt + s)\Q/ / w? ) () + A - V) dodt
0o Ja 0o Ja
T
—i—s)\/ / w?pd; () + A - Vi) dudt
T r
= s)\? / / w2 o) (Oph + A - Vi) dadt + s\ / / w?pd, (Opp + A - Vi) dadt,
0o Ja 0o Ja
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I = s\ / V (w?) Ap (9 + A - Vo) ddt
= —sA / div (wQAgo (O + A- Vw)) dxdt
o Ja
+sA

[
+5)\2 / ' / OV - A0 + A - V) widadt
/

T
/ng (Oph + A - V) widadt

0

o)

T
= s/\/ / w?A-v(0p) + A- V) pdodt
0

+

-

+5)\2 / / OV - A (O + A - Vi) wdxdt
0 Q

T
—i—S/\/O /QQOV (A(Oph + A - V) widzdt

elde edilir. Ayrica s ve A min kuvvetlerine gore yiiksek ve diisiik mertebeden terimleri

biraraya getirirsek
T T
A2 / / we (B + A - V)2 dadt — s)\/ / w?A - v (0p) + A V) pdodt
o Ja o Jry

T
+s)\/ / W (1) + 24 - Vo + |AP Db+ V - A(0p) + A - Vo)) dadt
0 Q

yazilir. Burada s ve A parametrelerine gore yiiksek dereceden kuvvetleri iceren terim-
lerin pozitif olmasi gerekmektedir. 1) ve A ile ilgili regiilerlik kogullarmi ve (2.7) sartim

kullanarak

T T
/ / |Pyw|? dedt + sA? / / pw?drdt
o Ja o Jo
T T
< C'/ /|Pw|2 dxdt—i—C’s)\/ /gpw2dxdt
o Jo o Ja

T
+C'S)\/ / w?A - vpdodt
0o Jry

elde edilir. Son esitsizlikte, s > 0 ve A > 0 i¢in sag taraftaki ikinci integral, sol taraftaki

sA? kuvvetli terim tarafindan absorbe edilir, boylece

T T
/ /]leIQd:Udt—l—s)?/ /ngoda:dt
0 Q 0 Q
T T
< C’/ /|Pw[2dxdt+6’s>\/ / w?A - vododt
0 JO 0 Jry

olarak bulunur. Son olarak, w den v ye gecersek, ispat tamamlanir. Simdi, geri problem

i¢in bir Carleman degerlendirmesi verilecektir. m
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Onerme 2.2 Kabul edelim ki p € L=(Q) olsun. 1, (2.5) esitligi ile tansmlanan ve (2.7)

ifadesini saglayan bir agirhk fonksiyonu olsun. Bu durumda her s > sg, A > Ao i¢in
Lyewiv @ =—0w+ A-Vve L*(Qx(0,T)),
vlp. = 0,v(,0)=0(,T) =0,

bagintilarima saglayan her v € L (Q x (0,T)) i¢in

s)\2/ /(plv|2es“’dxdt < C/ /\Lgmv|2 e*fdxdt
o Jo

+Cs)\/ / o|v)* A - veX?drdt (2.12)
o Jr
olacak gekilde sg, \g ve C' = C(sg, Ao, £2, T+, I') > 0 sabitleri vardur.
Ispat. s > 0icin, w(z,t) = e**@Dy(2, t) seklinde yeni bir fonksiyon ve Pw = €% Lye,; (e~*?w)
operatoriinii tammlayalim. Ayrica v = e *? (Quw—sdypw) ve Vv = Vwe *? —swV pe *?
oldugundan
Pperiv = € Lyeri (7% w)
= % [e (=Qw + sOppw + Vw - A(z) — swA(z) - V)]
= —0w + sOipw + Vw - A(x) — swA(x) - Vo

olur. ¢ = e, 9,0 = s pd) ve Vi = s \pV oldugundan
Priw=—0w+A-Vw+ shp () + A- V) w := Py geri0 + Pa gerit
elde edilir. Burada P geqw ve Py geriw sirastyla
P geriv = —0w+ A-Vw,
Pygeriv = +sAp (0p — A-Vip)w
seklindedir. O halde,
||Pgeriw||iZ(QT) = (Prgeriv + Po geriw, Py geriw + PQ,geriw)LQ(QT)

= (Prgeriw, Pi geriw + P2,geriw)L2(QT) + (P geriw, Py geriw + P2,g8Tiw)L2(QT)

= (P geriw, Pl,geriw)L2(QT) + (P geriw, P2,g€Tiw)L2(QT)

+ (P geriw, Pl,geriw)L2(QT) + (Pageriw, P27ge7“iw)L2(QT)
= (Prgeriw, Py geriw) 12y  (Prgeriw, P2,ge7’iw)L2(QT)
+ (P geriw, P2,geriw)L2(QT) + (P geriw, P2,gem'w)L2(QT)

2 2
= le,gem'w”L2(QT) + 2 (Pl,gem'w> P2,gem'w)L2(QT) + HP2,ge7“inL2(QT)

v

2 (Pl,geriwv PZ,geriw)L2(QT)
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yazilabilir. Simdi 2 (P geriw, Po geri) L2(97) ifadesini hesaplayalim. Kismi integrasyon
yardimiyla, w(-,0) = w(-,T) ve w |p_= 0 kogullar1 ve 9; (w?) = 2wdw ve V (w?) = 2wVw
esitlikleri dikkate alinarak

2(Pl,g@Tiw7P279€Tiw)L2(QT) = 2((—0w + A-Vw,s p(0p) — A- V) )L2 (Qr)

_ / / (0w + A - V) (shp (Dp — A - Vib) w) dardt
o Ja
T
= 25)\/0 /Qwatwgo (Op — A- V) dxdt
T
—1—25)\/ / wVw - Ap (Opp — A - Vp) dxdt

= s\ / / B, (w?) @ () — A - Vo) dudt

—l—s)\/ / ) - Ap (Op — A - V) dadt
= h+1D
olarak bulunur. Buradan

= _3)\/ / w?o (O — A - V) dadt
0 Q
T
—s\? w20 () — A - V) dadt
—sA w0y (Opp — A - V) dxdt
2 O/T 7 2
= —sA w o) (Opp — A - V) dxdt
(gp Q
—sA / / wp (0} — A~ Vo) dudt,
0 Q
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I, = SA/OT/Qv(uﬂ) A (Op) — A - V) dadt
= s\ /0 ' /Q div (w*Ap (Op — A - V) dadt
—s)\? /0 ' /Q OV - A(Op) — A - Vp) widadt
—SA/OT/QW (A(Opp — A - V) wdadt
— s)\/OT/mwQA-y(@t@/)—A-ng)godadt
—s\? /0 ' /Q OV - A0 — A - V) widadt

T
—8/\/0 /QQDV (A(Oph — A - V) wdzdt

elde edilir. Ayrica s ve A nin kuvvetlerine gore yiiksek mertebeden ve diisiik mertebeden

terimleri biraraya getirirsek

2 (Pl,geriwy P2,geriw)L2(QT)

T T
= s\? / / w?p (Op) — A - V¢)2 dzdt + s)\/ / w?A v (0p) — A- V) pdodt
0o Ja o Jry

T
+3A/ / w?o (02 — 24 - VO + |A” Ay = V - A(9pp — A - V) dudt
0 Q

denklemi yazilir. Son esitlikte ;i) — A - V) ifadesinin isaretini bilmiyoruz, (2.7) den
o) — A - Vip # 0 oldugundan

T
D% / / owdxdt
0 Jo

T T
< / / |P1,geriw|2 dxdt + Cs)\/ / w?A - vododt
0 Ja o Jr,

bulunur. Simdi w(x,t) = e*?@)y(x, t) esitligini kullanarak w den v ye gecelim:

Piriw = —0w+A-Vw+shp (0 —A-Vi)w

= —e*0w — se**0ipv + A (e*?Vv + se®*Vv) + sAp (0pp — A - V) e*?
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oldugundan
T T
/)/ﬁgmwFMM:i/(/p@w++LVw+smx@¢—A-vwwﬁmm
o Jao 0o Jo
T
= / / |—e3¥0,w — 5ePOppr + A (e*°Vu 4 5e3°Vov) + shp () — A - Vip) e¢]? dadt
o Ja

T
< / / €% | =0y — sANIhpr + A - Vo + sApVihv + sApudya) — sAeA - Vpo|* dadt
0o Ja

T
= / / e2s¢ ’—8,5?} + A- VUF
0 Q
T
N / /628¢ | Lgersv]”
0 Q

olur. O zaman

T T
5)‘2/ /‘PMQ e*fdxdt < C'/ /|Lgemv|265“’dxdt
0o Ja 0o Ja

T
+Cs)\/ / o|v|* A - ve*Pdudt
o Jr,

esitsizligi elde edilir. Simdi, (2.8) ve (2.12) Carleman degerlendirmelerini kullanarak

asagidaki 6nermeyi verebiliriz. m

Onerme 2.3 Kabul edelim ki p € L®(Q) olsun. 1, (2.5) esitligi ile tansmlanan ve (2.7)

sarting saglayan agurhk fonksiyonu olsun.

A= d A 0D (2.13)
_A(x), t € (~T,0)

olarak tanimlansin. O halde, her s > so, A > \g i¢in

Lv : :atU+A\'VU€L2(QX(_T7T))7

bagintilarma saglayan her v € L (Q x (0,T)) igin

T
||P (eswv)”iﬂ(ﬂx(_:nzﬂ)) + S)\2/ /QSO |'U|2 628¢d$dt
-T

T
< C’/ /|LU|2€28<dedt
-rJo

T
+C’s)\/ / o|v]* A ve**?dodt, (2.14)
-rJr,

olacak sekilde sy, \g ve C' = C(sg, Ao, 2, T, T') > 0 sabitleri vardar.
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2.2 KARARLILIK DEGERLENDIRMELERI

Bu béliimde, p(x) sogurma katsayisi igin kararlihk ve teklik sonuglar1 verilmigtir. Bu
tiir problemler, kotii konulmus oldugundan sayisal ¢oziimleri agisindan kararlhilik deger-
lendirmeleri 6nemlidir. Ispat icin, hem yerel hem de genel Carleman degerlendirmeleri ve
enerji degerlendirmeleri kullanilir.

Teorem 2.1 Kabul edelim ki sirasiyla u ve u (2.1)-(2.3) probleminin (p, h, ug) ve (p, h, uo)
i¢in birer ¢oziimii olsun. (2.5) esitligi ile tammlanan agirhk fonksiyonu v, (2.7) sartim

saglasin. Bu durumda bir C' > 0 sabiti vardir oyle ki

/Ql(p—ﬁ)(:v)IdesC/OT/F+|(atu—ata) (z,t)|? dodt

esitsizligi saglanir.
Ispat. Teoremin ispat1 dort adimda verilecektir.
Adim 1. Problem lineer hale doniigtiiriiliir. Bunun i¢in U = u — u olarak alinarak, 0;U

fonksiyonu agagidaki sekilde genisletilir:

(9,5U(:L‘,t),t > O,

Y(x,t) =
atU(x, —t),t < 0.

Boylece Y asagidaki problemin ¢oziimii olur:

8Y + A(z,t) - VY + p(2)Y = (p — p) (2)8a, (z,t) € U x (=T, T), (2.15)
Y(z,t) =0, (z,t) e I'_ x (-T,7), (2.16)
Y(z,0) = (p —p) (z)ug(x),z € 2. (2.17)

Burada A, (2.13) seklinde tammlanr.

Adim 2. Y fonksiyonu teoremin hipotezinde istenen Y (-,—7) = Y (-,T) = 0 sartiu
saglamadigindan, Onerme 2.3 ii uygulayabilmek icin 0 < x < 1 olmak iizere bir y €
C>®(R) kesme (cut-off) fonksiyonu tamimlanir. Her ¢ € (=T, —T +n) U (T —n,T) igin
Y (x,t) < C <1 (x,0) olacak sekilde n € (0,7 segelim, ve

1, =T+n<t<T-—n,
x(t) =
0, t< =T veyat>T

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada Y = xY fonksiyonu igin (2.14) Carleman deger-

lendirmesi uygulanir. Burada Y asagidaki problemin ¢oziimiidiir:
8,Y + Az, t) - VY + p(z)Y = yLY + YOy, (z,t) € Q x (=T, T), (2.18)
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Y(z,t) =0, (z,t) e T_ x (=T, T), (2.19)

Y(x,-T)=Y(2,T) =0, x € Q. (2.20)
O halde,
~ ) T |2
P, ey ( ‘Y‘ 25
H | (e ) L2(Q><(—T,T))+8)\ /_T/ng e“*?dxdt

T
< C / / IXLY + YO,x|* e*¢dudt
=T JQ

T o~
+CS/\/ / gp(y
-1 Jr,

yazilabilir. Diger taraftan supp 0,x C (=7, —T +n)U (T —n,T) oldugu dikkate alinirsa,

2 .
A - ve**?dodt,

Y icin asagidaki degerlendirme elde edilir:

T—n
1P (€*Y) | L2 (- r—ny) T S/\2/ /ng Y| e2¢dxdt
n
T T 2
< O/ /|LYy2e2wczxdt+CsA/ / gp’Y‘ A ve**dodt
0 Q T JI;

—T+n T
+C / / Y |? e*dxdt + C / / Y |? X dxdt. (2.21)
_T Q T—nJQ

Adim 3. Simdi (2.21) esitsizliginin sag tarafindaki son iki integrali, aym esitsizligin sol
tarafindaki integral yardimiyla degerlendirelim. Buradaki amag, yeterince biiyiik s >
0 igin (2.21) egitsizliginin sag tarafindaki son iki terimin, sol taraftaki integral terimi
tarafindan absorbe edilmesini saglamaktir. Bunun i¢in, baz enerji degerlendirmelerinin
yapilmas: gereklidir. Ilk olarak, A = )¢ alarak ve ¢ nin alttan 1 ile iistten de \ ya
bagli baz1 sabitlerle sinirli oldugunu gz oniinde bulundurarak asagidaki agirlikli enerji

fonksiyonunu tanimlayalim:
1 2 2s

E(t) == [ |Y]| e*?dx.
2 Ja

i) fTTfn Jo |Y'|” e2dxdt integralinin degerlendirilmesi:

Agirlikli enerji fonksiyonunun tiirevi

dE
prl s/&m]Y]QezS“’der/ Y| 0,Y e***dw
t Q Q
= s / Ovp |Y|? e*%da + / (LY—E -vy) Ye2Pdx
Q Q
oldugundan
d

E 1 ~
— — 5 | Ou|Y | e¥¥dx + 5 / ¥ AV (|Y|2) dx = / Y LY e**%dx
Q Q
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yazilabilir. Esitligin solundaki ii¢iincii terime kismi integrasyon uygulanirsa,

E ~ 1 —~
d_ —S/ <at<P+VQO'A> |Y|2€25<pd$_|__/ AI/(|Y|2) €2ssﬂdo-
dt 2 Jr

+

1 ~
= /YLYeQS“”da:+—/V-A|Y|2623‘pdx
Q 2 Q

bulunur. Ayrica, her biiyiik s > 0 igin — <8tg0 +Vop- E) > ¢ > 0 oldugundan

dE
— s / [V |? e2%da < / Y LY e**%dx

olur. € = sc igin 2ab < ea® + % formiilii kullamlarak (2.23) un sag tarafi

/ Y LY e*?dx
Q

1 1
< —sc/ |Y|2628‘pdx+—/ ILY | €% d.
2 Q 2sc Q

seklinde degerlendirilebilir. O halde,

dE il )
— E(t) < — | |LY|?e*%d
i + scE(t) 250/9‘ |” e**?dx

elde edilir.

Diger taraftan, t € (T'—n,T) igin Gronwall lemmas1 kullanilirsa,

} —csdT t 1
E(t) ern (E (T —n) + / — / ¢ LY (T)|2dxd7)
T—n 25C Jq

sc(t—(T—n t 9
< et S [ 0y o s
T—n

IN

< eI (T —p) +— / / 2000 |LY (1)|? dadr
2sc Jp_y

olur.

Son esitsizligin (7' — 7, T') araliginda integrali alinirsa,

T T—n
/ BElydt < BE(T —n) / e=selt=(T =) gy

T—n
/ / / 26 LY (1)? dedrdt
T—y 2sc T—n

< B(T - n)/ e selt=(T= "))dt+—/ / 2% |LY |? dadt
T

2sc

bulunur. Boylece

T
/ E()dt<CET n) //25“’|LY\ dardt

T—n
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oldugu goriiliir. Simdi, 7 € (n, T — n) i¢in E(T —n) ifadesini E(7) yadimiyla degerlendire-
lim. (2.22) egitliginin 7 dan (7" — 7) ya integrali alinirsa

T—n E T—n
/ d—dt / / A-v|YPeX¥dodt
T F+

T—n R
/ 8/ Op+ A- Vgo) Y [? €% dadt
T Q

1 [t ~
+—/ / V- AY | e***dadt
2 T Q
T—n
+/ /YLY62S‘dedt
T Q

elde edilir. Daha sonra Cauchy-Schwarz egitsizligi kullanilarak,

T=n 4R T—n
/ —dt+ / / A-v|Y ] eX¥dodt
T—n
< C’s/ /|Y|262wda:dt
T Q
1 T—n ) 1 T—n )
+—sc/ /|Y| 625¢dxdt+—/ /|LY| e**Pdxdt
2 T Q 2sc T Q

bulunur. Buradan,

T—n C T
E(T —n) - E(r) < Cs/ / V| 22 dadt + —/ / LY |” e**¢daxdt
7 Q S J-rJa

olur. Yeterince biiyiik s > 0 i¢in n dan 7" — n ya integral alinarak

T—n C T
E(T —n) <Cs / / E(t)dt + — / / LY | €% dadt (2.25)
n Q S J_rJa

bulunur. Son olarak (2.24) ve (2.25) esitsizlikleri yardimiyla,

T T—n C T
/ / Y |? eX¢dxdt < C / / Y|? e*%dadt + — / / e |LY | dxdt (2.26)
T—nJQ n Q S J-rJa

elde edilir.

i) f:f o Ja |Y'|” e2*%dadt integralinin degerlendirilmesi

t € (=T,—T + n) i¢in benzer bir sonug elde etmek amaciyla t — —t degisken degisimi
yapilir, Yy.,i(z,t) = Y (z, —t) tammlanarak yukarida elde edilen degerlendirme Yi.,; ye
uygulanir. Buradan (2.24) ve (2.25) esitsizliklerine paralel olarak,

/__TH7 ()dt<CE / / e*¢ | LY | dadt, (2.27)

T

T—n

E(-T+n) < Cs/

—T+n

E(t)dt + — / / LY |? e2*°dadt (2.28)
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bulunur. Son olarak, (2.27) ve (2.28) yardimuyla,

—T+n T—n C T
/ / Y|? eX¢dxdt < C / / Y|? e**%dadt + — / / P |LY P dedt  (2.29)
-T Q —T+n JQ S J-rJa

olarak bulunur. $imdi, (2.21) esitsizliginde (2.26) ve (2.29) kullanilirsa,

T—n T T N
s / / Y |? eX¢dxdt < C / / |LY |* e*¢daxdt+C's / / V> A-ve**?dodt (2.30)
—T+n JQ —T JQ T JI'4

elde edilir.
(2.25), (2.26) ve (2.30) esitsizliklerinden, Y i¢in

T
1P (€Y 2 e (rm =y T S/T/Q Y|? e*¢dudt
T T R
= C/ /ILY|2625*"d:rdt+Cs/ / Y [* A ve*?dodt (2.31)
=T JQ —-T JT

Carleman degerlendirmesi elde edilir. Ayrica P,Y = 9,Y + A-VY = —pY — (p—Dp) O

oldugundan,

—T+n —T+n —T+n
/ / |PY > e®*?dadt < C / / Y |? €% dadt+C / / lp — p* |9.)? e*#dudt,
-T Q -T Q -T Q

T T T
/ / |PY|” e%dadt < C / / Y|? e**%dadt + C / / lp — pI* |9, e*# dudt,
T—nJQ T—nJQ T—nJQ

yazilabilir. Boylece (2.31) esitsizliginden

T T
1P (Y )| oy + 6 / / Y |? eX¢dadt + / / |PY |? e**¢dadt
—TJQ -TJQ

T T
< C’/ / lp — D |0|” e*¥dadt + Cs/ / V> A ve**dodt (2.32)
-1 Ja —-1Jry

elde edilir.
Adim 4. Kararlilik Degerlendirmesi
Kabul edelim ki W = Y olsun. AW = oW + A- VW oldugunu goz 6niinde bulun-

durarak, asagidaki integrali ele alalim:

0
I:/ /P1W-dedt
-7JQ

Baudouin and Puel (2002) tarafindan gelistirilen yontem kullanilarak [ i¢in bir iist simr

Carleman degerlendirmesi kullanilarak elde edilebilir:

0
1] = ‘/ /P1W-dedt‘
-TJQ
0 3 0 3
</ /|P1W]2d:cdt> <5/ /|Y|2e2s“’> dxdt.
—_TJO T JQ
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Young esitsizligi kullanilirsa,

T T
1| < s> (/ /\P1W\2d:cdt+s/ /|Y|2e2wda:dt)
—-TJOQ T JQ

olur.

(2.32) esitsizligini kullanarak,

T T
11| < Cs™2 / / lp — DI’ |0 dzdt + s/ / [Y? A ve**dodt (2.33)
~rJa r,J-r

elde edilir.

Simdi [ ifadesini hesaplayalim, kismi integrasyon kullanarak,

1 2 2sp(x,0) 1[0 2 |52
S Y (@, 0 @0y = T4 <V~A> ‘Y
2 Jo 2/ rJa
0 - 12
—/ / A-I/‘Y‘ e®?dodt
—rJr,

bulunur. (2.32) ve (2.33) esitsizliklerinden

/|Ya: 0)? e?¢@0dy < C s 345 1 {/ /\p pI* 0. 2SS"al:zcahf}

+C (s% + 1 / / A-v |V e%dodt
)

2% dxdt

elde edilir. Diger taraftan,

Y (z,0) = 0,U(x,0) = — (p — p) (z) u(z,0)

olur. Son esitsizlikte Y yerine yazilirsa,

T
3 [10-P @i oR v < (i) [ ] g o e
-TJQ

T
+C (s% + 1) / / A-v|YPeXedodt (2.34)
—TJr,
elde edilir.
7o ¢ Q oldugu ve tammu dikkate alindiginda ¢ nin alttan smirh oldugu goriiliir. Ayrica,
her z € Q vet € (=T, T) icin e>¢@t) < 290 dir. 7 € W2 (=T, T; L>® (2)) oldugun-

dan
Ve e Q,t € (=T,T) i¢in Jky € L? (=T,T),|0u(z,t)] < ko (t)|u(x,0)]

yazilabilir. Boylece (2.34) esitsizliginden

(-0 (2+57) [ 1P @F it 0P s

T
< C (s% + 1) / / A-v|Y)? e*¢dodt
—rJry
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bulunur.

O halde, eger s yeterince biiyiik secilirse,

T
[10-p@P i op e vwsc [ [ 3re e
Q —rJr,

esitsizligi saglanacak gekilde bir C' = C(sg, Ao, §2, T, I') sabiti vardir. Diger taraftan,
Y ve A i¢in verilen gartlar altinda A-vve e (=T,T) x I'y smn iizerinde sinirhdir.
Gergekten de

@ = min fexp (59 (2,0))],

b= max [exp (s (2, 1))]

olmak iizere |u(xz,0)| > 9 > 0 oldugundan

T
/\(p—ﬁ)(x)y2dxgc/ / Y2 2 dodt
Q —-T JT4

kararhilik sonucunu elde ederiz. Burada, C' = C(g, S0, Ao, 2, T, T') dir. Son olarak Y,

t < 0 igin 0,U := J;u — dyu nin bir genisglemesi oldugundan,

T
/\p—ﬁfdxso/ / O — Oyt dodt
Q o Jry

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
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BOLUM 3
RADYATIF TRANSPORT DENKLEM ICIN BAZI TERS PROBLEMLER

Bu boliimde, bir radyatif transport denklem i¢in zamandan bagimsiz olan sacilma ve
toplam zayiflama katsayilarinin belirlenmesi ters problemleri ele alinmistir. Burada pozitif
olan bir baglangi¢ degeri ve uygun bir alt sinir iizerindeki sinir verisine ek olarak bagka bir
alt sinir parcasi iizerinde sinir verilerini kullanarak bir lineer agirlik fonksiyonu iizerine
kurulu Carleman esitsizligi yardimiyla Lipschitz kararlilik degerlendirmesi ispatlanmigtir.
Q C R, n > 2, siirh bir bolge ve 92 simr Clsimfindan olsun. Ayrica V' C R™ smurh
bir alt bolge veya ¢ > 0 bir sabit olmak iizere {v € R";|v| = ¢} kiimesinin 6lgiilebilir bir
alt kiimesi olsun. 02 simirmin x € 92 noktasindaki birim dig normal vektorii v(x) olmak

lizere

'y ={(z,v) €I x V;v(z) -v >0},

' ={(z,v) € 00 x V;v(z) v <0}

alt sinir pargalarim1 tanimlayalim. Bu béliimde

Owu(z,v,t) +v-Vu(z,v,t) + oz, v)u — / k(z,v, 0" )u(z,v' t)dv" =0, (3.1)
v
reueVio<t<T,

transport denklemi
u(z,v,0) =a(z,v), r€Q, veV (3.2)
baglangic kosulu ve
u(z,v,t) = g(x,v,t), 0 <t <T, (z,v) eT_ (3.3)

smir kosulu ile birlikte ele alinacaktir. (3.1) denkleminde V =V, = (6%1, o %) olup
v,v" € R" olmak iizere v - v/, R™ uzayimdaki skaler ¢arpimi gosterir.
Radyatif transport denklemi, bir reaktordeki notronlar gibi etkilesim halinde olmayan

pargaciklarin davramgini modeller (Case, 1967; Duderstadt and Martin, 1979). Ayrica
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(3.1) denklemi; biyolojik dokular, yildizlar arasi ortam ve atmosfer gibi rastgele ortam-
larda 11810 yayilimimi tasvir eder (Chandrasekhar, 1960; Sobolev, 1975). Burada reel
degerli u(z,v,t) fonksiyonu belli bir ¢ € (0,7") aninda, z € Q C R" konumunda, v € V
hizindaki parcaciklarin agisal yogunlugunu veya 1s18in yogunlugunu ifade eder. oy(x,v)

toplam zayiflama katsayis1 olup burada

dir. Ayrica k(x,v,v") sagllim gekirdegi; x konumunda, v’ yoniinden v yoniine sacilan

parcaciklarin miktarim gosterir. k cekirdeginin ¢ den bagimsiz oldugu ve
k(z,v,0") = o4(x,v)p(z,v,0), (3.5)

g, € L (2 xV),
peELX(QXxV XV), p>0 (3.6)

sartlarim sagladigi kabul edilir. Boylece (3.1) denklemi

Owu(z,v,t) +v - Vu(z,v,t) + oz, v)u — os(x,v) / plx, v, 0 Yu(z,v' t)dv' =0 (3.7)
v

olarak yazilabilir.

Ayrica V, V nin kapamsi olmak iizere bu béliimde v nin dagilim simirh, yani
Vc{v; (y-v) >0} (3.8)

olacak gekilde v € R",v # 0 ve 6 > 0 oldugu kabul edilmigtir.
Bu boéliimde iki ters problem ele alinmigtir.
Problem 1. (3.7) denkleminden, (3.2) baslangi¢ ve (3.3) sinir kosullar: altinda, o; toplam

zayiflama katsayisimin
u(z,v,t), (x,v)ely, 0<t<T

ek bilgisi yardimiyla belirlenmesi problemi.
Problem 2. (3.7) denkleminden, (3.2) baglangig ve (3.3) sir kogullar1 altinda, o sagilhim

katsayisinin
u(z,v,t), (x,v) el 0<t<T
ek bilgisi yardimiyla belirlenmesi problemi.
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Bu tiir ters problemlerin ortaya ciktigi alanlardan biri optik tomografidir. Digsaridan gelen
g(x,v,t) lazer isin, I'_ x (0, 7") alt ssmrindan gegis yaparak bolgeye girer ve u(z, v, t) gikan
i Iy x (0,7) alt sinirinda 6lgiiliir.

Burada o4 veya o, katsayilarindan birinin tek bir ol¢iimle belirlenmesi s6z konusudur.
Ancak literatiirde ayni anda birden fazla parametrenin belirlenmesi ters problemi ile ilgili
calismalar da mevcuttur (Machida and Yamamoto, 2014). Ornegin, o, ve o, katsayilariin
iki gozlem verisi yardimiyla ayni zamanda belirlenebilmesi icin agagidaki sarti saglayan

iki a, b baslangi¢ degerinin segilmesi gerekir:

a [, p(x,v,v")a(z,v') dv'
b [, p(x,v,0")b(z,v") dv/

det # 0.

Bu tiir problemlerin coziimlerinin arastirilmasi benzer gekilde yapilir ancak daha kar-
magiktir.

Klibanov and Pamyatnykh (2008) tarafindan w nun sinir degerleri yardimiyla o, kat-
sayisiin tekligi ispatlanmigtir. Bu boliimde baglangic degeri ve I'_ x (0, T') tizerinde sinir
verisi belirlendikten sonra I'; x (0,7") smirinda tek bir 6lgiim yapilmaktadir. Machida
and Yamamoto (2014) tarafindan yapilan ispat her ne kadar Bukhgeim and Klibanov
(1981) ve Klibanov and Pamyatnykh (2008) tarafindan kullanilan yontemle ayni olsa da
Lemma 3.2 ile verilen Carleman degerlendirmesi farkli bir karakterdedir ve u ¢oziimiiniin
(—=T,T) araligina geniglemesinin yapilmasina gerek yoktur. Diger taraftan Klibanov and
Pamyatnykh (2008) de u nun (—7',7") araligina geniglemesi gereklidir. Ayrica burada oy
bilinmeyen katsayisi i¢in ve a(x,v) baglangi¢ verisi icin ek kogullara ihtiya¢ vardir.
Gaitan and Ouzzane (2014), £ = 0 durumunda Klibanov and Pamyatnykh (2006) ve
Klibanov and Pamyatnykh (2008) ¢ahgmalarinda kullanilan metodlar1 uygulayarak o,
icin bir Lipschitz tipi kararlilik degerlendirmesi elde etmislerdir. Bukhgeim and Klibanov
(1981) tarafindan gelistirilen yontem tek bir 6l¢iim kullanilarak katsay1 ters problemlerinin
tekliginin ve kararliliginin arastirilmasi i¢in kullanigh bir yontemdir. Bununla birlikte
Machida and Yamamoto (2014) tarafindan ele aliman ve bu boliimde yer verilen k # 0
durumu daha 6zel ve detayl bir yaklagim gerektirmektedir.

V C {v € R";|v| = ¢} durumunda yapilmasi gerekenler V' C R™ durumuyla ayni oldugun-
dan bundan sonraki adimlarda V', R" nin bir alt bolgesi olarak kabul edilmigtir.

Asagida verilen lemma ve teoremlerin ispatinda
X = HY0,T; L= (2 x V)) N H*(0,T; L*> (2 x V))
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ve M > 0 keyfi bir sabit olmak {izere,
U= {ue X;lully + 1Vulli oz z20nvy < M} (3.10)

gosterimleri kullanilmigtar.
3.1 ENERJiIi DEGERLENDIRMESI

Lemma 3.1 Teorem 3.3 iin kabulleri altinda, a(x,v) baslangi¢ degeri ve f(z,v)R(z,v,t)

sag tarafiyla birlikte radyatif transport denklemini saglayan u fonksiyonu icin,
| [ ota o0 dvds < 0 (1Exur + lalisaen + IVallznn)
T
+C/ / v - v||8u|® dSdvdt, 0 <t <T (3.11)
o Jro
ve
r 2 2 2 2
| [ wsioaasavar < 0 (U + lalisaen + IValzgun)
: T
—l—C’/ / v - | |Opul® dSdudt (5.12)
0o Jro
olacak sekilde [|o¢|| ;0o oy Ve ||kl poo(uyxyy biyikliklerine bagh bir C > 0 sabit vardar.

Ispat. (3.1) transport denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinirsa
0 (Opu) + v - V(Ou) + 04(0pu) — / k(Owu)dv' = f(z,v)0R,
v

(Oyu)(x,v,0) = f(z,v)R(x,v,0)

elde edilir. Bu denklem 2(0;u) ile garpilip, 2 x V bélgesi iizerinden integral alinirsa,

8t// latu(a:,v,t)Ideder//v'v(!&uﬁ) dvda:+2//at’atu|2dvdx
QJV olv s
_2// (/ k(x,v,u')ﬁtu(x,v',t)dvf> Oyu(x, v, t)dvdx

QJV %

= 2 /Q /V F(8:R)Oyudvdz

elde edilir. E(t) = [, [,/ |Byu(z,v,t)|* dvdz olarak almir ve sol taraftaki ikinci terimin

integrali alinirsa

//U'V|8tu|2dvdm = //div(v-V|8tu|2)dvdx
QJv QJv

/ v - v|0w|® dvdS
onN
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oldugundan

—/ /v-l/|8tu|2dvd5—2//Ut|6tu|2dvdm
o0 QJv
+2// </ z,v,0")ou(x, v’ t)dv) Owu(z, v, t)dvdx
+2//f(8tR)8tudvd:c
QJv

bulunur. Burada 2ab < a® + b* oldugundan

2// \f(atR)8tu|dvdx§// |f|2\8tR|2dvdx+// Ouf? dvda
QJV QOJV QJVv

esitsizligi yazilabilir. O halde (0,t) iizerinden integral alinir ve k, o, € L* oldugu goz

oniinde bulundurulursa 0 <t < T igin

¢ ¢
E(t) — B(0) = —/ (/ +/)v-u|8tu|2d8dvdt—2/ //at|8tu|2dvdxdt
Ty 0o JaJv

+2/ // (/ z,v,v")Opu(x, v, t)dv )@u(m v, t)dvdxdt
+2/ //f((?tR)atudvda:dt

0o JoJv

t t
—/ / U-V]@tUIQdevdt—/ / v - v Ol dSdudt

o Jry 0 Jr_

t
e / E(dn + C 12 ey (3.13)

bulunur. Burada Cauchy-Schwarz egitsziligi ve k € L™ (2 x V' x V') olmas: dikkate ali-

IN

narak elde edilen

(/ |k(z,v,0")0pu(x, 0 t)] dv') 8tu(a:,v,t)dvdxdt'
v

gc/t/ (/ (/ |8tu(x,v’,t)\dv'> latu(a:,v,tﬂdv) dadt
e[ ([ imevors i)

« ((/V|8tu(x,v,t)|2dv)é \V|5> dedt

= Wi [ [ [ e 0f dvisa,

esitsizligi kullamlmigtir. Burada |V| = [, dv dir. R(-,-,0) € L> (Q x V) olmas, (3.19)

IN

sartlar1 ve

Ou(x,y,0) = —v - Va — oa + / k(z,v,v")a(z,v")dv" + fR(x,v,0)
v

33



esitligi kullanilarak

E(O):/Q/V|8tu(x,v,0)|2dvdx

elde edilir ve

2 2 2
E(0) < C (I 2s@ry + ol 2@y + Vel 1))

olarak yazihir. Boylece f(f fr+ v - v Ol dSdvdt > 0 oldugundan (3.13) esitsizligi kul-
lanilarak 0 <t < T igin

t t
E) < BO)- [ [ veviafdsduit+C 1, +C [ B
o Jr, 0

IN

t
2 2 2 2
~ [ [ v vioa dsdude +C (1w, + el + IValan)

+C /OtE(n)dn

bulunur. Gronwall esitsizligi kullanilirsa 0 < ¢ < T i¢in

T
E<t>sc<— / / v-u|atu|2d5dvdt+r|f||iz(m>+Hanig(mmr|Var|i2(M>)
(3.14)

elde edilir. Buradan (3.11) esitsizligi saglanir. Diger taraftan, (3.13) esitsizligi yardimiyla

T
Bl) < E(O)—/ / v+ v |uf? dSdvdt
o Jr,
T T
_/ / fu.y](?tu|2d5dvdt+0/ E(m)dn + C || f720xv)
0 I_ 0

olarak bulunur. Son olarak (3.14) esitsizliginden

T
//v-l/|0tu]2d5dvdt
o Jr
T
0

T
E(t) — E(0) — / / v - v|0wul® dSdvdt + C/ E(n)dn+C Hf”imzxv)
o Jr_

IN

IN

T

2 2 2 9
_o/o /F v 0 dSdudt + C (| f12aqr) + lala0ery + 1Vl 22y )
yazilabilir. Boylece Lemma 3.1 in ispat1 tamamlanir. m
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3.2 CARLEMAN DEGERLENDIiRMESi

Bu boliimde kararlilik teoremlerinin ispatinda kullanilacak olan bir Carleman deger-

lendirmesi verilecektir. Bu amagla

Q=Qx(0,7)

bolgesini ve

Pu(z,v,t) := Ou(z,v,t) + v - Vu(z,v,t) + oz, v)u(z,v,t), (z,t) € Qv eV

operatoriinii ele alalm. V icin verilmis olan (3.8) sartindan, her v € V icin (y-v) > 0

esitsizligini saglayan bir v € R" secilebilir. 0 < 8 < min, iz olmak tizere
p(,t) = =Pt + (v x)

agirlik fonksiyonunu ve

B:=0p+ (v-Vo)=—=0L+(y-v)>0

ifadesini tanimlayalim.

Lemma 3.2 Her s > sg ve

Vue L*(QxV x (0,T)),u(-,-,T) = 0; (z,v) € QA xV,

bagintilarma saglayan v € H*(0,T; L? (2 x V) fonksiyonu i¢in

5// ]u(x,v,())|2eQS“p(I’O)dvdaE+52// u(z, v, t)|* 7@ dydadt
QJv QJv

T
< C/ / |Pu|262@(”’t)dvda:dt+s/ / v vlul? 22D dSdudt
QJV 0 Jry

olacak sekilde C > 0 ve sqg > 0 sabitleri vardar.

Bundan sonra C' > 0 sabitleri s > 0 parametresinden bagimsiz sabitleri gosterecektir.
Ispat. o, € L>°(Q x V) oldugundan s > 0 yeterince biiyiik secilerek o, = 0 icin esitsizligi
ispatlamak yeterlidir. Bu amacla

w(z,v,t) = @y, v,t)

Lw(z,v,t) = @) Pe=se@y(z v, t))
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esitlikleri goz oniinde bulundurularak

du = Owe ** — swoype ¥,
Vu = Vwe ** — swVpe **,

B = 0ip+v- Vg yazilabilir. O halde

(L) (@.1) = 0P (= %u)
= e*Pu
= % [e’s“" (Oyw — swdyp + v - Vw — swu - V(p)]
= Ow — swoyp +v-Vw — swv -V
= {Ow+v-Vw}—sBw

elde edilir. Agiktir ki

/|Pu|2625“’(x’t)dxdt:/ |Lw| dzdt
Q Q

dir. Simdi hemen hemen her v € V igin, u(-,v,T) = 0 kosulu ve 20,ww = duw? ve

2Vw - w = V (w?) esitlikleri dikkate almarak
/ ]Pu\2 e>Pdxdt = / ’e’zs“”@”t)Lw!2 e25P@h) .t
Q Q
= / |Lw|* dadt
Q
= / 10w + v - V| dedt + / |sB|? |w|? dadt
Q Q
—23/ Bw (Oyw + v - Vw) dzdt
Q
> —25/ Bw (Oyw + v - Vw) dzdt + 52/ B*w?dxdt
Q Q
= —s / (B0, (w?) + Bv -V (w?))dadt 4 s> / B*w*dzdt
Q Q
= —5/ Bw(z, T)| dr + 8/ B |w(z,0)| dzdt
Q Q

—s/diV(va2)da:dt+82/ B*w*dxdt
Q Q

T
= s/B\w(:c,O)Fdx—s/ / Bv~vw2d5dt—|—32/32w2dxdt
Q o Joa Q

T
S/B|w(:p,0)|2dx—s/ / Bv - vw?dSdt
Q 0 oQN{v-v(z)>0}

+52 / B2w?dxdt
Q

v
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esitsizligi bulunur. B > 0 g6z 6niinde bulundurarak w = e*fu yerine yazilirsa

/s lu(z,v,0)| e2°@0dg 4 32/ lu(z, v, 1) e**?dxdt
Q Q

T
—s/ / v-vlu(z,v, b)) e??dSdt
0 oQN{v-v(z)>0}

< C’/ |Pu(z, v, t)* 2@ drdt
Q

elde edilir. V' alt bolgesinde v ye gore integral alinirsa ispat tamamlanir. =
Son olarak fv kudv' integral terimi iceren transport denklem igin bir Carleman deger-

lendirmesi verilecektir. Bunun igin ¢(z,t) = —ft + (7 - ) fonksiyonunun v degiskeninden

bagimsiz olmasi1 gerekmektedir.

Lemma 3.3 Her s > sg ve
Vue L*(QxV x(0,T)),u(-,-,T) =0, (x,t) € (2 x V),

bagintilarma saglayan v € H*(0,T; L? (2 x V) fonksiyonu i¢in

s// |u(x,v,0)|2625@(z’0)dvdx+82// lu(z, v, t)|* e2°dxdt
QJv QJv

SC/Q/V 2

2@ dydadt
T
+s/ / v-vul’ 2@ dS ddt
o Jry

olacak sekilde C' > 0 ve so > 0 sabitleri vardar.

ou+v-Vu+ o —/ kudy'
1%

Ispat. ¢ agirhik fonksiyonu v den bagimsiz ve k € L=(Q x V x V) oldugundan

// /k(xav,v’)u(x,v’,t)dv’

QJV 1%

C/ / </ |u<$,?j/,t)|2d1)’) 625@($’t)dvdxdt
QJV 1%

< O|v‘//|U($7U,,t)|2ezs‘p(x’t)dv'da:dt
QJV

2
2% dvdxdt

IA

elde edilir. Bu nedenle s > 0 secilerek [, [, | [, k(u)dv' |2625‘/’dvdxdt terimi sol tarafa

absorbe edilebilir. Boylece, Lemma 3.2 dikkate alinarak ispat tamamlanir. m
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3.3 KARARLILIK DEGERLENDIiRMELERI

Teorem 3.1 (0; katsayisinin belirlenmesi) Kabul edelim ki v’ = u (0?) (z,v,t), i =

1, 2 fonksiyonlar1 agagidaki problemin iki ¢oziimii olsun:

oz, v,t) +v-Vu+ ol(z,v)u — o4(z,v) / p(z, v, v )u(x,v' t)dv' =0,
1%

r € QoueV,io<t<T,
u(z,v,0) = ai(z,v), x€Q, vEV,
u = g, (x,v) eT_x(0,T), t€(0,T).

Ayricau’ € U ve ||04]| oo vy s 105l Lo @y < M, i = 1,2 olsun. Ek olarak, kabul edelim

ki

minvev ('7 ' U)

T>
esitsizligi saglansin ve hemen hemen her (z,v) € Q x V igin
ai(z,v) > ag veya as(z,v) > ag (3.16)

olacak sekilde bir ag > 0 sabiti mevcut olsun. Bu durumda

-

T £
ot — il 2axry < C (fo fF+ v(z) - vl (u' — u2)(a:,v,t)\2devdt> ’
+C (”(11 - a2||L2(Q><V) + ||V(l1 — va2|lL2(Q><V)> ,
<f0T fm v(z) - vl|(u' —u?)(z,v, 7f)|2 devdt) ?

<C (Hatl - Ut2HL2(QxV) + a1 — a2||L2(Q><V) +[[Var - va?HL2(Q><V)>

(3.17)

olacak gekilde bir C' = C (M, ag) > 0 sabiti vardir. Burada M — oo veya ag — 0 iken
C(M, ay) — oo dir.
Ozel olarak eger ) x V bolgesinde a; = ay oldugu kabul edilirse, bu durumda

C(Jy o, (@) 010t = ), 0, dSdvdt)* < ot = 02 g,

[

[

T 2 2
<C (fo fr+ v(z) - v|0(ut —u?)(x,v,t) devdt)
seklinde c¢ift tarafli bir degerlendirme elde edilir.
Bu teoremde, ileride verilecek olan (3.9) ve (3.2)-(3.3) direkt problemlerinin ¢tziimleri
icin u* € U, i = 1,2 regiilerligi kabul edilmistir. Asagidaki teoremlerde de u’ ¢oziimleri

i¢in aym regiilerlik sartlar1 kabul edilmektedir.
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Teorem 3.2 (0, katsayisinin belirlenmesi) Kabul edelim ki v = u (0?) (z,v,t), i =

1, 2 fonksiyonlar1 agagidaki problemin iki ¢6ziimii olsun:

du(z,v,t) + v - Vu+ oy(z,v)u — o' (z,v) / p(z, v, 0" )u(z, v t)dv' =0,
v

r € QoueV, 0<t<T,
u(z,v,0) = ai(z,v), x€Q, vEV,
u = g, (x,v) eT_x(0,T) te(0,7).
Ayrica u' € U ve lotll oo (v » “O-iHLOO(QxV) < M ,i=1,2 olsun. Ek olarak (3.15) ve

(3.16) sartlar1 saglansin.

Bu durumda,

-

lo} = 02|l 2 vy < C (fOT Jo, V(@) - 013 (ut — w?) (v, 1)) devdt) :
+C (”al — a2||L2(Q><V) + ||Va1 — va2|lL2(Q><V)>I7 (318>
<foT fr+ v(z) - v|0(u' — u?)(z,v, Zf)|2 devdt) ’

<Cllos - O-EHL?(QXV) + [lar — a2||L2(Q><V) +[[Va: - Va2||L2(QxV)

olacak gekilde bir C' = C' (M, ag) > 0 sabiti vardir. Burada M — oo veya a9 — 0 iken
C(M,ag) — oo dir.

(3.15) kogulu T gozlem zamaninin yeterince biiyiik olmasi gerektigini ifade eder. (3.1)
transport denkleminin temel kisminin birinci mertebeden bir hiperbolik operator olmasi
transport denklemin sonlu yayilim hizina sahip oldugu anlamina gelir. Bu nedenle (3.15)
tipinde bir sart kacimilmazdir. Aksi halde €2 x V' bolgesinde sadece sinir verisinden kat-
sayilar hakkinda yeterli bilgi elde edilemez.

Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 yi kanitlamak igin, ele alinan ters problemin lineer hale doniistii-
riillmesi gerekir. Bu amagla 2 x V' bolgesinde hemen hemen her yerde a; > ay oldugu
kabul edilerek, u = u* —u', f = 0? — 0}, a = ay — a; alimirsa

atquv-Vu—Fatu—/ k(z,v,0")u(z, v, t)dv = f(z,v)R(z,v,t), €, veV, 0<t<T,
v

u(z,v,0) =a(z,v), € Q, veV
lineer problemi elde edilir.
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Teorem 3.3 Kabul edelim ki

ke L®(QxVxV); R, O,Re L*0,T;L® (Q2x V)); 05,00 € L= (2 x V) (3.19)
ve
uelU (3.20)

olsun. Keyfi sabitlenmis ag > 0 i¢in, hemen hemen her (z,v) € Q x V i¢in
R(z,v,0) > ag (3.21)

ve

max,q (v-7) — min, g (v-m)

minvev ('7 : U)

esitsizlikleri saglansin.

Bu durumda her f € L? (Q x V) igin

-

T 2
W lisaen <€ ([ [ [ lo-sdioal dasic) -+ (oo + 1Volaan)
0 onNJVv
(3.23)

olacak sekilde [|o¢( oo (ayry s 1Kl Looaxvxvys 1Bl ozi00@x1y) bityiiklitklerine bagh bir
C > 0 sabiti vardir.
Ispat. Teorem 3.3 iin ispat1 daha once elde edilen Carleman degerlendirmesine (Lemma
3.3) ve enerji degerlendirmesine (Lemma 3.1) dayanir. Burada, C' > 0 ve C;, s > 0
parametresinden bagimsiz olan sabitleri ifade etmektedir. Ayrica ¢(x,t) = —ft+ (v - z),
(x,t) € Q ve
T'max =— Max (7 ' ZL’) y 'min = mlll (7 ' ,I>
e €N

olsun. 7" > 0 i¢in verilen (3.22) kosulunda,
0< B <min(y-v), max — 87 < Tmin (3.24)

veV
olacak sekilde 3 > 0 segilebilir. Bu durumda
QO(%,T) < Tmax — BT < Tmin < ¢<x70), WS Q
yazilabilir. Ayrica ryp. — BT < 19 < 71 < Tmin,

o(x,t) >ry, (2,8) €Q, 0<t <6 (3.25)
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ve
o(x,t) <re,(w,t) €Q, T—-20<t<T (3.26)

olacak sekilde 0 > 0 ve rq, r; vardir. Lemma 3.3 ii uygulamak i¢in 0 < y < 1 olmak iizere

1, 0<t<T -2,
x(t) = (3.27)
0, T—6<t<T.

seklinde bir x € C§°(R) kesme (cut-off ) fonksiyonunu ve
2(z,v,t) = Opu(z,v,t)x(t)

yeni bilinmeyen fonksiyonunu tammmlayalim. Bu durumda z(z,v,7) = 0 olur. Diger

yandan

Pu(z,v,t) —/ k(z,v, v )u(z, v, t)dv' = f(x,v)R(z,v,t)
v

esitliginin daha agik olarak

ou+ v -V (Opu) + opu — / k(z,v, 0" Yu(z,v' t)dv' = f(x,v)R(x,v,t) (3.28)
v

esitliginin ¢ ye gore tiirevi alinirsa
O*u+v -V (Ou) + oy (Ou) — / k(x,v,v")0u = f(x,v) (0;R)
v

elde edilir. Burada

ou = z(x,v,t)x !
OPu = Oz ' — 2x 20

esitlikleri kullanilarak

Oax P —2x 20 x +v-V (ZX_I) + ozt — / kzx ™' = f(x,v) (O,R)
v

ve boylece

Pz — /Vk(:c,v,v')zdv’ =xf(OR) +2x 'Ox, (2,t) €Q, vEV,
esitligi bulunur. Ayrica (3.28) egitliginden

z(x,v,0) = dwu(z,v,0)x (0) = dwu(zx,v,0)
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2(z,v,0) = f(z,v)R(x,v,0) —v - Va(z,v) — oa +/ k(x,v,v")a(z,v)dv', x € Q, v eV
v

elde edilir. Lemma 3.3 i z ye uygularsak
s/ / |12(x,v,0) ] 2@ dpde < C’/ / IXf(8,R)|* €2°@D duydxdt
QJv QJv

+C / / 1(9yx) Oyul €2°@D) dudadt
QJV

+Cer8 d? (3.29)

olarak bulunur. Burada,

T 3
dy = (/ / v-y|8tu|2d5dvdt)
0 Jry
(S

Vi

1
T 3
(/O / V-V ‘6tu| de’U(H) -+ ”‘LHZQ(UXV) —+ ” vaHLQ(QX )

seklinde tanimli olup, ¢ > 0 icin se®® < e(C+Ds esitsizligi kullamlmistir. (3.29) esitsiz-
liginin sag tarafindaki son terimde C' yerine C' + 1 yazilip, C} = C' + 1 olarak alinmigtir.
Diger taraftan, 0 <t < T —2j veya T — 9§ < t < T igin d;x = 0 oldugundan (3.26)

yardimiyla

T-9
//|(8tx)8tu|262w(z’t)dvdxdt = / //|(3tx)atu|2628‘p(m’t)dvda7dt
QJv 725 Jo Jv
-5
< O€2STO/ //|8tu|2dvdxdt (3.30)
r-25 Jo Jv

bulunur. Buradan (3.11) esitsizligiyle 0 < ¢ < T igin
| [ oata o0 dvds < 0 (1Exgur + lalisaen + IValzun)
T
—|—C'/ / v - | |0yu|® dSdudt
o Jro
elde edilir. Boylece (3.30) esitsizliginden
| [ o0 ol s tirie < € (11 + Nl + IVl er)
T
—CeQSTO/ / v - v |Opu|* dSdvdt
o Jr_
bulunur. Ayrica, R(z,v,0) # 0 ve

f(z,v)R(x,v,0) = z(x,v,0) + v- Va + o0 — / k(x,v,v")a(x,v")dv', € QueV
v
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oldugundan

2 2sp(x s 2 2
[ [ et 00 et + e (Jallagur, + 1 9al )

> C//\f(x,v)\262590(x’0)dvd:v
QJv

yazilabilir. O halde, (3.29) egitsizliginden
s// |f(x,0)]? 2@ dpdr < C// | f(z,v)|? e2°@) dpdxdt + Ce?™ ||f||i2(ng)
QJv oJv
T
—Ce*o / / v - v ||’ dSdvdt + Ce“3d?
o Jro
oldugu goriiliir. ¢(z,t) < ¢(x,0) oldugundan

T
s [ [ir@otesaew<c [ [ ieop e eOad + 0o g,
0

T
—Ce*m / / v-v|Owl* dSdvdt + Ce“*d®, (z,t) € Q
0 _

bulunur. Yani her biiyiik s > 0 icin
(s —CT) /Q /v |f(z,0)]? 2@ dpde < Ce*ro HinQ(QW)
T
—Ce¥o / / v - v |dyu|® dSdvdt + CeCr*d?
o Jr_
elde edilir. ¢(x,0) > r; esitsizligi goz éniinde bulundurulup, s > 0 biiyiik secilerek
s [ [ ifaafdods < 0 |1,
aJv
T
—C’ecs/ / v - v|Owu|® dSdvdt + Ce“1®d?
o Jro
bulunur. Sonug olarak her s > 0 icin

T
Hf”i%szxv) < Qe Hf”imzxx/) - Cecs/o /F v-v| Ol dSdvdt

T
w0t [ [ o viguf asaud + Ce (Jaliager, + [Vl
0 +

elde edilir. Burada r; — rg > 0 oldugu dikkate alinarak ve s > 0 biiyiik secilirse, sag

taraftaki ilk terim sol taraftaki terim icerisine absorbe edilebilir ve ispat tamamlanir. m

Uyar1 3.1 Eger M > 0 olmak tizere ||0;ul| p2(qv oy < M oldugu kabul edilirse (3.30)

esitsizlige
/ / 1(Dyx) Byu|? 27 @) dudadt < C'e?™ M?
QJv
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seklinde yazilir. Bu durumda f i¢in daha az kesinlikli fakat (3.11) egitsizligi kullanilmadan
ve daha kolay sekilde

£ 2@y < CMZe201770) 4 Cred?
degerlendirmest elde edilir.

s parametresine bagh olarak sag taraf minimize edilerek, sadece I'y x (0,7") alt sinr1
tizerindeki verilere dayanan bir Holder kararlhiligi elde edilebilir. Daha agik olarak x €

(0,1), C > 0 ve T > 0 sabitleri vardir dyle ki her f € L*(Q x V) igin

k

T 2
HfHL2(Q><V) < C ((/{) /1; v-v ‘atul2 dUdet) + ”aHLQ(QXV) + HVQHLQ(QXV)>
+

degerlendirmesi saglanir. Diger yandan Lipschitz kararhigini elde etmek i¢in V' x 9% (0, T")
sinirinin tamamu tizerinde verilerin verilmesi gereklidir.

Teorem 3.4 (3.19)-(3.22) sartlarinin saglandigini kabul edelim. Eger Teorem 3.3 te
['_ x (0,7) alt st tizerinde v = 0 ise, her f € L? (Q x V) igin

1
T 3
HfHL?(QxV) <C (/0 /F v-v |8tu|2d5dvdt> +C (”CLHLQ(QXV) + HVGHH(QW))
+

ve

1
T 3
(/0 /r v-v ‘atUF devdt) <C <Hf||L2(Q><V) + ||a||L2(Q><V) + HVCLHLQ(QXV)>
+

esitsizlikleri saglanacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Busabit |0l e vy s K]l poo (v <1
ve || R g1o 1,100 (ax vy blytikliklerine baghdir.

Teorem 3.4, Lemma 3.1 ve Teorem 3.3 ten elde edilmistir. Teorem 3.4 teki birinci esitsizlik
['_ alt sinir1 tizerinde v = 0 alinarak ve Teorem 3.3 kullanilarak elde edilir, ikinci esitsizlik
ise (3.12) yardimiyla bulunur.

u', u? igin verilen regiilerlik sartlart ve [}/l o(xvys 106l 1 @ury < M on kabiilleri
altinda Teorem 3.4 kullamlarak (3.17) esitsizlikleri elde edilebilir. Benzer sekilde Teorem
3.2 de Teorem 3.4 ten elde edilecektir. Eger I'_ x (0,T) alt sin iizerinde u! = u? = ¢

olarak kabul edilmezse (3.23) kullanilarak o; veya o, nin belirlenmesi ters problemi igin

Lipschitz kararlilig: elde edilebilir:

T }
Ha% — afHLQ(QXv) < C (/ / / lv- v ‘&g (ul — u2)‘2devdt)
o JoaaJv

+C (llall vy + 1Vl anrr)
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veya

T 1
[0r = 2 iy < c(/ / /|v-V|\8t(u1—u2)\2d5dvdt)2
0 onNJVv

+C (llallpaaery + 190l sg@ry ) -

3.4 SONUC

(3.7) transport denklemi 0 < ¢ < T aralig: iizerinde ele almmig a baglangig degeri ve
I'_ x (0,7) alt smur iizerinde verilen g smir degeri ile birlikte I'y x (0,7) alt s
tizerinde verilen ek bilgi kullanilarak o, veya o; nin belirlenmesi ters problemi i¢in Lip-
schitz kararlihg ispatlanmigtir. Burada ters problem (0, 7") aralig1 iizerinde ele alinmgtar.
Ik defa Bukhgeim and Klibanov (1981) tarafindan kullamlan ve sonrasinda pek ¢ok
galigmanin temelini olugturan yonteme gore u(z,v,t) ¢oziimiiniin —7" < ¢ < 0 araligina
genigletilmesi gereklidir. Boyle bir genisleme o; i¢in ek sartlar verilmesi ihtiyacini ortaya
gikarir (Klibanov and Pamyatnykh, 2008). Eger transport denklem ¢t € (=T, T") araliginda
u(x,v,0) orta degeriyle ele alimrsa bu durumda u nun ¢ ye gore geniglemesinin yapil-
masina gerek kalmaz ve Lipschitz kararliligy direkt bir sekilde ispatlanabilir ( Klibanov
and Pamyatnykh, 2006). Boyle bir durumda (3.16) pozitiflik sartinin saglanmasi igin
u(z,v,0) degerinin kontrol edilmesi gerekir ki, bu da bir baglangi¢ degeri mevcut olmadig

i¢in zor bir durumdur.
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BOLUM 4

DEGISKEN KATSAYILI BiR TRANSPORT DENKLEM iCiN KAYNAK
VE KATSAYI TERS PROBLEMLERI

Bu boliimde, bir transport denklemde kaynak terimin ya da bir katsayinin belirlenmesi
ters problemi ele alinmig, en az sinir verisi kullanilarak ¢oziimiin kararliligi aragtirilmigtar.
Q) C R diizgiin siurh bir bolge, H := (hy, ..., h,) € {CHQ)}" ve V € L>®°(Q) olmak {izere
asagida verilen iki ters problem ele alinacaktir:

1. Ters Kaynak Problemi

H, V, R fonksiyonlar1, I' C 92 alt sinir1 ve 7" > 0 uygun sekilde verilsin.

Owy(x,t) + H(z) - Vy(x,t) + V(z)y(x,t) = f(z)R(z,t), 2€Q0<t<T (4.1)
denkleminden,
y(xz,0) =0, z € (4.2)

baglangi¢ kosulu ve y|ry () verisi yardimiyla f(z), z € € fonksiyonunun belirlenmesi
problemini ele alalim.
2. Katsay1 Ters Problemi

H fonksiyonu uygun sekilde verilsin.
Owu(z,t) + H(x) - Vu(z,t) + V(z)u(z,t) =0, 2e€Q,0<t<T, (4.3)

denkleminden u|py (o) verisi yardimiyla H(x) veya V(z) fonksiyonunun belirlenmesi
problemini ele alalim.

(4.1) ve (4.3) esitlikleri transport denklem olarak adlandirihir ve Liouville denklemi, kiitle
korunum kanunu gibi bircok fiziksel olaym modellenmesinde kullanilir. Ayrica transport
denklemler, integral geometri problemleriyle de baglantilidir (Amirov, 2001).

Bu boliimde ele alinan ters problem, bir tek ol¢iim kullanilarak formiilize edilmigtir.
Transport denklemler i¢in ¢ok 6lgiim igeren ters problemler Bal (2009) ve Stefanov (2003)

tarafindan incelenmigtir.
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Kabul edelim ki
Q=0x(0,7)

bolgesi verilsin ve

00, = {x € dQ; (v(x)- H(z)) > 0},
IN_ ={xedQ; (v(z) H(z)) <0}

seklinde tammlansin. Bu boliim boyunca ¢ € C2(Q) ve H = (hy,...,h,) € {CH(Q)}"

fonksiyonlarinin
p = min(H (z) - Vip(x)) > 0 (4.4)
€

kosulunu sagladigim kabul edecegiz. (4.4) sart1 x € Q icin |H(z)| # 0 olmasim gerektirir,
ayrica bu sart H icin bazi simirlamalar getirilmesini gerekli kilar. Asagida (4.4) sartinin
saglandigl 4 durum verilmigtir.

1. Durum: Kabul edelim ki Q bolgesinde d € C?(2) fonksiyonu icin
|Vd| >0, H(x) = Vd(x)

olsun. Eger ¢(z) = d(x), x € Q, segilirse (4.4) sart1 saglanir.

2. Durum: Kabul edelim ki {(hi(z),...,h,(2)); 2 € Q} € R, (0,...,0) vektoriinden
a1r1+- - -+a,z, = 0 hiperdiizlemiyle ayrilsin. Burada ay, ..., a, € Rve |ai|+---+]a,| # 0
dir. Bu durumda ¢(x) = ayjzq + - - - + a2, veya ¢(x) = —ayzy — - - - — a,x, fonksiyonlar:

(4.4) sartim saglar. Ozel olarak, eger H(x) bir sabit vektor ise (4.4) sart1 saglanir.

3. Durum: 0 € Q olsun. Kabul edelim ki
|H(z)| > bo, 2 €

olacak gekilde bir 6y > 0 sabiti vardir. Bu durumda eger max, g || yeterince kiiciikse,

P(x) =" x;h;(z) fonksiyonu (4.4) sartin saglar.

J=1

4. Durum: Kabul edelim ki her 2 € Q icin h;,(z) > 0 olacak sekilde iy € {1,2,...,n}
vardir. Bu durumda Q C {(x1, 73, ..., 2,); i, > b} olacak sekilde yeterince kiiciikk b € R

secelim. Boylece (4.1) sartiin saglandig goriilebilir.
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Gaitan and Ouzanne (2014) tarafindan yapilan ¢calismada

sart1 Carleman degerlendirmesi icin gereklidir. Ancak bu sart yukarida verilen 4 durum-

dan daha az esnektir.

4.1 CARLEMAN DEGERLENDIRMESI

Ik olarak
Pu=0wu+ H(z) - Vu+V(x)u, Pou=0du+ H(x) -Vu, (z,t)€Q,
seklinde P ve P, operatorlerini,
= Bl div H| oo (o) + || div (H(H - V1)) = (q)
saywsi, ¢ € C? (Q) olmak tizere
p(x,t) = —pt + (), (2,t)€Q (4.6)
agirlik fonksiyonunu ve buna baglh olarak
B(z):=0¢p+H -Vo=—-F+H(z) -V, x€Q, >0 (4.7)
esitliklerini tanimlayalim.

Lemma 4.1 (i) Her s > 0 ve Q bélgesinde u(-,T) = 0 sartim saglayan u € H(Q)

fonksiyonlar: i¢in

s/B(z)]u(m,0)|262w(x’o)dx—|—32/ B%(z)|u(x, )€ @) dxdt
0

< 2/ | Pul?e®*? D dzdt + (sMo + 2||V ]| 7~ (q)) / lu(z, t)[2e?¢ @0 dadt

+s/ / v - H|ul?e**%@DdS, dt
o0

esitsizligr saglanar.

(i1) Kabul edelim ki (4.4) sart1 ve

0<f<p:=min(H(z)  Vi(z)) (4.8)
e
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esitsizligi saglansin. Bu durumda

{ 4M, ¢§1|vum<m}
Sp = max (

p—=0)2  pu—p

olmak {izere her s > sq i¢in 2 bolgesinde u(-,T) = 0 sartim saglayan v € H'(Q) fonksi-

yonlar1 i¢in

20, _ R3)2
s(p — B)/ lu(z,0)2e2?@0 gz + M/ lu(x, t)|2e® @) dadt
Q@ Q

T
<9 / | Pu|?e®?@ ) dydt + s / / BH - v|ul*e**®4ds, dt (4.9)
Q 0 o004

esitsizligi saglanir.

Lemma (4.1) deki (4.8) sartindan $ > 0 sayisinin keyfi sekilde biiyiik olamayacagi ve
T > 0 1n da biiyiik olmasi gerektigi goriiliir. Bu durum ele alinan hiperbolik operatoriiniin
yayillim hizinin sonlulugu anlamina gelir.

(4.9) esitsizligi Carleman tipi bir degerlendirmedir ve yeterince s > 0 igin diizgiin sekilde
saglanir.

Burada u (z, 0) baglangig degeri de degerlendirmeye alinmaktadir ve agirlik fonksiyonu ¢ ye
gore lineerdir. Machida and Yamamoto (2014) de boyle bir lineer agirlik fonksiyonu kul-
lanilmaktadir ancak soz konusu ¢aligmada ele alinan denklemin temel kisminin katsayist
x ten bagimsizdir. Ek olarak Carleman degerlendirmesinde secilen agirlik fonksiyonu
degisken H(z) durumu i¢in uygun degildir.

Gaitan and Ouzzane (2014) ve Klibanov and Pamyatnykh (2008) ¢aligmalarimin aksine
burada ele alman (4.6) agirhik fonksiyonu sayesinde ters problemler iizerinde galigirken
u fonksiyonunun (—7',0) araligina geniglemesinin yapilmasia gerek kalmaz. Klibanov
and Pamyatnykh (2008) de bu genigleme iglemi i¢in baglangi¢ verisi ve bilinmeyen katsay1
tizerinde ek sartlarin konulmas: gerekir.

Ispat. Ik olarak yukarida verilen agirlik fonksiyonu yardimiyla
w = e*u
yeni bir bilinmeyen fonksiyon ve

Lw = @) py (e_s‘p(m’t)w)
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operatoriinii tamimlayalim. Boylece 0yu = —sdpe™*?w + e *?0w, Vu = —sdpe™*?w +

se*?Vw egitlikleri kullanilarak
(Lw)(x,t) = @Y Pyu = e*?(Oyu + H(x) - Vu)
= % [e ¥ (—sOpw + w — swVp - H(z) + H(z) - Vw)]
= —sOipw + dww — swVy - H(z) + H(x) - Vw
= Ow+ H(z) - Vw —s(0p + H(z) - Vp)w
= Ouw+ H(z) - Vw — sB(x)w
elde edilir. u(-,T") = 0 oldugundan, kism integrasyon yardimiyla
/ | Pyu| 2@ dxdt = / | Lw|*dxdt
Q Q
= / |0yw + H - Vw — sBw|® dzdt
Q
= / 0w + H - Vw|*dxdt + / |s Bl*w?dxdt — 23/ Bw(0yw + H - Vw)dxdt
Q Q Q
> —25/ B(0yw + H - Vw)wdxdt + 82/ B*w*dxdt
Q Q
= —s / (BOy(w?) + BH - V(w?))dxdt + s° / B*w?dxdt
Q Q
T
= s/(atB + (div BH))w*dxdt — 5/ / Bv - Hw?dS, dt
Q 0 Joo
+82/ B*w’dxdt + s/ B(z)|w(z,0)*dx
Q 0

T
—Mos/ widzdt — 3/ / Bv - Hw?dS,dt
Q 0 JoQ

+82/ Bzw2dxdt+8/B(x)]w(x,())ﬁda:
Q Q

Y

olarak bulunur. w = e*?u fonksiyonu yerine yazilirsa

s / B(a)[u(z, 0)[2e2%=0) g 4 52 / B2(a)|ulz, ) 9@ dt
Q Q

< /|P0u|2628“0($’t)dxdt+Mos/ lu(x, )P @0 dadt
Q Q

T
ts / / Ba)|H - vz, )220 ds, dt (4.10)
o Jog
elde edilir. Tkinci olarak V € L*°(Q), V # 0 olsun. O halde

| Poul? = |Pou 4 Vu — Vul* < 2|Pyu + Vul?® + 2|Vul?

<2/ Pul® + 2|V |[Zoe g luf?
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yazilabilir. Boylece Lemma 4.1 (i) nin ispat1 tamamlanir.

Lemma 4.1 (ii) nin ispati:

(4.7) esitligi ve (4.8) sart1 kullamlarak Q bolgesinde B(z) > pu— 3 > 0 oldugu goriiliir. Bu
nedenle Lemma 4.1 de bulunan sonucun sag tarafindaki ikinci terim sol tarafa absorbe

edilebilir. Daha acik olarak

32/ B?(z)|u*e**?dxdt > (u—ﬁ)232/ |u|?e**? dxdt
Q Q

ve s > so olmak iizere

(b — B)*s* — Mos — 2|V |2

> S () o (25

(M—5)2 2
z2" 8

esitsizlikleri saglandigindan

20, m\2
s(p— B) / |u(x,0)|2e2s¢(m’0)dx+M / u(z, )22 @) dadt
Q@ Q
T
< 2/ |Pu|262w(x’t)dxdt—|—s/ / B(H - v)|ul?e*¢@)dS, dt
Q 0 JoQy

T
+3/ / B(x)v - H|u|?e*?@)dS,dt
0 o

yazilabilir. Ek olarak 0€2_ ve 92, sinir pargalarinin tanimlarindan

T T
//B(x)H-V|u|2dedt§// B(z)H - v|u|*dS,dt
0 Jon 0o Joa,

oldugu goz 6niinde bulundurulursa (ii) nin ispati tamamlanmig olur. m
4.2 ENERJi DEGERLENDIRMESI

Simdi klasik enerji degerlendirmesini elde edelim:

Lemma 4.2 M > 0 keyfi sabit olmak iizere ||V || 1) < M ve |H||;cr@yn < M olsun.
Ayrica w € HY(Q) fonksiyonu asagndaki (4.11) denklemini ve (4.12) baslangi¢ kosulunu

saglasin:
Oww+ H(z) - Vw+ Vw = F(x,t), (z,t) € Q, (4.11)
w(z,0) =a(x), x € Q. (4.12)
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Bu durumda

T
/|w(x,t)|2dx+/ H - v|w|*dS,dt
Q o Joa,
T
<0 (el + 1Py + [ [ Vir-vlluPdsiar) o< i<, (4.13)
0 o0_

olacak sekilde ), T, M biyiikliklerine bagly bir C' > 0 sabiti vardar.

Ispat. (4.11) denklemi 2w ile carpilip © bolgesi tizerinde integral alinirsa,

at/ |w(x,t)\2d:1:+2/hg@g(]wIQ)dx+2/V|w|2d$:2/Fwdx
0 — Ja 0 0

yazilabilir. Burada E(t) = [, |w(x,t)|*dz olarak almirsa

i/h’al(‘w‘2)dx - /QdiV(H-v) !w!2dx—/9(divH) jw]? dz

1=1"
4 H-v|w|2de—/(divH) wf? da
o9 Q

esitliginden
E'(t) = — H-I/|w]2d5$—0—/(div H)|w|*dx

o0 Q

—2/Vw2dm+2/Fwdx
Q Q

elde edilir. Son esitlikte (0,¢) iizerinde integral ahmr ve 2 [, |[Fw|dz < [, |F]*dz +

Jo, lw|?dz esitsizligi kullamhrsa

E(t) — E(0) = —/Ot (/mf/m) H-u|w|2d5xdt+/0t/9(div H)|w|*dxdt
—Q/Ot/QV@uzdxdtJr/ot/Q\F]dedt+/0tE(§)d§

bulunur. Buradan,
E(©0) = / w(z,0) dz = [[a]%(q).
t t
2 [ [Vetdedt < 2V [ B
0 Q 0
t
//(div H)|wPdzdt < || div H| (),
0 Q
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bagintilar1 goz oniinde bulundurularak

t
+

t t
L@V ey + || div HHLOO(Q)H)/ E(&)de + / H - vlw|2dS,dt (4.14)
0 0 o0 _

egitsizligi yazilabilir. Ayrica, f; f89+ H - v|w|?*dS,dt > 0, 0 < t < T oldugundan (4.14)

esitsizliginde bu terim ihmal edilirse, Gronwall esitsizliginden
E(t) < Ce“(|allZaq) + 1F172(q)

T
+/ / H - v||wl2dSudt), 0<t<T (4.15)
0 o0 _

elde edilir. Son olarak (4.15) esitsizligi, (4.14) esitsizliginin sag tarafindaki {igiincii terimin

yerine yazilirsa, lemmanin ispati tamamlanir. m
4.3 KARARLILIK DEGERLENDIiRMELERI

Teorem 4.1 Kabul edelim ki y € H*(Q) fonksiyonu 0,y € H'(Q) ozelligini, (4.1) denk-

lemini ve (4.2) sartin1 ve bir x4 > 0 sabiti i¢in (4.4) sartin1 saglasin. Ayrica

|R(2,0)| > ¢y, x€Q, (4.16)
olacak gekilde bir ¢y > 0 sabiti mevcut ve

oy, O R € H(Q), O,R <€ L*0,T;L>(Q))

olsun. Ek olarak

max, g ¢(¢) — min, g v¥(z)
U

T > (4.17)

esitsizligi saglansin.
(i) Kabul edelim ki M > 0 sabiti i¢in [|0,y||12() < M olsun. Bu durumda her f € L*(Q)

igin,

T 3 T 3
I flle2) < C { </ H- u]@tdeSxdt> + (/ H - V|8ty|2d5xdt) }
o Joa, o Joa,

olacak sekilde Q, T', H, ||V o), ¥, M, ||0:R|| L2(0,1; 10 ()) bilytikliiklerine bagh 6 € (0,1)

ve C > 0 sabiti vardir.
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(ii) (i) de verilen ||0;y||r2() < M kabulii olmaksizin her f € L*(2) icin,

T 3
[ fllz2@) < C </ / |H - 1/\|8ty|2d5xdt>
o Joo

olacak sekilde Q, T, H, ||V'||1=(q), ¥, [|0:R| r2(0,7;00(2)) bityiikliiklerine bagh bir C' > 0
sabiti vardir.

(iii) (4.1) denklemi ve (4.2) sartina ek olarak, kabul edelim ki

y‘@Q_x(O,T) =0, (4.18)

olsun. Bu durumda her f € L?(2) igin
T 3 T 3
c! (/ H - V|8ty|2d5xdt> < | flle2) £ C (/ H - V|8ty|2d5xdt> (4.19)
0 Jooy 0 Joy
olacak sekilde Q, T, H, ||V||1(q), ¥, [|0:R| r2(0,7;00(2)) bilyiikliiklerine bagh bir C' > 0
sabiti vardir.
Teorem 4.1 de verilen egitsizlikte (i) sikki bir Holder tipi kararlilk degerlendirmesidir
ve ||Owy||L2(@) < M on kabulii altinda saglanir. Bu nedenle, sarth kararhlik olarak ad-
landirlir. Dikkat edilirse sarth kararhlik igin 092 x (0,7") sinir pargas: iizerinde veriye
ihtiya¢ duyulmaz, ancak (ii) ve (iii) de verilen esitsizlikler Lipschitz tipinde kararhlik
degerlendirmeleridir ve biitiin 02 x (0,7") simirinda veriye ihtiya¢ duyulmaktadir. Ayrica
(4.16) sartiyla birlikte, ele alman ters problem igin ¢ift tarafli bir degerlendirme olan
(4.19) elde edilmis olur.
Ispat. Ilk olarak M; = max, g (z) ve m; = min, g (r) olmak iizere (4.17) sart:
dikkate alinarak

M_
T>1Tml, 0<B<p (4.20)

olacak sekilde S > 0 segilebilir. Bu £ > 0 sayis1 kullanilarak

p(z,t) = —pt+(x),  (2,t)€Q (4.21)
seklinde bir agirhik fonksiyonu tanimlayalim. (4.20) sartindan

oz, T) < My — BT <my < ¢(2',0), =z,2'€Q

oldugu goriiliir. Diger taraftan ¢ € C* (@) oldugundan, M; — BT < my < mg < my ve

o(z,t) >ms3, €Q,0<t<0y,

B (4.22)
olr,t) <mg, € T—20;<t<T
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olacak gekilde §; > 0 ve my, mg sayilar: vardir. Lemma 4.1 i uygulayabilmek i¢in 0 < y <
1 olmak {izere

1,0<t<T—26,
x(t) = (4.23)
0,.T—6,<t<T

seklinde bir x € C§°(R) kesme (cut-off) fonksiyonu tanimlayalim. Buna bagh olarak

z = (Oy)x
olsun. Bu durumda
2(2,0) = Oy (z,0)x(0) =0y (2,0) = f (z) R(z,0),
A, T) = O (a,T)x(T) =0, x €9,
bulunur. Ayrica,
Py=0wy+H- -Vy+Vy
olarak verildiginden
Pz = Oz+H-Vz+Vz
= Xx07y + 0xOwy + xH - V (Oy) + xV (9y)
= X(f(OR) — H -V () = VOy) + Ox0y + xH - V (Ory) + XV ()
= Xf(OR) + 0x0y, (2,t) €Q

yazilabilir. O halde z = (dyy)x € H'(Q) oldugu goz éniinde bulundurularak Lemma 4.1

(ii), z fonksiyonuna uygulanirsa her s > 0 igin
s [0 Odr < C [ r@m)Pe st +C | (@0 dudt + CeoD?
" ¢ ¢ (4.24)
bulunur. (4.24) esitsizliginde
D? = /T H - v|0ywy|*dS,dt
o Joa,

olarak tanimhidir. Burada ||0,y||12(g) < M 6nkabulii, 0 <t < T—20; veyaT =, <t < T

oldugunda 9,y = 0 olmasi ve (4.22) deki ikinci esitsizlik kullamlarak

-5,
/](@x)@ty]QeZs‘Pd:cdt = / /\ o) 0wy Pe** P dadt
Q

261

T—6,
< mgx]@txl%%m/ /\&y\zdxdt
0

T—261

< C’ezsm/ |0y |?dxdt < Ce*™ M? (4.25)
Q
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elde edilir. Ayrica R(z,0) # 0 ve z(x,0) = f(z)R(x,0), v € Q oldugu dikkate alinarak
/Q |2(x, 0)|2e2¢ @0 dy > C’/Q | f ()2 @0 dg (4.26)
esitsizligi yazilabilir. Bu nedenle (4.24) esitsizligi
S/Q | f ()2 @0 dg < C’/Q | () Pe® @D dudt + CM2e*™2 4 CeP* D?
halini alir. Diger yandan
pla,t) = =0t +¢(x) < Y(x) = @(2,0), (2,t) €
oldugundan
S/Q \f(x)|2ezs‘p(x’0)dx < C’/T/Q |f(a:)\2628‘p(x’0)da:dt + CM?e*m2 4 e D?
0
<cr /Q f(2)[2e29@0 4y + CMP2™ 4 CeCs D2
ve buna bagh olarak s > 0 igin
(s —CT) /Q |f(2)]2e®¢@0dz < CM?e>™ 4 Ce* D?
elde edilir. (4.22) den ¢(x,0) > m3 yazilabileceginden ve s > 0 secilerek

ge?sms / ]f(x)|2d:c < OM?e®™ 4+ Ce* D?
Q

ve buradan s, > 0 yeterince biiyiik bir sabit ve m, := mg — ms > 0 olmak iizere her
s > 8, i¢in
1f1172) < CM?e™>™ 4 Ce®* D? (4.27)

olarak bulunur. m
Simdi (4.27) egitsizliginin sag tarafinin uygun bir s > 0 segilerek daha da kiigiiltiilmesi
gerekir. Bunun icgin farkli iki durum ele alinacaktir:

1. Durum: D > M olsun. (4.27) esitsizliginden
||fH%2(Q) < (C’e’%m* + CeCS>D2 (4.28)

sonucuna varilir.

2. Durum: D < M olsun. Eger C yerine Ce“** yazilirsa, her s > 0 icin (4.27) esit-
sizliginin saglandig1 goriiriiliir. Burada amag (4.27) esitsizliginin sag tarafinin s ye gore
kiiciiltiilmesidir. Bunun icin M?2e=2™ = ¢“*D? alinarak

2 M

R S i
ST Cxom, 8D
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belirlenir. (4.27) esitsizligi
1£1172) < 2CM*7*D*

formuna indirgenir. Burada 6 = Ci’;m* € (0,1) dir.

Sonug olarak
||ing(Q) < max{(Ce 2™ + Ce“*)D?, 20 M?*~2' D*}

elde edilir. Boylece Teorem 4.1 (i) nin ispat1 tamamlanmig olur.
Simdi Teorem 4.1 (ii) yi ispatlayalim:
ii) 1lk olarak, (4.1) denkleminden

(Owy) + H(x) - VO + Vo = f(x)hR, (z,t) € Q,
(aty)(x70) = f(l‘)R(IB,O), z €

yazilabilir. 9,y € H'(Q) oldugundan ve 0;y fonksiyonuna Lemma 4.2 uygulanirsa,

T
!/I&y@zﬂfdx+l/ H )0 dS, di
Q 0 Jony

T
< Ol oy + 0/0 /aﬂ H - v||02dS,dt, 0<t< T (4.29)

elde edilir. (4.29) esitsizliginin sol tarafindaki ikinci terim ihmal edilir ve burada (4.25)

esitsizligi dikkate alinirsa o zaman

/|(0tx)6ty|262wd:vdt < C’eQSmQ/ |0y |2 dadt
Q Q

T
oo (I + [ [ V- viowPas.a)

o Joa_
bulunur. O halde (4.26) esitsizligi, yukaridaki son egitsizlik ve 9;R € L?(0,T; L>(Q))

IA

olmas1 goz oniinde bulundurularak (4.24) den
S/ |f(z)Pe2¢=0dz < C’/ | f|2e2° @) dadt
Q Q
T
+Ce* ™ || f|| 72 + C’ecs/ / |H - v||0y|*dS,dt + Ce®* D?
o Joa_
elde edilir. Ayrica ¢(z,0) > ¢(z,t), (x,t) € Q oldugundan
8/ |f(:t)|2628“0(x’0)dx < C’/ |f|2e2s‘p(x’0)dxdt
Q Q

T
+C€25m2||f||%2(9) + C’ecs/ - |H . 1/||8ty|2d5xdt + O@CSD
0
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yazilabilir.

Boylece

T
(5= C) [ 11@P#0ds < Cm| gy + 0 [ [ (t1-vlowPas,ar
0

oldugu goriiliir. Diger yandan (4.22) den ¢(x,0) > mg, x € Q esitsizligi kullanilarak

yeterince biiyiik s > 0 icin
T
S [y < O™ oy + € [ [ |- sligwPas.a
0
bulunur. Sonug olarak

”f”%%ﬂ) < Qe 25ms

T
M+ e [ [ | -vjowfas.a
0 o0

elde edilir. Yeterince biiyiik s > 0 segilerek, sag taraftaki ilk terim ikinci tarafa absorbe

edilir. Boylece (ii) nin ispati tamamlanir.

Son olarak Teorem 4.1 (iii) yi ispatlayalim.

iii) Eger ylpq «(o.r) = 0 sart1 Teorem 4.1 (ii) de elde edilen esitsizlikte kullanihrsa (4.19)
daki ikinci esitsizlik elde edilir. Diger taraftan yine (4.18) ve (4.29) kullamlarak (4.19)

daki birinci esitsizligin saglandig: kolayca goriiliir.

Simdi Teorem 4.1 yardimiyla V() katsayisinin belirlenmesi problemini ele alacagiz.

Teorem 4.2 Kabul edelim ki j = 1,2 olmak {izere
uj, Opu; € H'(Q) N L*(0,T; L®(1)),
fonksiyonlar
Owuj + H(z) - Vu,; + Vi(z)uj(z,t) =0, (x,t) € Q,
denklemlerini saglasin. Ayrica

up = ug, (x,t)€0N_x(0,7),
ui(-,0) = wus(+,0), x € Q

kosullar1 saglansin. Ek olarak:
i) H igin (4.4) sartim saglayan ¢ € C*(Q) fonksiyonu mevcut olsun;
ii) (4.17) sart1 saglansin, yani

T > maX;cq QZJ(CC) — minxeﬁ w(ZE) .

1

29

(4.30)

(4.31)

(4.32)
(4.33)



iii) M > 0 bir sabit olmak iizere
WVillze ), 10rusll 2o rsroe@)) < M, j = 1,2 (4.34)

olsun;

iv) Bir ¢y > 0 sabiti vardir oyle ki

luy (z,0)| > co, = €. (4.35)
Bu durumda

CYWVH - vd(wr — us)|| 200, x0ry) < Vi — Vall 2@

< CIVH - v0(u1 — u2)| 200, x(0.1)) (4.36)

olacak sekilde 2, T, H, v, a, M biiyiikliiklerine bagh bir C' > 0 sabiti vardir.

Sabit bir H(z) vektorii i¢in Teorem 4.1 ve Teorem 4.2, Machida and Yamamoto (2014)
tarafindan elde edilen sonug ile aymdir. Golgeleyen and Yamamoto (2016) tarafindan
H(x) in sabit olmadigi durum incelenmistir.

Ispat. Teorem 4.2 direkt olarak Teorem 4.1 kullamlarak ispatlanabilir. (4.31)-(4.35)

bagintilarindan elde edilen

Op(uy — ug) + H(2)V(ur — uz) + Viug — Vaug + (Viug — Viug) = 0,
ur — U2|aQ,x(0,T) = 0,
uy(-,0) —ug(-,0) = 0,

esitliklerinde y = u; — uo, f = V7 — V5 ve R = uy alinirsa

O + H(z) - Vy +Viy = f(z)R(z,1), (2,t) € Q,
y(z,0) =0, z € Q,
Yloa_xomr) =0
oldugu goriiliir. Ayrica burada dyy € H'(Q), [|0:Rl| 120 7,10y < M, R(2,0) = —a(w),

x € Q dir. O halde Teorem 4.1 (iii) den ispat tamamlanir.
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4.4 SONUC

Gaitan and Ouzzane (2014) ve Klibanov and Pamyatnykh (2008) de kullanilan temel
Carleman degerlendirmesi ikinci mertebeden hiperbolik denklemlerde kullanilan Carle-
man degerlendirmesiyle aymdir ve bu caligmalarda ¢oziimiin (—7',0) zaman araligia
genigletilmesi gerekir. Boyle bir genigleme, ispati daha uzun hale getirecegi gibi tipki
Klibanov and Pamyatnykh (2008) de oldugu gibi bilinmeyen katsay:1 ve baslangic deger
i¢in ek kogullarin varhgim gerektirir. Diger yandan Golgeleyen and Yamamoto (2016)
tarafindan elde edilen Carleman degerlendirmesi sayesinde boyle bir genislemeye ihtiyag
duyulmaz, kararlilik ispat1 daha da basitlesir ve temel kisimdaki H katsayisi iizerindeki
smirlamalar da hafifletilmis olur. Bununla birlikte (4.1) denklemi igin Carleman deger-
lendirmesi yapilirken H (x) temel katsay1 i¢in baz1 6n kogullarin kabul edilmesi zorunludur.
Ayrica burada verilen Carleman esitsizliklerinde (Lemma 4.1 ve 4.2) baglangi¢ verileri de
direkt olarak degerlendirmeye alinmaktadir. Gaitan and Ouzanne (2014) deki Carleman
degerlendirmesinde kullanilan agirhk fonksiyonu ile H(x) tizerine konulan kosul daha kar-
masik bir hal almaktadir ancak Lemma 4.1 ve Lemma 4.2 de alinan agirlik fonksiyonu ¢
ye linner olarak bagh olup Carleman degerlendirmesi i¢in H(z) iizerinde daha basit bir

sarta ihtiya¢ duyulmaktadir.
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