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BÖLÜM 1 

 

GİRİŞ 

 

Yaklaşım teorisi matematiğin birçok alanıyla ilgilidir. Yaklaşım teorisi bir fonksiyonun, daha 

kullanışlı ve basit olan bir diğer fonksiyon cinsinden gösterimini elde etmeyi amaçlar. 

 

Klasik yaklaşım teorisi, 1885 de Weierstrass’ın ispatladığı; sürekli her fonksiyona bir polinom 

fonksiyonu ile istenildiği kadar düzgün yaklaşılabileceğini gösteren teorem ile başlamıştır. 

Daha sonra Korovkin 1953 de yalnızca test fonksiyonlarının bir fonksiyona düzgün 

yakınsamasının, doğrusal pozitif operatör dizilerinin düzgün yakınsaması için gerekli ve 

yeterli olduğunu göstermiştir. Bu çalışma yardımıyla çeşitli doğrusal pozitif operatörler 

tanımlanarak yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Sonraki yıllarda birçok araştırmacı farklı 

uzaylar üzerinde bu koşulları araştırmıştır. Birçok operatör sınırsız aralıkta tanımlandığından 

bu operatörlerin  sadece ağırlıklı uzaylarda yaklaşım özellikleri çalışılabilmektedir. 

 

Voronovskaya 1932 yılında, Bernstein polinomları ve [0,1] aralığında sınırlı olup belli bir   

noktasında 2. türeve sahip ƒ fonksiyonu için asimptotik yaklaşım olarak adlandırılan;  

   
   

                              

eşitliğinin sağlandığını göstermiştir.  

 

Doğrusal pozitif operatörlerin bir diğer  genellemesi de operatörlerin    analizleridir. 

Yaklaşım teorisinde   genelleme kavramı ilk olarak 1987 de Lupaş tarafından Bernstein 

polinomlarına uygulanmıştır. Daha sonra farklı araştırmacılar tarafından literatürdeki birçok 

operatörün   genellemesi verilmiştir. 

 

Yaklaşım Teorisinde sıkça kullanılmaya başlanan istatistiksel yakınsaklık kavramı ilk kez 

1949 yılında Steinhaus tarafından tanıtılmış ve daha sonra 1951 yılında Fast tarafından 

geliştirilmiştir.
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Daha sonra bu tanım kullanılarak Gadjiev ve Orhan, 2002; Duman ve ark., 2003 tarafından 

Korovkin tipli yaklaşım için  güçlü sonuçlar elde edilmiştir. 

Bu tezde Voronovskaya tipli teoremi sağlayan bazı doğrusal pozitif operatörler tanıtılarak bu 

operatörlerin klasik anlamda yaklaşım özellikleri incelenecektir. Daha sonra farklı yakınsama 

türlerine göre yaklaşım özelliklerini sağlayan operatörler için Voronovskaya tipli teoremler 

verilecektir. Son olarak bazı   operatörler için Voronovskaya tipli yaklaşım teoremleri 

incelenecektir. 

 

1.1 [a,b] ARALIĞINDA TANIMLI SÜREKLİ FONKSİYONLAR UZAYI 

 

Tanım 1.1.1 

      aralığı üzerinde tanımlı, aralıktaki tüm noktalarda sürekli ve   da soldan   de sağdan 

sürekli olan            fonksiyonlar uzayına       aralığı üzerinde tanımlı sürekli 

fonksiyonlar uzayı denir ve        şeklinde gösterilir. Açıkça        uzayı  doğrusal uzaydır. 

 

Tanım 1.1.2 

          fonksiyonu sürekli olsun. Bu durumda 

         
       

                                                                                                                         

ile        uzayında bir normdur. 

Buna göre        uzayı açıkça normlu doğrusal bir uzaydır. 

Önerme 1.1.1 

            fonksiyon dizisinin bir          fonksiyonuna düzgün yakınsaması için 

gerekli ve yeterli koşul           gerçel sayılardan oluşan bir sıfır dizisi olmak üzere her 

       için 

                                                                                                                                           

eşitsizliği sağlanacak şekilde en az bir     sayısının olmasıdır(Coşkun 1997). 
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1.2  SONSUZ ARALIKTA TANIMLI SÜREKLİ VE SINIRLI FONKSİYON 

UZAYLARI 

 

Tanım 1.2.1 

          her     için 

   
     

                                                                                                                                               

olan sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her      için 

                                                                                                                                           

koşulunu sağlayan fonksiyonlar uzayına             denir. Burada   fonksiyonu ağırlık 

fonksiyonu olarak adlandırılır(Gadjiev 1976). 

Tanım 1.2.2 

                           ağırlık uzayı   üzerinde bir doğrusal uzaydır.  

Tanım 1.2.3 

  bir ağırlık fonksiyonu,        olsun. Bu durumda 

         
   

      

    
                                                                                                                            

ile       uzayı üzerinde norm tanımlanabilir. Bu norm ile        ve       uzayları normlu 

uzaydır(Gadjiev 1976). 

Tanım 1.2.4 

          sürekli fonksiyonu her    için        ve  

   
     

       

şeklinde bir fonksiyon olsun. Bu durumda her         için 
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koşulunu sağlayan fonksiyonlar uzayı    
     ile gösterilir ve açıkça bu uzay       uzayının 

alt uzayıdır(Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

 

1.3 DOĞRUSAL POZİTİF OPERATÖRLERİN GENEL ÖZELLİKLERİ 

Tanım 1.3.1 

  ve   fonksiyon uzayları olsun. Bu durumda her     için 

                                                                                                                                              

olacak şekilde     fonksiyonu varsa   dönüşümü  X uzayından Y ye bir operatördür denir. 

Örnek 1.3.1 

          aralığında tanımlı sürekli keyfi   fonksiyonu için,     olmak üzere Bernstein 

polinomlar dizisi 

          
 

 
 

 

   

            
 

 
  

şeklinde tanımlanır(Bernstein 1912). 

           ve           olsun. Bu durumda her     için  

       
 

   
  

       

       
 

  

 

de bir operatördür. Bu operatör Gauss-Weierstrass operatörü olarak adlandırılır(Altomare and 

Campite 1994). 

  doğrusal bir uzay olsun.   üzerinde doğrusal operatör tanımı aşağıdaki gibi verilir. 

Tanım 1.3.2 

 ,   uzayları doğrusal,         ve          olsun. 

      operatörü için 
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eşitliğini sağlayan   operatörüne doğrusaldır denir. 

Tanım 1.3.3 

                ,                  

olarak tanımlı fonksiyon uzayları için       operatörü doğrusal olsun. Bu durumda 

          ise  ’ye doğrusal pozitif operatör denir. 

Örnek 1.3.2 

                    olsun. Her         ve      için  

          
   
 

             
 

   
 

 

   

 

şeklinde tanımlı operatörler açıkça doğrusal ve pozitiftir. Bu operatör Meyer-Zeller operatörü 

olarak adlandırılır.   

             ve           olmak üzere 

  
     

 

  
 
 

 
                

olsun. Bu durumda 

        
   

 
     
    

           

 
   

   
  

 
 

   
  

 

   

 

şeklinde tanımlı doğrusal pozitif operatör Bernstein-Kantarovic operatörü olarak bilinir. 

Uyarı 1.3.1 

Doğrusal pozitif   operatörler negatif fonksiyonları negatif fonksiyonlara dönüştürür.  

Uyarı 1.3.2 

Doğrusal pozitif operatörler monotondur. 

Her     için 
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          için             dır. 

Yani 

           dır. Uyarı 1.3.1 den 

            olacağından 

                dır. 

Böylece                olur. 

 

Tanım 1.3.4 

  ve   normlu uzaylar ve      doğrusal operatör olsun. Her     için 

                

koşulunu sağlayan bir     sayısı varsa   ye sınırlı operatör denir. Bu     sabitlerinin en 

küçük alt sınırına   operatörünün normu denir. Kısaca 

                                                                                                                    

eşitliğiyle gösterilir. 

Uyarı 1.3.2 

       sınırlı doğrusal bir operatör ve        olsun. Bu durumda 

          
      

         
    

                                                                                                           

eşitliği geçerlidir(Rudin 1991). 

Kanıt: 

L operatörü sınırlı olduğundan her     için 
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eşitsizliği geçerlidir. Böylece 

   
      

         
    

        

olacaktır. 

Diğer taraftan infimum tanımından her     için  

                          

eşitsizliğini sağlayan en az bir      vardır.  

Böylece her     için 

          
     

          

eşitsizliği geçerlidir. O halde 

   
      

          
     

 
          
     

                                                                                  

eşitsizliğine ulaşılır.   istenildiği kadar küçük bir sayı olduğundan  

   
      

         
    

        

eşitsizliği gösterilmiş olur. Bu ise kanıtı tamamlar. 

Sonuç 1.3.1 

Sınırlı ve doğrusal      operatörü için  

       olmak üzere 

       
      

                                                                                                                      

eşitliği geçerlidir.  

Önerme 1.3.1 
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      bir doğrusal pozitif operatör olsun. Bu durumda her     için 

           

eşitsizliği sağlanır(Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

Kanıt: 

  operatörü doğrusal pozitif olsun. Uyarı 1.3.2 den doğrusal pozitif operatörler monoton 

olduğundan   operatörü 

           

eşitsizliğine uygulanırsa 

                          

olur. Operatörün doğrusallığından, 

                          

olacaktır. Dolayısıyla 

                  

bulunur. 

1.4  SÜREKLİ FONKSİYON UZAYLARINDA KOROVKİN  TİPLİ TEOREMLER 

Teorem 1.4.1 (Korovkin Teoremi) 

Her         ve         için    doğrusal pozitif operatörler dizisi  

   
   

     
                 

şeklinde verilen üç koşulu sağlıyorsa tüm    de sınırlı       de sürekli ve   da soldan   de 

sağdan sürekli her   fonksiyonu için 

   
   

                       

eşitliği geçerlidir(Korovkin 1960). 
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Kanıt: 

 , tüm   de sınırlı olduğundan her       için  

                                                                                                                                                         

olacak şekilde en az bir     vardır. 

         olduğundan 

her     için en az bir     bulunur, öyle ki           için ve          olduğunda 

              

eşitsizliği sağlanır. 

Her    ,         için 

        olduğunda da 

              

eşitsizliği doğrudur. 

Gerçekten         ve         olsun.         olduğunda 

              

koşulu    fonksiyonu   da soldan    de sağdan sürekli olduğundan yine doğrudur. 

Öte yandan  

        olduğunda ise 

      

  
   olup açıkça 

   
  

  
       

eşitsizliği geçerlidir. Üçgen eşitsizliği ve bu eşitsizlikleri kullanarak 

her     için 
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eşitsizliği elde edilir. Ayrıca 

                                                       

                                                    

                                                                                             

eşitsizliği geçerli olduğundan hipotezden      sıfır dizisi olmak üzere 

                     

olacaktır. Böylece  

                                           
  

  
     

               

                                            

bulunur. Ayrıca (1.1) eşitsizliğinden son eşitsizliğin her iki tarafının limiti alınacak olursa 

   
   

                       

eşitliği gösterilmiş olur. 

Böylece her          için         operatörler dizisinin   fonksiyonuna düzgün 

yakınsaklığı gösterilmiş olur. 

Lemma 1.4.1 

   doğrusal pozitif operatörler dizisinin   uzayından    ya dönüşüm yapması için gerekli ve 

yeterli koşul,   fonksiyonuna bağlı   sabiti için  

              

olacak şekilde bir    sabitinin bulunmasıdır(Gadjiev 1976). 

Kanıt 

Doğrusal pozitif operatörler dizisi       dan    uzayına bir dönüşüm olsun. Bu durumda her 

     için            olacaktır.  

                   



11 

olacağından      olur. Dolayısıyla           olacaktır.    uzayının tanımından  

         

    
    

eşitsizliğine ulaşılır.     üzerinden supremum alınırsa               eşitsizliği 

gösterilmiş olur.  

Diğer yandan     olsun. Açıkça 

               

eşitsizliği geçerli olur ve böylece 

        

eşitsizliği yazılabilir. Hipotez ve         operatörünün monotonluğu kullanılarak 

              

olur. Ayrıca 

                       
   

 
                          

olur. Bu ise             demektir.  

Sonlu aralıklar üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonlar için Korovkin Teoremi geçerli olup 

gerçel sayılar kümesi üzerinde sürekli olan fonksiyonlar için geçerli değildir. Bu durum 

Hacıyev tarafından kanıtlanmış olup Hacıyev Teoremi olarak bilinir. 

Teorem 1.4.2 (Hacıyev Teoremi) 

   dan    uzayına dönüşüm yapan bir    doğrusal pozitif operatörler dizisi,         olmak 

üzere  

   
   

     
            

şeklindeki üç koşulu sağlasın. Bu durumda en az bir       için  
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eşitsizliği geçerlidir(Gadjiev 1976).  

Sonuç 1.4.1 

   dan    uzayına dönüşüm yapan    doğrusal pozitif operatörler dizisi         olmak 

üzere  

   
   

     
            

şeklindeki üç koşulu sağlasın. Bu durumda her     
  için 

   
   

                  

eşitliği sağlanır. Böylece Korovkin Tipli bir teorem    ağırlıklı uzayında geçerli olmayıp   
  

alt uzayında geçerlidir. 
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2.BÖLÜM 

 

BAZI OPERATÖRLER İÇİN VORONOVSKAYA TİPLİ TEOREMLER 

 

Bu bölümde literatürde yer alan yedi farklı doğrusal pozitif operatör için bazı önemli eşitlikler 

ve Voronovskaya tipli teoremler verilecektir.  

 

2.1 BERNSTEIN POLİNOMLARI 

Tanım 2.1.1  

      aralığında tanımlı sürekli keyfi   fonksiyonu için,     olmak üzere Bernstein 

polinomlar dizisi 

          
 

 
 

 

   

            
 

 
  

şeklinde tanımlanır(Bernstein 1912). 

Uyarı 2.1.1 

Bu polinomlar binom açılımına dayanmaktadır.     ve     pozitif sayılar olmak üzere 

binom açılımı 

         
 

 
 

 

   

                                                                                                                        

biçiminde tanımlıdır. 

Burada         olmak üzere       alınırsa



14 

             
 

 
 

 

   

                                                                                              

olacağı açıktır. 

 

Lemma 2.1.1 

Bernstein polinomları doğrusaldır. 

Bernstein polinomları pozitiftir. 

Kanıt 

Bernstein polinomları doğrusaldır: 

Her        ; her            ve her     için 

              
 

 
           

 

   

        
 

 
  

                                 
 

 
   

 

   

          
 

 
     

 

 
   

 

   

          
 

 
  

                                               

olduğundan Bernstein polinomları doğrusaldır. 

Pozitiflik: 

Her          her     ve her         için 

             

olup  açıkça 

    için            

sağlanır. 

Lemma 2.1.2 

Bernstein polinomları için aşağıdaki  üç eşitlik sağlanır(Bernstein 1912). 
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Kanıt: 

           
 
 
   

 

   

                    

olur. 

Aynı  şekilde 

           
 
 
   

 

   

        
 

 
 

                     
   

   
     

 

   

        
 

 
 

                    
   

 
   

   

   

             

                                                                                                                  

bulunur. 

Son olarak 
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eşitliği geçerlidir. Bu ise kanıtı tamamlar. 

Teorem 2.1.1 

Bernstein polinomlar dizisi için 

   
   

                                                                                                                                 

   
   

                                                                                                                                  

   
   

                                                                                                  

eşitlikleri geçerlidir(Bernstein 1912). 

Kanıt 

                 eşitliği ve polinomların doğrusallığı kullanılarak Lemma 2.1.2 den 

                 
                    

     

                                  
                

         

                                
    

 
        

                             
    

 
 

elde edilir. 

       de norm tanımından              in maksimumu için türev kullanılarak 

  
    

 
 alınırsa    

    

 
  olacaktır. 

    
    

 
   için   

 

   
 olur.) 
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Böylece 

   
     

             
 

  
      

olur. Buradan 

   
   

      
                    

     
 
    

 
 

 

  
    

bulunur. 

Uyarı 2.1.2 

Korovkin Teoremi kullanılarak her           için 

   
   

                        

sağlanır(Hacısalihoğlu ve Hacıyev 1995). 

Lemma 2.1.3 

Bernstein polinomlarının merkezi momentleri aşağıdaki şekilde verilir(Şimşek 2013). 

Her         ve her      için 
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Teorem 2.1.2 (Voronovskaya) 

      aralığında sınırlı bir    fonksiyonu için         noktasında ikinci mertebeden türev 

sürekli ise bu durumda 

   
   

                
 

 
                                                                                           

eşitliği sağlanır(Voronovskaya 1932). 

Kanıt 

Her         ve sabit   noktası için   fonksiyonunun Taylor formülü  

                     
 

 
                                                                    

şeklinde verilir.   de sürekli ve 

   
   

         olan bir        fonksiyonu için Bernstein  polinomu (2.3) ün her iki tarafına 

uygulanırsa 

                                       
 

 
                    

                  
 

 
                    

elde edilir. Burada      eşitliği dikkate alınırsa 

             
      

  
                           

ifadesi geçerli olur. 

Bu son eşitlik düzenlenirse 

                
      

 
                                                                   

eşitliğine ulaşılır. O halde 
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olduğu gösterilirse istenen gösterilmiş olur. 

Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden 

                                    
 

           
    

 

                                               

eşitsizliği geçerlidir. 

         

olduğundan Teorem 2.1.1 gereğince 

   
   

          
                 

olur. 

Diğer yandan (2.2) kullanılırsa, (2.4) ifadesi 

                        
                      

  
 

 

 

           
     

 

  

                                                            
 

  

şeklinde ifade edilir. Dolayısıyla 

   
   

                        

bulunur. Bu ise kanıtı tamamlar. 

 

2.2. BERNSTEIN-DURRMEYER OPERATÖRLERİ 

Tanım 2.2.1  

     sabiti için  

         
 

 
                            

olmak üzere Bernstein-Durrmeyer operatörlerinin       operatörlerin sınıfı 
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şeklinde tanımlanır(Durrmeyer 1967). 

Uyarı 2.2.1 

                     ve       bir sabit          olmak üzere Taylor formülü 

      
       

  

 

   

       

şeklinde tanımlıdır(Walczak 2004). 

Lemma 2.2.1 

                  olsun. Bu durumda          sabiti için 

      
        

olmak üzere 

           

           
      

     
                                                                                                                    

                                                
             

                                                                                                                                   

eşitlikleri geçerlidir(Derriennic 1981). 

Lemma 2.2.2 

Her       ve     için         olmak üzere 

                         
      

 
 

   

     
 

   

                                                  

eşitliği geçerlidir. 



21 

Burada           ,   in polinomlarıdır(Ditzian 1989). 

Lemma 2.2.3 

Her     için,       pozitif  sabiti yardımıyla 

         
             

   

eşitsizliği geçerlidir(Walczak 2004). 

Kanıt  

Lemma 2.2.2 den 

                            

 

   

 
      

 
 

   

      

eşitsizliği geçerlidir. 

Lemma 2.2.1 kullanılarak 

                  

 

   

                   
   

eşitsizliğine ulaşılır. 

Lemma 2.2.4 

     bir sabit,          
  ve     için 

             
      

  

 

   

 

eşitsizliği geçerlidir(Walczak 2004). 

Kanıt 

    için 
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olur. 

     için 

             
 

  

 

   

     
                 

                         
 

  

 

   

                   

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca         ve           için 

               

eşitsizliği geçerlidir. 

Buradan               için 

             
      

  

 

   

 

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 2.2.1 

        
    ,       ve         için;      iken 

               
                            

      
 

                                    
                            

      
 

                                     
 

   
 

 

                                                                                                             

eşitliği geçerlidir(Walczak 2004). 

Kanıt 

    ve         için Bernstein-Durrmeyer Operatörü  (2.7) eşitliğini sağlasın. 
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    ve           

 
             

olmak üzere       için             
       

olur. 

Böylece her      için Taylor formülünden        olmak üzere 

         
         

  

     

   

                                                                                 

eşitliği geçerlidir. 

Burada          ve               için 

      
      fonksiyonu,       

    uzayının bir elemanı olup 

   
   

        

koşulunu sağlar. 

Dolayısıyla,     için 

                    

 

   

            
      

  

 

   

 

 

 
         

  

     

   

         

                                           
      

  

 

   

 

 

 

   

                       

                                                                                                                                                

eşitliği elde edilir. 

Burada 
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eşitlikleri geçerlidir. 

Burada 
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eşitlikleri ile (2.5) ve (2.6) kullanılarak 

             
                            

      
 

                
                                 

      
                                                                    

eşitliği yazılabilir. 

  ,         e ait bir fonksiyon olmak üzere 

   
   

              

olsun. Hölder eşitsizliği ve Lemma 2.2.3 kullanılarak 

               
     

  

 

   

                        

ve 

                  

 

   

           

 

 

                 

                                   

olduğundan 

                
        

 

                  
 

  

                   
     

    
 

 

 

      
        

 

  

eşitsizliği geçerlidir. 

Böylece 

  
         olduğundan 

   
   

     
          

        dır. 
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Dolayısıyla      iken 

           
 

   
 

 

                                                                                                                           

eşitliği geçerlidir. 

(2.8), (2.9) ve (2.10) birlikte düşünülürse, aranan (2.7) eşitliği elde edilmiş olur. 

Bu ise kanıtı tamamlar. 

 

2.3 BERNSTEIN-KANTOROVICH OPERATÖRÜ  

Tanım 2.3.1 

         ve           olmak üzere 

  
     

 

  
  
 
                olsun. Bu durumda 

        
   

 
   

           

 
   

   
  

 
 

   
  

 

   

                                                                                      

şeklinde tanımlı operatör Bernstein-Kantorovich operatörü olarak adlandırılır(Kantorovich 

1930,  Kahvecibaşı 2014). 

Lemma 2.3.1 

(2.11) de tanımlı         operatörü doğrusal ve pozitif bir operatördür. 

Kanıt 

Doğrusallık: 

Her            ve her       için 
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olduğundan         doğrusal bir operatördür.  

Pozitiflik: 

     ve         için     olsun. Bu durumda 

 

  
 
 

 
                  

ve 

         

 
   

   
  

 
 

   
  

 

eşitsizlikleri geçerlidir. Dolayısıyla         pozitif bir operatördür. 

Lemma 2.3.2 

   
   

                     

   
   

                     

   
   

     
                  

   
   

     
                  

   
   

     
                  

eşitlikleri geçerlidir(Kantorovich 1930, Kahvecibaşı 2014). 

 

Teorem 2.3.1 
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  fonksiyonu        aralığında sınırlı,        aralığında ise bir   noktasında ikinci türevi 

mevcut olsun. Bu durumda 

   
   

                              
      

 
 

eşitliği sağlanır(Kahvecibaşı 2014). 

Kanıt 

Bir   fonksiyonunun bir   noktasındaki Taylor açılımı 

          
 

  
           

 

  
                     

şeklinde yazılabilir. Burada 

        
 

  
              

 

  
                                                                             

kalan terimdir. Kalan terim için 

   
   

       

olmak üzere 

                     

eşitliği geçerlidir. 

Dolayısıyla      sınırlıdır. Yani her   sayısı için bir      vardır öyle ki 

         

eşitsizliği sağlanır. 

Bu durumda (2.12) eşitliği 

          
 

  
           

 

  
                          

olarak gösterilir. Daha sonra her iki tarafın 

   
 

   
      

   

   
     aralığında integrali alınıp, her iki taraf 
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ile çarpıldıktan sonra her iki tarafın   üzerinden    ya kadar toplamı alınırsa operatör dizisi 

için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 

         
   

 
   

 

 

   

          

 
   

   
  

 
 

   
  

  
   

 
   

 

 

   

                

 
   

   
  

 
 

   
  

 

                     

                    
   

 
   

 

 

   

    
 

  
              

 
   

   
  

 
 

   
  

 

                    
   

 
   

 

 

   

                  

 
   

   
  

 
 

   
  

 

eşitliği geçerlidir. Böylece 
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olarak yazılabilir. Dolayısıyla 

                                 
      

 
        

                  
   

 
   

 

 

   

                  

 
   

   
  

 
 

   
  

 

eşitliği geçerlidir. Buradan  

                  
 

   
 
      

 
 
             

       
  

                  
   

 
   

 

 

   

                  

 
   

   
  

 
 

   
  

                                                               

eşitliği doğru olacaktır. (2.13) eşitliğinde 4.terim 

      
   

 
   

 

 

   

                  

 
   

   
  

 
 

   
  

 

şeklinde adlandırılırsa eşitlik 

      
   

 
   

 

       

                  

 
   

   
  

 
 

   
  

 

             
   

 
   

 

       

                  

 
   

   
  

 
 

   
  

                                                              

halini alır. Ayrıca 

        iken            olacağından bu eşitsizlik ve          eşitsizliği (2.14) de 

yerine yazılırsa 
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eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla eşitsizliğin son hali 

                  
   

 
   

 

       

            

 
   

   
  

 
 

   
  

 

şeklinde olacaktır. Burada 

        ifadesi yerine yazılırsa 

          
             

       
   

   

 
   

 

       

            

 
   

   
  

 
 

   
  

 

eşitsizliğine ulaşılır. Toplamın ikinci kısmında 

  
   

 
   

 

       

            

 
   

   
  

 
 

   
  

 

tanımlaması yapılırsa ve         için 
      

  
   eşitsizliği kullanılırsa 

  
   

 
   

           
      

  
  

 
   

   
  

 
 

   
  

       

 

bulunur.          olduğundan 
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eşitsizliğine ulaşılır. 

Bu ifade (2.15) de kullanılırsa 

          
             

       
  

 

  
        

bulunur. Yine         in bu eşitsizlik de yerine yazılmasıyla 

          
             

       
  

               
 

  
 
                                      

      
  

              
 

  
 
                      

 

 

      
  

eşitsizliği elde edilir. Her iki tarafın limiti alınırsa 

   
   

          
   

  
               

       
  

                           
   

 

  
 
                      

      
  

                          
   

 
                               

 

 

      
  

                         
   

        

ifadesi doğru olacaktır. Böylece          olduğundan 

   
   

         

eşitliği gösterilmiş olur. 
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        operatörler dizisi için 

                  
 

   
 
      

 
 
             

       
        

eşitliği geçerli olduğundan 

                      
  

   
 
      

 
 
                

       
         

eşitliği yazılabilir. Açıkça her iki tarafın limiti alınarak 

   
   

                        
   

  

   
 

                                                    
      

 
   
   

 
                

       
     

   
       

                                                             
      

 
 

eşitliğine ulaşılır. Bu ise kanıtı tamamlar. 

 

2.4  SZASZ-MIRAKYAN-BERNSTEIN OPERATÖRLERİ 

Tanım 2.4.1 

         ve     olsun. 

        
         

  
 

ve 

         
 

 
                 

olmak üzere 
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ile tanımlı operatöre Szasz-Mirakyan-Bernstein operatörü denir. 

Lemma 2.4.1 

        ve     olmak üzere    (             fonksiyonları için  

            

            

            
             

   
 

            
               

   
 
           

    
 

         

    

 

   

                         

            
                

   
 
             

    
 

         

    

 

 

 
               

   
  

         

    

 

   

                                                            

eşitlikleri geçerlidir. Bu durumda Szasz-Mirakyan-Bernstein operatörünün merkezi 

momentleri 

               

              
             

   
                                                                                             

              
           

    
 

         

    

 

   

                                                                         

              
        

    
 

         

    

 

   

 
               

   
  

şeklindedir. 

Kanıt 

    olduğunda istenen eşitliklerin doğrulukları açıktır. 
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   olsun. (2.16) da tanımlı operatör için (2.17), (2.18) ve (2.19) ifadeleri aşağıdaki biçimde 

hesaplanır. 

                

 

   

          

   

   

                

 

   

 

olur.    fonksiyonu için  

                             
 

   
         

 

   

     

   

   

 

   

 

eşitsizliği geçerlidir. Benzer şekilde    fonksiyonu için 

                

 

   

          
    

 

   
 
 

   

   

             
  

      

   
 

 

   

 

                                
      

  

 

   

 
           

       

 

   

 

                    
      

    
 

         

  

 

   

    
             

   
 

eşitliği doğrudur.    fonksiyonu operatörde yerine yazılırsa 

                              
 

   
 
 

   

   

 

   

 

                          

 

   

       
        

   
 
            

     
  

                     
               

   
 
               

    
 

     

    

 

   

 

olacaktır. Son olarak    fonksiyonu için  
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eşitliği geçerlidir. Gerekli sadeleştirmeler yapılarak 

            
                

   

 
             

    
 

         

    

 

   

 
               

   
  

         

    

 

   

 

eşitliğine ulaşılır. 

Şimdi de operatörün merkezi momentleri hesaplanacaktır. Operatörün doğrusallığından 

                                

ve 

                                             

eşitlikleri yazılabilir.          ,           in sağladığı eşitliklerden (2.19) geçerlidir. 

Benzer şekilde  
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eşitliklerinde  (2.17) ve (2.18) eşitlikleri kullanılarak kolayca elde edilir. 

Aşağıdaki lemma kanıtsız olarak verilecektir. 

Lemma 2.4.2 

Her         ve     için    ;       de tanımlı    
   

        olan bir fonksiyon olmak 

üzere 

                    
 

   
 
 

                                                                                                       

eşitsizliği geçerlidir. 

Aşağıda (2.16) ile tanımlı operatörler dizisi için Voronovskaya tipi teorem verilmiştir. 

Teorem 2.4.1 

          olsun. Bu durumda (2.16) ile verilen operatör için 

   
   

                  
 

 
                       

eşitliği geçerlidir. 

Kanıt 

Sabit bir    noktası ve her          için    fonksiyonunun Taylor formülü 

                     
 

 
                                                                   

şeklindedir. 

Burada             noktasında sürekli ve 

   
   

                                                            

olan bir fonksiyondur. 

(2.21)  eşitliğinin her iki tarafına (2.16) operatörü uygulanırsa 
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eşitliği elde edilir. (2.19) eşitliği dikkate alınarak 

             
             

    
                           

ifadesine ulaşılır. Son eşitlik düzenlenerek 

                  
             

 
                              

ifadesi bulunur. Bu son eşitlikte de 

   
   

                         

olduğu gösterilirse kanıt tamamlanmış olur. 

Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılarak 

                            
               

 

            
     

 

                             

eşitsizliğine ulaşılır. Kabulden 

         olduğundan 

   
   

           
 
                

bulunur. 

Diğer taraftan (2.20) eşitsizliği kullanılarak (2.22) ifadesinden, 

                            
        

 

   
 
 

 

 

 

            
 
    

 

 

                                                                       
 
    

 

 

eşitsizliği bulunur. 
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Böylece istenen 

   
   

                        

ifadesine ulaşılmış olur. 

 

2.5 SZASZ-MIRAKYAN OPERATÖRÜ 

Tanım 2.5.1 

     ve      olmak üzere      ,     ,      olsun. 

      
  

 
 
    

 
  

ve 

        
 

      
 
      

     
                                                                                                               

olarak tanımlansın. 

Bu durumda         ve         ile gösterilecek olan Szasz-Mirakyan operatörleri, 

                  
  

 

 

   

                                                                                                                

                
 

 

 

   

       

    

                                                                                        

şeklinde tanımlıdır(Firlejand and Rempulska 1997). 

Uyarı 2.5.1 

          ,          ,      ve           üzerinde ağırlık fonksiyonu 

        ve     için 
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formülü ile verilsin. 

     olmak üzere sürekli ve sınırlı gerçel değerli fonksiyonlar uzayı,    ile gösterilecektir. 

Burada    üzerinde norm 

                        

ile tanımlanır. 

     sabiti için 

  
          

          olur(Rempulska and Skorupka 1995). 

Tanım 2.5.2 

   uzayında    ve      operatörleri aşağıdaki şekilde tanımlanacaktır. 

    ,      ve      olmak üzere 

        
 

        
 
        

       
 

ve 

    
   

    

 
 
    

  
  

olsun. Bu durumda 

        
    

        
           

    

  
 

 

   

                                                                            

        
    

        
         

 

 

 

   

        

    
 

                  

eşitlikleri geçerlidir. 

Açıkça    ,    ,    ,    operatörleri    uzayında doğrusal pozitif operatörlerdir(Firlej and 

Rempulska 1997). 

Uyarı 2.5.2 
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i) Her     ve      için 

 

                                                                                                              

 

ii) Her     ,      için 

      
      

        
 

      
      

        
 

                                                                                                                                         

eşitlikleri geçerlidir.  

Aşağıdaki lemma kanıtsız olarak verilecektir. 

Lemma 2.5.1 

Her       ve      için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir(Rempulska and Skorupka 1995). 
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Lemma 2.5.2 

Belirli bir       noktası için 

   
   

                
   

               

   
   

                
   

                                                                                          

ve 

   
   

 

 
 
 

 
          

     

         
     

         
     

         
     

     

eşitlikleri geçerlidir(Rempulska and Skorupka 1995). 

Lemma 2.5.3 

Sabit bir       için pozitif bir        sabiti vardır öyle ki her     için 
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eşitsizlikleri geçerlidir(Rempulska and Skorupka 1995). 

Kanıt 

Yöntem benzer olduğundan sadece    için kanıt verilecektir. 

(2.25) eşitsizliklerinden her      ve       için 

                
       

          
 

   

     
        

            
   

          
 

   

     
        

eşitsizlikleri geçerlidir. Dolayısıyla 

                   

          ,            

eşitsizliği doğrudur. 

Bu eşitsizliği kullanarak, (2.25) denkleminden      ve     için 

         
        

                               
    

 

 
                

                                   
  
 

  
                           

  
  

       

                                                                    
      

   

                                       
                    

   

eşitsizliği geçerlidir. Dolayısıyla kanıt tamamlanmış olur. 

Lemma 2.5.4 

     olmak üzere sabit bir    noktası için        ,    uzayına ait bir fonksiyon olsun. 

Bu durumda 

   
    

           olduğundan 
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eşitlikleri sağlanır(Rempulska and Skorupka 1995). 

(2.23) ile tanımlanan    operatörü için Teorem 2.5.1 de Voronovskaya tipli bir teorem 

verilecektir. 

Teorem 2.5.1 

    
  ve      olmak üzere, belirli her       için 

   
   

                
 

 
                                                                                                      

eşitliği geçerlidir(Rempulska and Skorupka 1995). 

Kanıt 

      belirli bir nokta olsun. 

Her      için 

             uzayına ait ve    
    

          eşitliğini sağlayan bir fonksiyon olmak üzere 

Taylor formülünden 

                        
 

 
             

               
                              

eşitliği geçerlidir. 

(2.27) , (2.23) ve (2.24) ifadelerinden, her     için 

                                    
 

 
                

      

                                                         
                                                                               

eşitliği geçerlidir. 

Lemma 2.5.2 den 
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eşitlikleri elde edilir. 

(2.23) ifadesi ve Hölder eşitsizliği kullanılarak, her     için 

                 
            

            
 

           
      

 

                                   

eşitsizliği geçerlidir. 

Her     için  

                  fonksiyonu 

            ve    
    

          koşullarını sağlar. 

Bu özellikler ve Lemma 2.5.4 kullanılarak 

   
   

    
               

   
                                                                                         

eşitliğine ulaşılır. 

(2.26) ve (2.31) eşitliklerini kullanarak (2.30) eşitsizliğinden 

   
   

                 
                                                                                                         

eşitliği geçerlidir. 

(2.28) , (2.29)  ve (2.32) ifadeleri kullanılarak 

   
   

                     
  
 
        

eşitliğine ulaşılır. 

Bu ise kanıtı tamamlar. 
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2.6 GENELLEŞTİRİLMİŞ SZASZ-MIRAKYAN OPERATÖRLERİ 

Tanım 2.6.1 

         ,          
        ifadelerini sağlayan    üzerinde sürekli türevlenebilen bir 

fonksiyon olsun. 

                     
       

 

  
 

 şekilde tanımlanmak üzere  Genelleştirilmiş Szasz-Mirakyan operatörleri 

  
                          

 

   

  
 

 
 
       

 

  
        

          

                    

 

   

     
 

 
                                                                                                           

şeklinde tanımlanır(Szasz 1950). 

          şeklinde tanımlı fonksiyon için 

     ise,   
 
     dır. 

  
                                                                                                                                                      

  
                                                                                                                                                  

ve 

  
              

    

 
                                                                                                                    

olduğu açıktır. 

Tanım 2.6.2 

             olarak tanımlansın. Bu durumda açıkça  

   
   

       

olur. 
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      fonksiyonuna bağlı bir sabit olmak üzere 

    
                               bir ağırlıklı uzaydır. 

    
    uzayında norm ise 

            
      

    
 

şeklinde tanımlıdır. 

    
   uzayına ait tüm sürekli fonksiyonların alt uzayı,     

   ile gösterilecektir. 

   
   

    

    
    

olmak üzere       
    fonksiyonlarının alt uzayı   

      ile gösterilecektir ve burada 

   ,    e bağlı bir sabittir. Ayrıca  
    

    
  şeklinde verilen       

    fonksiyonlarının uzayı 

    
   olarak gösterilecektir. 

Bu uzaylar için 

  
          

       
       

    kapsaması geçerlidir. 

Lemma 2.6.1 

      
       

   doğrusal pozitif bir operatör olması için gerekli ve yeterli koşul     

ve     pozitif bir sabit olmak üzere 

                 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır(Hacıyev 1974-1977). 

Teorem 2.6.1 

         ,      
       

   doğrusal pozitif operatörlerin bir dizisi olsun. 

Bu durumda eğer 
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eşitliği sağlanırsa her     
      için 

   
   

           

eşitliği geçerlidir (Hacıyev, 1974-1977). 

(2.34), (2.36) ve Lemma 2.6.1 den    
 

  ;     
       

   doğrusal pozitif bir operatördür. 

Teorem 2.6.2 

Her     
      fonksiyonları ve (2.33) ile tanımlı operatör için 

   
   

             

eşitliği geçerlidir(Aral et al. 2014). 

Kanıt 

Teorem 2.6.1 den 

   
   

   
 
        

 
                                                                                                     

olduğunu kanıtlamak yeterlidir. 

(2.34) ve (2.35) den 

   
       

 
   

ve 

   
       

 
   

eşitlikleri geçerlidir. Dolayısıyla (2.37) ifadesi       için gösterilmiş olur. Diğer taraftan 

   
         

 
        

    

          
 
 

 
                                                                          

olacaktır. 

Bu ifade ise     için (2.37) ifadesinin sağlanması demektir. Teorem 2.6.1 den kanıt 

tamamlanmış olur. 
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Tanım 2.6.3 

Szasz-Mirakyan operatörü,          sınırsız aralığı üzerinde tanımlı uygun bir   

fonksiyonu için Bernstein operatörünün bir genellemesi 

               
 

 
 

 

   

     

  
                                                                                                           

eşitliği ile tanımlanır. 

Teorem 2.6.3 

        olsun. 

     ve      noktasında        nin birinci ve ikinci türevleri olsun. 

Eğer         nin ikinci türevi    da sınırlı ise 

   
   

    
             

    

 
                                                                                   

eşitliği geçerlidir(Aral et al. 2014). 

Kanıt 

        noktasında        nin Taylor genişlemesi kullanılarak 

                                                           

           
 

 
                          

 
                 

 
                                          

eşitliği geçerlidir. Bu durumda     ve    arasında bir    keyfi sayısı vardır öyle ki 

      
                               

 
                                                                             

eşitliği sağlanır. 

(2.39) den her    için 

    iken 0  a yaklaşan ve           eşitsizliğini sağlayan her   için 

(2.38) eşitliğine (2.33) operatörü uygulanırsa 
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eşitliği geçerlidir. 

(2.34), (2.35) ve (2.36) ifadelerinden 

   
   

   
 
                  

   
   

   
 
            

 
         

eşitliği geçerli olur ve böylece 

   
   

    
            

    

 
                   

   
   

 
                 

 
    

eşitliğine ulaşılır. 

Bu eşitliğin sağ tarafındaki son terimler dikkate alınarak 

        için           olacak şekilde     seçilsin.     olmak üzere 

                             

ifadesi    nun tanımından geçerlidir. 

Dolayısıyla  

              için 

                 
 
               

 
  

eşitsizliği sağlanır. 

Eğer                ise 

          olduğunda 
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eşitsizliği geçerlidir. Böylece 

  
 
                 

 
       

 
            

 
    

 

  
  
 
            

 
    

eşitsizliği sağlanır. Yapılan hesaplamalar sonucunda 

  
 
            

 
      

 

  
  

eşitliğine ulaşılır. Böylece 

   
   

   
 
                 

 
      

eşitliği gösterilmiş olur. 

 

2.7 GENELLEŞTİRİLMİŞ FAVARD-SZASZ OPERATÖRLERİ 

    polinomları, 

       
               

      
 

şeklinde tanımlansın. 

       
   

     

 

   

 

olarak verilmek üzere 

                    
  

 

   

                                                                                                  

eşitlikleri yardımıyla aşağıdaki tanım verilecektir. 

Tanım 2.7.1 

        aralığında gerçel değerli sürekli fonksiyonların uzayı           olsun. 
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    ,     için   

           ağırlıklı fonksiyonu  

     
   

           
          normu ile birlikte 

                                                         

olarak tanımlanır(Ciupa 2005). 

Tanım 2.7.2 

    ,          olmak üzere doğrusal pozitif         operatörü 

        
 

           
    

 

   

      
  

 
                                                                   

olarak tanımlanır. 

Burada,           için            dır(Ciupa 2005). 

Lemma 2.7.1 

Her           ve     için 

                       
 

 
      

                            
 

 
           

 

 
 

 

  
          

                           
    

  

 
   

  

  
   

 

  
  

                                 
  

  
   

 

  
   

 

  
 

eşitlikleri geçerlidir. 

    alınırsa ve   parametresine ilgili genelleştirilmiş fonksiyonun ardışık kısmi 

diferensiyeli uygulanırsa 

          pozitif sabitler olmak üzere 
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formülleri elde edilir(Ciupa 2005). 

Aşağıdaki üç lemma kanıtsız olarak verilecektir. 

Lemma 2.7.2 

Her            sabit noktası için 

   
   

                    

   
   

           
         

eşitlikleri geçerlidir(Ciupa 2005). 

Lemma 2.7.3 

Her            sabit noktası için    a bağlı        pozitif sabiti vardır öyle ki her     

için, 

         
             

 

  
 

eşitsizliği sağlanır(Ciupa 2005). 

Lemma 2.7.4 

    ,     ve     ;     
 

       
  eşitsizliğini sağlayan 

bir doğal sayı olmak üzere 
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her            ve      için 

         
       

        

     
 

                            
        

     
 
   

 
 

eşitsizlikleri geçerlidir(Ciupa 2003). 

Burada         , yalnızca   ve    ’e bağlı pozitif sabittir. 

Lemma 2.7.5 

            sabit bir nokta ve            bir fonksiyon olmak üzere 

   
   

          

ve 

   
   

                 

eşitlikleri geçerlidir(Ciupa 2005). 

Kanıt 

      olsun. Her      ve     için 

                         
 

            
    

 

   

       
  

 
     

        fonksiyonunun özellikleri yardımıyla her     için 

         

eşitsizliğini sağlayan pozitif bir      sabiti vardır. Buradan     olmak üzere 

            

olacaktır. 

Diğer taraftan 

         olan bir pozitif sabit vardır öyle ki      için 
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eşitsizliği sağlanır. Böylece 

                         
 

            
            

  

 
     

 
  

 
      

 

                                                
 

            
            

  

 
           

 
  

 
      

 

eşitsizliği geçerlidir. 

        fonksiyonunun tanımından 

   
 

 
     

 

            
          

 
  

 
      

 

 
              

 

 
 

eşitsizliği yazılabilir. Diğer taraftan 

        
 

            
            

  

 
      

  
  

 

 
  

 
      

  
  

  

         
    

 

            
         

 
  

 
      

  
  

  

olacaktır. 

 
  

 
       için 

 

  
 
  

 
    

 

   

eşitsizliği geçerlidir. 

Lemma 2.7.4  den 
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olacaktır. 

Her      ve   , ,  sabitleri için 

bir                          doğal sayısı vardır öyle ki  

   
 

 
 

olur. 

Böylece her      için 

                      

ve 

   
   

                      

ifadeleri geçerlidir. Dolayısıyla 

   
   

                 

eşitliğine ulaşılır. 

Bu sonuçlar dikkate alınarak Voronovskaya-tipli bir teorem verilecektir. 

Teorem 2.7.1 

    sabiti için,   
          

          olsun. 

Her     
  ve her            sabiti için 

   
   

                
 

 
                  

eşitliği geçerlidir(Ciupa 2005). 

Kanıt 

           sabit noktası için Taylor formülü kullanılırsa 
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her           için 

                  
      

 

 
      

                      
  

eşitliği geçerlidir. 

Burada         geri kalan kısmın Peano formu olup             ve 

   
   

           dır. 

           olduğundan 

                                 
 

 
                

      

                                                    
                                                                                     

eşitliği geçerlidir. 

Cauchy eşitsizliği kullanılarak 

                 
            

            
 

            
      

 

   

eşitsizliği bulunur. 

 Her     ve Lemma 2.7.5  den                   dır. 

Böylece 

   
   

    
              

olacaktır. 

Buradan Lemma 2.7.3 kullanılarak 

                  
           

            
 

           
 

  
 

 

 

 

eşitsizliği elde edilir. 

Böylece  
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eşitliği doğru olur. 

Lemma 2.7.2 kullanılarak 

   
   

                               
  
 
        

eşitliği gösterilmiş olur. 
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BÖLÜM 3 

 

FARKLI ANLAMDA YAKINSAYAN  BAZI OPERATÖRLER İÇİN 

VORONOVSKAYA TİPİ TEOREMLER 

 

3.1 İSTATİSTİKSEL YAKINSAK DOĞRUSAL POZİTİF OPERATÖRLER 

Bu kesimde (Doğru 2008) operatörün özellikleri incelenecektir. 

Tanım 3.1.1 (İstatistiksel Noktasal Yakınsaklık) 

Her     ve her bir     için 

                      

koşulu sağlanıyorsa bu durumda      dizisi       fonksiyonuna   üzerinde istatistiksel 

noktasal yakınsak denir ve      (istatistiksel) ile gösterilir(Duman ve Orhan 2004). 

Tanım 3.1.2 (İstatistiksel Düzgün Yakınsaklık) 

     ,   üzerinde sınırlı fonksiyonların bir dizisi olsun. Eğer  

      
   

             

ise bu durumda      dizisi       fonksiyonuna   üzerinde istatistiksel düzgün yakınsak 

denir ve      (istatistiksel) ile gösterilir(Duman ve Orhan 2004). 

Tanım 3.1.3 

     
  
   
   

  
     

   
 

   
   

    
 

   

    
 

 
 ve        

 

 
    olsun.
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         aşağıdaki koşulları sağlamak üzere 

(i)       dizisinin her elemanı            
 

 
  diskini içeren bir   bölgesinde analitiktir. 

(ii)    
     

  

   
                   için 

(iii)            her      
 

 
    için 

(iv)    
   

      
 

 

    
      ve    

   
      koşullarını sağlayan bir      dizisi vardır. 

Bu durumda 

        
 

     
   

 

    
   

 

 

   

   
  

  
                                                                                           

şeklinde tanımlıdır(Doğru 2008). 

Lemma 3.1.1 

Her     ,             
 

 
  olmak üzere (3.1) operatörü için 

                                                                                                                                                   

                                                                                                                                                    

     
                                                                                                                                   

olur(Doğru 2008).  

Tanım 3.1.4 

Bir      dizisinin bir   sayısına istatistiksel yakınsak olması, her     için 

                                                                                                                        

olmasıdır. Burada          olmak üzere 

        
   

 

 
            

olup     kümesinin yoğunluğudur(Niven and Zuckerman 1980). 
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Burada     için     ile   kümesinin eleman sayısı gösterilmektedir. 

Örnek 3.1.1 

        ,            
 

 
 ,                dır. 

Uyarı 3.1.1 

Herhangi yakınsak bir dizi istatistiksel olarak yakınsak olmasına rağmen bu durumun tersi 

doğru değildir. Örneğin 

    
         

         
                      

dizisi istatistiksel olarak    sayısına yakınsaktır. Ancak açıkça       durumunda klasik 

anlamda yakınsaklık söz konusu değildir. 

Örnekten de görüldüğü gibi istatistiksel yakınsaklık kavramı daha geniş çalışma alanı 

sağladığından araştırmacılar için önem taşımaktadır(Canatan 2014). 

Lemma 3.1.2 

        , (3.1)  ile tanımlanmış olsun. Bu durumda 

    
            

    
                                                                                                                

eşitsizliği geçerlidir(Canatan ve Doğru 2012). 

Lemma 3.1.3 

        , (3.1) ile tanımlanmış olsun. Bu durumda 

    
            

     
       

                                                                                              

eşitsizliği sağlanır(Canatan ve Doğru 2012). 

Teorem 3.1.1 

        , (3.1) ile tanımlanmış olsun. Bu durumda 

      
   

               
      

 
                                                                                                 

eşitliği geçerlidir(Canatan ve Doğru 2012). 
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Kanıt 

Taylor seri açılımı kullanılarak 

                     
      

  
                                                               

elde edilir. 

       
       

  
         dır. Üstelik bu fonksiyon sürekli ve     için 0 a yaklaşır. 

(3.5) de 

  
 

    
 

seçilsin. Bu durumda 

  
 

    
             

 

    
    

      

  
 
 

    
   

 

 

                   
 

    
   

 

  
 

    
                                                                                                     

 

olacaktır. 

  sürekli olduğundan sınırlıdır yani her   için          olacak şekilde bir     sabiti 

vardır. (3.6) ifadesi 

 

     
  
      

  

  
 

ile çarpılır ve toplama geçilirse 
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elde edilir. Böylece 

                              
      

 
     

                                  

olur. Burada 

  
 

     
  

 

    
   

  

   

  
 

    
     

    
  

  
 

şeklinde tanımlı olup 

  
 

     
  

 

    
   

  

   

 
 

    
     

  
 

    
     

    
  

  
 

    
 

     
  

 

    
   

  

   

 
 

    
     

  
 

    
     

    
  

  
                                                                

eşitliği yazılabilir. Her     için   sürekliliğinden bir      vardır öyle ki 

 
 

    
      için 

   
 

    
       sağlanır. 

Diğer yandan   sınırlı olduğundan 

 
 

    
      için 

   
 

    
       eşitsizliği geçerlidir. 

Bu durumlar (3.8) de kullanılırsa 

   
 

     
  

 

    
   

  

   

  
    

  

  
                                                                                         

eşitsizliği elde edilir. Burada 



64 

  
 

     
  

 

    
   

  

   

 
 

    
     

  
    

  

  
                

olup, 

 
 

    
      olduğundan 

 
 

    
   

 

  
   olur ki  

  
 

  
 

     
  

 

    
   

  

   

  
    

  

  
                                                                                            

eşitsizliği sağlanır. 

Burada (3.9) ve (3.10) kullanıldığında 

                 
 

  
             

        
                          

    
 

  
     

           
            

                           

 

                  
 

  
        

     
      

   

               
    

                         

olur. Böylece 

        
 

  
   

       
                                                                                                             

eşitsizliği bulunur. (3.11)  in (3.7) de kullanılmasıyla 
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eşitsizliği elde edilir. 

      
   

     ve   istenildiği kadar küçük bırakılabilen keyfi pozitif bir sabit olduğundan 

kanıt tamamlanmış olur. 

 

3.2 EŞ-İSTATİSTİKSEL YAKINSAK  DOĞRUSAL POZİTİF OPERATÖRLER 

  gerçel sayıların kompakt bir alt kümesi ve     ,   üzerindeki tüm gerçel değerli sürekli 

fonksiyonların uzayı olsun.       ve         olmak üzere her          için      

uzayı üzerindeki supremum normu 

                     

olarak tanımlıdır. 

Aşağıdaki kesimde        , 

                                          

şeklinde kullanılacaktır. 

Tanım 3.2.1 

Her     için 

   
   

       

 
   

ve yakınsama    ’e göre düzgün ise yani her     için 

   
   

             

 
   

ise      ,   üzerinde   fonksiyonuna eş-istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durumda   

üzerinde      (eş-istatistiksel) ile gösterilir(Balcerzak et al. 2007). 

     uzayı üzerinde alışılmış düzgün yakınsaklık, istatistiksel düzgün yakınsaklık, istatistik 

noktasal yakınsaklık ve eş-istatistiksel yakınsaklık tanımları düşünülerek aşağıdaki sonuç elde 

edilir. 

 



66 

Lemma 3.2.1 

  üzerinde      ise   üzerinde      (istatistiksel) olur, bu ise      (eş-istatistiksel) 

olduğunu gösterir.  

Ayrıca,   üzerinde      (eş-istatistiksel) ise   üzerinde      (istatistiksel) olur. 

Bunun yanı sıra,   üzerinde      fonksiyon dizisi bir   fonksiyonuna alışılmış anlamda 

noktasal yakınsak ise   üzerinde      (istatistiksel) olur(Balcerzak et al. 2007). 

Teorem 3.2.1  

             doğrusal pozitif operatörlerin bir dizisi olsun. O zaman her        için  

  üzerinde 

                                                                                                                            

olması için gerekli ve yeterli koşul                   olmak üzere   üzerinde  

                                                                               

ifadesinin geçerli olmasıdır(Karakuş 2009). 

Lemma 3.2.2 

        ve       olmak üzere         üzerinde 

           
 

 
   

   
 

   

         

ile tanımlanan          klasik Benstein polinomları göz önüne alınsın.  

                    için 

                                                                                                                               

olsun. Bu durumda 

     doğrusal pozitif operatörleri için 
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eşitlikleri geçerlidir(Balcerzak et al. 2007). 

      üzerinde        (eş-istatistiksel) olduğundan her bir          için,       üzerinde 

                             

sonucu doğrudur. Böylece Teorem 3.2.1 den her          için       üzerinde 

                           

olur. 

                         

doğrusal     operatörünün eş-istatistiksel yakınsaklık anlamında Voronovskaya-tipi bir 

teoremi sağladığı gösterilecektir. 

Hazırlık olarak öncelikle aşağıdaki lemma verilecektir. 

Lemma 3.2.3 

        ve          olsun.  

Bu durumda       üzerinde 

      
                  (eş-istatistiksel)  

yakınsaması geçerli olur(Karakuş 2009). 

Kanıt 

        Bernstein polinomu için 

          

          

    
        

      

 
 

eşitlikleri geçerlidir. Diğer taraftan 
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eşitlikleri de geçerlidir. 

Böylece      operatörü için 

      
                        

               

 
  

eşitliği doğrudur. Bu durumda her         için 

       
                                         

           

 
                

olacaktır. 

      üzerinde 

     
        

 
                                                                                                        

ifadesi geçerli olduğundan 

(3.13) ve (3.14) birlikte düşünülerek       üzerinde 

      
                    (eş-istatistiksel)  

olur. Bu ise kanıtı tamamlar. 

(3.12) ile tanımlanan    operatörü için Voronovskaya tipli teorem verilecektir. 

Teorem 3.2.2 

Her          ve                için        üzerinde 

         
     
 

                       

yakınsaması geçerlidir(Karakuş 2009). 
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Kanıt 

                 ve         olsun. 

       
                     

 

 
                                                          

                                                                                                                                       

  

fonksiyonu tanımlansın. 

Kabulden    fonsiyonu         e aittir. 

Böylece Taylor Teoreminden 

                     
      

 
                   

eşitliği doğrudur. 

Şimdi (3.12) ile tanımlı    operatörlerini eşitliğin her iki tarafına uygularsak 

         olmak üzere 

                                
      

 
                           

                                                        
      

 
             

                                                        

                                                    
      

 
    

         
       

eşitliğine ulaşılır. Buradan 

           

    
               

 

 
 
  

 
  

eşitlikleri geçerlidir. Dolayısıyla 
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eşitliği yazılabilir. 

Buradan                          olmak üzere 

               
           

 
       

                 
        

 
       

                
        

                                               
                                                                             

olacaktır. (3.2) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ikinci terime Cauchy-Schwarz eşitsizliği 

uygulanırsa 

      
               

     
 

       
     

 

                                                                         

eşitsizliğine ulaşılır. 

        
      

olsun. Bu durumda         ve              olur.  

Böylece  3.2.1 den       üzerinde 

                                                                                                     

(3.3) ve (3.4) ifadeleri birlikte düşünülerek ve Lemma 3.1.2 den       üzerinde  

     
                                                                                                                          

olur. 

Verilmiş bir     için 

                               
           

 
            

                             
 

  
   

                      
        

 

 
   

kümeleri tanımlansın. (3.15) den 
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eşitsizliği doğrudur.  Böylece 

               

 
 
                 

 
 
                 

 
                                                               

olduğu görülür. Ayrıca     fonksiyon dizisinin tanımından       üzerinde 

                                                                                                                          

olacaktır. (3.16) ve (3.18) den (3.17) eşitsizliğinin her iki tarafına     için limit alınırsa 

limitin sıfıra gittiğini görülür. Böylece 

   
   

               

 
   

olur. 

Uyarı 3.2.1 

 (3.12) ile tanımlı    operatörleri ve       fonksiyon dizisi       üzerinde     

fonksiyonuna düzgün yakınsak olmadığından alışılmış anlamda Voronovskaya-tipi özelliği 

sağlamaz. 

 

3.3 AĞIRLIKLI EŞ-İSTATİSTİKSEL YAKINSAK DOĞRUSAL POZİTİF 

OPERATÖRLER 

Bu çalışmada      negatif olmayan gerçel sayıların  

i.      

ii.        
   

     

iii.    ve     olmak üzere 

      

 

   

 

koşullarını sağlayan bir dizi olarak alınacaktır. 
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Tanım 3.3.1 

     fonksiyonlar dizisinin   üzerinde   fonksiyonuna ağırlıklı eş-istatistiksel yakınsak 

olması için yeterli ve gerekli koşul 

                                

olarak tanımlanmak üzere 

her     için     ye göre düzgün olarak 

   
   

       

  
   

dır. Yani 

   
   

         

  
   

olmasıdır. Bu durumda kısaca                   ile gösterilir (Akdağ, 2016). 

Tanım 3.3.2 

Bir      dizisinin    üzerinde   fonksiyonuna ağırlıklı noktasal istatistiksel yakınsak olması 

her     ve her     için  

   
   

 

  
                            

şeklinde tanımlıdır. Bu durumda               ile gösterilir(Akdağ 2016). 

Tanım 3.3.3 

Bir      dizisinin    üzerinde   fonksiyonuna ağırlıklı düzgün istatistiksel yakınsak olması 

her     için 

   
   

 

  
                      

şeklinde verilir. Kısaca              ile gösterilir (Akdağ 2016). 
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Uyarı 3.3.1 

Her   için      olsun. Bu durumda ağırlıklı eş-istatistiksel yakınsaklık, ağırlıklı noktasal 

istatistiksel yakınsaklık ve ağırlıklı düzgün istatistiksel yakınsaklık klasik durumlara dönüşür. 

Lemma 3.3.1 

     fonksiyonlar dizisi ve    fonksiyonu için aşağıdaki yakınsamalar geçerlidir. 

                                          

Ancak tersi her zaman doğru değildir(Akdağ 2016). 

Örnek 3.3.1 

Her     için           dizisi 

      

 
 
 

 
        

 

  
                           

 

  
 
 

    
 

 

    
 

        
 

    
                             

 

    
 

 

    
 
 

    
  

                                                                                                                    

         

şeklinde tanımlansın. 

      ,           olmak üzere 

   
   

 

  
                     

 

  
              

olur. Böylece       üzerinde                    

olur. Diğer taraftan     ,      a ağırlıklı düzgün istatistiksel yakınsaktır(Balcerzak 2007). 

Teorem 3.3.1 

          den      ye tanımlı doğrusal pozitif operatörlerin bir dizisi olsun. Bu durumda  

       için   üzerinde  

                         

olması için gerekli ve yeterli koşul her         ve          için   üzerinde  
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olmasıdır(Akdağ 2016). 

Örnek 3.3.2 

        olsun. 

           
 

 
  
 

 
   

 

   

                      

Klasik Bernstein operatörü olmak üzere       olsun. 

        ve          için  

                                                                                                                                  

dizisi tanımlansın. Burada         (3.19) ile verilen    olsun. 

         ’a ağırlıklı eş-istatistiksel yakınsak olup     ’a       de düzgün olarak 

yakınsamaz. Bu durumda 

                

                   

    
                

  
      

 
  

olur.      dizisi (3.20) deki koşulları sağladığından ve Teorem 3.3.1 den 

                    

olur. Böylece          ’a        de düzgün olarak yakınsamaz.  

Klasik Korovkin Teoremi (3.21) ile tanımlanan operatör için çalışmaz. Sonuç olarak Teorem 

3.3.1 Klasik Korovkin Teoreminin alışılmış olmayan bir genişlemesidir. 

(3.21) ile tanımlanan      doğrusal pozitif operatör dizisinin ağırlıklı eş-istatistiksel durumda 

Voronovskaya tipli bir teoremi sağladığı gösterilecektir. 

İlk olarak aşağıdaki lemma verilecektir. 

 



75 

Lemma 3.3.2 

        ,      olmak üzere 

       ve            olsun. Bu durumda       üzerinde 

      
                               

yakınsaması geçerlidir. 

Kanıt 

(3.21) ’den  

      
               

          
 

 
                   

eşitliği geçerlidir. Buradan 

       
                         

           

 
 

eşitsizliği bulunur. Örnek 3.3.2 den  

     
  

 
 
    
 

                

yakınsaması doğrudur. Dolayısıyla 

      
                             

sonucu elde edilir. Bu ise kanıtı tamamlar. 

Teorem  3.3.2 

Her         ve                olsun. Bu durumda        de 

         
      

 
                

eşitliği geçerlidir(Akdağ 2016). 

Kanıt 

Kabul edelim ki                  ve          olsun. 
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tanımlayalım. Bu durumda  

        ,           

olur. Böylece Taylor Teoreminden  

                     
      

 
                   

dır. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafına (3.21) uygulanırsa  

                                    
      

 
    

         
       

 

                                           
      

  
           

          
       

                 
      

  
                          

                               

elde edilir. Burada  

         ve                         

eşitlikleri geçerlidir. 

(3.22)  in sağ tarafına Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa  

      
               

     
 

       
     

 

 
                                                                             

elde edilir. 

        
     olsun. Bu durumda  

        ve             

olur. Teorem 3.3.1  den        üzerinde 
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dır. 

(3.23), (3.24) ve Lemma 3.3.2 den  

     
                                                                                                                           

olur. 

Verien bir     için  

                                  
      

 
            

                                
 

  
   

                         
        

 

 
   

olur. Dolayısıyla 

               

  
 
                 

  
 
                 

  
                                                                  

eşitsizliği geçerlidir. 

  ’in tanımından  

                                                                                                                               

olur. Yukarıdaki eşitliklerin geçerli olmasından 

   
   

               

  
   

bulunur. Bu ise kanıtı tamamlar. 
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4.BÖLÜM 

 

   OPERATÖRLER İÇİN VORONOVSKAYA TİPLİ TEOREMLER 

 

4.1 q-SZASZ-MIRAKYAN OPERATÖRLERİ 

Bu bölümde ağırlıklı uzaylarda q-Szasz-Mirakyan operatörlerinin tanımı ve Voronovskaya tip 

sonucu verilecektir. 

Tanım 4.1.1 

   üstel fonksiyonun iki tane q-genelleşmesi vardır. 

      
  

     

 

   

 
 

            
 

    
 

   
  ,            ve 

                
 

   

     
      

 

 

   

  

     
            

       

bulunur(Andrews et al. 1999). 

Ayrıca q-türev tanımından 

                     

olur. 

Tanım 4.1.2 

        ,       ,              olsun. Bu durumda q-Szasz-Mirakyan operatörleri 
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şeklinde tanımlanır. Burada 

         
 

        
 
      

 
    

 

     
         

olup, 

          
 

        

 

   

  
      

 
     

   
 

     

 

   

                                                                             

olur.      operatörü doğrusal ve pozitiftir(Andrews et al. 1999). 

Lemma 4.1.1 

        için 

            

             

      
         

  

    
  

      
     

   

     
        

  

    
    

      
     

   

    
             

  

     
       

 

 
 
  

    
 
  

  
 

eşitlikleri geçerlidir(Mahmudov2010, Adıgüzel 2012). 

Lemma 4.1.2 

     , her     için        

   
   

     

ve 
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olacak şekilde bir dizi olsun. 

Bu durumda her           için 

   
   

                                                                                                                           

   
   

                                                                                                                 

   
   

                                                                                        

eşitlikleri sağlanır(Mahmudov 2010,  Adıgüzel 2012). 

  
        uzayı         

 dan olan fonksiyonların 

   
   

      

    
   

koşulunu sağlayan fonksiyonlar uzayı olmak üzere q-Szasz-Mirakyan operatörleri için 

Voronovskaya-tipli bir teorem verilecektir. 

Uyarı 4.1.1 

         ve     
        olsun. Bu durumda         dizisinin   fonksiyonuna       

aralığında düzgün yakınsak olması için gerekli ve yeterli koşul  

   
   

     

olmasıdır(Mahmudov 2010). 

Teorem 4.1.1 

Her     için          

   
   

     

ve 

   
   

  
    

olsun. 
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Bu durumda   ,       
        olacak şekilde herhangi bir     

        için 

   
   

                                   
 

 
                  

yakınsaması geçerli olup bu yakınsama       da düzgündür(Mahmudov 2010). 

Kanıt 

  ,    ,       
         ve           olsun. 

Taylor formülünden 

                     
 

 
                                                                      

eşitliği geçerli olur. Burada        kalan terimin Peano formudur. 

Açıkça 

         
         

ve 

   
   

         

olur. 

      , (4.4) e uygulanarak eşitliğin her iki tarafı       ile çarpılırsa 

                                              
 

 
                           

                                                                                                                                       

eşitliği bulunur. Eşitliğin en son kısmındaki  

                      ifadesinde Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa 
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eşitsizliği bulunur. Diğer taraftan  

          ve           
          olup  

   
   

     

eşitsizliği kullanılarak Uyarı 4.2.1  den       aralığında 

       
                       (düzgün)                                                                 

bulunur. Bu durumda (4.3) , (4.5) ve (4.6) kullanılarak 

   
   

                          

    
   

        
             

   
                      

 

                               
   

        
              

   
           

           

                                                      

                                                                                                                                                                  

bulunur. Yani  

   
   

                             

olup böylece (4.1) , (4.2) , (4.5) ve (4.7)  den 

   
   

                                   
 

 
                  

elde edilir. 
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4.2 İSTATİSTİKSEL YAKINSAK   BERNSTEIN SCHURER OPERATÖRLERİ 

           ,  

        ve           ,        ,         için 

              
   
 

 
 

   

   

        
       

    
    

  

ile verilen              operaötürü 

          
     

      
 olmak üzere 

               
   
 

 
 

   

   

    
                    

       
    
    

                                         

şeklinde modifiye edilerek   Bernstein Schurer operatörü olarak adlandırılır(Ren and Zeng 

2013). 

Lemma 4.2.1 

       
                           için 

          
     

      
 

olarak seçilsin. Bu durumda 

i.                

ii.                

iii.        
       

      

    
            

                               

iv.        
       

      

    
           

     

    
                   

       

 
  

    
 
                          

       

 

v.       için 
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eşitlikleri geçerlidir. 

Lemma 4.2.2 

                  olsun. Bu durumda  

i.                  

ii.                   
 

     

      

      
 

özellikleri geçerlidir(Ren and Zeng 2013). 

Kanıt  

Lemma 4.2.1 den                  olduğu açıktır. 

Lemma 4.2.1  de verilen             için  

                         
                         

                                            
          

                                     
 

    
   

     

      
  

 

    
   

     

      
  

eşitlikleri geçerlidir. 

        ,         dizisi için  

   
   

     

ve 

   
   

  
                                                                                                                                                    

eşitlikleri geçerli olsun. Bu durumda aşağıdaki sonuçlar geçerlidir. 

Lemma 4.2.3 
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        olmak üzere  

        ,           (4.8) koşullarını sağlayan bir dizi olsun. 

Bu durumda 

i.             
 
                        

ii.             
 
                   

eşitlikleri geçerlidir(Ren and Zeng 2013). 

Teorem 4.2.1 

       ,        dizisi 

              

         
                                                                                                                                

koşullarını sağlasın. 

Bu durumda              için 

      
 
                 

      
   

eşitliği sağlanır(Ren and Zeng 2013). 

Kanıt 

Her            için         olmak üzere 

         fonksiyonlarının 

      
 
                            

koşulunu sağladığını göstermek yeterlidir. 

Lemma 4.2.1 (i)  den 

      
 
                                                                                                                        

eşitliği doğrudur. 

Lemma 4.2.1 (ii) eşitliği  
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eşitliğinin geçerliliğini gösterir. 

Lemma 4.2.1 (iii)  den  

                           
  

     
   

       
       

  
      

 
 

     
 

eşitliği geçerlidir. 

Verilen bir      için  

                                  

      
 

     
    

kümeleri tanımansın. Bu durumda      olur. Bu yüzden  

                                          
 

     
    

(4.10)  koşulundan  

      
 

 

     
   

olacağından 

      
 
                                                                                                                       

(4.11), (4.12) ve (4.13)  eşitliklerinden kanıt tamamlanır. 

               için aşağıdaki teoremde Voronovskaya tipli bir teorem verilecektir. 

Teorem 4.2.2 

         ve          ,        olmak üzere      dizisi (4.9) koşullarını sağlasın. 

Bu durumda             için 
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eşitliği geçerlidir(Ren and Zeng 2013). 

Kanıt 

            ve         olsun. Her           için Taylor Formülünden 

                

ve 

   
   

         

olmak üzere 

                     
      

 
                    

eşitliği geçerlidir. Lemma 4.2.1 den  

                   
      

 
                                                          

eşitliği yazılabilir. Her      için 

   
   

         

olduğundan bir       vardır öyle ki 

                                  olduğunda 

           olur. 

         
         
         

  

olarak alınırsa bu durumda 

                                             

                                                                                

bulunur.               kompakt olduğundan 
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               üzerinde sınırlıdır.  

Böylece bir      sabiti vardır öyle ki her            için 

                              

olur. Buradan  

                                                                  

eşitsizliği geçerlidir. 

     keyfi olduğundan Lemma 4.2.3  den  

   
   

       
 
                          

ve böylece 

   
   

      
 
                                                                                                                 

eşitlikleri geçerlidir. 

(4.14), (4.15) ve Lemma 4.2.3 den istenilen gösterilmiş olur. 
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SONUÇ 

 

Bu tezde Voronovskaya tipli teoremi sağlayan bazı doğrusal pozitif operatörler tanıtılarak ve 

bu operatörlerin klasik anlamda yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Daha sonra farklı 

yakınsama türlerine göre yaklaşım özelliklerini sağlayan operatörler için Voronovskaya tipli 

teoremler verilmiştir. Son olarak bazı   operatörler için Voronovskaya tipli yaklaşım 

teoremleri incelenmiştir. 

 

Bu çalışma ile literatürde asimptotik anlamda yaklaşıma incelenmemiş operatörler için 

yaklaşım araştırmaların boşluğuna dikkat çekilmiştir. Gelişmekte olan   analiz yardımıyla 

yeni tanımlanacak   operatörler için Voronovskaya tipli yaklaşım özelliklerinin araştırılması 

yönünde yol gösterici bir çalışma ortaya konulmuştur. 
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