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Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Ik boliimde, dogrusal pozitif operatdrlerle ilgili temel

bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde yedi operatdriin genel yaklasim o6zellikleri, siirekli fonksiyonlar uzayinda

Voronovskaya tipli teorem yardimiyla arastirilmistir.

Ugiincii  boliimde,  farkli yakinsama tiirlerine gore operatdrlerin yaklasim durumlari
Voronovskaya tipi teoremler yardimiyla verilmistir. Dordiincii bolimde, bazi ¢ —operatorler

icin VVoronovskaya tipi teoremler incelenmistir.
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This thesis consists of fourt chapters. In the first chapter, fundamentalin formation about the

linear positive operators is given.

In these condchapter, some approximation properties of the seven operators have been
investigated using the VVoronovskaya typed theorem in the space of continuous functions.
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BOLUM 1
GIRIS

Yaklasim teorisi matematigin birgok alaniyla ilgilidir. Yaklasim teorisi bir fonksiyonun, daha

kullanigh ve basit olan bir diger fonksiyon cinsinden gosterimini elde etmeyi amaglar.

Klasik yaklagim teorisi, 1885 de Weierstrass’in ispatladigi; siirekli her fonksiyona bir polinom
fonksiyonu ile istenildigi kadar diizgiin yaklasilabilecegini gosteren teorem ile baslamistir.
Daha sonra Korovkin 1953 de yalnizca test fonksiyonlarmin bir fonksiyona diizgiin
yakinsamasinin, dogrusal pozitif operatdr dizilerinin diizglin yakinsamasi i¢in gerekli ve
yeterli oldugunu gostermistir. Bu g¢alisma yardimiyla ¢esitli dogrusal pozitif operatorler
tanimlanarak yaklasim Ozellikleri incelenmistir. Sonraki yillarda bir¢ok arastirmaci farkli
uzaylar iizerinde bu kosullar1 arastirmistir. Bircok operator sinirsiz aralikta tanimlandigindan

bu operatorlerin sadece agirlikli uzaylarda yaklagim 6zellikleri ¢alisilabilmektedir.

Voronovskaya 1932 yilinda, Bernstein polinomlart ve [0,1] araliginda simirlt olup belli bir x

noktasinda 2. tiireve sahip f fonksiyonu i¢in asimptotik yaklasim olarak adlandirilan;
lim n[B,,(f; x) - f ()] = x(1 = x)* f"(x)

esitliginin saglandigini gostermistir.

Dogrusal pozitif operatorlerin bir diger genellemesi de operatorlerin - g_analizleridir.
Yaklasim teorisinde g_genelleme kavrami ilk olarak 1987 de Lupas tarafindan Bernstein
polinomlarma uygulanmistir. Daha sonra farkli aragtirmacilar tarafindan literatiirdeki birgcok

operatoriin g_genellemesi verilmistir.

Yaklagim Teorisinde sik¢a kullanilmaya baslanan istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk kez
1949 yilinda Steinhaus tarafindan tanitilmis ve daha sonra 1951 yilinda Fast tarafindan

gelistirilmistir.



Daha sonra bu tanim kullanilarak Gadjiev ve Orhan, 2002; Duman ve ark., 2003 tarafindan
Korovkin tipli yaklagim i¢in giiglii sonuglar elde edilmistir.

Bu tezde Voronovskaya tipli teoremi saglayan bazi dogrusal pozitif operatorler tanitilarak bu
operatorlerin klasik anlamda yaklagim 6zellikleri incelenecektir. Daha sonra farkli yakinsama
tirlerine gore yaklasim ozelliklerini saglayan operatorler igin Voronovskaya tipli teoremler
verilecektir. Son olarak bazi q_operatorler i¢cin Voronovskaya tipli yaklasim teoremleri

incelenecektir.

1.1 [a,b] ARALIGINDA TANIMLI SUREKLI FONKSIYONLAR UZAYI

Tanim 1.1.1

[a, b] aralig1 tizerinde tanimli, araliktaki tiim noktalarda siirekli ve a da soldan b de sagdan
stirekli olan f:[a,b] » R fonksiyonlar uzaymna [a,b| araligi iizerinde tamimli siirekli
fonksiyonlar uzay: denir ve C|a, b] seklinde gosterilir. Agik¢a C[a, b] uzay1 dogrusal uzaydir.

Tanim 1.1.2

f:la, b] - R fonksiyonu siirekli olsun. Bu durumda
Ifllc := xgl[gig]lf(x)l

ile C[a, b] uzayinda bir normdur.
Buna gore C[a, b] uzayi agikga normlu dogrusal bir uzaydir.
Onerme 1.1.1

(f,) < Cla, b] fonksiyon dizisinin bir g € C[a, b] fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi igin
gerekli ve yeterli kosul (&,),en gercel sayilardan olusan bir sifir dizisi olmak tizere her

x € [a, bli¢in

[fu(x) =g < M - &, (1.1)

esitsizligi saglanacak sekilde en az bir M > 0 sayisinin olmasidir(Coskun 1997).



1.2 SONSUZ ARALIKTA TANIMLI SUREKLI VE SINIRLI FONKSiYON
UZAYLARI

Tanim 1.2.1

p:R - [1,00[ her x € R igin

l;}gnwp(x) = 0

olan siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x € R igin
lf GOl < Mpp(x)

kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayma B, (R) uzay1 denir. Burada p fonksiyonu agirlik

fonksiyonu olarak adlandirilir(Gadjiev 1976).

Tanim 1.2.2

C,(R) = {f € B,(R): f siirekli} agirlik uzay1 R tizerinde bir dogrusal uzaydir.
Tanim 1.2.3

p bir agirlik fonksiyonu, f € B, (R)olsun. Bu durumda

e
Wl = S0

ile B,(R) uzay: iizerinde norm tanimlanabilir. Bu norm ile B,(R) ve C,(RR) uzaylar1 normlu
uzaydir(Gadjiev 1976).
Tanim 1.2.4
p: R — [1, oo siirekli fonksiyonu herx € R i¢in p(x) > 1 ve
lim p(x) = o
|x| >0
seklinde bir fonksiyon olsun. Bu durumda her f € C,(R) igin

f&x)
Ix}gloom = Kf <



kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayr C¥(R) ile gosterilir ve agik¢a bu uzay C,(R) uzayinin

alt uzayidir(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

1.3 DOGRUSAL POZIiTiF OPERATORLERIN GENEL OZELLIiKLERI
Tanim 1.3.1

X ve Y fonksiyon uzaylari olsun. Bu durumda her f € X i¢in

L(f,x) = g(x)
olacak sekilde g € Y fonksiyonu varsa L doniisiimii X uzayindan Y ye bir operatordiir denir.
Ornek 1.3.1

i) [0,1] araliginda taniml siirekli keyfi f fonksiyonu i¢in, n € N olmak {izere Bernstein

polinomlar dizisi

La(f; %) = Z () xa—omrr (5)
k=0

seklinde tanimlanir(Bernstein 1912).

ii) D c C(R) ve L: D — C(R) olsun. Bu durumda her x € R i¢in

—(t=x)?

2 f(t)dt

L(f,x) = \/%_n] e

de bir operatordiir. Bu operator Gauss-Weierstrass operatorii olarak adlandirilir(Altomare and

Campite 1994).

X dogrusal bir uzay olsun. X iizerinde dogrusal operator tanimi agsagidaki gibi verilir.
Tanim 1.3.2

X, Y uzaylan dogrusal, f;, f, € X ve ay,a, € Rolsun.

L: X — Y operatorii igin

L(ayfi + azfz,x) = ai L(f1, x) + azL(f2, x)



esitligini saglayan L operatoriine dogrusaldir denir.
Tamm 1.3.3

Xt ={feX:f(x) =20}, Yt:={geY:gx) =0}

olarak tanimli fonksiyon uzaylari i¢in L: X — Y operatorii dogrusal olsun. Bu durumda
L(X*) c Y™ ise L’ye dogrusal pozitif operator denir.
Ornek 1.3.2

i) L: C[0,1[ - C[0,1[ olsun. Her x € [0,1[ ve n € N i¢in

0 = Y (") ek ey ()

k=0

seklinde taniml1 operatdrler agikca dogrusal ve pozitiftir. Bu operatdr Meyer-Zeller operatorii

olarak adlandirilir.

ii) x € [-1,1] ve f € C[—1,1] olmak iizere

Pk = = (1) L+ 0041 — 2

olsun. Bu durumda

1 n
ki) ="l ok [ p@de
k=0 k

seklinde tanimli dogrusal pozitif operatér Bernstein-Kantarovic operatorii olarak bilinir.
Uyar1 1.3.1

Dogrusal pozitif L operatorler negatif fonksiyonlari negatif fonksiyonlara doniistiiriir.
Uyan 1.3.2

Dogrusal pozitif operatérler monotondur.

Her x € R i¢in



f(x) < g(x) igin f(x) — g(x) < 0 dur.
Yani

(f — 9)(x) < 0 dir. Uyar1 1.3.1 den
L(f — g,x) < 0 olacagindan

L(f,x) — L(g,x) < 0 dur.

Boylece L(f,x) < L(g,x) olur.

Tanim 1.3.4

X ve Y normlu uzaylar ve L: X — Ydogrusal operator olsun. Her f € X igin

IL(f, 0y < ClIfllx

kosulunu saglayan bir C > 0 sayisi1 varsa L ye sinirli operator denir. Bu C sabitlerinin en

kiiciik alt siniria L operatoriiniin normu denir. Kisaca
ILllx-y = inf{C: IL(f, ) ly < ClIflx}

esitligiyle gosterilir.

Uyan 1.3.2

L: X — Y smurh dogrusal bir operator ve ||f||x # 0 olsun. Bu durumda

IL(f, 0lly
ifixzo  f1lx

LIl x-y =
esitligi gecerlidir(Rudin 1991).
Kamt:

L operatdrii sinirli oldugundan her f € X igin

IL(f, 0y
1f1lx

< Ll x-y



esitsizligi gecerlidir. Boylece

ILCF, 0y

sup ———— < ||L|lx-y
iflxzo  Nfllx

olacaktir.

Diger taraftan infimum tanimindan her € > 0 i¢in

IL(fe, )y = (Ll x—y — OIIfllx
esitsizligini saglayan en az bir f, € X vardur.

Boylece her € > 0 i¢in

IIL(fe ) |ly
—————2>||Lllxoy — €
(VA% Y

esitsizligi gecerlidir. O halde

o MGy LG Dl
TP VA AT

2 ||ILllx-y — &

esitsizligine ulagilir. € istenildigi kadar kiiciik bir say1 oldugundan

ILCf, 0y

up > ||Lllx-y
ifle=0  fllx

esitsizligi gosterilmis olur. Bu ise kanit1 tamamlar.
Sonug 1.3.1
Sinirlt ve dogrusal L: X — Yoperatorii i¢in

llgllx = 1 olmak iizere

ILIl = sup [|IL(g,0lly

llgllx=1
esitligi gecerlidir.

Onerme 1.3.1



L: X = Y bir dogrusal pozitif operatdr olsun. Bu durumda her f € X icin
IL(f, )| <L

esitsizligi saglanir(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Kanait:

L operatorii dogrusal pozitif olsun. Uyari 1.3.2 den dogrusal pozitif operatérler monoton

oldugundan L operatorii

—Ifl=f <Ifl

esitsizligine uygulanirsa

L(=Ifl.x) < L(f,%) < L(If],x)

olur. Operatdriin dogrusalligindan,

=L(f1x) < L(f,x) < L(If1,%)

olacaktir. Dolayisiyla

IL(f, 201 < L{f %)

bulunur.

1.4 SUREKLI FONKSIYON UZAYLARINDA KOROVKIN TiPLi TEOREMLER
Teorem 1.4.1 (Korovkin Teoremi)

Her x € [a, b] ve m = 0,1,2 i¢in L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi

lim 1L (67, 2) = 2™ gy = 0

seklinde verilen ti¢ kosulu sagliyorsa tiim R de sinirh [a, b] de siirekli ve a da soldan b de

sagdan stirekli her f fonksiyonu i¢in
lim L, (f, ) = D llclap) = 0

esitligi gecerlidir(Korovkin 1960).



Kanait:

f, tim R de sinirlt oldugundan her x € R i¢in

lfl<M

olacak sekilde en az bir M > 0 vardir.

f € Cla, b] oldugundan

her € > 0 i¢in en az bir § > 0 bulunur, 6yle ki x, t € [a, b] igin ve |t — x| < § oldugunda
lf@®-fl<e

esitsizligi saglanir.

Hert € R, x € [a, b] i¢in

|t — x| < 6 oldugunda da

lf(®) = flol <e

esitsizligi dogrudur.

Gergekten x € [a,b] ve t & [a, b] olsun. |t — x| < & oldugunda

lf(®) = flol <e

kosulu f fonksiyonu a da soldan b de sagdan siirekli oldugundan yine dogrudur.
Ote yandan

|t — x| = & oldugunda ise

|t—x|?
6926 > 1 olup agikca

2M )
ZMSF“T—Xl

esitsizligi gecerlidir. Uggen esitsizligi ve bu esitsizlikleri kullanarak

her € > 0 i¢in

2M )
If(t) — f(x)] < 2M<F|t—x| +¢



esitsizligi elde edilir. Ayrica
ILn(f, %) = f(Olcrap) = ILa(F (@) = F(0) + £ (), %) = f ()l clap)
= L (f (&) = £ (), ) +Ln (f (), %) = fF I,
< WL (F@®) = £C, Ollcrap) + I1F COllapillLn (L, %) = Llciap)
esitsizligi gecerli oldugundan hipotezden (&,,) sifir dizisi olmak tizere
1L (1, %) = 1ll¢[ap) < €n

olacaktir. Boylece

) = Fant < elen(L2) = Lletan) + £+ 5 Mt 2) = 2l
—2allLp(t, %) = xllcfa,p) + D?ILn (1, %) = Llciap)

bulunur. Ayrica (1.1) esitsizliginden son esitsizligin her iki tarafinin limiti alinacak olursa

lim 1L (f, ) = £ ()lletas) = 0

esitligi gosterilmis olur.

Boylece her f € Cla, b] igin L, (f, x) operatorler dizisinin f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaklig1 gosterilmis olur.
Lemmal4.1

L,, dogrusal pozitif operatdrler dizisinin C,uzayindan B, ya doniisiim yapmast i¢in gerekli ve

yeterli kosul, p fonksiyonuna bagli M,sabiti igin
ILn (o, ), < M,
olacak sekilde bir M, sabitinin bulunmasidir(Gadjiev 1976).

Kanit

Dogrusal pozitif operatorler dizisi L,, C, dan B, uzayma bir doniisiim olsun. Bu durumda her

f € C, icin L, (f, x) € B, olacaktir.
lp()] = p(x) < 1.p(x)

10



olacagindan p € C, olur. Dolayisiyla L, (p, x) € B,olacaktir. B, uzaymnin tanimindan

Ln(p, 01 _
px) ~°

esitsizligine ulasilir. x € R {izerinden supremum almirsa || L, (p, x) ||, < M, esitsizligi

gosterilmis olur.

Diger yandanf € C, olsun. A¢ikga

|f GO < My.p(x)

esitsizligi gecerli olur ve boylece

Ifll, < Mg

esitsizligi yazilabilir. Hipotez ve L, (f, x) operatoriiniin monotonlugu kullanilarak
ILn(p, ), < M,

olur. Ayrica

ILn(f, 0| < Ly (If], %) = Ly, <%P, x) < fllpLn(p, x) < MpMyp(x)

olur. Buise L,(f,x) € B, demektir.

Sonlu araliklar {izerinde tanimli siirekli fonksiyonlar i¢in Korovkin Teoremi gegerli olup
gercel sayilar kiimesi iizerinde siirekli olan fonksiyonlar i¢in gegerli degildir. Bu durum

Haciyev tarafindan kanitlanmis olup Haciyev Teoremi olarak bilinir.
Teorem 1.4.2 (Haciyev Teoremi)

C, dan B, uzayina doniisiim yapan bir L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi, m = 0,1,2 olmak

uzere

lim [|L, (™, %) = x™[|, = 0

n—->oo

seklindeki li¢ kosulu saglasin. Bu durumda en az bir f* € C, i¢in

Tim (1L, (£, ) = £ ()l > 0

11



esitsizligi gecerlidir(Gadjiev 1976).
Sonug 1.4.1

C, dan B, uzaymna doniisiim yapan L, dogrusal pozitif operatorler dizisi m = 0,1,2 olmak

uzere

lim [IL, (£, %) = x™ |, = 0

seklindeki ti¢c kosulu saglasin. Bu durumda her f € C,ﬁ‘ igin
lim [|Ly (F,2) = F GOl = 0

esitligi saglanir. Boylece Korovkin Tipli bir teorem C,, agirlikli uzayinda gegerli olmayip Cé‘

alt uzayinda gegerlidir.

12



2.BOLUM

BAZI OPERATORLER ICIN VORONOVSKAYA TiPLI TEOREMLER

Bu boliimde literatiirde yer alan yedi farkli dogrusal pozitif operatdr i¢in bazi 6nemli esitlikler

ve VVoronovskaya tipli teoremler verilecektir.

2.1 BERNSTEIN POLINOMLARI
Tanim 2.1.1

[0,1] araliginda tanimli siirekli keyfi f fonksiyonu i¢in, n € N olmak tizere Bernstein

polinomlar dizisi

n

) — ™ ko1 _ . yn—k (E)
Bu(fi) = ) () (1 —0m e (=
k=0
seklinde tanimlanir(Bernstein 1912).

Uyar 2.1.1

Bu polinomlar binom agilimina dayanmaktadir. n € N ve x, y pozitif sayilar olmak tizere

binom agilimi

(x + y)n — Z (Z) xkyn—k
k=0

bigiminde tanimlidir.

Burada x € [0,1] olmak tizere y = 1 — x alinirsa

13



I=(x+1-0)"= Z (n)x"(l—x)”"‘

olacagi agiktir.

Lemma2.1.1

Bernstein polinomlart dogrusaldir.
Bernstein polinomlar1 pozitiftir.
Kamt

Bernstein polinomlar1 dogrusaldir:

Hera,B € R ; her f,g € C[0,1] ve her n € N igin

n

B.(af + Bg;x) = Z (Z) x*(1 =" (af + Bg) (S)
k=0
ar Zn: (k) x* (1 x)n—kf (S) +B z”: (—) xk (1 x)n—kg (_)
P k=0

= aBy(f;x) + BBn(g; x)
oldugundan Bernstein polinomlar1 dogrusaldir.
Pozitiflik:

Her x € [0,1] hern € Nve her k = 0,1 ...n i¢in
x*(1—-x)"* >0

olup acikca

f =0i¢in B,(f;x) =0

saglanir.

Lemma 2.1.2

Bernstein polinomlar1 i¢in asagidaki i¢ esitlik saglanir(Bernstein 1912).
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x(1—x
Bp(eg;x) =1 ; By(e;x) =x  ;Bp(ey; x) = x? +¥

Kanit:

n

B, (eg; x) = Z (Z) A-x)"kF=1-x+x)"=1

k=0
olur.

Ayni sekilde

n

Bulerm) = Y (})x* (1 -0t

k=0
- 1 k
_ =4\ k-1.1_ n-kX
xz (k - 1) x 1-x) n
k=1
n-—1 1
=x Z (TL N )xk (1 _ x)(n—l)—k
k=1 k
=x.(1+x—-x)"1=x
bulunur.
Son olarak

n 2

Bulesi) = Y (1) (1=

k=0
_ n—1\ k-1q _ yn-k X
—xZ(k_l)x A—-x)" -

n
k=0

n
k=1

15
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1 n-—2 2 n-1 1

n— n— X n—

— 42 k 1— (n-2)-k 4~ ( ) k 1— (n-1)-k
x n Z( k )x ( x) +n2 k *( *)

(1—-x+x)"2 +£(1—x+x)"_1 = x? +M
n n

esitligi gegerlidir. Bu ise kaniti tamamlar.

Teorem 2.1.1

Bernstein polinomlar dizisi i¢in

rlli_{go”Bn(lix) — 1l =0

Tlli_f)lgo”Bn(ti x) — xll¢clo1 = 0

rlli_{‘folo”Bn(ti x) = x%|lcro1] = 0

esitlikleri gecerlidir(Bernstein 1912).

Kanit

(t — x)? = t? — 2xt + x? esitligi ve polinomlarin dogrusalligi kullanilarak Lemma 2.1.2 den
B, ((t — x)%; x) = B, (t%; x)+B,,(—2xt; x)+B, (x?; x)
= B, (t%; x)—2xB,(t; x)+x%B,,(1; x)

x2

=t*+ —2x% + x?

x — x?

n

elde edilir.

C[0,1] de norm tanimindan B,,((t — x)?; x) in maksimumu i¢in tiirev kullanilarak

x—x>

1-2
y= alinirsa y' = Tx olacaktir.

g 1-2x .. _i
(y =— =0i¢cinx = 2olur.)
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Boylece

)2 ) = —
Orgggan((t x)?; x) 4n(n—><>0)

olur. Buradan

x—x% 1 ‘

&i_{go”Bn((tz —x)%x%)l¢[o,1] = max - in

0sx<1
bulunur.

Uyar:1 2.1.2

Korovkin Teoremi kullanilarak her f € C[0,1] i¢in

lim || B, (f; %) — f(0)llego,1 = 0

saglanir(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Lemma 2.1.3

Bernstein polinomlarinin merkezi momentleri asagidaki sekilde verilir(Simsek 2013).

Her x € [0,1] ve her n € N i¢in

B( . — . 2. _x(l_x)
.(e1 —x;x) =0 ; B,((e; —x)%; x) =— (2.1)

3x%(1 —x) N x(1—x)(1-2x)

) — o3
B,(e3;x) = x° + - 2

6x3(1 — x) N x?(1—x)(7 — 11x) N x(1—x)(6x% —6x+1)

Bn(e4; x) = x4 + nz n3

x(1=x)(1-2x)

B, ((e; —-x)%x) = )

x(1—x)[1+3(n—-2)x(1 —x)]
3

B,((e; —x)*%x) = (2.2)

17



Teorem 2.1.2 (Voronovskaya)
[0,1] araliginda smurh bir f fonksiyonu igin x € [0,1] noktasinda ikinci mertebeden tiirev

suirekli ise bu durumda

1
lim (B (3 ) = F(0] = 5x(1 = D)f"(x)
esitligi saglanir(Voronovskaya 1932).
Kamt

Her ¢t € (0,1) ve sabit x noktasi i¢in f fonksiyonunun Taylor formiilii

1
f@® =F0)+f ) —x) +5 17— )%+ g(t;x)(t — x)?] (2.3)
seklinde verilir. x de stirekli ve
tlim g(t; x) = 0 olan bir g(.; x) fonksiyonu i¢in Bernstein polinomu (2.3) {in her iki tarafina
uygulanirsa

1
Bo(f;x) = f(x)Bn(eo; %) + f' (x)By((eo; x); x) + S ()Ba((eo — )% %)

1
+5By(g(, 1)(eo = 0% 1)
elde edilir. Burada(2.1) esitligi dikkate alinirsa

1-—
Bn(fix) = f(x) = x(z—nx)f”(x) + Bn(g(,x)(e; — %)% x)
ifadesi gegerli olur.

Bu son esitlik diizenlenirse

n[B,(f;x) — f(x)]

x(1—x) 2
:Tf (x) + nB,(g(.,x)(e1 — x)% x)

esitligine ulasilir. O halde

limnB, (g(.,x)(e; —x)%x) =0
n—oo

18



oldugu gosterilirse istenen gosterilmis olur.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden

nB,(g(.x)(ey — %) < (12By(ey — )% 12 (Ba(g (., %)% 2)2 24)
esitsizligi gecerlidir.

glx,x)=0

oldugundan Teorem 2.1.1 geregince

lim B, (9., 2)% %) = (96, 10)” = 0

olur.

Diger yandan (2.2) kullanilirsa, (2.4) ifadesi

,x(1— x)[l + 3(n —2x(1— x))] :
n3

1B, (g(.,x)(e — )% %) < |n (Bug (., )% %))z

< Z(Bn(g(.,x))E

seklinde ifade edilir. Dolayisiyla
limn.B,(g(.,x)(e; —x)%x) =0
n—-oo

bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.

2.2. BERNSTEIN-DURRMEYER OPERATORLERI
Tanim 2.2.1

r € N sabiti i¢in
n k n-k
Prge () = (k)x (1-x) 0<k<n

olmak tizere Bernstein-Durrmeyer operatorlerinin M,, , operatorlerin sinifi
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6))
! ]j'(t) (x —t)dt (2.5)

n 1 r
Mar (i) = (1)) prsC) [ @)
k=0 0 j=0

seklinde tanimlanir(Durrmeyer 1967).
Uyarn 2.2.1

f(x)=x%, x€[0,1] ve q € N, bir sabit y € [0,1] olmak {izere Taylor formiilii

q

) ,
f@ =y B -y

Jj=0

seklinde tanimhidir(Walczak 2004).

Lemma 2.2.1

x €[0,1] , q € Ny olsun. Budurumda g <r € Ny sabiti igin
M, (t9;x) = x1

olmak tizere

M,(1;x)=1

(2.6)

(m+q+2)M,((x — )9 %) = x(1 — 20){2qMp ((x — )77 %) — Mp((x — )% 00}
—(1=2x)(q + DM, ((t —x)%;x)

esitlikleri gecerlidir(Derriennic 1981).

Lemma 2.2.2

Her ¢ € N ven € Ni¢in x € [0,1] olmak {izere

q

Mn((x - t)Zq; x) = Z aj,q,n(x) <

j=0

_ a-j
X(l x)) .n_zj x € [0’1]

n

esitligi gegerlidir.
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Burada a; 4 ,(x) , x in polinomlaridir(Ditzian 1989).
Lemma 2.2.3

Her g € N igin, K;(q) pozitif sabiti yardimiyla

1M (C—0)2% )1l < Ky (g)n™?

esitsizligi gecerlidir(Walczak 2004).

Kanit

Lemma 2.2.2 den

q

IMa(Ge = 02801 < D [0 ()| (

j=0

x(1— x)>q_] 2

n

esitsizligi gecerlidir.
Lemma 2.2.1 kullanilarak
q
IMa((x = 02501 ) Ky (@497 < K (q)n ™
j=0
esitsizligine ulasilir.
Lemma 2.2.4

r € Ny bir sabit, f € Cfy,; ven € N igin

SO
1M (50| < Z”]—.”
j=0

esitsizligi gecerlidir(Walczak 2004).
Kamt

r = 0 i¢in

Moo 20| < A1+ 1) Y @) [ P O = I
k=0 0
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olur.

r =1 i¢in
-1 . .
[Mor (0] < ) =Ma(FP @0 = 1))

j=0
1
< ) s llFO (e = e17:)
=
esitsizligi saglanir. Ayrica |[x —t| < 1ve x,t € [0,1] i¢in
My(lx =t x) < 1

esitsizligi gecerlidir.

Buradan x € [0,1], n € N i¢in

T lED
Wmvmﬂsiﬂ%J
j=0

esitsizligi elde edilir.
Teorem 2.2.1
f e C[roflz] , 7 € Ny ve x € [0,1] i¢in; n — oo iken

(=D )My (8= 0™ %)
(r+1)!

Mn,r(f; x) — f(x) =

(D)7 fTHD M ((t = )25 %)
(r +2)!

1
+0x< 1+r> (2.7)
n 2

esitligi gecerlidir(Walczak 2004).

Kanit

r € Nve x € [0,1] i¢in Bernstein-Durrmeyer Operatorii (2.7) esitligini saglasin.

22



f € Cloi Ve P (x) = ()x* (1 — )"
r+2—j

olmak iizere 0 < j < rigin fU) € Cloq) = olur.

Béylece her £ icin Taylor formiilinden 0 < j < r olmak iizere

" FUD
Fow= ) #(t—x)i+<,0j(t;x)(t—x)r+2‘f
i=0

esitligi gecerlidir.

Burada t € [0,1] ve @;(t) = @;(t; x) icin

@;(t)t"+%7J fonksiyonu, C[roflz] uzayinin bir elemani olup
lim; (t) = 0

kosulunu saglar.

Dolayisiyla, n € N i¢in

& 2 T — ) D
Mar (50 = 4D Y pasc @ [ oy = S LB -t
k=0 0 j=0

i=0

n 1 r Y
4 DY o) [ @ Y, 60— 20
k=0 0 j=0

= An,r(x) + Bn,r(x)
esitligi elde edilir.

Burada

—t)J »
nroo—<n+1)zpnk<x>jpnk(t>z(" 2 Zf -0

= (n+1)2pnk<x)fpnk(t>z(_ ),me( ) (¢ - x'ar

23
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—1)/ O
—(n+1>zpnk<x>fpnk(t>z( ){ e

f(r+1)(x)
(r+1-!

fr )

N

(t — x)”z} dt

l

—(n+ 1)ank (x) f pnk(wzf WD ey (1) iy +

j=0

o 1>ank @ f s =Y ( v

j=0

FO+2(x) n ! . 2
e <n+1)kzzopn,k(x)ojpn,ka)(t—x) JZ( )

= f® +(n+1)2pnk(x)fpnk<t)zfm( 2 Z( ) (-1

(r+1) n -
0 011 i) [ e Y () oy
k=0 0 j=0

f((rj)z() ,) (n+1) Z Pri (x) f Pni(t) (t —x)"*2 Z (r j ) (1) dt
j=0

esitlikleri gecerlidir.

Burada

o

o

Z (j) (-1 =0,
T N =,

(’” e = e+ ney
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esitlikleri ile (2.5) ve (2.6) kullanilarak

(=17 fUV )My ((t = )" x)
(r+1)!

An,r(x) = f(x) +

(=D7(r + Df D )M, ((t — x)"%; %)
+ T +2)!

(2.9)

esitligi yazilabilir.
®,., Co,1 € ait bir fonksiyon olmak iizere

lim®, (1) = ®,(x) =0
-X

olsun. Holder esitsizligi ve Lemma 2.2.3 kullanilarak

—1)J
( |) (P](t,X) , t € [0'1]

NOELXCHESY :
j=0

ve
Bur () = (1 + 1) ) i @) [ pas®) (€= 207720, (620
k=0 0

= n((t - x)T+2(I)r(t); x)

oldugundan

1By (0] < (My (@2(6); 2))2 (M (¢ — )77+ 1))

<

<I;1_(i)) (Mo (2(0); 2))2

esitsizligi gecerlidir.
Boylece
@2 € (g4 oldugundan

lim M, (®2(t); x) = ®2(x) = 0 dur.
n—00

25



Dolayisiylan — oo iken

By r(x) = 04 (%) (2.10)

n
esitligi gegerlidir.
(2.8), (2.9) ve (2.10) birlikte diistintiliirse, aranan (2.7) esitligi elde edilmis olur.

Bu ise kanit1 tamamlar.

2.3 BERNSTEIN-KANTOROVICH OPERATORU
Tanim 2.3.1

x € [-1,1] ve f € C[—1,1] olmak iizere

ok(x) = 2%(2)(1 + x)*(1 — x)™ ¥ olsun. Bu durumda

1 n
K0 ="5=) ok [ e 211)
k=0

PR

seklinde tanimli operatdr Bernstein-Kantorovich operatorii olarak adlandirilir(Kantorovich

1930, Kahvecibasi 2014).

Lemma 2.3.1

(2.11) de taniml1 K, (f; x) operatorii dogrusal ve pozitif bir operatordiir.
Kanit

Dogrusallik:

Her f,g € [-1,1] ve her a, 8 € R igin

1 n
Kaf + 60 == ok @ [ (af @ +pg@)dt
k=0 k
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k k
o 21 o 201
n+ n+
—a =Y ek [ @t ek [ g
k=0 K k=0 K
251 251

= aKn(f; x) + BKn(g;x)

oldugundan K,,(f; x) dogrusal bir operatordiir.
Pozitiflik:

k,n € Nvex € [—1,1] i¢in f = 0 olsun. Bu durumda

Zin(:) A+ 01 —x)"* >0

f f)dt =0

2K 4

esitsizlikleri gegerlidir. Dolayisiyla K, (f; x) pozitif bir operatdrdiir.
Lemma 2.3.2

lim 1K, (1) = L1, = 0
rlli_{lgo”Kn(t; x) = xll¢=1,11 =0
lim 1, (6%2) = x2 o1, = 0
rlli_I)Tc}o||Kn(t3ix) — %31, =0
rlli_r)l;lo||Kn(t4ix) —x*|l¢=1,17 =0

esitlikleri gegerlidir(Kantorovich 1930, Kahvecibasi 2014).

Teorem 2.3.1
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f fonksiyonu [—1,1] araliginda sinurl1, (—1,1) aralifinda ise bir x noktasinda ikinci tiirevi

mevcut olsun. Bu durumda

f0)

lim (Ko (3) = () = =xf'(0) + (1 = ¥1)

esitligi saglanir(Kahvecibasi 2014).
Kanit

Bir f fonksiyonunun bir x noktasindaki Taylor agilimi

£ = FG) 43, (=) + 5 [ =002 + Ryt =)

seklinde yazilabilir. Burada

R,(t—x) = %f”’(x)(t —x)3 + %f(‘*) (t—x)*+ - (2.12)
kalan terimdir. Kalan terim i¢in

}li_r%u(h) =0

olmak iizere

R, (t —x) = (t —x)?u(t — x)

esitligi gecerlidir.

Dolayistyla u(h) smirhidir. Yani her h sayisi i¢in bir H > 0 vardir dyle ki
lu(W| < H

esitsizligi saglanir.

Bu durumda (2.12) esitligi

1 1
@ =fE)+ 5=+ f7 (0 —x)* + (6 = x)°p(t —x)
olarak gosterilir. Daha sonra her iki tarafin

[(2 ﬁ — 1) , (2 % — 1)] araliginda integrali alinip, her iki taraf
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n+11 (n

o k) (1 + )k — )k

ile carpildiktan sonra her iki tarafin n lizerinden k ya kadar toplami alinirsa operator dizisi

i¢cin asagidaki esitlikler gecerlidir.

. n 251 . n 2 -1
n+ n+
Kn(fi2) = —— Z%’f (x) f f(x)dt +72 or (x) J £ (x)(t — x)dt
k
1 n Zﬁ_l i
n+
it 2 (Prlf (x) j Ef”(X)(t —x)%dt
k=0 K
n+1
1 n 2%_
n+
D LI GRS TCERO
k=0 K
2——-1
esitligi gegerlidir. Boylece
. 254
n+1
K0 =f0 =y ek [t
k=0 2%—1
. 2K
,, n+1 .
HW=Y k@ [ -
fe=0 21
2Ky
n+1
1 n+1
+ 2|f"(x) > ok (x) j (t — x)%dt
k=0 2% 4
n+1
|
n+1
HSN k@ [ -0 - v
k=0 K
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olarak yazilabilir. Dolayisiyla

KaFi) = FOOKn(L5) + /(K () 4+ T2 k50
”+1zﬁww f (t — x)2u(t — x)dt
2% 4

esitligi gegerlidir. Buradan

Kn(f; x) = f(X) _fr(x)n -T_ - +f”(x) <3x2 — 3x2n +3n+ 1)

2 3(n+1)2

1
2k+
n+1

"IN k) f (t — )2u(t — x)dt (2.13)

2

+

B, (x) = n+1

z%m_f@ﬂwmwm

2——1

seklinde adlandirilirsa esitlik

2%—1
B="0" Y ek@ [ -0t
[t—x|<8 Zn’il‘l
n+1 2%_1
o (x) J (t —x)?u(t — x)dt (2.14)
[t—x|26 ok 4

halini alir. Ayrica

|t — x| < & iken |u(t — x)| < & olacagindan bu esitsizlik ve |u(h)| < H esitsizligi (2.14) de

yerine yazilirsa
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2!
1By ()| < & kG [ @-wv
|[t—x|<8 k
x 2——-1
k
) 221
n+
— @f (x) f (t —x)2dt
|t—x|=6 ZL—l

Pl
n+1
n+1 X )
Ba| < ko) +HI= D gk G [ -
lt—x[>6 oK

seklinde olacaktir. Burada

K, > (x) ifadesi yerine yazilirsa

ZE—I
3x2 —3x’n+3n+1 n+1 ; i '
B0 < ¢ (o kG | -
|[t—x|=8 ZL—l

esitsizligine ulasilir. Toplamin ikinci kisminda

a2
tanimlamasi yapilirsa ve |t — x| = § i¢in ¢ 6? > 1 esitsizligi kullanilirsa
2Ky
1 n+1 (t x)z
n+ -
M<= Z 0k (x) j (£ = x)* = dt
|[t—x|=6 ZL—l

bulunur. |t — x| = § oldugundan
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k+1

2
n+1

1
) | (=0t = 0@

2K 1

-1

|[t—x|=8

esitsizligine ulagilir.

Bu ifade (2.15) de kullanilirsa

3x? —3x’n+3n+1 H
|Bn(x)| s¢€ 3(11 + 1)2 +§Kn,4(x)

bulunur. Yine K,, ,(x) in bu esitsizlik de yerine yazilmasiyla

B < 3x2 —3x*n+3n+1
n(Dl = e 3(n + 1)2

N H (n?x* + 8nx* 4+ x* + 44nx? + 20n°x? 4 24n?x + 24n%x3
52 (n+1)*

H [ 24nx3 + 20nx + 2x? + 3n? + 4n +%
+§ (n+ 1)*

esitsizligi elde edilir. Her iki tarafin limiti alinirsa

n?(3 —3x2) +3x% + 1)

fm a0 = i e ("

H (n3(x* + 20x% + 24x + 24x3 + 3)
(n—1)*

n?(8x* + 44x? + 24x3 + 20x + 4) + n(+2x? + 2
+ lim >
n—oo (n+ 1)*

= lim (1 — x?)

n—-oo

ifadesi dogru olacaktir. Boylece x € [—1,1] oldugundan
limnB,(x) =0
n—->oo

esitligi gosterilmis olur.
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K, (f; x) operatorler dizisi i¢in

(%) <3x2 —3x’n+3n+1

2 3(n + 1)2 >+B”(x)

Ka(fi2) = fOO = /() — +

esitligi gegerli oldugundan

Tl(Kn(f; x) — f(x)) = —f'(x) nnx [ (%) <3nx2 —3x’n?+3n%+n

172 3(n+ 1)? >+"B”(x)

esitligi yazilabilir. A¢ikga her iki tarafin limiti alinarak

nx
n+1

lim n(K, (f; %) = f(x)) = ' () lim

+

I
= 3(n+1)?

2 n—oo

"(x 3nx? —3x*n?>+3n*4+n
UNC) ( >+ lim nB, (x)
n—-oo

£

= —xf'(x) + (1 - )

esitligine ulasilir. Bu ise kanit1 tamamlar.

2.4 SZASZ-MIRAKYAN-BERNSTEIN OPERATORLERI
Tanim 2.4.1
f € C[0,1] ve n € N olsun.

e—mx (nx)m

qnm (x) = ml

ve

Pri(x) = (Z) x¥(1—x)" k1 <k<n

olmak tlzere

man

5502 tns Y P WOF (o), xeloa]
m=1 k=0 n
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ile taniml operatore Szasz-Mirakyan-Bernstein operatorii denir.
Lemma24.1

x € [0,1] ve n € N olmak tizere e; (i € {0,1, ...,4}) fonksiyonlari i¢in
Sn(eg;x) =1

Sple;x) =x

2 4 1-x)(1—-e™)

S, (e;x) =x
n(e2; %) s

N 3x(1—x)(1 —e™™) N 1-x)(1-2x) e ™ (nx)™

S. 1x) = x3 2.17
n(€sx) = x na, na . m.m! (217)
m=
6x2(1—x)(1—e ™) x(1—x)(7 — 11x) = e ™ (nx)™
S (ewix) = x* + ( )( )+ ( )(2 )z (nx)
na, nas m.m!
m
1— x)(6x% — 6x + 1) T e~ ™ (nx)™
i) Gl )z & (2.18)
na, mem!
m=1
esitlikleri gegerlidir. Bu durumda Szasz-Mirakyan-Bernstein operatoriiniin merkezi
momentleri
Sn((el — x);x) =0
1—x)(1—e™™
Sp((er —x)% %) = (-2 ) (2.19)

na,

S.((e; — %)% %) = 1-2)(1-2x) z e~ ()™

naz m.m!

3x(1 —x)2 i e ™ (nx)™ N (1—x)(6x?—6x+1)

3
m.m! na;,

Sn((el - x)4l x) = narzl
m=1

seklindedir.
Kanit

x = 0 oldugunda istenen esitliklerin dogruluklar1 agiktir.
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x > 0olsun. (2.16) da tanimli operator igin (2.17), (2.18) ve (2.19) ifadeleri asagidaki bi¢imde

hesaplanir.

man

Sa(eoi®) = Z Qs () Z Pric () = Z Qim0 = 1

olur. e; fonksiyonu igin

may

Sa(eri ) = Z Gnm- 1<x>zpman = Z Qs () = x

esitsizligi gecerlidir. Benzer sekilde e, fonksiyonu igin

may

Sp(es;x) = z Gnm-1 (%) z Dk (X )(man) 2 Anm- 1(X)( X(;;:d)

- x(1—x) = e~ (nx)™1
=x? + E qn,m—l(x) + §
an
m=1 m

— m(m —1)!

_ 2 A-n e, (-0 -e™)

na,x m! na,

esitligi dogrudur. e; fonksiyonu operatdrde yerine yazilirsa

man

Sp(es;x) = Z qnm-1(X) Z P k(X )<man)

= ) s () <x3 LA x0-00- 2x)>
m=1

ma, m2a3

3

3x(1—x)(1—e™™) N e ™1 —-x)(1-2x) - (nx)™

ma, ma3 £ m. m!

3 4

olacaktir. Son olarak e, fonksiyonu i¢in
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many

Spleg;x) = Z qnm-1(x) Z Pman k (x)< an)

6x3(1—x) x%(1—x)(7 — 11x)
Z Qnm 1 (x)<

m2az

4

N x(1 —x)(6x?% — 6x + 1))

m3al

o) 6 3 1— ®© 1
=x*+ z Gnm-1 (X) + ¥ 2 Qn,m—1(x)g
x*(1—-x)(7-11
+ ( x)( *) Z dnm- 1(x)—

- 2 _
N x(1—x)(6x*—6x+1) z qn,m—l(x)%

ot

esitligi gecerlidir. Gerekli sadelestirmeler yapilarak

6x%(1—x)(1—e™™
Sp(eq;x) = x* + ( ) )

ma,
x(l —x)(7 — 11x) e ™ (nx)™
maz m.m!
m=1
N (1—x)(6x% — 6x + 1) = e~ (nx)™
mal —  m?m!

esitligine ulagilir.

Simdi de operatoriin merkezi momentleri hesaplanacaktir. Operatoriin dogrusalligindan
Su((er — x);x) = Sp(eg; x) — xS, (eg; x)

ve

Sn((er — %)% x) = Sp(ez; x) — 2xSy(e1; %) + x2Sy (g5 X)

esitlikleri yazilabilir. S,,(eq; x) , Sy (en; x) in sagladig esitliklerden (2.19) gegerlidir.
Benzer sekilde

Sn((e1 — x)3; %) = Sy (es;x) — 3xS,(e3; %) + 3x2S,(e1;x) — x3S,(e; x)
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Sn((er = x)*; %) = Sp(eq; x) — 4xSp(es; x) + 6x%Sy (€25 x) — 4x>Sy(eg; %) + x*S,(eg; %)
esitliklerinde (2.17) ve (2.18) esitlikleri kullanilarak kolayca elde edilir.
Asagidaki lemma kanitsiz olarak verilecektir.

Lemma 2.4.2

Her x € (0,1] ve n € N i¢in ¢, ; [0,1] de taniml1 lim ¢, (x) = 6 olan bir fonksiyon olmak
n—-o0o
uzere

2

Su((er — 30420 < 400 (=) (2.20)

na,
esitsizligi gecerlidir.
Asagida (2.16) ile taniml1 operatorler dizisi igin Voronovskaya tipi teorem verilmistir.
Teorem 2.4.1

f € €?[0,1] olsun. Bu durumda (2.16) ile verilen operator igin

1
lm nay, [$,(f;0) = fO)] =50 =0f"C) ,  x€[01]
esitligi gecerlidir.
Kamt

Sabit bir x noktasi ve her t € [0,1] i¢in f fonksiyonunun Taylor formiilii

f@O =)+ —x)+ % [f" Gt —x)? + g(t; x) (¢ — x)?] (2.21)
seklindedir.

Burada g(.,x) x noktasinda siirekli ve

limg(t,x) = 0

olan bir fonksiyondur.

(2.21) esitliginin her iki tarafina (2.16) operatorii uygulanirsa
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1
Sn(f; ) = f(X)Sn(eg; ) + f'(0)Sn((eg — )5 x) + S ()Sn((er = 0% x)

1
+252(9C, (e = )% )

esitligi elde edilir. (2.19) esitligi dikkate alinarak

A-x0—-e™)
2nay,

Sa(fi%) = f(x) = f1"(0) + S (g (., x) (g — x)% x)

ifadesine ulasilir. Son esitlik diizenlenerek

1-x)1—-e™)
2

nay[Sp(fix) = f(0)] =
ifadesi bulunur. Bu son esitlikte de
TllilglonanSn(g(.,x)(el -x)%5x)=0
oldugu gosterilirse kanit tamamlanmis olur.

Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

1

naSp(g(., x)(er — )% x) < [n*azSy((er — )% 1) [2[Sn(g (., x))?; %)]
esitsizligine ulasilir. Kabulden

g(x; x) = 0 oldugundan
lim$,, (9, 0)"s%) = (g(x20)? = 0

bulunur.

Diger taraftan (2.20) esitsizligi kullanilarak (2.22) ifadesinden,

1

(g ) e = 00%0) < (1P ) (i)> (5. (o0 0)%2))

na,

- a3 (5 (0. 0)')

esitsizligi bulunur.
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Boylece istenen

limna,,S,(g(.,x)(e; —x)%x =0
n—00

ifadesine ulasilmis olur.

2.5 SZASZ-MIRAKYAN OPERATORU
Tanim 2.5.1

q € Ny ve f € C, olmak iizere k € Ny, n € N, x € R, olsun.

)

| [Zk 2k + 2]
nk — n n
ve

1 (nx)?k
coshnx ™ (2k)!

Pn.k (x) =

olarak tanimlansin.

Bu durumda L,,(f; x) ve U, (f; x) ile gosterilecek olan Szasz-Mirakyan operatorleri,

C 2k
La(fi) = ) puslOf )
k=0

Unfi) = ) puiCy [ f(0de
k=0

Ink
seklinde tanimlidir(Firlejand and Rempulska 1997).
Uyan 2.5.1
Ry = [0,+%), Ny := NU {0}, q € Ny ve w,(.), R, iizerinde agirlik fonksiyonu

wo(x) :=1veq = 1igin

wo(x) = (1 +x9)7!
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formiila ile verilsin.

q € Ny olmak tizere siirekli ve sinirli gergel degerli fonksiyonlar uzayi, Cj ile gosterilecektir.

Burada C, iizerinde norm

1fllq = supxer,Wq (COIf (%)

ile tanimlanir.

q € N, sabiti i¢in

C2:={feC,f' f" € C,}olur(Rempulska and Skorupka 1995).
Tamim 2.5.2

Cq uzayinda A, ve B, operatorleri asagidaki sekilde tanimlanacaktir.

n €N, k € Ny ve x € R, olmak tlizere

( ) . 1 (nx)2k+1
nicX) =777 sinhnx " (2k + 1)!
ve

. [2k+1 2k+3]

kTl n 7 on

olsun. Bu durumda

a0 =D 1Y g o (D)

1 + sinh nx
k=0

Bu(fi) = ) ankm j Pt

1+ 1+ sinhnx

esitlikleri gegerlidir.

Agikga Ly, , Uy , A, , By operatorleri C, uzayinda dogrusal pozitif operatorlerdir(Firlej and
Rempulska 1997).

Uyan 2.5.2
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i)

Hern € Nve x € R icin

Lo(1;x) = Up(L;x) = Ap(Lx) = By (L,x) = 1.

Hern e N, x € R, igin
sinh nx
Slhx) = ——
(nx) 1 + sinh nx
coshnx
T(nx) = ——
(nx) 1 + sinhnx

U(nx) := 1 — tanhnx
esitlikleri gecerlidir.
Asagidaki lemma kanitsiz olarak verilecektir.

Lemma 2.5.1

(2.24)

(2.25)

Her x € R, ve n € N i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir(Rempulska and Skorupka 1995).

L,(t —x;x) = —xV(nx)

L,((t—x)%x) = (2x2 — g) V(nx) + g

5 . 12x3  4x? «x 3x2  x
Ln((t—X);X): 8x™ — n +?—ﬁ V(TlX)+F+$

1
Uy(t —x;x) = —xV(nx) + -

3x X 4
Un((t —x)%x) = (Zx2 — —) Vinx) +—+=—

n n  3n?

28x3 32x% 21x 12x 16
Un((t —x)%x) = <8x4— T3 >V(nx)+—3+%

At —x;x) =x(T(hx) — 1)

A, (¢ — 0)% %) = x2(S(nx) — 2T (nx) + 1) + %T(nx)
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12x3
n

A ((t—x)%x) = x*(7S(nx) — 8T (nx) + 1) + (T(nx) — S(nx))
+ fl—z (7S(nx) — 4T(nx)) + %T(nx)

B,(t —x;x) =x(T(nx) — 1) + %S(nx)

B,((t — x)%;x) = x*(S(nx) — 2T (nx) + 1) + 2% (T(nx) — S(nx)) + %S(nx)

28x3
n

B,((t —x)*x) = x*(7S(nx) — 8T (nx) + 1) +

(T(nx) -S (nx))

x? 17x
+ 3 (355(nx) — 32T(nx)) + FT(nx)
Lemma 2.5.2
Belirli bir x, € R, noktasi igin
rllil?onL"(t — Xo; Xo) = ,lli_r,?onA"(t — Xo; X0) =0
rllil?onU"(t — Xo; Xo) = 7li_r)roloan(t — X3 X0) =1
ve

L, ((t — x0)?; x0)
) Un((t — x0)% x0) _
AL At = x0)5x0)
\ B ((t — x0)% %)

esitlikleri gegerlidir(Rempulska and Skorupka 1995).

Lemma 2.5.3
Sabit bir x, € R, i¢in pozitif bir M; (x,) sabiti vardir dyle ki her n € N i¢in

L, ((t = x0)*; %)
Un ((t = x0)*; Xo)
An ((t = x0)*; %)
an((t — %0)%; %)

< M, (xo)n™?
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esitsizlikleri gegerlidir(Rempulska and Skorupka 1995).
Kanit
Yontem benzer oldugundan sadece A4,, i¢in kanit verilecektir.

(2.25) esitsizliklerinden her x = 0 ve n,r € N igin

. 2x"e™™ 2x" -
x"|S(nx) — T(nx)| = ST — < e <2rln
2x" 2x"
x"|1=S(nx)| = < <2rin7"

24+e™ —e™X T eX + 17
esitsizlikleri gegerlidir. Dolayistyla
x"|1=T(nx)| < 2r'n7"
0<S(nx)<1,0<T(nx)<1
esitsizligi dogrudur.
Bu esitsizligi kullanarak, (2.25) denkleminden x, = 0 ve n € N igin

3

12
An((t = %)% %0) < x{T7IS(ux) = T (x| + 11 = T(xo)|} + =2 1S (o) = T(nxo)|

x2 X
+ n—3{7|5(nx0) — T(nxy)| + 3T (nx,)} + n—‘; T (nx,)

<16(4'n™*) +243'n™*) + n2(28n"% + 3x2) + xon~3
< (3x3 + x¢ + 556)n"2 = M; (xo)n"?2
esitsizligi gecerlidir. Dolayisiyla kanit tamamlanmais olur.
Lemma 2.5.4
q € Ny olmak tizere sabit bir x, noktasi igin ¢ (., xy), 4 uzayna ait bir fonksiyon olsun.
Bu durumda

tlim o(t; x9) = 0 oldugundan
X0
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lim L, (@(t; xy); x9) =0
n—-oo
r{l_{go Un(@(t;x0);x0) = 0 = 111_{{)10 An(p(t; x0); x0) = 7111_1[{)10 B (o(t; x0); x0)

esitlikleri saglanir(Rempulska and Skorupka 1995).

(2.23) ile tamimlanan L,, operatorii igin Teorem 2.5.1 de VVoronovskaya tipli bir teorem

verilecektir.
Teorem 2.5.1

f € CZ ve q € Ny olmak iizere, belirli her x € Ry i¢in

lim n{La(f; ) = f(O} =5 £ ()

esitligi gecerlidir(Rempulska and Skorupka 1995).
Kamt

Xo € Ry belirli bir nokta olsun.

Hert € R, icin

Y(.,x9) C,4uzayma ait ve tlim Y(t; xo) = 0 esitligini saglayan bir fonksiyon olmak tizere
-Xg

Taylor formiiliinden

1
f@) = f(x0) + f'(x0) (¢ = x0) + 5 f"" (x0) (£ = x0)* + (&, %0) (¢ — x0)*
esitligi gegerlidir.
(2.27) , (2.23) ve (2.24) ifadelerinden, her n € N i¢in
1
Lo (f (8); x0) — f(x0) = [/ (%) Ln(t — x0; %0) + Ef”(xO)Ln((t — X0)?; %)

+Ly, (W (t, x0) (t — X0)%; Xo)
esitligi gegerlidir.

Lemma 2.5.2 den
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lim nL, (t — xq;x5) =0 (2.28)
n—-oo
lim nL, ((t — x0)?%; xo) = x, (2.29)
n—00

esitlikleri elde edilir.

(2.23) ifadesi ve Holder esitsizligi kullanilarak, her n € N igin
1 1
|Ln (Wt x0) (t = x0)%; x0)| < {Ln(@?(E; x0); x0) 2 {Ln ((t — x0)*; x0)}2 (2.30)
esitsizligi gecerlidir.
Her t = 0 i¢in
o (t; ty) = P2(t; t,) fonksiyonu

@(., %) € Cyq Ve tlim @ (t; xo) = 0 kosullarini saglar.
X

Bu o6zellikler ve Lemma 2.5.4 kullanilarak

Tlll_r}go Lo (2 (t; %0); %) = Tlli_r)?oLn((P(ti X0); Xo) =0 (2.31)
esitligine ulagilir.

(2.26) ve (2.31) esitliklerini kullanarak (2.30) esitsizliginden

lim nL, (& x0) (¢ = %0)% %) = 0 (2.32)
esitligi gegerlidir.

(2.28) , (2.29) ve (2.32) ifadeleri kullanilarak

lim el (F (6 %) = £ (xo)} = 3£/ (x0)

esitligine ulagilir.

Bu ise kanit1 tamamlar.
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2.6 GENELLESTIRILMIS SZASZ-MIRAKYAN OPERATORLERI
Tanim 2.6.1

p(0) =0, inf,eg+p'(x) =1 ifadelerini saglayan R™ lizerinde siirekli tiirevlenebilen bir

fonksiyon olsun.

0pmi(X) = exp(—np(x)) ——— (np(x))

sekilde tanimlanmak iizere Genellestirilmis Szasz-Mirakyan operatorleri

SECfi0) = exp (- np(x))Z(f oy (L) e, ,E’f)) = GSalf o™ o))

i ( ())epnkm (233)

k=0

seklinde tanimlanir(Szasz 1950).
p(x) = x + x? seklinde taniml1 fonksiyon i¢in

p=e;ise, SH =S5, dr.

Sh) =1 (234
Sp(p; %) = p(x) (2.35)
ve

$2(p%52) = pa) + 22 (2.36)
oldugu aciktir.

Tanim 2.6.2

@ (x) :== 1+ p?(x) olarak tanimlansin. Bu durumda agik¢a
limp(x) = o
n—->oo

olur.
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Mg, f fonksiyonuna bagl bir sabit olmak iizere
B,(R*) = {f:R* - R||f (x)| < Mfeo(x),x = 0} bir agirlikl uzaydir.
B,(R*) uzaymda norm ise

£ ()l
1flly = supea+ ch)

seklinde tanimlidir.

B, (R*) uzayna ait tiim siirekli fonksiyonlarin alt uzay1, C,,(R™) ile gosterilecektir.

lim 28 _
x= ()

kg

olmak iizere f € C,(R") fonksiyonlarmimn alt uzay: C(’,f (R™) ile gosterilecektir ve burada

&

@ (x)

ks, f e bagl bir sabittir. Ayrica seklinde verilen f € C,(R*) fonksiyonlarinin uzay:

U, (R™) olarak gosterilecektir.

Bu uzaylar i¢in

CE(RY) c U,(R*) € C,(R*) c B,(R*) kapsamasi gegerlidir.
Lemma 2.6.1

L,Cy(R*) - B, (R*) dogrusal pozitif bir operator olmast igin gerekli ve yeterli kosul x = 0

ve K, pozitif bir sabit olmak lizere

1Ly (93 X) < Knp(x)|

esitsizliginin saglanmasidir(Haciyev 1974-1977).

Teorem 2.6.1

(Lyns1 + Cp(RY) = B, (R*) dogrusal pozitif operatorlerin bir dizisi olsun.
Bu durumda eger

hm ”anv - pv”(p = 0 v = Ol1l2
n—oo
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esitligi saglanirsa her f € C(f,f (R*) igin

lim lLof = flly = 0

esitligi gecerlidir (Haciyev, 1974-1977).

(2.34), (2.36) ve Lemma 2.6.1 den S, ; C,,(R*) - B, (R") dogrusal pozitif bir operatordiir.
Teorem 2.6.2

Her f € C(’; (R*) fonksiyonlari ve (2.33) ile taniml1 operatér i¢in

lim [1S,(F) = fllp = 0

esitligi gecerlidir(Aral et al. 2014).

Kamt

Teorem 2.6.1 den

lim[|s7(e") —p*l| =0 , v=012 (2.37)
oldugunu kanitlamak yeterlidir.

(2.34) ve (2.35) den

s -1], =0

ve

IS (o) = pll,, =0

esitlikleri gecerlidir. Dolayisiyla (2.37) ifadesi v = 0,1 i¢in gosterilmis olur. Diger taraftan

p(x)

1
(1 + pz(x))n = n

157 0*) = I, = supxens

olacaktir.

Bu ifade ise v = 2 i¢in (2.37) ifadesinin saglanmasi demektir. Teorem 2.6.1 den kanit

tamamlanmis olur.
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Tanim 2.6.3

Szasz-Mirakyan operatorii, R* := [0, ) smirsiz aralig1 iizerinde tanimli uygun bir f

fonksiyonu i¢in Bernstein operatdriiniin bir genellemesi

Sp(f;x) = e—nxif(5> (n;!)k

n
k=0

esitligi ile tanimlanir.

Teorem 2.6.3

f € C(R*) olsun.

x € R* ve p(x) noktasinda f o g~1 nin birinci ve ikinci tiirevleri olsun.
Eger f o g~! nin ikinci tiirevi R* da sinurl1 ise

tim n(2 (/50— £G0) =252 (7 471 (o)

esitligi gecerlidir(Aral et al. 2014).
Kanit

p(x) € R noktasinda f o g~ nin Taylor genislemesi kullanilarak

FO=FogD(E®)=Fcg (@) +F g (p)(p®) — pkx))

1 n 2 2
+5(feg™) () (p(®) = p(0))” + 2x()(p(8) — p(x)) (2.38)
esitligi gecerlidir. Bu durumda x ve t arasinda bir ¢ keyfi sayis1 vardir oyle ki

(0 = (feg ™" (© —Z(f ° g™ )" (p() (2.39)

esitligi saglanir.
(2.39) den her t igin
t - x iken 0 a yaklasan ve |Ax(t)| < M esitsizligini saglayan her f i¢in

(2.38) esitligine (2.33) operatorii uygulanirsa
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SP(tx) = £ = (f 2 g7 (p())SE ((p(8) = p(x)); x)
1 -1\ P 2
+5(Fo g™ (p())SE () - p()) %)

2
+57 (1@ (p(0) — p()) s %)
esitligi gecerlidir.
(2.34), (2.35) ve (2.36) ifadelerinden

limns? ((p(6) = p())ix) = 0

. 2
limns? ((p(6) = p(0) " x) = ()
esitligi gegerli olur ve bdylece

lim n(S5 (£50 — £() = 222 (f 0 71 (p) + lim nSE () (p(6) — p())'5)

esitligine ulagilir.

Bu esitligin sag tarafindaki son terimler dikkate alinarak

|t — x| < & i¢in |Ax(t)| < € olacak sekilde & > 0 segilsin. € > 0 olmak iizere
lp(t) = p()| = p' (Mt —x| = |t — x|

ifadesi p nun tanimindan gegerlidir.

Dolayisiyla
lp(®) — p(x)| < 6 igin

2 2
[2x (@ (p(®) = p(0)’| < €] (p(®) ~ p@))']
esitsizligi saglanir.
Eger |p(t) — p(x)| > & ise

|Ax(t)| < M oldugunda
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A2 (p(®) - p()’| < ¢ = (p(0) = p(x)"

esitsizligi gecerlidir. Boylece

52 (2 (o0 ~ p(0)’sx) < e58 (00 — p()'5 ) + 3357 (0 (0) = p()) )

esitsizligi saglanir. Yapilan hesaplamalar sonucunda
Sh((p@® - %) = o=
2 ((p® = p(0)'ix) = o
esitligine ulasilir. Boylece
. p 2
limns? (2x(0)(p(®) = p(x)) 5 x) = 0

esitligi gosterilmis olur.

2.7 GENELLESTIRILMIS FAVARD-SZASZ OPERATORLERI
a,y polinomlari,

(1+x)% + (1 —x)2k
20210)!

ak(x) =

seklinde tanimlansin.

*® 42k
coshz = Z
I
£ (2K)!

olarak verilmek tizere

oo

coshu coshux = Z Ay (X)u?*
k=0

esitlikleri yardimiyla asagidaki tanim verilecektir.

Tanim 2.7.1

[0, o) araliginda gercel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayr C[0, o) olsun.
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x=>0,p>0igin

wy(x) = e™P* agirlikl fonksiyonu

sup I
1£1lo = & & [0, o) o COIf ()] normu ille birlikte

C, = {f € C[0,00):w,f ; [0, 00) arahiginda siurh siirekli}
olarak tanimlanir(Ciupa 2005).
Tamm 2.7.2

T >p, Ap: C, — C, olmak iizere dogrusal pozitif A, (f; x) operatdrii

(0]

1 2k
x) = E ) x>
An(f32) cosh u cosh ux 2. 2 (n)f ( n ) &

k=0

olarak tanimlanair.
Burada, x € [0, ) i¢in A,,(1; x) = 1 dir(Ciupa 2005).
Lemma 2.7.1

Her x € [0,0) ve n € N i¢in

1
A,(t —x;x) = —x(1 —tanhnx) + ;tanh 1

X x 1
A, ((t —x)%;x) = (1 — tanhnx) [sz - ;(1 + 2 tanh 1] +ﬁ+ﬁ(1 + tanh 1)

. . x3 x? x
A, ((t —x)*; x) = (1 —tanhnx) | byx —b27+b3ﬁ—b4ﬁ

x? x 1
+b5F+b6$+b7F

esitlikleri gecerlidir.

u = 1 alinirsa ve u parametresine ilgili genellestirilmis fonksiyonun ardisik kismi

diferensiyeli uygulanirsa

i =1,2,...,7 pozitif sabitler olmak {izere
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b, =8

b, =12 + 16tanh1

b; = 24tanh 1+ 16

b, =18tanh 1+ 19

bs =3

bgs = 7 + 10tanh 1

b; =8+ 7tanh 1

formiilleri elde edilir(Ciupa 2005).
Asagidaki li¢ lemma kanitsiz olarak verilecektir.
Lemma 2.7.2

Her x, € [0, o) sabit noktasi1 i¢in
Tlll_r)lgo n.A,(t —xq;xy) = tanh 1
r{i_{'{}on- A ((t = x0)%5 x0) = Xg
esitlikleri gecerlidir(Ciupa 2005).
Lemma 2.7.3

Her x, € [0, o) sabit noktasi igin x, a bagli M, (x,) pozitif sabiti vardir 6yle ki her n € N

1¢in,
4 1
A ((t —x0)* x0) < Mo(xo)-ﬁ

esitsizligi saglanir(Ciupa 2005).

Lemma?2.7.4

. S e e o
p>0,r>pve nyg; ng = " esitsizligini saglayan

bir dogal say1 olmak iizere
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her x € [0,) ven > n, igin

cosh(e?)

pt. <
wyr(x)A, (ePh;x) < 2 “osh 1

cosh(e?) x+1

Wy (VA (= 202675 %) < My (py 1) ———" —

esitsizlikleri gegerlidir(Ciupa 2003).
Burada M, (p, ) , yalnizca p ve r ’e bagl pozitif sabittir.
Lemma 2.7.5

Xo € [0,00) sabit bir nokta ve ¢(.; x) € C, bir fonksiyon olmak iizere
lim g (t; %) = 0

ve

Tlli_l;lgoAn((p(t; x0); %) = 0

esitlikleri gegerlidir(Ciupa 2005).

Kamt

r > p > 0olsun. Her x, = 0 ve n € N igin

[0e]

1 2k
e (p(5x0); o) = €7 kzo @z (020) (=%

@ (.; xo) fonksiyonunun 6zellikleri yardimiyla her € > 0 i¢in

|t —xo|l <6

esitsizligini saglayan pozitif bir 6 (¢) sabiti vardir. Buradan t > 0 olmak iizere
lo(t; x0)| <&

olacaktir.

Diger taraftan

M, := M, (p) olan bir pozitif sabit vardir 6yle ki ¢t > 0 i¢in
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e Pt o(t; xo)| < M,

esitsizligi saglanir. Boylece

L 2k
e—ronn((P(t; XO); XO) < e "o “osh 1cosh - Z a2k(nx0) o (7;350)
|%—XO|<6
+e~T¥o 1 Z ( )5<2k' ) —o s
¢ cosh 1 cosh nx, " A2k NXo 3% )| =51+ 5
|7—XO|26

esitsizligi gecerlidir.

@ (.; xo) fonksiyonunun tanimindan

S5 <

& 1 £ e

— p—TXp < — —ron 1‘ < —

2¢ cosh 1 cosh nx, 2 Ak (nXo) € n(L; x0) >
%_XO|<(S

esitsizligi yazilabilir. Diger taraftan

X 1 s 2k 2k 2k
S, =e 0 Z a,(nx (—;x>e‘7e;
2 cosh 1 cosh nx, 21 (nxo) 3 %o
%—XO|26
X 1 pzk
< Mye™™ Z a,.(nxy) ePn
2 cosh1coshnx, | 2k (nxg)
T_xo >0
olacaktr.
2k o
|7—x0| > 6 i¢in
1 /2k 2
5ol ) 21
esitsizligi gecerlidir.
Lemma 2.7.4 den
e—rXo 1 ka Zk 2
S, <M Z _(__ )
2 Z 82 cosh1coshnx, u azk (nxg)e™n -~ %o
7—96'0 =6
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e~ %o 1 cosh(eP)x, + 1
<M, TAn((t—xo)zepti Xo) < M, §M1(p'7") °

cosh1 n

olacaktr.
Her n > n, ve x,,&,6 sabitleri igin

bir ny = ny(xg, €, 8, My, M1 (p, 1)) dogal sayist vardir 6yle ki

s, <=
L)

olur.

Boylece her n > ng i¢in

e XA (@(tx0); x0) < &

ve

Tlll_{’folo e "0 AL (o (& x0); x0) = 0

ifadeleri gegerlidir. Dolayisiyla

lim An (¢ (& x0); %0) = 0

esitligine ulagilir.

Bu sonuglar dikkate alinarak Voronovskaya-tipli bir teorem verilecektir.

Teorem 2.7.1

p > 0 sabiti i¢in, C2 = {f € C,; ', f"" € C,} olsun.
Her f € C; ve her x, € [0, ) sabiti i¢in

lim n{A, (%) = f()} =5 £7() + £ () tanh 1
esitligi gecerlidir(Ciupa 2005).

Kanit

X, € [0, ) sabit noktas1 i¢in Taylor formiilii kullanilirsa
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her t € [0, o) i¢in

f(@®) = f(xo) + (t = x0)f"(x0) + % (t = x0)*f" (x0) + g (& x0) (t = x0)*
esitligi gecerlidir.

Burada g(t; x,) geri kalan kismin Peano formu olup g(.; x,) € C, ve
r{i_{rolog(t; Xo) = 0 dir.

A, (1; xy) = 1 oldugundan

An(fix0) — f(xo) = f'(x0)An(t — x5 x0) + %f”(xo)An((t — %)% %)

+A,(g(t; x0) (t — %0)?; xo)
esitligi gecerlidir.

Cauchy esitsizligi kullanilarak

149 (6 X6 (t = 26)% %0)| < {An (g% (6 %0 2P {An ((t — x0)* X0}
esitsizligi bulunur.

Her t > 0 ve Lemma 2.7.5 den ¢(t; xo) = g%(t; x,) dir.

Boylece

lim A, (g% (£; x0); %0) = 0

olacaktir.

Buradan Lemma 2.7.3 kullanilarak

1

1 1\2
n. An (g(t; x0) (t — x0)% x0) < {An(g°(t; x0); %) }2. (nZMO (x0) ﬁ)
esitsizligi elde edilir.
Boylece

limn.A,,(g(t; xo)(t — x0)% %) =0
n—00
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esitligi dogru olur.

Lemma 2.7.2 kullanilarak

lim 1. (4n (f3 %0) = £ () = £ (xo) tanh 1+ 2> £ (xo)

esitligi gosterilmis olur.
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BOLUM 3

FARKLI ANLAMDA YAKINSAYAN BAZI OPERATORLER iCiN
VORONOVSKAYA TiPi TEOREMLER

3.1 ISTATISTIKSEL YAKINSAK DOGRUSAL POZITiF OPERATORLER
Bu kesimde (Dogru 2008) operatoriin 6zellikleri incelenecektir.

Tamim 3.1.1 (istatistiksel Noktasal Yakinsaklik)

Her € > 0 ve her bir x € D igin

§{n: 1fn(x) = f(x)| =€} =0

kosulu saglaniyorsa bu durumda (f;,) dizisi f: D — R fonksiyonuna D iizerinde istatistiksel

noktasal yakinsak denir ve f,, — f (istatistiksel) ile gosterilir(Duman ve Orhan 2004).
Tanmim 3.1.2 (Istatistiksel Diizgiin Yakinsaklik)

(fn) , D tizerinde smirh fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger
st — lim[|fo = fllzy = 0

ise bu durumda (f;,) dizisi f: D — R fonksiyonuna D iizerinde istatistiksel diizglin yakinsak

denir ve f,, 33 f (istatistiksel) ile gosterilir(Duman ve Orhan 2004).

Tanim 3.1.3

o (0)

nv T (v-1

oD (0)

. an,v
lim

=u

v—ooo P

1 1
0<x <;vef € C[O,;) olsun.
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Pn(x) € C*” asagidaki kosullari saglamak tizere
(i) {¢,} dizisinin her eleman1 B = {z €C:z| < i} diskini igeren bir D bolgesinde analitiktir.
(i) PE(0) = =@, (x) >0, v=12..igin

1 ..
(iii) ¢@,(x) >0 herx € [0,;) icin

(iv) av“ - av < ¢, Ve limc, = 0 kosullarini saglayan bir {c,,} dizisi vardur.
n,v+1 nv n—->oo
Bu durumda
La(fi0) = — if(”) 0 (31)
;X)) = — :
" @n(x) o Un,p ¥n vl

seklinde tanimlidir(Dogru 2008).

Lemma3.1.1

Hern e N, x € [0,a] (O <a< i) olmak tizere (3.1) operatori i¢in

Ly(1;x) = 1

L,(t;x) =x

|L,(t2%;x) — x?| < cpx

olur(Dogru 2008).

Tanim 3.1.4

Bir x = x;, dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi, her € > 0 i¢in
S{keN:|x, — Ll =¢€}=0

olmasidir. Burada 6 (K), K € N olmak tizere
1
6(K) = lim —|{k < n:k € K}|
n-on

olup K < N kiimesinin yogunlugudur(Niven and Zuckerman 1980).
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Burada K < N i¢in |K]| ile K kiimesinin eleman sayis1 gosterilmektedir.

Ornek 3.1.1
S(N)=1, 6§Q2k:k € N) =§, S(k?:keN)=0 du.

Uyan 3.1.1

Herhangi yakinsak bir dizi istatistiksel olarak yakinsak olmasina ragmen bu durumun tersi
dogru degildir. Ornegin

2

Ly , n=m
= =1,2..
Xn {Lz ,n # m? (m )

dizisi istatistiksel olarak L, sayisina yakinsaktir. Ancak agik¢a L; # L, durumunda klasik

anlamda yakinsaklik s6z konusu degildir.

Ornekten de goriildiigii gibi istatistiksel yakmsaklik kavrami daha genis calisma alan

sagladigindan arastirmacilar i¢in 6nem tagimaktadir(Canatan 2014).

Lemma 3.1.2

L,(f;x),(3.1) ile tanimlanmis olsun. Bu durumda

L,(t3%x) < x3 + 3c,x? + c2x (3.2)
esitsizligi gecerlidir(Canatan ve Dogru 2012).

Lemma 3.1.3

L,(f;x),(3.1) ile tanimlanmis olsun. Bu durumda

L,(t%x) < x* 4+ 60,03 + 7cix? + c3x (3.3)
esitsizligi saglanir(Canatan ve Dogru 2012).

Teorem 3.1.1

L,(f;x),(3.1) ile tanimlanmis olsun. Bu durumda

f!'()
2

st — lim Ly (f; ) — f(0)] = 2= (3.4)
n—-oo
esitligi gecerlidir(Canatan ve Dogru 2012).
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Kanit

Taylor seri agilim1 kullanilarak

e

FO) = F&) +f (-0 +

(t—x)%+ (t—x)*n(t—x) (3.5)
elde edilir.

nt—x) = fg—'(x) (t — x) + -++ dir. Ustelik bu fonksiyon siirekli ve t — x i¢in 0 a yaklasir.

(3.5) de
v
t =
an,v

se¢ilsin. Bu durumda

f (;) — £+ F'() (a” - x) L9 (a” - x)

v 2 v 36
+<an.v _x> n(“mv —X> (36)

olacaktir.
n siirekli oldugundan sinirhidir yani her h i¢in |n(h)| < H olacak sekilde bir H > 0 sabiti

vardir. (3.6) ifadesi

L0
Pn(x) " v!

ile ¢arpilir ve toplama gegilirse

<pn1(x) ,,Zof (

C))
2

Sl e
on) Li\any ) Nan, )00

><P1’i(0)%=f(x)Ln(1;x)+f’(x)Ln(t—x;x) + I L (= 2%0)

v
Onp
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elde edilir. Boylece

s KO z
Lo(f;2) = f(x) + f1 () [Ln (£ x) — x] +T[Ln(t ;x) = 2xLp () +x*]+1  (3.7)

olur. Burada

= ) (a0
on) Li\any ) TN\, )P0

seklinde taniml1 olup

co

o & () )y
= -x| 7 —-x]e —
(pn (x) =0 a‘n,v an'v n 17!

1 v y v ) SV
T on® Z (am, p x) n <an,v p x) on(0)— (3.8)

v=0

v
s
an,v

esitligi yazilabilir. Her € > 0 i¢in 7 siirekliliginden bir 6 (¢) vardir dyle ki

v ..
—x| < 4 i¢in

Inyp

|r) ( T x)| < ¢ saglanir.
On,v

Diger yandan 7 sinirl oldugundan

Z —x| > § igin

Anyp

|r) ( - - x)| < H esitsizligi gegerlidir.
Anyp

Bu durumlar (3.8) de kullanilirsa

1 v/ v 2 xV
1< g(pn(x) ; (an,v - x) gon(O)ﬁ + HJ (3.9)

esitsizligi elde edilir. Burada
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1 v 2 xV
/=0 ® Z (an,v"‘) POy

olup,

2
v
(@)
an,v

v - .
e x| > & oldugundan —==——> 1 olur ki
<1 1 i Y ) ok 3.10
I v e@l\a, ) 7% (519
v=

esitsizligi saglanir.

Burada (3.9) ve (3.10) kullanildiginda

2. 1 4,
I <el,((t—x)%x) + HﬁLn((t —x)% x)
I < &{L,(t%x) — 2xL,(t; x) + x*L,(1; x)}

H 4 3 2 2 3 4
+§{Ln(t ;%) —4xL,(t°;x) + 6x°L,(t%; x) — 4x°L,(t; x) + x*L,(1;x)}

H
I <e(x?+cpx—2x% +x2 + 52 (x* + 6c,x3 + 7c2x? + c3x

—4x(x3 4 3cyx? + c2x) + 6x%(cpx + x2) — 4x3x + xh)

olur. Boylece

I < H e 3c,x? 3.11
< cp £x+§(cnx+ CpX*) (3.11)

esitsizligi bulunur. (3.11) in (3.7) de kullanilmasiyla

f ()
2

H
CnX + Cp [ex + — (c2x + SCan)]

Ly(f;x) = f(x) < 52

"(x H
=c, {f 2( )x+sx+ﬁ(cﬁx+ SCan)}
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esitsizligi elde edilir.

st — lim ¢, = 0 ve ¢ istenildigi kadar kiiclik birakilabilen keyfi pozitif bir sabit oldugundan

n—oo

kanit tamamlanmis olur.

3.2 ES-iISTATISTIKSEL YAKINSAK DOGRUSAL POZIiTiF OPERATORLER

X gergel sayilarin kompakt bir alt kiimesi ve C(X), X tizerindeki tiim gercel degerli siirekli
fonksiyonlarin uzay1 olsun.f € C(X) ve f,, € C(X) olmak tizere her ¢ > 0,n € N igin C(X)

uzay1 lizerindeki supremum normu

||f||c(X) = Supyex|f(x)]

olarak tanimlhdir.

Asagidaki kesimde 1, (x, €),

Yn(x, &) = [{k < n:|fie () - f| = e}l ,(x €X)
seklinde kullanilacaktir.

Tamm 3.2.1

Her € > 0 icin

l. lpn(x: 8) _
1m =

n—-oo n

0

ve yakinsama x € X’e gore diizgiin ise yani her € > 0 i¢in

5 €
tim WnC Ellseo _

n—-oo n

ise f(n) , X tizerinde f fonksiyonuna es-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda X

tizerinde f,, = f (es-istatistiksel) ile gosterilir(Balcerzak et al. 2007).

C (X) uzay lizerinde alisilmis diizgilin yakinsaklik, istatistiksel diizgiin yakinsaklik, istatistik
noktasal yakinsaklik ve es-istatistiksel yakinsaklik tanimlar1 diisiintilerek asagidaki sonug elde

edilir.
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Lemma 3.2.1

X tzerinde f,, 3 f ise X lizerinde f,, 3 f (istatistiksel) olur, bu ise f,, = f (es-istatistiksel)

oldugunu gosterir.
Ayrica, X iizerinde f,, — f (es-istatistiksel) ise X tizerinde f,, — f (istatistiksel) olur.

Bunun yani sira, X tizerinde (f;,) fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna aligilmig anlamda

noktasal yakinsak ise X tizerinde f,, — f (istatistiksel) olur(Balcerzak et al. 2007).
Teorem 3.2.1

L,: C(X) — C(X) dogrusal pozitif operatdrlerin bir dizisi olsun. O zaman her f € C(X) i¢in

X lizerinde

L,(f) = f(es — istatistiksel)

olmast igin gerekli ve yeterli kosul e;(x) = x*, i = 0,1,2 olmak iizere X iizerinde
L,(e;) — e;(es — istatistiksel)

ifadesinin gegerli olmasidir(Karakus 2009).

Lemma 3.2.2

X =1[0,1] ve 0 < x < 1 olmak tizere C[0,1] lizerinde

n
B0 = Y £ () el (1 -t
k=0
ile tanimlanan B, (f; x) klasik Benstein polinomlar1 géz 6niine alinsin.
x € [0,1] ve f € C[0,1] i¢in
D (f; %) = (1 + gn(x))Ba(f; x) (3.12)
olsun. Bu durumda
{D,.} dogrusal pozitif operatorleri igin
Dy (eg; x) = (1 + gn(x))eo(x)

Dy (eq;x) = (1 + gn(x))el(x)
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Dulezi ) = (1 + 9,00 [ea0) + *2)

esitlikleri gegerlidir(Balcerzak et al. 2007).

[0,1] tizerinde g,, » g = 0 (es-istatistiksel) oldugundan her bir i = 0,1,2 igin, [0,1] izerinde
D, (e;) — e;(es — istatistiksel)

sonucu dogrudur. Boylece Teorem 3.2.1 den her f € €[0,1] igin [0,1] tizerinde

D, (f) = f(es — istatistiksel)

olur.

Dy (f; %) = (1 + gn(x)) By (f; %)

dogrusal D,, operatdriiniin es-istatistiksel yakinsaklik anlaminda Voronovskaya-tipi bir

teoremi sagladig1 gosterilecektir.

Hazirlik olarak oncelikle asagidaki lemma verilecektir.
Lemma 3.2.3

x € [0,1] ve @(y) := y — x olsun.

Bu durumda [0,1] {izerinde

n2D, (%) - 3e,(e, — 2e; + e,) (es-istatistiksel)
yakinsamasi gegerli olur(Karakus 2009).

Kamt

B, (f; x) Bernstein polinomu igin

B,(1;x) =1

B,(t;x) = x

2
X —x
B,(t%x) = x* + G=x7)

esitlikleri gegerlidir. Diger taraftan

67



(n—l)(n—2)+x2(3n—3)+i

Bn(t3;x) =x3 nz nz

DD DD D) x

4. —
B‘I‘L(t Ix) - n3 n3 n3 nz

esitlikleri de gecerlidir.
Boylece {D, } operatorii i¢in

—6x* +12x3 —7x% +x

n?D, (") = (1 + g(x)) |3x* — 6x3 + 3x2 +

n
esitligi dogrudur. Bu durumda her x € [0,1] i¢in
26(1 + gn(x))
[n? Dy (@* %) — 3ex(x) (e2(x) — 2e1(x) + eo(x))| < 12g,(x) + - . (3.13)
olacaktir.
[0,1] tizerinde
26(1+
12g, + % — 0 (es — istatistiksel) (3.14)

ifadesi gecerli oldugundan

(3.13) ve (3.14) birlikte diistiniilerek [0,1] tizerinde

n2D, (p*) - 3ey(e, — 2e, + ey) (es-istatistiksel)

olur. Bu ise kanit1 tamamlar.

(3.12) ile tanimlanan D,, operatorii igin Voronovskaya tipli teorem verilecektir.
Teorem 3.2.2

Her f € C[0,1] ve f',f" € C[0,1] igin [0,1] tizerinde

e;—e
. > 2 f"" (es — istatistiksel)

n{an _f} -

yakinsamasi gecerlidir(Karakus 2009).
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Kanit

f.f",f" €Cl[0,1] ve x € [0,1] olsun.

o) O - -G -0 @ -0 -0 y % xise

0 , y =Xxise
fonksiyonu tanimlansin.
Kabulden &, fonsiyonu C[0,1] e aittir.

Boylece Taylor Teoreminden

B ) y—x7?* _, "
FO) = f@) + = 0f (@) + 25— f"(0) + (7 = %)

esitligi dogrudur.
Simdi (3.12) ile taniml D,, operatorlerini esitligin her iki tarafina uygularsak
¢(y) =y — x olmak lizere

_ 2
Dalfs ) = f() = D, <f(x) - 0f @+ 22 1w + - 00 x) - f)

= f(X)Dy(1;x) + (x)Dy((y — x); x) + %Dn((y — x)%; x)
+D,((y — x)2&(); %) — f(x)

_ ) () 5 ,

= f(X)gn(x) + f'(X)Dy(@; x) + ——Dy (¢?; x) + Dp(9?&x; X)

2

esitligine ulasilir. Buradan

Dn((/); x) =0

x x?
Dn((pz; x) = (1 + gn(x)) <E - _)

n

esitlikleri gegerlidir. Dolayisiyla

x(1—x)f"(x)
2n

Dn(f; x) — f(x) = f(x)gn(x) + (1 + gn(x)) + Dn((pzfx;x)
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esitligi yazilabilir.
Buradan M = ||fl¢jo,1) + IIf"Ilcjo,1] olmak tizere

Do (f: ) — F(x) — Mf"( )

x| + |x?]

5 In S llcro,11 + 7Dn (9% %))

< nllfllcroa19n(x) +

<M+ 1)gn(x) + nlDp(9?E; %) (3.15)

olacaktir. (3.2) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci terime Cauchy-Schwarz esitsizligi

uygulanirsa

1D, (9264 )| < (02D, (0% x))2 (D (6% )2

esitsizligine ulasilir.

() = §£ ()

olsun. Bu durumda n,.(x) = 0 ve n,.(.) € €[0,1] olur.

Boylece 3.2.1 den [0,1] lizerinde

D,,(n,) = 0 (es — istatistiksel)

(3.3) ve (3.4) ifadeleri birlikte diistiniilerek ve Lemma 3.1.2 den [0,1] tizerinde

nD, (p?&,;x) > 0 (es — istatistiksel) (3.16)
olur.

Verilmis bir € > 0 i¢in

k(De(fix) — F(0) — M

Yn(x,€) = ‘{k sn fr(x )‘ = S}

Pon(e) = [{l < m 10+ Dge(ol 2 5|

PonCo) = (ke < n: kD (0?65 )| = 2}

kiimeleri tanimlansin. (3.15) den
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lpn(x: E) < l»bl,n(x: E) + lpz‘n(x, 8)

n n n

esitsizligi dogrudur. Boylece

1yn (., E)lBog < ||l/)1"“L("‘€)||13[0,1] + ||lpz'n("‘g)||3[0,1]

3.17

n n n (317)
oldugu goriilir. Ayrica g, fonksiyon dizisinin tanimindan [0,1] tizerinde

(n+1)g, » g =0 (es — istatistiksel) (3.18)

olacaktir. (3.16) ve (3.18) den (3.17) esitsizliginin her iki tarafina n — oo igin limit alinirsa

limitin sifira gittigini goriiliir. Boylece

., E
o G llagon

n—oo n

0

olur.
Uyar 3.2.1

(3.12) ile tanimh D,, operatérleri ve (g,) fonksiyon dizisi [0,1] tizerinde g = 0
fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmadigindan alisilmis anlamda Voronovskaya-tipi 6zelligi

saglamaz.

3.3 AGIRLIKLI ES-ISTATiISTIiKSEL YAKINSAK DOGRUSAL POZITIiF
OPERATORLER

Bu ¢alismada {p;} negatif olmayan gergel sayilarin

i. p>0
ii. lim infp, >0
n—-oo

iii. n € Nvep, - o olmak iizere

n
b, = Zpk
k=1

kosullarini saglayan bir dizi olarak alinacaktir.
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Tanim 3.3.1

{f.} fonksiyonlar dizisinin D tizerinde f fonksiyonuna agirlikli es-istatistiksel yakinsak

olmasi i¢in yeterli ve gerekli kosul
Dy (x, €) = [{k < n: |fi(x) — f(x)] = €}
olarak tanimlanmak tizere

her € > 0 icin x € D ye gore diizgiin olarak

. Dn(x,€)
lim =

n-oo Pn

0

dir. Yani

D.(.,¢&
Gl

n—oo P,
olmasidir. Bu durumda kisaca f,, = f (w — es — ist) ile gosterilir (Akdag, 2016).
Tamim 3.3.2

Bir {f,,} dizisinin D tizerinde f fonksiyonuna agirlikli noktasal istatistiksel yakinsak olmasi

her e > 0 ve her x € D i¢in

1
lim == |{k < B pilfi ) = f0)l 2 e} = 0

seklinde tanimlidir. Bu durumda f,, = f (w — ist) ile gosterilir(Akdag 2016).
Tanimm 3.3.3

Bir {f,} dizisinin D tizerinde f fonksiyonuna agirlikli diizgiin istatistiksel yakinsak olmasi

her € > 0 i¢in

1
lim —|{k < P:pillfe — fIl = e}l =0
n—»ooPn

seklinde verilir. Kisaca f,, 3 f (w — ist) ile gosterilir (Akdag 2016).
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Uyan 3.3.1

Her k icin p; = 1 olsun. Bu durumda agirlikli es-istatistiksel yakinsaklik, agirlikli noktasal

istatistiksel yakinsaklik ve agirlikli diizgiin istatistiksel yakinsaklik klasik durumlara dontisiir.
Lemma 3.3.1

{f,.} fonksiyonlar dizisi ve f fonksiyonu igin asagidaki yakinsamalar gegerlidir.
fa3fWw—ist)= f > f(w—es—ist) = f, > f (Ww—ist)

Ancak tersi her zaman dogru degildir(Akdag 2016).

Ornek 3.3.1

Her n € N i¢in h,, € C[0,1] dizisi

p 1 ’ 1 1 1
! on+1 (x — 2_") eger x € [ZT'F - 2n+1]
hy (x) = ! : - o o
L —2n (x 4 2n+1) eger x € [zn-l T gnet 2"“’]
0 diger durum

seklinde tanimlansin.

pe = Vk , (k =1,2,...) olmak iizere

1 1
lim —|{k < Pi:pclhe(0)| 2 e} <5 >0 (n—> )
n-o P, P

n
olur. Boylece [0,1] iizerinde hy —» h =0 (w — es — ist)
olur. Diger taraftan (h,), h = 0 a agirlikli diizgiin istatistiksel yakinsaktir(Balcerzak 2007).

Teorem 3.3.1

(T,), C(D) den C(D) ye tanimli dogrusal pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Bu durumda
f € C(D) igin D iizerinde

To(fix) = f (w—es—ist)
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her i = 0,1,2 ve f;(x) = x’ i¢in D iizerinde

To(f;x) = fi (w—es—ist) (3.20)
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olmasidir(Akdag 2016).
Ornek 3.3.2

D = [0,1] olsun.
. ky m
Bafin) = ) f(3) (1) =0, xe o]
k=0
Klasik Bernstein operatorii olmak iizere p;, = vk olsun.
x € 0,1] ve f € C[0,1] i¢in
La(f,%) = (14 hy () By (f; ) (3.21)

dizisi tanmimlansin. Burada h,, (x), (3.19) ile verilen h,, olsun.

(hy), h =0 ’a agirlikli es-istatistiksel yakinsak olup h =0 ’a [0,1] de diizgiin olarak

yakinsamaz. Bu durumda
Ly(1;x) = 1+ hy(x)
L,(t;x) = (1 + hn(x))x

2 N 5 x(1—x)
Lo(t% %) = (14 hp(x)) (x 22 )

olur. (L,) dizisi (3.20) deki kosullar1 sagladigindan ve Teorem 3.3.1 den
Lo(f;x) = f(w — es — ist)
olur. Béylece (h,), h = 0’a[0,1] de diizgiin olarak yakinsamaz.

Klasik Korovkin Teoremi (3.21) ile tanimlanan operator igin galigmaz. Sonug olarak Teorem

3.3.1 Klasik Korovkin Teoreminin alisilmis olmayan bir genislemesidir.

(3.21) ile tanimlanan (L,,) dogrusal pozitif operator dizisinin agirlikli es-istatistiksel durumda

Voronovskaya tipli bir teoremi sagladig1 gosterilecektir.

[lk olarak asagidaki lemma verilecektir.
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Lemma 3.3.2

x € [0,1] , k € N olmak lizere

P = Vk ve 6(y) = y —x olsun. Bu durumda [0,1] iizerinde
n?L,(0%) - 3x2(x* 4+ 2x+ 1) (w—es — ist)
yakinsamasi gegerlidir.

Kanit

(3.21) ’den

1
n2L,(6%) = (1 + h,(x)) {Sx“ — 6x3 + 3x?% + - (—6x* +12x3 — 7x% + x)}
esitligi gecerlidir. Buradan

In?L,(6%) — 3x*(x? — 2x + 1)| < 12k, (x) + 260 + hn (X))

esitsizligi bulunur. Ornek 3.3.2 den

26 26h, ]
- -0 (w—es—ist)

12h, +7+

yakinsamasi dogrudur. Dolayisiyla

n?L,(6%) - 3x2(x? —2x+ 1) (w —es — ist)

sonucu elde edilir. Bu ise kanit1 tamamlar.

Teorem 3.3.2

Herf € C[0,1] ve f',f" € C[0,1] olsun. Bu durumda [0,1] de

nlLaf — 1} > X2 s - ist)

esitligi gecerlidir(Akdag 2016).
Kanit

Kabul edelim ki f, f', f" € €[0,1] ve x € [0,1] olsun.
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& =) egery + x
0 egery =x

fO) = FG) = = x)f'(x) = (y — 2)*f"
Ex(y) =

tanimlayalim. Bu durumda

§x(x) = 0,8, €C[01]

olur. Boylece Taylor Teoreminden

3 ) y—-x?2_, 5
FO) = F) + (0 = 0f () + =" () + (7 = )% (y)

dir. Yukaridaki esitligin her iki tarafina (3.21) uygulanirsa

Ly (f; %) = f(x) = f(hy (x) + f' (X)L (6; ) + @Ln(azi x) + Ln(0%8,; %)

x(1—x)
2n

= f()h,(x) + < ) (14 hpy(0)f" (x) + Ly (6%, %)
x(1—x
2n

)

< K(n+ Dh,(x) + n|L,(68%&,; x)|

n(La(f; ) = f(x)) = f" ()

elde edilir. Burada

0)=y—xveK = |fllcro + Ilf"llcro,]

esitlikleri gecerlidir.

(3.22) in sag tarafina Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

1
2

MLy (026,301 < (n2L,(0%))? (Ln(6:% %))
elde edilir.
1, (¥) = &.%(¥) olsun. Bu durumda

nx(x) =0ve nx(-) € [0:1]

olur. Teorem 3.3.1 den [0,1] tizerinde
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Ly(ny) = O(w — es — ist)

dir.

(3.23), (3.24) ve Lemma 3.3.2 den
nL,(0%&,;x) >0 (w—es—ist)
olur.

Verien bir € > 0 i¢in

k(L (f; %) = f(2)) = @f ”<x)\ = f}‘

Qp(x, €) = ‘{k < Puipk

Qi n(x, &) = |{k < Piprl(k + Dh(x)]| = %M

5 €
0 (0,6) = |{Ie < Po: pulkLic (678 2)] = 5|
olur. Dolayistyla

12, Cx, )l cpo,1] g ”ern(x’ 8)”0[0,1] p ”szn(x’ E)HC[O,l]
B B B B B,

esitsizligi gecerlidir.

h,,’in tanimindan

(n+1Dh,>h=0 (w—es—ist)

olur. Yukaridaki esitliklerin gegerli olmasindan

O.(,e&
lim 12, )llcro

n-oo P,

=0

bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.
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4.BOLUM

q — OPERATORLER iCIN VORONOVSKAYA TiPLi TEOREMLER

4.1 q-SZASZ-MIRAKYAN OPERATORLERI

Bu boliimde agirlikli uzaylarda q-Szasz-Mirakyan operatorlerinin tanimi ve Voronovskaya tip

sonucu verilecektir.
Tanim 4.1.1

e” ustel fonksiyonun iki tane g-genellesmesi vardir.

oo

k

Z 1
OED N i eeys SBE:

k=0

1
|Z|‘< I:E , |Q|'< 1 ve

k

B =] Ja+a-pin=)q 5 —m=0-0-@aFll<1
j=0 k=0

[k]q'

bulunur(Andrews et al. 1999).
Ayrica g-tiirev tanimindan
DqyE(ax) = aE(qax)(4.1)
olur.

Tamim 4.1.2

q€(01), neN, f:[0,00) - R olsun. Bu durumda g-Szasz-Mirakyan operatorleri

k=) [n]gx

1% [k],
5140 = it 2 (i) e
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- (K]
= Zf<qkT[Zz]q> Snk(q; x)

k=0

seklinde tanimlanir. Burada

1 k- [n]¥
Snk(q,x)——E([n]qx)q g

k

olup,

e 1 O e (k)
;)Snk(cb x) = E([n]qx)kzzoq —[k]q' =

olur. S, ; operatérii dogrusal ve pozitiftir(Andrews et al. 1999).
Lemma4.1.1
q € (0,1) igin
Snq(L;x) =1

Snq(t;x) = qx

2
Snq(t? %) = qx* + .

[,

3 q’x x?
Sn,q(t ;X) _[ ]2 +(2q +q)ﬁ+x
Snq(t*; )—q4 + (3¢3 +3¢% + )—2+(3 +2+1)_3 x!
nqll ;X [n ]3 q q q [ ](21 q [ ] 2

esitlikleri gecerlidir(Mahmudov2010, Adigiizel 2012).
Lemma 4.1.2

(gn) ,herneNigin0< g, <1

LYSS

ve
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limgl =a
n—->oo

olacak sekilde bir dizi olsun.

Bu durumda her x € [0, =) i¢in

ii_r)lgo[n]nan,qn(t —x;x) =(a—1x (4.1)
,{i_{{}o[n]nqsn.qn((t —x)%4x)=(a—Dx?+x (4.2)
%i_r)lgo[n]znan,qn((t —x0)%x) =3x2+6(1 —a)x®+3(1 —a)*x* (4.3)

esitlikleri saglanir(Mahmudov 2010, Adigiizel 2012).

C;[0,0) uzay1 C, [0, c0)dan olan fonksiyonlarin

. fX)
lim

< 0
x—o 1 + x2

kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayi olmak iizere q-Szasz-Mirakyan operatorleri i¢in

Voronovskaya-tipli bir teorem verilecektir.
Uyar 4.1.1

qn € (0,1) ve f € C3[0, ) olsun. Bu durumda (S,,,,, ) dizisinin f fonksiyonuna [0, A]
araliginda diizgiin yakinsak olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul

lim g, =1

n—->oo

olmasidir(Mahmudov 2010).

Teorem4.1.1

Hern € N i¢in g,, € (0,1)

limq, =1
n—oo

ve

lim q;; =a
n—oo

olsun.
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Bu durumda f', f"' € C;[0, o) olacak sekilde herhangi bir f € C;[0, ) i¢in

1m [l (S0 (1) — £2)) = (@ = Dxf'G) 3 £7(((L ~ ) + )
yakinsamasi gegerli olup bu yakinsama [0, A] da diizgiindiir(Mahmudov 2010).
Kanit

f.f", f" €cC;[0,0)vex € [0,0)olsun.

Taylor formiiliinden

f@O=fC)+f ) —x)+ %f”(x)(t —x)? +r(t;x)(t — x)?
esitligi gecerli olur. Burada r(¢t; x) kalan terimin Peano formudur.
Acikca

r(t; x) € C;[0,0)

ve

lti_r&lr(t; x)=0

olur.

Sn.q, » (4.4) e uygulanarak esitligin her iki tarafi [n],_ ile carpilirsa

(4.4)

1
[n]nq (Sn,qn(f; X) - f(x)> = f’(X) [n]nan,qn(t - X; x) + Ef”(x) [n]nan,qn((t - x)z; x)

+[n]nan,qn (r(t;x)(t - x)zi x)
esitligi bulunur. Esitligin en son kismindaki

Sn,q, (t; ) (t — x)?; x) ifadesinde Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

o)

Snq, (6 x)(t — %)% x) < Z r <%[Z:]qn;x> (sflllk(qn;x)>

k=0
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<2

1) [k] : 4 % 2
k=0 <‘1I1§T[Zl]qn B x) (sn,k (qn; x))

- \/sn,qn(rZ(t; x); %) \/sn,qn((t—xyt;x) (4.6)

esitsizligi bulunur. Diger taraftan

r2(x;x) = 0 ve r2(t; x) € C;[0,00) olup

lim g, =1

n—00

esitsizligi kullanilarak Uyar1 4.2.1 den [0, A] araliginda
Snq, %(t; x); x) = r%(x; x)(n = o) (diizgiin)
bulunur. Bu durumda (4.3) , (4.5) ve (4.6) kullanilarak

lim [n]g, Sy q, (6 2) (£ — 1) )

< lim\/Sn,qn(rz(t; x);x) X lim[n], JSn_qn((t—x)4; X)
n—-oo n—»oo

= lim\/an (r2(t; x); x) XJlim [n]2, Spgq,((t—x)%x)
n—oo An n—oco qn >fn

0.4/3x2 + 6(1 — a)x3 + 3(1 — a)2x*

=0 (4.7)

bulunur. Yani
7li_l;{)lo[n]qn Sn,qn(r(t; x)(t - X)Z; x)=0
olup boylece (4.1) , (4.2), (4.5) ve (4.7) den
1
lim [nlg, (Snq, (Fi %) = f()) = (@ = Dxf' (@) +5 £ (®)((1 - a)x* +x)

elde edilir.
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4.2 ISTATISTIKSEL YAKINSAK q —BERNSTEIN SCHURER OPERATORLERI

fecCol+p] ,
peNU{0}vexe[01] , neN, 0<g<1 i¢in

n+p
n+ ke, (LK
Swfsan =) [P TF] xka -0y (#)
k=0 a a
ile verilen S, ,,(f; q; x) operadtiirii
Tp(q,x) = [:f—qp;; olmak iizere
n+p
. n+ i, (K]
Sup(frq:%) = Z " p]q (@01 = 1p(q, )57 f <ﬁ> (4.8)
k=0 a

seklinde modifiye edilerek g_Bernstein Schurer operatorii olarak adlandirilir(Ren and Zeng
2013).

Lemma4.2.1

Snp(tq;x) . j=01234 igin

_ [nlgx
rn,p(Qr x) = m

olarak secilsin. Bu durumda

i S,(Ligx)=1
i Sp,tgx)=x
[n+ ]q

i, $np(t% 4;2) = 5t [0+ plntp (@20 + (4,0 (1 = 75 (0, 0))]

q

. = [n+p] 2q+q?
V. Sup(t%505%) = (9,0 + - [+ pleln+ p = gty (4, )

q3

+ [n]3 [n + p]q[n + p - 1]q[n + p - Z]qn’zp(q' x)
q
V. n+p=3icin
. [n +pl, 3g+3q%+q3 5
Snp(th @) = —="1,(q, %) + - [n+ plgln +p — 1,12,(q, %)
[Tl]q [n]q
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3q% +2¢* + q°
oE [n+plyn+p—1l,[n+p —2],55,(q,x)

6
ezt pln+p = 1+ p =~ 21+ p = 31ty (0,2)
q

esitlikleri gecerlidir.
Lemma 4.2.2
0<g<1neN,x €[0,1] olsun. Bu durumda

i Spt—x9;x)=0

1 [n]an
[nlq, [n+plq

ozellikleri gegerlidir(Ren and Zeng 2013).

i Sp,((t—x)%g;x) <

Kanit

Lemma 4.2.1 den .§n,p (t — x; ¢; x) = 0 oldugu agiktir.
Lemma4.2.1 de verilenn € N, x € [0,1] i¢in
Snp((t—x)%q;x) = 8, (% 5 x) — 2xS,, (& ¢ x) + x?

= gn,p(tz; q; x) — x*

_ X <1_ [n]qx>< 1 <1_ [n]qx>
[n]q [n+plg) ~ [nlg [n+plg

esitlikleri gecerlidir.

q =1{q,} , 0< g, <1 dizisi i¢in

limq, =1

n-oo

ve

rlli_r)lgoqn =a (asabit)

esitlikleri gegerli olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar gecerlidir.

Lemma4.2.3
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x € [0,1] olmak {izere
q=1{q,} , 0<g, <1 (4.8)kosullarini saglayan bir dizi olsun.

Bu durumda

L limnllg, $up (¢ = 2% gai ) = x(1 = )
. limy o0 [n]qn S:n,p((t - x)4; qn;x) =0

esitlikleri gegerlidir(Ren and Zeng 2013).
Teorem 4.2.1
q ={g,},0 < q, < 1dizisi

st —lim,q, =1

st —lim, qr =c(c<1)

kosullarini saglasin.

Bu durumda f € C[0,1 + p] i¢in

st — lirrln||5~n,p(f; G X) _f”c[o,ﬂ —di)
esitligi saglanir(Ren and Zeng 2013).
Kanit

Her f € C[0,1 + p] igin v = 0,1,2 olmak lizere
e, (t) = t¥ fonksiyonlarinin

st — lirrln||§n,p(e,,; Gn;.) — ev||c[0,1] =0
kosulunu sagladigini gostermek yeterlidir.
Lemma 4.2.1 (i) den

st — lirrln”fn,p(eo; Gn;-) — e0||c[0,1] =0
esitligi dogrudur.

Lemma 4.2.1 (i) esitligi
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st — liTrln”Sn,p(el; Gn;-) — e1||c[0’1] =
esitliginin gegerliligini gosterir.

Lemma 4.2.1 (iii) den

e <1_ [n]qnq)
(e, \ [+ pl,,

||S~n,p(ez; dn; )= eZ”C[O,l] =

clo,1] [n] qn

esitligi gegerlidir.

Verilen bir £ > 0 i¢in

T = {k: ||.S~’k,p(e2;qk;.) — 82”6[0,1] > 8}

T, =<k: L >
1‘{'[k1qk—g}

kiimeleri tanimansin. Bu durumda T' € T; olur. Bu yiizden

& 1
6{k <n: ||Seple qi.) — e2||c[0,1] > e} < 6{k <n: . > g}

(4.10) kosulundan

st — lim =0
n [n]qn
olacagindan

St = lirrlnllgn,p(eZ; ni-) = eZHC[O,l] =0

(4.11), (4.12) ve (4.13) esitliklerinden kanit tamamlanir.

S~n,p (f; qn; x) icin agagidaki teoremde Voronovskaya tipli bir teorem verilecektir.

Teorem 4.2.2

(4.12)

(4.13)

x € [0,1] ve q = {qn} .0 < g, < 1 olmak tizere {q,} dizisi (4.9) kosullarin1 saglasin.

Bu durumda f € €?[0,1 + p] icin
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_ . x(1—x)
il_f)lgo[n]qnsn,p(fi qn;x) — f(x) = Tf”(x)

esitligi gecerlidir(Ren and Zeng 2013).

Kanit

f € €?[0,1+ p] ve x € [0,1] olsun. Her t € [0,1 + p] igin Taylor Formiiliinden
r(t,x) € C[0,1 + p]

ve

lim r(t,x) =0

n-oo

olmak iizere

f'()
2

fO=f&) =" 0E-x)+ (t =2)? +7(t,x)(t —x)*

esitligi gecerlidir. Lemma 4.2.1 den

@)

gn,p(f; an; x) — f(x) = )

Snp((t = )% qns ) + Snp(r (£, ) (t — X)?; @n; %)
esitligi yazilabilir. Her € > 0 i¢in

}:l_r)gcl r(t,x) =0

oldugundan bir § > 0 vardir dyle ki

t € U, (6) ={t|t € [0,1 + p] ve |t — x| < 6} oldugunda

|r(t,x)| < € olur.

1, |[t—x|=§6

A5(t, x) = {0, It—x| <&

olarak alinirsa bu durumda

I7(t, x)(t — x)?| < e(t —x)% + A5(t, x) |7 (t, x)|(t — x)?

(4.14)

|§n,p(r(tJ x)(t — x)?; dn; xl < ggn,p((t —x)% qn; X) + Sn,p (As(t, x)|r(t, x)|(t — x)?%; qn; X)

bulunur. [0,1 + p] \ U,(&) kompakt oldugundan
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r(t, x),[0,1 + p] tizerinde sinirhdir.

Boylece bir L > 0 sabiti vardir dyle ki her t € [0,1 + p] igin

As(&, ) |r(t, x)|(t — x)? < L(t — x)*

olur. Buradan

|Snp (&, 0) (& — %)2; q; x| < €8, (8 — 2)?; q; X) + LSy, ((€ — )% s X)
esitsizligi gecerlidir.

€ > 0 keyfi oldugundan Lemma 4.2.3 den

lim [n]q, [Snp (r(t, 2)(t = )% gus x | = 0

ve boylece

lim [l S, (7(6, 1) (= %)% G %) = 0 (4.15)
esitlikleri gecerlidir.

(4.14), (4.15) ve Lemma 4.2.3 den istenilen gosterilmis olur.
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SONUC

Bu tezde Voronovskaya tipli teoremi saglayan bazi dogrusal pozitif operatorler tanitilarak ve
bu operatorlerin klasik anlamda yaklasim o&zellikleri incelenmistir. Daha sonra farkli
yakinsama tiirlerine gore yaklasim 6zelliklerini saglayan operatdrler icin Voronovskaya tipli
teoremler verilmistir. Son olarak bazi1 q_operatorler icin Voronovskaya tipli yaklasim

teoremleri incelenmistir.

Bu calisma ile literatiirde asimptotik anlamda yaklasima incelenmemis operatorler igin
yaklagim arastirmalarin bosluguna dikkat cekilmistir. Gelismekte olan g_analiz yardimiyla
yeni tanimlanacak g_operatorler i¢in Voronovskaya tipli yaklasim 6zelliklerinin arastirilmasi

yoniinde yol gosterici bir ¢aligma ortaya konulmustur.
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