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OZET

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci ve ikinci boliimlerde ¢alismayla ilgili literatiir ve
temel bilgiler verildi. Ugiincii bliimde e-asal yakin-halkalarin, diger yakin-halka cesitleriyle
bazi iliskileri irdelendi. Yakin-halkalarda farkli tipteki asallik ve primitiflik kavramlari
arasindaki iligkiler incelendi. Ayrica e-asal ve planar (diizlemsel) yakin-halkalarin ve yakin-

cisimlerin baglantilar1 verildi.

Orijinal bir ¢aligmadan olusan dordiincii boliimde, yakin-halkalarda farkli asallik yapilarinin
asalligin Malone agikar yakin-halkalar iizerine uygulamalar1 verildi. Yakin-halkalarin e-asal,
3-asal ve tam asal idealleri iizerinde LSD, RDS, sag degisme ve sol degisme 6zelliklerinin

Malone asikar yakin-halkalarda durumlari iizerine yeni sonuglar elde edildi.

Anahtar Kelimeler: E-asallik, LSD, Malone Asikar Yakin-Halka, RSD, Tam Asallik,
Yakin-Halka, 3-asallik.
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. The literature and basic informations about the study
have been given in the first and second chapters. In the third chapter, some relations between
equiprime near-rings and other kinds of prime near-rings have been examined. The relations
between the concepts primeness and primitivity have been investigated. Furthermore, the

connections between equiprime and planar near-rings and near-fields have been given.

In the fourth chapter, which consists of an original study, applications of different primeness
concepts in near-rings to Malone trivial near-rings have been given. New results have been
obtained the effects of properties LSD, RSD, right permutable and left permutable on

equiprime, 3-prime and completely prime ideals of near-rings on Malone trivial near-rings.

Keywords: C-prime, Equiprime, LSD, Malone Trivial Near-Ring, Near-Ring, RSD, 3-

prime.
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER LISTESI

Y akin-halka

N yakin-halkasinin 0-simetrik kismi

N yakin-halkasinin sabit kismi

N -grup

I' ’dan T ’ya tiim fonksiyonlarin yakin-halkas1

I' °da sifir1 koruyan tiim fonksiyonlarin yakin-halkasi
I" ’da tiim sabit fonksiyonlarin yakin-halkas1

N yakin-halkasinin dagilmali kismi

Halka

N ’den M ’ye tiim yakin-halka homomorfizmlerinin ctimlesi
I ’nin sifir elemant

I ’nin sifirlayan

X climlesi tarafindan iiretilen ideal

X ctlimlesi tarafindan iiretilen sol ideal
X ciimlesi tarafindan tiretilen N -alt grup
Boliim yakin-halkasi

Dagitici climle
Sol i¢ dagilma o6zelligi
Sag i¢ dagilma 6zelligi

Vi



1. GIRIS

Yakin-halka kavramindan ilk kez, 1905 yilinda Dickson [9] bahsetmistir. Yakin-
halkalar, halkalarin bir genellemesidir. Ciinkii toplama islemin degismeli olmasi

gerekli degildir ve daha da 6nemlisi sadece tek taraftan dagilma kurali gegerlidir.

Yakin-halkalarin asal idealleri iizerine ilk ¢alismalar, Van der Walt [20], Laxton
[15], Ramakotaiah [17], Beidleman [2] ve Ramakotaiah ve Rao [18] tarafindan
yapilmistir.

N bir yakin-halka ve I, N’ nin bir ideali olsun.

(a) Eger A ve B N’ nin ABc | olacak sekildeki idealleri ise, Ac | veya

Bcldir.

(b) Eger x,y € N i¢cin XNy c | ise, x e | veya y € | olur.
Halkalar veya yari-gruplarin asal idealleri lizerine yapilan ¢aligmalarda, (a) ve (b)
kosullarmin denk olmasi, kolaylik agisindan 6nemlidir. Ancak bu kosullar, yakin-
halkalar tizerinde denk degillerdir. Ramakotaiah ve Rao [18], (a) kosulunu saglayan |
idealine N yakin-halkasinin O-tipinde asal ideali, (b) kosulunu saglayan ideale ise 1-
tipinde asal ideal adin1 vermislerdir. Literatlirde bunlar 0-asal ve 3-asal ideal olarak
karsimiza ¢ikmaktadir. Holcombe [14], 1-asal ve 2-asal ideal tanimlarini vermistir.
Booth, Groenewald ve Veldsman [6], halkalardaki asalligin yeni bir genellestirmesi
olan e-asal (equiprime) ideal kavramini tanimlamistir. Reddy ve Murty [19], yakin-

halkalarin tam asal ideallerini ¢caligmiglardir.

Asal ideal tamimlar1 arasindaki iligkiler yeni c¢alismalara konu olmaya devam
etmektedir. N bir yakin-halka ve I, N’ nin bir ideali olsun. Bu durumda I, e-asal ise 3-
asal, 3-asal ise 2-asal ve 1-asal ise 0-asaldir. N sifir-simetrik iken, 2-asal ise 1-asaldir.
Ayrica | tam asal ise 3-asaldir. Bunlarin tersleri, N yakin-halkasinin sifir-simetrik

olmas1 durumunda dahi dogru degildir [4].



Bu yiiksek lisans tezinde, ilk olarak e-asallik kavraminin diger yakin-halka tiirleriyle
iligkisi incelenmistir. Ayrica planar yakin-halka ve yakin cisim kavramlarmin e-

asallikla nasil irtibath oldugu gosterilmistir.

Son boliimde e-asal, 3-asal ve c-asal yakin-halka tiirlerinin; LSD, RSD, sag degisme
ve sol degisme oOzellikleri altinda Malone asikar yakin-halkalara uygulamalari
incelenmistir. 0-simetrik, dagilmali ve medial yakin-halkalarin farkli asallik
kavramlariyla birlikte Malone asikar yakin-halkalarla iligkisi gosterilmis ve

orneklerle desteklenmistir.



2. TEMEL BiLGILER

Bu bolimde, yakin-halkalar ig¢in gerekli temel bilgiler ve diger bdoliimlerde
kullanilacak yapilar verilecektir. Ilk baskist 1977 ve yenilenmis baskis1 1983
yillarinda yapilan Giinter Pilz’e ait “Near-rings” [16] kitabi, bu boliim i¢in taban

olmasi agisindan temel kaynak olarak gosterilebilir.

2.1. Temel Tanim ve Ozellikler
Yakin-halkalar, halkalarin bir genellemesidir. Halkalardan ayrilan noktalari; bir
yakin-halkada ilk islem degismeli olmak zorunda degildir ve ikinci iglemin birinci
islem tizerine tek yonlii dagilma ozelligi olmasi yeterlidir. Bu tanim acik olarak
asagidaki gibi verilebilir:
Tanim 2.1.1. ([16]) Bir N climlesi, “+” ve “.” seklinde gosterilen iki ikili islem ile
asagidaki sartlar1 sagliyorsa, (N ,+,.) Ugliisiine bir yakin-halka denir.

a) (N,+) degismeli olmas1 gerekmeyen bir grup,

b) (N,.) bir yar1 grup,

) VX,Y¥,Z € N i¢in (X+Y).Zz=Xz2+Y.Z
Burada c) sikkinda sagdan dagilma ozelligi verildiginden, bu sartlar1 saglayan
(N,+,.) ticliisiine bir sag yakin-halka denir. Eger c) sikki yerine,

VX, ¥,z € N igin X.(y+2)=XYy+XzZ

aliirsa, bu sartlar1 saglayan (N ,+,.) ticliisiine bir sol yakin-halka denir.
Yani, dagilma 6zelliginin yonii, yakin-halkanin sag veya sol olmasini belirler.

Bu calismada, kullanilan her yakin-halka terimi bir sag yakin-halkayi ifade edecektir.

Baz1 yakin-halka 6rnekleri agsagidadir.

Ornek 2.1.2. (I',+) herhangi bir grup olsun.
MT)={f:I' > T | f bir fonksiyon}

ile tamimlanan bu climle, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda bir

yakin-halkadir.

Ornek 2.1.3. (N,+) bir grup ve Vx,y € N igin ¢arpma islemi;



X 0
Xy =40 y#
0, y=0

ile tanimlanirsa, bu islemler altinda N bir yakin-halkadir. Bu yakin-halka

literatiirde, bazen, asikar yakin-halka adiyla karsimiza ¢ikmaktadir.

Ornek 2.1.4. Her grup icin bir yakin-halka elde edilebilir. Gergekten, eger (N,+)

grubu tizerinde ikinci islem, VX,y € N i¢in,
Xy =0
ile tanimlanirsa, (N,+,-) bir yakin-halkadir.

Ornekler 2.1.5. (I',+) herhangi bir grup ve “Op” ile bu grubun etkisiz eleman1

gosterilsin. Bu durumda, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda

asagidakiler birer yakin-halkadir.
a) Mo(D)={f :T > T | f(0r)=0r}
b) Mc(N)={f:T—>T|f sabit}

0 . O ,6=0
O M(M)={f,:T>T[yelvef, ()= ) ’57&0}

Ozellikler 2.1.6. ([16]) N bir yakin-halka ise asagidaki 6zellikler vardir.

a) Vx e N i¢in, O0x=0 dir.

b) Vx,y € N i¢in, (—x)y =—xy dir.

Ispat : a) Vx e N i¢in, sagdan dagilma 6zelliginden,
0x=(0+0)x=0x+0x

ve dolayisiyla 0x = 0 bulunur.

b) VX,y € N igin, yine sagdan dagilma 6zelligi kullanilarak,

(=x)y=(0-X)y=0y—xy=0-xy =-Xxy

elde edilir.



Not : Bir N yakin-halkasinda, her zaman, Vx,y € N i¢in X0=0 ve X(-y)=—Xxy
saglanmayabilir. Ornek 2.1.2°de tanimlanan M (') yakin-halkasinda, f,g e M(I")
i¢in,
fo0=0

olmasi f ’nin orjinden gegmesiyle ve

fo(-9)=-(fo9Q)
olmasi ise f ’nin bir tek fonksiyon olmasi ile miimkiindiir.
Tamm 2.1.7. ([16]) N bir yakin-halka olsun.
a) Ny ={ne N |n0=0} ciimlesine N yakin-halkasinin 0-simetrik kismu,
b) N.={neN In0=nt={neN | vn'e Niginnn'=n} climlesine N yakin-
halkasinin sabit kism1 denir.

N¢ ve N ’de birer yakin-halkadir.
Ornek 2.1.8. ([16]) (M(I'))g = M (") ve (M(I"), = M (') dir. Gergekten,

(M(D)g = {f € M(D)|f 00 =0}

= {f e M(D)|(0)=0}

=My(@)
vE
(M) = {f e M(D)[f 00 = f}
= {f € M(D)|f sabit}
= Mc(r)
dir.

N =N ise N yakin-halkasina 0-simetrik ve N = N ise N yakin-halkasina sabit
yakin-halka denir. Ornek 2.1.8’den gériilecegi gibi, M ((T") bir 0-simetrik ve M (T)
bir sabit yakin-halkadir.

Teorem 2.1.9. ([8]) Bir N yakin-halkasi i¢in N = N + N dir.

5



Ispat: ne N igin,
[Nn—(n0)]0=[n+((—n)0)]0 =n0+((—n)0)0=n0+(-n)0=0
Dolayistyla,
n—(n0) € Ny
dir. Ayn1 zamanda,

n0 e N¢

oldugu goriilebilir. O halde,

n=[n-(n0)]+(n0)
oldugundan ispat tamamdir.
(G,+) bir grup, (N,+) ve (K,+)’da iki alt grubu olsun. Eger, NNK ={0},
N+K=G ve (N,+) alt grubu (G,+)’da normal ise, (G,+) grubuna (N,+) alt
grubunun (K,+) alt grubuyla bir yari-direkt ¢arpimi ad1 verilir.
Sonu¢ 2.1.10. ([8]) Bir (N,+,.) yakin-halkas1 i¢in, (N,+) grubu, (Ng,+) nin
(N¢,+) ile bir yari-direkt ¢arpimdar.
Ispat: x € Ny NN, olsun. Bu durumda,

X=n0

olacak sekilde n € N vardir ve

X0=0
dir. O halde,

0=x0=(n0)0=n(00)=n0=x
yani, NoNNq={0} dir. Teorem 2.1.9°dan N =Ny+ N, dir. Son olarak,
(Ng,+) nin (N,+) ’da normal oldugunu gosterelim. Eger m € Ny ve y € N 1ise, bu
durumda,
(y+m=1Yy)0=(y0)+(m0)+(-y)0 (1)
burada,

mo=20



oldugundan, (1) ifadesi,
=(y0)+(=y)0=0
halini alir. Bu ise, (Ng,+) 'nin (N,+) ’da normal oldugunu gosterir.
Tanim 2.1.11 ([16]) (N,+,.) bir yakin-halka olsun.
a)Egerd e N ve VX,y € N igin,
d(x+y)=dx+dy

oluyorsa, d € N ’ye bir dagilmali eleman denir. N yakin-halkasinin tiim dagilmali

elemanlarimin ciimlesi Ny ile gosterilir.

b) Eger (N,+) degismeli ise N ’ye bir abelyen yakin-halka, (N,.) degismeli ise,
N ’ye bir komutatif yakin-halka, (N,.) birimli ise N ’ye birimli bir yakin-halka

denir. Eger N = Ny ise, N ’ye bir dagilmali yakin-halka adi verilir.

¢) Eger (N —{0},.) bir grup ise, N ’ye bir yakin-cisim denir.

2.2. N-Gruplar

Halkalarda modiil kavraminin, yakin-halkalara aktarilmasiyla olusan N -grup, yani

N iizerinde yakin-modiil kavrami asagidaki sekilde tanimlanir:

Tamm 2.2.1. ([16]) (I',+) bir grup ve N bir yakin-halka olsun.

u:NxI' - T
(ny) — ny

alalim. Eger VX,y € N ve Vy €T i¢in,
(X+Y)y =Xy +yy
ve
(Xy)y =x(y7)
sartlar1 saglaniyorsa, (I, ) ikilisine bir N -grup, yani N {iizerinde yakin-modiil

denir. Kisaca, NT ile gosterilir. Eger N, birimi 1 olan birimli bir yakin-halka ise,

Vy eI igin,



ly=y

sartint saglayan I' N -grubuna, bir iiniter N -grup denir.
Ornekler 2.2.2. a) N bir yakin-halka olsun.

H:NxN — N
xy) - xy
altinda (N,+) bir N -gruptur. Bu N -grup, kisaca N N ile gosterilir.
b) I' bir grup olsun. Bu durumda,
u-MDOHxl - T
(f.y) - ()
altinda, T bir M (") -gruptur. Gergekten, Vf,g € M(T') ve Vy € T i¢in,

(f+r=(F+ =1t +9(r)=fr+gy
A%~
(fo)y =(fg)(») = f(a(») = f(9y)

saglanir.
N -grup kavramiyla ilgili bazi temel 6zellikler agagidadir.
Ozellikler 2.2.3. N bir yakin-halka ve " bir N -grup olsun. Bu durumda,
a) Vy €I icin, Oy =0,
b) Vy eI ve VX e N i¢in, (-X)y =Xy,
¢) VX € N i¢in, XOp =0,
d) Vy eI ve Vn e N; i¢in, ny =n0p dir.
Ispat a) Vy e T icin,
0y =0+0)y =0y +0y

ve dolayisiyla Oy = Op dir.
b) Vy eI' ve VX e N ig¢in,

(=X)y =(0=X)y =0y =Xy =0p =Xy =Xy

dir.



¢) VX € Ny igin,
X0 = X(001) = (Xx0)0p =00 =0p
dir.
d) Vy eI ve Vn e N; igin,
ny = (n0) = n(00r) = O
elde edilir.

2.3. Alt Yapilar

Tamm 2.3.1. N bir yakin-halka ve (M,+) (N,+)’nin bir alt grubu olsun. Eger,
vm;,m, € M i¢in mim, € M saglaniyorsa, M ’ye N ’nin bir alt yakin-halkasi

denir.

Ornek 2.3.2. Ny ve N., N yakin-halkasmnin alt yakin-halkalaridir. Gergekten,

X,y € Ny igin,
(X—y)0=x0-y0=0-0=0

yani, (Ng,+) (N,+) nin bir alt grubudur. VX,y € N i¢in,

(xy)0=x(y0)=x0=0
dir. O halde NyNy < N¢ olur. Simdi, VX,y € N, i¢in,

(X=y)0=x0-y0=x-y

yani, X—Y € N olur. Buise, (N.,+) grubunun (N,+) 'nin bir alt grubu oldugunu
gosterir. VX,Y € N i¢in,

(xy)0 = x(y0) = xy
dir. O halde N;N. < N, elde edilir.

Tanim 2.3.3. N bir yakin-halka ve I" bir N -grup olsun. I 'nin

NAc A



sartini saglayan, bir A alt grubuna, I" *nin bir N -alt grubu denir ve A <y T ile

gosterilir.

2.4. Homomorfizm ve idealler

Tanim 2.4.1. N ve M iki yakin-halka ve h:N — M bir doniisiim olsun. Eger
VXx,y € N igin,

h(x+y) =h(x)+h(y)

ve
h(xy) = h(x)h(y)

sartlar1 saglaniyorsa, h doniisiimiine bir yakin-halka homomorfizmi denir.
Tanmm 2.4.2. N bir yakin-halka, I’ ve ¥ iki N -grup olsun. Bu durumda, eger
h:T' > Y dontsimii, Vy,5 €T igin,

h(y +6)=h(y)+h(5)
ve

h(ny) = nh(y)

sartlarin1 sagliyorsa, h doniisiimiine bir N -homomorfizm denir.

Bu tanimlarla beraber, monomorfizm, epimorfizm, izomorfizm ve otomorfizm
kavramlar1 i¢in, yakin-halka teorisinde farkli bir tanim yoktur. Eger N yakin-
halkasindan M yakin-halkasina bir monomorfizm, yani birebir homomorfizm, varsa
N vyakin-halkast M ’ye gomiilebilirdir denir. Ayni tanimlar, N -gruplar i¢in de
gecerlidir.

Onerme 2.43.08])) N ve M iki yakin-halka ve h:N — M yakin-halka

homomorfizmi olsun. Bu durumda,

a) h(N) goriintiisii, M ’nin bir alt yakin-halkasidir.

b) Eger T, M ’nin bir alt yakin-halkas1 ise, bu taktirde h_l(T) ’de N ’nin bir alt
yakin-halkasidir.

C) h(No) - MO dir.
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d) h(N;) = M, dir.

e) Eger h bir izomorfizm ise, h~!"de bir izomorfizmdir.
Ispat a) h(N)’nin M ’nin bir alt grubu oldugu aciktir. Simdi,
a=h(x),b=h(y) € h(N) alalim. O halde,

ab = h(x)h(y) = h(xy) € h(N)

olur. Buise, h(N) ’nin, M ’nin bir alt yakin-halkas1 oldugunu gosterir.

b) T M ’nin bir alt yakin-halkas1 olsun. h_l(T) 'nin N ’nin bir alt grubu oldugu
aciktir. Eger, h(x),h(y) e T ise,

h(xy) =h(x)h(y) e T

yani,

xy e h™1(T)
olur. Dolayisiyla h! (T) N ’nin bir alt yakin-halkasidir.
¢) Vny € Ny igin,

h(ng)Om =h(ng)h(0n) =h(ngOn) =h(O0pN)=0p
olur. Buise, h(N(y) € M oldugu anlamina gelir.
d) Vn; € N, igin,
h(ne)Om =h(ng)h(0y ) =h(nOn) = h(ne)

elde edilir. Buradan, Vn; € N, i¢in, h(n;) € M., yani h(N;)< M. sonucuna

ulasilir.

e) h:N —>M bir izomorfizm olsun. Bu durumda, h™':M > N bir grup

izomorfizmidir. Simdi, u,v € M alalim. Bu durumda, h(x)=u ve h(y)=v olacak

sekilde tek x,y € N elemanlar1 vardir. O halde,

h~uv) = h™ (h(x)h(y))
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=h~' (h(xy))

=Xy
=h~ (h(x)h~ L (h(y))
=h~Twh~(v)

olur. Bu ise, ispati tamamlar.

Ornek 2.4.4. N bir yakin-halka ve T bir N -grup olsun. Bu durumda, Vy € I' icin,

h},:N—>F
n — ny

doniistimii, bir N -homomorfizmdir.

Tanim 2.4.5.([16]) N bir yakin-halka ve 1 N ’nin bir normal alt grubu olsun. Bu

durumda, eger,

a) INcl

b) Vx,ye N ve Viel igin, x(y+i)—xy € |
sartlar1 saglaniyorsa, |’ya N yakin-halkasinin bir ideali denir ve | <N ile
gosterilir. Eger, sadece a) sart1 saglaniyorsa | N ’nin bir sag ideali, sadece b) sart1

saglaniyorsa | N ’nin bir sol ideali adim alir ve swrastyla | <, N ve | < N ile
gosterilir.

Tanim 2.4.6. ([16]) N bir yakin-halka ve I" bir N -grup olsun. Eger I" nin bir A
normal alt grubu, Vy e I', V& € A ve Vn € N ig¢in,

N(y+o)—ny eA

sartin1 sagliyorsa, A ’ya I" “nin bir ideali denir ve A < I' ile gosterilir.

Not: a) Bir N yakin-halkasinin sol idealleri ile N N nin idealleri cakigiktir.

b) N bir yakin-halka ve | < N ise, I\% bolim yakin-halkasi, bolim halkasinda

oldugu gibi,

'\%z{nﬂ Ine N}
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seklinde tanimlanir. Benzer olarak, I bir N -grup ve A<y I' i¢in, % boliim N -
grubu tanimi verilebilir.

¢) {0} ve N, N yakin-halkasinin idealleridir. Bunlara N ’nin asikar idealleri denir.

Benzer sekilde, {Op} ve I', N yakin-halkasinin I' N -grubunun agikar idealleridir.

d) N ve M iki yakin-halka ve h € Hom(N,M) ise,
gekh={ne N [h(n)=0py}

ciimlesine h homomorfizminin ¢ekirdegi denir.

Tanim 2.4.7.([16]) Eger N yakin-halkasinin, bir M alt yakin-halkasi igin,
MN c M ve NM < M sartlar1 saglaniyorsa, M N yakin-halkasinin bir invaryant
alt yakin-halkasidir denir. Burada N ’nin yoniine gére M sag ya da sol invaryant alt

yakin-halka adini alir.
Ornek 2.4.8.([16]) N bir yakin-halka olsun. Bu durumda,

a) Ny <| N dir, fakat Ny < N olmak zorunda degildir.

b) N. N ’nin bir invaryant alt yakin-halkasidir, fakat ne sag ne de sol ideali olmak

zorunda degildir.
Bunlarin dogrulugu asagidaki gibi gosterilebilir:
a) VX,y e N ve ne Ny i¢in,
(X+Nn-=x)0=x0+n0-x0=x0-x0=0
yani, Ny N ’nin bir normal alt grubudur. Simdi, VX,y € N ve n € Ny igin,
[X(Yy+n)—xy]0=Xx(y0+n0)—xy0=xy0—xy0=0
olur. Bunun anlam1 VX,y € N ve n € Ny i¢in,
X(y+n)—xy € N

olmasidir. Bu ise Ny <; N oldugunu gosterir. $imdi, Ny < N olmak zorunda

olmadigini géstermek i¢in, bir 6rnek yeterlidir. R reel sayilar climlesi ve N = M (R)
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olsun. 1 € M(R) ile birim doniisiim gosterilirse, 1 € Ny = My(R) dir. ¢ € M(R)
dontisiimii,

4R > R
X—)lR

ile tanimlansin. Bu durumda,
(10¢)(0)=1(g) = 1R
yani,
log ¢ My(R)= Ny
olur. Buise, M((R) ’nin M (R) 'nin bir ideali olmadigin1 gosterir.
b) Vxe N ve Vn e N, i¢in,
(xn)0 = X(n0) = xn
yani, NN, < N, dir. Yine, VX € N ve Vn € N igin,
(nX)0 =n0=n=nx

oldugundan, NN < N olur. O halde N N ’nin bir invaryant alt yakin-halkasidir.
N. N ’nin genelde ne sag ne de sol idealidir, ¢linkii (N;,+) (N,+) nin genelde bir
normal alt grubu degildir. Ornegin, (I',+) abelyen olmayan bir grup ve 7,8 €T

elemanlart ¥ + 0 # 0 + y olacak sekilde se¢ilsin. Simdi, bir f y doniistimii

ile tanimlansin. Bu durumda, f, € M¢(I') *dir. 1€ M(I') birim donisim ise, bu

durumda,
A+f, -DOp)=0r+y-0p =y
olur, fakat

(+f, -1)8&)=6+y-5#7y
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dir. Bu ise,

1+ f, —1¢ Mg (D)

oldugunu gosterir. Buradan, M (I'), M(I') 'nin bir normal alt grubu degildir. O
halde, M. (I') 'nin M (I')’da normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart I' 'nin bir abel
grubu olmasidir.

Ozellikler 2.4.9. ([16]) N bir yakin-halka ve T' bir N -grup olsun. Bu durumda;
a) L<; N ise NopLc L dir.
b) N = N olmasi i¢in gerek ve yeter sart N yakin-halkasinin her bir sol idealinin

NN >nin bir N -alt grubu olmasidir.

¢) N=Ngise, ' N -grubunun her A ideali, I" 'nin bir N -alt grubudur.

d) Vy eI igin, Ny <y I' dir. Yani, Vy € I' i¢in, Ny ' N -grubunun bir N -alt
grubudur.

e) VA<yT icin, NOp =N.Op <A dir. Dolayisiyla, NOp =N.Op I' N-
grubunun tiim N -alt gruplari igerisinde en kii¢iik olanidir.

Tamm 2.4.10. ([16]) N bir yakin-halka ve T" bir N -grup olsun. N ’nin (I" ’nin)
asikar olmayan ideali yoksa, N ’ye (I"’ya) basittir denir. Eger I''nin NO. ve I’
disinda N -alt grubu yoksa, I" ’ya N -basittir denir.

{0}  ideali, bir N yakin-halkasinin tiim ideallerinin ciimlesinde daima minimal

oldugundan, asagidaki tanimlar halka teorisinde oldugu gibidir.

Tanim 2.4.11. ([16]) N bir yakin-halka olsun. N ’nin tiim sifirdan farkl: ideallerinin

cumlesinde minimal olan ideale N ’nin minimal ideali denir.

Benzer olarak, minimal sag ve sol ideal tanimlar1 verilebilir. Bu tanimlarin dualleri

maksimal ideal tanimlaridir.

Tamm 2.4.12. ([16]) N bir yakin-halka, I bir N -grup, A; ve A, I ’nin herhangi

iki alt ciimlesi olsun. Bu durumda,
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(A Ay =fneN|[nA, cA
ile verilir. ¥ € T i¢in, kisalik agisindan, ({y'}:A)=(y : A) alinacaktir.
(O :A)N ={neN [nAc{or}}

cimlesine A cI'’min sifirlayan1 denir. Herhangi bir kanisiklik icermeyen

durumlarda, bu ciimle (0: A) ile gosterilecektir.
Ozellikler 2.4.13. ([16]) N bir yakin-halka ve I bir N -grup olsun. Bu durumda;
a) Eger A; T ’nin herhangi bir alt grubu (normal alt grubu, N -alt grubu, ideali) ise,

(A :Ay) climlesi de, N N>nhin bir alt grubu (normal alt grubu, N -alt grubu, ideali)

olur. Burada A, I' 'nin herhangi bir alt climlesidir.
b) Vy €T i¢in,

0:7)<; N
dir.
¢) VA<y T igin,

(0:A)< N
dir.

d) A,Aj (i € ) I' ’nin alt climleleri olsunlar. Bu durumda,

I A:M=(0 A:D)

iel iel

ve
Y@i:A)c(YAj:A)
iel iel

dir.

e) AcT ise,

0:A)= ] (0:05)dr.
JdeA
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f) N yakin-halkasinin, herhangi iki ' ve I'" N -gruplart N -izomorfik ise, bu

durumda,
(O :T)= (0 :T")
dir.

Tanim 2.4.14. ([16]) N bir yakin-halka ve I" bir N -grup olsun. Bu durumda, eger
(Op :T") =0 ise, I" ’ya bir faithful N -grup denir.

Ozellikler 2.4.15. ([16]) N bir yakin-halka ve T bir N -grup olsun. Eger, T’

N ’nin bir faithful N -grubu ise, bu durumda;
a) Eger I' abelyen bir grup ise, N yakin-halkasi da abelyendir.
b) Eger Vne N ve Vy,d €T igin,
N(y+o)=ny+nod
oluyorsa, bu taktirde N = Ny dir.

Teorem 2.4.16. ([12]) Her N yakin-halkasi i¢in, N yakin-halkast M (I") yakin-

halkasina gomiilebilir olacak sekilde en az bir I' grubu vardir.

Ispat: T, (N,+) grubunu ihtiva eden bir grup olsun. X € N igin,

fy:I' — r
{Xy 7 €N
Y
X ,yeN

ile tamimlayalim. Bu durumda, Vx,y € N igin,
fx+fy="Txiy
ve
fxofy =fyy

oldugu kolaylikla goriilebilir. O halde,

h:N — M)
X - fy
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dontistimii bir yakin-halka homomorfizmidir. Eger
h(x) = h(y)
ise,
fx =ty
dir. Ozel olarak, Vy € I'= N igin,
x=f@==fy()=y

elde edilir. Buradan, h doniisiimii bir yakin-halka monomorfizmi, yani N yakin-

halkas1 M (") yakin-halkasina gémiilebilirdir.

Bu teoremin bir ¢ok kullanigh sonucu vardir. Bunlardan bazilar1 agsagida verilmistir.
Sonuc 2.4.17. ([16]) N bir yakin-halka olsun.

a) Eger N abelyen ise, N yakin-halkast M (I") yakin-halkasina gomiilebilir olacak
sekilde bir I' abel grubu vardir.

b) Eger N sonlu ise, N yakin-halkas1 M (I") yakin-halkasina gomiilebilir olacak

sekilde bir I sonlu grubu vardir.

¢) Eger N sifir-simetrik ise, N yakin-halkast M (I") yakin-halkasina gomiilebilir

olacak sekilde bir I' grubu vardir.

d) Eger N sabit bir yakin-halka ise, N yakin-halkasi M (I') yakin-halkasina

gomiilebilir olacak sekilde bir I' grubu vardir.
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3. YAKIN-HALKALARIN ASAL VE PRIMITIiF IDEALLERI

Van der Walt [20] ve Ramakotaiah [17] ilk kez yakin-halkalar i¢in asal ideal
kavramindan bahsetmistir.

N bir yakin-halka ve A,B < N olsun. Bu durumda,

AB={ab|aec AbeB}

ile tanimlanmustir. Buradan bir n dogal sayisi i¢in, A" tammi agiktir. N bir yakin-

halka ve A,B < N olsun. Bu durumda, AB c¢arpimi bir ideal olmayabilir. Hatta bu

carpim, (N ,+) grubunun bir alt yar1 grubu dahi olmak zorunda degildir.

3.1. 0-Asal idealler

Tanmm 3.1.1. ([20]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger VI,J < N igin,
IJ =P olmasi, | cP veya J < P olmasini gerektiriyorsa, bu durumda P ’ye N

yakin-halkasinin bir 0-asal ideali denir.

N bir yakin-halka ve Ac N olsun. (A) ile N ’nin A cilimlesi tarafindan iiretilen
ideali gosterilmistir. Kisalik agisindan, bir n € N igin, ({n}) yerine (n) gosterimi

kullanilmustir.
Asagidaki 6nerme 0-asal ideal kavraminin baz1 denkliklerini vermektedir.
Onerme 3.1.2. ([20]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir:
a) P bir asal idealdir.
b) VI,J <N i¢in, (IJ) < P olmasi, | P veya J < P olmasini gerektirir.
¢) Vi,je N igin, ig P ve jg P ise, (i)(j)z P dir.
d) VI,J<N igin, | oP ve JDPise, IJ P dir.

e) VI, J<Nigin, P veJzPise, IJgP dir

Ispata)< b): P< N asal ve VI,J < N igin, (1J)c P olsun.
Bc(J)cP
ve P asal oldugundan, Tanim 3.1.1’den | c P veya J < P dir. Dolayisiylab) =a)

durumu da elde edilmis olur. a) <>¢)’nin ispatt da yine Tanim 3.1.1°den agiktir.
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a)=>c): P< N asal ve (i)(j) < P olsun. Bu durumda, P asal oldugundan (i) c P
veya (j) < P dir. Dolayisiyla i € P veya j € P elde edilir.
¢)=d) : Kabul edelim ki ¢) saglansin ve | o P ve J o P olacak sekilde 1,J < N
bulunsun. i € | =P ve j e J—P alalim. Bu durumda,

() zP
ve dolayisiyla

JzP

elde edilir.
d) =e) : Kabul edelim ki (d) saglansin ve VI,J < N i¢in, | P ve J & P olsun.
iel—P ve jeJ-P alalim. Bu durumda,

(iH+P>oP
ve

(H)+P>P
dir. O halde (d)’den,

(H+P)(D+P)zP
dir. Dolayisiyla,
(i+p)(J'+p') e P
olacak sekilde Ji'e (i),3j'e (j) ve A p, p'e P vardir. Buradan,
"(J+p) -t j+p(j+p) ¢ P

olur. Fakat P < N oldugundan,

iI'(j+pH—-i'j'e P
ve
p(j'+p')eP
dir. Bu durumda,
I'j'e P
olmalidir. Bu ise,
JzP

oldugunu gosterir.

20



Tanim 3.1.3. ([10]) N bir yakin-halka olsun. Eger N ’nin sifir ideali asal ise N ’ye
bir asal yakin-halka denir.

Ornek 3.1.4. ([16]) Eger N bir sabit yakin-halka (N = N;) ise, bu taktirde
(N,+) 'nin her normal alt grubu bir asal idealdir. O halde her bir sabit yakin-halka,

bir asal yakin-halkadir.
Onerme 3.1.5. ([16]) N bir yakin-halka olsun. Eger N bir basit yakin-halka ise, bu
durumda N ya bir asal yakin-halka ya da bir sifir-yakin-halkadir.
Ispat: Eger N bir basit yakin-halka ise, sifir ve kendisinden baska ideali yoktur. O
halde, asal ideallik tanimindan,

{0}N = {05, {0} {0} = {0}, N{0} = {0}
veya

NN = {0}

durumlari olabilir. Buradan ya {0} bir asal ideal yada N = {0} oldugu goriiliir.

3.1.1. Yari-asal Idealler
Tanmm 3.1.1.1. ([16]) N bir yakin-halka ve | < N olsun. Eger VJ < N igin,

J2 c | olmast J | olmasint gerektiriyorsa, | ’ya N yakin-halkasinin bir yari-
asal ideali denir.

Asal ideal ve yari-asal ideal tanimlarindan da goriilecegi gibi, her asal ideal ayni
zamanda yari-asaldir. Asagidaki Onerme ile yari-asal tanimina denk kavramlar
Onerme 3.1.2°ye benzer sekilde verilmistir.

Onerme 3.1.1.2. ([16]) N bir yakin-halka ve | < N olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir:

a) | bir yari-asal idealdir.

b) VJ <N icin, (J%)c 1 ise J | dur.
¢) Vne N igin, (n)2 clisenel di.
d) VJ<N igin, J o ise 321 du.

e) VI<N igin, J & | ise 321 du.

Bu 6nermenin ispati, Onerme 3.1.2’nin ispatiyla benzer oldugundan ihmal edilmistir
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Tanim 3.1.1.3. ([16]) N bir yakin-halka olsun. Eger N ’nin sifir ideali yari-asal ise
N ’ye bir yari-asal yakin-halka denir.
Lemma 3.1.1.4. ([10]) N bir yakin-halka ve X < N olsun. Eger N 0-simetrik, |
ve P, N ’nin XI < P olan idealleri ise, bu durumda (X)I < P dir.
Ispat: XI cP ise, Xc(P:1)={neN | nl c P} < N dir. Gergekten, (P: 1) nin
N 'nin bir normal alt grubu oldugu kolaylikla goriilebilir. Simdi ideallik sartlarinin
saglandigini gosterelim. Vn,n'e N, Vae (P: 1) ve Vi e | igin,
[n(n+a)—nn'li = n(n'i +ai)—n(n'i)
burada ai € P ve P, N ’nin ideali oldugundan,
[n(n+a)—nn'lie P
yani,
n(n+a)—nn'e (P:1)
dir. Bu (P : 1) ’nin bir sol ideal oldugunu gosterir. Simdi, Vvne N, Vae (P:1) ve
Vi e | i¢in,
(an)i = a(ni)
burada, | < N ve N 0-simetrik oldugundan,
ni=n(i+0)—n0 e |
o halde,
(anyi=a(ni)e P
yani,
ane (P:1)
dir. O halde (P: 1) N yakin-halkasinin bir idealidir. Dolayisiyla,
(X)c(P:1)
yani,
(X)IcP
dir.
Teorem 3.1.1.5. ([10]) N O-simetrik bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda
P ’nin asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart a(b)c P olacak sekilde ki

Va,b e N i¢in a € P veya b € P olmasidur.
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ispat: Kabul edelim ki, P asal ve a,b e N i¢in a(b)c P olsun. Bu durumda
Lemma 3.1.1.8’den,

(ayb)c P
dir. Bu durumda, P asal oldugundan (a) c P veya (b) < P olur. O halde buradan,
a e P veya b e P elde edilir.
Kabul edelim ki a(b)c P olacak sekilde ki Va,be N i¢cin ae P veya beP
olsun. a(b) < P ise yine Lemma 3.1.1.4°den

(a)b)c P
dir. Burada kabul ile birlikte (a)(b)c P iken a€ P veya b e P olma durumu

karsimiza cikar. O halde Onerme 3.1.2°den P asaldur.

3.2. 1-Asal idealler

Tanim 3.2.1. ([14]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger N yakin-halkasinin
A ve B sol idealleri i¢cin, ABc P olmasti AcP veya Bc P olmasini
gerektiriyorsa, P ’ye N ’nin bir 1-asal ideali denir.

Lemma 3.2.2. N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda P 1-asal ise, 0-
asaldir.

Ispat: P< N 1l-asal ve A,B< N igin, ABc P olsun. A ve B ayn1 zamanda N
yakin-halkasinin sol idealleri ve P 1-asal oldugundan, Tanim 3.2.1°den Ac P veya
Bc P, yani P 0-asaldir.

Tanmm 3.2.3. ([10]) N bir yakin-halka olsun. Eger N ’nin sifir-ideali 1-asal ise
N ’ye l-asal yakin-halka denir.

Lemma 3.2.2 ile 1-asalligin 0-asallig1 gerektirdigi verilmisti. Asagidaki 6rnekle O-
asalligin 1-asallig1 gerektirmedigi gosterilebilir.

Ornek 3.2.4. ([7]) (I',+) bir sonlu grup ve O # A T ’nin asikar olmayan bir alt grubu

olsun.
Mo(@M)={f:T —>T|f0)=0}
yakin-halkasini diisiinelim.

K={f e Mo(D) | f(a)cA}
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alinirsa, K M (I') *nin bir alt yakin-halkasidir. K ’nin kendisinden ve sifirdan farkli
tek ideall,

A=(0:A)k =1k € K | kA =0}
dir. A2 %0 oldugundan, K 0-asal yakin-halkadir. K nin kendisinden farkl: tek 1-
asal ideali A’dir. Dolayisiyla, K 'nin sifir-ideali 1-asal degil, yani K 1-asal bir
yakin-halka degildir.

Asagida, 1-asal yakin-halkalar i¢in bir 6rnek verilmistir.

Ornek 3.2.5. ([7]) N, Klein-4-grup {0,1,2,3} iizerinde, VX,y € N i¢in, ikinci islemi

) _{x Yy =3
Y=o LY #3

ile tanimlanan bir yakin-halka olsun. N ’nin tiim sol idealleri, {0} ve N ’dir.

N2 =0 oldugundan, {0} N ’nin 1-asal ideali, yani N 1-asal bir yakin-halkadir.
Lemma 3.2.6. ([10]) N bir yakin-halka, X <N, I < N ve P< N olsun. Eger
Xl <P ise (X)| | <P dir. Burada (X);, N yakin-halkasinin X < N tarafindan
iretilen sol idealini gostermektedir.
Ispat: XI cP ise, Xc(P:1)={ne N | nl < P} < N dir. Gergekten, (P: 1) nin
N 'nin bir normal alt grubu oldugu kolaylikla goriilebilir. Simdi sol ideallik sartinin
saglandigini gésterelim. Vn,n'e N, Vae (P: 1) ve Vi e | igin,
[n(n'+a)—nn']i = n(n'i+ai)—n(n'i)
burada ai € P ve P < N oldugundan,
n(n+a)—nn'e (P:1)
elde edilir. Buise, (P:1) <; N oldugu anlamina gelir. O halde
(X <(P:1)
yani,
(X)lcP
elde edilir.
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Teorem 3.2.7. ([10]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda, P ’nin 1-asal

olmasi igin gerek ve yeter sart a(b); < P olacak sekilde ki Va,b € N i¢in, a € P
veya b € P olmasidir.
Ispat: P 1-asal ve a,b € N igin a(b); = P olsun. Lemma 3.2.6’dan,
(@) =P
dir. P 1-asal oldugundan, (a); < P veya (b); < P dir. Dolayisiyla @ € P veya
b € P elde edilir. Simdi kabul edelim ki, a(b); < P olacak sekilde ki Va,b e N
icin, @ € P veya b € P olsun. Yine Lemma 3.2.6’dan,
@) () <P
dir. O halde (a);(b); P iken a € P veya b € P elde edilmis olur. Kabul edelim

ki, A ve B N yakin-halkasinin A> P ve B o P olacak sekilde iki sol ideali olsun.
a'e A—P ve b'e B— P alalim. Bu durumda,
@) (o) «P
ve dolayisiyla
ABg P
elde edilir. O halde P 1-asaldir.

3.3. 2-Asal idealler

Tanmm 3.3.1. ([11]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger N nin ABc P
olacak sekilde ki her A ve B N -alt gruplan i¢in, Ac P veya Bc P oluyorsa,
P’ye N ’nin bir 2-asal ideali denir.

Eger N ’nin sifir-ideali 2-asal ise, N ’ye bir 2-asal yakin-halka ad1 verilir.

Lemma 3.3.2. ([7]) N O0-simetrik bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger P 2-asal
bir ideal ise, bu durumda P 1-asaldir.

Ispat: N 0-simetrik, P< N 2-asal ve A/B<| N igin ABc P olsun. N yakin-
halkas1 0-simetrik oldugunda, N ’nin her sol idealinin, ayn1i zamanda N ’nin bir N -

alt grubu oldugunu gosterelim. A<| N icin, sol ideallik tamimindan, (A,+)
(N,+)’nmn bir alt grubudur. Simdi, NAc A oldugunu gostermeliyiz. A< N

oldugundan, ¥n € N ve Va € A i¢in,

na=n@+0)—-n0e A
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dir. Dolayisiyla A<y N dir. O halde, ABc P ve AB<y N dir. P 2-asal
oldugundan, Ac P veya B < P elde edilir. O halde, P 1-asaldir.

N yakin-halkasinin 0-simetrik olma sartt Lemma 3.3.2’de ihmal edilemez. P < N
0-simetrik olmayan bir N yakin-halkasinin, 2-asal bir ideali olsun. Bu durumda P
1-asal olmak zorunda degildir. Asagidaki 6rnekle bunu gosterelim:

Ornek 3.3.3. ([7]) N Klein-4-grup iizerinde, carpma islemi asagidaki tablo ile

verilen bir yakin-halka olsun.

p—
p—
p—
p—
p—

Bu durumda N ’nin tiim N -alt gruplart N ve | ={0,1} dir. 12 % {0} oldugundan,

N 2-asal bir yakin-halkadir. Fakat, J = {0,2} <; N ve J 2 - {0}, dolayisiyla N 1-
asal bir yakin-halka degildir.
Bu durumun tersi genelde dogru degildir. Yani, 0-simetriklik durumu olsa dahi, bir

yakin-halkada 1-asallik 2-asallig1 gerektirmez.
Ornek 3.3.4. ([7]) N, Klein-4-grup {0,1,2,3} iizerinde, VX,y € N i¢in, ikinci islemi

=3
Xy = X
0, y=3

ile tanimlanan bir yakin-halka olsun. Ornek 3.2.5°den N yakin-halkasi 1-asaldur.
I ={0,1} N ’nin 12 = {0} olan bir N -alt grubudur. Dolayisiyla, N 2-asal bir yakin-
halka degildir.

Lemma 3.3.5. ([7]) N bir yakin-halka, X < N sol invaryant (NX < X ), Ac N ve
P < N olsun. Eger, AX < P ise (A)X < P dir.

Ispat: AX cP ise, Ac(P:X)y dir. (P:X)y <N oldugunu gosterelim.
vn,n'e N, Vae (P: X)y ve VX € X igin,

[n(n+a)—nn']x =n(n"'x+ax)-n(n'x) € P
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dir, ¢iinkii ax € P ve P < N dir. O halde,
n(n+a)—-nn'e (P: X)y
dir. Simdi, Vne N, Vae (P: X)jN ve VX e X i¢gin, NX = X ve P<N
oldugundan,
anx =a(nx) e P
olur. Yani, (P: X)y N < (P: X)y elde edilir. Dolayisiyla, (P: X)n < N dir. O

halde, (A) < (P: X)y ve buradan (A)X < P elde edilir.

N bir yakin-halka ve X < N olsun. N yakin-halkasinin X tarafindan tiretilen N -
alt grubu (X)y 1le gosterilecektir.
Lemma 3.3.6. ([10]) N O0-simetrik bir yakin-halka, X <N, A<y N ve P<N
olsun. Eger, XAc P ise, (X)y Ac P dir.
Ispat: XAc P oldugundan, X c(P:A)y dir. (P:A)y <y N oldugunu
gosterelim. Vu,v e (P: A)y ve Va e A igin,

(u-v)a=ua-vaeP
oldugundan,

u-ve(P:Ay
yani, (P: A)y N nin bir alt grubudur. Simdi, Yu € (P: A)y,Vne N ve Vae A
i¢in,
(nu)a =n(ua)=np

olacak sekilde en az bir p € P vardir. Burada P < N ve N 0-simetrik oldugundan,

np=n(p+0)—n0e P
yani,

(nu)ae P

olur. O halde,

N(P: AN <c(P: AN
dir. Dolayistyla, (P:A)y <y N elde edilir. Buradan (X)n <(P:A)yN, yani

(X)n Ac P sonucuna ulagilir.
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Teorem 3.3.7. ([10]) N O-simetrik bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda,

P nin 2-asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart a(b)p < P olacak sekilde a,b e N

icin, @a € P veya b € P olmasidur.

Ispat: Kabul edelim ki, P 2-asal ve a,b € N igin, a(b)y < P olsun. Lemma 3.3.6
dan,

@n(b)N P
dir. Burada P 2-asal oldugundan, (a)y <P veya (b)y <P, yani ae P veya
be P elde edilir. Simdi, a(b)y <P olacak sekilde a,b e N igin, ae P veya
b e P olsun. Kabul altinda, Lemma 3.3.6’dan (a)y(b)y <P iken ae€ P veya

b e P olur. N yakin-halkasinin A>P ve B> P olan iki N -alt grubunu alalim.

a'e A—P ve b'e B—P olacak sekilde, a'veb' elemanlar1 vardir. Bu durumda,
(@")n ()N < P ve dolayisiyla, AB ¢ P elde edilir. O halde P 2-asaldur.

Lemma 3.3.8. N 0-simetrik bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda, P nin
2-asal olmast i¢in gerek ve yeter sart (a), (b), < P olacak sekilde a,b € N igin,

a e P veya b € P olmasidir.

3.4. 3-Asal idealler

Tamm 3.4.1. ([10]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger, aNb c P olacak
sekildeki Va,b € N i¢in, a € P veya b € P oluyorsa, P ye N nin bir 3-asal ideali

denir. Eger N nin sifir-ideali 3-asal ise, N ye bir 3-asal yakin-halka denir.
Onerme 3.4.2. ([7]) N O-simetrik bir yakin-halka ve P < N olsun. P 'nin 3-asal
olmasi icin gerek ve yeter sart P 'nin 2-asal olmasidir.

ispat: P < N 3-asal ve a,b € N i¢in aNb c P olsun. Lemma 3.3.8 den yola

¢ikarak;
b Pve P, 3-asal oldugundanbNb & P elde edilir.
bNb < (b), N(b),, & P olmasi P 'nin 2-asal oldugunu kanitlar.

Simdi P < N 2-asal olsun. aNb < P olacak sekilde a,b € N alalim.
Lemma 3.3.6'dan (a),, Nb < P alinr.

(@)y(b)y <(@)yNbc P den aeP veya beP elde edilir. Boylece P, 3-asaldir.
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Sonu¢ 3.4.3. N O-simetrik bir yakin-halka ve P < N 3-asal olsun. Bu durumda P
1-asal ve dolayisiyla 0-asaldir.
Ispat: Onerme 3.4.2, Lemma 3.3.2 ve Lemma 3.2.2 kullanilarak ispat goriiliir.
Bir N yakin-halkasinin bir 2-asal ideali, ayn1 zamanda 3-asal olmak zorunda
degildir. Asagidaki 6rnek bunu kanitlar.
Ornek 3.4.4. ([7)) N Z3 ={0,1,2} grubu iizerinde carpma islemi VX, y € Z5 igin,
X, =2
V= {0, ;/ %2

ile tanimlanan bir yakin-halka olsun. Bu durumda N nin tiim N -alt gruplari sadece

{0} ve N dir. N2 {0} oldugundan, N 2-asal bir yakin-halkadir. Fakat,
IN1 = {0}

dolayistyla N bir 3-asal yakin-halka degildir.

3.5. Tam-Asal idealler

Tanmm 3.5.1. ([4]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger ab € P olacak
sekildeki Va,b e N igin, a € P veya b € P oluyorsa, P ye N nin bir tam asal

ideali denir. Eger N yakin-halkasinin sifir-ideali tam asal ise, N ye bir tam asal
yakin-halka denir.

Tam asallik kavrami “2-tipinde asal ideal” adiyla ilk kez 1979 yilinda tanimlanmistir
[18].

Ornek 3.5.2. ([7]) (N,+) mertebesi >3 olan bir grup olsun ve N iizerinde ¢arpma

islemi, VX,y € N i¢in,

0
xy:{x’ y #
0, y=0

ile tanimlansin. Bu durumda, N yakin-halkasinin sifir-ideali diisiiniiliir ve ¢arpma
isleminin tanimi géz Oniine alinirsa, xy =0 olacak sekilde Vx,y € N icin, X=0
veya Yy =0 oldugu goriiliir. O halde N bir tam asal yakin-halkadir.

Onerme 3.5.3. N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger P tam asal ise 3-asaldur.

Ispat: a,b € N igin aNb = P olsun. O halde

aabe P
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dir. Burada P tam asal oldugundan a € P veya b € P elde edilir. Dolayisiyla P 3-

asaldir.

3.6. E-Asal idealler

E-asal idealler ilk olarak 1990 yilinda tanimlanmis olup bir halka {izerinde e-asallik
ile asallik kavrami birbirine denktir [6].

Tanim 3.6.1. ([6]) N bir yakin-halka olsun. Asagidaki kosullar altinda N ye bir e-
asal yakin-halka ad1 verilir.

a) Sifirdan farkli ¥x,y € N i¢in, XNy = 0 ve
b) Eger x,ye N ve 0# A N nin bir invaryant alt grubu ise, Va € A i¢in

ax=ay iken x=1y.
Eger P< N ve % bir e-asal yakin-halka ise, P ye N nin bir e-asal ideali denir.

Asagidaki lemma ile, e-asallik i¢in alternatif bir tanim verilmistir.

Lemma 3.6.2. ([6]) N bir yakin-halka olsun. Bu durumda, asagidakiler denktir:
a) N bir e-asal yakin-halkadir.

b) (i) Sifirdan farkli VX,y € N i¢in, XNy # 0

(ii) Eger x,ye N, 0=a e N ve Vne N igin, anx = any ise x=Yy dir.
c¢)Eger x,ye N, 0=xae N ve Vne N i¢in, anx = any ise x=y dir.
Ispat a)=b): N bir e-asal yakin-halka ise, Tanim 3.6.1’den, x,y € N, 0= a e N
ve Vn e N igin, anx =any ise X =Yy oldugunu gostermek yeterlidir. a#0 ve N
e-asal oldugundan aNa=# 0, dolayisiyla aN =0 dir. Simdi, tlimevarim yontemi

kullanilarak, Ay su sekilde tanimlansin: Ay =aN ve eger A,_; tanimliysa,

( )
Ak :%Lzé‘iui ‘é‘i :il,ui € Ak_lJFY{nu ‘n € N,U € Ak—l }

olsun. A=Y A, N nin bir invaryant alt grubudur ve 0=aN c A dir. Yue A

icin, ux =uy dir. N bir e-asal yakin-halka oldugundan Tanim 3.6.1’den x =y dir.

b)=a): 0= A N yakin-halkasinin bir invaryant alt grubu ve kabul edelim ki

X,y € N ve Vae A icin ax=ay olsun. a#0 segelim. A invaryant oldugundan,

vn e N i¢in an € A ve dolayisiyla anx = any dir. O halde x = y elde edilir.
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¢)=b): Oncelikle belirtelim ki c¢) sart1 O-simetrikligi gerektirir. Gergekten, eger
ae N ve a0 # 0 ise, bu durumda,
(a0)n(a0) = (a0)no
olmasi ¢) den a0 = 0 celiskisini getirir. O halde N 0-simetriktir. Simdi kabul edelim
ki X# 0 igin XNy = 0 olsun. Bu durumda ¥n € N igin,
xny =0 = xn0

ve buradan y = 0 elde edilir.

Tanim 3.6.1 ve Lemma 3.6.2°den N yakin-halkasinin e-asal idealleri i¢in agsagidaki

karakterizasyon elde edilir.

Sonu¢ 3.6.3. ([6]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir:
a) P N nin bir e-asal idealidir.
b) Egerae N-P, x,ye N ve Vne N i¢in anx—any € P ise x—y € P dir.
Lemma 3.6.4. ([6]) N bir e-asal yakin-halka ise, 0-asaldir.
Ispat: N bir e-asal yakin-halka ve 0= A, B < N olsun. Bu durumda, 0 #a € A ve
0#b e B i¢in anb#0 olacak sekilde en az bir n e N vardir. anb € AB oldugu
aciktir. Dolayisiyla AB# 0 dir. O halde Onerme 3.1.2 d) den N bir 0-asal yakin-
halkadir.
Lemma 3.6.2 ¢) = b) ispatindan, herhangi bir e-asal yakin-halkanin ayni1 zamanda
0-simetrik oldugu goriildi. Asagidaki teorem e-asal yakin-halkalarin diger bir
karakterizasyonunu vermektedir.
Teorem 3.6.5. ([11]) N bir yakin-halka olsun. Bu durumda, asagidakiler denktir:
a) N bir e-asal yakin-halkadir.
b) N nin her 0+ A sag invaryant (AN c A) alt grubu igin, eger X,y € N ve
Va € A igin, ax = ay oluyorsa, x =y dir.
¢) N nin her A invaryant alt grubu igin, eger X,y € N ve Vae A igin,
ax = ay oluyorsa, x =y dir.
Ispat a) =b) : N bir e-asal yakin-halka ve 0 # A N nin bir sag invaryant alt grubu

olsun. Kabul edelim ki, X,y € N ve Va € A i¢in ax=ay olsun. 0 b € A alalim.
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bN < A oldugundan ¥n e N igin bnx=bny dir. O halde N e-asal oldugundan
x =y elde edilir.
b) = ¢) : invaryantlik, sag invaryantlig1 gerektirdiginden ispatin bu yonii agiktir.
o0=a): 0zae N, x,ye N ve Vne N igin anx = any olsun. Oncelikle N, =0
yani N nin O-simetrik oldugunu gosterelim. Eger N, #0 ise, N. N nin bir
invaryant alt grubudur ve Vr,s e N, Vc € N i¢in,

Cr=Cc=cCS
dir. Fakat c) den, bu durum r =S olmasmi gerektirir ki, bu elbette bir ¢eligkidir.
Dolayisiyla N. =0 yani N O-simetriktir. Simdi aN # 0 oldugunu gosterelim. Eger
aN =0 ise, (a)N =0 dir. N O-simetrik oldugundan, (a) N nin bir invaryant alt
grubudur. Ustelik Vb e (a) ve Vk,l € Nigin,

bk =0=hl
dir. O halde c¢) den k=1 olmalidir ki, bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla aN = 0 dur.

Simdi Lemma 3.6.2 a) =>b) nin ispatindaki gibi, Ay =aN ve eger Ay _; tanmimliysa,

( )
Ak =%L.25iui ‘é‘i =i1,ui € Ak_lJFY{nu ‘n e N,u e Ak—l }

olsun. A=Y A, N nin bir invaryant alt grubudur ve 0= aN < A dir. Vu € A igin,
ux = uy dir. O halde c) den x =y elde edilir.

Lemma 3.6.2°den biliyoruz ki, eger N bir e-asal yakin-halka ise, 0= X,y € N i¢in
XNy # 0, dolayisiyla N 3-asaldir.

Bir e-asal yakin-halkanin ayni zamanda O-simetrik ve 3-asal oldugu belirtilmisti.

Simdi bunun aksinin dogru olmadig1 asagidaki 6rnekle verilebilir.

Ornek 3.6.6. ([7]) (N,+),

N| > 3 olan bir grup olsun ve N {izerinde ¢arpma islemi,

VX, y € N igin,

X, #0
Xy = y
0, y=0
ile tanimlansin. VX € N i¢in X0 =0 oldugundan, N 0-simetrik bir yakin-halkadir.

0#Xx,y e N ve Xx# Yy alalim. Bu durumda eger n # 0 ise,

XnX = Xny =X
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ve eger N =0 ise,
XnX = xny =0

o halde Vn € N ig¢in,
XNX = xny

dir. Fakat x # y oldugundan, N bir e-asal yakin-halka degildir.

Herhangi bir N yakin halkasimin sabit kismi N.,N nin e-asal I idealini
igerir.Ozellikle eger N e-asal yakin halka ise N, :{0} yani N sifir simetriktir.

Onerme 3.6.7. ([21]) Keyfi bir N yakin halkasiin her e-asal I ideali 3-asaldir.

Ispat: a,b e N igin aNb | olsun. a € | ise agiktir.a ¢ | alalim. N_ < | dir. Ciinkii
I <N oldugundan IN <l ve N. < Ndir.N. < | oldugundan anb—an0 € | dir.

Boylece b—0 € | yani b el . Dolayisiyla | , 3-asal idealdir.
Onerme 3.6.8. ([21]) Keyfi bir N yakin halkasinin e-asal I ideali 1-asaldur.
Ispat: A ve B, N yakin halkasinin AB c | olacak sekildeki sol idealleri olsun.

Azl ve aeA\lalallm.neNise N =N, + N, oldugundan n=n_+n, olacak
sekilde n, € N, ve n, € N, vardir.
Vb € Bigin

anb—an0 =a(n, +n,b)—an,b+an,b—-an0 |
dir. Cinki A, cN.cl, <N ve AN,Bc ABc | dir. Buradan Vb e Bigin
belyani Bc | elde edilir.
Onerme 3.6.9. ([21]) N bir yakin halka, | < N e-asal ideal ve A, N nin invaryant
alt grubu olsun. Bu durumda AN 1, A yakin-halkasinin e-asal idealidir.

Ispat: N bir yakin halka, | < N e-asal ideal ve A, N nin invaryant alt grubu olsun.

ue AA\(An1) ve Vae A igin uax —uay €e An |l olacak sekilde x,y e A alalim.
Farz edelim ki, x—y ¢ AN | olsun. X,y € A oldugundan x—y ¢ I dir. I , N nin e-
asal ideali oldugundan, unx—uny ¢ | olacak sekilde bir ne N vardir. Aym
yontemle um(unx)—um(uny) ¢ | olacak sekilde bir me N bulabiliriz. Fakat A,
N nin invaryant alt grubudur ve Ue€ A dir. Boylece u(mun)x—u(mun)y e An |
istenen celigkiyi verir.

0-simetrik yakin-halkalardaki idealler invaryant oldugundan asagidaki sonucu aliriz:
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Sonu¢ 3.6.10. ([21]) e-asal N yakin-halkasinin invaryant alt grubu A olsun. Bu

durumda A e-asal yakin-halkadir. Ozel olarak A < N ise de bu durum gecerlidir.

3.7. N-grup Tipleri

2. Boliim’de bir N yakin-halkasi i¢in N -grup kavrami tanimlanmisti. Bu kesimde,
0-, 1-, 2-, ve 3-tipinde N -gruplar tanimlanacak, temel 6zellikleri ve birbirleriyle
iliskileri verilecektir. Bunlar tarafindan belirlenen primitif idealler, bazi sik
kullanilan 6zellikleri, kendileri ve asal idealler ile iliskileri sunulacaktir.
Tanim 3.7.1. ([16]) N bir yakin-halka ve I" bir N -grup olsun.

a) Eger dy €I i¢cin Ny =T ise, I' ya y tarafindan monojeniktir denir.

b) Eger I' monojenik ve Vy €' igin Ny =T veya Ny =0 ise, I' ya

strongly monojenik N -grup denir.

Ozellikler 2.4.9 ¢) ile, bir N yakin-halkasiin bir I' N -grubu igin, NO. nin ' nin
tiim N -alt gruplan igerisinde en kiigiik olan1 oldugu verilmisti. Ozellikler 2.4.9 d)
den Vy eI igin Ny <y I' dir. O halde, eger I bir strongly monojenik N -grup

ise, NO. ={0.} veya NO. =T oldugu goriilebilir [16].

Tanmmm 3.7.2. ([10]) N bir yakin-halka ve I' bir monojenik N -grup olsun. Bu
durumda,
a) Eger I' nin {Op} ve kendisinden bagka ideali yoksa, I ya O-tipinde bir N -
grup denir.
b) Eger I' strongly monojenik ve {Op} ve kendisinden baska ideali yoksa, I
ya 1-tipinde bir N -grup denir.
¢) Eger I' nin {Op} ve kendisinden baska N -alt grubu yoksa, I" ya 2-tipinde
bir N -grup denir.
d) Eger I' 2-tipinde ve Vy|,y,€l', Vne N i¢cin ny;=ny,, olmasi

71 = 7 » olmasini gerektiriyorsa, I' ya 3-tipinde bir N -grup denir.

Onerme 3.7.3. ([16]) N bir yakin-halka ve I bir N -grup olsun. Bu durumda, I" 2-
tipinde = 1-tipinde = O-tipindedir.
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Ispat: T 2-tipinde ise, {01} ve kendisinden bagka N -alt grubu yoktur. Vy e T
icin, Ny T nm bir N -alt grubu oldugundan, Ny ={0p} veya Ny =T yani, I
strongly monojeniktir. Eger A < I' ise, I' ayn1 zamanda bir N -grup oldugundan,
Ozellikler 2.4.9 c) den A ayni zamanda I' nm bir N -alt grubudur. O halde I' nin
{Or} ve kendisinden baska ideali yoktur. Dolayisiyla I 1-tipindedir. Asikar olarak,
Tanim 3.7.3 den I' O-tipindedir.
Tammm 3.7.4. ([10]) N bir yakin-halka ve | <N olsun. v=0,1,2,3 icin eger
| =0 :T)y olacak sekilde v-tipinde bir I' N -grubu varsa, | ya N nin bir v-
primitif ideali denir. Eger bu I' N -grubu faithful ise, N ye bir v-primitif yakin-
halka adi verilir.
[14]’de v=0,1,2 i¢in bir N yakin-halkasinin her v-primitif idealinin ayn1 zamanda v-
asal oldugu ispatlanmistir. Asagidaki dnerme ile, 0-simetrik bir N yakin-halkasinda
her 3-primitif idealin ayn1 zamanda 3-asal oldugu verilmistir.
Onerme 3.7.5. ([10]) N O-simetrik bir yakin-halka ve | < N olsun. Eger | 3-
primitif ideal ise, 3-asaldir.
Ispat: Farz edelim ki | <N 3-primitif ve a,b e N ig¢in aNbc | olsun. | 3-
primitif oldugundan, | = (0O :T")p olacak sekilde 3-tipinde bir I' N -grubu vardir.
aNb < | oldugundan,

NaNb = NI c |
dir. 3-tipinde her N -grup, Tanim 3.7.2 d) den ayn1 zamanda 2-tipindedir. O halde
her 3-primitif ideal ayn1 zamanda 2-primitif ve dolayisiyla 2-asaldir. Va € N i¢in
Na <y N ve | 2-asal oldugundan, NaNb c | iken ya Nac | yada Nbc | dir.
Buradan NaI'=0, yada NbI'=0. olur. NaI' =0 olsun. Bu durumda Vn € N igin
nal’=n0p ve I' 3-tipinde bir N -grup oldugundan al’ = Oy yani, a € | elde edilir.
O halde | bir 3-asal idealdir.
Lemma 3.7.6. ([6]) N bir O0-simetrik 3-primitif yakin-halka olsun. Bu durumda N
e-asaldir.
Ispat: N bir 3-primitif yakin-halka oldugundan, bir faithful 3-tipinde T" N -alt
grubu vardir. Kabul edelim ki, 0# X,y € N olsun. I' faithful oldugundan yy # 0
olacak sekilde bir y € I' vardir. Dolayisiyla,
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Nyy # O
dir. Ciinkii, I' 3-tipinde oldugundan 2-tipinde, yani strongly monojenik ve I" nin
{Or} ve I' disinda N -alt grubu yoktur. Nyy T ’nm bir N -alt grubu oldugundan
Nyy =T dir. I' faithful oldugundan,

XNyy # O
ve buradan

XNy = 0

dir. Simdi 0= A N yakin-halkasinin herhangi bir invaryant alt grubu olsun. [13,

Lemma 3]’den I' 3-tipinde bir faithful A -gruptur. Simdi, farz edelim ki Va € A ve

X,y € N i¢in ax = ay olsun. Budurumda Vy € I' i¢in,

axy =ayy
dir. ' 3-tipinde bir A -grup oldugundan,
Xy =Yy

dir. Buradan,
Xy =Yy =(x=y)y =0r
ve I' bir faithful N -grup oldugundan,
X=y=0
yani X =Y dir. O halde Teorem 3.6.5’den N bir e-asal yakin-halkadir.
Ornek 3.7.7. ([6]) (N,+) , p tek asal olmak iizere p mertebeli devirli grup olsun.

Asagidaki carpma islemiyle tanimlanan N yakin-halkasini alalim:

a, b=0
ab =
{0, b=0

N, 2-primitif, e-asal olmayan, 0-simetrik ,3-asal, D.C.C.N bir yakin halkadir.
3.8. E-asalligin Birimli ve Basit Yakin-halkalarla iliskisi

Bir G grubu i¢in birimli basit M (G)yakin-halkas1 e-asaldir. Biitiin birimli basit

yakin-halkalar 3-asaldir fakat 2-primitif olmak zorunda degildir.

Eger N birimli yakin-halkasinin asikar olmayan invaryant alt grubu yoksa, N e-asal

yakin-halkadir. Gergekten, 0 #a € N alalim ve farz edelim ki Xx,ye N ve Vne N
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icin anx =any olsun. Bu durumda A:= {b € N|an =bny,Vvn e N} N nin sifirdan

farkli invaryant alt grubudur. Ciinkii (A ,+) <(N ,+) dir.

(D.C.C) sartim1 saglayan her birimli basit N yakin-halkasi 2-primitiftir [21].
Dolayistyla N 3-primitif ve Lemma 3.7.6 'dan N e-asaldir.

Bir N yakin-halkasindaki sol birim (0: N), = {0} saglanirsa ¢ift yonlii birim olur.
Yakin-halka 3-asal olsa bile bu sag birim i¢in gegerli bir durum degildir.

Onerme 3.8.1. ([21]) Bir e-asal N yakin-halkasinin tek yénlii birimi e olsun. Bu
durumda e yakin-halkanin birimidir.

Ispat: Eger e sol birimse (0:N), = {0} dir. Farz edelim ki esag birim olsun fakat
sol birim olmasin. Boylece bazi 0 #m e N i¢in em = m dir. N e-asal oldugundan,
mnm = mn(em) olacak sekilde bir n € N vardir. Fakat € sag birim oldugundan

mn(em) = m(ne)m = mnm celiskisini elde ederiz.

3.9. E-asal Yakin-halkalar, Yakin-cisimler ve Planar Yakin-halkalar

Her yakin-cisim e-asaldir. [16] den birimli her planar yakin-halkanin yakin-cisim
oldugunu biliyoruz. Burada birimli olma kosulu yakin-halka e-asal ise gerekli
degildir.
Tamm 3.9.1. ([16]) N bir yakin-halka ve a,b € N olsun.

a=b:x=>VneN:na=nb
bagintist N {izerinde bir denklik bagmtisidir. Bu durumda a ve b sag denk

carpanlar olarak adlandirilir.

Tanim 3.9.2. ([16]) N bir yakin-halka olsun. Eger ‘%‘23 ve xa=xb+c,

(a#=Db)esitligi N de bir tek ¢oziime sahipse, N ye planar yakin-halka denir.
Onerme 3.9.3. ([16]) Her planar yakin-halka 0-simetriktir.
Ispat: ne N ve ae N"alalim. Burada A:{n eN|n EO} ve N"=N\A dir. 0 ve

n0, xa=X0+0nin ¢oziimiidiir. Buradan N0 =0 elde edilir. Yani N planar yakin-
halkast sifir-simetriktir.

Bir N yakin-halkas1 yakin-cisim olmasi i¢in gerek ve yeter sart N nin sifirdan farkl
dagilmali eleman icermesi ve her 0 # X € N igin NX =N olmasidir. N e-asal yakin-

halka ise sifirdan farkli dagilmali eleman sart1 gereksizdir.[16]

37



Onerme 3.9.4. ([21]) Bir N yakin-halkasinin yakin-cisim olmas1 igin gerek ve yeter
sart N 'nin e-asal ve her 0 # X € N i¢in NX =N olmasidir.
Ispat: N e-asal ve her 0 =X e N igin Nx=N olsun. Va,be N" icin bb=a ve
aa=Db olacak sekilde Ja’,b' e N* vardir. Boylece a (ab)=(aa)p=bb=a=0
yani ab # 0 elde edilir. Dolayisiyla N sifir bolensiz yakin-halkadir.
0#xeN alalim ve ex=X olacak sekilde eeN segelim. Vne N igin
(ne—n)x=0 ve N sifir bolensiz oldugundan ne=n dir. € sag birim oldugundan
Onerme 3.8.1'den €, N yakin-halkasmin birimidir. Sonug olarak N sifirdan farkl
dagilmali bir elemana sahiptir. Boylece N bir yakin-cisimdir.
Onerme 3.9.5. ([21]) Her e-asal planar yakin-halka bir yakin-cisimdir.
Ispat: Planar yakin-halka tanimindan,
a=b:x=>VneN:na=nb
elde edilir. Eger N e-asal yakin-halka ise
a=bsa=b
yazilabilir. Gergekten, eger a = b ise, bu durumda Vne N i¢in
(a—b)na =ana—bna =anb -bnb =(a-b)nb

elde edilir. Buradan (a—b)na = (a—b)nb alinir. Boylece a="b dir.
neN, 0#xeN i¢in 3me N vardir 6yle ki nx=m dir. Ciinkiit N planar yakin-
halka oldugundan yx = y0+m nin N de tek ¢oziimii vardir. O halde Nx=N ve
dolayistyla N bir yakin cisimdir.
E-asal olan dagilmali yakin-halka, asal halkadir. Bu bizi asagidaki sonuca ulastirir:
Eger N dagilmali bir yakin-halka ve (0: N) = {0} ise bu durumda N bir halkadir.
Burada i)(N,+) degismeli grup

ii) (N,.) yar1 grup

iii)VX,y,ze N igin X(Yy+2)=Xy+XZ ve (X+Y)Z=XZ+Yyz
ozellikleri saglanir.
VX,y € N i¢in X+ Y =Y+ X oldugunu gosterelim. Vn e N i¢in
(X+y)n=xn+yn=yn+xn=(y+Xx)n

vne Nigin (x+y)—(y+xn)=0

X+YyY)—(y+x)e(0:N)

38



X+y)=(y+x)=0

X+y=y+X

Sonu¢ 3.9.6. ([21]) Bir N yakin-halkasinin yakin-cisim olmasi igin gerek ve yeter
sart e-asal ve N -basit olmasidir.

Yukaridaki iki sonugta e-asal olma durumu 3-asallikla yer degistiremez. Asagidaki
ornek bunu kanitlar:

Ornek 3.9.7. ([6]) p tek asal olmak iizere p mertebeli bir devir grubu iizerinde
asagidaki carpma iglemiyle insa edilen N yakin-halkasini diisiinelim(p>2) :

a, b=z0
ab =
{o, b=0

V0#XxeN igcinve Vne N i¢in nx=n dir. N 3-asaldir fakat yakin-cisim degildir.
Tanimm 3.9.8. ([16]) N bir yakin-halka olsun. Eger Va,b,ne N i¢in ab=0 iken
anb =0 oluyorsa, N 'ye bir IFP yakin-halka denir.

Bir 3-asal IFP yakin-halkanin sifirdan farkl sifir béleni yoktur yani sifir bolensizdir.
Bununla birlikte N sonlu, 3-asal, IFP yakin-halka ise N yakin-cisim olmak zorunda
degildir.

Onerme 3.9.10. ([21]) N sonlu bir yakin-halka olsun. N 'nin yakin-cisim olmasi igin
gerek ve yeter sart e-asal ve IFP olmasidir.

Ispat: Eger Ne-asal ve IFP ise bu durumda, N sifir bolensizdir. N sonlu
oldugundan her 0 # X € N igin NX = N dir. Onerme 3.9.4 den N yakin-cisimdir.
Onerme 3.9.11. ([16]) N bir 0-simetrik yakin-halka olsun. N 'nin sifirdan farkl
nilpotent eleman1 yoksa N bir IFP yakin-halkadir.

Ispat: N bir 0-simetrik yakin-halka olsun. x,y € N igin xy =0 ise bu durumda
yxyx = yOx = 0 dir. Boylece (yx)* =0 dir. Buradan yx =0 elde edilir.
vne N igin (xny)* = xnyxny =0
xny =0
oldugundan N bir IFP yakin-halkadir.

Sonug 3.9.12. ([21]) N sonlu bir yakin-halka olsun. N 'nin yakin-cisim olmasi igin

gerek ve yeter sart e-asal ve sifirdan farkli nilpotent elemani olmamasidir.
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4. YAKIN-HALKALARDAKI ASALLIGIN MALONE ASIKAR YAKIN-
HALKALARA UYGULAMALARI

Tanim 4.1. ([21]) |G| > 2 grubu iizerinde asagidaki ¢carpma islemiyle tanimlanan

M yakin-halkasini ve S < G\{O} ctimlesini alalim:
a, beS
ab = =
0, bg$S
Bu durumda M yakin-halkasina Malone asikar yakin-halka denir.
Tanim 4.2. ([5]) N bir yakin-halka olsun. Va,b,c € N igin,

abc = acb (sirasiyla abc = bac)

saglantyorsa N yakin-halkasina sag degismeli (sirastyla sol degismeli) yakin-halka
denir.

Eger Va,b,c,d e N i¢in
abcd =achd

saglaniyorsa N 'ye medial yakin-halka denir
Birkenmeier ve Heatherly [5] bunlarn ‘i 6zellikler' olarak adlandirmistir. Yakin-
halkalardaki sag degisme 6zelligi i¢in 'zayif komutatif' s6z grubu secilmistir.[15]
Tanim 4.3. ([3]) N bir yakin-halka olsun. Va,b,c € N igin

abc = abac
saglantyorsa N 'ye sol i¢ dagilmali(LSD),

abc =acbc
saglantyorsa N 'ye sag i¢ dagilmali(RSD) yakin-halka denir.
Onerme 4.4. N bir Malone asikar yakin-halka olsun. Bu durumda N bir sag i¢
dagilmali (RSD) yakin-halkadir.
Ispat: N bir Malone asikar yakin-halka ve a,b,c € N olsun.

(1)

ab, ¢c20 f[a, b0 ve c=0
abc = =
0, ¢c=0 |0, b=0 ve ¢c=0

{acb, c#0 {ac, b0 ve c=0 {a, cz0 ve b=0
achc = =

0, c¢=0 |0, b=0 ve c=0 |0, c=0 ve b=0

()
Boylece abc = acbc dir. (1) ve (2) den N bir RSD yakin-halkadr.

40



Onerme 4.5. N bir Malone asikar yakin-halka olsun. Bu durumda N bir 3-asal
yakin-halkadir.
Ispat: Kabul edelim ki N bir Malone agikar yakin-halka, Va,b e N igin aNb=0 ve

a # 0olsun. Bu durumda Vne N i¢in anb=0 dir. Ozel olarak n=a icin aab=0
dir. Malone agikar yakin-halka tanimi a#0 olmast b=0 olmasim gerektirir.
Boylece N bir 3-asal yakin-halkadir.

Onerme 4.6. N bir Malone asikar yakin-halka olsun. Bu durumda N bir sol i¢
dagilmali(LSD) yakin-halkadir.

Ispat: N bir Malone asikar yakin-halka ve a,b,c € N olsun.

3)

ab, ¢c=0 f[a, b0 ve c=#0
abc = =
0, ¢c=0 |0, b=0 ve ¢c=0

abac — aba, c=0 ab, a#0 ve c=0 |a, b0 ve c=#0
10, ¢c=0 |0, a=0 ve c=0 |0, b=0 ve c=0

4)
Boylece abc = abacdir. (3) ve (4) den N bir LSD yakin-halkadir.

Onerme 4.7. ([21]) N 3-asal ve sag i¢ dagilmali bir yakin-halka olsun. Bu durumda
N bir Malone asikar yakin-halkadir.

Asagidaki 6nerme ile Onerme 4.7'nin tersinin de dogru oldugu kanitlanmugtur:
Onerme 4.8. N yakin-halkasinin 3-asal ve sag i¢ dagilmali yakin-halka olmast igin
gerek ve yeter sart N ' nin Malone agikar yakin-halka olmasidir.

Ispat: N 3-asal ve RSD olsun. Onerme 4.7' den N bir Malone asikar yakin-
halkadir. Tersine N bir Malone agikar yakin-halka olsun. Onerme 4.4. ve Onerme
4.5'den N 3-asal ve RSD yakin-halkadir.

Sonu¢ 4.9. N e-asal ve sag i¢ dagilmali bir yakin-halka olsun. Bu durumda N bir
Malone agikar yakin-halkadir.

Ispat: N e-asal yakin-halka oldugundan 3-asaldir. Onerme 4.7' den N bir Malone
asikar yakin-halkadir.

Sonug 4.10. N bir Malone asikar yakin-halka olsun. Bu durumda N 3-asal ve LSD
yakin-halkadir.

Ispat: Onerme 4.5 ve Onerme 4.6' dan agiktir.

Eger N bir LSD yakin-halka ise Malone asikar yakin-halka olmak zorunda degildir.
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Asagidaki 6rnek bunu kanitlar:

Ornek 4.11. Toplama ve carpma islemi asagidaki tablolarla verilen N = {0,1,2,3}

yakin-halkasini alalim. Bu yakin-halka LSD ve sol degismelidir fakat 3-asal ve
Malone asikar yakin-halka degildir.

+10 1 2 3 0 1 2 3
0jo 1 2 3 0/0 0 O O
11 2 3 0 110 0 0 O
212 3 0 1 210 0 2 2
313 0 1 2 310 0 2 2

Onerme 4.12. N LSD ve sag degismeli bir yakin-halka olsun. Eger N c-asal ise bu
durumda N bir Malone asikar yakin-halkadir.

Ispat: Kabul edelim ki b#0 ve ¢#0 olsun. N LSD ve sag degismeli bir yakin-
halka oldugundan Va,b,c € N i¢in,

abc = acb = acab = acacb = acabc = acbhc

dir. Boylece abc=acbc eclde edilir. (ab—acb)c=0 dir. N c-asal oldugundan
ab—ach=0 veya c=0 dur.
c#0 oldugundan ab—acbh=0 yani (a—ac)b=0 dir. N 'nin c-asal ve b=0
olmasi1 g6z oniinde bulundurulursa a—ac =0 yani a =ac bulunur. Béylece N bir
Malone asikar yakin-halkadir.
Sonu¢ 4.13. N bir Malone asikar yakin-halka olsun. Bu durumda N bir e-asal
yakin-halka degildir.
Ispat: N bir Malone asikar yakin-halka olsun. 0 #a,be N ve a#=b alalim. Bu
durumda eger n # 0 ise,

ana=anb=a
ve eger N =0 ise,

ana=anb=0
o halde Vne N i¢in,

ana = anb

dir. Fakat a # b oldugundan, N bir e-asal yakin-halka degildir.
42



Ornek 4.14. ([16]) N Klein-4 grup iizerinde asagidaki carpma islemiyle verilen bir
yakin-halka olsun. N bir Malone asikar yakin-halkadir fakat e-asal degildir.

0 a b ¢
0/0 0 O O
a |0 a a a
b0 b b b
c |0 c ¢ c

Onerme 4.15. N bir RSD c-asal yakin-halka olsun. Bu durumda N bir Malone
asikar yakin-halkadir.

Ispat: Kabul edelim ki N bir RSD c-asal bir yakin-halka ve Va,be N icin b =0

olsun. N RSD oldugundan,
abb = abbb
dir. Buradan,
(ab—abb)p =0

elde edilir. N c-asal oldugundan,

ab—abb=0 veya b=0
dir. b # 0 oldugundan ab—abb =0 yani (a—ab)o=0
dir. N c-asal oldugundan,

a—-ab=0
dir. Buradan a =ab yani N bir Malone asikar yakin-halkadir.
Onerme 4.16. N bir Malone asikar yakin-halka olsun. Bu durumda N bir c-asal
yakin-halkadir.
Ornek 4.17. C-asal olan N =(Z,,+,.) halkasini alahm. N bir Malone asikar yakin-
halka degildir.
Bu 6rnekle asagidaki sonucu verebiliriz:
Sonu¢ 4.18. N bir c-asal yakin-halka olsun. Bu durumda N bir Malone asikar

yakin-halka olmak zorunda degildir.

Onerme 4.19. N,

N| >3 olan bir yakin-halka olsun. Bu durumda N 'nin dagilmali,

c-asal ve medial olmas1 Malone asikar yakin-halka olmasini gerektirmez.

Ispat: Kabul edelim ki a # 0ve b # 0 olsun. N medial oldugundan, Va,b e N igin
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abab = aabb
dir. Buradan
(aba—aab)b =0
dir.
N c-asal oldugundan, aba—aab=0 veya b=0 elde edilir. b =0 kabulii ve N,

dagilmali oldugundan a(ba—ab)=0c¢lde edilir. a#0 oldugundan ab=ba dir.

Boylece N bir Malone asikar yakin-halka degildir.

Aciktir ki, N yakin-halkasi |N| >3 olan komutatif bir yakin-halka ise, bu durumda

N bir Malone asikar yakin-halka degildir. Asagidaki 6nerme |N| > 3 olan c-asal, sol

degismeli yakin-halkanin Malone agikar yakin-halka olmayacagini gosterir.

Onerme 4.20. N c-asal, sol degismeli ve |N|23 olan yakin-halka olsun. Bu

durumda N bir komutatif yakin-halkadir dolayisiyla Malone agikar yakin-halka

degildir.
Ispat: Kabul edelim ki Va,b,ce N icin, c#0 ve a#b olsun. N sol degismeli
oldugundan,
abc = bac
dir. Yani
(ab-ba)c=0

dir. N c-asal oldugundan, ab—ba=0 veya c=0dir. c#0 oldugundan ab=ba
dir. Boylece N bir komutatif yakin-halkadir vea #b oldugundan N bir Malone
asikar yakin-halka degildir.

N =N, ve N sag degismeli olsa bile N bir Malone asikar yakin-halka olmak

zorunda degildir.

Gergekten, her komutatif halka ayn1 zamanda komutatif yakin-halkadir. Bu halkalar

N =N, yi saglar ve sag degismelidir fakat Malone asikar yakin-halka degildir.

Ayrica 3-asallik ve sag degismeli olma 6zelligi de Malone asikar yakin-halka olmay1

gerektirmez. Asagidaki 6rnek bunu kanitlar:
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Ornek 4.21. ([1]) Asagidaki tablo ile verilen N =(Z, ,+,.) sag degismeli yakin-
halkasini alalim. P ={O,3} ideali Z,nm 3-asal idealidir. Dolayisiyla Z% 3-asal

yakin-halkadir. Agiktir ki, Z% 3-asal, sag degismelidir ve Malone asikar yakin-

halka degildir.

0 1 2 3 4 5
0/0 0 0 0 0 O
113 1 5 3 1 5
210 2 4 0 2 4
313 3 3 3 3 3
410 4 2 0 4 2
513 5 1 3 5 1

Onerme 4.22. N bir sifir-simetrik, LSD ve c-asal yakin-halka olsun. Bu durumda

N bir Malone asikar yakin-halkadir.

Ispat: Kabul edelim ki a#0 ve b#0 olsun. N bir LSD yakin-halka oldugundan
abb =abab dir. Buradan (ab —aba)b = 0 elde edilir. N c-asal oldugundan,
ab—aba=0 veyab=0
dir. b # 0 kabul edildiginden,
ab—aba=0
yazilir. Bu durumda ab = aba dir.
baba = babaa = baaa

ve buradan
baa = baaa
elde edilir. Dolayisiyla
(b—ba)aa=0
dir. N c-asal oldugundan ve a0 kabuliinden b—ba=0 yazlir. Béylece b=ba
elde edilir.
Onerme 4.23. N bir Malone asikar yakin-halka olsun. Bu durumda N bir Boolean
yakin-halkadir.
Ispat: N bir Malone asikar yakin-halka olsun. Va e N igin
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a? —aa = a, a=0
7 ]o, a=0

dir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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SONUC

Halkalarin bir genellemesi olan yakin-halkalarin asal idealleri iizerine yapilan
calismalarda 0-asal, 1-asal, 2-asal, 3-asal, e-asal, tam asal kavramlar1 tanimlanmustir.
N bir yakin-halka ve 1, N 'nin bir ideali olsun. Bu durumda 1 , e-asal ise 3-asal, 3-
asal ise 2-asal ve l-asal ise O-asaldir. N sifir-simetrik iken, 2-asal ise l-asaldur.
Ayrica | tam asal ise 3-asaldir. Bunlarin tersleri, N yakin-halkasinin sifir-simetrik

olmasi durumunda dahi dogru degildir.

Ayrica e-asalligin birimli ve basit yakin-halkalarla iliskisi hakkinda 6nermeler verildi.
Bir N yakin-halkasinin yakin-cisim olmasi i¢in N 'nin e-asal ve N -basit olmasi
gerektigi sonucuna ulasildi. Malone asikar yakin-halkalar LSD, RSD, c-asal ve 3-asal
yakin-halkadir fakat e-asal yakin-halka degildir. N yakin-halkasinin 3-asal ve RSD

yakin-halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart N 'min Malone asikar yakimn-halka

olmasidir. N c-asal, sol degismeli ve [N|>3 olan bir yakin-halka ise N komutatif

yakin-halkadir dolayisiyla Malone asikar yakin-halka degildir.

[N |=3+c-ASAL+N=N, +medial c-ASAL+LSD+N=N, m

|N|=3+Ip+c-ASAL
/,

O «— [ ——— BN
YAKIN HALKA

=N

e ey B



10.

11.

12.

13

14.

15

KAYNAKLAR

. Atagiin, A. O., Aygiin, E., Altindis, H., S-special near-rings, J. Inst. Math.

Comp.Sci. (Math. Ser. ), 19, 205-210, 2006.

Beidleman, J., Strictly Prime Distributively Generated Near-rings, Math. Z., 100,
97-105, 1967.

Birkenmeier, G., Heatherly, H., and Kepka T., Rings with left self distributive
multiplication, Acta Math. Hungar., 60, 107-114, 1992.

Birkenmeier, G., Heatherly, H., and Lee, E., Prime Ideals and Prime Radicals in
Near-rings, Mh. Math., 117, 179-197, 1994.

Birkenmeier, G., Heatherly, H., Medial near-rings, Mh. Math.,107, 89-110, 1989.
Booth, G. L., Groenewald, N. J., and Veldsman, S., A Kurosh-Amitsur Prime
Radical for Near-rings, Comm. Algebra, 18, 3111-3122, 1990.

Booth, G. L., Groenewald, N. J., Different Prime Ideals in Near-rings II, Rings
and Radicals (B. J. Gardner, Liu Shaoxue, R. Wiegandt (eds.)), Shijiazhaung
1994, Pitman Res. Notes Math., 346, 131-139, 1996.

Clay, J. R., Near-rings Geneses and Applications, Oxford, New York, Tokyo,
1992.

Dickson, L. E., Definitions of a Group and a Field by Independent Postulates,
Trans. Amer. Math. Soc., 6, 198-204, 1905.

Groenewald, N. J., Different Prime Ideals in Near-rings, Comm. Algebra, 19(10),
2667-2675, 1991.

Groenewald, N. J., Prime Near-rings and Special Radicals, East-West J. of Math.,
3(2), 147-162, 2001.

Heatherly, H. E., Malone, J. J., Some Near-ring Embeddings, Quart. J. Math.,
Oxford Ser. 20, 81-85, 1969.

. Holcombe, W. L. M., A Hereditary Radical For Near-rings, Studia Sci. Hungar.,

17, 453-456, 1982.
Holcombe, W. L. M., Primitive Near-rings, Doctoral Dissertation, University of

Leeds, 1970.

. Laxton, R. R., Prime Ideals and The Ideal Radical of a Distributively Generated

Near-ring, Math. Z., 83, 8-17, 1964.

48



16.

17.
18.

19.

20.

21

Pilz, G., Near-rings, 2nd Ed., Amsterdam, New York, Oxford, North-Holland,
1983.

Ramakotaiah, D., Radicals for Near-rings, Math. Z., 97, 45-56, 1967.
Ramakotaiah, D., Rao, G. K., On IFP Near-rings, J. Austral. Math. Soc., 27, 365-
370, 1979.

Reddy, Y. V., Murty, C. V. L. N., Semi-symmetric Ideals in Near-rings, Indian J.
Pure and Appl. Math., 16, 17-21, 1985.

Van der Walt, A. P. J., Prime Ideals and Nil Radicals in Near-rings, Arch. Math.,
15, 408-414, 1964.

. Veldsman, S., On Equiprime Near-Rings, Comm. Algebra, 20(9), 2569-2587,

1992.

49



OZGECMIS

1986 yilinda Yozgat'ta dogan Fatma Miinevver YIGITER ilk &grenimini Yozgat
Sakarya Ilkdgretim Okulu'nda, lise ©grenimini Yozgat Anadolu Lisesi'nde

tamamladi.

2004 yilinda Cumhuriyet Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bliimii'nii
kazandi. Subat 2009'da iyi derece ile buradan mezun oldu.
Eyliil 2009'da Bozok Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim dali

Cebir ve Sayilar Teorisi Bilim dalinda yiiksek lisans yapmaya basladi.

Tletisim Bilgileri

Adres : Medrese Mah. Saray Apt. No:9
66100 YOZGAT

Telefon: (354) 212 98 68

Cep: (505) 458 77 86

E-posta: munevveryigiter@hotmail.com

50



