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OZET

Bu tezde, lineer fark denklemlerinin ¢6ziim metodlar: ele alindi, incelendi ve 6grenildi.
Bunun icin oncelikle lineer fark denklemlerinin esas anlamlari, tanimlar1 ve buradaki
islemlerde kullanilan gerekli temel kavramlar ve teoremler verildi. Tezde genel olarak lineer
homojen fark denklemleri, lineer homojen olmayan fark denklemleri, n. mertebeden lineer
homojen fark denklemleri ve n. mertebeden lineer homojen olmayan fark denklemleri ele
almip incelendi. Lineer homojen olmayan fark denklemlerinin ¢6ziimiiniin bulunmasi igin
Lagrange’nin sabitlerin varyasyonu metodu uygulandi. Ozel olarak sabit katsayili lineer
homojen fark denklemleri ve sabit katsayili lineer homojen olmayan fark denklemleri ve bu

denklemlerin ¢6ziimiiniin bulunmasi i¢in z- déniisiimii metodunun uygulanmasi ele alind.

Anahtar Kelimeler: Lineer Fark Denklemleri, z-Doniisiimleri, Sabitlerin Varyasyonu
Metodu, Sabit Katsayili Lineer Homojen Fark Denklemleri, n. Mertebeden Lineer Homojen

Fark Denklemleri
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ABSTRACT

In this thesis, the solving methods of linear differential equations are focused on, studied and
learned. To achieve these, first the meanings, definitions and the basic concepts and
theorems of linear differential equations being necessary are given. In general, this thesis
focuses on linear homogeneous differential equations, linear non-homogeneous differential
equations, linear homogeneous differential equations and linear non- homogeneous
differential equations which are at level n are all studied. to find the solution of linear
non-homogeneous differential equations, Langrange's "variations of the constants” method
has been used. Especially, to study linear homogeneous differential equations which have
constant exponents and linear non- homogeneous differential equations which have constant

exponents, and to find their solutions, application of z- tranformation method is focused on.

Keywords: Linear Differential Equations, z- Transformations, Variations of the Constants
Method, Linear Homogeneous Differential Equations Which Have Constant Exponents,

Linear Homogeneous Differential Equations Which Are at Level n.
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1. GIRIS

Fark denklemleri ¢cok sayida uygulamali bilimlerde karsimiza g¢ikmaktadir [4].
Biyolojide, kimyada, fizikte, uygulamali matematikte sik sik kullanilmaktadir [3].
Ozellikle bu denklemlere bio-sistem teorisinde daha gok karsilasilir [2].

Bu calismada esas amag; lineer fark denklemlerinin ele alinip incelenmesi, ¢6ziim

metodlarinin 6grenilmesi ve gelistirilmesidir.

Bu c¢alismada; 1. boliimde lineer fark denklemlerinin esas anlamlari, tanimlar1 ve
buradaki islemlerde kullanilan gerekli temel kavramlar ve teoremler verildi. Lineer
homojen fark denklemleri, lineer homojen olmayan fark denklemleri, n. mertebeden
lineer homojen fark denklemleri ve n. mertebeden lineer homojen olmayan fark
denklemleri ele alinip incelenecek. 2. boliimde sabit katsayili fark denklemlerinin
Z-doniisiimii ile ¢6ziim metodlarmin bulunmasi incelendi. Son boliimde ise lineer

fark denklem sistemleri ele alinip ¢oziim metodlar1 incelendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Fonksiyonun Verilmis Noktada Sonlu Farkinin Tanimi

f(t) fonksiyonunun ve adim olarak adlandirilan pozitif h sayisinin verildigini var

sayalim. Asagidaki
Af (t) = f(t+h)— f(t) (2.1)

ifadesine f(t) fonksiyonunun t noktasindaki birinci sonlu farki veya birinci

mertebeden sonlu farki denir [1]. A’da ileri-fark operatorii olarak adlandirilir.

Benzer sekilde yiiksek mertebeden sonlu farklar da tanimlanir. Mesela
AT (t) = A(AT (1)) .
(2.1) formiiliinii iki kez uygulayarak ikinci mertebeden sonlu fark igin
A F(t)=[f(t+2h)— f(t+h)]-[f(t+h)—f()]=f(t+2h)-2f(t+h)+ f(t)

formiiliinii buluruz. Uygun olarak n-1. mertebeden A" 'f(t) sonlu farki
tanimlanmis oldugunda n. mertebeden sonlu fark A(A"*f(t)) gibi tammlanir.

f (t) fonksiyonunun n. mertebeden A" f (t) sonlu farki igin

A"f(t) = z (-D)"*CKf t +kh) (2.2)
k=0
formiilii dogrudur. Burada
Ck = _nt
" kI(n=k)!’

(2.1) formiilii matematiksel tiimevarim yontemiyle kolaylikla ispatlanir.



(2.2) formiili ile f(t) fonksiyonunun n. mertebeden sonlu farki f(t)
fonksiyonunun t,t+h,...,t+nh noktalarindaki degerlerinin yardimiyla hesaplanir.
Dikkate alalim ki, f(t) fonksiyonunun t+nh noktasindaki f (t+nh) degerini de bu
fonksiyonun t noktasindaki sonlu farkinin yardimiyla ifade etmek miimkiindiir.

Bunu gostermek i¢in A° f (t)= f (t) alalim. O zaman
f(t+h)=f(t)+Af(t)=AF(t)+A (L)

esitligini yazabiliriz. Bu islemleri ardisik olarak devam ettirerek

f (t+nh) zzn:c:Ak f(t)

k=0

formiiliinii buluruz. Bu formiil matematiksel tlimevarim yonteminin uygulanmasiyla

kolaylikla elde edilir.

2.2. Lineer Fark Denkleminin Tanimi
a, (DA"X() +a, (1) A" X(t) +... +a, (1) A°X(t) = F(t) (2.3)

seklindeki denkleme n. mertebeden lineer fark denklemi denir. Bu denklemde x(t)

aranan bilinmeyen fonksiyon a,(t),a,(t),...,a,(t) ve F(t) verilmis fonksiyonlardir.

(2.2) formiiliinii kullanarak (2.3) denklemini
Co (t)x(t+nh) +c () x(t+(n-Dh) +...+c, (t)x(t) = F(t) (2.4)

seklinde yazabiliriz. Bu denklemde c,(t)=0 ve c (t) #0 sartlar1 sagladiginda n

sayisina (2.4) denkleminin mertebesi denir.

(2.4) denkleminde c,(t)=0 oldugunda bu denklem serbest degiskenin lineer

degisimi ile daha kiiciik mertebeden denkleme getirilebilir. Gergekten de (2.4)

denkleminde

C'n (t) = Cn—l(t) == Cn—k+l(t) = O



oldugunu, ama c _, (t)#0 oldugunu varsayalim. O zaman serbest degiskenin

t =t+kh degisimini yaparak (2.4) denklemini n—k mertebeden denkleme

dontistiirebiliriz.

(2.4) denkleminde h=1 alirsak ve (2.4) denkleminin her yanmi c,(t) fonksiyonuna
bolersek bu denklemi

X(t+n)+ p(O)x(t+n-2)+ ...+ p, ®)x(t)= f(t) (2.5)
sekle getirmis oluruz. Bu denklemde p,(t) # 0 oldugunu varsayariz.

(2.5) denklemini saglayan siirekli x(t) fonksiyonuna (2.5) denkleminin siirekli

¢oziimii denir.

(2.5) denkleminde aranan x(t) fonksiyonunun t,t+1,...,t+n noktalarindaki
degerleri bulundugundan bu denklemin ¢o6ziimii, uzunlugu n sayisindan kiigiik
olmayan aralikta tanimlanmas1 gerekir.

2.3. Lineer Fark Denklemlerinin Coziimlerinin Varhgi ve Tekligi Teoremi

Bir t, sayisinin verildigini varsayalim. O zaman [t,,t; + n] araligina baglangi¢ aralik

denir. [ty,t, +n] baslangi¢ araligin1 E, ile gosterelim, yani E,_=[t;,t, +n] olsun,
Lineer fark denklemleri i¢in asagidaki varlik ve teklik teoremi dogrudur.

Teorem 2.1. Baslangici [t),t,+n] araliginda tanimlanmug siirekli ¢(t) baslangic

fonksiyonunun verildigini ve bu fonksiyonun
Pt +1)+ Py(G)e(t +n=1) +...+ p, () o() = (L) (2.6)

esitligini sagladigmi varsayalim. (2.5) denklemindeki p;(t), p,(t),..., p,(t) ve
f(t) fonksiyonlarinin [t,,T], T >t,+n araliginda siirekli fonksiyonlar olduklarini

varsayalim. O zaman (2.5) denkleminin baslangi¢ [t,,t,+n] araliginda baslangic



@(t) fonksiyonu ile cakisan [t,,T] araliginda (2.5) denklemini saglayan siirekli

¢Ozliimii vardir ve bu ¢oziim tektir.
Ispat:
X(t+n)=—-p,@A)X{t+n-1) —...— p, (O)x(t)+ f(t) (2.7)

denklemini (2.5) denkleminden buluruz. (2.7) denklemini t, <t <t,+1 araliginda ele

alirsak
X(t+n)=-p,)pt+n-1)—..— p,O)e()+ f(t) (2.8)

buluruz. (2.8) formili (2.5) denkleminin [t,+n,t,+n+1] araliginda siirekli olan

¢oziimiinii belirler. Coziimiin t; +n noktasinda siirekli olmasi (2.6) sartindan alinir.

Burada kullandigimiz yontemle (2.5) denkleminin [t;+n,t,+n+k] araliginda
sirekli ¢Oziimiiniin bulundugunu varsayalilm. O zaman ty+k<t<t,+k+1

araliginda (2.7) esitliginin sag yanindaki ifadede tiim fonksiyonlar siirekli fonksiyon

olur. Bu yiizden t,+k <t <t,+k+1 araliginda (2.7) formiild ile (2.5) denkleminin
[t,+n+k,t,+n+k+1] araliginda siirekli ¢ozimii bulunur. Her bir aralikta (2.7)

formiilii ile bulunan ve baglangic aralikta ¢(t) baslangic fonksiyonuyla ¢akisan

¢oziim tek olarak bulundugundan; bu yontemle bulunan ¢oziim tek olur.

Bu teoremin ispatinda kullandigimiz metoda adimlar metodu denir. Bu metodla

verilmis baslangi¢c fonksiyona nazaran (2.5) denkleminin ¢6ziimii bulunabilir.

2.4. Lineer Fark Denklemlerinin Diskret Coziimleri

(2.5) denkleminin siirekli ¢oziimiinden baska diskret ¢oziimleri de ele alinir. (2.5)

denkleminin t, noktasma uygun X;,X,,..., X, ... sayilar1 k=0,1,2,... i¢in

Xour T ol +K)X g oot Py (G +K)X = T (G +K) (2.9)



denklemini sagladiginda X,,X,...,X,,... dizisine (2.5) denkleminin diskret(kesikli)
coziimii denir. t,X,,X,...,X,, sayllar verildiginde (2.5) denkleminin diskret
coziimleri dizisinin tek olarak bulundugu acgiktir. Xy, X,...,X,; sayilarina

Xgs Xy 10y Xir oo ¢OzUmMiniin baslangic degerleri denir. t; noktasina baslangic nokta

denir.
(2.9) baglantist X, X,,;,...degerlerinin bulunmasi i¢in rekkurent formil olur. x(t)
fonksiyonu (2.5) denkleminin stirekli ¢coziimi oldugunda

X(t,), x(t, +1), ..., X(t, +K), ... degerler dizisi (2.5) denkleminin diskret ¢dziimii olur.
Diskret ¢oziimii de X(t) fonksiyonu seklinde yazmak olur. Ama bu halde x(t)
fonksiyonu yalmiz T ={t,,t,+1...,t; +K,...}noktalar1 kiimesinde tanimlanmis olur.

Burada T, ={t,.t, +1....t, + n—1} kiimesine baslangi¢ kiime denir.

(2.5) denkleminin x(t) diskret ¢oziimii belli oldugunda ve bu ¢dziimiin t=t,
baslangic noktasinda X, X, X,...,X,; degerlerini aldig1 belli olursa o zaman
p(t,+k)=x , k=0,1,2,...,n-1 esitliklerini saglayan bir siirekli ¢(t) fonksiyonu
alarak, x(t) diskret ¢ozimii ile t,+k, k=0,1,2,... noktalarinda (2.5) denkleminin

diskret ¢oziimii ile ¢cakisan siirekli ¢ozlimiinii bulabiliriz.



3. n. MERTEBEDEN LINEER FARK DENKLEMLERI

3.1. n. Mertebeden Lineer Homojen Fark Denklemleri

3.1.1. n. Mertebeden Lineer Homojen Fark Denklemleri ve Uygun Lineer
Fark Operatériiniin Tanim ve Ozellikleri

Asagidaki
X(t+n)+ p,A)xt+n-1)+...+ p,(t)x(t) =0 (3.1.1)

denklemine (2.5) denkleminin lineer homojen fark denklemi denir. Bu denklemin

sol yanimni

L(x) = x(t+n)+ p,t)x(t+n-1)+...+ p,(t)x(t) (3.1.2)
seklinde gosterirsek (3.1.1) denklemini kisaca L(X) =0 seklinde yazabiliriz.
L(x) ’e lineer fark operatorii denir [5].

Lineer fark operatorii asagidaki iki esas 6zellige sahiptir.

Sonu¢ 3.1.1. Sabit carpan, lineer operatdrden lineer operatér isaretinin disina

almabilir:
L(cx)=cL(x) .
Gergektende,

L(cx) = (ex(t+n)) + p,(t)(cx(t+n-1)) +...+ p, (t)(cx(t)) =
cx(+n)+ p,(E)xt+n-D+...4+ p,(t)x(t)]=c.L(x) .

Sonug 3.1.2. Keyfi alinms iki X, (t) ve Xx,(t) fonksiyonlar1 igin

I—(X1 + Xz) = I—(X1) + I—(Xz)

esitligi saglanir.



Gergektende,

L(X, +%,) = (X @t +n)+x,@+n)+ pO)(xE+n-D1)+x,{t+n-1))+...+
P, (O (1) +X, (1)) = D} (t+n)+ pOx (t+n-1)+...+ p, ()% (t)]

X (E+ 1) + Py (DX, (E+n=1) +...+ P, (0%, (O] = L(x) + L(X,) .

L(x) lineer operatoriiniin Sonug 3.1.1 ve Sonug 3.1.2 6zelliklerinden

L(Zcixi)EZCiL(xi)
i=1 i=1
sonucu almir. Burada ¢; keyfi sabit sayilar, X,X,,..,X, ise keyfi almnmis

fonksiyonlardir.

Lineer L operatoriiniin burada gosterdigimiz 6zelliklerine dayanarak lineer homojen

fark denklemlerinin ¢6zlimleri hakkinda asagidaki teoremleri yazip ispatlayalim.

Teorem 3.1.1. x,(t) fonksiyonu lineer homojen L(X)=0 denkleminin ¢&zimii

oldugunda, keyfi c sabiti i¢in cx, (t) fonksiyonu da bu denklemin ¢dziimii olur.
Ispat: L(x)=0 oldugu verilmis, L(cx,)=0 oldugunu ispatlamamiz gerekir.
L operatoriiniin Sonug 3.1.1 6zelligini kullanarak

L(ex) =cL(x) =0
buluruz.

Teorem 3.1.2. L(x)=0 denkleminin x(t),X,(t) ¢o6ziimlerinin X (t)+ X, (t)

toplami da bu denklemin ¢6ziimii olur.

Ispat: L(x)=0 ve L(x,)=0 oldugu verilmistir. L(X +X,)=0 oldugunu

ispatlamamiz gerekir. L operatdriiniin Sonug 3.1.2 6zelligini kullanarak

L(X1 + Xz) = I—(X1) + I—(Xz) =0



oldugunu buluruz.
Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2°den agagidaki sonug bulunur.

Sonu¢ 3.1.3. L(y)=0 denkleminin x,(t),x,(t),...,x,(t) ¢Oziimlerinin keyfi sabit

C,,C,,...,C, sayilar1 igin
cX (t) +C, X, () +...+ ¢, X, (t)
lineer kombinasyonu da bu denklemin ¢6ziimii olur.
Teorem 3.1.3. p,(t), p,(t),..., p,(t) reel katsayili L(x) =0 denkleminin
X(t) =u(t) +iv(t)

sekilli kompleks degerli ¢oziimii oldugunda, bu x(t) ¢6ziimiiniin reel kism1 u(t) ve

sanal kism1 v(t) fonksiyonlar1 ayri ayr1 bu L(X) =0 denkleminin ¢&ziimii olurlar.
Ispat:
L(u(t)+iv(t))=0
oldugu verilmistir. L(u)=0 ve L(v) =0 oldugunu ispatlamamiz gerekir.
L operatoriiniin Sonug 3.1.1 ve Sonug 3.1.2 6zelliklerini kullanarak
Lu+iv)=L(u)+iL(v)=0

oldugunu buluruz. Kompleks sayinin sifira esit olmasmdan, bu saymin reel ve sanal

kisminin sifira esit olmasi alinir, L(u)=0 ve L(v)=0 oldugu bulunur.

3.1.2. n. Mertebeden Lineer Fark Denklemlerinin Genel Co6ziimii

Simdi (3.1.1) denkleminin asagidaki



Xl(to) = X0 X:I.(tO +l) = Xpgreen X1(t0 +n _l) = X

X, (t) = Xo0, %y (g +1) = X5, % (t, +N =D =X, 4, (3.1.3)

Xn(to) = XnO' Xn(tO +1) = an""’ Xn(tO +n —1) =X

n,n-1*

baslangic  sartlarmi  saglayan X (t), X,(t),..., X, (t) ¢Oziimiini ele alalim.

X, (t), X, (t),..., X, (t) fonksiyonlarinin asagidaki determinantini tanimlayalim:

X @t) x@t+1) .. x(t+n-1)

(@) X%@{t+D) .. X ({t+n-1)

V(t) = (3.1.4)

0® %+ . x(ten-)

Bu determinanti, (3.1.1) denkleminin Wronskii determinant1 veya Wronskiyan’1

olarak adlandiralim.

Tamm 3.1.1. Asagidaki esitlikle tanimlanan

Xioo Xy o Xy

X20 X21 e X2,n—l
\ (to) =

XnO an e Xn,n—l

determinant1 sifirdan farkli oldugunda (3.1.1) denkleminin (3.1.3) baslangi¢ sartlarini

saglayan X, (t), X, (t),..., X, (t) ¢6ziimiine (3.1.1) denkleminin temel ¢6ziimii denir.

Teorem 3.1.4. x(t),X,(t),...,x,(t) fonksiyonlar1 sistemi (3.1.1) denkleminin temel

¢6ziimii oldugunda, (3.1.1) denkleminin keyfi X(t) ¢oziimii
X(t) = ¢ X (t) +C, %, (t) +...+C X, (t) (3.1.5)
lineer birlesimi seklinde olur. (3.1.5) agiliminda c;,c,,...,c, keyfi sabitlerdir.

Ispat: Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 geregince
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cX (1) +C, X, (t) +...+¢ X, (1)

lineer birlesiminin keyfi alinmis c,,C,,...,C, katsayilar1 i¢in (3.1.1) denkleminin
¢oziimi oldugu goriilir. Burada biz c,C,,...,C, katsayillarmm Oyle degerlerini
bulalim ki, x(t) ¢oziimiiniin ve cX (t)+C,X,(t)+...+C X (t) ¢Oziimiiniin baslangi¢
degerleri c¢akissin. Bunun i¢in asagidaki lineer cebirsel denklemler sistemini

C,,C,,...,C, katsayilarina gore ¢6zmemiz gerekir:

C X0 + CoXog + ... +C X0 = X(1y),

C Xy +CoXop +...+C Xy = X(t, +1), (3.1.6)

CXp g+ CoXp g F oo FC X, 1y = X(t + N —1).

n*n,n-1

Teoremin hipotezi geregince bu sistemin determinant1 V (t,) sifirdan farklidir. Bu
yiizden de (3.1.6) sisteminin tek ¢oziimii vardir. Bu bize gosterir ki, T, baslangi¢

kiimesinde
X(t) = ¢ %, (t) + ¢, X%, (t) +...+ ¢, X, (t)

esitligi saglanir. (3.1.1) denkleminin ¢oziimiiniin tekligi teoreminden (3.1.5)

esitliginin tiim T kiimesinde saglandig1 bulunur.

Tammm 3.1.2. (3.1.1) denkleminin temel ¢oziimler sistemi X, (t), X, (t),..., X, (t)

fonksiyonlar1 asagidaki

x(t) =1 %(t, +1) =0,...,x(t, +n-1) =0,
X, (t,) = 0,%,(t, +1) =1,..., X, (t, + n—1) =0,

X, (t,) =0,x,(t, +1) =0,...,x,(t, +n-1) =1.

baslangi¢ sartlarmi sagladiginda (3.1.1) denkleminin bu X (t), X,(t),...,x,(t) temel

¢Oziimiine normal temel ¢oziimii denir. t=t;, baglangic  noktasinda
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X (t), X, (t),..., X, (t) fonksiyonlar1 sistemi (3.1.1) denkleminin normal temel

¢oziimleri sistemi oldugunda, (3.1.1) denkleminin keyfi x(t) ¢6zimii
X(t) = X(t,) % (t) + X(ty +1)X, (t) +...+ X(t, + n=1)x, (1)

seklinde gosterilir. Bu a¢ilimin dogrulugu, (3.1.6) sisteminde X, (t), X, (t),..., X, (t)

sisteminin normal temel ¢oziimler sistemi oldugu dikkate alinarak gosterilir.

3.1.3. n. Mertebeden Lineer Fark Denkleminin Temel Co6ziimler Sisteminin
Wronskiyan Determinantinin Sifirdan Farkh Olmasi

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3.1.5. x(t),X,(t),...,x,(t) fonksiyonlar1 sisteminin (3.1.1) denkleminin
temel ¢oziimii oldugu ve teT i¢in p,(t) #0 saglansin. O zaman her bir teT igin

V (t) #0 saglanir.

Ispat: Bu teoremi ispatlamak igin tiimevarim ydntemini uygulayalim. Teoremin

hipotezi geregince V(t)#0. V(t)#0 oldugunu kabul edip V(t+1) =0 ifadesini
ispatlayalm.  x,(t), X, (t),...,x,(t) fonksiyonlar1 (3.1.1) denkleminin ¢6ziimii

oldugundan asagidaki sistemi buluruz.

pOX +n-D+ p,(t)x(t+n-2)+..+ p,(O)x(t) =Xt +n),
pO)X,t+n=-D)+ p,A)XE+Nn-2)+...+ p, ()X, (t) =—X, (t+n),

p,(O)x, (t+n-1)+ p, ()X, (t+n-2)+...+ p,(t)X, (t) ==X, (t+n).

Bu sistem p,(t), p,(t),..., p,(t) i¢in lineer sistemdir. Bu sistemin p,(t) fonksiyonunu

asagidaki sekilde buluruz:
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X (t+n-1) .. x(t+1) x(t+n)
X(t+n-1) .. x({t+1) X, (t+n)

X,(t+n-1) .. X (t+1) x,(t+n)
(t+n-1) x@t+n-2) .. x()
X{t+n-1) X {t+n-2) .. x(t)

pn (t) ==

X,t+n-1) x (t+n-2) .. x,(t)
Bu sonuncu esitlikten asagidaki V (t +1) esitligini buluruz:
V(t+1) =(-1)"p, OV (1)

teT icin teoremin sartma gore Pp,(t)#0 oldugundan ve varsayimimiza gore
V (t) #0 aldigimizdan, bu esitligin her bir teT i¢in V (t+1) #0 oldugu ispatlanmig

olur. Boylece her bir t €T i¢in V (t) # 0 oldugu ispatlanmis olur.

3.1.4. n. Mertebeden Lineer Fark Denkleminin Coziimleri ile ilgili Teoremler

Tanmmm 3.1.3. T kiimesinde tanimlanmig f,(t), f,(t),..., f,(t) fonksiyonlar1 igin
timi ayn1 anda sifira esit olmayan dyle o, ,,...,«, sabit sayilar1 bulunursa ve her

bir teT igin
a, f,(t) + o, T, () +..t o f.(t) =0 (3.1.7)

esitligi saglandiginda, f,(t), f,(t),..., f (t) fonksiyonlar1 sistemi teT kiimesinde
lineer bagimhidir denir. T kiimesinde (3.1.7) esitligi yalmz ve yalmiz
o =a,=..=a,=0 i¢in saglandiginda, f,(t), f,(t),..., f (t) fonksiyonlar1 sistemi

T kiimesinde lineer bagimsizdir denir.
Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3.1.6. (3.1.1) denkleminin (3.1.3) baslangic sartlarin1 saglayan

X, (t), X, (t),..., X, (t) ¢Oziimlerinin T kiimesinde lineer bagimli olmast i¢in gerek ve
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yeter sart, bu ¢oziimler sisteminin baslangi¢ T, kiimesinde lineer bagimli olmalaridir.

Tiimi sifir olmayan 6yle oy, ,,..., &, sabit sayilar1 igin,
o X () + X, () +...+ o, X, (t) =0

esitligi T, baslangi¢ kiimesinde saglandiginda, bu lineer bagimlilik ayn1 o, ,, ..., &,

sabit sayilariyla tim T kiimesinde saglanacaktir.

Ispat: Gerekliligin Ispati. T, kiimesi T kiimesinin alt kiimesi oldugundan,
X, (t), X, (t),..., X, (t) fonksiyonlar sistemi T kiimesinde lineer bagimli oldugunda;

T kiimesinin her bir alt kiimesinde de Ilineer bagimli olur. Boylece

X (), X, (t),...,x,(t) fonksiyonlar sisteminin T  kiimesinde lineer bagimli
olmalarindan, bu fonksiyonlarm T, baslangi¢ kiimesinde de lineer bagimli olduklar:

bulunur.

Yeterliligin ispatma gelince, X (t), X,(t),...,X,(t) fonksiyonlarmm T, kiimesinde
lineer bagimli olduklarini varsayalim. Bu o demektir ki, T, kiimesindeki
X, (t), X, (t),..., X, (t) fonksiyonlarndan birini digerlerinin lineer birlesimi seklinde
yazabiliriz. Genelligi bozmadan ¢, katsayisinin sifirdan farkli oldugunu, yani

o, #0 oldugunu varsayalim. O zaman T, kiimesinde

Xoo = BiXig + BoXog + ot B X 100

Xy = ﬂlxll + ﬂzle +.o.t :Bn—lxn—l,l' (3 1 8)

Xn,n—l = ﬂlxl,n—l + IBZXZ,n—l +..+ ﬂn—lxn—l,n—l'

esitlikleri yazilabilir. Burada
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(3.1.8) esitliklerinin birincisini p, (t,), ikincisini p, ;(t,),..., n-cisini p,(t,) sayisiyla

carpip taraf tarafa toplayalim. O zaman

pl(to)xn,n—l + p2 (tO)Xn,n—Z +.o.t+ pn (to)xno =

:]Zjﬂi(pl(to)xi,nl+ P, (L)X o oo+ P (o) Xi0) (3.1.9
buluruz. Burada x(t),X,(t),...,x,(t) fonksiyonlar1 (3.1.1) denkleminin ¢6ziimleri
olduklarindan, asagidaki esitlikler saglanir:

~Xin = Pt)X na + P ()X np +ooot P (L)X, 1=12,..,n . (3.1.10)
Bu yiizdende (3.1.9) esitligini
—Xon = BXin + BoXon + ot BiaXoan

seklinde yazabiliriz. Bu esitlikten ve (3.1.8) esitliginden X, (t), X, (t),..., X, (t)

fonksiyonlarmm T, ={t,,t, +1,...,t;+n} kiimesinde ayn: «,a,,...,a, sabitleriyle

n

lineer bagimli olduklar1 bulunur. Bir daha dikkat edelim ki, buradaki «,,«,,...,«,

sabit sayilar1 T, kiimesine uygun olan katsayilardur.
Simdi varsayalim ki, biz X, (t), X, (t),..., X, (t) fonksiyonlarmimn
T ={t,,t,+1....t,+k+n-1}
kiimesinde ayn1 o, «,, ..., &, katsayilariyla lineer bagimli olduklarini1 gosterdik.
O zaman (3.1.10) esitligi yerine asagidaki
~Xi ek = Pty +K)X s + Po (b +K)X g+t P, (8 HK) X

esitligini  kullanabiliriz. Benzer sekilde islemleri yaparak X, (t), X,(t),..., X, (t)

fonksiyonlarmm T, ={t;,t,+1,...,t,+k+n} kiimesinde aym a,0,,...,Q,
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katsayilar1 ile lineer bagimli olduklarini gdsterebiliriz. Boylece T kiimesindeki

X, (t), %, (t),..., X, (t) fonksiyonlarmm T, kiimesinde lineer bagimlilikta kullanilmisg

aynt o, a,,..., o, katsayilari ile lineer bagimli olduklarini géstermis oluruz.

Teorem 3.1.7. (3.1.1) denkleminin x(t), x,(t),...,X,(t) ¢oziimlerinin temel sistem

olusturmalar1 i¢in gerek ve yeter sart, bu fonksiyonlarm T kiimesinde lineer

bagimsiz olmalaridir.

Ispat: V(t,) determinantinin satirlarinin lineer bagimsiz olmalar1 igin gerek ve

yeter sart, bu determinantin sifirdan farkli olmasidir. Teorem 3.1.6 geregince, bu sart
(3.1.1) denkleminin  x,(t), X, (t),...,X,(t) ¢Oziimlerinin T kiimesinde lineer

bagimsiz olmalar1 i¢in gerek ve yeter sarttir.
3.2. n. Mertebeden Lineer Homojen Olmayan Fark Denklemleri

3.2.1. n. Mertebeden Lineer Homojen Olmayan Fark Denklemlerinin
Coziimleri ve Coziimlerinin Baz1 Ozellikleri

n. mertebeden lineer homojen olmayan
X(t+n)+ p,A)x(t+n-1)+...+ p,(t)x(t) = f(t) (2.5)

fark denklemini ele alalim. Bu denklemde f(t) =0 aldigimizda, bu (2.5) denklemine

uygun homojen

X(t+n)+ p,A)xt+n-1)+...+ p,(t)x(t) =0

denklemine dontisiir. (3.1.2) esitligi ile tanimlanan L(x) fark operatoriinii kullanarak

(2.5) denklemini kisaca
L(x) = f(t)
seklinde yazabiliriz. Lineer operatdriin iki esas

L(cx) =cL(x)
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ve
L(Xl + Xz) = L(Xl) + L(Xz)
ozelliklerini kullanarak asagidaki 6zellikleri gosterelim.

Sonu¢ 3.2.1. x(t) fonksiyonu homojen L(x)=0 denkleminin ¢oziimi, X(t)
fonksiyonu ise homojen olmayan L(x)= f(t) denkleminin ¢6ziimii oldugunda,

X, (t) + X(t) toplami homojen olmayan L(x) = f(t) denkleminin ¢6ziimii olur.
Ispat:

L0 +%) = L(x) + L(X)
oldugundan ve

L(x) =0, L(x)= f(t)
oldugundan,

L(x +%)=f(1)

olur.

Sonu¢ 3.2.2. X(t), i=12,...,m fonksiyonlar1 uygun olarak
L(x)= f.(t), i=12,...m
denklemlerinin ¢6ziimleri olduklarmmda «;, a,,..., &, keyfi sabit sayilar olmak {izere
X(t) = oy X (1) + o, X, (1) +...+ o, X, (1)

fonksiyonu
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L0 =Y a )

denkleminin ¢6ziimii olur.

Ispat:
L(Zml:aixi j _ Z::L(aixi) _ 2aiL(xi) ,
ama
L(x) = fi(t)
oldugundan

L[ZaixijEZai f.(t)

i=1 i=1

oldugu bulunur. Lineer homojen olmayan denklemlerin bu 6zelligine onlarin
siiper- pozisyon prensibi denir.

Sonuc¢ 3.2.3.

L(X) =U (1) +iV (1)

denkleminde p,(t), p,(t),.... p,(t) ve U(t),V(t) fonksiyonlar1 reel fonksiyonlar

olduklarinda ve
X(t) =u(t) +iv(t)
fonksiyonu
L(x)=U(t)+iV (t)

denkleminin ¢6ziimii oldugunda ¢6ziimiin u(t) reel kismi ve Vv(t) sanal kismi uygun

olarak
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L(x)=U(t)
ve

L(x) =V (t)
denklemlerinin ¢6ziimii olur.
Ispat: Burada

Lu+iv)=U @) +iV (1)
ve ya
L(u)+iL(v) =U(t)+iV (1)

seklinde yazabiliriz. Kompleks sayilarin esitligi kuralindan burada esitligin ayr1 ayr1

reel kisimlar1 reel kismina, sanal kisimlar1 da sanal kismina esit olur, yani
L(u)y=U(t), L(v)=V() .
Boylece sonug ispatlanmis oldu.

3.2.2. n. Mertebeden Lineer Homojen Olmayan Fark Denklemlerinin Genel
Coziimii Hakkinda Teorem

Teorem 3.2.1.  x(t),X,(t),....x,(t) fonksiyonlarmm T ={t;,t,;+1....t;+K,..}

kiimesinde tanimlandigimi ve (3.1.1) denkleminin temel ¢6ziimi oldugunu

varsayalim. O zaman homojen olmayan (2.5) denkleminin baglangic noktasi t,

olmasiyla genel ¢ozimii
X(t) = ¢, X, (t) + C, X, (t) +... +C, X, (t) + X(t) (3.2.1)

seklinde gosterilir. Burada c,,C,,...,C, keyfi sabit sayilar, X(t) fonksiyonu homojen

olmayan (2.5) denkleminin herhangi bir ¢oziimiidiir.

Ispat: Burada
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DX ()
i=1
toplam1 homojen L(X) =0 denkleminin ¢6ziimii, X(t) ise homojen olmayan

L) = f()

denkleminin bir 6zel ¢6ziimii oldugundan homojen olmayan fark denkleminin sonug

3.1.1 6zelliginden
Z ¢;X (t) + X(t)
i=1

toplammin L(x) = f(t) denkleminin ¢6ziimii oldugu bulunur. Simdi bu ¢oziimiin
homojen olmayan fark denklemin genel ¢6ziimii oldugunu goésterelim. Bunun i¢in

burada
X(ty) = Xg, X(ty +1) = X, ..., X(t, +N=1) =X,

oldugunu varsayalim. X, (t),x,(t),...,x, (t) sistemi L(x)=0 homojen denkleminin
temel ¢6ziimii oldugundan V(t;) determinanti sifirdan farklidir. Bu yiizden
C,,C,,...,C, katsayilar1 i¢in asagidaki cebirsel lineer homojen olmayan denklemin tek

¢Oziimii olur:

C Xy + CoXog ... +C, X0 + X () = Xy,
CXyy +CoXop +.oo+C Xy + X(t, +1) = X,

C Xy +CXp g Fen HC Xy Xt,+n-1)=x,,.

n“*n,n-1

Bu ise onu gosterir ki, X(t) ¢oziimii T, kiimesinde (3.2.1) seklinde gosterilebilir.

Coziimiin tekliginden bu (3.2.1) a¢ilimmm T kiimesinde de dogru oldugu alinir.

Boylece teorem ispatlanmis olur.

3.2.3. n. Mertebeden Lineer Homojen Olmayan Fark Denklemlerinin Bir Ozel
Coziimiiniin  Bulunmasinda  Sabitlerin  Varyasyonu Metodunun
Uygulanmasi
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Homojen (3.1.1) denkleminin x(t),X,(t),...,x, (t) temel ¢oziimii belli oldugunda,

homojen (3.1.1) denkleminin genel ¢dziimiiniin
X(t) =X (t) + ¢, X%, (t) +...+C X, (t)

oldugunu gosterdik. Homojen olmayan (2.5) denkleminin bir 6zel ¢6ziimii sabitlerin

varyasyonu metoduyla
X(t) = ¢, (1)x,(t) + C, (1) X, (t) +...+ ¢, (1) X, (t)

seklinde aranir. Bu yontemle (2.5) denkleminin bir bilinmeyen X(t) ¢Ozliimiiniin
bulunmast n tane c(t),c,(t),....c,(t) bilinmeyen fonksiyonlarm bulunmasina

getirilmis olur. Bu bilinmeyen c,(t),c,(t),...,c,(t) fonksiyonlar1 dyle segilir ki,

KO =Y 00 X0

lineer birlesimi (2.5) denkleminin ¢dziimii olur. Bilinmeyen fonksiyonlarmn sayis1 n

oldugundan bu fonksiyonlar iizerine
PAALRAL
i=1

toplamimnin (2.5) denkleminin ¢6ziimii olmasindan baska n—1 tane de ek sart

konulabilir. O zaman c,(t),c,(t),...,c,(t) fonksiyonlarinin bulunmasi i¢in n tane sart

almis oluruz.

Burada
ORXTORI0

toplami i¢in farklar1 yazdigimizda c;(t) fonksiyonlarmm sabit sayilar gibi alinmasi

sartindan C;(t) fonksiyonlari i¢in agagidaki n—1 sart yazilir:
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Zn:ci (t+n=-Dx (t+n-1)= Zn:ci (t)x (t+n-1),

Zn:ci(t+n—2)xi(t+n—2):Zn:ci(t)xi(t+n—2),

(3.2.2)
Soromen-Fomnen
i1 i1
Bu sartlara ilave olarak
X(t) = iznl:q (t) x(t)
toplaminin (2.5) denkleminin ¢6ziimii olmasi sartindan da
zn:ci(t+ n) x (t+n)+ pl(t)zn:ci(t+ n-1) x,t+n-1)+...+
= i1
b, (t)gci (®) %(0) = (1 (3.2.3)

sartt bulunur. (3.2.2) ve (3.2.3) denklemler sisteminden c,(t),c,(t),...,C,(t)

fonksiyonlarmin bulunmasi i¢in 6nce bu denklemlerde bazi degisimler yapalim.

Once (3.2.2) denkleminin birinci denkleminde t serbest degiskenini t+1 degiskeni

ile degistirelim. O zaman
zn:ci(t+ n) x(t+n) = Zn:ci(t+l) X, (t+n)
i =
buluruz. Sonra
C(t+1) =c (t)+Ac(t)
oldugundan
zn:ci(t+ n) x(t+n) = zn:ci(t) X, (t+n) +Zn:Aci(t) X (t+n)
i =) =
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buluruz. Bu sonuncu esitligi ve (3.2.2) esitliklerini kullanarak (3.2.3) denklemini

asagidaki sekle doniistiirelim:

Zn:Aci OxE+n)+c®x @ +n)+ p,A)xE+n-D)+...+ p,O)x ()] +...+

i=1

C,(O0X, (t+n) + p (O, (t+n=1) +...+ p, (O, (O] = T ().

X, (t), X, (t),..., X, (t) fonksiyonlar1 (3.1.1) denkleminin ¢d6zliimleri olmalarindan

dolay1 bu esitligin sol yaninda kare parantez icerisindeki ifadelerin her biri sifira esit

olur. Sonucta bu denklem
ZACi (t) x(t+n)= f(t) (3.2.4)
i=1

sekline getirilmis olur. Simdi (3.2.2) sisteminde benzer islemler yapalim.

(3.2.2) sisteminin sonuncu denklemini
D Ac(t) x(t+1)=0
i=1

seklinde yazalim. Sonra ise bu denklemde t degiskenini t+1 ile degistirelim.
Bulunmus denklemi (3.2.2) sisteminin son denkleminden 6nceki denklemden taraf

tarafa ¢ikaralim. O zaman
D Ac(t) x(t+2)=0
i=1

buluruz. Ayni sekilde islemleri devam ettirerek

Zn:Aci(t) X (t+3) =0,
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Zn:Aci(t) X(t+n-1)=0.

esitlikleri bulunur. Tiim bu denklemleri (3.2.4) denklemi ile birlikte bir sistem

seklinde yazarak asagidaki denklemler sistemini buluruz:

Zn:Aci (t)x (t+1) =0,

Zn:Aci (t)x(t+2)=0,
_ ................................. : (3.2.5)

Zn:Aci (tx(t+n-1)=0,

Zn:Aci (t)x (t+n) = f(t).

(3.2.5) sistemi  Ac, bilinmeyenlerine gore lineer homojen olmayan cebirsel
denklemler sistemidir. Bu sistemin determinant1 V (t+1) determinantidir. p,(t) =0
oldugunda Teorem 3.1.5’¢ gore T kiimesinde V (t) determinanti sifirdan farkli olur.

Bu yiizdende (3.2.5) sisteminden Ac,(t), Ac,(t),..., Ac,(t) bilinmeyenlerinin tek

Acy(t) = ¢y (1), AC, (1) = @, (1),.... Ac,(t) =g, (1) (3.2.6)

¢oziimii bulunur. Bu esitliklerin sag yanlarinda olan ¢ (t), @,(t),..., ¢,(t)
fonksiyonlar1 belli fonksiyonlardir. ¢, (t) fonksiyonlarma t, noktasinda baglangi¢

degerler vererek, mesela
c(t,)=0 i=12,..,n

baslangi¢ sartlar1 vererek (3.2.6) denklemlerinden ¢, (t) fonksiyonlarini
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k-1
Gty +k)= z¢i(to +V)
v=0
gibi buluruz. (2.5) denkleminin 6zel X(t) ¢0zliimii asagidaki sekilde bulunmus olur:
() =2 ¢ %(1) -
i=1

3.3. Sabit Katsayih Lineer Homojen Fark Denklemleri

3.3.1. Sabit Katsayih Lineer Homojen Fark Denklemlerinin Karakteristik
Denklemi ve Genel Coziimiiniin Bulunmasi Yontemi

n. mertebeden sabit katsayili lineer homojen fark denklemini, yani

aX(t+n)+axt+n-1)+..+ax(t)=0 (3.3.1)

denklemini ele alalim. Bu denklemde a,,a,,...,a, katsayilar1 verilmis, sabit

sayilardir. Bu denklemin ¢6ziimiinii
X=12

seklinde arayalim. Burada z belirsiz aranan bir sayidir. X=2z' ¢dziimiinii (3.3.1)
denkleminde yerine yazip sonra a,z' carpimiyla sadelestirirsek, aranan z

parametresine gore asagidaki n. dereceden cebirsel denklemi buluruz:
2"+ pz2"t+..+p, =0 (3.3.2)

Buldugumuz bu (3.3.2) denklemine (3.3.1) denkleminin karakteristik denklemi ve
bu denklemin sol yanindaki

Q(2)=z"+pz" " +..+p,
polinomuna (3.3.1) denkleminin karakteristik polinomu denir.

(3.3.2) denkleminin reel ve tekrarlanmayan farkli z,,7,,...,z, koklerinin oldugunu

varsayalim. Bu halde (3.3.1) denkleminin n tane
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coztimleri bulunur. Bu ¢6ziimlerin lineer bagimsiz fonksiyonlar olduklarini

gosterelim. Bunu gostermek i¢in aksini farz edelim. Varsayalim ki, 6yle o, «,,...,,

sabit sayilar1 hep birden sifir olmasin ve

sart1 saglansm. Yani «;,,,...,«, sayilarinimn tiimii ayn1 anda sifira esit degildir ve
t t t
oz +a,2, +.+a,z, =0

denklemi her bir teT i¢in saglanir. Sabit katsayili denklem halinde bu sonuncu
esitligin her bir t dogal sayisi1 igin saglanacagi Teorem 3.1.6’dan bulunur. Once biz

burada «; katsayilar1 sifirdan farkli olan z,,7,,...,z, koklerinden modiilii en biiyiik
olan kokiin z, oldugunu varsayalim. O zaman tiim dogal t sayilar1 i¢in asagidaki

esitlik saglanir:

Z z z
a () +o, () +ot e, (1) =0.
Zy Zy Zy

o, # 0 sartin1 saglayan i =K sayilari igin

ve

lim(Z) =0

t—>o Zk

oldugundan, var sayimimiza gore ¢, #0 oldugundan sonsuz kiiciilenlerin toplamimin

sifirdan farkli bir say1ya esit oldugu bulunur.
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imdi sifirdan farkli ¢, katsayilarina karsilik gelen z, koklerinin en bi ve en
imdi sifirdan farkli ¢; katsayil karsilik gel ! koklerini biiyiik

kiigiiklerinin modiilce birbirine esit olanlarinin (isaretge bunlar farkli olur) durumunu

ele alalim. Bu koklerden en biiyiigii z,, en kiigigiiniin ise z; olduunu var sayalim.

Bu halde her bir t dogal sayisi i¢in asagidaki esitligin saglandigi goriiliir:

al(%)t +a, (22 +o.ta; (1) ot (21) =0
k k k

J ‘ye esit olmayan veya K ’ya esit olmayan herbir i igin

ve

lim(Z) =0

t—>o Zk

oldugundan, tstte yazdigimiz esitlikte t — oo sartinda limite gegtigimizde
!im (=)' +¢, =0

bulunur. Bunun ise o, #0 ve ¢, #0 i¢in miimkiin olamadig1 agiktir. Boylece, biz

2,2, .,z

N sayllarinin reel ve farkli iken, lineer

fonksiyonlarinm z,,2,,...,Z,

bagimsiz olduklarini ispatladik. Bu yiizden (3.3.1) denkleminin bu sartlarda genel

¢Ozumi
x(t)=cz'+¢,z,' +..+¢,z
seklinde yazilir. Burada c,C,,...,C, keyfi sabitlerdir.

3.3.2. Sabit Katsayih Lineer Homojen Fark Denklemlerinin Genel Coziimiiniin
Bulunmasina Dair Ornekler
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Ornek 3.3.1.

X(t+2)-3x(t+1)+2x(t)=0

denkleminin genel ¢oziimiinde verilmis denklemin karakteristik denklemi

z2°-3z+2=0

seklinde yazilir. Bu denklemin kokleri

Z, ;=1 2,=2

3+49-8 3+1
2

2

seklinde bulunur. Bu yiizden de verilmis denklemin genel ¢6ziimii
x(t)=c, +c,2'

seklinde olur.

Simdi (3.3.2) karakteristik denkleminin kompleks kdkiiniin

Z=a+ipf

oldugunu varsayalim. (3.3.2) denkleminin p,, p,,..., P, katsayilari reel olduklarindan

dolay1 eslenik
Z=a-i yij
sayist da (3.3.2) karakteristik denkleminin kokii olur.
w(t) = u(t) +iv(t)

L(w) =0 denkleminin ¢6ziimii oldugunda, u(t) reel ve v(t) sanal kisimlar1 da bu
L(w) =0 denkleminin ¢6ziimii oldugunu Teorem 3.1.3’ten hatirlayalim. Bu yiizden

de kompleks degerli

w=(a+ip)
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¢cOziimiine iki tane reel ¢6ziim karsilik gelecektir. Bu ¢ozlimleri bulmak i¢in a+i/

kompleks sayisin1 trigonometrik sekilde yazalim:
a+if=r(cosp+ising) .

Bu yiizden de

(x+ip)' =r'(costp +isintp) .
olur. Boylece, (3.3.2) denkleminin

axtif
karakteristik sayilarina karsilik gelen reel ¢oziimleri
u(t) =r'costep, v(t) =r'sintp

olur. Burada

r=.\ao’+p?, go:arctgﬂ

a
Eslenik

w=(a—ip)

(3.3.3)

(3.3.4)

¢Oziimiine karsilik gelen reel ¢oziimler u(t) ve —v(t) olduguna dikkat edelim.

Burada kompleks eslenik ¢oziim, yeni lineer bagimsiz ¢dziim vermiyor.

Ornek 3.3.2.

X(t+2)+2x(t+1)+4x(t) =0

denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim. Denklemin karakteristik denklemi

2> +2z2+4=0

olur. Bu denklemin kokleri
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olur. Buradan da

oldugu bulunur. Bu yiizden denklemin genel ¢6ziimii
x(t) =c,2' c035—7[t+022t sin %t
3 3
olur. Simdi burada karakteristik denklemin tekrarlanan koklerinin oldugu durumda,
(3.3.2) denkleminin ¢oziimlerinin bulunmasi metodunu verebilmemiz i¢in,

Z -doniisiimii olarak adlandirilan doniisiimiin kisaca teorisini vermemiz gerekir. Zira,

bu halde (3.3.2) denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasinda z -doniisiimii uygulanir.
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4. SABIT KATSAYILI LINEER FARK DENKLEMLERININ
Z-DONUSUMUNUN UYGULANMASIYLA COZUM
METODU

4.1. Diskret Degiskenli Noktalarda Tanimlanmis Fonksiyonlarin z -Doniisiimii
ve Baz1 Ozellikleri

t=0,1,2,... noktalarinda tanimlanmig f(t) fonksiyonunun verildigini varsayalim.

f (t) fonksiyonunun z -doniisiimii diye, z kompleks degiskenli
If(z):z f(t)z™ (4.1)
t=0
esitligi ile tanimlanan F(z) fonksiyonuna denir. Bu doniisiim sembolik olarak

f®) ="F@

seklinde gosterilir [9]. (4.1) formiiliiniin sag yan1 F(z) fonksiyonunun Laurent
acitlimidir. Bu Laurent serisinin diizgiin kismi, yalniz f(0) terimiyle saglanir. Bu

yiizden (4.1) serisinin yakimsaklik bdlgesi merkezi koordinat baslangicinda olan bir

K dairesinin disin1 olusturur. Asagidaki teorem de bu dairenin yarigap1 hakkindadir.

Teorem 4.1. f(t), t=0,12,... fonksiyonu i¢in t >0 oldukca
| f(t)] < Mq' (4.2)

esitsizligi saglanacak sekilde M >0 ve q >0 sayilar1 varsa, o zaman (4.1) esitsizligi

ile tanimlanan seri, Z| > ( bolgesinde yakinsak olur.

Ispat: Teoremi ispatlamak icin

S !

kuvvet serisini ele alalim. Bu seri
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> Mg'u' =M > (qu)'
t=0 t=0
serisi ile majorantlanir. Bu majorant seri
|qu| <1

veya

ul<=
q

i¢in yakinsaktir. Buradan da |z| > q igin (4.1) serisinin yakimsak oldugu goriiliir.
Sonug 4.1.
0<t<+x

araligmda tanimlanmus siirekli degiskenli f (t) fonksiyonu icin M >0 ve s, sayilar1

var ve 0<t <+o0 i¢cin
| f (t)| < Me™
sart1 saglanirsa, o zaman f (t) fonksiyonunun t=0,1,2,... noktalar1 i¢in (4.1) serisi
2| > e®
bdlgesinde yakinsak olur.
Teorem 4.2 (Ters z -doniisiimii). F(z) fonksiyonunu
f(t), t=0,12,...

fonksiyonunun z -doniisiimii oldugunu ve (4.1) serisinin bir K dairesi diginda

yakinsak oldugunu varsayalim. O zaman
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f(t) = % [F(z)2dz (4.3)

formiilii dogrudur. Burada I" egrisi K dairesini i¢ine alan keyfi ¢ember olup,

integralleme saat ibresinin hareketinin aksi yoniinde alinir.

ispat: (4.1) serisi F(z) fonksiyonunun Laurent serisi oldugundan; (4.3) formiilii

Laurent serisinin katsayilarini veren formiildiir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.3 (Ac¢iim teoremi). F(z) fonksiyonunun t=0,1,2,... noktalarinda
tanimlanmis f (t) fonksiyonunun z -doniisiimii oldugunu ve z, noktalarinin F(2)

fonksiyonunun tiim singiiler noktalar1 oldugunu varsayalim. O zaman
f(t)= Res[ F(z)z"" ] (4.4)
ko &

formiilii dogrudur.

Ispat: (4.1) serisi I" cemberinin icine yerlesen K dairesinin disinda yakinsak
oldugundan F(2) fonksiyonunun tiim singiiler noktalar1 I" ¢emberinin ig¢inde

yerlesirler. Bu yiizden Rezidii hakkindaki esas teoreme karsilik olarak asagidaki

esitlik bulunur:
1 ~ -
— |F(2)z"%dz =) Res| F(2)z"*

olur. Burada esitligin sol yanindaki toplam, I" ¢emberinin i¢indeki integral altindaki
fonksiyonun tiim singiiler noktalar1 iizerinden alindigma dikkat edelim. Buradan da

Teorem 4.2 geregince ele aldigimiz teorem ispatlanmis olur.

Sonuc 4.2. Ozel halde F(z) fonksiyonunun tiim singiiler noktalar1 kutup noktalar1
olursa ve k=1,2,...,m olmak iizere n,, z, kutup noktasinin tekrarlanma sayisi ise, o

Zaman
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ne-1

(0= g im 20 Foz ] @5)

olur. F(z) fonksiyonunun yalmz sade kutup noktalar1 oldugunda, yani

AZ)

"0=50

A(z)=0, B(z,)=0, B'(z,)#0, k=12,..,m

oldugunda, o zaman f (t) fonksiyonu

Z) ,
= 7 4.6
i (4.6
seklinde gosterilir. Bu sonucun ispat1 (4.4) formiiliindeki Rezidiiniin hesaplanmasia

karsilik olarak asagidaki

1 d™
(m-Dtdz"

RzesF(z)— [(Z—Zo) F(Z)}

ve

JA@) _ Az)
» B(z) B'(z,)

formiillerinin dikkate alinmasiyla ispatlanir.

Teorem 4.4 (Oteleme teoremi). F(z) fonksiyonu, f(t) fonksiyonunun

Z - doniisiimii olsun. O zaman

ft+k) =" 2'F@)-[ FO)z"+ F @2 +..+ f (k-1)z | (4.7)

formiili dogrudur. Gergekten de, z-doniisiimiiniin tanimindan asagidaki esitligi

buluruz:
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ftek) = Ftek)zt =Y Ftek)zt :z{lf(z)—kzl:f(t)zt}:

2F(2)-[ F(0)2 + F )2 +..+ F (k -1z ]

Teorem 4.5 (Lineerlik teoremi). F(z) ve ®(z) fonksiyonlarmi sirasiyla f(t) ve
¢(t) fonksiyonlarinin z -doniistimleri olduklarini varsayalim. O zaman keyfi o ve

S kompleks sayilar1 i¢in
af )+ pet) = aF(2)+pD(2) (4.8)

formiilii gecerlidir.

Ispat: z -déniisiimiiniin tanimindan

af()+8pt) =5 af(t)+ o) 2 = a’i FO)z "+ ﬁiq)(t)zt — aF(2)+ ()

t=0
bulunur. Buradan da (4.8) formiilii ortaya ¢ikar.

Teorem 4.6 (Biirinme hakkinda teorem). F,(z) fonksiyonunu, uygun olarak f,(t)

fonksiyonunun z -d6niisiimii oldugunu varsayalim. O zaman
t — ~ ~
D LK) f-k) =" FR(@F@) (4.9)
k=0 e

formiilii dogrudur.
ispat: F,(z) ve F,(z) fonksiyonlarinmn ifadelerini birbiriyle carparak

t

ADRAGIAEEY

0
t=0 k=0

R(2)F,(2)= (i fl(t)ztj(i fz(t)z‘j -

buluruz. Bu esitlikten de (4.9) esitligi bulunur.
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Teorem 4.7 (Doniistimiin izdiisiimiiniin diferensiyellenmesi hakkinda teorem).
F(z), f(t) fonksiyonunun z -doniisiimii olsun.

O zaman

—.. Zdlf(z)

= (4.10)

—tf (1)

olur.

Ispat: (4.1) esitliginin her yanin1 z degiskenine gére diferensiyelleyerek asagidaki

formiili buluruz:

dF(2) _ i f(t) [—tz_t‘l] = z‘lz —tf(t) 2.

dz t=0
Bu esitligin her yanimi z degiskeni ile ¢arparak

dF(z) _

z
dz t=0

1 (1) 2

esitligini buluruz. Bu esitlikle teorem ispatlanmis olur.

Sonuc¢ 4.3. F(z) fonksiyonu, f(t) fonksiyonunun z-doniisiimii oldugunu var

sayalim. O zaman asagidaki esitlik bulunur:

Wi =290, 9[, 0
(=Dt f (1) ) zdz{zdz[z...zsz(z)}} : (4.11)

k

Ispat: k kez (4.10) formiiliinii uygulayarak (4.11) formiiliinii buluruz.

Teorem 4.8 (Limit degerler hakkinda teorem). F(z) fonksiyonu, f(t)

fonksiyonunun z -doniisiimii olsun. O zaman asagidaki

lim F(z)=f(0) (4.12)
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esitligi dogrudur. Buna ilave olarak sonlu

!im f(t) = f ()
limiti oldugunda

lim(z ~)F(2) = f () (4.13)

esitligi saglanir.

ispat: F(z) fonksiyonunun
F(z)= f(0)+w+...
z

acilimmdan z — o iken
limF(z) = f (0)
esitligi bulunur.

Simdi (4.13) esitligini ispatlayalim.

Teorem 4.4’ten
ZF(z)-zf(0) = f(t+1)z"
=0

esitligini buluruz. Bu esitligin her yanindan F(z) ve F(z)’nin (4.1) ifadesini

¢ikarirsak
Z-DE@) -2 (©) =Y ft+)z -3 f@)z*

esitligini veya
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(z-)F(z)-2f (0) = m[i f(t+1)z? —i f (t)z‘l}

esitligini buluruz. Bu sonuncu esitligin her yanindan z —1 iken limit alsak ve

limitlerin sirasmin yerlerini degistirsek
Iin;(z ~1)F(z)- f(0) = Iim{z f(t+2) —Z f (t)} =lim f(n+1) - f(0) = f(0)— (0)
7. n—o0 =0 t=0 n—o

buluruz. Bu esitlikten (4.13) esitligi bulunur. Bu da ispati istenendir.
4.2 Baz1 Ozel Fonksiyonlarin z - Doniisiimlerinin Hesaplanmasi

Simdi burada ispatlanmis teoremleri uygulayarak bazi temel fonksiyonlarin

Z -doniisiimlerini bulalim [6].

(4.1) formiilinde f(t)=1 alirsak ve geometrik serinin toplammin bulunmasi

formiiliine karsilik

1 == (4.14)

buluruz. Doéniisiimiin diferansiyellenmesi hakkindaki teoremi (4.14) formiiliine

uygulayarak

—_. d( z j Z
t ==
. dz\z-1 (z-1)
formiilii, buradan da

= _ %
(z-1y

formiilii bulunur. (4.11) formiiliinii kullanarak
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2 —. 2 N 27
(z-1)° (z-1*

s —.. 2 N 6z N 6z
(z-)* (z-)° (z-D°

formiillerini ve genel olarak

k = (1)K i i ii
t ) (-1 zOIZ {z dz[z"'z p» Z_J} (4.15)

formiilii bulunur. (4.15) formiiliindeki diferansiyelleme islemlerini yaptigimizda

t* :"z{ a12+ a23+...+ a“kﬂ} (4.16)
. (z-D)° (z-1) (z-1)

sekilli formiil bulunur. Bu formiildeki «,,a,,...,a, parametreleri sabit sayilardir.

Simdi

fonksiyonunun ters z -doniisiimiinii bulalim.

Teorem 4.3’ten

22X
f(t)=Res| —— thl .
( ) 7= |:(Z _/1)k+1 i|

Burada (4.5) formiiliinii kullanarak

A de
0= ?

buluruz. Bu formiilde t >k oldugunda
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t! t_Ck/lt

f(t)=m)JL =(

t <k sartindaise f(t)=0 olur. t<k oldugunda C =0 icin

—.. i
cat = T (4.17)
olur. (4.17) formiilinde k =0 ve A =¢” alirsak
e = _Zew (4.18)
bulunur. (4.17) formiilinde A =1 alirsak
ck =_Z __ (4.19)
t (Z _1) k+1 '

oldugunu buluruz. (4.18) formiiliinii ve
e” =cosz+isinz

Euler formiiliinii kullanarak, yani

esitliklerini kullanarak asagidaki formiillerin dogrulugunu gosterebiliriz:

z(z—cosw) . —. 2sinw
5 , Silnaot  — > ,
Z2°—2zcosmw+1 . Z2°-2zcosw+1

cos wt
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—.. 2(z-cho) shot = 2sho

Ch(()t 2 ) 2— .
z°-2zcho+1 . z2°—-2zcho+1

t tam degerler almadigi halde, mesela s=0,1,2,... sayilar1 i¢in
(s+&)T

gibi degerler aldiginda, burada ¢ ve T verilmis pozitif sayilardir. Bu durumda

Z -doniisiimii asagidaki formiille tanimlanir:

f((s+&)T) = i f((s+&)T)z .

& =0 durumunda ise asagidaki formiil bulunur:

F(ST) == S f(sT)z* . (4.20)

Simdi biz z -doniisiimiinii uygulayarak sabit katsayili fark denklemlerinin ¢oziim

metotlarini ele alalim.

4.3. Sabit Katsayih Homojen Fark Denklemlerinin z -Déniisiimii Ile Coziimii
Burada baglangic nokta olarak t; =0 alalim. (3.3.1) denkleminin X(t) ¢6ziimiiniin

z -déniisimiini X (z) ile gosterelim. (3.3.1) denkleminin X(t) ¢oziimiiniin
X(0) = Xy, X(M) = X;,.., X(N=1) =X, (4.21)

baslangi¢ sartlarmi sagladigini varsayalim. Teorem 4.4 Gteleme teoremini ve (4.21)

baslangic sartlarini kullanarak

X(t+n) = z2"X(2) = (%2 + X 2"+ X, 2) (4.22)
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formiiliinii buluruz. Burada (4.22) formiiliinii kullanarak (3.3.1) denkleminin her
yanma z -doniisiimiinii uyguladigimizda X (z) déniisimii i¢in asagidaki denklemi

buluruz:

8, 2'X (2) = (%2" + X" .+ %, 12) |+ 8, [ 27K (2) = (62" X2 X, ,2) ]

+..+a X (z)=0 .
Bu denklemi X (z) fonksiyonuna gore ¢ozerek

-1 -2 -2
z[xo(aoz” +a,2" +.+a ) +x (@2 a2t 4 a, )t X 0]
n n-1
a,2"+az" +..+a,

X(z) = (4.23)

formiiliinii buluruz. X (z) fonksiyonunun ters z -déniisiimii (3.3.1) denkleminin

(4.21) sartlarin1 saglayan ¢6ziimii olacaktir.

Bu ¢6ziimiin yapisini inceleyelim. Bunun i¢in (4.23) formiiliinii asagidaki sekilde

yazalim:

zP(2)
Q(z)

X (z) = (4.24)

Bu formiilde P(z) ve Q(z) polinomlardir ve P(z) polinomunun derecesi Q(z)

z . L
) kesrini basit kesirlerin toplamina agarak

polinomunun derecesinden kiigiiktiir.

-1 (Z_Zi) i=1 J—l

X(Z)—ZZ|: Al A‘Z s+t (Z Z)“-:| ii j (4.25)

buluruz. Burada z; sayilar1 Q(z) polinomunun sifirlaridir. Simdi (4.25) esitliginin

her yanindan ters z -doniisiimiine gegersek ve ters doniisiimiiniin lineerlik 6zelligini

kullanirsak x(t) ¢6ziimii i¢in asagidaki formiilii buluruz:

X(t) = ZZ B ), =7 (4.26)

i=1l j=1
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Ornek 4.1.
X(t+3)-5x(t+2)+8x(t+1)—4x(t) =0
denkleminin
x(0)=0, x@) =2, x(2)=1
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulalim. (4.23) formiiliinii uygulayarak

[2(z-5)+1] = 2z*-9z

X(z)= 7°-5724+87-4 (z-1)(z-2)*

buluruz. Buldugumuz bu ifadeyi basit kesirlere agarsak

esitligini buluruz. Buradan ters z-doniisiimiine gecsek ve (4.17) formiiliini

kullansak problemin ¢6ziimii

X(t)=-7+7.2" —g.ztt

seklinde bulunur. X (z) fonksiyonunun ters z -doniisiimii bulunurken
X(t) = >"Res| X(2)z"] (4.27)
kK

formiili de kullamlir. Bu formiilin sag yanindaki toplam, X(z) fonksiyonun

singliler noktalar1 tizere alinir.
Ornek 4.2.
X(t+2)-5x(t+1)+6x(t)=0

denkleminin
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x(0)=1, x@@)=2
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulalim. (4.23) formiiliinii kullanarak

Z[(z-5)+2] z
722-52+6 z-2

X(z)=

buluruz. (4.27) formiiliinii kullanarak

X(t) = Rgs[ z }:2t

z-2
esitligini buluruz.

4.4. Sabit Katsayili Lineer Homojen Fark Denklemlerinin Temel Coziimleri I¢in
Bir Yontem

Burada biz (3.3.1) denkleminin karakteristik denkleminin koklerini bilerek bu

denklemin temel ¢6ziimiiniin bulunmas1 metodunu gosterecegiz.

(3.3.2) karakteristik denkleminin z, kokii ¢, kath, z, kokii «, kath,..., z, kokii ise

o, katliise
o +o,+..+o, =N .

O zaman

t t

v vAANUINE S AN S v NN Sl

fonksiyonlar sistemi (3.3.1) denkleminin temel ¢6ziimii olur ve (3.3.1) denkleminin

genel ¢ozimil

k
_ a;-1 t
X(t)_é(coj+Cljt+"'+caj—1,jt )z,

seklinde bulunur. Bunu ispatlamak i¢in 6nce m. dereceden keyfi alinmig P, (t)

polinomunun t degiskeni tam degerler aldiginda bu polinomun
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P.(t)=b,C’+bC/ +..+b C" (4.28)
seklinde oldugunu gosterelim. (4.28) agiliminda

I
Ctk :;
kIt —k)!

ve
by.0,,....0,
sabit sayilar olup asagidaki yontemle bulunur.
Burada,
ACf =Cf,-Cf=C/" . (4.29)
olduguna dikkat edelim. Gergekten de,

_(DtE-1)..t-k+2) te-D..¢-k+1)_te-1.(-k+2)_ v

ACY
' k! k! (k-1)! '

A operatoriini, (4.28) esitligine ardisik olarak m kez uygulayarak

AP, (t) =bC’ +b,Cl +...+b,C",

A’P (1) =b,C} +b,Cl+...+b C"?, (4.30)

AP, (t)=b,C’.
esitliklerini buluruz.
(4.28) ve (4.30) esitliklerinde t =0 alirsak

bO = Pm(o)’ bl :APm(O)l"" bm = Ampm(o)

esitligini buluruz. Simdi z,,7,,...,z, swrasiyla o, a,,...,«, kath asagidaki
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Q(2)=a,2" +az"" +..+a,

polinomunun tekrarlanan kokleri olsun. Simdi burada her bir z, kokiine (3.3.1)

denkleminin lineer bagimsiz olan

AN VAN Gy A (4.31)
coziimler grubunun karsilik geldigini gosterelim.

O<m<eg; -1
i¢in

t" =b,C’+bC +...+b,C" (4.32)

olacak sekilde by,b,,...,b, katsayilar1 bulunsun. Burada ispati devam ettirmek icin

once asagidaki lemmaya ihtiya¢ vardir.

Lemma 4.1.
b(p)=B,p" " +B,p"*+..+ B,

ifadesi n—1. mertebeden keyfi katsayili bir polinom olsun. O zaman a,#0,

a,,a,,...,a,sayilar1 verildiginde

b(p) =X, (a,p" " +a,p" ?+...+a, ) +Xx(@,p"F+ap " +..+a, ) +..+X 3

saglanacak sekilde X, X,..., X, ; sayilart bulunur. Bu agilimdaki X_, X,..., X, ; sayilar1

tek olarak bulunur.

Ispat: b(p) icin yazilmis iki ifadeyi birbirine esitleyip X,,X..., X, , asagidaki

esitligi buluruz:

P A X, + P A (X, +ayX) + .+ (8, X, + A, X+t X, ,) =B, p" +Bp" P +...+B, ..

46



Ayni dereceli terimlerin katsayilarini birbirine esitleyerek X ,X,,...,X, ; sayilarmnin

bulunmasi i¢in asagidaki rekkurent denklemler sistemini buluruz:

a‘n—lxo + an—le t.ot a‘OXn—l = Bn—l'

o, #0 oldugundan bu sistem her zaman ¢oziilebilendir ve sisteminin tek ¢oziimi
vardir. Bu lemmay:1 uygulayarak 6yle baslangic X ,X,...,X,, sayilart bulunur ki,

(4.23) formiiliiniin sag yanindaki kesrin paymin derecesi n sayisindan kiigiik

olmayan polinomun z ile ¢arpimma esit olacaktir. Bu ylizden de X ,X,....,X

sayilarini

- mo bz

secebiliriz. Bunun i¢in (4.23) formiiliindeki X, X, ..., X,_, sayilar1 (4.23) kesrinin pay1
2y bz} (2-2,)"(2-2,)"..(2—2)" .. (2 - 2,)" (4.34)
j=0

olacak sekilde se¢ilmelidir. z/,tz{,...,t“*z' seklindeki ¢6ziimlerin lineer bagimsizlig,
farkl kokler icin yaptigimiz yontemle ispatlanir. Boylece (3.3.1) sisteminin uygun

a,,a,,...,a, . mertebeden kath karakteristik sayilart z,,7,,...,Z, oldugunda, o zaman

(3.3.1) denkleminin genel ¢oztiimii

k
X(t) = D (Co; +Cyjt+.tC, t97) 2! (4.35)

j=1

seklinde bulunur. (3.3.1) denkleminin karakteristik (3.3.2) denklemi «; Kkath

kompleks
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Zj = H; +I]/j

koki oldugunda

Zj :,uj_iyj

eslenik sayis1 da (3.3.2) denkleminin «; mertebeden tekrarlanan kokii olur. Sade
kompleks kok oldugu hale uygun olarak z; =y, +iy; kokine karsilik (3.3.1)

sisteminin 2¢; sayida lineer bagimsiz reel

(4.36)

rt

-
rjt cos et +trjt cos ..., t rjt cos a)jt}
]

sino,t+tr/ cos ot ..., t"’i'lrjt cos ot

¢Oziimleri olur. Burada

7/.
r = /ﬂj2+yj2, o, =arctg— .

Hi
Asagida birkag 6rnegi ele alalim:
Ornek 4.3.
X(t+3)+7x(t+2) +15x(t +1) +9x(t) =0
denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim.
Verilmis denklemin karakteristik denklemi
2°+72°+152+9=0
olur. Bu denklemin kokleri

z,=-12,,=-3

seklinde bulunur. Bu yiizden verilmis fark denkleminin genel ¢6ziimii
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x(t) =c,(-1)" +(c, + c;t)(-3)"
seklinde bulunur.
Ornek 4.4. Asagidaki

X(t+4)+2x(t+2)+x(t) =0
denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim. Bu denklemin karakteristik denklemi

2 +27°+1=0
ile verilir. Bu denklemin kokleri
2, =+, 2,,= Z =i
olur. Bu yiizden verilmis denklemin genel ¢oziimii asagidaki sekildedir:
X(t) = (c, +c,t) cos%t +(c, +c4t)sin%t .

Ornek 4.5. Karakteristik denkleminin kokleri

2,,=-1 23,=2, Zg4, =1+i/3
ile verilen fark denkleminin genel ¢oziimiinii asagidaki sekilde yazariz:
X(t) = (c, +C,t)(-1) + (c,+c,t)2 + 2 [ C,+ cGt)cos%t +C,+cgt )sin%t} :
4.5. n. Mertebeden Sabit Katsayih Lineer Homojen Olmayan Fark Denklemleri
Sabit katsayili lineer homojen olmayan
aX(t+n)+axt+n-1)+..+ax(t) = f(t) (4.37)

denkleminin
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X(0) =%y, X(@M) = X,,... X(n =) =X, (4.38)
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim.

(4.37) denkleminin her yanina z-doniisimiinii uygulayarak (4.23) denklemine

uygulanan benzer yontemle X (z) doniisiimil i¢in asagidaki esitligi buluruz:

~ F(z)+ z[xo(aoz”’“raiz"’2 +..+a, ) +x (a2 +a2"° +...+an;2)+...+xn;1a0]

X~(Z) n n-1
az"+az2" +...+a,

(4.39)

(4.39) ifadesi ile bulunmus X (z) doniisiiminin ters z -doniisimiinii bulmak icin

Teorem 4.3 acilim teoremini kullanarak asagidaki formiil bulunur:

X(t) = ZRZes[X(z)zH] . (4.40)

Bu formiildeki toplam, X (2) fonksiyonunun tiim singiiler noktalar1 tizerindendir.
Bu formiiliin uygulanmasina ait 6rnekler verelim.
Ornek 4.6.
X(t+2)-5x(t+1)+6x(t)=1
denkleminin
x(0)=0, x(1)=0
baslangic sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulalim.

(4.39) formiiliinii kullanmak i¢in X (z) fonksiyonunu

Z

X(2)=—2=1 _ :
722-52+6 (z-D(z-2)(z-3)

seklinde yazalim. O zaman (4.40) formiiliinii kullanarak
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z' 1 .. 1.
X(t)zzk:szs(z—1)(z—2)(z—3) RN

buluruz. (4.37) denkleminin sifir baslangi¢ sartini saglayan ¢6ziimiinii bulmak i¢in
Teorem 4.6’y1 kullanabiliriz. (4.37) denklemine sifir baslangic sartlarinda

zZ -dontisiimiinii uygulayarak asagidaki esitligi buluruz:
X(2)=F(2)K(z) .
Burada

1
n n-1
a,z"+az" +..+a,

K(z)=

K (z) fonksiyonunun ters z -ddniisiimiinii k(t) ile gosterirsek, o zaman
F(2)K(2)

carpiminin ters Z -doniistimiini, biirlinme teoremine karsilik olarak
t
x(t)=> f(n)k(t-n) (4.41)
n=0

buluruz. Boylece, (4.41) formiilii ile bulunan x(t) fonksiyonu (4.37) denkleminin

sifir baglangig¢ sartlarini saglayan ¢6ziimii olur.

Simdi (4.37) denkleminin sag yani
f(t)=(b, +bt+...+b,t")q" (4.42)

seklinde olan hali ele alalim. (4.37) denkleminin sag yanindaki f(t) fonksiyonu

(4.42) seklinde oldugunda bu denklemin bir 6zel ¢éziimiiniin bulunmasi1 yontemini

gosterelim:

Bunun i¢in (4.37) denkleminin
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Q(z)=a,2"+az" " +..+a (4.43)

n

karakteristik polinomunun koklerinin belli oldugunu ve bu z,,7,,...,z, kdoklerinin
uygun olarak o, a,,...,a, mertebeden katli oldugunu varsayalim. Bu sartlar

saglandiginda (4.37) denkleminin
X(t) =t*(B, +Bt+...+ B,t™)q"

seklinde Ozel ¢oOziimii olur. Burada g sayist (3.3.2) karakteristik denkleminin
Z2,,Z,,..., 2, karakteristik kokleri ile ¢akistiginda o =0 alinir. Ama g =z, oldugunda

a=a,, yani a sayst z, karakteristik kokiin katliligina esit olarak alinir.

Bunlar1 gostermek i¢in, dnce asagidaki lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 4.2. q saywist karakteristik (4.43) polinomunun hicbir kokii ile

cakismadiginda (4.37) denkleminin sag yani (4.42) seklinde oldugunda; onun 6zel

bir ¢6ziimiiniin z -doniisiimii

)Z(z):z{ A LA 2+...+—'A’“+l 1}
z-q (z-0q) (z—ag)™

seklinde bulunur. Ama g sayisi1 (4.43) karakteristik polinomunun ¢, mertebeden

kathh z koki ile cakistiginda, (4.42) sag yanh (4.37) denkleminin bir 6zel

¢Oziimiinlin Z -doniisimii

(2) A A, Ay }

=z + ot
(Z Zi)ai+l (Z Zi)ai+2 (Z Zi)ai+m+l
seklinde bulunur.

Ispat: (4.42) sag yanli homojen olmayan (4.37) denkleminin sifir baslangig sartlarini

saglayan ¢0zlimiinii ele alalim. (4.39) formiiliinden
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bo bl bmm!
) z{ e O m+1:| . o -
X (z) =—2—9 (z—q) (Z-)™ ] _  by(z-Q)"+b(z—q)"" +...+b,m!

a,2"+a2z" " +...+a, T z-q)™(a,z"+a,z" +...+a)

buluruz. q sayisi karakteristik denklemin hi¢bir z,,z,,...,z, koki ile ¢akismadiginda

X (2) ¢Oziimii

)Z(Z)=Zklz( A, A =+t Ao a)+...+z( A LB R Aﬂﬂmuj
-7, (z2-1) (z-z)" z-q (z-0Q) (z—-0q)

i=1

seklinde basit kesirlere ayrilir. Buradaki «; sayist z; kokiiniin kathhigidir. Bu
esitligin sag yanmdaki birinci toplam, homojen denklemin ¢éziimiiniin z -doniisiimii

oldugunda onu atarsak

z(Al + A ot Ana j
z-q (z-9)° (z—q)™

ifadesinin (4.42) sag yanli homojen olmayan (4.37) denkleminin sifir baglangi¢

sartlarii saglayan ¢oziimiiniin z -doniistimii oldugunu buluruz.

Simdi q sayismimn (3.3.2) karakteristik denkleminin bir z; kokii ile ¢akistigini var

sayalim. O zaman (4.39) formiiliine dayanarak, (4.42) sag yanli homojen olmayan

(4.37) denkleminin z -doniisiimiinii asagidaki sekilde buluruz:

by(z—2,)"+b(z-2,)"" +...+bm!

X(z)=z - — ) - —
Q(z2-2)" . (z-2;) " (z2—2)) "™ (2—-2;,) " (2—2)™

Bu esitligi asagidaki sekilde yazalim:

X(Z):Zk:z{zAﬂz"' A, A Aai,i }

TE (Z_Zi)2 (Z_Zi)aI

+z[ A + A +.t Avs ]

. a;,. o;j+m+l
(z-z,)" (z-z))" (z-z;)"
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Buradan da birinci toplami atarak, homojen olmayan (4.37) denkleminin (4.42) sag

yanl oldugu ve q karakteristik denkleminin z; karakteristik kokii ile gakistig

haldeki x(t) ¢dziimiiniin z -doniisiimii i¢in asagidaki ifadeyi buluruz:

Ai + A2 ++L

z :
A, A, aj+m+l
(z-z,)" (z-z))" (z-z,)"

(4.17) formiiliinden

7

Ckﬂ.«t —
L (-

bulunur ki, g sayist karakteristik (3.3.2) denkleminin higbir z,,7,,...,z, koki ile

cakigsmadiginda, homojen olmayan (4.37) denkleminin (4.42) sag yanl halde

X(t)=Aq +Agt+..+ % g'c

seklinde, yani
x(t) = (b, +bC/ +...+b,C")q'
¢Oziimii vardir. Burada
b, +bC! +...+b C"
m dereceli polinom oldugundan
b, +bC' +...+b C" =B, +Bt+...+ B, t"

olur. Boylece q sayisi karakteristik denklemin her bir kokii ile ¢akismadigindan

homojen olmayan (4.37) denkleminin (4.42) sag yanli halde

X(t)=(B, +Bt+..+B t™)q" (4.44)
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seklinde bir ¢6ziimii vardir. q =z, halinde homojen olmayan

Zt

X(t) = % Aictai _i_ictaiﬂ - An;l Ctai+m:|
Z." Z. 7

denkleminin, yani

X(t) =[ b, +bC +...+b, ,C |7

denklemi veya daha da acik sekilde yazarsak

X(t) = (B, + Bt +...+ B, t“™)z
denklemi seklinde ¢Oziimii vardir. Burada

()= (B, +Bt+..+B, t“ )z

homojen denklemin ¢oziimii oldugundan bu halde homojen olmayan (4.37)

denkleminin (4.42) sag yanl sifir baglangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimii
X(t)=t%(D, + Dt +...+ D_t")z' (4.45)

seklinde bulunur. Verilmis problemleri ¢6zerken, yani (4.37) denkleminin sag yani

(4.42) seklinde verilen bu denklemin 6zel ¢oziimiinii bulmak istedigimizde, 6zel

t

¢ozimii ya (4.44) ya da (4.45) seklinde arayacagiz. Sonra (q ifadesini

sadelestirdikten sonra t ’nin ayn1 dereceli katsayilarini birbirine esitleyip B, veya D,

katsayilarmin bulunmasi i¢in lineer cebirsel denklemler sistemini buluruz.
Ornek 4.7.

X(t+2) —4x(t +1) + 4x(t) =t2'
denklemini ¢6zelim.

Verilmis denklemin karakteristik denklemi
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7 —47+4=0

seklindedir. Bu denklemin kokleri

olur. Karakteristik denklemin z=2 kokii 2-nci mertebeden tekrarlandiginda,

verilmis denklemin kokii z,,=2 ve =2 cakistigindan; bu denklemin ozel

¢Ozumuni
x(t) =t*(B, + B;t)2"
seklinde arayalim. Bu ¢6ziimii denklemde yerine yazip ve 2' ifadesiyle sadelestirsek
4] By (t+2)* +B,(t+2)° |-8[ By(t+1)° + B (t+1)° |+ 4] By (t)* + B,(t)* | =t
esitligini buluruz. t ’nin katsayilarmi ve serbest terimlerini karsilastirarak
24B =1, B,+3B, =0

esitliklerini buluruz. Buradan da

oldugunu buluruz. Boylece verilmis denklemin genel ¢6ziimii

1 1
x(t)=(c, +ct)2' +t?| - =+ —t |2
t)=(c, +ct) (8 24J

seklinde bulunur.

(4.44) formiilinde q sayis1 genelde kompleks say1 da olabilir. Bu yiizden Sonug
3.2.3 ozelligini kullanarak (4.37) denkleminin sag yani

f(t)=r" A(t)cosat + B(t)sin ot
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seklinde bir fonksiyon oldugu hal i¢inde ¢6ziim yontemi verilebilir. Boylece (4.37)

denkleminin sag yani
ft)=r" A(t)cosat+B(t)sinat
seklinde oldugunda homojen olmayan (4.37) denkleminin 6zel ¢6ziimiinii
X(t) =t“r' C(t)cosat + D(t)sinat

seklinde aramak gerekir. Burada A(t) ve B(t) polinomlardir. Burada C(t) ve D(t),
dereceleri A(t) ve B(t) polinomlarindan derecesi biiyiik olan polinomun derecesine

esit belirsiz katsayili polinomlardir. a sayis1 (3.3.2) karakteristik denkleminin

karakteristik

12]

Z=re

kokiiniin tekrarlanma derecesine esittir. z=re" sayis1 (3.3.2) karakteristik

denkleminin kokii olmadigi halde « =0 almak gerekir.

Ornek 4.8. L(x) = f(t) fark denkleminin karakteristik denkleminin koklerinin

Zi,3= 3, Zy567 = \/éii

oldugunu ve bu denklemde
f(t) =t3' +122! cos%t +t2'sin %t et
seklinde oldugunu varsayalim. Bu denklemin 6zel ¢oziimiinii
K(t) =t°(B, + Bt)3' +122! [(B2 +Bt+ B4t2)cos%t +(By + Bt + B7t2)sin%t}
seklinde aramamiz gerekir. O zaman verilmis denklemin genel ¢oziimii
X(t) = (¢, +ct +c,t?)3 +2' [(c3 +c,t) cos%t +(Cy +Ct)sin %t] +X(t)
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seklinde bulunur.
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5. LINEER FARK DENKLEM SiSTEMIi

5.1. Lineer Fark Denklem Sistemi icin Tanimlar ve Genel Ozellikler

Burada Once n. mertebeden lineer fark denklemini, lineer fark denklemleri sistemi

seklinde yazalim.
Bu amagcla n. mertebeden lineer, homojen olmayan
X(t+n)+ p, )X +n—2) +...+ p, (E)x(t) = f(t)

denklemini ele alalim. Bu denklemi birinci mertebeden n tane lineer fark

denklemleri sistemi seklinde yazalim. Bunun igin
z,(t) = x(t), z,(t) =x(t+1),..., ,(t) =x(t+n-1)
esitlikleriyle yeni degiskenler ilave edelim. Bu esitlikleri kullanarak
z,(t+1) =2z,(t),z,(t +1) = z,(t),..., z,, (t +1) =z, (t)
esitliklerini yazabiliriz. (2.5) denklemini de yeni degiskenlerle
z,(t+1) =-P(t)z,(t)—...— P,(t)z, (t) + f ()

seklinde yazabiliriz. Bu esitlikleri bir denklem sistemi seklinde yazarsak asagidaki

lineer fark denklemleri sistemini buluruz:

7,(t+1) = 7,(1),
Zz(t+1) = Zs(t),
........................ . (5.1)
Zn—l(t +1) =1, (t),

2,(t+1) =~ p,)Z1) ...~ P, O, O) + T ().

Birinci mertebeden lineer fark denklemleri sistemi genel olarak
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X, (t+1) =&y, (1) %, (1) + a5, ()X, (1) +... + &y, ()%, (1) + £,(1),
X, (t+1) = 3, () X, (t) +2,, (1) X, () +... + 8, (1) X, (1) + (1),

(5.2)
B 28,050+ 8,0%0 +.+ 3,05, 0+ 1,00
seklinde yazilir. (5.1) denkleminin, (5.2) denkleminin 6zel hali oldugu agiktir.
(5.2) denklemi matris seklinde
X(t+1) = A(t)x(t) + f (t) (5.3

olarak yazilir. Burada x(t) ve f(t) n koordinath siitun vektor fonksiyonlardir:

% £,
=0 ro=| |
0 £,

A(t) ise nxn boyutlu matris fonksiyon olup asagidaki esitlikle tanimlanir:

ail(t) a12(t) 8y, (t)
A(t) = 6121('[) &, t) - & (t)
anl(t) any (t) e Ay, (t)
(5.3) denklemini saglayan siirekli x(t) vektor fonksiyonuna bu denklemin siirekli
¢oziimii denir [8].
t, sayisinin verildigini varsayalim. [t,,t,+1] araligina baslangi¢ arahg denir ve
E, gibi de gosterilir.

Teorem 5.1. Baslangi¢

E, =[t,, t, +1]
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araliginda siirekli, baslangic ¢@(t) vektor fonksiyonunun verildigini ve bu vektor

fonksiyonunun
oty +1) = Alty)p(t,) + T (t,) (5.4)
sartin1 sagladigini, A(t) matrisinin ve f(t) vektor fonksiyonunun
[t,, T] (T >t,+1)

araliginda siirekli olduklari1 varsayalim. O zaman [t,,T] arahgmdaki (5.3)
denkleminin E, baslangi¢ aralifinda baslangi¢ ¢(t) vektdr fonksiyonu ile gakisan

bir tek siirekli x(t) ¢oziimii vardir.
Ispat: Burada
t,+1<t+1<t,+2
esitsizligi saglandiginda
t, <t<t,+1

esitsizligi de saglanir ve E,_ araliginda (5.3) denkleminin ¢oziimi ¢(t)

fonksiyonuna esit oldugundan, t, <t <t, +1 araliginda
X(t+1) = At)p(t) + T (t)
esitligi saglanir. Bu esitlikle ¢oziimii [t, +1,t, + 2] araliginda tanimlamis olduk.

(5.4) sartindan ¢ozliimiin t,+1 noktasinda siirekli oldugu alinir. Bu yontemle x(t)

¢Oziimiiniin [t; +k —1,t, + K] araliginda tanimlanmis oldugunu varsayalim. O zaman

x(t+1) = ACO)X(t) + f (t)
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denkleminden ¢oziim, [t,+K,t;+k +1] araliginda tanimlanmis olur. Her bir adimda
coziim (5.3) esitligi ile tek olarak tanimlandigindan, baslangic aralikta ¢(t)

fonksiyonu ile ¢akisan ¢oziim tek olur. Boylece teorem ispatlandi.
Simdi (5.3) denkleminin diskret (kesitli) ¢6ziimiinii tanimlayalim.
Asagidaki

X = AL, +K)x, + f(t, +Kk) (5.5)
denkleminin X, X,...,X,,... ¢Ozimleri dizisine (5.3) denkleminin t, noktasina
karsilik gelen diskret ¢oziimii denir. Baslangic X, vektorii verildiginde diskret
¢oziimiin tek olarak tanimlandig1 agiktir. X, verildiginde (5.5) esitligi; X, X,,..., X, ...

dizisinin bulunmasi i¢in rekkurent formiil olur. x(t) stirekli fonksiyonu (5.3)

denkleminin siirekli ¢6ziimii oldugunda, o zaman
X(ty), X(t, +1),..., X(t, +K),... (5.6)

dizisi (5.3) denkleminin diskret ¢6ziimii olur. (5.3) denkleminin diskret ¢oziimiinii de

biz x(t) fonksiyonu seklinde gosterecegiz. Ama bu fonksiyonun diskret ¢oziim

oldugu halde yalniz
T={t,.t,+1...t, +k,..}
kiimesinde tanimlanmis oldugu unutulmamalidir ve biz diskret ¢ozimii
X(t, +K) = X,
seklinde isaret edecegiz (gosterecegiz).
5.2. Lineer Homojen Fark Denklem Sistemi

Lineer homojen fark denklemleri sistemi vektor-matris seklinde

x(t+1) = A(t)x(t) (5.7)
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gibi yazilir. Burada
L(x) = x(t+1) — At)x(t)
lineer fark operatorii tanimlamakla (5.7) denklemini kisaca
L(x)=0

seklinde yazabiliriz. L operatorii icinde Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.4 saglanir.

(5.7) denkleminin

X1(t0) = X1O = (Xiol’ X(2)1’-'-’ Xr?l)T'
Xz(to) = Xg = (szvxgzv-wxr?z)T’

Xn(to) = Xr? = (X](.)n’ Xgn""' Xr?n)T'

(5.8)

sartlarini saglayan X, (t), X, (t),..., X, (t) ¢oziimlerini ele alalim.

Burada
06, Xy X5)'

207 i

vektoriin transpozesini gosterir. Siitunlart bu X (t), X, (t),..., X, (t) vektorlerinden

olusan

Xil(t) X12(t) Xln(t)
wiy=| D 0T

an (t) Xn2 (t) e Xnn (t)
matrisini ele alalim.

Tammm 5.1. Burada W(t) matrisinin t=t, noktasindaki [\N(to)| determinanti

sifirdan farkli oldugunda, yani
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X101 X102 X,

0 0 0

|W (t0)| — X21 X22

0 0
an X12 Xnn

sart1 saglandiginda, homojen (5.7) denkleminin (5.8) baslangi¢ sartlarin1 saglayan

X (), X, (t), ..., X, (t) cOziimleri sistemine bu denklemin temel ¢oziimleri sistemi

denir.

Teorem 5.2. x(t), X, (t),...,x,(t) sistemi (5.7) denkleminin temel ¢dziimleri sistemi

oldugunda, (5.7) denkleminin keyfi X(t) ¢6zimii

X(t) =c,x (t) +c, X%, (t) +...+C, X, (t) (5.9)
seklinde gosterilir. Burada c,,C,,...,C, keyfi sabit sayilardir.
Ispat: Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.geregince

CX () +C, %, (t) +...+ ¢, X, (1)

Lineer birlesiminin keyfi c,cC,,...,C, sabit katsayilar1 i¢in (5.7) denkleminin ¢6zliimii

oldugu gorilir. c,C,,...,C, katsayillarinin Oyle degerlerini bulalim ki, X(t)

¢cOziimiiniin ve CX (t)+C,X,(t)+...+C X, (t) ¢Oziimiinin baslangic t, noktasindaki
degerleri cakissmn. Bunun i¢in asagidaki lineer cebirsel denklemler sistemini

C,,C,,...,C, katsayilarma karsilik ¢6zmemiz gerekir:

0 0 0 _ o
G Xy +CXpp +o +C Xy = Xl(tO)!

C X3, + CXoy + ...+ C X0 = %, (L), (5.10)

Bu sistemin determinanti |W(t0)| oldugundan ve teoremin sartina gore bu

determinant sifirdan farkli oldugundan (5.10) denkleminin tek ¢6ziimii vardir.

Buradan da
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X(to) = € (L)) + %, (t) +...+ €, X, (t)

esitliginin saglandigi bulunur. Bu esitligin saglanmasindan ve (5.7) denkleminin
¢Oziimiiniin tekligi teoreminden (5.9) agilimmin tiim T kiimesinde saglandigi

bulunur.

Teorem 5.3. x(t), X,(t),..., x,(t) sisteminin (5.7) denkleminin temel ¢dziimler

sistemi oldugu, A(t) matrisinin determinantinin da
T={t,.t,+1...t,+k,..}

kiimesinde sifirdan farkli oldugunu varsayalim. O zaman W(t) matrisinin

determinanti da T kimesinde sifirdan farkli olur.

Ispat: W (t) matrisinin siitunlar1 (5.7) denkleminin ¢oziimleri oldugundan asagidaki

esitlik yazilir:

W(t+1) = A(OW (1) (5.11)

Buradan da \W(t,)| =0 ve teT igin,

A(t)|¢0 sartlarindan teT icin |W(t)|¢0

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 5.4. (5.7) denkleminin (5.8) sartini saglayan X (t), X,(t),..., X,(t)

coziimlerinin T kiimesinde lineer bagimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart, bu

coziimlerin t =t, noktasinda lineer bagimli olmalaridir.
Tiimii sifira esit olmayan dyle «,,«,,..., «, sabit sayilar1 varsa ve
o X () + o X, () +... + o, X, (1) =0 (5.12)
esitligi saglanirsa, o zaman bu esitlik her bir t €T i¢in de saglanir, yani
o X () + o, X, () +...+ %, (1) =0 (5.13)
esitligi her bir t €T i¢in dogrudur.
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Ispat: (5.13) esitligi her bir teT icin saglandiginda, 6zel halde t=t, icin (5.12)
esitligi bulunur. Buradan da teorem icin gereklilik ispatlanmig olur. Simdi yeterliligi
ispatlayalim. (5.12) esitligi saglanacak sekilde tiimii sifir olmayan «,,,,..., o, sabit

sayilar1 oldugunu varsayalim. Yani k =0 oldugunda
o % (t, +K) + %, (t, +K) +...+ o, X, (t, +K) =0 (5.14)

esitligi saglansm. Simdi (5.14) esitliginin keyfi k igin saglandigin1 varsayalim.

(5.14) esitliginin (k +1) i¢in de saglanacagini ispatlayalim.
(5.7) esitliginden

X (t, + k+1) = At, + k) x, (t, +K),
X, (t, + K +1) = A(t, + k)X, (t, + k),

X, (t, +k+1) = A(t, + k)X, (t, + k).

esitliklerini buluruz. Yazdigimiz bu esitliklerin birincisini «; sayisiyla, ikincisini o,
sayisiyla,..., n-Cisini ise ¢, sayisiyla carpip taraf tarafa toplarsak ve (5.14) esitligini
de dikkate alirsak
o X (o +K+D) + o, X, (L, + K +D) +...+ o X, (1, + K +1) = o Aty + K)x (L, + K) +
o, Aty + K)X, (t, +K) +...+ o, Aty + K)X, (t, +K) =

Aty + K)[ax (t, +K) + a0, X, (t, +K) +...+ o, X, (t, + k)] =0
buluruz. Buradan da teoremin ispatlanmis oldugu goriiliir.

Teorem 5.5. (5.7) denkleminin x,(t), X,(t),..., X,(t) ¢Oziimleri sisteminin, bu

denklemin temel coziimleri sistemini olusturmasi i¢in gerek ve yeter sart, bu

cozlimler sisteminin T kiimesinde lineer bagimsiz sistem olusturmasidir.

Ispat: |W (t0)| determinantiin siitunlarinin lineer bagimsiz olmalar1 i¢in gerek ve

yeter sart, bu determinantin sifirdan farkli olmasidir. Teorem 5.4 geregince, bu sart
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aynt zamanda (5.7) denkleminin X, (t), X,(t),..., x,(t) ¢Oziimlerinin tim T

kiimesinde lineer bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart olusturur.
5.3. Lineer Homojen Olmayan Fark Denklem Sistemi
Lineer homojen olmayan fark denklemleri sistemi matris seklinde
X(t+1) = A(t)x(t) + f(t)
olarak yazilir. Bu denklemde f(t) =0 aldigimizda
X(t+1) = A(t)x(t)

homojen denklemini bulmus oluruz. (5.7) denklemine, (5.3) denklemine karsilik
gelen homojen denklem denir. Homojen olmayan (5.3) denkleminin genel

¢Ozlimiiniin yapis1 agsagidaki teoremle verilir.

Teorem 5.6. X/(t), X,(t),..., X,(t) sisteminin homojen (5.7) denkleminin temel
¢oziimler sistemi oldugunu, X(t) fonksiyonunun ise homojen olmayan (5.3)

denkleminin herhangi bir 6zel ¢6ziimii oldugunu varsayalim. O zaman homojen

olmayan (5.3) denkleminin genel ¢6ziimii
X(t) = ¢, % (t) + C, %, (t) +...+C, X, (t) + X(t) (5.15)
seklindedir. Burada c,,C,,...,C, keyfi sabit sayilardir.

Ispat: Genelde homojen olmayan sabit katsayili lineer denklemin iki ¢dziimiiniin

farkina karsilik gelen homojen denklemin ¢6ziimii oldugu aciktir. Boylece x(t)— X(t)

farki homojen (5.7) denkleminin ¢dziimii olur. O zaman Teorem 5.2 geregince

X(t) — X(t) ¢Oziimiini

X(t) — X(t) = ¢, X, (t) + C, X, () +... +C, X, (1)

seklinde gosterebiliriz. Bu agilim (5.15) agiliminin esdegeridir.
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5.4. Lineer Homojen Olmayan Fark Denklem Sisteminin Ozel Cé6ziimiiniin
Sabitlerin Varyasyonu Metodu ile Bulunmasi Yontemi

(5.7) homojen denkleminin temel x,(t), X,(t),..., X,(t) ¢ozlimler sisteminin W (t)
matrisi belli oldugunda, homojen olmayan (5.3) denkleminin bir 6zel X(t) ¢oziimii,

sabitlerin varyasyonu metodunun uygulanmasiyla bulunabilir. Homojen olmayan

(5.3) denkleminin ¢oziimiinii
X(t) =W (t) c(t) (5.16)

seklinde arayalim. Burada c(t) aranan vektor fonksiyondur. (5.16) ifadesini (5.3)

denkleminde yerine yazarsak
W(t+1) c(t+1) = A(t) W(t) c(t)+ f(t)
buluruz. Burada
W (t+1) = A(t) W(t)
oldugunu dikkate alirsak
W(t+1) c(t+1)—c(t) = f(t)
buluruz.

A(t) matrisinin T ={t,,t;+1,...,t; +K,...} kiimesinde determinantinin her bir teT
icin sifirdan farkli oldugunu (|A(t)| #0) varsayalim. O zaman Teorem 5.3 geregince
her bir teT icin [\N(t)| #0 olur. Bu yiizden de ters W '(t+1) matrisi vardir.

Sonuncu esitligin her yanmi soldan W~ (t +1) matrisi ile garparak
c(t+1)—c(t) =W (t+1) f (t) (5.17)

buluruz. Keyfi c(t,)=c, vektorii alarak (5.17) denkleminden c(t) vektor

fonksiyonunu bulalim. Ardisik olarak

68



ct, +1) =c, +W(t, +1) f (t,),
c(t, +2) =c(t, +1) +W *(t, + 2) f (t, +2),
o(t, +K) = c(t, +k —1) +W (t, +K) f (t, +k —1)

esitliklerini yazalim. Boylece t =t, + k alirsak

cm=%+jw*m+nf@+pn

i=1

esitligini buluruz. Biz 6zel bir ¢6ziim aradigimizdan ¢, =0 alabiliriz. c(t) i¢in

C, =0 halinde buldugumuz ifadeyi (5.16) ifadesinde yerine yazarsak

t
X(t) :W(t)ZW i) f(t,+i-D)
i=1
veya
t
X(t) = ZW OW(t, +i) f(t,+i-2)
i=1
esitligini buluruz. Boylece, homojen olmayan (5.3) denkleminin genel ¢6ziimii i¢in

X(t) =cx () +c, %, (t)+...+¢ X, (t) + zt:W OW T (t, +i)f (t, +i-1)

i=1
formiilii bulunur.
5.5. Sabit Katsayih Lineer Homojen Fark Denklem Sistemleri

Once sabit katsayili lineer homojen fark denklem sistemlerini ele alalim:

X, (t+1) = o, % (1) + 2%, (1) +... + g, X, (),

X (t+1) = @y X (1) + X, (1) +. 4 2y X, (1), (5.18)

Xn (t +1) = anlxl(t) + anzxz (t) +..t annxn (t)
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(5.18) denklem sisteminin ¢éziimlerini
X =12 Xy = 7,2 ey X, =1, 2" (5.19)

seklinde arayalim. Burada p,,7,,....7, Ve Z sabit sayilardir. Bu sayilar1 (5.19)
fonksiyonlar1 (5.18) denklemler sisteminin ¢6ziimii olacak sekilde (5.18) sisteminde

yerine yazip z' ifadesiyle sadelestirerek asagidaki lineer cebirsel denklem sistemini

buluruz:

NL =001 T ), Tt 0y Y,
Vol =0y T 0p)p +oe T Qg

j/nz =an171+an272 +"'+ann7n'

Bu sistemi asagidaki sekilde yazalim:

(o = +ay, +tag,y, =0,

a2171 + (azz - 2)72 +"'+a2n7n = 0’ (5.20)

Bu denklem sistemi, lineer homojen cebirsel denklem sistemi oldugundan, bu

sistemin sifirdan farkli y,,7,,...,y, ¢0zlimiiniin olmas1 i¢in gerek ve yeter sart bu

sistemin determinantinin sifira esit olmasidir. Yani

(e, —2) G, Q,
a21 (azz - Z) i a2n — O (5.21)
Uy o) (ann - Z)

sartinin saglanmasidir.
(5.21) denklemine (5.18) sisteminin karakteristik denklemi denir.

Simdi (5.21) denkleminin n tane farkli reel z;,z,,..,z, koklerinin oldugunu

n

varsayalim. 7,,7,,...,Z, koklerini (5.20) denkleminde yerine yazarak (5.20)

n
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denkleminin sifirdan farklt y,;, 7,,..., 7,; koklerini bulalim. Boylece, karakteristik

(5.21) denkleminin z, kdkiine (5.18) sisteminin

Xy = Valis Xoi = Vailiseens Xy = Vi (5.22)

coziimleri karsilik gelir. Karakteristik denklemin farkll z,,7,,...,z, koklerine karsilik

(5.18) sisteminin ¢oziimlerinin lineer bagimsiz olduklar1 kolaylikla gosterilebilir. Bu
ylizden, bu ¢oziimler sistemi (5.18) denklem sisteminin temel ¢éziimleri sistemi olur.

(5.18) sisteminin genel ¢6ziimii asagidaki sekilde yazilir:

t t t

X =Gy + Gyl + o+ C N2
t t t

Xy =C Yl TGy 02+ +C Y50 2y,

t t t
Xn = C17/n121 +027n222 +"'+Cn7nnzn'
Ornek 5.1.

X(t+1) =—x(t) - 2y(t),
y(t+1) = 3x(t) +4y(t)}

sisteminin genel ¢oziimiini bulalim.

Sistemin karakteristik denklemini

veya

-(1+2z)(4-2)+6=0

seklinde yazariz. Bu denklemin kokleri z, =1, z, =2 olur. Bu halde (5.20) sistemi

asagidaki sekilde yazilir:

~A+2)y, -2y, = 0:}
3y, +(4-12)y,=0.
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Bu denklemde z, =1 alirsak, ikinci denklem birincisinin aynisi oldugundan y,, =1
alarak y,, =-1 oldugunu buluruz. z, =2 yazip y,, =1 alarak y,, :—g oldugunu

buluruz. Boylece, verilmis sistemin genel ¢oziimii
t 3 ot

X(t)=c,+c,2, y(t)=-c —5022
seklinde bulunur. (5.21) karakteristik denkleminin kokleri kompleks say1 da olabilir,
yani

z;=p+iq
seklinde de olabilir. O zaman uygun olarak (5.18) sisteminin ¢éziimleri
X = 1250 X = V2o Xy = Vo2

kompleks fonksiyonlar olur. y,,7,,..,7, katsayilar1 (5.20) sisteminin z=z,

karakteristik sayisina kargilik gelen ¢oziimidiir. z; kompleks sayr oldugundan

Y1 Varen ¥, sayllart da genelde kompleks sayilar olur. Ustte gosterildigi gibi

kompleks ¢oziimiin reel ve sanal kisimlar1 (5.18) sisteminin reel ¢oziimleri olur.

Ornek 5.2.

X(t+1) = x(t) -3y (1),
y(t+1) = /3x(t) + y(t).

sisteminin genel ¢oziimiinii bulalim.

Verilmis sistemin karakteristik denklemi

1-z —\/§
\/§ 1-z2

=0

seklinde olur. Bu denklemin kokleri
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z,=1+ J3i
olur. (5.20) sisteminde z =1+ J3i alarak asagidaki sistemi yazalim:

\/§i71_\/§72 =O}
\/571_\/§i72 =0)

Bu sistemin ikinci denklemi, birincisinin her yanini i=+/-1 sayisina carpmakla
bulunur. Burada y, =/3i alalim. O zaman 7, =1 oldugu bulunur. Verilen sistemin

kompleks ¢oziimii
X=3i+3i)', y=(+3i0)

veya trigonometrik sekilde yazarsak
x(t) = /3i2! (cos%t +isin %t] y(t) =2' (cos%t +isin %tj

seklinde bulunur. Bu ¢oziimlerin reel ve sanal kisimlarini aywrarak iki ¢6ziim

buluruz:
x, = —/32! sin%t, y, =2 cos%t, X, = /32" cos%t, y, =2 sin%t :
Boylece verilmis sistemin genel ¢oziimii asagidaki sekilde olur:
x = —¢,+/32'sin %t +c,/32" cos%t, y=c?2' cos%t +c,2' sin%t :

5.6. Sabit Katsayilh Lineer Homojen Olmayan Fark Denklem Sistemleri

Simdi lineer homojen olmayan fark denklem sistemini ele alalim:

X (t+1) = ay, X, (t) + 8, %, (1) +... + %, (1) + f,(0),

X, (E+1) = 5% (1) + 8%, () +... + 8, X, (1) + (1), (5.23)

X (t+1) =a, x{t)+a,x{t)+...+a,x, )+ f (t).
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(5.23) sisteminin  ¢oziimiinii  bulmak i¢in  z -dOniigiimiinii  uygulayalim.
X, (2), X,(2),..., X (2) ile ¢bziimin X (t),X,(t),...,x (t)  koordinatlarmin
z -doniisiimiinii, F,(z), F,(2),..., F,(2) ile f,(t), f,(t),..., f,(t) fonksiyonlarinin

Z -doniisiimiinii gosterelim.
(5.23) sisteminin

x(0) = x), X,(0) = x3,..., X (0) = x° (5.24)
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢6zliimiiniin bulunmasinin istendigini varsayalim.

(5.24) sartlarini kullanarak asagidaki z -doniisiimlerini yazalim:
X(t+) =z XD =) ] %t+) =z X (D) =% s

X, (t+1) :"z[)zn(z)—xr?] :

Asagidaki isaretlemeleri kabul edelim:

n()=-[R@-2¢].[R@)-2¢].. 0. =-[F(D-2] .

(5.23) sisteminin  her yanindan  z-doniisimiine gegersek X, X,,..., X

bilinmeyenleri i¢in asagidaki homojen olmayan lineer, cebirsel denklem sistemini

buluruz:

(a,—2)X, +a,X,+..+a, X, =¢,(2),
A X +(a,, —2)X,+...+a,, X, =0,(2), (5.25)

a X, +a,X,+..+(@, -2)X, =0, (2).

Bu sistemi ¢ozip X,, X,,..., )Zn ¢Ozlimlerinin ters z -dOniisiimiinii bularak (5.23)

sisteminin ¢Oziimiinii buluruz. (5.25) sisteminin ¢oziimii Kramer formiilleri ile de

bulunabilir:
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- A~ - A,
Xp==b Xy=—Zp X, =0

Burada A, (5.25) sisteminin determinantidir. A;(j=1,2,...,n) determinanti sistemin

yardimc1 determinanti olup, A determinantinda j numarali siitunu (5.25) sisteminin

sag yani ile degistirilerek bulunur.

Ornek 5.3.

X(t+1) =4x(t) - y(t) +1,
y(t+1) = x(t)+2y(t). }

sisteminin
X(0) =%, y(0)=Yy,

baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢oziimiinii z -doniisiimiiniin uygulanmasiyla bulalim.

Verilmis sistemde z -doniisiimiine gegerek

ZX — X,z = 4X V4=
z-1
Y —y,z =X +2V.
veya
(4-2)X -V = —x 2 -
ozt

X +(2-2)Y =-y,z

denklem sistemini buluruz.

Bu sistemi ¢ozersek
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= - +
z-3 (z-3)? 47-1
buluruz. Burada
Ckﬂ.«t — Z//i’k
t (Z_/l)k+l

formiili kullanilarak

1 1 1 1 1 1 1 1
x(t) =(xo +zj3t —E(YO — X —Ejt?’t E y(t) =(Yo _Zj?’t ——(YO —X _—jt3t 2

bulunur.

Simdi z,,2,,...,Z, sayilarinin karakteristik

a,—1Z a, a,
a ad,—7Z .. a
A: 21 22 2n :O (5.26)
ay, a, T

denklemine karsilik gelen a,.,a,.,...,a,. mertebeden katli ¢dziimleri olsun. O zaman
A=(-D)"(z-2)"(z-2,)"..(z—2,)*
seklinde olur. Eger homojen denklemi ele alirsak, o zaman
F(2)=0, j=12..,n
olur. Sistem homojen oldugundan da
9,(2)=x{z, j=12,..,n

seklinde bulunur. Bu yiizden A;=P,(z) olur. Burada P;(z) derecesi n sayismi

asmayan polinom olur. Boylece, lineer homojen fark denklem sistemi halinde
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Xj(z):¥, j=12,...,n

esitligi bulunur. X ;(2) fonksiyonunun bu ifadesini basit kesirlere aymrirsak

c oo A Aj A
Xj(Z)_Z;|:Z—Zi+(Z—Zi)2+m+(z—zi)ai:|

esitligi bulunur. Bu esitlikten ters z -doniisiimiine gecersek

X;(t) = Z{AiﬁAz‘H +A“‘C'1}

Z I

esitligini buluruz. Burada Ctm ifadesi t’nin m dereceli polinomu oldugundan

homojen lineer fark denklem sisteminin ¢6ziimiiniin her bir X;(t) bileseni

X0 =P, (02 (5.27)

seklinde bulunur. Burada F’ij (t) polinomunun derecesi «; —1 sayisini agmiyor ve ¢,

sayis1 karakteristik (5.26) denkleminin z; kokiiniin kathiligidir.
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SONUC

Bu calismada lineer homojen fark denklemleri, lineer homojen olmayan fark
denklemleri, n. mertebeden lineer homojen fark denklemleri ve n. mertebeden lineer
homojen olmayan fark denklemleri, sabit katsayili lineer homojen fark denklemleri
ve sabit katsayili lineer homojen olmayan fark denklemlerinin ayr1 ayr1 ¢éziimlerinin
bulunusu adim adim gosterildi ve ispat edildi. Lineer homojen olmayan fark
denklemlerinin ¢6zlimiiniin bulunmasi1 i¢in Lagrange’nin sabitlerin varyasyonu

metodu kullanildi.

Sabit katsayili lineer homojen fark denklemleri ve sabit katsayili lineer homojen
olmayan fark denklemleri ve bu denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi igin
Z-doniisiimii metodunun uygulanmasi ele alindi ve z -doniistimiiniin yakmsakligi,
ters doniisiimii, ac¢ilimi, Otelenmesi, lineerligi, biirlinmesi, izdiisiimiiniin

diferansiyellenmesi, limit degerleri tek tek incelendi.

Sabit katsayili lineer homojen fark denklemleri ve sabit katsayili lineer homojen
olmayan fark denklemleri gosterildikten sonra bu denklemlerin olusturduklari
sistemler ve ayr1 ayr1 ¢oziimleri ele alindi. Boylece lineer fark denklemleri en basit

sekilde bu tez calismasinda gdsterilmis oldu.
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Ek 1: Diskret Orjinaller ve Onlarin Argiimentinin Tam Degerlerinde z - izdigiimii
(Laurent A¢ilimi)

No f(t) F(z)
1 1 -]
5 t e
(z-1)°
z
3 e” z—e”
4 cos at Z 2700w
72 —2zcosmw+1
5 ) zsinw
sinat 72 —2zc0sm+1
6 H Z z-chw
Cheot 22 -2zchw+1
, zshw
shot 72 -2z7chw+1
) z2¥
8 ckat -
z
9 Ctk (Z_l)k+l

Kaynak: Mustafayev, M. 1., Finitniye Upravleniye dlya Sistemi, Opisivayemoy v Konegnix
Raznostyax S Postoyannimi Koeffisiectami Mat. Dokl. Resp. Konf. Mol. Ugyonix Po Mat. I Mex.,
AN, Azerb. SSR, 1975.
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Ek 2: Diskret Orjinaller ve Onlarin Argiimentinin s+& T ve sT, $s=0,1,2,...
degerlerindeki z -izdiisiimleri (Laurent Ag¢ilimi)

f((s+&)T) F(z,T,¢)

No | fesT) E)

z
1 1 z-1

YA VA

2 (s+&)T T (z-1)° veT

YA

ZeweT

4 e(o s+e T Z—ewT

z
5 e{”ST Z_e(uT

7> coswTe—zcoswT (L-¢)
22 —2zcoswT +1

6 | coso(s+é&)T

22 —zcoswT
22 —2zcoswT +1

7 CcoSwsT

2°sinwTe+zsinoT (1-¢)
72 —2zcosoT +1
zsinwT
9 sinwsT 72 -2zcoswT +1

8 | sino(s+¢&)T

Kaynak: Mustafayev, M. 1., Finitnye Upravleniye dlya Sistenu, Opisivayemoy v Konegnix
Raznostyax S Postoyannimi Koeffisiectami Mat. Dokl. Resp. Konf. Mol. Ugyonix Po Mat. I Mex.,
AN, Azerb. SSR, 1975.

81



OZGECMIS

1984 yilinda Denizli’de dogan Selguk AKYOL, orta ve lise 6grenimini sirastyla
Biiyiik konak Atatiirk ilkdgretim Okulu ve Nazilli Anadolu Ogretmen Lisesinde
tamamlamustir. 2002 yilinda kazandig1 Gazi Universitesi Egitim Fakiiltesi Matematik

Ogretmenligi Boliimiinii 2008 yilinda basariyla bitirmistir.

2009 yilinda yiiksek lisans egitimine Bozok Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dalinda baslamistir. Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV
damgmanhginda hazirladig1 “Lineer Fark Denklemleri ve Coziim Metodlar1 Uzerine”

baslikli tezine devam etmektedir.

2009 yilindan beri Bozok Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Boliimiinde egitimine devam etmekte olan Selcuk AKYOL, evli ve 1 ¢ocuk
babasidir.
Tletisim Bilgileri
Adres: Asik Veysel mah. 364. Sok. 4/8 Mamak/ANKARA
06630 ANKARA
Telefon: (312) 389 82 76

E-posta: selcuk_akyol23@hotmail.com

82



