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HILBERT UZAYINDA OPERATOR DENKLEMLERIN VARYASYON
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2012; Sayfa: 97
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OZET

Bu galigmada Hilbert uzayinda verilmis operator denklemlerin varyasyon metodlarinin
uygulanmasi ile yaklasik ¢oziim yontemleri gosterildi. Burada 6nce bazi anlam ve tanimlar
orneklerle gosterildi. Sonra sartl ekstremum problemi ele alindi. Burada ikinci mertebeli adi
tiirevli lineer diferansiyel denklemler i¢in ve Laplace ve Poisson denklemleri i¢in lineer sinir
deger problemleri varyasyon probleme getirildi. Ritz metodu kullanilarak ikinci mertebeli
adi tiirevli diferansiyel denklemlerin, Schturm-Liouville sinir deger probleminin, Laplace
denklemi i¢in Dirichlet probleminin, Ritz metodunun uygulanmasiyla yaklasik ¢oziimlerinin
bulunmas1 gosterildi. Son boliimde, reel ve kompleks Hilbert uzayinda verilmis operatdr
denklemlerin, esdeger varyasyon probleme getirilmesi ele alindi ve Ritz metodu kullanilarak

yaklasik ¢ozlimiin bulunmasi gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Hilbert Uzayi, Diferansiyellenebilir Fonksiyoneller, Varyasyon, Ritz

Metodu, Operator Denklem.



THE SOLUTION METHODS OF OPERATOR EQUATIONS WITH
VARIATION METHODS ON HILBERT SPACES
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Department of Mathematics
Master of Science Thesis

2012; Page: 97
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Mammad |I. MUSTAFAYEV
ABSTRACT

In this study applying of variation methods of given operator equations on Hilbert spaces and
approximate solving methods wieved. Than conditionally extremum problem discussed. In
here for second order derivative Linear diferantial equation and for Laplace and Poisson
equations linear boundary value problems reduced variation problems. Using Ritz method
finding methods of approximate solves of second order derivative Linear diferantial
equation, Schturm-Liouville boundary value problem, Dirichlet problem for laplace eqation,
wieved. In final chapter given operator equations which are on real and complex hilbert
space discussed reducing to equivalent variation problems, finding methods of approximate
solves wieved using Ritz method.

Key words: Hilbert Spaces, Differentiable Functionals, Variation, Ritz Method, Operator
Equation.


http://tureng.com/search/differentiable

TESEKKUR

Bu galigmanin belirlenmesi ve yiiriitiilmesi esnasinda ilgi ve alakasimi kesmeyen, ortaya
¢ikan her tiirlii bilimsel problemin ¢oziimiinde yardimlarim gérdiigiim tez danismanim Prof.
Dr. Mammad Mustafayev’e, bolim baskanimiz Yrd. Do¢. Dr. Akin Osman Atagiin’e,
yiiksek lisans siiresi boyunca desteklerini esirgemeyen boliim hocalarimiz Yrd. Dog. Dr.

Yusuf Ali Tandogan ve Yrd. Dog. Dr. Abdullah Sénmezoglu’na tesekkiirii bir borg bilirim.



Tablo 4.1:

TABLOLAR LiSTESI

Aranan katsayilarin degerleri

Vi



Sekil 2.1:

Sekil 2.2:

Sekil 2.3:

Sekil 4.1:

SEKILLER LISTESI

Egri yaymin uzunlugu......................ooeeell.

f(x,y) =0 sartin1 saglayan G bolgesinin hacmi ...................

X=a ve y =D ile sinirlanmig egrisel trapezin S alani .............

x=0, y=0 x+y=1 denklemlerinin sinirladig1 alan

vii



SEMBOLLER VE KISALTMALAR LIiSTESI
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1. GIRIS

Bu c¢alismada Hilbert uzayinda verilmis operatér denklemlerin varyasyon
metodlarinin uygulanmasi ile yaklasik ¢dziim yontemleri gosterildi. Ikinci mertebeli
adi tiirevli lineer diferansiyel denklemler i¢in ve Laplace ve Poisson denklemleri i¢in

lineer siir deger problemleri varyasyon probleme getirildigi gosterildi.

Burada dikkate alalim ki, Matematiksel fizigin problemleri, esneklik teorisi ve
hidrodinamigin problemleri vs. diferansiyel denklemlerin sinir deger ve baslangic
deger problemlerinin ¢dziimiine getirilir. Bu yilizden ele almman bu konu aktiial
(giincel) ve pratik uygulamalart olan bir konudur. Bdylece birgok hallerde genel

olarak pratik problemlerin ¢6ziimii Hilbert uzayinda yazilmis
Au = f

sekilli operator denklemlerin ¢oziimlenmesine getirilir. Bu tezde burada bu

denklemde A lineer operator olup, tanim bolgesi D(A) lineer manifold olmakla H

Hilbert uzayinda her yerde yogun, yani
D(A)=H

sartin1 saglayan operatordiir. Denklemin sag yanindaki f eleman1i H Hilbert
uzaymndan alinmis, verilmis belli elemandir. u ise D(A) tanim bdlgesinde olmakla

aranan elemandir.

Matematik fizikte ele alinan pratik problemlerde uygun A operatorii adeta belli sinir
sartlarin1 saglayan fonksiyonlar kiimesinde tanimlanmis lineer diferansiyel operator

olur. Once burada Au = f denkleminde A operatdriiniin pozitif belirli oldugu hal

ele alindi. Sonra H kompleks Hilbert uzayi oldugu halde ve A operatdrii simetrik,

pozitif, pozitif belirli oldugu halleri ele alind.

Bu hallerde Au = f denkleminin yaklasik ¢6ziimiiniin varyasyon metodla bulunmasi

yontemi gosterildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Fonksiyonelin ve Operatoriin Tanimi

Burada biz once bize ileride gerekecek olan fonksiyonel analizin bazi tanim ve

sonuglarmi verelim.

Tamm 2.1.1. K  kiimesi X:(Xl,xz,...,xn) degiskenlerinin  y = y(x)
fonksiyonlarmin kiimesi oldugunu varsayalim. K kiimesinden alinmis her bir

y(x) € K fonksiyonuna belli bir 1 kurali ile | sayisim1 karsi tutan I(y(x))
doniisiimiine  y(x) fonksiyonuna bagl fonksiyonel denir. Boylece 1(y(x))
fonksiyoneli fonksiyona bagli fonksiyondur. I(y(x)) fonksiyonelinin tanimlandig:
K= {y(x)} fonksiyonlar sinifina 1(y) fonksiyonelinin tanim bdlgesi veya verilme
bolgesi denir. Tanmim bolgesinden alinan Yy(X) € K fonksiyonu ise miimkiin

fonksiyon diye adlandirilir.

Ornek 2.1.1. K = {y(x)} kiimesi X =0 noktasinda diferansiyellenen fonksiyonlarin

kiimesi oldugunu varsayalim. O zaman asagidaki esitlikle tanimlanan
k=y'(0)

sayist Y(x) € K fonksiyonuna bagli bir fonksiyoneldir. Bu fonksiyonelin tanim

bolgesi K kiimesidir.

Ornek 2.1.2. [a, b] araliginda tanimlanmis ve bu aralikta siirekli diferansiyellenen
(yani [a,b] araliginin her bir noktasinda y'(x) tiirevi var ve y'(x) tiirevi de [a, b]
aralifinda siirekli olan) fonksiyonlarn Cp,,; smifini ele alalm. x=a, y=b
noktalarini birlestiren y=y(X) egrisinin, S egri yaymnin uzunlugu K :Cfa,b]

kiimesinde tanimlanmis fonksiyonel olur. Bu fonksiyonelin asagidaki formdiille

tanimlandigini biz matematik analizden,

b
s(y) :J. 1+ y'?dx

formiilii ile tanimlandigini biliyoruz. (Bkz: Sekil 1.1.)

2



y=y(b)

y=y(x)
y=y(a)

v
x

Sekil 2.1 Egri yaymin uzunlugu

Ornek 2.1.3. K kiimesi olarak XOY diizleminin kapali G bolgesinde tanimlanmis
ve bu bolgenin I'=0G smirinda sifira dontisen ve kapali G bolgesinde siirekli olan
ve negatif olmayan, yani her bir (x,y)e G ic¢in f(x,y)=0 sartim saglayan
fonksiyonlarin kiimesi oldugunu var sayalim. O zaman,

V(f)=ﬂf(x,y)dx

integrali geometrik olarak hacim gostermekle f(X,y) e K fonksiyonuna bagl bir

fonksiyoneldir. ( Bkz: Sekil 1.2.)

Sekil 2.2 f(X,y) >0 sartim1 saglayan G bolgesinin hacmi

Tanmm 2.1.2. K kiimesinden alinmis her bir ue K ve her bir ve K igin bu
fonksiyonlarin u+Vv toplami da u+veK ve a keyfi sabit say1 olmakla au

carpimi i¢in de al € K sartlari saglandiginda K kiimesi lineer olarak adlandirilir.

3



Mesela; a) polinomlar kiimesi, b) [a, b] araliginda tanimlanmus siirekli fonksiyonlarin

kiimesi, C) bolgenin sinirinda sifira doniisen fonksiyonlarin kiimesi vs. lineer

kiimelerdir.

Tammm 2.1.3. Fonksiyonlarin K lineer kiimesinde tanimlanmis | =1(y)

fonksiyonelini ele alalim. Fonksiyonlarin lineer K kiimesinden alinmis keyfi

u,v € K icin ve keyfi alinmis o, £ sayilari i¢in

(o + Bv) = a (u) + I (v)

esitligi saglandiginda | =1(y) fonsiyoneline lineer fonksiyoneldir denir. Mesela

Ornek 2.2.1°de ele aldigimiz
k=y'(0)

fonksiyoneli C[, ;; sinifinda lineer fonksiyoneldir.

Tamm 2.1.4. y(x) fonksiyonlarmin bir K{y(x)} fonksiyonlar1 kiimesi ve z(x)
fonksiyonlarmin bir R{Z(X)} fonksiyonlar1 kiimelerinin verildigini varsayalim.
(Burada z fonksiyonlar1 bagka bir t = (tl,tz,...,tm) degiskenlerine bagh da olabilir).
Burada her bir y(x) e K fonksiyonuna karsi belli bir L kurali ile tek bir
Z(X)eR{Z(X)} fonksiyonu karst getirildiginde o zaman K{y(x)} fonksiyonlar

kiimesinde L operatorii tanimlanmistir denir. Bu sembolik olarak,

z=Ly veya z=L(Yy)

seklinde gosterilir. y = y(x) fonksiyonlarmim bu K{y(x)} kiimesine L operatoriiniin

tanim bolgesi denir. y(x) € K fonksiyonlarina miimkiin fonksiyonlar denir.

Ornek 2.14. K :{y(x)} kiimesi [a,b] araliginda tanimlanmig  stirekli

diferansiyellenen Cp,,; fonksiyonlar smnifi oldugunu varsayalim. O zaman di tiirev
' X

alma islemini operatdr gibi ele alabiliriz. Bu operatore diferansiyelleme operatorii

denir.
, d
y'(x) = ix y(x)
X

4



Genel halde P, (x) € C,p,), i =012,..,n ve P, #0 olmak iizere her bir y(x) e C{1},

fonksiyonu i¢in

z=Ly=P,(X)y™ + P, (x)y"™" +..+ P (X)y (2.1)

esitligi K = C[(;L] sinifinda tanimlanmus degerleri z(x) € C, ) sinifinda olan lineer
diferansiyel operatordiir. Her bir y(x) eC&] aldigimizda (2.1) esitligi ile
tanimlanan islemlerin sonucunda bulunan z(x) fonksiyonu [a,b] arahiginda sirekli

fonksiyon olur. Mesela,

L(y)=y"+y
olarak tanimlarsak, 0 zaman
L@ =1; L(X)=x; L(x*)=2+x?; L(e*) =2¢e*;
L(sinx) =0 vs.
n mertebeli lineer diferansiyel
P ()y® +P0)Y"™ +..+ P, (x)y = f(x) (2.2)

denklemini ele alalim. Bu denklemde f(x) fonksiyonu ve P,(X),P,(x),...,P,(X)
fonksiyonlar1 [a, b] araliginda tanimlanmis siirekli olan fonksiyonlar olmakla
onceden verilmis fonksiyonlar olduklarini varsayalim. Y(X) eC[(;‘L] fonksiyonu ise
aranan fonksiyon olsun. (2.1) esitligi ile tanmimlanmis lineer diferansiyel Ly
diferansiyel operatoriinii kullanarak (2.2) diferansiyel denklemini kisaca

Ly = f(x) (2.3)

seklinde yazabiliriz.

Ornek 2.1.5. G kiimesi x0y diizleminde bir bdlge oldugunu K ise G bélgesinde
tanimlanmis ikinci mertebeye dek (ikinci mertebe de dahil olmakla) siirekli
diferansiyellenen  fonksiyonlarm K ={u(x,y)}  kiimesi oldugunu  yani,
u(x, y) € C?(G) oldugunu varsayalim. O zaman u = u(x, y) fonksiyonlarmin bu K

kiimesinde



o%u %
M= T2

formiilii ile tanimlanan Au operatoriine Laplace operatorii denir. Bu operatoric G

bolgesinde tanimlanmus stirekli f (x,y) fonksiyonuna (burada f(x,y) belli dnceden

verilmis fonksiyondur) esitleyerek
Au = f(x,y) (2.4)

Poisson denklemini aliriz. Ozel halde f(x,y)=0 aldigimizda biz

Au=0 (2.5)

Laplace denklemini aliriz. Boylece, adi tiirevli ve kismi tiirevli diferansiyel
denklemleri, genel olarak diferansiyel denklemleri biz operator denklemler gibi ele

alabiliriz.

Tanmm 2.1.5. L operatoriiniin tanim bodlgesi K lineer kiime oldugunda ve her bir
u,v € K fonksiyonlar1 i¢in ve her bir «, £ sayilar i¢in L(au + ﬂ\/): alu+ fLv
esitligi saglandiginda L operatoriine lineer operatér denir. W  bolgesinde
tanimlanmis reel degerli u(x), v(x) fonksiyonlarinin K = {u} kiimesini ele alalim.

u,v e K fonksiyonlar1 i¢in

(u,v) = [uvdw

sayisina U ve V_fonksiyonlarinin skaler ¢carpimi denir.

Dikkate alalim ki, u ve v fonksiyonlar1 ¢ok degiskenli fonksiyonlar olduklarinda

I integrali ¢ok katli integral olur.
W

Tamim 2.1.6. Lineer L operatorii igin her bir u,v € K igin
(Lu,v)=(u,Lv) (2.6)

esitligi saglandiginda L operatoriine 6zeslenik operatoér denir. Bundan ilave her bir

ueK igin
(Lu,u)=0

6



esitsizligi saglanirsa ve
(Lu,u)=0

esitligi yalniz ve yalniz u =0 halinde saglandiginda L operatdriine pozitif operator

denir.

Ornek 2.1.6. Asagidaki lineer diferansiyel operatérii ele alalim.
Ly =—y”
Bu operatdriin tanim bolgesinin

K ={yeC):y@=0y®=0]

esitligi ile tanimlanan K kiimesi olsun. u,v € K buluruz:

(vLu—uLv)dx = | (- vu’+uv")dx

O ey
O e

’ ! 1
=(uv'—w’), =0
oldugundan

ijudx = juLvdx
0 0

yani
(Lu,v) = (u, Lv)
esitligi saglanir. Boylece burada ele aldigimiz L operatorii 6zeslenik operatoriidiir.

u=0 i¢in (Lu,u)= 0 oldugu aciktir. u e K, u#0 igin

1
(Lu,u)= IuLudx
0

1
—qu”dx =—uu’
0

1

1

. +Iu’2dx >0
0

oldugundan burada ele aldigimiz L diferansiyel operatorii pozitif operatordiir.



2.2. Fonksiyonlar i¢in Sarth Ekstremum Problemi

u=f(xvy,zt) 2.7)
fonksiyonunun ve

F(x,y,z,t)=0 (2.8)

G(x,y,z,t)=0 (2.9)

denklemlerinin verildigini varsayalim.

PO(XO,yO,ZO,tO) noktas1 (2.8) ve (2.9) denklemlerini sagladigini varsayalim. P,
noktasinin bir komsulugunun tim (X, y,z,t) noktalarmin (2.8), (2.9) denklemini

sagladigini varsayalim. P, noktasmnin bu komsulugunun noktalar1 i¢in

(X, Y,2,1)< (X, Yo Zorto) (2.10)

esitsizligi saglandiginda P, noktasinda f(P) fonksiyonu sartli maksimum deger alir
denir. Ama
f(X,¥,2,1)> (X, Yo, Zo.1t) (2.11)

esitligi saglandiginda P, noktasinda f(P) fonksiyonu nispi(sartli) minimum deger

alir denir. f(x,y,z,t), F(x,y,z,t) ve G(x,Y,z,t) fonksiyonlarinin PO(XO,yO,ZO,tO)
noktasinin bir komsulugunda tiim arglimentlerine gore kismi tiirevleri olduklarini

varsayalim. P,(X,, Yy, Zo,t, ) noktasinda

F’ Ff F/ FV
X y z t (2.12)
G, G, G, G

z
matrisinin rankinin 2’ye esit(beraber) oldugunu varsayalim. Mesela

F, F
G, G

J= (2.13)

determinantinin sifirdan farkli oldugunu varsayalim. Bu sart saglandiginda (2.8)-
(2.9) denklemlerinden



2= y)} (2.14)

t=y(xy)
esitlikleri bulunur. ¢ ve w fonksiyonlar1 (2.8)-(2.9) denklemlerinin tanimladigi

gayriasikar (ag¢ik olmayan) fonksiyonlaridir. (2.8)-(2.9) denklemleri ile (2.14)
esitlikleri equivalent esitliklerdir. z ve t igin buldugumuz bu ifadeleri (2.7) esitligi

ile verilmis u = f(X,y, z,t) fonksiyonunda z ve t nin yerine yazdigimizda

u=f(xy,0Xy)wxy)) (2.15)

fonksiyonunu bulmus oluruz. Bu yontemle (2.7), (2.8)-(2.9) sartli ekstremum
problemi (2.15) karmasik(miirekkep) fonksiyonun sartsiz(mutlak) ekstremum

problemine getirlimis olur. Simdi biz burada P,(X,, Y,,Z,.t,) noktasmin (ekstremum
noktasinin) bulunmasi i¢in bagka bir yontemde gosterelim. Boylece, f(X,y,z,t)
fonksiyonun P, (X,, Yo, Z.t,) noktasinda sarth ekstremumunun oldugunu (2.15)
karmagik fonksiyonunun ise M (X,,Y,) noktasinda mutlak ekstremumunun
oldugunu varsayalim. O halde (2.15) fonksiyonunun x ve y degiskenlerine goére
kismi tlrevleri ve bu fonksiyonun diferansiyeli M (X,,Y,) noktasinda sifira

doniisiirler. Yani

df :idx+idy+idz+ﬂdt:0 (2.16)
OX oy 0z ot

Burada dz ve dt (2.14) fonksiyonlarmin diferansiyelleridir. Bu diferansiyeller

Mg (X,,Y,) noktasinda hesaplanir. Ama Z—f , Z—]; kismi tiirevleri P, noktasinda
z
hesaplanir ve
(%01 Yo) = 2o, ¥ (X1 Yo) =15 (2.17)

(2.16) esitliginin sol yanindaki dz ve dt diferansiyellerinden azad olmak igin (2.8)

ve (2.9) esitliklerini diferansiyelleyelim. O zaman buluruz:



ﬁdx+ﬁdy+ﬁdz+ﬁdt =0
oy 674 ot

OX

(2.18)
ﬁdxjt@dyjtﬁdz +§dt =0
OX oy 0z ot

(2.18) denklemlerinden dz ve dt diferansiyellerini dx ve dy diferansiyelleri
cinsinden ifade edip (2.16) esitliginde yerine yazarak

Adx +Bdy =0 (2.19)
seklinde yazabiliriz. Burada dx ve dy diferansiyelleri keyfi olduklarindan (2.19)

esitliginden

A=0
o 0} (2.20)

gerek sartlarini buluruz. (2.20) esitliklerinden M (X,,Y,) noktas: bulunur. (2.20)

esitlikleri gerek satlardir.

2.3. Sarth Ekstremum Problemini C6zmek icin Lagrange’n Belirsiz Katsayilar

Metodu

Lagrange metodunu gostermek icin (2.18) denklemlerinden birincisini A

parametresine, ikincisini x parametresine c¢arpip, taraf tarafa toplanirsa ve

sonucunda (2.16) esitligi ile taraf tarafa toplanirsa agsagidaki esitligi buluruz:

of oF oG of oF oG
—+/1—+,u—jdx+(—+l—+y—jdy+
( o o

OX OX OX oy
+(i+ﬂﬁ+y§sz+(q+iﬁ+y§Jdt:O (2.21)
0z 0oz 0z ot ot ot

Burada dz ve dt gaynasikar (2.14) fonksiyonlarinin diferansiyelleridir. Simdi

burada A4 ve u parametrelerini 6yle segelim ki, dz ve dt diferansiyellerinin

katsayilari sifira doniigsiinler:

of oF oG
a— + /18— + ﬂa— = 0,
Z Z Z
of oF oG (2.22)
LI JEL Y}
ot ot ot
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Bu durumda (2.21) esitligi asagidaki sekli alir:

[§+18—F+y§jdx+ §+18—F+y§ dy =0. (2.23)
OX OX OX oy oy oy

dx ve dy diferansiyelleri keyfi olduklarindan (2.23) esitliginden buluruz:

of oF oG

8—+ﬂa—+ﬂa— 0,
& o oG (2.24)
—+A—+u—=0.
oy oy oy

Boylece X,,Y,,Z,,t, koordinatlarini bulmak igin (2.22) ve (2.24) denklemler

sistemini bulmus oluruz. (2.22) ve (2.24) sartlarin1 yazmak i¢in yardimci

D=1+ AF + 4G (2.25)

fonksiyonunu insaa ederler. (2.25) Lagrange fonksiyonunun yardimi ile (2.22) ve

(2.24) denklemleri asagidaki sekilde yazilir:

o _o
OX
o _,
oy
o _o
07
® _,
ot
Lagrange metodu da gerek sartlarinin yazilisina getirmis olur. Burada
oo
—=F(xy,2,t)=0,
5 = Fey.zt)
o _ G(x,y,2,t)=0.
ou
seklinde yazilir.
Ornek 2.3.1. u = xyzt

fonksiyonunun
X+y+z+t=C

sartinda ekstremumunu bulun.

11



Coziim:

@ = xyzt + A(X+ y+ 2+t — )
yardimci fonksiyonunu yazalim.

' =yzt+1=0,

@, =xzt+1=0

) =xyt+41=0,

®; =xyz+A=0

O, =x+y+z+t—uc=0
Bu esitliklerden

yZt = Xzt = Xyt = xyz

oldugunu ve

X=y=z=t=cC

esitligini buluruz. Biz burada c¢ok degiskenli fonksiyonlar icin sartli ekstremum

problemini yazdik ve bu problemin {i¢ ¢6ziim yontemini gosterdik.
2.4. Fonksiyoneller I¢in Ekstremum Problemi

Burada y(x) fonksiyonlarnin K = {y(x)} kiimesinde tanimlanmis

I=1[y(x)] (2.26)

fonksiyonelini ele alalim. (2.26) fonksiyonelinin ekstremum degerinin bulunmasi
problemine (yani en biiyiik ve en kiigiik degerinin bulunmasi problemine) varyasyon

problem denir. Dikkate alalim ki, y,(X) € K fonksiyonuna yeterince yakin y(x) € K

fonksiyonlar1 i¢in

I(y) 2 1(y,)

12



esitsizligi saglandiginda y,(x) fonksiyonunda I(y) fonksiyoneli local minimum

deger alir denir. Ancak,
I(y) <I(Y,)

esitsizligi saglandigina ise y,(x) fonksiyonunda I(y) fonksiyoneli local maksimum

deger alir denir.

Ornek 2.4.1. Asagidaki
’ 2
s(y) = [\1+(y'(9) dx

fonksiyonelinin

y@=A, y(b)=B
sartindaki ekstremum probleminde (minimum degerinin bulunmasi problemi)
M(a,A) ve N(b,B) noktalarmi birlestiren y = y(X) e C[la’b] egrilerinden en kiigiik

uzunluklu egrinin bulunmasi istenir. Bu problemin ¢6ziimii M(a, A) ve N(b,B)

noktalarini birlestiren dogru pargasi olur:

(x-a)

B
X)=A
Yo (X) 5

ve

S = (0 —a) +(B-A)’

olur.

2.5. Sarth Ekstremum icin Varyasyon Problemi
Sarth ekstremum problemi asagidaki gibidir.
2.5.1. Sarth Ekstremum Problemi

Normlu X  uzayinda tamimlanmis diferansiyellenen F(y) ve G(y)
fonksiyonellerinin verildigin varsayalim. ¢, ise verilmis sabit bir say1 olsun. F(y)

fonksiyonelinin

13



G(y)=¢,

sartinin saglanmastyla ekstremum problemini ele alalim. Bu problem agagidaki gibi
gosterilir.

F(y) — ekstremum , (2.27)
G(y) =¢, (2.28)

F(y) fonksiyonelinin (2.28) sartinin saglanmasiyla ele alinan bu (2.27)-(2.28)

problemine sarth ekstremum problemi denir.

Teorem 2.5.1.1. y, noktasmnin F(y) fonksiyonelinin G(y) =c, sartinda ekstremum
probleminin ekstremum noktasi oldugunu varsayalim. y, noktasinin G(y)
fonksiyonelinin stasionar noktasi olmadigini farz edelim. Yani &G(y,,h) # 0 sartinin

saglandigini varsayalim. O zaman Y, noktasi

F(y) —AG(Y,) (2.29)

fonksiyonelinin stasionar noktasi olur. Burada A sabit sayidir.

Ispat: 5G(y,,h) =0 sartim saglayan her bir h e X icin
oF(y,,h)=0

sartinin saglandigi agiktir. O halde her bir h e X igin

O (Yo, h) = 26G(y,, h)
esitligini bir sabit A sayisi i¢in saglandigini yazabiliriz. Bu esitlikten de

5(F - AG)y,,h)=0
yazilir. Boylece Yy, noktasinin bir A4 sayisinda
F-A1G

fonksiyonelinin stasionar noktasi oldugu goriilir. Bdylece (2.27)-(2.28) sarth

ekstremum probleminin ekstremum noktalar1 ya

H=F-G (2.30)

14



fonksiyonelinin stasionar noktalar1 arasinda, ya da G(y) fonksiyonelinin stasionar

noktalar1 arasindadir. Simdi daha genel sartli ekstremum problemini ele alalim:

Lineer normlu X uzayinin bir M < X lineer Affin manifoldunda diferansiyellenen

F(y) ve G,(y),G,(Y),....,G,(y) fonksiyonellerinin ve c,,c,,...,C, sabit sayilarinin

n

verildigini varsayalim. F(y) fonksiyonelinin M < X affin manifoldunda

G,(y)=c,, G,(y)=c,, ..., G,(y) =¢,

sartlarinda ekstremum problemini ele alalim. Bu sarthh ekstremum problemini

sembolik olarak asagidaki sekilde yazabiliriz:

F(y) —» extrer&]um (2.31)
ye
G (y)=c,i=12,..,n (2.32)

Teorem 2.5.1.2. F(y) fonksiyonelinin y, € M noktasinda

Gy(y) =c1, Go(Y) =6, ..., Gi(Y) =¢, (2.33)

sartlarinin saglanilmasiyla ekstremum deger aldigini ve Yy, noktasinin

G.(Y), Go(Y), -, Gi(Y)

fonksiyonellerinin stasionar noktasi olmadigini ve
3G, (Yo, ), 35, (Yo,h), ..., &G, (Yo, )

fonksiyonellerinin lineer bagimsiz olduklarin1 varsayalim. O zaman Yy, noktas: bir
A Ay, A, sayllarinda
H=F-1G,-1,G,-..—1,G (2.34)

n n
fonksiyonelinin stasionar noktast olur. Bu teoremin uygulanmasi ile bir 6rnegi ele

alalim.

Ornek 2.5.1.1. Uzunlugu ¢ sayisina esit olan dyle y = y(X) egrisi bulun ki, bu egri
ile ve y=0, x=a ve y=Db dogrulan ile sinirlanmis egrisel trapezin S alan1 en

biiyiik olsun. (Bkz: Sekil 1.3.)
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y
Vi y=y(x) B

Ya

Sekil 2.3 x=a ve y =b ile sinirlanmis egrisel trapezin S alan1

Bu problemde egrinin verilmis ¢ uzunlugunun A(a,y,) ve B(b,y,) noktalarini

birlestiren dogrunun uzunlugundan biiyiik oldugu yani;
0> b-af - (v, -y, )

Ya =Y(@), ¥, =Y(b)

sartlarinin saglandigini varsayilir.

Coziim: Bu problem aranan trapezin alanini ifade eden
b
F(y) = [ y(x)dx (2.35)

fonksiyonelinin
Y. =Y(@), Y, = Y(b) (2.36)

sinir sartlarinda ve y = y(X), a < X <b egrisinin uzunlugunu ifade eden

G(y) = j 1+(y'(x) Y dx = ¢ (2.37)

sartindaki sartli ekstremum probleminin incelenmesine getirilir.

(2.35)-(2.36)-(2.37) sartli ekstremum problemini ¢ozmek i¢in asagidaki yardimci
b
H = F(y) - AG(y) =j[y—/w1+(y')2 }dx (2.38)

fonksiyonelin ekstremallarini bulmamiz gerekir. Bunun igin (2.38) fonksiyonelinin

Euler denklemini yazalim:
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d d y
f, o fy=l-d

5 ey

Bu denklemin her yanin1 X degiskenine gore bir defa integrallersek:

=0

A —x—g (2.39)

diferansiyel denklemini buluruz. Bu denklemi ¢6zmek i¢in denklemdeki

y =tgt (2.40)
degisimi yapalim. Burada:

dy = y'dx (2.41)
formiiliinii de kullanalim. Burada (2.39) esitliginde (2.40) degisimini yaparsak

X :ALHI (2.42)

1+ (tgt )’
aliriz. Bu esitlikten dx diferansiyeli i¢in

!’

dx=| A——9 | gt (2.43)
1+(tgt)’
ifadesini buluruz. (2.43) ve (2.40) esitliklerini (2.41) formiiliinde dikkate alarak

buluruz:

2

dy =tgt| A—9° | dt = Asin(t)dt
J1+ (gt )’
veya
dy = Asin(t)dt (2.44)
Buradan
y—-c, =—Acost (2.45)
(2.42) esitliginden de
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X—C, =—-Asint (2.46)

denklemini aliriz. (2.45) ve (2.46) aranan egrinin parametrik denklemidir. (2.45) ve

(2.46) parametrik denkleminden t parametresini yok etsek, aranan egrinin

(X_Cl)2 +(y_cz)2 =2
asagidaki denklemini buluruz. Bu egri merkezi O(c,,C,) noktasinda yarigapit A olan

cemberler ailesidir. Buradaki c;,c,, A sabitleri

y(@) =y, yb)=y, ve

b

I 1+(y'(x)dx = ¢

a

sartlarinin kullanilmasiyla bulunur. Béylece aranan egri bir cember kismi olur.

2.6. Simir Deger Problemlerinin Varyasyon Metodla Coziimiiniin Esas

Teoremleri

Sinir deger problemlerin varyasyon metodla ¢dziimiiniin esas teoremlerini vermeden

once homojen sinir sartli homojen olmayan operatorleri asagidaki seklide gosterelim.
2.6.1. Homojen Sinir Sarth Homojen Olmayan Operator Denklemler

Siin I'=0G olan G bolgesinde siirekli katsayili adi veya kismi tiirevli lineer
diferansiyel denklemin verildigini varsayalim. Bu denklemin G bdlgesinin " =0G
sinirinda lineer homojen sinir sartlarin1 saglayan y ¢oziimiiniin  bulunmasi
probleminin verildigini varsayalim. Bu denklemin sol yanin1 fonksiyonlarin bir K
kiimesinde tanimlanmis, yani G+I" kapali bolgesinde gerekli mertebeden siirekli
tiirevleri olan ve I' sinirinda ise verilmis sinir sartlarini saglayan fonksiyonlarin bu
K kiimesinde tanimlanmis lineer diferansiyel L operatorii gibi ele alabiliriz.
Boylece, bu yontemle ele aldigimiz lineer diferansiyel denklem ig¢in sinir deger

probleminin ¢éziimiinii agagidaki

Ly = f(p) (2.47)
operator denkleminin
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R(y)=0

(2.48)

siir sartin1 saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine getirilir. Burada p serbest

degiskenleri gosterir, f(p) onceden verilmis belli fonksiyon olup, bu fonksiyonun

stirekli fonksiyon oldugunu varsayariz. y € K aranan fonksiyondur ve I sinirinda

(2.48)smir sartin1 saglar. R ise lineer fonksiyonel veya I' siirinda verilmis ve

derecesi L diferansiyel operatoriiniin derecesinden kii¢iik olan lineer diferansiyel

operatordiir. Dikkate alalim ki, homojen olmayan
Ly = f(p)

operatdr denkleminin

R(Y)=¢(p), pel’

homojen olmayan sinir sartli sinir deger problemi

y=2+Yy,

(2.49)

(2.50)

dontligimii ile homojen smir sarth operatér denkleme getirilir. Burada ¢(p) T

siirinda  tanimlanmig 6nceden verilmis belli fonksiyondur. z fonksiyonu yeni

aranan fonksiyon ve y, fonksiyonu yeterince siirekli diferansiyellenen ve (2.50) sinir

sartin1 saglayan fonksiyondur:
R(y,) = ¢(p)-

O halde aranan z fonksiyonu asagidaki
Lz=f(p)-Ly,
operator denkleminin

R[z]=0

siir sartint saglayan ¢éztiimii olur.
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2.6.2. (2.47)-(2.48) Simir Deger Probleminin Coziimiiniin Tekligi hakkinda

Teorem
(2.47)-(2.48) sinir deger probleminin ¢éziimii igin asagidaki teklik teoremi dogrudur.

Teorem 2.6.2.1. K sinifinda tanimlanmis 6zeslenik ve pozitif L lineer operatoriiniin
verildigini varsayalim. Bu sartlar1 saglayan L operatorii (2.47) operator denkleminin

(2.48) sinir sartlarini saglayan ¢oziimii K smifinda varsa, o halde bu ¢6ziim tektir.

Ispat: Bu teoremi ispatlamak igin aksini farz edelim. (2.47)-(2.48) probleminin iki

farkli y, ve y, c¢oziimlerinin oldugunu varsayalim. Yani y, ve y, fonksiyonlari igin

Ly, = f(p), R[y,]=0 (2.51)

ve
Ly, = f(p), R[yz]: 0 (2.52)

esitlikleri saglanir.
O zaman (2.51) esitligi ile (2.52) esitliklerini taraf-tarafa ¢iksak ve L operatoriiniin

ve R fonksiyonelinin lineerligini kullanarak buluruz:
L(y,—v,)=0, Ry, -y,]=0, vy,,y, eK (2.53)

Burada (2.53) esitliklerinden birincisinin her yanimi soldan y, —y, farkina skaler

olarak carparsak buluruz:
(L(yl -Y, )’ Vi~ yz): 0 (2.54)

Sarta gore L operatorii K sinifinda pozitif oldugunda ve (yl - yz)e K oldugundan
(2.54) esitliginden
Y1—Y,=0

oldugu bulunur. Buradan da y, =y, oldugunu buluruz. Teorem ispatlandi.
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2.6.3. (2.47)-(2.48) Simir Deger Probleminin Bir Equivalent Varyasyon

Problemine Getirilmesi

Sinir deger problemlerinin varyasyon metodla ¢oziimiinde bizim ele aldigimiz hale
uygun olarak (2.47)-(2.48) smir deger probleminin ¢dziimiiniin bulunmasi problemi

K sinifinda tanimlanmis

F(y)=(Ly,y)—2(f,y) = [(Ly—2f)ydw (2.55)

fonksiyonelinin K smifinda minimumunu veren y € K fonksiyonunun bulunmasina

getirilir. (2.47)-(2.48) probleminin ¢oziimiiniin bulunmasi problemi ile K sinifinda

(2.55) fonksiyoneline minimum deger veren ye K fonksiyonunun bulunmasi

problemlerinin equivalent(esdeger) olduklari gosterilir.

Teorem 2.6.3.1. L operatoriiniin K sinifinda tanimlanmis 6zeslenik, pozitif lineer

operator oldugunu varsayalim. F(y) fonksiyonelinin (2.55) esitligi ile tanimlanmig
fonksiyonel oldugunu varsayalim. Homojen sinir sarth (2.47)-(2.48) sinir deger

probleminin y, ¢oziimii oldugunda, o zaman bu Yy, ¢oziimii F(y) fonksiyoneline

minimum deger verir.

Tersine, K smifinda (2.55) fonksiyoneline minimum deger veren Yy, e K
fonksiyonu bulundugunda, o zaman bu Yy, fonksiyonu (2.47) denkleminin de

¢Ozlimii olur.

Ispat: i) y, fonksiyonunun (2.47)-(2.48) simir deger probleminin ¢dziimii oldugunu

varsayalim. Yani
Ly, = f(p) ve R[yo]: 0

esitliklerinin saglandigini varsayalim. (2.55) fonksiyonelinde f(p) fonksiyonunu

Ly, ifadesiyle degistirelim. O zaman buluruz:

F(y) =(Ly, y)-2(Ly,. ) (2.56)
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Bu yiizden de L operatoriiniin 6zeslenik oldugunu, yani

(Lyo, ¥)= (Yo, Ly)=(Ly.Y,)

esitligini kullanarak buluruz ki:
F(y)=(Ly.y)-(Ly. ¥o) = (Lyo. )

=(Ly,y = Yo )~ (LYo, )= (LYs, Yo ) - (LYo, Yo)

(LY, Y= ¥o) = (LYo, Y = Yo )= (L5, Vo)

:(L(y_YO)’ (y_yo))_(l-ym YO) (2.57)

(2.57) formiiliniin sag yanindaki yalniz birinci hari¢ toplami degiskendir.

(y -Y ) € K oldugundan ve L operatoriiniin pozitif olmasindan

(L(y_YO)’(y_yo))Zo

Boylece (2.57) formiiliinden goriiyoruz ki, F(y) fonksiyoneli yalniz ve yalniz

(L(y_YO)’(y_yo)):o
esitligini saglayan y fonksiyonlarinda minimum degerini alir. Buradan da L

operatdriiniin pozitif olmasi tanimindan
y-Y,=0
yani
Y=Yo
halinde alinir. Dikkate alalim ki (2.57) formiilinden F(y) fonksiyonelinin en kiigiik
degeri
Foin () = ~(LYo. ¥o)
olur.

ii. Simdi (2.55) fonksiyoneline minimum deger veren Yy, e K fonksiyonunun
oldugunu varsayalim. Yy, fonksiyonu F(y) fonksiyoneline minimum deger

verdiginden Y, fonksiyonuna yeterince yakin olan y, € K fonksiyonlari igin

F(y:)=F(y,) 20
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Burada

=¥ —Yo) €K
olur. o sayisal parametre olmak iizere

Y=Y tan (2.58)
Fonksiyonlar1 ailesini ele alalim. Her bir & parametresi icin y € K oldugu agiktir.

|| "nin yeterince kiigiik degerleri de
AF = F(y)~Fly,]20

esitliginin saglandig1 da acgiktir. (2.55) formiiliine dayanarak asagidaki dontigiimleri

yapalim.
AF =(Ly, y)=2(f,y)~(Lyo, ¥o)
=(Ly,y)-2(Ly,, y)+2(Ly, — f,y)—2(Ly, — ., y)+ (LYo, ¥o)
=(Ly,y)-2(Ly,, y)+2(Ly, — f,y = Yo )+(LY,, ¥o) 2 0 (2.59)
Burada biz (2.57) déniisiimiinii ve (2.58) formiiliinii kullanarak buluruz ki:
AF = (LY = Yo b (Y = Yo )= (L5, Yo )+ 2(Lys = F. Y = ¥ )+ (LYs. Vo)

:aZ(Ln,n)+ 205(Ly0 —f ,77)2 0 (2.60)

(2.60) esitsizliginin sol yan1 « parametresine bagli quadrat (kare) tigterimlidir. Bu
ticterimli isaretini degistirmiyor. Bu quadrat iicterimliye uygun quadrat denklemin

reel kokleri olmadigindan bu ifadenin diskriminanti pozitif olamaz yani:

(Ly, — f.7)" =(Li,7)0<0
buradan da

(Lyo - f’77)2 <0

buradan ise her bir 7 € K igin
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(Lyo - f,77)=0

esitliginin saglandigini buluruz. Boylece, her bir 7 € K i¢in

[(Ly, = fJrow =0 (2.61)

w

esitligini buluruz. (2.61) esitliginde 7 fonksiyonu K smifindan keyfi alindigindan
Ly, — f =0 oldugunu, yani Ly, = f olur. Boylece y, fonksiyonu (2.47)-(2.48)

probleminin ¢oziimiidiir.
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3. LINEER DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN LINEER
SINIR DEGER PROBLEMLERININ VARYASYON
PROBLEME GETIRILMESI

Lineer diferansiyel denklemler icin lineer sinir deger problemlerin varyasyon
probleme getirilmesini ikinci mertebeli adi tiirevli diferansiyel denklemler ve Poisson

ve Laplace denklemleri i¢in asagida ayr1 ayr1 velirmistir.

3.1. Ikinci Mertebeli Adi Tiirevli Lineer Diferansiyel Denklemler i¢in Lineer

Sinir Deger Problemlerinin Varyasyon Probleme Getirilmesi

Asagidaki ikinci mertebeli adi tiirevli
y'+P(X)y'+Q(x)y = D(x) 3.1)

diferansiyel denkleminin

a,y'(a)+ay(a) = A} (3.2)

py'(0)+ py(b) =B
lineer smir sartlarini saglayan ¢6ziimiinlin bulunmasi problemini ele alalim. Burada
P(x), Q(x) ve ®(x) fonksiyonlar1 6nceden verilmis [a,b] araliginda tanimlanmig
stirekli fonksiyonlardir. «,« , S, f, A, B sabit sayilardir ve

|| +|e| =0, |B,]+|B| %0
sartlarinin  saglandigin1  varsayalim. (3.1)-(3.2) problemini equivalent varyasyon

probleme getirmek i¢in once (3.1) denklemini O6zeslenik diferansiyel operatorlii

denklem seklinde yazalim. Bunun igin ise (3.1) denkleminin her yanini pozitif

j.P(x)dx
p(x) =e:
fonksiyonuna ¢arpalim. O zaman (3.1) denklemini asagidaki seklinde yazabiliriz:
PO)Y"(X) + PX)P(X)Y'(X) + P(X)Q(X) Y = p(X)D(X) (3.3)

Burada

P(x)dx

px)=e P(X)=p()P(x)



esitligi kullanarak biz (3.3) denklemini asagidaki sekilde yazalim.

L byl a0y =109 . (3.4)

Bu denklemde
P(X) >0; q(x) = p(X)Q(x); f(X) = p(x)P(x)

olur. (3.4) sekilli ikinci mertebeli diferansiyel denkleme ikinci mertebeli 6zeslenik

lineer diferansiyel denklem denir. Asagidaki

Ly = [py]-a0dy (3.5)

esitligi ile lineer diferansiyel Ly operatoriini tanimlayarak (3.4) diferansiyel
denklemini

Ly =—f(x) (36)
operator denklemine getirmis oluruz. Bu denklemde, p(x), p'(x), q(x) ve f(X)
fonksiyonlar1 [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlardir. Once (3.2) smr sartlarinin

homojen siir sartlart oldugunu varsayalim. Yani (3.2) sinir sartlarinda A=B =0

halini ele alalim. O zaman:

a,y'(a)+ay(a) = 0} 37)

py'(0)+ py(b) =0
sinir sartlarinin verildigini ve
o] +|a] =0 ve |B,]+|B] =0

sartlarinin saglandigini varsayalim. Burada genelligi bozmadan o, 20 ve S >0
saglandigin1 da varsayalim. Bu sartlarda lineer diferansiyel L operatoriiniin ikinci
mertebeye dek (ikinci mertebe de dahil olmak iizere) [a,b] araliginda siirekli
diferansiyellenen (yani y(x) C[(;)b] olan) ve [a, b] araliginin siirinda homojen (3.7)
siir sartlarini saglayan fonksiyonlarin K = {y} siifinda (L operatoriiniin) 6zeslenik
oldugunu gosterelim. Bunu gostermek icin keyfi u,v e K fonksiyonlarini alalim. Bu

fonksiyonlar i¢in (3.5) formiiliinii kullanarak buluruz
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(Lu,v)—(Lv,u):I{— [j' (pOou’ )+q(x)u}+u[ d (p(x)v)+q(x)v}} X
= I [p(x)(uv" +Vu")+ p’(x)(uv’ —vu' )]dx

d
=5 [p()(uv’ —vu’)]dx

!—’o-

a

= p(x)(uv’ —vu'):l

= p(b)w(b) — p(2)w(a) (3.8)
burada
_u(x) v(x)
w(x) = U0 V() (3.9)

u(x),v(x) € K fonksiyonlari homojen (3.7) sartlarini saglar, yani mesela
au'(a)+au(a)=0
aVv'(@)+av(a)=0

esitlikleri saglanir. Bu esitliklerde ya o, #0 yada o # 0 oldugundan

u'(a) = —aﬁu(a) , V(@) = —aﬁv(a)

ya da
u(@) = - u'(a), v(a) = - £ v'(a)
a a

seklinde de ifade edebiliriz. Bu yiizden de
w(a) =0
olur. Benzer sekilde
w(b) =0

oldugu ispatlanir.
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Boylece (3.8) formiiliinden, sonuncu esitlikleri kullanarak
(Lu,v)—(Lv,u)=0
yani her bir u,v e K igin
(Lu,v)=(Lv,u)

esitliginin saglandigini ispatlamis oluruz. Boylece (3.5) formiilii ile tanimlanmis L
operatoriiniin K = {y} sinifinda 6zeslenik operatér oldugunu ispatladik. Simdi hangi
sartlarda bu L operatoriiniin pozitif operator oldugunu gosterelim. Keyfi y e K

fonksiyonunu alalim. Bu y = y(x) fonksiyonu i¢in buluruz ki:

b

(Ly.y)=-] {%[p(x)y'h q(x)y}ydx (3.10)

a

Bu (3.10) formiiliiniin birinci terimini parga-par¢a integrasyon formiiliinii

uygulayarak (Ly,Y) c¢arpimi i¢in asagidaki ifadeyi buluruz.

(Ly,) == POV + [ [P(¥)y2 - a(x)y? Jix (3.11)

Bu ifadede p(x)>0oldugundan (3.11) ifadesinden gériiyoruz ki, L operotori

asagidaki sartlar saglandiginda, pozitif operator olacaklardir:

q(x) <0, her bir x e[a,b] (3.12)
ve
y@y'(@=0, y(b)y'(b)<0 (3.13)

Dikkate alalim ki, varsayimimiza gére ¢, >0 ve S, >0 sartlari saglandigindan (3.7)

siir sartlarindan (3.13) sartlarinin saglanmasi igin, bu sartlarin (3.13) sartlarinin

a<0, f20 (3.14)

sartlarina equivalent oldugu goriiliir. Boylece, Teorem 2.6.3.1°1 uygulayarak buluruz
ki, (3.12) ve (3.14) sartlarinin saglanmasiyla (3.6)-(3.7) smnir deger probleminin

¢Oziimiiniin bulunmasi problemi K sinifinda

F(y)=(Ly,y)+2(f,y) (3.15)

28



fonksiyonelinin minimumunun bulunmasi problemine equivalent oldugunu buluruz.

(3.11) formiiliinii kullanarak L(y) fonksiyoneli i¢in asagidaki ifadeyi buluruz:
F(y) = p@)y(a)y'(@) - pb)y()y'(b) +

b

+[[p(y? +a(0y? +2f (x)ykix . (3.16)

a

Ozel halde o, >0 ve B, >0 sartlar1 saglandiginda F(y) fonksiyoneli igin bu sartlar

saglandiginda asagidaki ifadeyi buluruz:

F(y) =2 pa)y’ @ —ﬂﬁ p(b)y* (b)
+I[I0(><)y’2 —q()y? +2f () y)ix . (3.17)

Bagka 6zel haller igin benzer sekilde F(y) fonksiyoneli igin uygun ifadeler bulunur.

Simdi (3.6) denkleminin homojen olmayan (3.2) sinir sartlarin1 saglayan ¢éziimiiniin

bulunmasi problemini ele alalim. Bu hal i¢in de (3.12) ve (3.14) sartlarinin
saglandigini varsayalim. (3.2) sartlarini saglayan Yy(X) € C[(;L] siifinda L operatorii
genelde Ozeslenik ve pozitif operatdr olmayabilir. Bu yiizden de Teorem 2.6.3.1°1
burada L operatorii i¢in direk uygulayamayiz. Simdi z = z(X) € C[(az}j] fonksiyonunun

(3.2) sartlarini sagladigini, yani

a,7'(d) +az(a) = A} (3.18)

pz'(b) + pz(b) = B
sartlarinin  saglandigini varsayalim. y =Yy(x) (3.6) denkleminin (3.2) sartlarin
saglayan ¢ozlimii oldugunu varsayalim. O zaman

u=y-z (3.19)
Esitligi ile tanimlandigimiz u =u(Xx) fonksiyonu asagidaki homojen sinir sarlar
saglar:
au’(a)+au(a)=0
(@) +au(a) } .20
pu'(0) + pu(b) =0
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u =u(x) fonksiyonu

Lu=L(y)—-L(2)
denkleminin ¢6ziimii olur, yani

Lu=—f(x)-L(2) (3.21)
Boylece, ue K olur. boylece, Teorem 2.6.3.1°¢ esasen Lu operatoriiniin K
smifinda 6zeslenik ve pozitif oldugu goriliir. Bu yiizden de (3.20)-(3.21) sinir deger
probleminin u = u(x) ¢ozimii

F(u) = (Lu,u) +2(f (x) + Lz,u)

fonksiyoneline minimum deger verir. (3.11) formiilini F(u) fonksiyoneline

uygulayarak buluruz:

F(u) = p()u(a)u’(a) — p(b)u(b)u’(b)
+_l|1[p(x)u’2 +q()u® +2(f(x) + Lz)u]dx (3.22)

Burada biz (3.19) esitligini kullanarak (3.6) denkleminin (3.2) sinir sartlarim

saglayan y(X) ¢Oziimiiniin asagidaki fonksiyonele minimum deger verdigini buluruz:

F.(y) =p@)y(@-z@]y'(@)-z'(@)]- pb)yb)-z®)]y () - 2'()]
+[[pO0(y 27 ~ a0y~ 2)° +2(f (9 + L)y - 2) ix
=p@)[y(a) - z(a)[y'(@) - z'(a)]- po)[y(b) — z(b) [y'(b) — '(b)]

+[[p(9y”? —a()y? +2f ()yfix+ [[p(022 - q(x)2* + 2 (x)2]ix

+2I[— p(X)y'z'+q(x)y.z + (y — z)Lz]dx (3.23)

a

burada parca-parca integrasyon formiiliinii kullanarak buluruz:
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j(y 7)Lzdx :—j(y—z)[ (p(x)z)+q(x)z}

=—(y-2)p()z], + [[p()z'(y' = 2') - a(x)z(y - 2) Jdx
= p(a)[y(a) - z(a)]z'(a) - pb)y(b) — z(b) ]z'(b) +

+

[p(0)z'(y'-2")-q(x)z(y - 2)]dx

m'—.c

b
Burada I(y—z) Lzdx integrali i¢in buldugumuz bu ifadeyi (3.23) formiiliinde

kullanarak ve kiigliciik sadelestirmeler yaparak F (y) fonksiyoneli i¢in asagidaki

fonksiyoneli buluruz:

F.(y)= p@@)[y(a) - z(a)]y'(a) + z'(a)]- p(b)[y(b) — z(b)[y'(b) + z'(b) ]+

+[[p(0y? —a(y? + 2 (x)yix -

.j.[p(x)z'2 —q(x)z? +2f(X)Z]dX (3.24)

Simdi o, >0 ve f, >0 oldugunu varsayalim. Bu sartlarin saglanmasiyla (3.2) sinir

sartlarindan buluruz:

y'(a) = A—ay(a) | 7'(a) = A-az(a)
o, o,
ve
1ty — B =Py (b) 'y — B~ 2(b)
b) = —————, b)=—""—
y'(b) 5, 2'(b) 5,

Bu ifadeleri (3.24) formiiliinde kullanarak F (y) fonksiyoneli i¢in asagidaki ifadeyi

buluruz:
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R0)="2 Py - @) P2 by - o o)

1 1

+[[p(0y’? —a(y? + 2 (x)yix -

{ p;a) [2A2(a) - 2% (8)] - p;b) [2B2(b) - 22 (b) |+

+j'[p(x)z’2 —q(x)z? +2f(x)z]dx} (3.25)

(3.25) formiiliinde {} parantez igerisindeki ifade y(x) fonksiyonunun degismesinden
dolayr degismediginden F,(y) fonksiyonelinin minimum problemi yerine asagidaki

esitlikle tanimlanan ®(y) fonksiyonelinin minimum problemini ele alabiliriz.

o= 2D ay(a) -y’ @)]- 22 ey(o) - py° )]

+[[p()y? —a(y? + 21 (x)yix (3.26)

Boylece (3.6)-(3.2) sinir deger problemi (homojen olmayan (3.2) siir degerli sinir
deger problemi) (3.12) ve (3.14) sartlarmin saglanmasiyla K, (uygun sinir sartlarimni

saglayan fonksiyonlar) (3.26) formiilii ile tanimlanan fonksiyonelinin varyasyon

problemine equivalent oldugunu buluruz.

Not 3.1.1. a; =0 ve g, #0 oldugunda, 0 zaman

V(@) = 2(2) =2

oldugu bulunur. Bu yiizden de bu durum da (3.24) formiiliinii kullanarak ®(y)

fonksiyoneli yerine

D (y) = %[my(b) — A O+ [ [P0y —a00y? + 21 (9ykix

fonksiyonelini alabiliriz.
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Not 3.1.2. o, =0 ve g, =0 oldugunda ®(y) fonksiyoneli yerine

o(y) = [[p(x)y? - a(0y? + 2f (x)yfix

fonksiyonelini alabiliriz.

3.2. Poisson ve Laplace Denklemleri icin Sinir Deger Problemlerinin Varyasyon

Probleme Getirilmesi

Asagidaki
—Au=f(xy) (3.27)
Poisson denkleminin verildigini varsayalim. Bu denklemde

0%u
2

o%u
AU=—+ ve f(x)eC(G)
OX

Burada (3.27) denkleminin kapali G=G+T bolgesinde siirekli olan ve G

bolgesinin 0G =TI" smirinda
Ul = ¢(P) (3.28)
sinir gartin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasinin istendigini varsayalim. Burada

P=(x,y) ve ¢@(P) fonksiyonunun I' smirinda siirekli ve verilmis fonksiyon

oldugunu varsayalim. Burada 6nce ¢(P) =0 oldugunu varsayalim, yani

ul =0 (3.29)

r

Boylece, (3.27) Poisson denkleminin homojen (3.29) smir sartini saglayan

¢Oziimiiniin bulunmas1 problemini ele alalim. Burada biz kapali G bolgesinde
kendisinin ve birinci ve ikinci mertebeli kismi tiirevlerinin siirekli olan
fonksiyonlarin I' sinirinda sifira doniisen fonksiyonlarin K = {u(x)} sinifinda

Lu=-Au

Operatoriiniin simetrik ve pozitif oldugunu gosterelim. Bunun i¢in K smifindan

keyfi bir u e K ve v e K fonksiyonlarini alalim. Asagidaki ifadeyi ingaa edelim.
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Burada biz

g[% - %}dxdy = 1 Pdx + Qdy

formiili ve
ulr=0vev=0

sartlarin1 kullanarak buluruz ki:

(Lu,v)—(Lv,u)zJ{ (u%—v%ujdx + [u% —v%)dy} 0  (3.30)

Boylece
(Lu,v)=(Lv,u)
oldugunu buluruz. Bu esitlikten de L operatoriiniin 6zeslenik oldugu goriiliir.

Simdi Lu=-Au operatoriiniin K = {u(x, y)} smifinda pozitif operatdr oldugunu

gosterelim. Boylece, her bir u € K i¢in buluruz ki:

(Luu)= ﬂ (8—+—]dxdy

2
=— J‘[i(u a_uJ + g[u a—uﬂdxdy + H (a_uj + (auj dxdy
2| ox\ ox) oyl oy 2 | \Ox oy
Bu esitligin sag yanindaki birinci integrale Green formiiliinii uygularsak ve u(X,y)

fonksiyonunun u| - =0 olmast sartin1 kullanirsak buluruz:

34



auY (ou)
[(&j {Ej ]dxdy (331)

(Lu,u)=(~Au,u)>0

yani her bir u e K igin

(Lu, u) =0 oldugunda (3.31) formiiliinden
ou_ou_,
ox oy
oldugunu, buradan da u(x, y) = ¢ oldugunu buluruz. (3.29) sinir sartin1 kullanarak
u(x,y)=0
oldugu bulunur.

Boylece, Lu=—Au operatoérii K sinifinda pozitif operatérdiir. Bu sonuglardan biz
(3.27) denkleminin (3.29) homojen sinir sartlarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi
problemi i¢in Teorem 2.6.3.1’in sartlar1 saglanir. Bu yiizden bu smr deger

probleminin ¢ézlimiiniin bulunmasi problemi K simnifinda
F(u) = (Lu,u)-2(u, f) (3.32)

Fonksiyonelinin varyasyon probleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine

equivalenttir. (3.31) formiiliinii kullanarak buluruz:
F(u) =ﬂ (a—u]z N 2 —2fu |dxdy (3.33)
AN oy

Simdi biz (3.27) denkleminin homojen olmayan (3.28) smir sartin1 saglayan

¢ozlimiinlin bulunmasi problemini ele alalim. Burada K, = {u(x, y)} fonksiyonlar
sinifi olarak C? (6) smifindan alinmis (3.28) sinir sartlarini saglayan

K, = {u eC(Z)((_B): ul, =(p(p)}
siifini ele alalim.
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Asagidaki
v(x,y) =u(x,y) —z(x,y)
esitligi ile v(x,y) fonksiyonunu dahil edelim. Burada u(x,y) fonksiyonu sinir

sartin1 saglayan ¢oziimidir. O zaman v=v(X,y) fonksiyonu T'=0G sinirinda

homojen

v =0 (3.34)

r

siir sartini saglayan fonksiyon olur. Ciinkii biz burada z=1z(x,y)eC® (6)
fonksiyonunun (3.28) smir sartini sagladigimi varsayariz. O halde v=Vv(X,Y)
fonksiyonu (3.34) sartin1 saglamakla birlikte
Lv=Lu-Lz=f(P)-Lz (3.35)
denkleminin ¢6ziimii olur. Burada
2 2
Lz =— a—f + 6_5
ox= oy

belli fonksiyondur. v =v(x,y) fonksiyonu (3.35) denkleminin (3.34) homojen sinir

sartin1 saglayan ¢oziimii oldugundan bu fonksiyon

F(v) =(Lv,v)-2(v, f(p)—Lz) (3.36)

fonksiyoneline minimum deger verir. (3.36) fonksiyonelinde v=u—z oldugunu ve

L operatoriiniin lineer operatdr oldugunu dikkate alarak buluruz:

Flu-z]=F,u)=(Llu-z)u-2)-2u-z, f(p)-Lz)
=(Lu,u)-2(u, f)+(u,Lz)—(z,Lu)+2(z, f)—(Lz,2) (3.37)

(3.37) formiiliiniin sonuncu iki toplanani (terimi) aranan u =u(x,y) fonksiyonuna

bagh olmadigindan (3.37) fonksiyoneline minimum deger veren U =u(X,Y)

fonksiyonu asagidaki fonksiyoneli minimallastiracaktir:

F,(u) =(Lu,u)-2(u, f)+[(Lz,u)—(Lu,2)] (3.38)
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(3.38) fonksiyonelini de z(x,y) fonksiyonuna bagli olmayan fonksiyonelle

degistirmek olur. Gergekten de (3.30) formiiliinde kullanilmis olan doniisiimii

kullanarak buluruz:

(Lz,u)—(Lu,z :H ZAU—UAZ )d
G

—

on on

I
—e

za—u—ugjds

H
Burada N vektori T' yiizeyinin dig normalidir ve

a_u oudy oudx oz adzdy oz dx

on oxds odyds’ on oxds oy ds
Burada
2, =ul. =(x)
oldugundan buluruz:

ou oz

(Lz,u)-(Lu,z2) j(p(X y)(——%)ds

Diger yandan (3.31) formiiliinii kullanarak buluruz:

(Lu,u)= ju—ds jj[[ ) ( ”dxdy_
oz (2] (3] o

(3.39) ve (3.40) formiillerini (3.38) formiiliinde kullanarak buluruz:
F,(u) =ﬂ (a—“jz L 2 —21u dxdy—j(p(x, y)@ds
S | LOX oy . on
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F,(u) fonksiyonelinin (3.41) formiiliindeki sonuncu toplanani u fonksiyonuna bagl

olmadigindan, (3.1)-(3.2) smir deger probleminin ¢éziimiiniin bulunmasi problemi

asagidaki fonksiyonel i¢in varyasyon problemine equivalenttir, yani

d(U) = jGj {@—fj +(%“jz ~2 fu]dxdy

(3.42)

fonksiyonelinin K, fonksiyonlar sinifinda minimumunun bulunmasi problemine

equivalenttir. Ozel halde bu (3.42) fonksiyonelinde ve (3.27) denkleminde

f = f(x,y) =0 aldigimizda
Au=0

Laplace denklemi i¢in
ul. =e(x,y)

Dirichlet problemini aliriz. Bu problemin ¢éziimii u fonksiyonu

wwr=J| (3] (5] o

Dirichlet integralini minimallestiren fonksiyondur.
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4. VARYASYON PROBLEMIN YAKLASIK COZUM
METODLARI

Varyasyon problemin yaklasik ¢6ziim metodlar1 agagida gdsterilmistir.
4.1. Genel Hal icin Ritz Metodu

Ritz metodu varyasyon problemlerin yaklasik ¢6ziimiiniin bulunmasi metodudur.
Ritz metodunun agiklamasini
F(u) = (Lu,u)—2(f,u) (4.2)

fonksiyonelinde gosterelim. (4.1) fonksiyonelinin bir lineer K ={u} fonksiyonlar

kiimesinde tanimlanmis oldugunu ve L operatoriiniin pozitif lineer operator

oldugunu ve f fonksiyonunun oOnceden verilmis siirekli fonksiyon oldugunu

varsayalim. K sinifinin fonksiyonlarinin lineer sinir sartlarini

R(u) = ¢(p) (4.2)

sartlarinin saglandigini varsayalim. Burada R belli lineer fonksiyonel ve ¢ verilmis

sabit bir say1 ya da fonksiyon oldugunu varsayalim.
R(u,) = ¢(p) (4.3)

sinir sartin saglayan fonksiyon oldugunu, u,(p),u,(p),...,u,(p) fonksiyonlarinin ise

homojen

Ru)=0, (i=12,..,n) (4.4)

Sinir sartlarin1 saglayan fonksiyonlar olduklarini varsayalim. Asagidaki lineer

kombinasyonunu ele alalim:

u(p;Cy,Cpien €y ) = Ug (P) + D iU, (P) (4.5)
i=1
Bu lineer kombinasyon (4.3) sinir sartin1 saglar. Gergekten de:

RW) = R;) + 6,0 = ()



Bu yiizden de u(p;c,,C,,...,C,) lineer kombinasyonu her bir keyfi alinmis c,,cC,,...,C,
sabitleri i¢in u(p;c,,cC,,...,C,) € K olur. (4.1)-(4.2) varyasyon probleminin yaklagik
¢oziimil (4.5) lineer kombinasyonu seklinde arayalim. Bunun i¢in u(p;c,,C,,...,C,)

fonksiyonunu (4.1) fonksiyonelinde u fonksiyonunun yerine yazalim. O zaman
F(u) = ®(C,,CynsCy) (4.6)

fonksiyonunu buluruz. (4.6) esitliginde @ fonksiyonu c,,c,,...,c, degiskenlerine
baglt belli fonksiyondur. c,,C,,...,C, sabitlerini dyle secelim ki, F(u) fonksiyoneli
minimum deger almasin. Bu F(u) fonksiyonelinin minimum deger almasi igin

C,,C,,...,C, asagidaki denklemler sisteminin ¢oziimii olmasi gerek sarttir:

o,
oc,
o,
ac,
2 o,
oc,

Boylece (4.1)-(4.2) varyasyon problemi yaklasik olarak n degiskenli ®(c,,c,...,C,)

fonksiyonunun ekstremumunun bulunmas: problemine getirilmis olur. @
fonksiyonunun degiskenlerinin sayisini artirdikga (4.5) formiilii ile bulunan yaklasik
¢oztimler dizisi (4.1)-(4.2) varyasyon probleminin ¢dziimiine yaklasir. Biz diger
kisimlarda (ileride) ayri-ayr1 varyasyon problemlerin yaklasik olarak ¢dziimiinii ele

alacagiz.

4.2. ikinci Mertebeli Adi Tiirevli Lineer Diferansiyel Denklemler i¢in Simir
Deger Probleminin Uygun Varyasyon Problemine Ritz Metodunun

Uygulanmasi ile Yaklasik Coziimii

Lineer diferansiyel

d ! —

&[p(xw l+a(x)y = f(x) 4.7)
denkleminin

y(@=A, y(b)=B (4.8)
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siir sartlarint saglayan ¢oziimiin bulunmasi probleminin yaklagik ¢oziimii uygun
varyasyon problemin yaklasik ¢6ziimiiniin bulunmasi1 yontemiyle ¢6zelim. Burada

P(X),d(x), f(X) € Cp.p)s P(X) >0 her bir xe [a, b] icin sartlarinin  saglandigini

varsayalim. Not 3.1.2’ye dayanarak (4.7)-(4.8) simir deger probleminin ¢oziimiiniin

bulunmasi problemi

F(y) = [[p(y? —a(x)y? +2f () yfix (4.9)

fonksiyonelinin y(x) eC[(az})] smifinda (4.8) sartlarinin saglanmasi ile varyasyon

probleminin ¢oziimiin bulunmasina equivalenttir. (4.9) fonksiyonelinin (4.8)
sartlarinda varyasyon probleminin yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in Ritz metodunu
uygulayalim. Once

u,(@)=A, u,(b)=B

Sartlarini saglayan u,(X) fonksiyonunu secelim. Sonra ise
u,(@=u,(b)=0,i=12,..,n

sartlarint saglayan u, (X),U,(X),...,u, (X) fonksiyonlarini secelim. Bu sartlar1 saglayan

U (), Uy ()1 Uy (X)

fonksiyonlarini sectikten sonra ele aldigimiz (4.9) fonksiyonelinin ekstremalini
Y(x) = Uy () + YU, (%) (4.10)
i=1

toplam1 seklinde arayalim. Burada c;,C,,...,C, keyfi alinmis sabit sayilardir. (4.10)

seklindeki y(x) fonksiyonun verilmis sinir sartini sagladigi agiktir, yani
y@=A, yb)=8B

sartlar1 saglanir. Simdi c;,C,,...,C, katsayilarin1 oyle secelim ki, (4.10) formiili ile

tanimlanan y(x) fonksiyonu (4.9) fonksiyoneline ekstremum deger versin. (4.10)

ifadesini (4.9) formiiliinde yerine yazarak buluruz:
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F()=| {p(x){ua 09+ 3560 0] a9 w00+ 3cwi (0

+2f (x)[uo(x) +Zn:ciu{ (x)}dx =w(c,,c,,...C,)

Burada w(c,,cC,,....c,) fonksiyonu c,c,,...,c, degiskenlerinin quadratik (kare)

fonksiyonudur. Diferansiyellenen w(c,,c,,....c,) fonksiyonunun bir (c,,c,,...,c,)

degerinde ekstremumunun olmasi i¢in gerek sart C,,C,,...,C, degiskenlerinin

asagidaki denklemler sistemini saglamasidir:

ac, (4.11)

(4.11) denklemler sistemi c,,c,,...,c, bilinmeyenlerine nazaran cebirsel denklemler

sistemidir. Denklemlerin sayisi arananlarin sayisina esittir. (4.11) denklemler
sistemini ¢ozilip, problemin ¢oziimiinii yaklagik olarak (4.10) seklinde buluruz.
Probleminin iyi sekilde ¢éziimi u,(x),u,(X),...,u,(x) fonksiyonlarinin se¢imine ¢ok

baghidir.

Ornek 4.2.1. y" + (1+ xz)y +1=0 denkleminin

y(-1) = y() = Osartin1 saglayan ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim: u,(X),u,(x),...,u,(X) koordinat fonksiyonlarini

Uy (X)=0;
u,(x) =1—x?;
u,(x) =1-x*;

u, (x)=1-x"
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seklinde segelim. Sadelik igin yalniz li¢ tane koordinat fonksiyonu alalim ve Yy(X)
fonksiyonunu

y(x) = ¢, [1—x?)+c,(1-x*) (4.12)
seklinde arayalim. Verilmis denklemde
p(x) =1, q(x) =1+x>, f(x)=-1

olur. Bu denkleme uygun diferansiyel operatoriin 6zeslenik oldugu agiktir. Bu

denklem igin F(y) fonksiyoneli

F(y) = Hy'2 +(1+ xz)y2 - Zy]dx

seklinde yazilir. Bu fonksiyonelde y fonksiyonunu (4.12) formiilii ile tanimlanan y

fonksiyonu ile degistirelim. O zaman buluruz:

F(y)= j{ (2C1X+4(;2x3)2 _(1+ lecl(l— x2)+ 02(1— X4)]2

- 2[01(1— x2)+c,1- x*)] }dx

S—F ve S—F tirevlerini F(y) integralim1 diferansiyelleyerek buluruz ve asagidaki
Cl CZ

ifadeleri buluruz:

F =} e oo ol i) )2 ) o

_ (38 4 1)_
=8 —¢C, +—C,——|;
105 9 3

oF j{ 81 (26, + 4, )~ 2l 3 oo x feu (- x?) ¢, x| 2l x) | i

o,

4 2488 2)
=8 ~c +2¢, -2
91 3645 2 5

Bu tiirevleri sifira esitleyerek c,,C, parametrelerine nazaran asagidaki lineer cebirsel

denklemler sistemini buluruz:
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Bu sistemi ¢ozerek buluruz ki:
¢, =0,988, c, =-0,054

C, Ve C, i¢in buldugumuz bu degerleri (4.12)’da yerine yazarak aranan ¢6ziimii

yaklasik olarak
y(x) = 0,934 —0,0988x* + 0,054x* (4.13)

yaklagik ¢oziimiinii buluruz.

4.3. Schturm-Liouville Simir Deger Probleminin Ritz Metodunun

Uygulanmasiyla Yaklasik Coziimii

Homojen ve eslenik

[p()yT +[a() + 4e(x)ly =0 (4.14)

diferansiyel denkleminin

2 Y(2) +a,y'(a) = 0} (4.15)

Boy(b) + f,y'(b) =0,
homojen simir sartlarini saglayan homojen sinir deger problemini ele alalim. Burada
P(X) >0, |ao|+|en|#0, |Bo|+]B]#0; p(x),q(x), p(x) fonksiyonlar, 1 ise

parametredir.

y(x) =0 fonksiyonu (4.14) diferansiyel denkleminin (4.15) sinir sartlarini saglayan
¢oziimdiir. Ama (4.14)-(4.15) sinir deger probleminin trivial olmayan (aynen
y(X) =0 olmayan) ¢6ziimiiniin bulunmasi hem pratik hem de teorik agidan g¢ok

onemlidir. (4.14) homojen denkleminin homojen (4.15) sinir sartlarini saglayan

trivial olmayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine Schturm-Liouville problemi

denir. A parametresinin bu degerlerine, (4.14)-(4.15) probleminin karakteristik

degerleri veya Schturm-Liouville probleminin karakteristik sayilar1 denir. Bu

44



karakteristik degere uygun (4.14)-(4.15) probleminin trivial olmayan g¢éziimlerine

karakteristik fonksiyonlar veya karakteristik ¢6ziimler denir.

Simdi biz burada sadelik i¢in (4.14) denkleminin

y(@) =0, y(b)=0 (4.16)
siir sartlarini saglayan sinir deger problemini ele alalim. Burada Ritz metodunun
uygulanmasi ile bu (4.14) denkleminin (4.16) sartlarindaki Schturm-Liouville

probleminin yaklagik ¢oziimiiniin bulunabilindigini gosterelim. Bunun i¢in bu

boliimde (4.14) denklemine uygun olan asagidaki fonksiyoneli ele alalim:
b
F(y) = {p(9y”? ~[a(x) + Ao (x)ly? jox (417)

Bu (4.17) fonksiyoneline ekstremum deger veren ve
y(@,4)=0, y(b,2)=0

sinir sartlarini saglayan y = y(X, A1) fonksiyonunun bulunmasi problemini ele alalim.

Bu fonksiyonelde olan A parametresinin o degerleri ki, ele aldigimiz bu varyasyon
probleminin trivial olmayan ¢6ziimleri bulunur. Bu ¢éziimler ele aldigimiz Schturm-
Liouville probleminin uygun olarak karakteristik sayilar1 ve karakteristik ¢oziimleri

olur. Ele aldigimiz bu varyasyon problemin aradigimiz Yy =Yy(x,A) ¢Oziimiinii

koordinat fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu seklinde arayalim:
y =C,U, (X) +C,U, (X) +...+ C,U, (X) (4.18)
Burada u, (x),u,(X),...,u, (x) koordinat fonksiyonlarinin
u,(@=u,(b)=0,i1=12,..,n

sartlarin1 sagladiklarin1 varsayariz. Burada (4.16) sartlart homojen olduklarindan
u,(x)=0 aldik. (4.18) ifadesini (4.17) fonksiyonelinde aranan y=y(x,4)
fonksiyonunun yerine yazarak ve bazi islemleri yaparak asagidaki ifadeyi buluruz:

F(y) =v(c,.c,...C,)
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Burada y fonksiyonu c,,cC,,...c, degiskenlerinin guadratik formu (ikinci dereceli

lineer homojen fonksiyon) olur. c¢,c,,.C, katsayilarm1 y fonksiyonunun

ekstremum sartlarindan  (ekstremum i¢in gerek sartlardan) buluruz. Bu

w fonksiyonunun ekstremumu i¢in gerek sartlar lineer homojen cebirsel denklemler

sistemi verir:
CLIY
oc,
¥ _,
acz ! (419)
P o
ocn

Homojen (4.19) sisteminin trivial olmayan c,,c,,...c, ¢dziimlerinin olmasi i¢in gerek
ve yeter sart (4.19) sisteminin A(4) determinantinin sifira esit olmasidir. Boylece,
karakteristik degerleri bulmak i¢in n-dereceli cebirsel

A1) =0 (4.20)
denklemini buluruz. (4.20) denklemine Schturm-Liouville probleminin karakteristik
denklemi denir. (4.20) karakteristik denklemini ¢dzerek biz n tane A,,4,,..,4,

karakteristik degerlerini buluruz. c;,cC,,..C, katsayilarn1 bulmak i¢in her bir

n

karakteristik A. degerini (4.19) sisteminde A parametresinin yerine yazip bu

sistemin uygun trivial olmayan ¢6ztimiinii buluruz. Karakteristik

y=y(%4;), i=12,..,n

fonksiyonlart (4.18) formiilinde c,c,,...C, katsayilarinin yerine (4.19) sisteminin
A =4, halindeki uygun ¢6ziimlerini yazarak bulunur. Dikkate alalim ki, Ritz metodu

ile sonlu sayida yaklasik olarak karakteristik degerler ve karakteristik fonksiyonlar
bulunur. Ama karakteristik degerler ve karakteristik fonksiyonlar sonsuz sayida
olabilir. n sayisinm1 yeterince biiyiik almakla hem bulunan karakteristik degerlerin ve

karakteristik fonksiyonlarin sayisi artar, hem de hatay1 kii¢iiltmiis oluruz.
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Ornek 4.3.1. y"+y=0 (4.21)
y(0)=0,y®)=0 (4.22)

Schturm-Liouville probleminin Ritz metodunun uygulanmasi ile birinci iki

karakteristik degerini ve uygun iki karakteristik fonksiyonunu bulunuz.

Coziim: Verilmis (4.21) denklemi (4.17) fonksiyoneli

1
F(y) = I(y’z —lyz)dx (4.23)
0
seklinde yazilir. (4.22) sinir sartlarini saglayan koordinat fonksiyonlarini
u, (X) = X(L—X); u,(X) = x*(L—x)
seklinde secelim. y = y(X, 1) ekstremalini
y:cl(x—x2)+ cz(x2 —x3) (4.24)
seklinde arayalim. Burada c,,C, sabit sayilardir ve her ikisi de ayn1 zamanda sifira

esit olamaz (¢ +c? >0 sarti saglanmalr). (4.24) ifadesini (4.23) fonksiyonelinde

yerine yazarak buluruz:
F(y) :j{ le,—2x)+c, (2x—3x? [ = Ale, (x— x2)+c, (x* = x®)f } dx
0

F(y) fonksiyoneli i¢in buldugumuz bu ifadeyi ¢, ve c, parametrelerine nazaran

diferansiyelleyerek buluruz ki:

106F _t
(1—2x)c,(1-2 2x—3
24c, ! e, @-20) v, (2x -3¢
—;L(x—lecl(x—xz)+02(x2 —Xs)] }dx
(1 1 1 1
(o0 Ao we)
Lo stk o)
2 0

—~ /I(X2 —~ x31c1(x —Xx? )+ c, (x2 - x3)] }dx

1 2 1 1
—C, +—¢C, |- A —C, +—C,
6 15 60 105
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oF .. . . .
Burada . ve e tiirevlerini sifira esitleyerek asagidaki sistemi buluruz:
Cl CZ

lc1 1—i +£c2 1—i =0
6 10) 15 14

veya

(2¢, + cz)(l—ij =0
10 (4.25)

5C, 1—i +4c, 1—i =0
10 14

(4.25) sisteminin trivial olmayan c,,c, ¢oziimiiniin olmas: gerek ve yeter sart bu

sistemin determinantinin sifira esit olmasidir. (4.25) sisteminin determinantini sifira

esitleyerek asagidaki karakteristik denklemi buluruz:

i) 1)),
i) )

Bu determinant1 agarak ve sadelestirmeler yaparak buluruz:

(1_ ij(g_ij 0 (4.26)
10> 10

Bu denklemden yaklasik olarak asagidaki karakteristik degerleri buluruz:

A, =10, 4, =42 (4.27)
C,,C, katsayilarint (4.25) sisteminden buluruz. A=A, =10 aldigimizda (4.25)
sisteminin

c,=c,c,=0
¢Oziimiini buluruz. Burada ¢ keyfi sabit sayidir. Boylece 4 =4, =10 karakteristik

degerine uygun karakteristik fonksiyon
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y, =c(x=x*) (c#0)

(4.25) sisteminde A=A4,=42 alarak c, ve c, Kkatsayilarmin bulunmas: igin

asagidaki sistemi buluruz:

2c,+¢, =0
16¢, —8c, =0

Bu sistemi ¢ozerek buluruz:
c,=C,C,=-2C

Burada c keyfi sabit ¢ =0 sartin saglayan sabit sayidir. Boylece (4.24) formiiliinde
bu degerleri dikkate alarak A=A, =42 karakteristik degerine uygun karakteristik

fonksiyonu
y, ~c(x—3x% +2x°) (c = 0)

seklinde buluruz. Ele aldigimiz (4.21)-(4.22) Schturm-Liouville problemini dakik

¢Oziimii bize beli olup bu problemin karakteristik degerleri
A, =n’z?* n=123,..
uygun karakteristik fonksiyonlar1 ise

y, =csin(nz x), n=12.3,...

fonksiyonlaridir. Burada ¢ # 0 olan sabit sayidir. Buradan 6zel olarak buluruz:

A =n"=987 ve 1, =4r* =39,48

4.4. Laplace Denklemi i¢in Dirichlet Probleminin Ritz Metodunun

Uygulanmasiyla Yaklasik Coziimii

Burada

Au=0 (x,y)eG (4.28)
Laplace denkleminin

ul.=fxy) (4.29)
Siir sartin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasinin Dirichlet probleminin yaklasik

olarak ¢6ziimiiniin Ritz metodunun uygulanmasi ile bulunmasi yontemini gosterelim.
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Burada G sonlu bolge I' ise bu bolgenin siiridir ve f(X,y) fonksiyonu T’

sinirinda tanimlanmais siirekli fonksiyondur.

F(y) = jGj {(Z—ij +[%‘J }dxdy (4.30)

fonksiyonelinin G=G+F kapali bolgesinde ikinci mertebeye dek (ikinci
mertebede dahil olmakla) siirekli diferansiyellenen C® (6) sinifinda (4.29) smnir
sartlarim1  saglayan K = {u} fonksiyonlar kiimesinde varyasyon problemine

equivalent oldugunu (esdeger oldugunu) gosterdik. Simdi lineer bagimsiz koordinat

fonksiyonlarini ingaa edelim. Burada

Uy (X, ¥), Uy (X, Y),.en U, (X, y) € CP (5)

koordinat fonksiyonlari

Uy (. V)|, = F(xY)
u(xy),. =0,i=12..,n
sartlarin1 saglayan fonksiyonlardir. O zaman

PXY) = Uy (X )+ Y00 (X,) @3

lineer kombinasyon keyfi alinmis c,,C,,...C, sabitlerinde Kz{u} fonksiyonlar

n

sinifinda dahil olur. (4.31) esitligini ¢, =1 alarak kisaca
P(X,y) =D Cu;(x,Y) (4.32)
i=0

seklinde de yazabiliriz. Simdi (4.32) ifadesini (4.30) fonksiyonelinde u(x,y)

fonksiyonunun yerine yazarak buluruz:

oflE 3] (B 5 e e
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Simdi c,,C,,...c, katsayilarin1 dyle secelim ki, F(¢) fonksiyoneli, se¢ilmis c,,C,,...C,

degerlerinde, minimum deger alsin. Bunun i¢in agagidaki sartlarin saglanmasi gerek

sarttir.

0 1 an j 1 aui auj _ -
a_(:jF(go):zLjH;ci 5]5{20‘ Eja}dxdy—o, j=12,.,n (4.34)

veya

[ug,u, ]+ fuy,u, ]+ ¢, fu,u, =0

[uo’u2]+cl[u1’uz]+---+Cn[un’u2]:0

(4.35)
[ug.u, J+¢fu,u, ]+...+¢,[u,,u,]=0
burada
(e
oo - [ 5 2 ey
ve
R (39

Esitligi her bir i, j=12,...,n igin saglanir. Lineer cebirsel (4.35) sisteminden
C,,C,,...c, katsayilart bulunur. Bu c,C,,..C, ¢dzlimiinii (4.31) esitliginde yerlerine
yazarak buldugumuz ¢(x,y) fonksiyonu (4.28)-(4.29) Dirichlet probleminin
yaklasik ¢6ziimii olur. Bu metodun hatasimin kigikligi u, (x,y) koordinat

fonksiyonlarinin se¢imi ve n sayisina baghdir.

Ornek 4.4.1. G:x>0,y>0, x+Yy<1 bolgesinde (Bkz: Sekil 1.4.) Laplace

denklemini saglayan 6G =TI" smirinda, yani I': X =0,y =0; X+ Yy =1 sinirinda
ul.=x*+y? (4.37)

sartmi1 saglayan u(x,y) e C® (6) ¢ozimiini bulun.
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Sekil 4.1 x=0, y=0 x+y=1 denklemlerinin sinirladig1 alan

Coziim: Burada koordinat fonksiyonlarini asagidaki sekilde segelim:
U (X, y) = x* +y?,
u,(x,y) = xy(1-x~y)
u, (x,y) = x*y(1-x~y)

Uy (X, y) = xy*(L—x—y),

verilmis problemin yaklasik c¢oziimiinii asagidaki lineer kombinasyon seklinde

arayalim:
P(%y) = %" +y? +Cxy(l—x—y)+ X" y(l-x-y)+Cxy*(l—x—y)  (4.38)

o(x,y) fonksiyonu keyfi alinmis c,,C,,C, sabitlerinde (4.37) sinir sartlarini saglar.

(4.35) cebirsel denklemler sistemini yazmamiz gerekir. Bu cebirsel sistemi yazip

aldigimiz sistemi ¢ozerek c,,C,,C, katsayilarini bulmamiz gerekir. (4.35) sistemini
yazmak i¢in lui U, J, I, j =1,2,3 katsayilarin1 hesaplamamiz gerekir. Bu katsayilarin

degerleri Tablo 1.1.’de verilmistir.
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Tablo 4.1 Aranan katsayilarin degerleri

J luo'ujJ lul’ujJ [u21ujJ [UsvujJ
T IO I S

1 30 90 252 252
ST O S - T

2 90 252 1120 70
T I S 3

3 90 252 70 1120

Bu tabloyu kullanarak c,,c,,c, katsayilarinin bulunmast i¢in agagidaki lineer sistemi

buluruz:

1 1 1 1
—C +—C,+—C, =—
90 ' 252 252 30
1 3 1 1

——C +——C, +—C; = — 4.39
252 1 1120 2 70 ° 90 (4:39)

1 1 3 1

L+ ——Cy+—Cy=—
252 70 1120 90

(4.39) sistemini ¢ozerek

C, = 3031 ~3,0401; ¢, =¢c, = _6 —0,0562 degerleri buluruz. c,,c,,C,
997

to997
icin buldugumuz bu degerleri (4.38) formiiliinde yerine yazarak ele aldigimiz

problemin yaklasik ¢oziimiinii asagidaki sekilde buluruz:

(%, y) = X2 + y? + xy(1— x — y)[3,0401—0,0562(x + y)|
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5. HILBERT UZAYINDA OPERATOR DENKLEMLERIN
VARYASYON METODLARININ UYGULANMASI iLE
COZUM YONTEMLERI

Bu béliimde Hilbert uzayinda verilmis operatér denklemlerin varyasyon metodlarin

uygulanmasiyla ¢ozlimiiniin mimkiinligi gosterilecektir.

5.1. Onsoz

Matematiksel fizigin problemleri, esneklik teorisi ve hidrodinamigin problemleri vs.
diferansiyel denklemlerin sinir deger ve baslangic deger problemlerinin ¢oziimiine
getirilir. Boylece bir¢ok hallerde pratik problemlerin ¢oziimii Hilbert uzaymda
yazilmis

Au=f (5.1)

sekilli operator denklemlerin ¢oziimlenmesine getirilir. Bu denklemde A lineer

operator olup, tanim bolgesi D(A) lineer manifold olmakla H Hilbert uzayinda her

yerde yogun, yani
D(A)=H

Sartin1 saglayan operatordiir. Denklemin sag yanindaki f eleman1 H Hilbert
uzayindan alinmis verilmis belli elemandir. u ise D(A) tanim boélgesinde olmakla

aranan elemandir.

Matematik fizikte ele alinan pratik problemlerde uygun A operatorii adeta belli sinir
sartlarin1 saglayan fonksiyonlar kiimesinde tanimlanmis lineer diferansiyel operator
olur. Once biz (5.1) denkleminde A operatérii pozitif belirli oldugu hali ele alacagiz.
Sonra H kompleks Hilbert uzayr oldugu halde ve A operatdrii simetrik, pozitif,
pozitif belirli oldugu halleri ele alacagiz. Burada 6nce H Hilbert uzaymin reel
Hilbert uzay1 oldugunu varsayacagiz. Sonra H kompleks Hilbert uzayi oldugu halde
ve A operatorii simetrik, pozitif, pozitif belirli oldugu halleri ele alacagiz. Bu
hallerde (5.1) denkleminin ¢dziimiiniin varyasyon metodla bulunmasi yontemini

gosterecegiz.



Daha sonra A operatorii simetrik olmadigi hali ele alip, varyasyon metodunun boyle
hallerde (5.1) denkleminin ¢o6ziimiiniin  bulunmasina nasil uygulandigini
gosterecegiz. Boylece, 6nce H Hilbert uzayinin reel Hilbert uzay1 oldugu ve A
operatorii pozitif belirli operatér oldugunu varsayalim ve baz1 kosullarin
saglanmasiyla (5.1) denkleminin ¢o6zliimiiniin bulunmasi probleminin belli bir

fonksiyonelin minimumunun bulunmasi problemine getirilmesini gosterelim.

5.2. Reel Hilbert Uzayinda Verilmis Operator Denklemin Esdeger Varyasyon

Problemin Coziimiine Getirilmesi
Burada biz (5.1) operator denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi probleminin asagidaki
F(u) =(Au,u)-2(u, f)) (5.2)

fonksiyonelin ~ minimumunun bulunmasi  problemine getirildigi ve (5.2)
fonksiyonelinin minimumunun bulunmasi probleminde (5.1) operatdr denkleminin

¢Oziimiinlin bulunmas1 problemine getirildiginin miimkiin oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in biz burada (5.1) denkleminde olan A operatoriiniin burada kendi
kendisine eslenik (6z eslenik) oldugunu varsayalim. Bu o demektir ki, keyfi alinmis

u,veH igin,

(Au,v) = (u, Av)
esitligi saglanir. Dikkate alalim ki, burada ve (5.2) fonksiyonelindeki (&,&) isareti

H Hilbert uzayindaki skaler ¢carpimin isaretidir.

Oz eslenik A operatorii igin
m, = |E11‘1(Au,u) =m>0

Sart1 saglandiginda A operatoriine pozitif belirli operatér denir. Pozitif belirli A

opertorii i¢in her bir u € H igin,
2
(Au,u) =m,|ul" . (5.3)

Esitsizligi saglandigindan ve m, >0 oldugundan
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(Au,u)=0

yani Au Lu yalmiz u=0 oldugunda mimkiin olur. Bundan ilave (5.3)

esitsizliginden ve
[(Au,u)] < Aulfu]

Cauchy esitsizliginden
maul” < Aul ul

esitsizligi bulunur. Bu sonuncu esitsizlikten ise keyfi u e H igin,
M Juf < | Au]

esitsizligini buluruz. Bu sonuncu esitsizlikten lineer operatdrlerin tersinin varlig

hakkindaki teoreme esasen ele aldigimiz bu A operatdriiniin A™ ters operatorii

vardir ve bu ters operatoriin normu,
1
L R
mA

esitsizligi saglanir. Buna gore de bu halde (5.1) denkleminin her bir f € H elemani
i¢in tek bir U, € H ¢oziimii vardir.

U, =A*f.
Boylece, (5.2) fonksiyonelinde f eH elemam degismez saglandiginda ve A
operator oldugunda asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 5.2.1. A operatdriinii pozitif belirli 6z eslenik operatdr oldugunda verilmis

f e H elemaniicin u, € H elemanmin (5.1) denkleminin ¢6ziimii olmasi igin gerek

ve yeter sart (5.2) esitligi ile tanimlanan F(u) fonksiyonelinin u =u, noktasinda en

kiigiik deger almasidir.

Ispat: = Keyfi u,,veH elemanlari ve keyfi reel o sayisi i¢in yazalim:
F (U, +av) = (AU, +av),u, +av)—2(u, +a, )
= (Au,,U,) +a(Av,u,) + a(Au,,V) +a’ (AV,V) — 2(U,, ) —2a(f,V)
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Burada
(Av,u,) = (v, Au,) = (Au,,V)

esitligini dikkate alarak buluruz:

F(u, +av) = F(u,) + 2a(Au, — f,v) +a®(Av,V) (5.4)
Simdi u, elemani (5.1) denkleminin ¢6ziimii oldugunda (5.4) esitliginden o =1
alinmasiyla buluruz:

F(u, +v) =F(u,)+(Av,v) > F(u,) . (5.5)
Ama H Hilbert uzaymmda her bir ueH eleman1 u=u,+v seklinde
gosterilebildiginden keyfi u e H igin
F(u) = F(u,)

esitsizligini buluruz. Bu ise u, noktasinin F(u) fonksiyonelinin H Hilbert uzayinda

minimum noktasi olmasinin tanimidir.
Simdi bu teoremin ikinci kismini ispatlayalim.

< U, noktasmmm F(u) fonksiyonelinin H uzayinda minimum noktasi oldugunu

varsayalim.
O zaman keyfi ve H ve keyfi a sayisi i¢in
F(u, +av) > F(u,)
Bu ise; bu esitsizlikte keyfi alinmis ama sabit (degismez) saglanan ve H i¢in

F(u, +av) fonksiyoneli o degiskeninin fonksiyonu olur ve bu fonksiyon « =0

noktasinda minimum deger alir. O zaman

F (U, +av) = (a)

fonksiyonunun « parametresine gore tiirevi o = 0 noktasinda sifira esit olur:
: : d
% (05)|m=0 =0, ¢'(a) = do F(u, +av)

tirevini (5.4) esitligine gore hesaplayarak buluruz:
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iF(u0 +av) =2(Au,-f,v)=0
da

a=0

Yani Au, - f Lv.Burada v keyfi alindigindan

Au, - f =0

oldugu alinir. Bu ise u, elemaninin (5.1) denkleminin ¢6ziimii oldugunu gosterir.

Boylece, ispatladik ki, (5.2) fonksiyoneline minimum deger veren tek u, eleman:

(5.1) denkleminin ¢6ziimiidiir. Dikkate alalim ki, u, € H elemanlar dizisi i¢in
IimF(u,)= mi& F(u)

esitligi saglandiginda {u,} dizisine F(u) fonksiyonelinin minimallastirici dizisi

denir.

Teorem 5.2.2. A pozitif belirli 6z eslenik operatdr oldugunda (5.2) fonksiyonelinin

her bir minimallastirict dizisi {u,} uygun olarak (5.1) denkleminin u, ¢oziimiine

yakinsar.

Ispat: u, elemaninin (5.1) denkleminin ¢éziimii oldugunu varsayalim. O zaman
(5.5) esitsizliginde
v=u, —U,
alalim. O zaman
F(u,)=F(u,)+ (A, —u,),u, —u,)=F(u,)
Ama F(u,) = miﬁ F(u) oldugundan ve {un} minimallastirici dizi oldugundan
F(u,) —> F(u,)

olur. Bu yiizdende tistteki sonuncu esitsizlikten

(A(u, —u,),u

—uo)—>0

n

A operatorii pozitif belirli oldugundan

1
Juy —uo|” Sm—(A(un —U,),U, —Up)
A

58



esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin N — oo sartinda sag yani sifira yakinsadigindan sol

yani da sifira yakinsar.

lu, = —0.

Bu ise u, dizisinin Hilbert uzaymnda u, elemanina yakinsamasinin tanimidir.

Boylece u, - Uu,.

5.2.1. Reel Hilbert Uzayinda Verilmis Operator Denklemlerin Ritz Metodu

Bu kisimda (5.2) fonksiyonelinin minimumunun yaklagik ¢6ziimiinii bulmak i¢in
Ritz metodunu uygulayalim. Bunun i¢in H Hilbert uzayindan lineer bagimsiz ve

tam olan keyfi,
LDy yeees Py

elemanlar sistemini se¢elim. Hatirlatalim ki, X e H elemani igin ve her bir 1 igin

X L @, sartindan x=0 alindiginda {p, |, elemanlar sistemi H Hilbert uzayinda

i-1
tam sistem olusturur denir. Biz burada H Hilbert uzaymin sonsuz boyutlu ve
separabel uzay oldugunu farz ederiz. Keyfi n dogal sayisi alahm ve degismez

saglayalim. ¢,,¢,,...,@, elemanlarinin lineer kombinasyonlar kiimesinin kapanisin

H, ile gdsterelim, yani;

Spanip ji, = H,

olsun. H, kiimesi H Hilbert uzaymda alt uzay olusturur. H_ alt uzayinda F(u)
fonksiyoneline en kiiciik deger veren U, € H, elemanini bulalim. Dikkate alalim ki,

keyfi alinmis u, € H, elemanlarinin her biri
U=oye, +o,p, +..+a,p,

seklinde oldugundan u, elemaninin bulunmasi problemi n sayida «,,a,,..,a,
katsayilarinin bulunmasinin cebirsel bir problemine getirilir. H alt uzayinda F(u)
fonksiyoneline minimum deger veren U, eleman: bulundugunda, bulunmus bu

u, € H, elemani Ritz metodunda (5.1) operatér denkleminin yaklasik ¢6ziimii
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olarak alinir. Biz burada A operatdriiniin pozitif belirli 6z eslenik oldugu hali ele

aliriz. Bu sartlarda asagidaki lemma dogrudur.

Lemma 5.2.1.1. H, alt uzayinda (5.2) esitligi ile tanimlanmis F(u) fonksiyoneli en

kiiciik degerini alir.
Ispat: (5.2) esitliginden asagidaki degerlendirme yapilir:
Fu) = m, Jul” = 2Jul ] = ul(m, Ju] -2 f[)

Bu esitsizlikten goriiliiyor ki,

esitsizligi saglandiginda

F(u) >0

olur. Ama F(u) fonksiyonelinin (5.2) esitligi ile tanimlanmis ifadesinden

F(u=0

oldugu goriiliir. Burada biz F(u) fonksiyonelinin H, alt uzayinda en kiiciik degerini

S(0) = {u eH i fuf < M}

My

kapali yuvarinda alacagini belirlemis oluruz. Sonlu boyutlu normlu uzaylarda her bir
sinirlt kapali alt kiime bikompakt oldugundan bu S(0) yuvari H, alt uzaymnda

bikompakt kiimedir. A operatdriiniin siirekli operatdr olmasinda ve skaler ¢arpimin

stirekli olmasindan (5.2) esitligi ile tanimlan F(u) fonksiyonelinin stirekli
fonksiyonel oldugu goriiliir. Stirekli fonksiyonel kapali kompakt kiimede en kiiciik ve
en bilyiik degerini alir. Bu yiizden de F(u) fonksiyoneli H alt uzaymin S(0)
yuvarinda en kiigiik degerini ve uygun olarak H alt uzayinda en kiigiik degerini alir.

Bununla da Lemma ispatlanir.
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H, alt uzayinda her bir u € H, elemamn

n

u :Zn:ai(oi
i=1

seklinde gosterildiginden H  alt uzayinda F(u) fonksiyoneli igin asagidaki ifadeyi

n

buluruz:

F(u) :[Zai(Awi)’zakqokj_z(zaiwi’ fj
i1 =] =)
:Z Zaiak (A¢i!¢k)_zzai (¢i' f)
i1 kel i1
Boylece, F(u) fonksiyoneli H alt uzaymnda «;,a,,...,«, degiskenlerinin

¢(0{1,0{2,...,0{n): Zn:aiak (A§Di #’k)_gai (¢i’ f)

ik=1

n-degiskenli fonksiyonuna doniisiir. Bu yilizden de F(u) fonksiyoneline H, alt
uzayinda minimum deger veren Ue€ H, elemaninin U, =@ +a,p, +...+a, 9,

ifadesindeki «,,a,,..., , katsayilari asagidaki sartlardan bulunur.

99 _0 i=12..n

oq,
veya
kEn_;Ofk(Acoi,cok)—(f,(pi)zo
veya
an_l‘,ak((pi,Acok)=(f,coi), i=12,..N (5.6)

a,,a,,...,a, katsayllarmin bulunmasi igin elde ettigimiz bu (5.6) denklemi n

denklemli lineer homojen olmayan denklemler sistemidir. (5.6) lineer cebirsel

denklemler sisteminin determinantinin sifirdan farkli oldugunu gosterelim.
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Bunu gostermek i¢in (5.6) sistemine uygun lineer homojen
> (@, Ap)=0,i=12..n (5.7)
k=1

denklemler sisteminin yalniz sifir ¢oziimiiniin oldugunu géstermek yeterlidir. Bunu

gostermek igin ise (5.7) sisteminin her bir denklemini asagidaki sekilde yazalim:

((pi, Zakgoknzo, i=12...,n
k=1

Bu esitlikten goriiyoruz ki, o, (k :1,2,...,n) (5.7) sisteminin ¢oziimii olursa, o

zaman her bir i =1,2,...,n i¢in

Zak '(ka Lo
k=1

olur. Buradan da

zak7¢ij- H,

k=1

oldugu bulunur. Zak @, € H, oldugundan 6zel halde

k=1

Zaklﬁokj 1 Zak’(Pk
k=1 k=1

olur. A operatdrii pozitif belirli operatér oldugundan sonuncu sarttan da

Zak'% =0
k=1

esitligi bulunur. Ama {gok }le elemanlar1 dizisi lineer bagimsiz olduklarindan
a,=a,=..=a, =0 oldugu bulunur. Boylece, bu yontemle biz (5.6) sisteminin

determinantinin sifirdan farkli oldugunu ispatlamis olduk. Bu yiizden de (5.6)

sisteminin tek hir,

0

0 0
a0y, A,

¢Ozlimii bulunur. Bu ¢6ziim tek oldugundan

n
— (0)
un - Zai ¢i
i=1
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elemani F(u)fonksiyoneline H, alt uzayinda en kiiciik deger veren eleman olur.

n sayisini degistirerek (5.1) denkleminin
Uy, Uy ey U e
yaklasik ¢ozlimler dizisini buluruz. Bu yontemle elde edilen {Un}:=1 yaklasik

¢oziimler dizisinin (5.1) denkleminin u, ¢oziimiine yakinsadig: gosterilir. Ger¢ekten

de, asagidaki teoremden dogrudur.

Teorem 5.2.1.1. (5.1) denklemindeki A operatorii pozitif belirli 6z eslenik operator

oldugunda Ritz metodu ile bulunmus u,,u,,...,u,,... yaklasik ¢oziimler dizisi (5.1)

denkleminin u, ¢oziimiine yakinsar.

Ispat: Teorem 5.2.2’ye esasen bu teoremi ispatlamak icin {un}:=l dizisinin F(u)
fonksiyonelinin minimallastirici dizisi oldugunu gostermek yeterlidir. Tam lineer

bagimsiz {goi }Zl sistemini  Gram-Schmidt ortagonallestirme prosesi ile

ortagonallestirdigimiz de H Hilbert uzayinda ortagonal {‘I’i }w sistemi veya

i=1
ortanormal {e, }”, sistemi bulunur. Bu sistemlerin H Hilbert uzaymnda baz

olusturdugu gosterilir. X, € H elemanini {ei }:21 bazinda agtigimiz da,
Xo = Zaiei
i=1

bulunur. Burada

i=1
aldigimiz da z, € H,, olur. Diger yandan z, — X, olur. F(u) siirekli oldugundan
F(z,) > F(X)
olur. Ama
F(u,)=min F(u),
F(u,) = runw F(u)
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oldugundan asagidaki esitsizlik dogrudur.
F(UO) < F(un) < F(Zn)

Bu yiizden de F(u,) — F(u,) oldugu bulunur. Bununla teorem ispatlanmis olur.
u, yaklasik ¢oziimiinde hata asagidaki sekilde degerlendirilir:

v,—u, =A"Au, —A*f = A" (Au, - )

buradan ise

o, — gl <A A, — £ <Ay, - 1]
A

Ornek 5.2.1.1. Sonsuz sayida, lineer denklemler sisteminin verildigini varsayalim.

> =n,i=12,..n (5.8)
k=1

€ iietl, {m}jet, oldugunu varsayalm. (a, )/, , matrisi ile tanimlanan A

operatdrii ¢° uzaymi ¢ uzayina doniistiiren lineer operatdrdiir.

A operatoriiniin 6z eslenik operatdr olmasi igin (aik) matrisinin simetrik matris
olmasi yeterlidir. A operatdriiniin pozitif belirli operatér olmasi i¢in ise 6yle d >0

sabiti varsa ki, her bir {&, |, € ¢* igin,
zaikgigk 2 dZ§iz
k=1 i-1
esitsizliginin saglanmasi yeterlidir.

Burada u=1{&}, f ={n} aldigimizda F(u) fonksiyoneli asagidaki gibi yazilir:

F)=Ya&é —23 ém,

i,k=1 i=1
¢?°de {p,} sistemi olarak asagidaki esitliklerle
e, =(a,00,.), e, =(0,10,...), ...

tanimlanan {ei} sistemini alalim. O zaman U € H,, elemani
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u :angiei

seklinde yazilir. Diger yandan

(ei ) Aek ) =

olur. (f ,ei): n. olur. Boylece, (5.6) sistemi

Y& =n, i=12,...n (5.9)
k=1

seklinde yazilir.

Buradan (5.9) sisteminin (5.8) sisteminin n sayisindan biiyiik satir ve n sayisindan
biiyiik siitunlarinin kesilip atilmasiyla elde edildigi goriliir. Baska bir deyimle; (5.9)

sistemi (5.8) sisteminin rediiksiyon olunmus sistemidir. (5.9) sisteminin {un}

¢oziimler dizisinin (5.8) sisteminin u, ¢dziimiine yakinsadig1 gosterilir.

5.3. Kompleks Hilbert Uzayinda Verilmis Operator Denklemlerin Esdeger

Varyasyon Problemin Coziimiine Getirilmesi

Burada biz (5.1) operatér denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi probleminin guadratik
(5.2) fonksiyonelinin A operatériinin - D(A) tanim bdlgesinde minimum
probleminin ¢6ziimiine getirildiginin ve (5.2) fonksiyonelinin D(A) bolgesindeki
minimumun bulunmast probleminin de (5.1) operatér denkleminin ¢6ziimiiniin
bulunmasi problemine getirildiginin miimkiin oldugunu gosterecegiz. Biz bu kisimda
A operatoriiniin 6z eslenik ve pozitif operatdr oldugunu varsayacagiz. A

operatoriiniin tanim bolgesi D(A) kiimesi H Hilbert uzayinda her yerde yogun

oldugunda ve alinmis u,v € D(A) igin

(Au,Vv) = (u, Av)

esitligi saglandiginda A operatoriine simetrik operatér denir. Simetrik operatdr igin

(Au,u) sayist reel say1 olur. Simetrik A operatorii i¢in keyfi alinmis u € D(A) igin

(Au,u) >0
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sart1 saglandiginda A operatdriine pozitif operatdr denir.

H Hilbert uzayr kompleks Hilbert uzayr oldugunda ve A operatorii 6z eslenik
(simetrik) pozitif operatér oldugunda (5.1) denkleminin ¢o6zimi ile (5.2)
fonksiyonelinin minimum probleminin ¢oziimii arasindaki baglanti asagidaki

teoremde gosterilir.

Teorem 5.3.1. A operatoriiniin 6z eslenik pozitif operatdr oldugunu var sayalim.

U, € D(A) elemaninin (5.1) denkleminin ¢6ziimii oldugunu, yani,

Au, = f
esitligini sagladigini var sayalim. O zaman (5.2) fonksiyonelinin u e D(A) olmak

tizere F(u) degerlerinden en kiigiigii F(u,) degeri olur.
Tersine u, € D(A) elemaninda (5.2) fonksiyoneli en kiigiik degerini aldiginda, o

zaman u, elemant (5.1) denkleminin ¢dziimii olur.

Ispat: Once teoremin birinci kismini ispatlayalim. u, € D(A) elemanim (5.1)

denklemini sagladigini var sayalim.
Au, = f

v elemanm D(A) bolgesinden alinmis keyfi eleman olsun. O zaman
n=Vv-u, e D(A) olur ( A operatorii lineer operator olmasi igin D(A) tanim bolgesi
lineer manifold olmasi gerekir). Buradan da v=u,+7 olur. v elemaninda F(u)

fonksiyonelinin degerini hesaplayalim:
F(v) = (Av,v)-(v, f)=(f,v)
= (AUg +77), (Ug +1)) =g +72, )= (f,ug +7)
= [(Aug,uq )~ (ug, )= (F,us)|+ (Aug = £,7)+(f, Auy — )+ (Ar.1)

= F(u,) +(An.7)
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veya

F(v) = F (uo) +(An,7)
Biz burada Au,—f =0 oldugunu kullandik. A operatdrii pozitif operatdr
oldugundan her bir 77 € D(A) igin (A7,77)> 0 oldugundan Vv e D(A) igin

F(v) > F(u,)
oldugu goriiliir. Simdi teoremin ikinci kismim ispatlayalim. Bunu i¢in u, € D(A)

elemaninda (5.2) fonksiyonelinin minimum deger aldigin1 var sayalim. v elemani

D(A) tanim bolgesinden alinmis keyfi eleman olsun. O zaman keyfi alinmig A
sayist igin Uy +Av elemam da D(A) bolgesine dahil olur. u,+Av e D(A)
U, € D(A) elemaninda F(u) fonksiyoneli en kiigiik deger aldigindan

F(u, + Av)> F(u,)

esitsizligi her bir ve D(A) ve her bir 4 sayist igin saglanir. Burada aldigimiz A

sayisinin reel sayr oldugunu var sayalim. O zaman sonuncu esitsizlik asagidaki

sekilde yazilir:

2ARe[(Au, — f,v)]+22(Av,v)>0
Bu esitsizligin sol yan1 A parametresine gore guadratik (kare) polinomdur. Bu
esitsizligin her bir reel a icin saglanmasi i¢in bu polinomun diskriminanti pozitif
olamaz. Bu yiizden de
[Re(Au, — f,v)f =0

ya da

Re(Au, — f,v)=0
Sonuncu esitsizlikte v elemanini iv elemant ile degistirdigimiz de

Im(Au, — f,v)=0

yazabiliriz. Sonuncu iki esitlikten de keyfi v e D(A) i¢in
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(Au,—f,v)=0
esitligini buluruz. D(A)=H oldugundan ve keyfi ve D(A) igin (AuO — f,v)J_v
oldugundan

Au,—f,v=0

oldugunu buluruz. Bu esitlik ise u, elemaninn (5.1) denkleminin ¢éziimii oldugunu

gosterir. Boylece teoremin ikinci kismi da ispatlandi. Burada dikkate alalim ki,

ULBFA)F(U) =F(u,) :(Auo’uo)_(uo' f)_(f ’uo)

= (AU, Uy )= (Ug, Aug ) —(Au,, Uy ) = —(Auy, Uy )
yani

Jnf F(u) =~(Aug,u,) =—(f,u,)
Not 5.3.1. Matematiksel fizigin bir¢ok problemlerinde (5.2) fonksiyonelinin degeri
sistemin potansiyel enerjisinin bir sabit sayiya carpiminda esit olur. Bu yiizden de
burada ele aldigimiz (kullandigimiz yonteme) yonteme, yani denklemin ¢oziimiiniin
bulunmasmin bir quadratik fonksiyonelinin minimumunun bulunmasi ile

degistirilmesi yontemine energetik metod da denir.

5.3.1. Kompleks Hilbert Uzayinda Verilmis Operator Denklemlerin Ritz
Metodu

Simdi (5.1) denkleminin ¢oziimiinii bulmak i¢in H Hilbert uzayinda tam sistem

olusturan lineer bagimsiz ve D(A) tanim bolgesine dahil olan

Dy Py Py

elemanlar sistemini alalim. Dikkate alalim ki, X € H eleman1 i¢in
(X,¢,)=0,i=123,.

sartindan X =0 alindiginda {p,} sisttemi H Hilbert uzayinda tam sistem olusturur

denir.
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(5.1) denkleminin yaklasik ¢6ziimiinii
u, = a" o, (5.10)
k=1

toplami1 seklinde arayalim. Burada a!”,al",..,a"" katsayilari bilinmeyen sabit
sayilardir. (5.10) esitligi ile tanimlanan u, elemanin1 (5.2) fonksiyonelinde u
clemanimin yerine yazdigimizda bu fonksiyonel a,af”,..,a!™ parametrelerinin
fonksiyonuna doniisiir. Burada a{™,a{”,..,a" katsayilar1 dyle secilir ki, F(u,)
fonksiyoneli minimum deger alsin. Boylece, a(”,al",...,al” katsayilar1 asagidaki
minimum probleminden segilir.

n. n n n.__

F(u,) :Z Z(A(PJ‘ 1 Pk )aﬁn)-ak_(n) —zaﬁn)((m' f)_zaj(f '(Dj)_)

() g(n) ~ 4(n)
j=1 k=1 j=1 =1 aay . ay

Burada a" sayilarim
= af 410

seklinde yazarak F(u,) fonksiyonelini ", 8™ reel degiskenlerinin 2n degiskenli
fonksiyonu seklinde gosterebiliriz. Bu F(u,) fonksiyonunun en kii¢iik deger almasi
icin gerek (ve yeter) sart bu fonksiyonun 2n tane ", B" degiskenlerine nazaran

birinci mertebeden tiim kismi tlirevlerinin sifira esit olmalaridir:

FU) g k=12..n
6a|f”)

FM) g k_12. 1
opy"

Bu denklemler sistemi asagidaki denklemlerden olusan

oF (u,)

=0,k=12,..,n
oal”

sistemine equivalenttir.
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Ustteki sistemlerdeki tiirevleri hesaplayarak asagidaki cebirsel denklem sistemini

buluruz.

gaﬁ”)(Awk,coj):(f,co,-), j=12,..n (5.11)

Burada A operatoriinin 6z eslenik ve pozitif operatdr oldugunu var saymistik.

Pozitif 6z eslenik operatoriin A™ tersi vardir ve ters A™ operatérii de 6z eslenik ve

pozitif olur. Bu yiizden de A operator icin tek bir tane

B=vA

pozitif 6z eslenik operatérii vardir. B™ =+ A™ operatdrii de vardir. Bu operatdrlerin
quadratlar1 uygun olarak A ve A™ operatdrlerine esit olur: B? = A ve (B*l )2 = A",

fe D(Afl) olmasindan f e D(\/F ): D(B*l) oldugu bulunur. Bu yiizden de (5.11)

denklemler sistemi asagidaki sekilde de yazilir:

zaén)(B¢k1¢j ): (Bil f, B¢j ), j=12,...,n
k=1

veya
n

Ya'(@,,®,)=(B"f,®,), j=12..n

k=1

Burada

@, =Bg,, k=12,...,n (5.12)
almmistir. Dikkate alalm ki, ¢,¢,,...,¢,,... elemanlar sistemi lineer bagimsiz

oldugunda (5.12) esitlikler ile tanimlanan ®,,®,,...,® sistemi de lineer bagimsiz

nite

olur. Gergekten de;

Zn:ckd)k =0
k=1

esitliginden
n
B(Z Ck(pkj =0
k=1
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esitligi yazilir. Buradan da,
(B(E :Ck(/’kj’ B(E Cx P« D = (AE S Ps § ‘,Ckgokj =0
kL k1 k1 k1

oldugu bulunur. Ama A operatorii pozitif operator oldugundan (Ax, X) =0 sartindan

X =0 alindig1 bellidir. Boylece

ch¢7k =0
k=L

oldugu bulunur. ¢,,@,,...,¢,,... sarta gore lineer bagimsiz oldugundan

oldugu bulunur. Bu ise {CDk} sisteminin lineer bagimsiz oldugunun ispatidir.
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6. VARYASYON PROBLEMLERIN YAKLASIK COZUM
YONTEMLERI

Varyasyon problemin yaklasik ¢6ziim yontemleri asagida verilmistir.
6.1. Direk Metodlar

Varyasyon problemlerini ¢ozdiigiimiizde buldugumuz diferansiyel denklemleri
¢ozmek genelde ¢ok zor olur. Burada alinan diferansiyel denklemler icin sinir deger
problemlerinin yaklasik ¢6ziim metodlar1 ¢ozerken bir¢ok zorluklarla karsilasilir. Bu
yiizden de varyasyon problemlerin direk yaklasik ¢6ziim metodlar1 islenip
gelistirilmistir. Varyasyon problemlerin ¢6ziim metodlarina, genelde direk metodlar
denir. Direk metodlarda varyasyon problemi sonlu degiskene bagli bir fonksiyonun
bir ekstremumu probleminin limiti gibi gosterilir. Buradaki sonu degiskenli
fonksiyonun ekstremum problemi matematik analizde gosterilen metodlarla ¢oziiliir.
Verilmis varyasyon problemin ¢oziimii bu sonlu degiskene bagli fonksiyon igin
ekstremum probleminin ¢6ziimiiniin limiti gibi bulunur. Genelde normlu X

uzayinda tanimlanmis her bir F(y) fonksiyonelinin sonsuz sayida degiskene bagh

fonksiyon gibi ele almak olur. Gergekten de, y e K elemanmi X wuzayinda bir

ortogonal {e, }::1 bazi lizere Fourier serisine acarsak, yani

y=>c.e,
n=1

(., n=12,..

serisine acarsak, bu acilimm c, = ” E|)|; ,
en

Fourier katsayilar1 belli

oldugunda F(y) fonksiyoneli c,c,,...C,,... katsayilarinin fonksiyonuna doniisir.

Boylece bu yontemle
F(y) = f(c,,c,,..C,.n.)

fonksiyonuna doniismiis olur. Varyasyon hesabinda sonsuz degiskene bagh

fonksiyonlarin ekstremum problemi de ele alinir. Bu yilizden de varyasyon



probleminin ¢éziimii sonlu degiskenli fonksiyonun ekstremum probleminin
¢Ozlimiiniin limiti gibi bulunabilir. Simdi biz burada ilk 6nce varyasyon probleminin

yaklasik ¢6ziimii i¢in Euler’in sonlu farklar metodunu ele alalim.
6.2. Euler’in Sonlu Farklar Metodu

Sonlu farklar metodunu varyasyon problemlerin yaklasik ¢6ziimii i¢in ilk kez Euler
uygulamistir. Bu metodu asagidaki varyasyon problemine uygulanmasi seklinde

gosterelim. Varsayalim ki,

F) = [ 06y, y)ox 61)

fonksiyonelinin ekstremumunun
y(X) = Yo, Y(X) =V, (6.2)
sartinda bulunmasi istenir. Dikkate alalim ki, burada F(y) fonksiyonelinin tanim
bolgesi
D(F) = {y(X) € Cf ) YO) = Yo, ¥(X) = s} (63)

kiimesidir. Yani F(y) fonksiyoneli D(F) kiimesinden alinmis her bir y(x) € D(F)
fonksiyonunda tanimlanmistir. Simdi F(y) fonksiyonelinin ekstremum problemini

tepe noktalarinin apsisleri
Xo +AX, Xo +2AX, ..., X, +(nN—-1DAX

sayilar1 olan kirik-kirik ¢izgilerden (parca-parga lineer fonksiyonlardan olusan)

egriler lizere alalim. Burada ki AX atisinin

esitligi ile tantmlanmig argliment artisidir. Béyle parga-parca lineer siirekli egriler

tizere F(y) fonksiyoneli y,,v,,..., Y, ordinatlarinin ¢(y,,Y,,...,Y, ) fonksiyonuna

doniistir.
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Boylece V,,Y,,..., ¥, ; degiskenlerini yle se¢mek gerekir ki, o(y,, Y, Y, 1)
fonksiyonu ekstremum deger alsin. Bunun i¢in y,, Y,,..., ¥, ; degiskenlerini

a_(/’zo, 6_(pzo’m’8_q):o
oY, oy, Y4

denklemler sisteminde bulmamiz gerekir. Bu sistemin ¢6ziimii bulunduktan sonra
(6.1)-(6.2) varyasyon probleminin ¢dziimiini y(x) = limy, (x) seklinde gdstermemiz
gerekir. Burada biz

Xq n—1 Xo+(k+1)Ax y y
f(x,y,y)dx~ f(x, y,M)dx
X{ 2 1,

veya
X n-1 Ay-

f(xy, y)dx=)> f|x,y,— |AX

[RICSA% ZO‘, (.y AX)A

Xo

seklinde approksime ettik. Burada sonuncu esitligin sag yanindaki toplam integral

toplamdir.

Boylece, burada biz

n-1 _ _
F(y) ~ @(yl’ y21---, ynfl) = Z f(xI , yi’ yzlxyl jAX

i=0
ifadesini yazdik. Burada biz ¢(y,,VY,,...Y,,) fonksiyonunda vy, degiskenine

nazaran tiirev aldigimizda %9 =0 esitligini

Ay. Af .,
f X'l '1_I __y:O
y( i ij AX

seklinde buluruz. Bu sonuncu denklemin her yanindan n—oo sartinda limit

aldigimizda

f,——f,=0



Euler denkleminin alindigi  goriliir. Limite geg¢medigimizde % =0,

i=12,...,(n-1) denklemler sisteminin y (X) ¢oziimi (6.1)-(6.2) ekstremum

probleminin yaklasik ¢6ziimii olur.

1
Ornek 6.2.1. F(y)=[(y+2y)ix fonksiyonelinin y(0)=y(1)=0 sartlarmda
0

minimum problemini yaklasik olarak Euler metodu ile ¢6ziiniiz.

Coziim: n =5 alalim. O zaman AX = % =0,2 olur.
=y(0)=0; y, =y(0.2); y, =y(04); y; =y(06); y, =y(08); ys = y(10) =0.

esitligi ile hesaplandigindan

Tiirev y, = y'(x, )~ yMAx Yi

’ yl_o. ' y2_yl ’ y3_y2 ’ y4_y3
0)=——; 0,2)=———, 04)=—-—=, 06)=—-—-—,
y( ) 0.2 y( ) 0.2 Y( ) 0.2 Y( ) 0.2

0-v,

'(0,8)=
y'(0.8) 02

seklinde bulunurlar. Burada biz
b
J.f(x)dx =[F(0)+ f(x)+..+ F(x,_)]Ax

formiilint kullanarak buluruz:

2 2 2
¢(y1,ya,Y3,Y4):|:(3f_12J +(y202y1) +2yl+(y30,2y2]

2
+2y, + (y402y3j +2y3+(—£j +2y4}0,2.

Esitligini bulmus oluruz. Buradan da asagidaki sistem bulunur:
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109 _ Y1 YooY ,_

02dy, 002 002 ’

i@(D — y2_yl_y3_y2 +2:0’
0,2 oy, 0,02 0,02

ia(/) _Ys—Yo Y4~ Vs +2=0,
0,2 oy, 0,02 0,02

1 op _Ya=Y¥s Va4 +2
0,20y, 0,02 0,02

Bu sistem denklemi asagidaki sekilde yazalim:
2y, -y, =-0,04,

-y, +2y, -y, =-0,04,
-y, +2y, -y, =-0,04,
-y, +2y,=-0,04.
Bu sistemi ¢Ozersek
y,=-008; y,=-012; y,=-012; y, =-0,08
olur. Burada ele aldigimiz ekstremum probleminin ¢éziimii

x2 — X

2

y(x) =

Fonksiyonudur. Bu ¢6ziimiin uygun noktadaki degerleri buldugumuz vy,, y,, ¥, Y,

¢Ozlimii ile cakisir.
6.3. Ritz Metodu

Ritz metodu varyasyon problemlerinin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in sik-sik

kullanilan metoddur. Bu metodu

F(y) = f(xy,y)dx (6.4)

fonksiyonelinin
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y(@) =0, y(b)=0 (6.5)
sartinda ekstremumunun bulunmasi probleminde agiklayalim.

Buradaki F(y) fonksiyonelinin

D(F) = {y(x) el : ¥(2) = 0, y(b) =0} (6.6)

tanim bolgesinde en biiyiikk veya en kiigiik degerini veren Yy(X) e D(F)
fonksiyonunun bulunmasi problemini ele alalim. {goi (X)}c D fonksiyonlar dizisi
tam fonksiyonlar dizisi olusturdugunu varsayalim. Yani keyfi y(x) e D(F)
fonksiyonunu ve keyfi & >0 sayis1 aldigimizda {gpi (X)} sisteminden Oyle sonlu

sayida
(2202, 2, (..., 0, (%))
fonksiyonlar1 sistemi segile bilinse ki,
2o, (X) + ,0,(X) +...+ 4,0, (X)

lineer kombinasyonu i¢in

Hy_zn:/li(”i <&

i=1

Saglandiginda {(pi} sistemi D(F) bolgesinde tam sistem olusturur denir. Burada ||||

normu C[la’b] uzaymda tanimlanmis normdur. Mesela,

[yl = max{ max|y(x)|, max|y'(x)

veya

Il = maxy o) + mex

a<x<b a<x<b

y'(X)

formiillerinden biri ile tanimlanir. Burada biz daha dikkate alalim ki, {(pi (X)} c D(F)

alindigindan {g, (x)} sistemine dahil olan her bir ¢, (x) fonksiyonu

@, (@) =¢,(b)=0
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smir  sartini  saglamast gerekir. Ritz metodunda {p,(x)}c D(F) sisteminin

seciminden sonra, F(y) fonksiyonelinin degeri

o0 = Y4, (9 6.7)

fonksiyonunda hesaplanir. O zaman
F(y.) =W(4, 20 4,)

fonksiyonu 4, 4,,...,4, katsayillarinin n degiskenli fonksiyon olur. Burada
Ay Ay s A, parametrelerinin Oyle degerini bulmak istiyoruz ki, bu degerlerde
W(ﬂi,/lz,...,ln) fonksiyonu en biiyiikk (veya en kiigiik) degerini alsin. Bunun i¢in

Ay Ay, A, parametrelerinin aranan degerlerinde

@M:Q

oA,

W

oA, (6.8)
W

oA,

Sisteminin saglanmasi gerek sarttir. Bu yontemle buldugumuz

Yo (¥) = 4o (X) + 4,0, (X) +... + 4,0, (X)

dizisi F(y) fonksiyonelinin “minimallastirict” dizisi olur. Pratik uygulamada once
n sayisi dyle secilir ki, F(y,) sayis1 yeterince kiiciik (veya biiyiik) olsun. Sonra ise

(6.8) sisteminin ¢oziimii
Ay Ay Ay

Sayilar1 bulunur. Sonugta

Yo (X) =40 + 4,0, +...+ 4,0,

Fonksiyonu (6.4)-(6.5) ekstremum probleminin yaklasik ¢oziimii olur. Bu yontemin

uygulanmasinda agagidaki notlara dikkat etmemiz gerekir:
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1) Ele alinmis varyasyon probleminde sinir sartlart homojen olmadiginda, o zaman

yeni
2(X) = Y(X) = @5 (X)

aranan fonksiyon se¢mekle homojen olmayan sarti yeni aranan fonksiyon igin
homojen smir sarta getirmekle faydalidir. Burada dahil edilen ¢,(x) fonksiyonu
homojen olmayan sartlar1 saglayan fonksiyondur. Béylece, bu yontemle z(X) aranan

fonksiyonu i¢in homojen sartli varyasyon problemi yazilmis olur.

2) Ritz metodunun iyi sonu¢ vermesi igin {(pi (X)}c D(F) sistemi tamlik sartini

saglamalidir.
3) Ritz metodu ¢ok degiskenli fonksiyoneller iginde uygulanir.

4) {(pi (X)} c D(F) sistemine Ritz metodunda koordinat fonksiyonlari da denir.

1

Ornek 6.3.1. F(y)= J‘(y’2 +y?+ 2xy)dx fonksiyonelinin  y(0)=0, y@)=0
0

sartinda minimum degerini buluruz.

Coziim: Bu problem i¢in koordinat fonksiyonlarini agagidaki sekilde segelim:
P2, (X) =X =X, o, (X)=x*=%x*, ..., @, (X) =x"" =x" , ...
Burada n =2 alalim. Yani

P (X)=X" =X, 9, (x) =x> —x°

Secgelim. O zaman

Y2 (X) = 40, (X) + 4,0, (X)
yani

Y, (X) = 4, (X2 = x) + A, (x> = x%).
uygun olarak

y5(X) = 4, (2x —1) + 4, (3x* — 2X)
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olur. y,(x) ve y,(x) i¢in buldugumuz bu degerleri F(y) fonksiyonelinde yerine

uygun olarak yazdigimizda F(y,) icin asagidaki ifadeyi buluruz:
11 11 1 1 1
F =W(A,A)=—L+— A+ A=A ——A,.
(o) =Wl )= S0 + o Ade + 2 2 = oA =0

Bu F(y,) =W(A4,,4,) fonksiyonu i¢in

-0,
04
o _
oA,
sistemi asagidaki sekilde yazilir:
m, 1, 1
15 30 6
11 2 1
— AL +=-A,=—.
20°77% 10

Bu sistemi A4,, 4, bilinmeyenlerine nazaran ¢ézerek

7

69
—_— — y ﬂ( —_ —
4 473" 7% 43

degerini buluruz. Boylece yaklagik ¢6ziim

773x3-8x2 —69x
473

Y, (X) =
fonksiyonu olur.
6.4. Kantorovi¢c Metodu

Ritz metodunu ¢ok degiskene bagl yani z = z(X, X,,..., X,) sekilli fonksiyona bagl

F(2) = F(z2(X,, X5, X))

Seklindeki fonksiyoneller icin uyguladigimizda koordinat fonksiyonlari sistemi

asagidaki sekilde secilir:
W, (X35 X peeen X ) s Wo (X, Xg ey X0 ) 5 eee s W (X0 Xg 0o X ) s -ee

Bu halde ele alinan varyasyon problemin yaklagik ¢6ziimii
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m
Zoy (X0, Xp 00 Xg) = D W, (X, Xy, X))
k=1

sonlu toplami seklinde aranir. Bu esitligin sag yanindaki o,,a,,...,«,, katsayilar
oyle segilir ki, z,, (X, X,,...,X,) fonksiyonu ele alinmig varyasyon problemin yaklasik
¢oziimii olur. Kantorovi¢ metodunda da koordinat fonksiyonlar1 sistemi

WL (X, Xg s X0 )y Wo (X, X e X ) s oee s W (X, X ey X ) s e

seklinde secilir. Ama varyasyon probleminin ¢éziimii

Zoy (X0, X0 Xy ) = D 0 (X W, (X, X eees X,)
k=1
seklinde aranir. Bu agilimdaki o, (X;) katsayilar1 sabit katsayilar olmayip

Xy Xy,e.y X, serbest degiskenlerinin birine bagli olan aranan fonksiyonlardir. Bu

n

Kantorovi¢ yonteminde ele aldigimiz F(z) fonksiyoneli

Zoy (X, Xp00X) = Zak (XOW, (X, Xp 10000 X))
k=1

sekilli fonksiyonlar sinifinda m sayida bir tane X, degiskenine bagl

o (%), &y (%), 0y (%)
fonksiyonlarmin
Fla (), 5 (%) ()]

fonksiyoneline doniisiir. Burada aranan «, (x;), @, (X;),...,a,, (X;) fonksiyonlar: &yle

segilir ki, se¢ilmis bu «,(X;), o, (X;),...,x,, (X;) fonksiyonlari

F[al(xi)’az(xi)l""am(xi)]
fonksiyoneline ekstremum deger verir. Burada belli kosullarin saglanilmasiyla
bulunmus yaklasik z. (X, X,,...,X,) ¢0zlimii m — oo sartinda ele alinmig varyasyon
problemin dakik z(x;,X,,...,X,) ¢Oziimiine yakinsar. Bu 6zellikli z_,(X;,X,,...,X,)

fonksiyonu ele alinmis varyasyon problemin yaklasik ¢oziimii olur. Kantorovig

metodunu Ritz metodu ila karsilastirdigimizda Kantorovi¢ metodu daha dakik
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yaklagik ¢oziim metodudur. Kantorovic metodunun daha yiiksek dakikligi,

elemanlar
Zoy (X, Xp00X) = Zak (XOW, (X, X5 00000 X )
k=1

formiilii ile ifade olunan sinif, bu agilimda ¢, (X;) katsayilar1 degisken fonksiyonlar

alinabilindiginden dolay1, elemanlar: sabit ¢, katsayili

m
Ly = Zakwk (X Xp 1000 X )
k=1

acilimi ile ifade olunan siniftan daha genis fonksiyonel sinif olusturur. Bu ylizden de
genig smifta varyasyon problemini daha yiiksek dakiklikle daha az hata ile

approksime edebiliriz. Kantorovi¢ metodunu agiklamak i¢in asagidaki 6zel
X @p(X) az az
F@)=| [ flxy.z=,2"|ddy
X @ (X) X 8y

fonksiyonelini ele alalim. Ele aldigimiz bu fonksiyonel alttan y = ¢, (X) egrisi, iistten
y = ¢, (X) egrisi, yanlardan X =X, ve X = X, dogrulariyla sinirlanmis oxy diizlemi
D bolgesinde tanimlanmig ve bu D bélgesinin I'=0D’ sinirinda z(X, y)

fonksiyonunun degerinin
2(% Y|, = (%)

verilmesiyle bu fonksiyonelin ekstremum problemini incelemek gerektigini

varsayalim. Bu problem i¢in koordinat fonksiyonlarinin

Wi (X, ¥), W5 (X, ¥)5es Wiy (X, )

dizisini se¢elim. Uygun olarak verilmis varyasyon probleminin ¢dziimiinii
Zyy (X, Y) = U QWL (X, y) + U, (W, (X, Y) + .+ Uy QW (X, Y)

seklinde arayalim. Bu ag¢ilimda u, (x) fonksiyonlari aranan fonksiyonlardir. Burada

u, (x) fonksiyonlarini dyle segelim ki, F(z) fonksiyoneli ekstremum degerini alsin.
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Bu amagla z_ (x,y) fonksiyonunu varilmis F(z) fonksiyonelinde z(x,y)

fonksiyonunun yerine yazarsak buluruz:

@, (x)

r oz. 01
F(z,,(x,y))= | dx+ f(x, Y, 2. (X, y),—" ,—'“de
>2[ %-[X) OX 8y

Burada biz integral altindaki fonksiyon Yy degiskeninin belli fonksiyonunu

oldugundan y degiskenine gore integralemle islemini yapabiliriz. Yy degiskenine
nazaran integralemle islemi yapildiktan sonra F(zm(x, y)) fonksiyoneli 'y

degiskenine bagli olmayip asagidaki sekilde fonksiyonel olur:
F(z,(x,y))= j(p(X,ul(x),uz(x),...,um(x),ul'(x),u;(x),...,u{n(x))dx

Bu fonksiyoneldeki u,(x),u,(X),...,u. (X) fonksiyonlar1 6yle secilir ki, secilmis
u, (X),u, (X),...,u, (x) fonksiyonlarinda F(Zm (%, y)) fonksiyoneli ekstremum degerini
alir. Secilmis u, (X),u,(X),...,u, (x) fonksiyonlarinda F(Zm(x, y)) fonksiyonelinin
ekstremum deger almast icin u,(X),u,(X),...,u,(x) fonksiyonlar F(Zm(x, y))

fonksiyonelinin ~ Euler  denklemler sistemini  saglamasi  gerekir.  Yani

u, (X),u, (X),...,u, (x) fonksiyonlarini

_4, -
¢u1 dX ¢u1 '
_4,
(Duz dX ¢u’2 '
d
——¢, =0
Py, dx Py,

denklemler sisteminin ¢6ziimleri iginden segmemiz gerekir. Bu denklemler sistemi
ikinci mertebeli adi tiirevli diferansiyel denklemler sistemi olduklarindan bu
denklemler sisteminin ¢oziimleri keyfi iki sabit sayilara baghdirlar. Bu denklemler
sisteminin ¢ozlimlerinde istirak eden keyfi iki sabitleri Oyle se¢mek gerekir ki,

X=X, Ve X=X, dogrular {izerinde verilmis sinir sartlar saglansin.
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Ornek 6.4.1. Asagidaki
b b 2 2
F(z):j _[ (gj +[QJ — 2z |dxdy
<% LOX oy

fonksiyonelinin D = [~ a,a]x[-b,b] dikdértgeninde

Simir sartinda ekstremum probleminin Kantorovi¢ metodunun uygulanmasi ile

yaklasik ¢oziimiinii bulun.
Coziim: Bu problemin ¢ozimiinii
z, = (b2 —az)J(x)

Seklinde arayalim. z,(X) yaklasik ¢oziimii y =+b dogru parcalar iizerinde sinir

sartt saglanir. Verilmis fonksiyonelde z =2z, aldigimizda fonksiyonel asagidaki

sekilde yazilir:

F(z,) = I {gbsw2 +%u2—%b3u}dx

—a

Bu fonksiyonelin Euler denklemi asagidaki sekilde yazilir:

9 5

u-———=——
2b%u 4h?

Bu denklem ikinci mertebeli adi tiirevli sabit katsayili lineer homojen olmayan

diferansiyel denklemdir. Bu denklemin bir 6zel ¢oziimii
- 1
ux)==
x)=3

olur. Bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

u(x) :clch\/§§+c23h\/§§+1
2b 2b 2

seklinde bulunur. Burada c,, ¢, keyfi sabit sayilardir. ¢, ve c, sabitleri
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=0,2 =0
uygun olarak
u(-a)=0, u(a)=0

Sartlarindan secilir. Boylece burada

¢, =0,c-—1
2ch\/ga
2b
olur. Buradan da
5 x
Ch\/7
u(x):l 1- 2b
2 5a
ch,|=——
2b

olur. Daha dakik ¢6ziim bulmak icin ele aldigimiz ekstremum probleminin

¢OzUmiini

2,(%, ) = (0% = y? b, 00 + (0% = y? b, (%)

seklinde arayabiliriz.

6.5. Karakteristik Sayilarin ve Karakteristik Fonksiyonlarin Bulunmasinin

Varyasyon Metodlari

Asagidaki sinir deger problemini ele alalim:

= (pO0Y)+ 00y = A, (6.9)

y(@)=0, y(b)=0 (6.10)
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Burada p(x) fonksiyonunun [a,b] araliginda siirekli diferansiyellenen oldugu ve her
bir x e[ab] i¢in p(x) >0 sartim sagladig varsayilir. q(x) fonksiyonunun [a,b]
araliginda stirekli onceden verilmis fonksiyon oldugunu varsayalim. (6.9)

denklemine Sturm-Liouville denklemi denir. Dikkate alalim ki (6.9)-(6.10) sinir

deger probleminin her bir reel veya kompleks A sayilari igin [a, b] araliginda aynen
sifira esit olan trivial y=0 ¢oziimii vardir. (6.9)-(6.10) smir deger problemine

Sturm-Liouville sinir deger problemi denir. Simdi biz burada asagidaki ekstremum

problemini ele alalim:

3(y) = [(PCy’ +a(x)y? x (6.11)

fonksiyonelinin (6.10) sinir sartlarini ve
b
[y?(9dx =1 (6.12)

sartin1 saglayan ekstremallarini bulun. Bu sartli ekstremum problemidir. (6.9)

denklemi bu sartli ekstremuma uygun
b
F(y) = [(p()y2 +a(x)y? - 22y? i

fonksiyonelinin (6.10) sartindaki Euler denklemidir. Burada A parametresinin dyle
degerleri aranir ki, bu degerlerde (6.9)-(6.10) dener deger probleminin trivial
olmayan yani xe [a,b] icin y(X) #0 sartim1 saglayan trivial olmayan g¢oziimleri
olsun. A parametresinin boyle degerlerine (6.9)-(6.10) probleminin karakteristik
degerleri, ve bu karakteristik degerlere uygun ¢oziimlere ise (6.9)-(6.10) probleminin

karakteristik fonksiyonlar: denir

y(x) fonksiyonu varyasyon problemin ¢6ziimii oldugunda bu ¢6ziim (6.12) sartinin
saglanilmasindan dolay1 aynen sifira esit olmuyor. Ayni zamanda bu y(X) ¢ozlimii

(6.9)-(6.10) probleminin karakteristik sayisina ve bu karakteristik degere uygun
karakteristik fonksiyonuna (6.11) fonksiyonelinin (6.10) sinir sartlarinda ve (6.12)

sartindaki karakteristik degeri ve bu karakteristik degere uygun Kkarakteristik
fonksiyonu denir.
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(6.9)-(6.10) probleminin  y(x) karakteristik fonksiyonu igin (6.12) sarti

saglandiginda bu karakteristik fonksiyona (6.9)-(6.10) probleminin normallestirici
karakteristik fonksiyonu denir. (6.11), (6.10), (6.12) varyasyon probleminin

karakteristik sayilariin ve karakteristik fonksiyonlarin ¢ok énemli olan 6zellikleri

vardir;

1) A, ve A, sayilan (6.11) fonksiyonelinin (6.10) ve (6.12) sartlarinda iki farkli
karakteristik degerleri y, (X) ve y,(x) fonksiyonlar1 bu karakteristik degerlere

uygun karakteristik fonksiyonlar1 olduklarinda bu fonksiyonlar [a, b] araliginda

ortogonal fonksiyonlar olurlar, yani

[ Y2 (0¥, ()dx =0 (m=n)

sart1 saglanir.
2) (6.11) fonksiyonelinin tiim karakteristik degerleri reel sayilardi.
3) 4

sayist (6.11) fonksiyonelinin karakteristik degere uygun normallestirilmis

n

karakteristik fonksiyonu oldugunda, o zaman

J(Y,(x) =4,

esitligi saglanir.

4) Karakteristik degerlerin en kiigiigii (6.11) fonksiyonelinin (6.10) ve (6.12)

sartlarindaki minimum degeri olur.

Ornek 6.5.1. y'+ 22y =0

y-)=0, y®)=0

probleminin birinci karakteristik degerini bulun.
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Coziim: Bu problemi ¢d6zmek i¢in
1
F(y)=[ydx
-1
fonksiyonelinin

y(D)=0, y@)=0

sinir sartlarinda ve
1
'[ y*(x)dx =1
-1

sartindaki sartli ekstremum problemini

30y, 2) = [y - 22y2 Jx

fonksiyonelinin
y-1)=0, y@®=0

sartindaki ekstremum problemine (minimumunun bulunmasi problemine) getirip

¢ozmemiz gerekir. Sonuncu problemin Euler denklemi
y' + A2y =0
y(-)=0, y@) =0
diferansiyel denklemi olur. Bu denklemin genel ¢6ziimii
y(X) = ¢, cos AX +C, Sin AX
seklinde yazilir. Sinir sartlarin saglanmasindan

c,C0SA—C,SiNA=0
(6.13)

c,C0SA+cC,SiNA=0

sistemini buluruz. Bu sistemin ¢, ve c, katsayilarina nazaran sifirdan farkli

¢ozlimiiniin olmas1 i¢in bu sistemin determinantinin sifira esit olmasi gerek ve yeter

sarttir. Bu sarttan
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sin24=0
denklemini buluruz. Bu denklemi ¢6zerek

A =”7”, N=123..

n

degerlerini buluruz. Boylece
degerine uygun

A, = degerine uygun

Yy, (X) =sin zx,

Ay = gﬂ' degerine uygun

Y5 (X) = 00337” X

karakteristik fonksiyonlarini buluruz. Simdi ¢ift karakteristik fonksiyonlar1 yaklasik
olarak ¢ift dereceli polinomlar seklinde bulalim. Bdylece burada Ritz metodunda

koordinat fonksiyonlarini asagidaki sekilde secelim:
P = X* 7 —x* k=12,..

J fonksiyonelini

Y (X) = Zm:Ck¢’k (X)

Fonksiyonlar1 {izere minimallestirelim. Once,



olur. ¢, katsayisini bulmak i¢in

D810
oc, 3 15

Burada c, # 0 olmasi gerektiginden
A =25;
bulunur. Simdi
y(X) = ¢,¢,(X) +C,90,(X)

segelim. O zaman

J :cf(g—gfj+2clc2[ﬁ—£ﬂf]+c§[ﬁ—£f].
3 15 15 105 105 315

C, Ve ¢, katsayilar1 asagidaki sistemden bulunur.
6_‘] = C{E_§fj+cz(§_£f] =0,
oc, 3 15 5 105

D[ ). [I0_2p) g
oc, 15 15 105 315

Bu sistemin ¢, ve c,’ye nazaran sifirdan farkli ¢6ziimii olmasi i¢in sistemin
determinanti sifira esit olmasi gerek ve yeter sarttir.
A(A)=0
sartindan
A1 —282° +63=0
denklemini buluruz. Bu denklemi ¢6zerek
A2 =2,46744, 2> = 2553256
ama dakik ¢6ziim
2 2
2 2 (37
A= (—] ~ 2,46744 | A, = [7j ~ 22,20661

olur.
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6.6. Karakteristik Degerlerin ve Karakteristik Fonksiyonlarin Bulunmasinda

Reley Prensibi

Asagidaki karakteristik deger problemini ele alalim:

L(y) =%[p(x)%j+q(x)y=zr(x)y, (6.14)

R(Y)=a,y(@)+ Yy (@) =0, o +p >0,
(6.15)

R,(Y)=a,y(0)+ B,y'(b) =0, «+p;>0.

Burada p(x), p'(x), q(x), r(x) fonksiyonlari [a,b] araliginda tanimlanmig
onceden verilmis siirekli fonksiyonlardi ve p(X) >0 sartinin her bir X [a, b] igin

saglandig1 varsayilir. Burada
D={y < Cly R =0R,(y) =0} (6.16)

kiimesini ele alalim. Bu D kiimesinde, yani her bir y € D i¢in

b
j yL(y)dx >0 (6.17)
Sartinin saglandigini varsayalim. (6.17) sart1 saglandiginda (6.14)-(6.15) sinir deger

probleminin yalniz ve reel karakteristik degerleri olur. Karakteristik degerlerin

bulunmasi i¢in agagidaki varyasyon problem ele alinir:
y € D i¢in
b

jr(x)yzdx >0 (6.18)

a

sartin1 saglayan Yy(X) € D fonksiyonlarindan

[ yL(y)dx
a (6.19)

b

Ir(x)yzdx

fonksiyoneline minimum deger veren y(X) € D fonksiyonunu bulun.
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Var sayalim ki, y=1/,(x) fonksiyonu burada ele aldigimiz problemin ¢oziimiidiir.
Yani varsayalim ki, bu y=w,(x) fonksiyonu (6.18) sartin1 saglasin ve (6.19)

fonksiyoneline minimum deger versin ve y =y, (X) € D. O zaman

[yLy)dx  [yL(y)dx

A= me'Q - = (6.20)
' jr(x)yzdx Ir(x)y/f(x)dx

esitligi ile bulunan A, sayis1 (6.14)-( 6.15) probleminin en kiiciik karakteristik degeri,
w,(x) fonksiyonu ise A, karakteristik degerine uygun (6.14)-( 6.15) probleminin
karakteristik fonksiyonu olur. Simdi (6.18) sartinin saglandigini, y e D igin ek
olarak

b

[rOow, ()y(x)dx =0 (6.21)

ortogonallik sartinda saglandigini varsayalim. O zaman (6.19) fonksiyonelinin (6.18)
ve (6.21) sartlarinda bu (6.19) fonksiyoneline minimum deger veren bir y,(X) € D
¢oziimil olur. (6.19) fonksiyonelinin y(x) =, (X) fonksiyonundaki minimum degeri
olan 4, sayist A, > A, sartin1 saglar ve (6.14)-( 6.15) probleminin bir sonraki
karakteristik degeri olur. w,(x) fonksiyonu ise (6.14)-( 6.15) probleminin A,
karakteristik degerine uygun karakteristik fonksiyonu olur. Burada (6.21) sartindan
w,(x) fonksiyonunun w,(x) fonksiyonuna ortogonal oldugu, yani y,(X) L w;(X)
ortogonallik sartin1 saglandigi da goriiliir. Simdi varsayalim ki, (6.14)-( 6.15)

probleminin k sayida

A <A, << 6. (22)

Sartlarini saglayan karakteristik degerleri ve bu A,, 4,,..., 4, karakteristik degerlerine

uygun

w1 (X), 17, (%), v (X) (6.23)
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karakteristik fonksiyonlari bulunmustur. Bu karakteristik fonksiyonlarin ¢ift-¢ift
(6.21) ortagonallik sartin1 sagladigini varsayalim. O zaman (6.19) fonksiyonelinin D

kiimesinde (6.18) sartin1 ve

Tr(x)wv(x)y(x)dx=0, v=12..k (6.24)

a

Sartinda sartli minimum probleminin , ,(X) € D ¢6ziimiini bulmamiz gerekir.
Burada

b

b
[yLmax  [wslw.)dx

Aoy = mig - =2 (6.25)
[regy?dx  [rogw?., (x)dx

olur ve v, ., (x) ¢oziimii (6.14)-( 6.15) probleminin A, ., karakteristik degerine uygun

karakteristik fonksiyonu olur. Burada her bir xela,b] igin r(x)>0 sarti

saglandiginda her bir y € D i¢in

yL(y)dx
(6.26)

r(x)y?dx

'}-’
IA
D ey T » —

esitsizligi saglanir. Bir¢ok hallerde (6.26) sarti kullanilir. (6.26) sartina Reley
prensibi denir.

Ornek 6.6.1. Reley prensibini kullanarak
—y'=4, (6.27)
y'(0)=0, y)=0 (6.28)
sinir deger probleminin A, Karakteristik degerini iistten degerlendirin.
Coziim: y(x)=1-x>eD= {y €Cpy:Y'(0) =0,y = O}
Bu yilizden Reley prensibini kullanarak A, karakteristik degeri ic¢in asagidaki

degerlendirmeyi yapariz:
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b

yL(y)dx I(l— x2)2dx 4
_ @ =%=m

r(x)y>dx Tl(l— x2)2 dx ¢

>})
IA
D ey T » e

Ama dikkate alalim ki, (6.27)-(6.28) probleminin en kii¢iik karakteristik degeri

2
4=%wz%m

olur.

Not: Bu problemi ¢dzmek i¢in Kantorovi¢ metodu da kullanilabilir.
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SONUC

Bu calismada Hilbert uzayinda operator denklemlerin varyasyon metodlarinin

uygulanmasi ile ¢6ziim yontemleri ele alinip 6grenildi.

Ikinci mertebeli adi tiirevli diferansiyel denklemler ve Poisson ve Laplace
denklemleri igin lineer sinir deger problemlerinin varyasyon probleme getirilmesi ele

alinip 6grenildi.

Genel hal i¢in Ritz metodu gosterilip Schturm-Liouville sinir deger problemi ve
Laplace denklemi icin Dirichlet probleminin Ritz metodunun uygulanmasi ile

yaklasik ¢oziimleri gosterildi.

Reel ve kompleks Hilbert uzayinda verilmis operatér denklemlerin esdeger

varyasyon probleme getirilmesi drnekler ile ele alinip incelendi.
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