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OZET

Bu tezde kismi tiirevli lineer diferansiyel operatorlerin Green fonksiyonunun insasi problemi
ele alindi incelendi ve 6grenildi. Ozellikle §-fonksiyonun &zelliklerinin kullanilmasiyla
kismi tiirevli lineer diferansiyel denklemler i¢in baslangi¢ deger , sinir deger-baslangic deger
problemlerinin Green fonksiyonunun inga yontemi ele alindi ve incelendi. Bu tezde §-
fonksiyonun tanimi verildi. §-fonksiyonun Fourier serisine agilimi ve Fourier doniisiimii
gosterildi. d-fonksiyonun Fourier serisine aciliminin, Fourier agilimiin, Fourier
donigiimiiniin ve diger oOzelliklerinin kullanimi ile 1s1 iletisimi denklemleri ve dalga
denklemleri igin baslangic deger ve sinir deger-baslangic deger problemlerinin Green
fonksiyonlar1 inga edildi ve ele alinmig problemlerin uygun Green fonksiyonlarinin

yardimiyla ¢oziimleri yazildi.

Anahtar Kelimeler: Green fonksiyonu, §-fonksiyon, kismi tiirevli lineer diferansiyel

opeator, 1s1 iletisi denklem, dalga denklemi
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ABSTRACT

In this thesis, the problem of the construction of Green’s function of partial lineer differential
operators discussed, studied and learned. Especially, with the use of §- function for the
initial value of partial differential equations, boundary value problems were constructed. In
this thesis, the function and the Fourier transform of § - were shown. We constructed the
Green’s functions of the boundary value and initial value problems for the wave equation
and the heat equation. We used the Fourier series, Fourier transform and their propertions in
these constructions. We found the solutions of each problem with the help of suitable

Green’s functions.

Keywords: Green function, §-function, partial lineer differential operators, heat equations,

wave equations
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LiSTESI

Kapal1 Reel Say1 Aralig
[a,b] Araliginda Tanimlanmis Siirekli Fonksiyonlarin Uzay1

[a,b] Araliginda Tanimlanmis n.Mertebeden Diferansiyellenebilen
Siirekli Fonksiyonlarin Uzay1

Diferansiyel ifade

Lineer diferansiyel operatorii #(u) diferansiyel ifadesinin ve
Uy,(u) = 0v = 1,2, ... < n smir sartlarinin dogurdugu operatordiir

L Operatoriiniin Tersi Olan Operator

L Operatoriiniin Eslenik Operatorii

Green Fonksiyonu

P(x) Fonksiyonunun x e gore (n-2). Mertebeden Tiirevi
Fonksiyonel Dizi

Delta Isareti

A Parametresine Bagli Green Fonksiyonu

Siniis Fonksiyonu

Kosiniis Fonksiyonu

Toplam Sembolii

Lineer diferansiyel ifadesini gosteren semboldiir
Lineer sinir sartlarini gosteren semboldiir

Birim operatordiir

Parametreye bagli operatordiir

f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin biiriinmesi olup

fxg= ffooo f(x — &) g(&)d¢ formiili ile tanimlanir

Parametredir

Parametredir

Vi



1. GIRIS

Kismi tiirevli lineer diferansiyel denklemler teorisinde kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerle bagli sinir deger problemlerinin, baslangic deger problemlerinin ve
karisik sinir deger baslangic deger problemlerinin ¢oziimiinde, dagilmis parametreli

sistemlerin kontrolii teorisinde Green fonksiyonu metodu ¢ok genis uygulanmaktadir.

Green fonksiyonu metodunun 6nemini gostermek icin burada, matematiksel fizik

problemlerinde sik sik rastlanan lineer

k+s

#(u)—ZZPks(x t)atka == f(x,0),x% <x <x,t >t (1.1)
k=0s=
diferansiyel denkleminin
1 m-1n- 6"*5
U,0) = 2 tsgss| =0t tu=12.<n (12
i=0 k=0 s=0 X=x;
homojen sinir sartlarini ve
o*u
I =0, xo<x<x; k=012,....m-1 (1.3)

t=t0

sifir baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasinin smir deger baslangic

deger problemini ele alalim ( burada a,;;s sabit katsayilardir)
biz burada

£ = Z Z PG

k=0

diferansiyel ifadesinin ve
U,(u)=0,v=12,..<n

sinir sartlarinin ve



aku

otk
t=t0

=0,k=012,...m—-1

baslangi¢ sartlarinin dogurdugu kismi tiirevli lineer diferansiyel operatorii L ile
gosterirsek o zaman (1.1), (1.2), (1.3) sinir deger baslangi¢ deger problemi kisaca

olarak
Lu = f(x,t) (1.4)

operator denklemi seklinde yazilabilir. L operatoriinin veya (1.1), (1.2), (1.3)
probleminin G(x,&,t,t) asagidaki

Lu=8(x—-&)46(t—r1) (1.5)

operatdr denkleminin veya

t(w) =8(x—&)6(t—1) (1.6)
Uy(w)=0,v=12,..<n (1.7)
oku
— =0, xo<x<x k=012,.....m—-1 (1.8)
at t=tg 4

siir deger probleminin ¢dziimiine denir.

Burada f(x,t) fonksiyonu yerine aldigimiz = §(x — &§)8(t — 1) fonksiyonu 8-
fonksiyonudur.  f(x,t) fonksiyonu xo <x<x; ty<t<t; bolgesinde

(dikdortgeninde ) stirekli fonksiyon oldugunda

t1 X1

fa o) = f f FE D8 — £)8(t — 1) dEde (19)

to Xxo
esitligi saglanir. Matematikte (1.9) esitligi 6 -fonksiyonunun tanimi olarak alinir.

L operatoriiniin Green fonksionu G(x,&,t,t) belli oldugunda veya (1.1), (1.2), (1.3)

probleminin ¢éziimii



t X1

u(x, t) = f f G(x &t 1) f(§,1)dédt = L71f (1.10)

to Xo
formilii ile bulunur.

(1.10) formiiliinden L operatoriiniin Green fonksiyonunun aynmi zamanda kismi
tiirevli lineer diferansiyel L operatdriiniin tersi olan lineer integral L™! operatdriiniin

cekirdegi oldugu goriiliir.
(1.10) esitligi ayn1 zamanda L™? ters operatdriiniin tanimidur.

Biz bu c¢alismada o8- fonksiyonunun o6zelliklerini kullanarak kismi tiirevli lineer
diferansiyel denklemler igin sinir deger baslangic deger problemlerinin Green
fonksiyonun insa yontemlerini Ogrendik ve bircok Orneklerde ele aldigimiz
problemlerinin Green fonksiyonlarinin insa yontemlerini gosterdik. Oncelikle Bolim
2’ de 6- fonksiyonunun tanimi verildi ve bazi 6zellikleri gosterildi. Boliim 3’ de o-
fonksiyonunun uygulanmasiyla bir serbest degiskene baglh L diferansiyel
operatoriiniin ve L-Al diferansiyel operatorlerinin  Green fonksiyonlarmin insa
metodu verildi ve bu operatorlerin Green fonksiyonlarinin bulunmasina ait 6rnek

gosterildi.

Boliim 3’ de Green fonksiyonun ingasi i¢in gosterilmis yontem uygulanarak Bolim 4
ve 5’ de 1s1 iletisimi denklemi i¢in Bolim 6 ve 7° de ise dalga denklemleri (titresim
denklemleri) i¢in baslangic deger ve smir deger baslangi¢c deger problemlerinin
Green fonksiyonlart uygun olarak insa edilmis ve ele alinmig problemlerinin uygun

Green fonksiyonlarinin yardimiyla ¢oziimleri yazilmistir.



2. 8-FONKSIiYON

6- fonksiyonun tanmmi, &- fonksiyonunun Fourier serisine ac¢ilimi ve §-
fonksiyonunun Fourier doniistimii asagida verilmistir.

2.1. §-Fonksiyonun Tanimi

Matematik analizde fonksiyonel dizilerin yakinsakligimin farkli farkli gesitleri

tanimlanir.
Mesela (a,b) araliginda tanimlanmus,
U (x), uy(x), us(x), us(x), ... uy(x) (2.1)

fonksiyonel dizisinin diizgiin yakinsakligi, orta quadratik yakinsakligi, zayif

yakinsaklig1 v.b. yakinsakliklar1 tanimlanir.

bulunursa n> N sartin1 saglayan her n dogal sayis1 igin ve her bir p=1,2,3, ... dogal

sayilar1 i¢in ve her bir x € (a, b) i¢in
|un+p(x) - un(x)l <é¢ (22)
esitsizligi saglandiginda (2.1) dizisi (a, b) araliginda diizgiin yakinsaktir denir.

(2.1) dizisi igin keyfi € > 0 sayist alindiginda 6yle bir N> 0 bulunursa ki n> N

sartin1 saglayan her n dogal sayisi i¢in ve her bir p=1,2,3, ... dogal sayilart icin

b
J |ty () — U ()| dx < € (2.3)

esitsizligi saglandiginda (2.1) dizisi ortaquadretik yakinsaktir denir.

(2.1) dizisi i¢in (a,b) araliginda stirekli olan her bir f(x) fonksiyonu icin sayisal

b
J [ )uy(x) dx, n=123.. (2.4)



(2.4) dizisi yakinsak dizi oldugunda (2.1) fonksiyonel dizisi (a,b) araliginda zayif

yakinsaktir denir.

Yakinsak dizilerin her bir hali i¢in uygun olarak dizinin limiti fonksiyon tanimlanir.
Ama burada dizinin limiti fonksiyonu dizinin elemanlarinin dahil oldugu sinifa dahil
olmayabilir. Mesela (2.1) dizisinin elemanlar1 (a,b) araliginda siirekli olan
fonksiyonlar smifinda oldugunu varsayalim. O zaman (2.1) dizisi (a,b) araliginda
diizgiin yakinsak oldugunda bu dizinin limiti fonksiyonuda (a,b) aralifinda siirekli
fonksiyon olur. Ama (2.1) dizisi ortalama yakinsak oldugunda veya zayif yakinsak

oldugunda bu 6zellik genelde saglanmiyor.

Ama yakinsak dizilerin limitleri bu dizilerin dahil oldugu sinifa dahil olmadiginda
ele alinmis dizinin dahil oldugu simif Oyle bir genisletilir ki, bu smifta yakinsak
dizilerin limitleri genislendirilmis sinifa dahil olur. Béylece genislendirilmis sinif ele
alimmis  smifin  elemanlarindan ve bu smifin  yakinsak dizilerinin limit

fonksiyonlarindan olusmus sinif olur.

Burada zayif yakinsak anlamda limit fonksiyon tanimladigimizda {u,(x)} ve
{v,(x)} fonksiyonel dizileri zayif yakinsaklik anlamda equivalent olduklari halde bu

dizlerin ayni limit fonksiyonu olur.

Hatirlatalim ki, (a,b) araliginda siirekli olan her bir f(x) fonksiyonu i¢in

b
tim, [ £00 (n () = v G))dx = 0 2.5)

sart1 saglandiginda {u,(x)} ve {v,(x)} dizileri (a,b) araliginda equivalent dizilerdir

denir.

Burada asagidaki yontemle {5,(x)} dizisini tamimlayalim. Reel (—oo,+0)
ekseninden bir x, € (—o0, +) noktasin1 alalim. &, > 0 sayisinin yardimiyla
(xo — &n, xo + &) araligini tanmmlayalim. (x, — &, Xo + &,) araliginin disinda sifira
esit olan ve (xo — &,, X + &,) araliginda negatif olmayan {6, (x)}n=, fonksiyonlar

dizisini ele alalim. {&,,(x)} dizisinin asagidaki sartlarin1 sagladigin1 varsayalim:



n - oo sartindan &, = 0

a < xy < b ve her bir n dogal sayis1 i¢in

b
fdn(x)dx =1 (2.6)

olsun.

Bu sartlar1 saglayan {6,(x)} fonksiyonel dizisine x, noktasinin lokal

normallestirilmis dizisi denir.

{6, (x)} dizisi zayif yakinsak dizidir. Gergektende (a,b) araliginda siirekli olan keyfi

f(x) fonksiyonunu alalim.

O zaman x, € [a,b] aldigimizda 6yle n, dogal sayisi bulunur ki n > n, igin
&, < min{|x, — al, |x, — b|}. Buradanda n > n,, igin 6,,(x) = 0, her bir x € [a, b]

oldugu bulunur. Bu yiizdende x, € [a, b] i¢in

b
rlli_r}goff(an(x)dx =0 2.7)

olur.

Simdi x, € (a, b) halini ele alalim. bu hal i¢in 6yle n, dogal sayist bulunur ki, her

birn > ng igin (x, — &, o + €,)C [a, b] olur. Boylece n > n, igin

Xot+é&n

b
[r@sax = [ res@ax 2.8)

Xo—én

olur. (2.8 )esitliginin sag yanindaki integrale orta deger teoremini uygulayarak

buluruz.
| feos@ar=rE [ r@scodx = . 2.9)



Burada &, € [xo — &,, Xo + &,] Ve n = oo sartinda &, — x, olur. Bu yiizdende

b
lim [ F8COdx = Jim f(6) = £(x0) @.10)

Ozel halde f(x) = 1 aldigimizda

b
. _ 1'x0 € [al b]
rlll—{?ojan(x)dx_{o,xo ¢ [, b] (2.11)
a

oldugu bulunur.

{6,(x)} dizisinin limit elemanina x, noktasinin §- fonksiyonu denir ve &(x,x, )

seklinde gosterilir.

Hatirlatalim ki {u,, (x)} dizisi (a,b) araliginda zayif yakinsak dizi oldugunda ve u(x)
fonksiyonu (a,b) araliginda {u,,(x)} dizisinin zayif limiti olmakla {u,(x)} dizisinin
dahil oldugu smifa dahil olmadiginda , f(x).u(x) ¢arpiminin integrali asagidaki

formiille tanimlanir.

b b
jf(x)u(x)dx = %1_{210 f f()u,(x)dx (2.12)

Bu tanimdan asagidaki formiil bulunur.

b b
i [ FG08,dx = [ £08Gx)dx = £ o) C.13)

(2.13) esitligi §- fonksiyonunun tanimi olarak alinir.



2.2. 6-Fonksiyonunun Fourier Serisine A¢ilimi, §-Fonksiyonunun Fourier

Doniistiimii

{0, (X)}::lsisteminin [a,b] araliginda tammlanmus reel degerli fonksiyonlarin

sisteminin fonksiyonlari

0
n

ortonormal tam sistemi oldugunu varsayalim. {(Dn (X)} 4

icin
b

) = [ on@om@Iax =5 I (214

a
esitligi saglandiginda {(on(X)}:zlsisteminin [a,b] araliginda ortonormal sistem
olusturur denir.
[a,b] araliginda tanimlanmis f(x) fonksiyonlarinin W smifin1 ele alalim. W

siifindan alinmis her bir f(x) fonksiyonunun {an (X)}:O=1 ortonormal sistemi tlizere

Fourier serisi [a, b] araliginda tanimlanmis f(x) fonksiyonuna yakinsadiginda, yani

D G en@ = F@ @.15)
b
(.0 = [ F@on()dx (.16)

(2.15), (2.16) agihmi her bir f(x) € W i¢in saglandiginda {¢,(x)}  sistemi W

siifinda tam sistem olusturur denir. &§(x,x,) fonksiyonunun {¢, (x)} " tam

ortonormal sistemi tizere Fourier serisine a¢ilimini bulalim. Bunun igin &(x, x,)

fonksiyonunun {an (X)}(:=l sistemi tizere,

o0}

8C0%0) = ) an(¥o) 9 () @17)

n=1



(2.17) seklinde ac¢ildigimi varsayalim bu ac¢ilimdaki a,(x,) Kkatsayilar1 aranan

katsayilardir. a,,(xy) katsayilarimi  bulmak i¢in, (2.17) esitliginin her iki
tarafin1 @, (x) fonksiyonu ile carpip ortogonal olduklari [a,b] araliginda

integralleyelim. O zaman

L,n=m
(Pns Pm) = Spm = {1 o (2.18)
esitligini kullanarak a,, (xy) katsayilar1 i¢in asagidaki esitligi buluruz.
an0) = | 88 7)pn () dx (219)

(2.19) esitliginin sag yaninda &(x, xy) fonksiyonunun (2.13) formiilii ile belirlenen

tanimini kullanarak

an(xo) = @n(xo) (2.20)

esitligini buluruz.

Boylece 6(x,xy) fonksiyonun {(Dn (X)}‘;o tam ortonormal sistemi {izere Fourier

=1

serisine a¢ilimi

5, %) = ) 9n(x) onlx0) @21

seklinde bulunur. Bu agilimdan
8(x, %) = 6(x0,x) (2.22)
esitligi bulunur.

Ozel halde §(x, x,) fonksiyonunun asagidaki acilimlar1 yazilir:

(2.23)

>
=
=
I
=
o
p—
Il
|r—x
3
||M8
U)
/‘\
=
I
=
o
N/
L
N
=
N



S(x-%,) =% e T Ji<xsl (2.24)

sin “I—”xosinnl—”x 0<x<I (2.25)

Simdi burada &(x,x,) fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii bulalim, bu amagla

Fourier doniisiimiiniin tanimina dayanarak asagidaki esitligi buluruz.

f 5(x, xo)e®*dx = el@¥o (2.26)

Bu esitligi ters Fourier doniisiimiinde kullanarak buluruz.

1 (. 1 [
— iwxg p—iwx — —iw(x—xg) 22
&(x, xg) o fe e '“*dw o je dw (2.27)
(2.27) formiiliinden
S(x — xy) = % J;” cos w(x = xo)dw (2.28)

acilimini buluruz.

10



3. 6-FONKSIYONUNUN UYGULANMASIYLA BIiR SERBEST
DEGISKENE BAGLI L DIFERANSIYEL OPERATORUNUN
VE L-A1 DIFERANSIYEL OPERATORUNUN GREEN
FONKSIYONLARININ INSASI

Bu kisimda L diferansiyel operatoriiniin asagidaki esitlikle tanimlanan
£(y) = Po(x)y™ + Py (x)y ™D + -+ By (x)y (3.1)

diferansiyel ifadesinin ve

n-—1

U,(y) = Z ay y + z Bry =0, v=123,..n (3.2)

simir sartlarinin dogurdugu yalmz serbest x € [a, b] degiskenine bagh diferansiyel
operator oldugunu varsayalim. (3.1) ifadesinde Py(x) #0, P;(x),...,B(x)
fonksiyonlar1 [a, b] araliginda tanimlanmus stirekli fonksiyonlar ve 6nceden verilmis
fonksiyonlar olduklarini varsayariz. (3.2) siir sartlarinda af ve ) katsayilari

onceden verilmis sabit katsayilardir. (3.2) sinir sartlarinda

k k
Y =y®| _ ., oy =y®Ow| (3.3)
alinmustir.

Burada ele aldigimiz L operatoriiniin tek bir tane G(x,&) Green fonksiyonun

oldugunu varsayalim.
O zaman
Ly=f (3.4)
operator denkleminin, yani uygun olarak
() = f(x) 3.5)

diferansiyel denkleminin



U,(y)=0,v=1.23,..n (3.6)

sinir sartlarini saglayan ¢ozimii

b
y0) = [ 6 s (3.7
formiilii ile bulunur.
(3.5) diferansiyel denkleminde
flx) =6(xn) (3.8)

alirsak, yani 6 -fonksiyon olarak alirsak o zaman (3.7) formiiliinden

b

ﬂ@=fcufw®me=mmm (3.9)

a
esitligini buluruz.

(3.9) esitliginden L operatoriiniin Green fonksiyonu G(x,¢) fonksiyonunun (3.5),

(3.6) smir deger probleminin veya uygun olarak (3.4) operatér denkleminin
fx) =6(x,¢) (3.10)
alindigindaki ¢oziimiidiir.
Simdi biz burada lineer diferansiyel L operatoriiniin karakteristik
A, Ay i Ay e (3.11)

degerlerinin tekrarlanmayan karakteristik degerler olduklarint ve reel pozitif sayilar

olduklarini ve
0< A <A< e <Ay < oo

sartlarin1 sagladiklarin1 ve bu karakteristik degerlere uygun L operatoriiniin

12



L‘Pk = Ak‘/)k ) k= 1,2, (312)

esitliklerini saglayan Kkarakteristik ¢4 (x), @,(x), ..., @,(x),.... fonksiyonlarnin

[a, b] araliginda ortonormal tam sistem olusturduklarini varsayalim, o zaman (3.10)

esitligindeki 8 (x, &) fonksiyonu i¢in,

69 = ) 0uld) u®) (3.13)
n=1

acilimini yazabiliriz.

Simdi biz burada 6(x, &) fonksiyonun (3.13) agilimmi kullanarak L operatoriiniin
G(x, &) Green fonksiyonunu bulalim. Bu amagla (3.4) denkleminde f(x) = &(x, &)
alalim. O zaman (3.13) acilimin1 kullanarak (3.4) denklemini asagidaki sekilde

yazariz:

L) = ) 0u(® 0u®) (3.14)
n=1

Bu (3.14) denkleminin ¢6ziimiinii

(o]

y() = ) n(®) 9a0) (3.15)

n=1

seklinde arayalim. (3.15) agilimindaki c¢,(¢), n=1,2,3,... Kkatsayilar1 aranan
katsayilardir. (3.14) denkleminin (3.15) sekilli ¢6ziimiinii (3.14) denkleminde yerine
yazarak ve (3.12) esitliklerini kullanarak asagidaki esitligi buluruz:

iln cn($) pn(x) = i Pn(§) Pn(x)

Bu esitligin her yanin1 ¢,,(x) fonksiyonu ile ¢arpip, sonrada [a,b] araliginda x

degiskenine gore integral alirsak ve

13



b

(P om) = f O (X) P (x) =8y = {

a

1 n=m
0 n#m

esitliklerini kullanarak
Amcm(f) = (pm(f), m=1273...
esitligini veya

qom (x)

m

cm(§) = m=1.23.. (3.16)

cm (&) katsayilari i¢in buldugumuz bu ifadeleri (3.15) agiliminda yerlerine yazarak ve
(3.9) esitliginde kullanarak L operatoriiniin G (x,¢) Green fonksiyonunu asagidaki
sekilde buluruz.

i O (&) Pn ()
Do 2

G(x, &) = (3.17)

Ayni sekilli islemleri
Ly=Ay+f (3.18)

operator denklemi iginde yaparak L — Al operatoriiniin G (x, &, 1) Green fonksiyonu

icin asagidaki esitligi buluruz:

G(x, &) = Z ‘p”f)_‘p;(x) . (3.19)

bu acilim A # A, , n=1,2,... igin saglanir.

Ornek:
d?y
—E=Ay+f(x),0<x<1 (320)

diferansiyel denkleminin

14



y©@=y@®)=0 (3.21)

siir - gartlarii  saglayan ¢Oziimiiniin  bulunmasi probleminin G (x,&) Green
fonksiyonunu insa edelim, bu problemdeki f(x) fonksiyonu 0 < x < 1 araliginda
tamimlanmis Onceden verilmis bir fonksiyon, A ise parametredir. (3.20),(3.21)
probleminin Green fonksiyonu insa etmek igin {(y)=-y'" diferansiyel ifadesinin ve
(3.21) smr sartlarmin dogurdugu L diferansiyel operatoriiniin A, ,n = 1,2, ...
karakteristik degerlerini ve bu karakteristik degerlere uygun ¢,(x), n =1,2,...

karakteristik fonksiyonlarini asagidaki sinir deger problemini ¢dzerek bulalim:

_ d;xq;" =A,0,, n=12,.. (3.22)
0,(0) = @, (1)=0, n=172.. (3.23)
(3.22), (3.23) problemini ¢ozerek
Ay =n?m?, n=123,.. (3.24)
ve uygun olarak
pn(x) = V2sinnmx , n=1,2,3, ... (3.25)

esitliklerini buluruz.

on(x) =V2sinnmx , n=1,23,.. fonksiyonlar1 sistemi [0,1] araliginda

ortonormal sistem olusturur.

Boylece L operatdriiniin Green fonksiyonu

o)

GOx€) = %Z Sin(nnx)Sin(nné) (3.26)

na

n=1

seklinde ve L- Al operatoriiniin Green fonksiyonu

= SinnxS inné

G(x,f,l) = anl(ﬂ,"n)—z—ﬂ_

(3.27)

15



seklinde bulunur.

Boylece (3.20), (3.21) sinir deger probleminin ¢éziimiinii

1

Y (@) = f G(x, & 1) (§)dE (3.28)

0

seklinde veya agik sekilde yazarsak

o (f,on)

o7 =790 (3.29)
n=1

y(x) =

serisi seklinde buluruz. Burada (f,¢,) katsayis1 f(x) fonksiyonunun ortonormal

{¢,,(x)} sistemi lizere Fourier katsayisi olup

(f, on) = ff(x)gon(x) dx , n=12,.. (3.30)
0

formiilii ile hesaplanir ( ¢, (x) = V2 sinnmx ).
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4, KISMi TUREVLI LINEER DIFERANSIYEL
OPERATORLERIN GREEN FONKSIiYONUNUN INSASI

ORNEKLERI

Bu boliimde 6rnekler asagidaki sekilde verilmistir.

4.1. Sonlu Uzunluklu Cubukta Is1 fletisiminin Homojen Denklemi i¢in Simir

Deger Baslangi¢ Deger Probleminin Green Fonksiyonunun Insasi

Burada asagidaki 1s1 iletisiminin

0°u _ ,0%u
W=aﬁ 0<x<lI, t>0 4.1)
denkleminin
u(0,t) =0 u(l,t)=0 t>0 4.2)
sinir sartlarini ve
u(x,0)=¢kx), o<x<l (4.3)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim.

(4.1) denklemi | uzunluklu gubukta 1s1 iletisiminin denklemidir. Bu denklemde ki a?
katsayisi sabit say1 olup 1s1 iletisimi katsayisisidir. Boylece, (4.1), (4.2), (4.3)
problemine 1s1 iletisimi denklemi i¢in sinir deger baslangic deger problemi denir. Bu
problemin verilmis ¢(x) baslangi¢ 1s1 dagilimi fonksiyonu i¢in tek bir ¢dziimiin

oldugu gosterilmistir.
(4.1), (4.2), (4.3) probleminin veya

0°u ou
_ 20U ou
l(u)=a 22 3¢ (4.4)

diferansiyel ifadesinin ve (4.2) sinir sartlarinin ve (4.3) baslangi¢ sartinin dogurdugu

L kismi tiirevli  lineer diferansiyel operatdriin Green fonksiyonunu tezin giris



kisminda ve Boliim-3 de gosterilmis yonteme dayanarak insa edelim. Bu amagla

(4.1), (4.2), (4.3) probleminin verilmis ¢ (x) fonksiyonuna uygun ¢éziimiin

l

w( ) = LI = f G(x,&,0) p(€)de 4.5)

(o]

seklinde gosterebildigimizi varsayalim. Bu durumda L™! ters operatdriiniin integral
operatér oldugunu ve aradigimiz  G(x,&,t) Green fonksiyonunda L~1integral

operatoriiniin ¢ekirdegi oldugu goriiliir.

Simdi biz L™! integral operatoriiniin ¢ekirdegini bulalim. L™ operatériiniin ¢ekirdegi

olan G(x,¢,t) ¢ekirdeginin bulmak i¢in ¢ (x) = 6(x — &) alalim.
(4.5) formiiliinde ¢ (x) fonksiyonu yerine §(x — &) fonksiyonunu aldigimizda
u(x,t) =G6(xé&t)
esitligi bulunur. Bu onu gosterir ki
G(x,¢&,t) fonksiyonu (4.1) denkleminin sinir sartlarini ve
u(x,0) = 6(x — &) 4.3)
baslangig¢ sinir gsartini saglayan ¢oziimidiir.

Burada §(x — &) fonksiyonunun [0, [] araliginda tam ortonormal sitem olusturan

(pn(x)=\/;Sln$x n=1,2,... fonksiyonlar1 sistemi iizere Fourier serisine

acilimini alalim:

- 2 nm | nm
S(x—&) = ZTSlnTxSLan (4.6)
n=1

uygun olarak L™ operatériiniin G (x, &, t) cekirdegi de asagidaki sekilde arayalim.



G(x, ¢ t) = Z A, (t) sin?x. 4.7)
n=1

bu esitlikte A, (t) katsayilar1 aranan katsayilardir.

G(x,&,t) fonksiyonunu (4.7) seklinde aradigimizda G(x,¢,t) fonksiyonunun (4.2)

sartlarin1 sagladigi goriiliir.

Simdi (4.7) agilimindaki aranan A, (t) n=1,2,... katsayilarin Oyle secelim ki (4.7)
esitligi ile bulunan G(x,¢&,t) fonksiyonu (4.1) denkleminide saglasin. G(x,¢,t)

cekirdeginin (4.1) denkleminin ¢dziimii olmasi sartindan
=3 nm - nr nm
z A, (t)sinTx = z —(a T)zAn(t) sinTx
n=1 n=1

esitligini buluruz. Burada Fourier serisinin katsayilarimin tekligi hakkindaki

teoremden A, (t) katsayilari i¢in agsagidaki diferansiyel denklemi buluruz.

An(® + (a ?)2 A (6) =0 (4.8)

denkleminin genel ¢6ziimii

2EEft

Ap(t) = Bpe ™ (5 4.9)

seklinde yazilir.

A, (t) katsayilar1 igin buldugumuz (4.9) iadesini (4.7) ag¢iliminda yerine
yazdigimizda G (x, &, t) ¢ekirdegi igin

C _g2(Mm)? nm
G(x, &, t) = Z Be *(7) tsinTx (4.10)
n=1

acilimini buluruz.

G(x, &, t) fonksiyonunu (4.3") baslangig sartin1 saglamasi igin
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2 nm | nm
lSlnlelnlf

Nk

60§, Olimg = ) Bysin—x = 6(x = §) =
n=1

1

S
1l

esitliginin saglanmasi gerekir. Bu sonuncu esitlikten B,, katsayilar1 i¢in asagidaki

esitligi buluruz.

2 nm
B, = TSinTE n=12,.. (4.11)

bdylece L™ integral operatoriiniin G (x, &, t) cekirdegi igin asagidaki agilimi buluruz:

2 _g2(nmy? nrw nm
G(x, & t) = e a*(T) tsinszian (4.12)
(4.12) esitligi ile bulunan G(x,&,t) fonksiyonu L operatoriiniin veya (4.1), (4.2),
(4.3) probleminin Green fonksiyonudur. Boylece (4.1), (4.2), (4.3) probleminin
¢ozlimii (4.5) seklinde gosterilir ve (4.5) formiiliindeki G(x, &,t) Green fonksiyonu

(4.12) formiili ile tanimlanir.

4.2. Sonlu Uzunluklu Cubukta Isi iletisiminin Homojen Olmayan Denklemi

Icin Siir Deger Baslangic Deger Probleminin Green Fonksiyonu

(4.12) formiilii ile buldugumuz G (x, &, t) fonksiyonunu kullanarak homojen olmayan

ou 0%
S =a W+f(x,t) (4.13)
denkleminin
u(0,t) =0,u(l,t) =0 (4.14)
sinir sartlarini ve
u(x,t)|t=og =ulx,0)=0 (4.15)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢ozimiinii
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t 1
u(x,t) = L71f =ffG(x,E,t—r)f(E,r)d€dr (4.16)

formilii ile buluruz.

Bu G(x, &,t — ) fonksiyonu (4.13),(4.14),(4.15) probleminin Green fonksiyonu olup

Gx,ét—1) =

~| N

i e_az(nl_n)zt_fsin$xsin$f 4.17)
n=1
formiilii ile tanimlanir.
Bunu gostermek icin (4.16) formiiliinde

fl,t) =6x=86(t—1), T>0 (4.18)
alirsak ve § -fonksiyonunun 6zelligi kullanarak
ulx,t) =G(x,é,t—1) (4.19)

esitligini buluruz.

Boylece, (4.13), (4.14), (4.15) probleminin ¢déziimii (4.17) formiilii ile tanimlanan
G(x,¢,t — 1) Green fonksiyonunun yardimiyla (4.16) seklinde bulunur.

4.3. Homojen Olmayan Isi iletisimi Denklemi icin Homojen Olmayan Simir
Deger Baslangi¢c Deger Probleminin Coziimiiniin Green Fonksiyonunun

Uygulanmasiyla ifade Edilmesi
Burada biz homojen olmayan,

ou _ 202u+ (x,t),0<x<l,0<t 4.20
gt = oz T/, 0<x <1, (4.20)

denkleminin homojen olmayan

u(0,t) = »,(t) , u(l,t) = u1,(t) , 0<t<T (4.21)
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sinir sartlarini ve homojen olmayan
u(x,0) = @), 0<x<l (4.22)
baslangig sartini saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim.
Bu (4.20), (4.21), (4.22) problemini ¢6zmek i¢in aranan u(x, t) fonksiyonunu
ulx,t) =w(x,t) + vix,t) (4.23)

seklinde arayalim. Burada v(x,t) fonksiyonu belli fonksiyon olup se¢im yontemi

ifadesi asagida gosterilecektir. w(x, t) fonksiyonu yeni aranan fonksiyondur.

(4.23) acgilmini  (4.20) denklemide ve (4.21), (4.22) sartlarinda u(x,t)
fonksiyonunun yerine yazdigimizda w(x,t) aranan fonksiyonu i¢in asagidaki sinir

deger problemini buluruz.

ow 0w
E =a W + f(x, t), (424)
w(0,t) =3:(t) ,  w(lt) =3x%;(0) (4.25)
w(x,0) = p(x). (4.26)

burada
fot) = f(x ) — (v — a?vy)
#(t) = 1,(t) —v(0, 1),
1 (8) = w2 (0) —v(, 1),
P(x) = p(x) —v(x,0)
simdi buradaki yardime1 v(x, t) fonksiyonunu dyle segelim ki,
#i(t) =0, () =0

sartlar1 saglansin. Bunun i¢in v(x, t) fonksiyonunu
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X
v ) =00 + 5 060 ~ 0 ©)
seklinde se¢mek yeterlidir.

O zaman f (x, t) fonksiyonu
flot) = flx,t) — <%'1(t) + % () — %'1(t))> (4.28)
formiilii ile,ip (x) fonksiyonu ise

90 = 909 = (6(0) + 7 (42(0) = ,(0)) (429)
formiilii ile bulunur.

Boylece yeni aranan w(x,t) fonksiyonunu bulmak igin homojen olmayan 1s1

iletisimi
ow  ,0%w
E:a W+f(x,t)0<x<l,t>0 (4.30)
denkleminin
w(0,t) =0, w(l,t) =0, t>0 (4.31)

homojen sinir sartlarin1 ve homojen olmayan
w(x,0)=p(x) ,0<x <1 (4.32)
baslangig sartin1 saglayan ¢6ziimiini bulmamiz gerekir.

(4.30), (4.31), (4.32) sinur deger baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii asagidaki

formiille bulunur.

l

t 1
wix, ) = j G & DPE)E + j f G & t—Of@)ded;  (433)
00

0
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(4.33) formiiliindeki G(x,&,t) ve G(x,&,t — ) Green fonksiyonlar: uygun olarak
(4.12) ve (4.17) formiilleri ile ifade olunurlar.

Ornek: Simdi biz burada uglar sabit sicaklikta saglanan | uzunluklu cubukta 1s1

iletisimi problemini ele alalim. Yani burada homojen 1s1 iletisimin

ou  ,0%u
E:aW'0<x<l't>0 (4.34)
denkleminin
u(0,t) = uy, , u(ll,t) =u, , t>0 (4.35)
sinir sartlarini ve
u(x,0) =), 0<x<l (4.36)

baslangig sartin1 saglayan ¢6ziimii bulunmasi problemini ele alalim.

(4.35) sartindaki u, ve u; sabit sayilar olup cubugun uglarindaki sicakliklari

gosterir.
(4.34), (4.35), (4.36) probleminin ¢6ziimiinii
u(x,t) =w(x,t) + v(x) (4.37)

seklinde arayalim. Buradaki w(x) ve v(x) fonksiyonlarini asagidaki sinir deger

problemlerin ¢6ziimii olarak buluruz.

v"'=0 (4.38)
denkleminin
v(0) = uo}
(0 = uy (4.39)
sinir sartlarini saglayan
X
v(x) =uy + 7 (uy —ugp) (4.40)
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¢Oziimiidiir.
w(x, t) fonksiyonunu bulmak i¢in ise homojen

ow 5 2%w

Fridr T (4.41)
denkleminin homojen
w(0,t) =0, w(l,t) =0 (4.42)
sinir sartlarin1 ve homojen olmayan
w(x,0) = p(x) —v(x) = o(x) (4.43)
baslangi¢ sartin1 saglayan ¢oziimiinii bulmamiz gerekir.
(4.41), (4.42), (4.43) probleminin ¢oziimii
l
W) = [ 666,09 (4.44)

0

formiilii ile bulunur. Bu formiildeki

G(x,&,t) fonksiyonu (4.41), (4.42), (4.43) probleminin Green fonksiyonu olup

(4.12) formiilii ile tanimlanir.

4.4. Sonsuz Cubukta Is1 Tletisimi Denklemi icin Baslangic Deger

Probleminin Green Fonksiyonunun insasi
Burada biz sonsuz gubukta 1s1 iletisiminin homojen

o _ 22 <x<ot>0 4.45

—_—= —_— ,— 00

ot ¢ ox? * ' (4.45)
denkleminin homojen olmayan

u(x,0) = p(x),—0 <x < ® (4.46)
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baslangic sartim1  saglayan baslangic deger probleminin  §-fonksiyonun

kullanilmastyla Green fonksiyonunu insa edelim.

Boylece (4.45), (4.46) probleminin Green fonksiyonunu insa etmek igin (4.46)
sartinda

@(x) = 8(x = &) (4.47)

alalim ve §- fonksiyonunun asagidaki Fourier integrali agilimini kullanalim.

[ee]

6(x—§&) = %j cos A(x — &)dA (4.48)

0

Bu yiizdende (4.45), (4.46) probleminin (4.47) esitliginin saglanmasiyla G(x,¢&,t)

Green fonksiyonunu (4.48) a¢ilimina uygun olarak

oo}

G(x,é,t) = %f Ay (t)cosA(x — &)dA (4.49)
0

seklinde arayalim.

(4.49) fonksiyonu tanima gore (4.45) denkleminin ¢6ziimii oldugundan (4.49)

ifadesinin (4.45) denkleminde u(x,t) fonksiyonunun yerine yazarsak

(o] (0]

%J A () cosA(x — &)dA = %J (—22a®)A;(t)cosA(x — &)dA
0

0
esitligini buluruz.
Bu esitligin saglanmasi i¢in
A1) + (Aa)?4,(t) =0
esitliginin saglanmasi gerekir.

Bu diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii
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A;(0) = 4,7 (e

seklinde yazilir. Burada AA(O) katsayisi t degiskenine bagli olmayan aranan

katsayidir.

A, (t) katsayisi i¢in buldugumuz bu ifadeyi (4.49) agiliminda yerine yazarak
asagidaki ifadeyi buluruz.

1 oo
G(x,¢,t) = gf Ay Vet o5 (x — £)dA
0

Bu esitlikteki A ;L(O) katsayisini dyle secelim ki

oo

1
60 & lemo = (=) =~ f cosA(x — £)dA

0

baslangi¢ sartinda saglasin yani

oo

17 1
G(x,&,t)| =0 = ;f A;L(O)cos/l(x —&)dA = Ef cosA(x — &)dA
0 0

esitliginin saglanmasi gerekir. Bu sonuncu esitligin saglanmasi i¢in
4,0 =1
alinmasi gerekir.

Boylece (4.45), (4.46) probleminin Green fonksiyonu i¢in

o)

G@&Oz%fﬁﬁmwﬁﬁ—aﬂ (4.50)
0

ifadesini buluruz.

(4.50) esitliginin sag yanindaki integrali hesaplayalim. Bu amagcla
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o

J(t) =f e~ costxdx (4.51)
0

integralini ele alalim. (4.51) integralinde a parametresine sabit gibi bakalim. O

zaman (4.51) esitliginin her yanindan t degiskenine gore tiirev alirsak

dge© [ 1
= —f e Hgsinxtdx = —f sintxde %
dx 2a
0 0

esitligini buluruz. Bu esitligin sag yanindaki integrali parga parca integrallersek

asagidaki esitligi buluruz.

gt _ 1 e
=—e

1 r 2 t
intx|y —t— | €™ costxdx = —](t
sintx|g Zaf e costxdx 2a]()

dx 2a
0
Boylece J(t) integralini bulmak igin
djit) t
=—J(t

dx 2a]( )
diferansiyel denklemini buluruz.
Bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

t2
J(t) =ce 4a (4.52)

seklindedir. Burada c, t ye bagli olmayan keyfi sabittir.

(4.51) esitliginden

=3[

esitligini, ama (4.52) esitliginden

J(0)=c

esitligini buluruz. Boylece,
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_1\/ﬁ
C_Z a

oldugunu ve

1 [m _¢
J@© =5 \/g e 4a
esitligini buluruz. Boylece (4.51) integralinin degeri

[0e]

_ —ax? _1 E 2
J)=1ce costxdx = e 4a
2Na
0

olur. O zaman

o)

! ~(%t 1 e
G(x, ¢ t) = ;j- cosA(x—&)e d\ = e aaZt

4.53
) 2a+/mt (4.53)
seklinde bulunur.
Green fonksiyonunun (4.53) ifadesini kullanarak (4.45), (4.46) probleminin
¢Ozumunu
w0 = [ 60 0@ (4.54)
seklinde buluruz.
Not 1: (4.51) esitliginde t=0 aldigimizda
1 [
=3[
esitligini bulurken
+00
f e P dp =r (4.55)
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esitligini kullandik.

Not 2: Tamamen benzer islemleri yaparak tiim ii¢ boyutlu uzayda 1s1 iletigiminin

ou 2<azu 0?u  0%u

Frie 9x2 +6y2 + aZ2> ,—0o<x,y,z<+0 t>0 (4.56)

u(x, Yz, 0) = 6(x - 2)6(3] - T])5(Z - () (457)

baslangig sartin1 saglayan Green fonksiyonunun

G(x,y,z,&n,{,t) = ;e (x—é’)2+(i;;722+(z—6)2 (4.58)
(2avnt)?
seklinde oldugunu buluruz.
(4.56) denkleminin
u(x,y,2,0) =p(x,y,z) —oo<xy,z<+x0 (4.59)
baslangi¢ sartin1 saglayan ¢oziimii
wy.z0 = | [ [ o@no6ey.sms odsdnds (4.60)

seklinde bulunur.

4.5. Sonsuz Cubukta Homojen Olmayan Isi iletisimi Denklemi

Icin Baslangic Deger Probleminin Green Fonksiyonunun Insasi
Burada homojen olmayan 1s1 iletisimi

_au__ 2—azu+ t),—o<x<oot>0 4.61
at ¢ ox? fx0, x ’ (4.61)

denkleminin homojen

u(x,0) =0 ,-c0<x <o (4.62)
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baslangi¢ sartini saglayan ¢ozliimiiniin bulunmasi probleminin Green fonksiyonun
inga yontemini gosterelim. Bu amacla (4.61) denkleminin sag yanindaki f(x,t)

fonksiyonunu

flx,t) =6(x =86t —1), >0 (4.63)
seklinde alalim.
O zaman (4.61) denklemi bu halde

ou 0%u
=2 _ —
o= @+ 6~ DS D) (4.64)

seklinde yazilir. (4.64) denkleminde §(x — &) fonksiyonunun

oo}

6(x—% = %f cosA(x — &)dA (4.65)
0

acilimini kullanarak (4.64) denkleminin ¢dziimiinii uygun olarak

[ee]

u(x, t) = %j uy (t)cosA(x — &)da (4.66)

0

acilimi seklinde arayalim. &(x — &) fonksiyonunun (4.65) ifadesini ve aranan
u(x, t)fonksiyonunun (4.66) ifadesinin (4.64) denkleminde yerine yazdigimizda

aranan u, (t) katsayisi i¢in asagidaki denklemi buluruz.
uy (8) + a?22u,(t) = 6(t — 1) (4.67)
(4.62) baslangig sartindan (4.67) denklemi i¢in homojen
u(0) =0 (4.68)
baslangi¢ sartin1 buluruz.

(4.67) denklemini ¢6zmek icin bu denklemin her yanini e@’ At carptigimizda

(ul(t)eaz’lzt)’ = e ¥t§(t — 1)
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esitligini buluruz. Bu esitligi t degiskenine gore 0-dan t-ye kadar integralledigimizde

ve (4.68) baslangi¢ sartin1 kullanarak asagidaki esitligi buluruz.

t
ety () = Je(a)‘)zsd(s —1)ds

0

bu esitligin her yanin et fonksiyonuna bolerek

t
uy (t) = f e~ (=) §(s — 1) dt
0

esitligini buluruz.

Bu esitligin sag yaninda &- fonksiyonunun tanimini kullanarak u; (t) fonksiyonu igin

asagidaki ifadeyi buluruz.
u () = e~ @A -D (4.69)

u, (t) fonksiyonu i¢in buldugumuz (4.69) ifadesini (4.66) agiliminda yerine yazarak

o)

1
u(x, t) = ;f e~V (=) cosA(x — E)dA (4.70)
0

esitligini buluruz.

Bu integrali onceki (4.4) kisminda hesaplamistik. Bu (4.70) integralinin degerini
kullanarak (4.61), (4.62) probleminin G (x, ¢, t — 7) Green fonksiyonu igin

o)

_52
G(x,ét—1) = %! e~ @ (=) cosA(x — E)dA = Z\/ﬁelﬁ(if) (4.71)
ifadesini buluruz.
Boylece

ou ,0%u

Frine ﬁ+f(x,t) —o<x<40 , t>0 (4.72)
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u(x,0) =¢pkx) —o<x<+4+w0 , t>0 (4.73)

probleminin ¢6ziimiinii,

o)

t oo
u(x, t) = f G(x, ¢, t)(p(f)df+f f G(x, & t—1)dédr (4.74)
0 —

seklinde buluruz.

Not 1: Burada biz benzer sekilde iic boyutlu uzayda homojen olmayan 1s1

iletisiminin

ou 62u+62u+62u T 5 175
ot~ oz taztoz) /e (79

denkleminin homojen olmayan
u(x,¥,2,0)=¢(xy,2z) —0<xyz<+oo (4.76)

baslangi¢ sartin1 saglayan ¢6ziimiinii

+00 400 4+

u(x,y,2,0) = j j j 0(&1, OG0y, 21,8, ) dEdnd]

—00 —00 —00

t +o0 400 40

N J ] J JG(x,y,z,f,n,(,t—T)dfdnd{dr 4.77)

0 —00 —00 —00
seklinde buluruz.

Buradaki G(x,y,z,&,n,{,t) fonksiyonu (4.75), (4.76) probleminin Green fonksiyonu

olup (4.58) formiilii ile tanimlanir.
Not 2: Sinirsiz levhada 1s1 iletisiminin homojen olmayan

ou 5 0°u  0d%u
ot dx? = 0y?

) , (o0 < x,y < +0), t>0 (4.78)

denkleminin homojen olmayan
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u(x,y,0) =9(x,y) —o<xyz<+w (4.79)

baslangi¢ sartin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi probleminin Green fonksiyonuda

iistte gdsterdigimiz yontemle bulunur ve

1 _G=9H*+-m?
AmaZt e 4a’t (4.80)

G(x,y,&m,t) =

formiilii ile gosterilir.

(4.78), (4.79) probleminin (4.80) Green fonksiyonunun yardimiyla asagidaki sekilde

yazilir.
w0 = [ [ 6GyemoeEmdsdn
- _Oto +o0o +o0o
+ff fG(x,y,f,n,t—T)f(f,n,r)dfdndr (4.81)

0 —oo —oo

4.6. Yar1 Sonsuz Cubukta Is1 fletisimi Denklemi I¢cin Siir Deger Baslangic

Deger Probleminin Green Fonksiyonunun Insas
Burada biz yar1 sonsuz ¢ubukta 1s1 iletisiminin

v d0%v

E:azﬁ’ 0<x<+o0,t>0 (4.82)
denkleminin
v(0,t) =0, t>0 (4.83)
Sinir gartini ve
v(x,0) = p(x), 0<x<+4o0 (4.84)

baslangi¢ sartin1 saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi probleminin Green fonksiyonunu

insa edelim.

Bu amagla biz burada sonsuz telde 1s1 iletisiminin

34



_au__ 2_62u 0<x<+4o0,t>0 4.85
ot ¢ oxz x ' (4.85)

denkleminin
u(x,0) = p(x), 0<x<+4o (4.86)

baslangig sartin1 saglayan ¢6ziimiiniin

(6, 0) fw (O — i g 4.87)
u(x, t) = e 4a’t .
- ¢ )Za\/nt

formiiliinii kullanalim.

(4.87) formiiliiniin asagidaki sekilde yazalim.
(x,t) 1/—f [ <3 S 3] o d 4.88
u(x,t) = e 4a‘t + —¢&¢)e 4a“t .

2avt ) 1€3 p(=¢ $ (4.88)

(4.88) formiiliinde x=0 alalim. O zaman asagidaki esitligi buluruz.

0,0 =-—— foo (900 + p(-Dle” st a 4.89
u(0,t) = + e 4a?t .
Zavat) () +o(=¢ $ (4.89)
Bu (4.89) esitliginden kolaylikla goriiyoruz Ki
v(0,t) =u(0,t) =0 (4.90)

sinir sartinin saglanmasi i¢in (4.84) baslangig sartindaki ¢ (x) fonksiyonunu

0 < x < 400 araligindan (—oo,0) araligina kadar fonksiyon olarak devam ettirmek

yeterlidir.
Yani ¢ (x) fonksiyonunun

p(=5) =—p() 0=<¢{<+w (4.91)
sartin1 saglamasi gerekir. O zaman (4.82), (4.83), (4.84) probleminin ¢oziimii
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(x,1) _f 1 l o (©)de
vix,t) = e 4a’t —e 4a’t (@
OZa\/E

seklinde bulunur.
Boylece; (4.82), (4.83), (4.84) probleminin Green fonksiyonunu

1 (x=8)? (E+x)?
e 4a’t —e 4a?t
2av/mt

G(X, E’ t) =

seklinde buluruz.

(4.92)

(4.93)

Bu yiizden (4.93) esitligini kullanarak (4.92) ¢6ziimiinili agagidaki sekilde yazabiliriz.

o)

ﬂ%ﬂ=fﬂ®mﬁﬂﬂf

0

uygun olarak

w_ 2 0% + f(x,t) 0<x<+40 ,t>0
— (00]
Frimie f(x,t), X )

v(0,)=0, t>0
v(x,0) =) 0<x <+

probleminin ¢oziimiinii

0 t

ﬂ%0=f6@€0M®ﬁ+ffG&fi—ﬂﬂﬁﬂﬁﬁ
00

0

seklinde buluruz.

(4.98) formiilindeki G (x, &, t) fonksiyonu (4.93) formiilii ile tanimlanir
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Not :

ou_ 20 0<x<+4o,t>0 4.99
R —_— (0'e] .
ot~ ¢ oxz * ’ (4.99)
denkleminin
au(Ot)—O t>0 4.100
ax 7 (4.100)
Sinir gartini ve
u(x,0) =), 0<x<+4o0 (4.101)

baslangig sartini saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi probleminin Green fonksiyonunun

1 (x=§)? (§+x)?
G(x,f,t)=m e 4a’t +e 4dlt (4.102)
seklinde oldugu bulunur.

(4.102) formiilinii bulmak i¢in (4.88) acilimini kullanarak (4.101) de verilen ¢(x)
fonksiyonunu (0, +o0) araligindan (—oo,0) araligina ¢ift olarak devam ettirmek

yeterlidir. ¢(x) = @ (—x) gibi sart1 saglamas1 gerekir.
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5. DIKDORTGEN ~ SEKILLIi LEVHADA ISIILETiSiMi
DENKLEMI iCIiN BIRINCi SINIR DEGER PROBLEMININ
GREEN FONKSIYONU

Dikdortgen sekilli bir levhanin verildigini ve bu levhanin 0 < x <[, ,0<y <,

olmak iizere xoy diizleminde yerlestigini ve dlgiilerinin [; ve [, oldugunu varsayalim.

Bu levhada 1s1 iletisiminin

ou_ g2 (%u o%u
S=a (ax2+ay2) 0<x<l,0<y<l (5.1)

denkleminin homojen

u(O,y,t)=0,u(ll,y,t)=0,0<y<lz,t>0} 52)
u(x,0,t) =0,u(x,1,,t) =0,0<x<I[,t>0 '
sinir sartlarin1 ve homojen olmayan

u(x,y,00=0kxy), 0<x<l, 0<y<l (5.3)

baslangi¢ sartin1 saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi probleminin Green fonksiyonunu

insa edelim.

Bu amagla (5.3) baslangi¢ sartindaki ¢(x,y) fonksiyonunu &-fonksiyon olarak
asagidaki sekilde alalim.

p,y)=8(x—-86(y—n) (5.4)

Burada 6 (x — £)8(y — n) fonksiyonunun [0, [;]x[0,1, ] dikd6rtgeninde ortonormal

tam sistem olusturan

{(ESinn—nx> (ﬂsinn—nx)}Oo
)

(5.5)
/ l
lz 2 n=1
sistemi tizere Fourier serisine a¢ilimini kullanalim.



fx—-86(y—n) = iz;'f’mzl Sin = xSin —ysin — &sin—n (5.6)
111, ’ Iy 153 l1 Iz

uygun olarak (5.1) denkleminin (5.2) sinir sartin1 saglayan
ulx,y,0) =6 —$§)6(y —n) (5.7)

baslangi¢ sartini1 saglayan ¢6ziimiinii

nm nm
u(x,y,t) = z Apm(t)— 1112 smtxsmz (5.8)

nm=1

seklinde arayalim. (5.1) denkleminin ¢oziimiinii (5.8) seklinde aldigimizda (5.2) sinir
sartlar1 saglanir. (5.8) agiliminda A, ,,(t) katsayilan aranan katsayilardir. A, ., (t)
katsayilarint bulmak i¢in (5.8) ¢Oziimiinii (5.1) denkleminde yerine yazalim. O

zaman asagidaki esitligi buluruz.

anTt anTt nm
z [Anm(t)+[(—)2 o Anm(t)] sm—xsml— — 0 (5.9)
nm=1 2 2

(5.9) esitliginin saglanmasi i¢in

amr) (ann 2

nm(t)+l( )+ —) l Ay =0 (5.10)

L
esitliginin saglanilmasi gerekir.

(5.10) denkleminin genel ¢oziimii

A = G (T T (5.11)

seklinde bulunur. Burada C,, ,,, keyfi sabit sayilardur.

Apm(t) katsayilari i¢in buldugumuz (5.11) ifadelerinin (5.8) ac¢iliminda yerine

yazarak (5.1) denkleminin (5.2) sartin1 saglayan ¢oziimiinii

mz anmy?]. 4 nm nm

u(x,y,t) = Cnme 11 )+ l> ) " sin— xsin— (5.12)
1 L

nm=
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seklinde buluruz. (5.12) ¢oziimiindeki keyfi C,, ,,, sabitlerinin dyle segelim ki (5.12)
¢oziimiim (5.7) baslangi¢ sartinida saglasin. Bu G, ,,, katsayilarini bulmak i¢in (5.12)
de t=0 alalim ve 8(x—¢&)6(y—n) fonksiyonunun (5.6) Fourier ag¢ilimina

esitleyelim 0 zaman buluruz

4 nm nm

u(x,y,0) = z Cn’mmsin?xsinz

nm=1

- nm nm 4 nm nm
= (sin—¢&sin—n) ——sin—xsin— (5.13)
Ly L "hl, Iy

nm=1

Bu esitlikten Fourier serisinin katsayilarinin tekligi hakkindaki teoreme dayanarak

buluruz:

nm nm
Chm =Sin—xsin—y , nm=12,.. (5.14)
’ L L
Cnm katsayilar igin buldugumuz bu ifadeleri (5.12) ¢oziimiinde yerlerine yazarak

(5.1), (5.2), (5.3) probleminin Green fonksiyonunu asagidaki sekilde buluruz.

G(x,y,6,m,t)
4 ~ _[(anmy?, anmy? nm nm nm nm

= — Z e [( h )+ l2 ) ]tsin—xsin—ysin—fsin— . (5.15)
hly L L T,

(5.1), (5.2), (5.3) probleminin ¢6ziimiinii (5.15) Green fonksiyonunu kullanarak

li bz

u(x,y,t) =JfG(x,y,f,n.t)sO(f.n)ds‘dn (5.16)
00

seklinde yazabiliriz.

Not: Burada buldugumuz (5.15) formiili ile gosterilen G(x,y,&,n,t) Green

fonksiyonunun yardimiyla homojen olmayan

u_ o (0, 00 (,t) 0<x<l,0<y<l,t>0 (517
ot~ \ox2 dy? f(x, X<t Yt (.17)
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denkleminin homojen

u(0,y,t) =0,u(l,y,t) =0,0<y<l,t> 0}
u(x,0,t) =0,u(x,l,,t) =0,0<x<I[;,t >0

sinir sartlarin1 ve homojen olmayan
u(x,y,0) =0(x,y),0<x<l;,0<y<l,
baslangig sartin1 saglayan ¢6ziimiin

i b

u(x,y,t) =f]G(x,y,f,n,t)<p(€,n)dfdn
00

t Ll

+fjfG(x,y,f,n,t—T)f(f:U:T)dfdﬁdT
00 0

formiili ile buluruz.
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6.SONSUZ TELIN TIiTRESIMLERI DENKLEMi ICiN
BASLANGIC DEGER PROBLEMININ GREEN
FONKSIYONUNUN INSASI

Sonsuz telin serbest titresimlerinin

0%u Zazu o0t 0 61
oz ¢ oxz x ' ©6.1)

denkleminin homojen olmayan
u(x,0) =) , —0 < x < (6.2)
u(x,0)=9¢Yx), —o<x<oo (6.3)

baslangi¢ sartin1 saglayan ¢Oziimiinin bulunmasi probleminin G(x,t) Green

fonksiyonu asagidaki problemin ¢oziimii gibi tanimlanabilir.

0%u Yok <x<ot>0 6.4
- = — —00 (0e]
acz ¢ oxz x ’ 6.4)
u(x,0) =0, —0 < x < (6.5)
u:(x,0) = 6(x), —00 < x < 0 (6.6)

(6.4), (6.5), (6.6) probleminin ¢ozimii
1
G(x,t) = 52 [0(x + at) — 6(x — at)] (6.7)
seklinde bulunur. Burada (6.7) formiiliindeki 6 (x) fonksiyonu birim fonksiyon olup

asagidaki formiille tanimlanan fonksiyondur.

1, x>0
0(x) = {O,x <0 6.8)
Once burada (6.7) formiilii ile tanimladigimiz G (x,t) fonksiyonunun (6.4), (6.5)
,(6.6) probleminin ¢oziimii oldugunu gosterelim. Bunun i¢in G(x,t) fonksiyonunun

(6.4) denklemindeki tiirevlerini bulalim:



G,.(x,t) = %[S(x +at) — §(x — at)]

(burada biz birim fonksiyonun tiirevinin §- fonksiyon oldugunu kullandik)

Gy (x, t) = %[5'(96 +at) — §'(x — at)]

1
Gi(x,t) = %[S(x +at) — §(x — at)]
boylece

Get(x,t) ==[6'(x + at) — &' (x — at)]

N Q

Gyx(x,t) Ve G(x,t) igin buldugumuz ifadeleri (6.4) denkleminde uygun olarak

Uyr (x, t) Ve uy (x, t) tiirevlerinin yerlerine yazdigimizda
Gee(x,t) = a® Gy (2, 1)
esitliginin saglandigini goriiriiyoruz (6.5) baslangic sartini sagladigida
1
G(x,0)=—[0(x)—0(x)]=0
2a
esitliginden gortliir
(6.6) esitliginin saglandig1 (baslangi¢ sartinin saglandigi)

[6(x) +8(x)] = 6(x)

N| =

G:(x,0) =

esitliginden gortliir.

Yani (6.7) esitligi ile tammladigimiz G(x,t) fonksiyonu (6.4), (6.5), (6.6)

probleminin ¢ézimiidiir.

Simdi
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0%v B d0%v
ox2 @ 0x?

denkleminin homojen olmayan
v(x,0) =0
ur(x,0) = Y(x)

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiiniin G (x, t) fonksiyonun yardimiyla

(0]

v(x ) = f G(x— & DPEE = Glx 1) * ()

formiilii ile bulundugunu gosterelim.
Burada
Uxx = Gux ¥ Y, Ve = Gy ¥ P
oldugundan
A’V — Ve =0
v(x,0)=G(x0)*y(x)=0xyP(x) =0

ve(x,0) = Ge(x, 0) * P (x) = 6(x) * P(x) = P(x)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

Olur yani (6.12) formiilii ile tamimlanan v(x,t) fonksiyonu(6.9), (6.10), (6.11)

probleminin ¢6ziimiidiir.

(6.12) formiilii ile tanimlanan v(X,t) fonksiyonunu asagidaki sekilde yazalim.

%) [} x+at

vt = [Ga-gou@as= [aEone-pas=5- [ veas

—oo —00 x—at

Boylece (6.9), (6.10), (6.11) probleminin ¢6ziimii
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x+at

1
v(x,t)=ﬁ J Y(s)ds

x—at

(6.13)

seklinde bulundu. Bu formiille 1 (x) fonksiyonunun integrallenen oldugunu

varsayariz.
Simdi R (x, t) fonksiyonunun
Rit = a*Ryy
R(x,0) =0
R:(x,0) = ¢(x)

probleminin ¢éziimii oldugunda

w(x,t) = %R(x, t)

fonksiyonunun
Wer = A% Wy
w(x,0) = ¢(x)
w:(x,0) =0
probleminin ¢6ziimii oldugunu gosterelim.
Bunu gostermek i¢in

_ 2
Rit = a®Ryy

esitliginin her yaninin t degiskenine gore tiirevimi alalim. O zaman buluruz.

(R)ee = a®(Re)xx

yani

S
M
~

o
o1

(6.14)

(6.15)

(6.16)



i¢in
Wer = A% Wy
denklemini saglar. Diger yandan
w(x,0) = R (x,0) = p(x)
Wr(x,0) = Ree(x,0) = Gy (x,0) x (x) =0

@ (x) fonksiyonu siirekli fonksiyon oldugunda

x+at
0|1 p(x +at) + o(x — at)
w(x,t) = R:(x,t) =5:12a f p(s)ds ; = >
x—at

olur. Yani

@(x +at) + o(x — at)

w(x, t) = >

(6.14)

fonksiyonu (6.14), (6.15), (6.16) probleminin ¢dziimii olur.

Boylece (6.1), (6.2), (6.3) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiinii ¢(x) fonksiyonu
stirekli fonksion Y(x) fonksiyonu integrallenen fonksiyon oldugunda asagidaki

formiille

u(x,t) = Gegep (X)) + G(x, 1) * Y(x)

- f Go(x — & D(E)dE = f G(x — & OP(E)de 6.15)

formiilii ile veya

x+at
x+at)+eo(x—at 1
u(x, t) = o ) > 9( )+% f p(s)ds (6.16)
x—at

formiilii ile buluruz.
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(6.15) formiiliinden (6.7) formiilii ile tanimladigimiz G (x, t) fonksiyonunun (6.1),

(6.2), (6.3) probleminin Green fonksiyonu oldugu goriiliir.

(6.1), (6.2), (6.3) probleminin (6.16) formiilii ile bulunan ¢dziimiine D’alambert

¢Ozlimii (6.16) formiiliine de D’alambert formiilii denir.
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7.SONLU TELIN TiTRESIMLERI DENKLEMi ICIN SINIR
DEGER BASLANGIC DEGER PROBLEMININ GREEN
FONKSIYONUNUN INSASI

Biz burada sonlu | uzunluklu telin mecburi titresimlerinin

U = AUy + f(x, 1), a?=-—, 0<x<lI (7.1)
denkleminin
u(t,0) = 0}
u(Lt) =0 t>0 (7.2)

sinir sartlarint ve homojen olmayan

u(x,0) = <P(X)}

w0 =y O=FE! )

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢éziimiiniin bulunmasi probleminin Green fonksiyonuna

insa edelim

Bu amagla asagidaki
Uy = A% Uyy + 6(x — E)6(t — T) (7.4)
denkleminin
u(t,0) =0, u(l,t) =0, t>0 (7.5)
sinir sartlarini ve
Z((’;%)) i%} 0<x<lI (7.6)

baslangig sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulmamiz gerekir.

(7.4), (7.5), (7.6) problemini ¢bzmek i¢in &§(x — &) fonksiyonunun



2 nr nm
6(x — Z Tsm—xsm—f (7.7)
n=1

acilimini kullanalim.

(7.4) denkleminin c¢oziimiinde uygun olarak asagidaki Fourier serisi seklinde

arayalim.
c nm
u(x,t) = Z u, (t) sinTx (7.8)

n=1
seklinde arayalim (7.8) seklindeki ¢oziim (7.5) sinir sartlarini saglar.

(7.8) ¢oziimiindeki aranan u,(t) katsayilarimi bulmak i¢in (7.8) ¢Oziimiini (7.4)

denkleminde (7.7) agilimini dikkate alirsak yerine yazalim.
O zaman asagidaki esitligi buluruz.

Z U, (t) Sin$x {—az (?)

n=1

2 . 2  nm
u, (t) —u, (t) + TsmTES(t - T)}
bu esitligin saglanmasi igin

. niy 2 2
Uy, (t) + (T) a’u, (t) = —sm—€6(t —1T) (7.9)

esitliginin saglanmasi gerekir. (7.9) denklemi icin (7.6) baslangi¢ sartlarindan (7.9)

denklemi i¢in
u,(0)=0, u,(0) =0 (7.10)
baslangi¢ sartlarini buluruz.

(7.9) denkleminin (7.10) baslangig¢ sartlarindaki ¢6zliimiinii asagidaki sekilde bulunur.

t
2  nm l 2 nm
u,(t) = TsmTE — sm—(t —5)8(s—1)ds (7.11)
0
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(7.11) esitliginin sag yanindaki integralde §- fonksiyonunun tanimini kullanarak

u, (t) ¢oziimiini asagidaki sekilde buluruz.

2 n l nma
u,(t) = —sm—nfTsin%(t—r) (7.12)

u, (t) katsayilar1 i¢in buldugumuz (7.12) ifadesinin (7.8) agiliminda yerine yazarak

(7.1), (7.2), (7.3) probleminin Green fonksiyonunun asagidaki sekilde buluruz.

nm

G(x, & t— =—z sm—(t—r)smesmn—E (7.13)

(7.13) Green fonksiyonunu kullanarak

(7.1), (7.2), (7.3) probleminin ¢oziimiinii asagidaki sekilde buluruz.

l l

me=f@maoma@+jcwaowa@

0 0

t 1
+]J6@fi—ﬂﬂ£ﬂ&w' (7.14)
00

burada gosterdigimiz yontemle sonlu boyutlu (6lgiilii) zarin, kiipiin, prizmanin vs
cisimleri i¢in smir deger baslangic deger problemleri ile bagl titresim

denklemlerinin Green fonksiyonlarini insa edebiliriz.

50



SONUC

Bu ¢alismada §-fonksiyonunun tanimi verildi. §-fonksiyonun Fourier serisine agilimi
ve Fourier donilisiimii gosterildi. §-fonksiyonun Fourier serisine ag¢ilimi ve Fourier
doniistimii ve diger ozelliklerininin kullanimi ile lineer diferansiyel operatdrlerin
Green fonksiyonunun insa yontemi gosterildi. Is1 iletisimi ve dalga denklemleri i¢in
baslangi¢c deger, simir deger —baslangi¢ deger problemlerinin Green fonksiyonlari
insa edildi ve uygun problemlerin ¢oziimleri Green fonksiyonunun yardimiyla

yazildu.
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