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OZET

Dort boliimden olusan bu ¢alismanin amaci, (N,p) - Norlund toplanabilme Metodunu
incelemektir. Bu nedenle birinci boliimde; bir toplanabilme metodu olan matris
dontistimleri ile ilgili agiklamalar, ikinci boliimde ise ¢alismamizda kullanilan temel

tanimlar ve teoremlere yer verilmistir.

Ugiincii béliimde ise; temel kavramlar ve teoremler bdliimiinde tanimladigimiz dzel
bir limitleme metodu olan Np - No6rlund metodununa ait teoremlere ve ispatlara yer

verilmistir.

Dérdiincii boliimde ise; Norlund Toplanabilme Metodunun Konvolisyonu ile ilgili
teoremler ve ikinci bolimde verilen teoremlere ait uygulamalar ile Cesa’ro

Metodlarinin Konvolisyonuna ait teoremler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Norlund Toplanabilme, Cesa’ro Toplanabilme, Konvolisyon,

Regiilerlik
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ABSTRACT
The purpose of this study which composed of four parts, is to investigate (N,p) -
Norlund Summability Method. The descriptions of matrix transformations as a
method of summability are in the first chapter, the basic definition and teorems used

in this study are given in the second one.

In the third chapter; teorems and proofs are given of Np - Noérlund Method which is a
summability method, described at the basic concepts and teorems part.

The convolution of teorems on Norlund Summability Method is given in the fourth
and the application on given teorems of Cesa'ro convolution are studied in the second

chapter.
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1. GIRIS

Az(ank); (n, keN :{0,1...}) satir ve siitun sayisi sonsuz olan kompleks terimli

bir matris ve U, V; biitiin kompleks terimli dizilerin olusturdugu S uzaymnin alt

cumleleri olan

CoZ{S:(Sk): lim Sk =0, Sk GC},
k—c0
C={S=(Sk)2 lim S, var, S e(C},
k—o
o0
ﬁp = S:(Sk)Z Z |Sk|p<00, Sk eC
k=0
(o ={s=(Sk):IM >0 tyleki Vk e N icin|[S;| <M, S, e C}
dizi uzaylarindan herhangi ikisini temsil etsin. Buradaki her bir ciimle C kompleks
sayilar cismi iizerinde birer lineer uzay oldugundan her s=(S,)eU dizisini,
So
s=|S; | vektorel formda yazabiliriz. Bdylece A=(any) sonsuz matrisi ile (Sy)

dizisine bildigimiz klasik matris ¢carpimini uygulayarak,

- _
> agkSk
~ e - lk=0
agp 201 @02 - dk || So ©
ajp a1 app v Ak ||Sr > aySk
: : : : : | =| k=0 . — (An (s))
ano a1 an2 vt apk || Sk '
L - : : : 1L+ ] z ankSk
k=0

o0
dizisini elde ederiz. Burada ¥neN igin Ap(s)= ) apSy serilerinin yakisak
k=0

oldugunu kabul ediyoruz. Bu sekilde elde edilen (A, (s)) dizisine, s=(Sy)

dizisinin A matrisi ile yapilan doniisiim dizisi denir. Her S :(Sn)e U i¢in her bir



terimi bir sonsuz seri olan (An (S)) dizileri V dizi uzaymin elemanlarn ise,

A:(ank) sonsuz matrisine U dan V ye bir matris donlislimii tanimlar denir ve

Ae(U,V) ile gosterilir.

Calismamz siiresince A =(apy ) matrisi ile kompleks terimli bir matris ve s=(S)

dizisi de kompleks terimli bir dizi olarak alinacaktir.

Yukarida tanimladigimiz bi¢cimde bir doniisiim i¢in 6zel doniisiimler olan matrisler
yerine, neden genel bir lineer doniisim alimmadigi sorusu aklimiza gelebilir.
Matrisleri se¢isimizin nedeni, ¢cogu hallerde iki dizi uzay1 arasindaki en genel

doniisiimiin bir matrisle verilebilmesindendir.

Dizilerle matris dontisiimleri arasindaki iliski, toplanabilme teorisiyle bulunan bazi
0zel sonuglarla dogmustur. Toplanabilme teorisindeki temel amag, Cauchy
anlamindaki yakinsaklik kavramini genisletmektir. Bu durumu, Euler’in verdigi su

klasik ornekle biraz daha agiklayalim:

Euler, (1+x)_l:1—x+x2—x3+... formiiliinde x =1 alarak, 1—1+1—1+...:%

garip sonucunu elde etti. Biz biliyoruz ki yukaridaki formiil |x| <1 igin gecerlidir.
e 0]

> (-D" =1-1+1-1...serisi veya kismi toplamlar dizisi olan s=(S,)=(10,10,...)
n=0

dizisi Cauchy anlaminda iraksaktir. Bu durumda bildigimiz (Cauchy anlamindaki)

yakinsaklik tanimina gore S :(1, 0,1,0,...) dizisinin limiti 1/2 olamaz. Euler’in

yaptig1 islem garip gorlinmekte ise de bizim i¢in baska bir yakinsaklik fikrini ortaya

¢ikarmaktadir.
0 n K
Simdi Z (-1)" serisinin toplamuint (S, ) = Z (=" | dizisinin limiti olarak degil
n=0 k=0
de,



(on)= iﬁsk
k=0

2n

e 0]
dizisinin n — oo igin limiti olarak tanimlarsak, » (-1)" serisi bu yeni tanima gore
n=0

yakinsak ve limiti 1/2 olur. Gergekten;

R
0 e
] ol

X 2“—1

dir. Yukandaki isleme dikkat edilirse (o) dizisi, s=(S,)=(10,10,...) olmak

iizere (Sy) dizisinin,

0 , k>n
seklinde tanimlanmis Az(ank) matrisiyle, basta tanimladigimiz bigimde
doniislimden ibarettir. Yine basta verdigimiz gosterimlere gore S=(Sn)e€Oo ,

(An (S))EC oldugundan 6zel bir A matrisiyle simirli (fakat iraksak) bir diziyi,

yakinsak bir diziye doniistiirmiis olduk. Bu durumda bizim esas amacimiz ortaya

¢ikmig olmaktadir. Bunun i¢in ilgili temel teoremleri Boliim I1I’de verecegiz.

Bir (Sn) dizisi ile bir s sayisini birlestirme amacini olusturan ve bilinen yakisaklik

kavraminin yerini alabilen pek c¢ok sayida tanim vardir. Bunlarin her biri daha 6nce



ifade ettigi anlami koruyarak digerinden ayrilir. Yukaridaki ornekte oldugu gibi,

Cauchy anlaminda 1raksak olan en az bir dizi yeni tanimla yakinsak olmaktadir.

Diger taraftan; Cauchy anlaminda yakinsak olan her (Sn) dizisi, yeni tanimla da

yakinsaktir. Yani;

lim S, =s
n—oo
ise
k
ank: —n ,kSn
2
0 , k>n

n
olmak iizere (S,,) dizisininin A-doniisiimii olan (o, ) = [ Z anksk] dizisi i¢in
k=0
n

n
lim o, = lim 1 >, (k]sk —5

n—oo n—oo 2N ry
dir. Gergekten; (Sn) dizisi Cauchy anlaminda yakinsak oldugundan,

Ve >0 icin AIN=N(g)eN:V¥n>N icin |Sn —S| < g dir. Ayrica
1 &(n 1 &(n
on=23(tse-ses 231
2" k=0 2" k=0 (1.1)

N n
seklinde yazilir. U, = in z (kJ(Sk —s) ile tanimlansin.
2" k=0

N n

1 n 1 n
ol 2 (sl > (o

=on
2" k-0 k=N+1

(g S0

N (n
Z [kJ(M—a)
Up|< k=0 o +e

: (M=sup|Sk —9< oo)
k




n

.. n
bulunur. O halde lim U, =0 dir. Ote yandan Z(k]:ZH oldugu (1.1)’de

Nn—o0 k=0

kullanilirsa, lim o, =s elde edilir.

N—o0
Boylece bu yeni tanimla Cauchy anlaminda yakinsak olan her dizi yine yakinsak
olmaktadir. Yani yeni tanim, bilinen yakinsaklik tanimindan daha genis bir uygulama

alanina sahiptir.

Iste bu durum bize, Cauchy anlaminda 1raksak olan bu tip dizileri yakinsak yapabilen
ve ustelik Cauchy anlamindaki yakinsakligi da koruyan tanimlar1 tanimlama fikrini

vermistir.

Genel olarak, tanimlanacak yeni metodlarin asagidaki ozelliklere sahip olmalar

gerekir:

1) Cauchy anlaminda yakinsak ve limiti s olan bir dizi, yeni metod anlamda da
yakinsak olmalidir. Ozellikle ayn1 s limitine yakinsamasi gerekir.

2) Cauchy anlaminda 1raksak olan en az bir dizi, yeni metodla yakinsak olmalidir.

3) Eger bir (Sy,) dizisine farkli iki metod uygulanir ve bu dizi bu iki metodla da

yakinsak ise her iki metod i¢in (Sn) in limiti ayn1 olmalidir.

1) ve 2) kosullar1 temel kosullardir fakat biitiin metodlar 3) kosulunu saglamak
zorunda degildir. Ancak biz bu {i¢ kosulu saglayan metodlar1 ve bunlara ek olarak

Cauchy anlaminda yakinsak serilerin cebirsel islemlerinin temel kurallarinin; yani;

o0 o0
A1) D ap =s= > Aa, =A-s (hersabit & igin)
n=0 n=0

A2)D ap=s, Y. by=t=> (apth,)=stt
n=0 n=0 n=0

e} o0
Az) D a, =s< Y ap =s-ag
n=0 n=1

aksiyomlarini saglayan toplama metodlarini inceleyecegiz.



Bilinen yakinsaklik tanimina gore agiklik getirilmemis bazi problemler, yeni tanima

gore acikliga kavusturulmustur.

00 00 n
Soyleki; » ap =A, > by =B ve bu iki serinin Cauchy ¢arpimi C,, = > ap_yby
n=0 n=0 k=0

o0
olmak tizere Z C,, serisinin ne zaman yakinsayacagi, onemli giicliikler arz eden bir
n=0

problemdir. Fakat 1890 yilinda E. Cesa’ro, “Cesa’ro Teoremi” olarak bilinen Teorem

2.4°1 ispatlamistir.

Gortldugi gibi Cesa’ro burada Cauchy anlaminda yakimsaklik tanimim
kullanmamig, adina “Aritmetik Ortalama” diyecegimiz yeni bir toplama metodu

kullanmustir.

Unlii Alman matematikgisi O. Toeplitz (1881 — 1940) bize her toplanabilme
metodunun 6zel bir matris donlisimi oldugunu gostermistir. Toeplitz, yakinsak

diziler uzayini kendisine resmeden ve her bir yakinsak dizinin limitini degismez

birakan biitin A=(ank) (n,k=0,1...) sonsuz matrislerini karekterize etmistir.
0

Toeplitz, basta tanimladigimiz bigimdeki A, (s)= Zanksk serilerinin her bir
k=0

n=0,1,2,... igin  yakinsamast  durumunda Sy — ((k—>o)  oldugunda

A, (s) = ((n — o) olmasi igin A lizerindeki gerekli ve yeterli kosullari (Teorem

2.3) arastirmistir. Boylece matris doniisiimleri ile toplanabilme metodlar1 arasindaki

iligki, 1911 yillarinda 0. Toeplitz tarafindan kurulmustur.

Simdi yukaridaki 6rnekte tanimladigimiz



seklindeki A =(ap ) matrisini goz Sniine alalim. Herhangi bir (S,) dizisinin A—

0 n n
déniisiimii (o) olmak iizere o, = Y apSy idi. Dolaysiyla o, = in > {k}sk
k=0 2" k=0

dir. Bu metod, Euler metodu (E;—toplama metodu) olarak adlandirilir. Basta
verilen ornekte bu metodun (S;)=(10,1,0,..) dizisini 1/2 ye limitledigini

gormiistiik.

Aslinda bu E;— toplama metodu, adina Norlund ortalamas: diyecegimiz baska bir

toplama metodunun 6zel bir halidir. Soyle ki; (( Np )nk) ile gosterecegimiz Norlund

matrisi su sekilde tanimlanir: P, =pg +...+ Py #0 olmak iizere

pn_—k , <n
(Np)nk: Py n,k=0,1,...
0 , k>n
N n
dir. VKeN igin py =[ j segilirse P, = Z (kj =2" olacagindan,
k=0
Pn—k
, k<n
(NP)nk = Pn
0 , k>n
(n
Kk
=s~—= , k<n
on
0 , k>n
:(El)nk

elde edilir. Bu ise E;— metodunun, Np—No&rlund metodunun 6zel bir hali oldugunu
gosterir. Np-Norlund metodu tiggensel bir matristir ( A=(apy) matrisinde, her

k>n i¢in ap, =0 ise A matrisine “alt tiggensel matris” denir). Bu ¢alismanin temel

konusu olan Norlund Ortalamalar1 veya toplanabilme metodu incelenecektir.



Benzer sekilde, A=(any) sonsuz matrisi degisik sekilde segilerek baska toplama

metodlarida elde edilir.

Ayrica A ve B gibi iki sonsuz matrisin C=A>B geklindeki konvolisyonu Vermes
(10) tarafindan tanimlanmis ve Vermes (10) bu genellemenin bir¢ok 6zelligini de

ispatlamistir. Moustafa (11), Cesa’ro metodunun konvolisyonu igin bazi kapsama

teoremlerini elde ederek A, *B, ’nin degismis konvolisyonu A, *B, seklinde

gostermistir. A, * B, seklinde ifade ettigimiz ve alt yar1 matrise doniisen daha genel

bir yaklasim ortaya koymustur. Cesa’ro metodunun konvolisyonu ig¢in kapsama
teoremlerini elde edip degisimli konvolisyonu gostermistir. Ayrica A, B ve D
Norlund matrisleri olmak tiizere A*B D seklindeki Norlund metodlarinin

konvolisyonu i¢im kapsama teoremlerini elde etmistir.

A *B degismeli konvolisyonu i¢in bazi benzer teoremleri Bolim IV’te ortaya

koyacagiz; bu durumda A’A‘B2 ~ Dseklinin denk bir sonucu da ortaya konacaktir ve

Cesa’ro matrislerini 6zel bir durum olarak ele alarak Norlund matrislerinin belirli
siniflar igin yapilacaktir. Cesa’ro yontemlerinin konvolisyonu iizerine iki teorem

verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

k=0

olmak iizere lim o, mevcut ve s ye esit ise (S, ) dizisi s ye A-limitlenebilir denir
n—o0

ve S, —s(A) veya (A— lim S, =S) seklinde gosterilir. Bu durumda A matrisine
n—>w

o0
de bir “limitleme metodu” denir. Ayrica (Sp) dizisi ) a, serisinin kismi toplam

n=0

o0
dizisi ve (Sp) bir A-metodu ile limitlenebilirse ) a, serisi A—toplanabilir denir
n=0

o0
ve Z ap =s(A) seklinde gosterilir. Bu takdirde A matrisine de bir “toplama
n=0

metodu” denir[1].

Tamm 2.2. f(x) ve g(x) kompleks veya reel degerli fonksiyonlar ve a da sabit bir
nokta olsun (a reel veya kompleks).

f(x)

(i) lim —= =1 ise f(x) ile g(x) “asimtotik”tir denir ve f(x)~g(x)(x —a)
x—a( (x)

seklinde gosterilir.

(i) £ (0 =0(g())(x > a) <> lim sup| | < oo
X—a g(x)

(iii) f(x) =0(g(x))(x > a) < lim M:0
x—>ag(X)

dir. Ozellikle
lim f(x)=0 ise f(x)=0(1)(x —>a)

X—a

ve

lim sup|f (x)| < oo ise f(x)=0(1)(x —>a)

X—>a

yazilir[4].



Yukaridaki tanimlar X — oo i¢in de gegerlidir.
Teorem 2.3. (Silverman—Toeplitz Teoremi):
e 0]
lim S, =s olan (Sy) dizisi verilsin. Bu durumda lim ) apSy =s olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul

)] lim ap =0 vk=0,12...
N—o0
(e 0]
i) lim > ap =1

i) Sup ) |apk|<M  (M>0)
n k=o

olmasidir[2].

Teorem 2.4. (Cesa’ro Teoremi):

00 00 n
Z an =A, Z b, =B olsun. Bu iki serinin Cauchy ¢arpimi, C, = Z an_k bk

00 n
olmak tizere Z C,, olsun. Bu takdirde, T, = Z Cy olmak iizere,
n=0 k=0

1 n
— > T, >AB (n>wx)
n+1|§‘0 K
dir[8].

Tanim 2.5. Diziden diziye doniisiimleri (2.1) de sonsuz matris seklinde ifade etmek

istiyoruz.
e 0]

G = D, Cn kSk 2.1)
k=0

dir.

Burada kullanilan matrisler genel olarak satir sonlu olacaktir. Yani k > n igin ¢, x=0

olur. Eger (2.1)’deki seri Vn igin yakinsak ve (Sp)’de limS, = olacak sekilde

10



yakmnsarsa, bu durumda S, — o(C) veya C—-1limS, =c dir. Eger D ikinci bir
sonsuz matris ve S, — o(D) = S, — o(C) oluyorsa, bu durumda C’nin D’yi ihtiva
ettigini sdyleyebiliriz ve C 2 D yazabiliriz. Eger her biri digerini igeriyorsa C ve D

matrislerine denk (C ~ D) matrisler denir[3].

0
Tamm 2.6. Kismi toplamlar dizisi s=(S,) olan Zan serisi  verilsin.

n=0
Pn=po+py+..+Pp #0 (n=012,..) ve
PnSo + Pn_1S1 +... + PpS 1
op = n->o n-1°1 on:_zpn—vsv
Pn Phv=o

olmak iizere lim o, =s ise (Sn) dizisi s degerine Np veya (N,pp)-limitlenebilir
n—oo

(Norlund limitlenebilir) denir ve S, —>S(Np) seklinde gosterilir. Ayrica,

n 00
Sn=2,ay Ve S;—>s(Np) ise > a, serisi s ye Np-toplanabilir (Nérlund
V=0 n=0

e 0]
toplanabilir) denir ve > a,=s(Np) scklinde gdsterilir. Bu gdsterim yerine
n=o

0

S, > s(N,p,) veya Zan =S((N,p, )) gosterimleri de kullanilir.

n=0

Tanimdan da goriildiigii gibi, (( Np)nv) Norlund matrisi,

Pn-v Cv<n
(Np)nv = Pn
0 , V>n

ile verilir.

(pn) dizisi 6zel se¢ilmek suretiyle Norlund metodundan, baska adlarla anilan
metodlar elde edilebilir. Ornegin; her neN igin p, =1 segilirse P, =n+1 olur ki,
bu C; —metodu (1. Mertebeden Cesa’ro metodu) olarak bilinir. C; —metoduna ayni

zamanda “Aritmetik Ortalama” da denir. Aymi sekilde 6zel olarak, her ne N igin

11



n+k-1 , ,
Py = 1 |’ (k>-1, keR) secilerek Cy —metodu (k. mertebeden Cesa’ro

metodu) elde edilmistir. Giriste sozii edilen E; —metodu (1. Mertebeden Euler

n
metodu) da her neN i¢in p, =( j secilerek elde edilmistir.
\)

Bundan bagka, ((Np)nv) Norlund matrisiyle ayn1 yapida olan fakat baska adlarla

anillan bir takim limitleme metodlar1 vardir. Bu tiir metodlara “Norlund Tipi

Metodlar” denir[3].

Tamm 2.7. (R,pn) veya Ry ile gosterilen Riesz metodunun tanimi su sekildedir.

o0
Kismi toplamlar dizisi s=(Sp,) olan )’ a, serisi verilsin.
n=0

P, =pg+P1+.-+Py 20 (n=0,12,...)olmak iizere

n

_ PoSo +P181 + -+ PnSn > prsk — s(n — o)

1
fn P P,
n N k=o

ise (Sy) dizisi s degerine Rp-limitlenebilir denir ve S, —s(Rp) veya

o0
S, &> s(R,p,) seklinde gosterilir. Ayrica S, —)S(Rp) ise > a, serisi s-ye Rp-
r=0

o0
toplanabilirdir denir ve Z an = s(Rp)veya S(R, pn) seklinde gosterilir.
n=0

Tanim 2.7°den gériildiigii gibi, ((Rp )nk ), matrisi,

ile verilir. ((Rp )nk ) matrisi licgensel bir matristir[3].
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Tamm 2.8. Eger |birim matris ve C o lise, C regiiler olur; yani C her yakinsak
diziyi onun limit degerine doniistiiriir. Cok iyi bilinir ki C’nin Regiiler olmasi i¢in

gerek ve yeter sart:

i cnk|<M  n=0,123,... (2.2)
k=0

vk e {O,l, 2,3...} sabiti i¢in

lim Ch,k -0 (23)
n—o0
N — oo igin
(e 0]
Ch=D.Chk 1 (2.4)
k=0
dir.

(2.2.)’yi saglayan matrise K, matrisi denir[10].
Tamim 2.9. A ve B gibi iki sonsuz matrisin C konvolisyonu

k
Cn,k = Zan,ibn,k—i (n’k :0,1,2,-..) (25)
i=0

seklinde tanimlanir ve kisaca C=A*B ile gosterilir.
Vermes (10), asagidaki 6zellikleri ispatlamistir.

(1) Eger A ve B’nin her ikisi satir sonlu veya her ikisi de K, matrisse C de
satir sonlu olur veya K; matris olur ve sirastyla Ay, By, C, satir toplamlari
Ch= An By (2.6)
kosulunu saglar.
(i1) Eger Ave B regiiler ise C regiilerdir. 2.7)
(iii) Iki alt yar1 (iiggen) A ve B matrislerinin konvolisyonu satir sonlu,
fakat genelde bir alt yari matris degildir. Fakat, Aj, A’nin birincisi hari¢ her bir
satirmin  tekrarlanmasiyla elde ediliyorsa ve B;, B’nin her bir satirin

tekrarlanmasiyla elde ediliyorsa, bu durum da A; ~ A, B, ~ Bve A, *B, bir alt yar

matristir.
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Norlund toplanabilme metodu (N, rn) asagidaki gibi tanimlansin. (r,) reel ve

kompleks sayilarinin herhangi bir dizisi olmak tizere,

Rn=rotr+...41, 20 (n=0,1,2,...)

olacak sekilde kabul edelim; bu durumda D =(N, r,) matrisi

Ik g<ks<n
dpk =1 Rn (2.8)
0 , k>n
dir.
— o0 — 0
(rn), z rx" ve Z r"x" yakinsak olmak iizere
n=0 n=0
T0 =1, lgfn +Rfn—1+..+Mro=0 (n>1) (2.9)

_ o0 _ 0]
veya r(x) = Z rx" =( Z rnxn)—l =1/r(x) yazilabilir.
n=0 n=0

Ornegin;

fy=AN T =k(K+1)....(k+n-1)/nl, p=A§L=1 (2.10)
olmast durumunda R = AE = A;k’l, r(x) = (1—X)"k ve (N, ry), (C, k) Cesa’ro
matrisidir. Ayrica ¢ok iyi bilinmektedir ki, r, >0, r, > 0oldugunda (N, r,) regiiler

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
¢ /R, -0 (2.11)
dir[11].

Tamm 2.10. A=(a,,) ve B=(by,) iki metod olsun. S, —>s(A) ve S, —»s'(B)

olan her (Sn) dizisi i¢in S=$" oluyorsa “A ve B metodlarina uyumludur” denir[6].
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3. NORLUND VE NORLUND TiPi METODLAR

Bu boliimde temel kavramlar ve teoremler bolimiinde tanimladigimiz 6zel bir

limitleme metodu olan Np = (N, pn) Norlund metodunu inceleyecegiz.

pn__k , v<n
(Np),, =3 Pn . Py =P +PL+..+Py 0,
0 , V>n

ile verilen (( Np)nv) Norlund matrisi, {icgensel matristir.

Bir A=(ap) matrisi iiggensel ve her ne N i¢in a,, #0 ise A matrisine “normal
matris” denir. O halde her neN igin (Np) - =py/p, #0 oldugundan, ((Np)nv)
matrisi normal matristir. Her neN igin p, R ise, bu sekilde secilen Np-—

metoduna “Reel Norlund Metodu” denir. Benzer sekilde, her neN igin p, =0

segilirse, bu durumda Np—metoduna “Pozitif Norlund Metodu” denir.

Simdi Norlund ortalamasina iliskin bazi kuvvet serilerini inceleyecegiz.

o0 o0
Np-metodu regiiler ise, » ppz" ve > P,z" kuvvet serileri lzl<1 igin
n=o0 n=o0

yakinsaktir. Gergekten; 3.1°de verecegimiz Teorem 3.1.1.’e gore, Np—metodu regiiler

oldugundan pp =0(P,)(n — o) dir. Buna gére,

Ph _Praa—Pna zl_mzl_oﬂ) (n— )

l:)n +1 IDn +1 I:)n +1

o0 o0
oldugundan ) P,z" serisi [zl <1 i¢in yakinsaktir. O halde P(z) = >  P,z" olsun.
n=o0 n=o0

Diger taraftan, |z| <1 icin

(1-2)P(2) = i P,z"

n=0



e 0] (e 0]
oldugundan ) p,z" serisi de |z|<1 i¢in yakinsaktir. O halde p(z) = ) p,z"
n=o0 n=o0

olsun. Dolayisiyla,

p(z)
a(z)= Za vak 0@

_ Yy =92
b(z)_ngabnz =@

K@D =3 Ky

n=0

_ 1
p(2)

olarak tanimlanan serilerin her {igii de, yeteri kadar kiigiik |z|’ler i¢in yakinsaktir.
Norlund matrisi normal matris oldugundan tersi vardir. Simdi ((Np);\%) , ((Np)nv)

o0
matrisinin tersini gdstermek iizere ispat edecegiz ki Y k,z" =k(z) =1/p(z) olmak
n=o

uzere,

_ kn_yPy , v<n
(N 1)nv:{novv e

dir.

ve

Sp=Y (Ngl)nv Sy

V=0

n
olur. Z Kn_yPyoy gozoniine alinirsa,
V=0
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n n v
Z Kn_vPyoy = Z knvLZ pVMSMJ

=K, PoSo + kn_l(plso +PoS1 )+ +Ko (pns0 +Pp_151 +--+PoSn)

=5q (KpPg +-.-+KoPp ) +-.-+5nPoKo

n n
=2 Su[ > knvpvuJ (3.1)

p=0 \v=p

olur. Ote yandan k(z)-p(z) =1 oldugundan

ve boylece Cauchy carpimu ile

elde edilir. Dolayisiyla kuvvet serilerinin 6zdeslik 6zelliginden

i Kn_vPy = {1 =0
veo 0, n>0
dir. Bu son esitlik (3.1)’de kullanilirsa
n
Z Kn_vPyoy =Sy (3.2)

V=0

bulunur. Bu ise isteneni verir.

Simdi asagidaki sekilde segilen Norlund metodu igin Np—limitlenebilen dizileri

karakterize edecegiz.

Norlund matrisini po =1, py=-2, n>2 i¢in p, =0 olarak se¢elim. Bu durumda

bir (Sy,) dizisinin Np—déniisiimii (o, ) olmak iizere

1D
On =5~ an_VSV=2(Sn_1—Sn)
Py V=0

olur. Ustelik,
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S, »s(h—>w)=c,—>s(n—>wn)

oldugundan metod regiilerdir. Diger taraftan yeteri kadar kiigiik |z|’ler i¢in,

p(2)=> pyz" =1-2z

n=0
ve
K=t =1 S oo Sk
p(2) 1-2z 22 = =

dir. Kuvvet serilerinin 6zdeslik teoreminden k,, =2" ve acik olarak k,,_,, =2"""

dir. Dolayisiyla (3.2)’den

n
= Z 2"VP,oy
V=0
n 5i Oy ( )
=2"| o6, — — n>1
° v=1 2"

bulunur. Bu sekilde segilen Norlund metodu igin Np—limitlenebilen biitiin dizilerin

kiimesi E ile gosterilirse,

E= {(Sn ):Sy = 2" (Go — i G—VJ (n>1), (o) yaklnsak}

dir. Ote yandan
o0 o 0

Sh—2" oo L= D 2"V, (3.3)
v=1 v=n+1

dir. Ayrica o — 0 (n — o) ise

o - 2"V v>n+1
w 0 , v<n+l

ile tanimlanan A =(ap, ) matrisi regiiler oldugundan

i 2"Vs, ->0(n—>w) (3.4)

v=n+1

dir. Dolayisiyla (3.3) ve (3.4) den,
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Sy > 0(Np) =S, =C2" +C,, ; C sabit, lim C,=0 elde edilir. Buradan agik

N—o0

olarak 2" — 0 (Np) dir.

3.1. Norlund Metodlarinin Regiilerligi ve Uyumlulugu

Once Nérlund metodunun regiilerlik kosullarini belirleyen asagidaki Teorem 3.1.1°i

verelim.

Teorem 3.1.1. Np-metodunun regiiler olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
n
2Py =0(Py) (n—<0),
V=0

Ph=0(Py) (n > )

olmasidir[7].

Ispat. “Gerekli kosul”: Np—metodu regiiler olsun. Bu takdirde Silverman- Teoplitz

teoreminin (i) ve (ii) kosullart saglanir.

Pn—v
Pn

> [(Np)yy| = 5

V=0 V=0

=23 oy |=0@ (1)

N v=o0

n

2. py[=0(Py) (n—>o0),

V=0

(1)’den;

(Np),, = p;—v 50 (N >0, v sabit)
n

pn =0(Py) (N > )

elde edilir.
e}

“Yeter Kosul”: > |py|=0(P,) (n —> ) ve p, =0(P,) (n— ) olsun.
V=0

n
0 n | §:|pv|
Z ‘(Np)nv‘ - Z Pov) V:OP =0(1) (n > )

V=0 V=0 Pﬂ ‘ n




P =0(P, ) oldugundan,

Pn1 _Pn-1 Pn—Pn
I:)n Pn—l Pn

->0(n>w)

Ph2 _Pn2 Pn —(Pn+Pn-1)
IDn I:>n—2 IDn

—->0(n—>w)

Pn-v _Pn-v Po—(Pn +-+Pn_vs1) 50(n )

Pn Pn -V Pn

dir. Dolayisiyla Teorem 2.3’{in (iii), (ii) ve (i) kosullart saglanir. Silverman- Teoplitz

teoremine gore Np—metodu regiilerdir.

Pozitif Norlund metodunun regiilerlik kosulu ise, Teorem 3.1.1’in bir sonucu olarak

verilir.

Sonu¢ 3.1.2. Her ne N igin p, >0 segilirse,

Np—metodu regiilerdir < pp, = O(Pn) (n—>o)[7].

. 0 00 n P

Ispat. Z ‘(Np)nv‘ = Z (Np)nv = Z % =1
V=0 V=0 v=0 N

oldugu g6z oniine alinirsa ispat agiktir.

Reel ve regiiler Norlund metodlarinin uyumlulugu, asagida verecegimiz Teorem

3.1.3’ln 6nemli bir sonucudur.
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Teorem 3.1.3. Np bir reel ve regiiler Norlund metodu ve S, —s(Np) olsun. Bu

0
takdirde s(z) = z spz" pozitif bir yakinsaklik yarigapia sahiptir. Bir € >0 vardir
n=0

oyle ki s(z) fonksiyonu l1-g<z<1 igin regiilerdir ve lim (1-x)s(x)=s
X—1"

(1-e<x<1) du7].

o0
Ispat. S, —s(Np) ise o, _1 > Pn_yvSy = (n—>o0) dir. Np-metodu regiiler
N v=o0

oldugundan P —1(n —> o) dir. O halde
Pni1

o0

(1-2) X Pz" = > ppz" (Py=pg +...+Py #0)
(o] n=0

n=

s P
esitligi goz Oniine almrsa o, ->s(n—>w) ve —1 —>1(n— o) oldugundan
n+1
e e} o 0] o0
> pnz" ve > Pyonz" serileri |zl <1 igin mutlak yakmsaktir. p(z) = > p,z"
n=0 n=0 n=0

o0
ve T(z)= Z Pncnz” olsun. Diger taraftan, yeteri kadar kiiciik |z| ler i¢in Cauchy

n=o0

carpimi  ve Z kaz" =k(z) =——= olmak {izere S,= Z Kn_yPyoy oldugu
p(z)

kullanilirsa,

o0

n=o n=o0\v=0
:Li knz”}[ i Pncnz”]
n=o0 n=o
=k(z)-T(2)
T
p(2)
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elde edilir. T(z) ve p(z), |zl <1 i¢in yakinsak dolayisiyla regiiler oldugundan, s(z)

fonksiyonu kutup noktalar1 disinda |z| <1 igin regiilerdir. p(0) =p, #0 oldugundan

s(z) fonksiyonu z =0 da regiilerdir. Ote yandan,

. py] =07

ve

Pn

—1(n—> )
n+1

oldugundan AN e N, 356> 0 6yle ki VN >N igin
P, >8>0 veya P, <-8<0 (P, eR)
dir.

vnx>N igin P, 28>0, 0<l1-g<x<1 ise bu durumda;

0 N 0
DPXY = DR XY+ 3 P
V=0 v=0 v=N+1

0 N 0 N
D PuxY =D Py xY + D PxY = > PxY
V=0 V=0 V=0 V=0

<

o0
Z P x"
V=0

olur. Yvn>N i¢in P, <-6<0, 0<1-g<0<1 ise bu durumda;

0 N 0
2P = D[P IxY = X P
V=0 V=0 v=N+1

N
+2 > |Py[x"
V=0

N 0 N
=2 PxV =D PxY+ D PxY
V=0 V=0 V=0

<

0
> P,x"
V=0

dir. Sonug olarak her iki durumda da 0 <1l—g< X <1 i¢in

0 0 N
DPXY <D PXY+2 DR XY
V=0 V=0 V=0

N
+2 ) PyIxY
V=0
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bulunur. Buradan,

0 N
D PuIxY 2 [Pulx!

U P NV M-
IP(x)| IP(x)

dir. |P (X)| —> 00 (X — 1_) oldugundan

o0
> [Pulx!

v=0_ 14001 (x>17)
IP(x)|

dir. Ayrica 0<1-g<x <1 igin (1-x) P(x)=p(x) oldugundan

(1—x)s(x)=(l—x)T(X)
p(x)

_T(x)

~P(x)

0]
v
Z P oy X
_v=0

~ P(x)

P,x"

(0<1-g<x<1) olmak iizere
P(x)

dir. ay (x) =

1-xs(0= 3 a, (oy (0<1-g<x<D)

V=0

dir. Simdi o, »s(n—oo) oldugundan A:(av(x)) in kosullart sagladig:
gosterilirse ispat biter.

2 [Py[x
v V:O - 1
(iii) ——ﬂgzgar—-sls+o(l)(x-—>l )den
P x"

P(x)

—0() (x—>17)

0
=0

i lay ()=
V=0 V=

(ii) iav(x)zipéx ~1
V=0 v=0 X
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(i) Pyx" =o[i an”]

n=0
oldugundan
a,(x) >0 (x>1", v sabit)
dir.
O halde lim (1-x)s(x)=s (0<l-g<x<1) dir.
x—1"

Teorem 3.1.4. Her regiiler ve reel Norlund metodlart uyumludur[7].

Ispat. Np ve Nq herhangi iki regiiler ve reel Norlund metodu olsun. Bir (Sn) dizisi
i¢in

Sh —>s(Np) ve S, »>s'(Ng) =>s=¢'
oldugu gosterilirse ispat biter. Teorem 3.1.3’ye gore,

Snh —s(Np) ise lim (1-x)s(x)=s

X—>1

Sh —>s'(Ng) ise lim (1-x)s(x)=s’

X—>1

dir. Bu ikisinden s=¢' elde edilir.

Regiiler ve pozitif Norlund metotlarinin uyumlu olmalar, asagida verecegimiz

lemmanin bir sonucu olarak kolayca goriiliir.

n
Lemma 3.1.5. Np ve Nq regiiler, pozitif Norlund metodu ve r, = Z Pn_ydy Olmak
V=0

tizere Nr-metodunu tanimlansmm. Bu durum da Nr—metodu regiilerdir ve

Sp —s(Np) ise S, = s(Nr) dur[7].
Ispat . Once Nr—metodunun regiiler oldugunu gosterelim.

Ry=ro+n+..+1,
=Po%lo +(P1dlo +Pols ) +---+(Pno +Pn_101 +---+Pglln)

=0 (Po +P1+.--+Pn ) +01(Po +---+Pn_g)+---+AnPo
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=0oPn + Py +---+dnPo
n
_ Z Un_vPy (3.1.1)

dir. Diger taraftan R, ~ P,Q,, (n — o) oldugu kolayca gériiliir. O halde,

n

I’ _
z Oy < an_v'q_\,

PnQn PQn - v—o M Qu

olur. Np ve Nq metodlar regiiler oldugundan

Pn-v Cv<n
(Np)nv = Pn
0 , Vv>n

olmak {izere ((Np)nv) matrisi regiiler ve Sonug 3.1.2°den g, =0(Qy,) (N —>o0) dir.

Dolayistyla
' M

Rn P Qn

elde edilir. Yine Sonug 3.1.2°den Nr—metodu regiilerdir.

—>0(n > )

Simdi S, —s(Np) ise S, —s(Nr) oldugunu gosterelim.

n
Sy —s(Np) ise o :pi > PnySy 2s(n—>x)

N v=o0

dir.

1
Hp = R D T-vSy
N v=o0
olarak tanimlayalim.

H, =
n Rn

1
=_R [(poqosn +(plqo + qul)Sn—1+---+(pOQn +---+pnqo)so ):|
n

1
:R_I:qo(posn +plsn—l"'---"'pnso)"‘---"'Qn—l(poSl"‘plso)"‘qnposo]
n
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1
= R_[QOPnGn +..+0p4Po1 + QnPoGo]
n

1 d
:R_ ZQn—vPva
N v=0
dir.
An-vPy V<n
Chv = Rn
0 , V>n

olmak iizere Hy = )  Cpyo, olarak yazilir. 6, —s (n—o) oldugundan (Cp,)
V=0

matrisinin regiiler oldugu gosterilirse lim H,, =s elde edilir.
N—00

Her neN i¢in p,>0 ve g,=0 oldugundan Cp, >0 dir. Dolayisiyla (3.1.1)

kullanilarak,

n
o0 o0 Z qn—VPV
Z|cnv|: Z Cry :%:1
V=0 V=0 n
elde edilir. Boylece kosullar saglanir.
Cpy = dn-vPv
dnPo +qn-1P1L +---+dn_yvPr_y +.--+ 0P
< An-vPv
An—vPy +An-y-1Py4+1+-.-+doPn
< An—vPv

Po (Qn—v JrQn—v—1+---+qo)

_ On-vPy

Qn-vPo

dir. Ng —metodu regiiler oldugundan

P .
Chv Sq“—_v~—v—>0(n — o0, Vv sabit)

n-v Po

dir. Dolayisiyla (Cp,, ) matrisi regiilerdir. O halde S, —s(N;) elde edilir.
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Teorem 3.1.6. Regiiler ve pozitif Norlund metodlart uyumludur[7].

Ispat. Np ve Nq pozitif ve regiiler herhangi iki Nérlund metodu olsun. Bunlar

n
yardimiyla r, = Z Pnh_yOdy Nr-Norlund metodunu tanimlayalim. Bu takdirde
V=0

Lemma 3.1.5°den,

Sp —>8(Np) =Sy —s(Nr)
ve benzer sekilde

Sp —>s'(Ng) =S, —s'(Nr)
dir. O halde s=s' elde edilir.

3.2. Kapsama ve Denklik

Bu kisimda “kapsama” ve “denklik” kavramlarini tanitip, Norlund metodunun bu
kavramlarla ilgili dzelliklerini verecegiz. A=(ap,) ve B=(by, ) iki metod olsun.
Eger S, —>s(A) olan her (Sp) dizisi i¢in, S, —5'(B) oluyorsa bu durumda “B
metodu A y1 kapsar” denir ve A c B seklinde gosterilir. Eger Ac B ve BC A
oluyorsa “A ve B metodlarina denktir” denir ve A~B (veya A=B) seklinde

gosterilir. Burada sunu ayrica belirtelim ki, A c B fakat A ve B metodlar1 denk

degilse bu takdirde “B metodu A dan daha kuvvetlidir” (veya “A metodu B den daha

zayiftir”) denir.

Iki matrisin degisik sekilde ¢arpimlari tanimlanabilir. Bunlardan bir tanesi asagidaki

gibidir. Bu ¢arpima “aligilmig matris ¢arpimi” diyecegiz.

A=(ank), B=(bnk) iki matris olsun.

an = Zanibik (n, k=0,1,...)

i=0
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olmak iizere tammlanan C =(Cpy ) matrisine A ile B nin ¢arpimi denir ve A-B=C

0
seklinde gosterilir. Burada her bir ne N igin zanibik serilerinin yakinsak oldugu
i=0

kabul edilmistir.

Simdi Teorem 3.2.1’de A < B olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 verecegiz.

Teorem 3.2.1. A=(apk) normal ve B=(byy) ii¢gensel matris olsun. Bu takdirde A

metodunun B tarafindan kapsanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul C= B-A!

matrisinin yakinsaklik koruyan matris olmasidir[7].

Ispat. “Gerekli Kosul” : A< B olsun. Bu takdirde bir (S,) dizisi i¢in S, —s(A)

ise S,, —s'(B) dir. Buna gore,

n
on= D anSk —=>s(n —> )
k=0

ve

n
Th = Y, bpSk = 5'(n > )
k=0

dir. A bir normal matris oldugundan A~ = (apk ) ters matrisi vardir. Buradan,

n n
Op = z ankSk ise Sn = Z ahkSk

k=0 k=0
olur. O halde
n
Th = Z bk Sk
k=0

n k
= > brk| D akioj
k=0 i=0
Tn =Op (bnoa’oo +bpgage +.--+bpnany ) + cfl(bnlalll +bpoang +...+bppany )
+...+61bpnann
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n n
=0p { Z bnkaimJ+ Gl{z bnka'liJr---+ Snbpndnn

k=0 k=1

1=0

n n
=i 2. bnkaki
k=i
dir. B= (bnk) ve Al= (ahk) matrislerine alisilmis matris ¢arpimi uygulanirsa,
n
Cni = D, bk
k=1
olmak iizere B-A™1 =C= (Cpj) dir. O halde,

n
Th = Z Chioi
i=0

olarak yazilir. Boylece, o, —s(n— o) ve 1, —s'(n — o) oldugundan C=(Cp;)

matrisi yakinsaklik korur.

“Yeterli Kosul”: C= B-A~! matrisi yakinsaklik korusun. Bu durumda AcB

oldugunu gosterelim:
Bir (Sp) dizisi i¢in S, —s(A) olsun. Bu takdirde

n
on = D, apkSk —>s(n - )
k=0
dir. (cp)=C= BA™! matrisi yakinsaklik korudugundan
n

> cakok =5’ (N — o)
k=0

dir. O halde ispat i¢in

n n
D Cnkok = 2 bnSk = Tn
k=0 k=0

oldugunu gostermek yeterlidir.

n n n
D Cnkok =D {Z bniaik] Ok
k=0

k=o\i=k
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n n
ZL bniaioJGo +£zbniail}51+---+bnna,nncn
i=0

i=1
= (bnoRo0C0 +PmdteSo + -+ brnaneSy ) + (0181101 +bpasior +
+...+bpnanio1 +...+ bpnanior) + ..+ bpndnnon
=bno(anpoo) +bn1(aipcg +2a1161) + ...+ byn (@noSo +8n101 +..-+8pnGp)
=DbpoSo +bn1Sy +---+bpnSh

n
= z bnkSk =t
k=0

Teorem 3.2.1°i reel ve regiiler Norlund metotlarinin denkligini veren Teorem
3.2.4’1in ispatinda kullanacagiz. Bundan sonra A yerine Np, B yerine Ng—metotlarini

alarak kapsama ve denklik kavramlariyla ilgili teoremler verecegiz.

Teorem 3.2.2. Np ve Nq herhangi iki regiiler Norlund metodu olsun. Bu takdirde

D bnzy = b(Z):@ olmak iizere, S, —s(Np) oldugunda S, —>s(Ng) olmasi

p(2)

icin gerekli ve yeterli kosul,

a) |bol|Pn| +[by||Pn_a|+ - +|0n]||Po| < HQp

olacak sekilde n den bagimsiz bir H sayisinin var olmast

b) by =0(Qp)(n o)

olmasidir[7].

Ispat. “Gerekli Kosul”: S, —s(Np) oldugunda S, — s(Ng) olsun. Bu takdirde
(Sn) dizisinin Np ve Nq doniigiimleri, sirasiyla (Gn) ve (Tn) olmak {iizere,

1

n
> Pn_kSk =S (n—>x)
Pn k=0

Gn =
ve

1 n
Qn k=0
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o0 e 0]
dir. Ayrica Np ve Nq metotlar1 regiiler oldugundan ZQnrnzn ve z Pnonz”
n=0 n=0

[00]
serileri |zl <1 igin yakmsaktir. O halde |zl<1 igin s(z)=)S,z" olmak iizere

n=0
Cauchy ¢arpimi kullanilarak,
o0 N 00 n
anTnZ = z ZQn—kSk 2"
n=0 n=0\ k=0
[ee} o0
=[ > dnz" || D Snz"
n=0 n=0

q(z).s(z)

bulunur. Benzer sekilde [z| <1 igin,
0]
D Patnz" =p(2)-s(2)
n=o0
elde edilir. Dolayisiyla |zl <1 igin

i Qntnz" =q(z2)-s(2)

n=0

:@.p(z).s(z)

p(z)

{2 o]

[ Z bn—kPkaJZn

k=0

20

ve kuvvet serilerinin 6zelliginden,

n
Qnth = Z bn_kPkok

k=0
bulunur.
bn_kPx . k<n
Chk =1 Qn
0 , k>n
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n

olmak iizere 1, = Y Cyo olarak yazilir. o, —>s(n—o) ve t, —>s(n— )
k=0

oldugundan (Cyy ) matrisi regiilerdir. O halde Teorem 2.3’¢ gdre (iii) ve (i) kosullar

saglanir. (iii) kosuluna gore;

0 n
> lenkl= 2 [Pn—k|[Px|=0(Qn) (n—<0)
k=0 k=0

bulunur ve a) kosulu saglanir. Teorem 2.3’tGin (i) kosuluna gore;

Qn_k ~ Qn (N> oo, k sabit) oldugu goz éniine alinirsa sabit her k i¢in
. i P . P .

lim ¢y = lim 2n=kPk _ i PP _p iy Pokc

N—o0 n—owo Qp n—wo Qn_k n—o Qn_k

0= lim bn

olur ve b) kosulu saglanir.

“Yeterli Kosul”: a) ve b) kosullar1 saglansin. Bu takdirde ispat icin

Dn_Pc k<n
Chik=1 Qn
0 , k<n

olmak iizere (an) matrisinin regiiler oldugunu gostermek yeterlidir. Hipotezden

Teorem 2.3’1in (ii1) ve (i) kosullar1 saglanir. (ii) kosulunun saglandigini gosterelim:
|zl <1 igin Cauchy ¢arpimi kullanilarak,
q(z)=p(2)-b(2)

ve kuvvet serilerinin 6zdesligi teoreminden

n
On = Z PkPn_k (3.2.1)
k=0

bulunur. Ayrica,
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k=o\i=0
= Pobg +(Poby +P1bg ) +-..+(Pobn +P1bn_1 +...+Pnbg)
=bg (PoP1+---+Pn )+ b1 (Po +---+Prg )+ +bpPo

=boP, +b1Py_1 +...+ b Py

n
= > by_kPx (3.2.2)

elde edilir. Dolayisiyla,

5i ji kPk
k=0 k=0
olup buradan (ii) saglanir. Bu ti¢ kosul saglandigindan Teorem 2.3’e¢ gore (an)

matrisi regiilerdir.

(e 0]
Lemma 3.23. p(x)=> ppx" , Ixl<l i¢in yakinsak ve py=1, pn>0

n=0
Pt > Pn(n>0)ise Cp 20, 3'C, <1 olacak sekilde
Pn pn—l

{p(X)}_lz :1—C1X—C2X2...

1
p(x)

dir. Eger an =00 ise ch =1 dir[7].
n n

Teorem 3.2.4. 1) Np ve Nq regiiler Norlund metodlar;

ii) po =1, py >0, Pl > Pn_ (5 ),
Pn Pn-a

i) g, >0;

olsun. Bu takdirde S, —s(Np) ise S, —s(Nq) dir[7].

33



Ispat. Ng =0 Ozel hali i¢in ispat edelim. Bu durumda iv) kosulu her n > 0 i¢in

saglanir. Lemma 3.2.3.”e gore, yeteri kadar kiigiik x ler igin

< n_~. on
——=1->"Cpx" =D ypx
p(X) n=1 n=1
< q(x)
dir. > bpx" =b(x)= 0 olmak iizere Cauchy ¢arpimi kullanilarak,

o ge 2]

o0 n
:Z[ On- kYk]
k=0

n=0

ve kuvvet serilerinin 6zdesliginden,

bo =0do.

b =0nYo +0An-1v1+---+do¥n (n>0)
bulunur. yo=1ve C, =—y, (n=12,...) oldugu gz dniine alinirsa

by =dn—C; dq1-C2 An2—--—Cpgy  (n>0);

bn g g ¢, 2 ¢ % s
Un Un Un Un

dir. Ayrica

n
n=0
esitliginde p, =1 ve C, =—y, (n=1, 2, ...) oldugu kullanilirsa
Pn—CiPp1—.=Cppo =0 (n>0)
elde edilir. Diger taraftan iv) kosuluna gore,

Pn < On DQn—lspn—l.
Ph-1 On-1 On Pn

On-2 _9n-1 9n-2 _Pn-1 Pn-2 _Pn-2
Un Gn 9n1 Pn Pna Pn




elde edilir. O halde

bn =1-Cy- In-1 -C,- 9n—2 ~..—C, Yo
Un Un Un Un

Pn-1 Pn-2 Po
>1-C —/—-Cp- = . -C,-—4==0
! Pn 2 Pn " Pn

elde edilir. g, >0 oldugundan her neN igin b, >0 dir. Simdi Teorem 3.2.2’deki

a) ve b) kosullariin saglandigin1 gosterelim.
(3.2.2)°den;

) [0g||Py| +...+[bn[|Po| = boPy +-..+ bpPy = Qp;
ve (3.2.1) dan da;

b) bgpy < bppg +...+boPn =05
dir. Nq regiiler oldugundan, Sonug 3.1.2.’den

by =0(dn)=0(Qn) (N — o)
elde edilir. O halde Teorem 3.2.2°ye gore S,, —s(Np) ise S, —s(Nq) dir. Boylece
Ny =0 6zel hali i¢in ispat biter. Simdi genel durum i¢in ispat edelim.
=Pn(N=ng, Ng+1...)
ve eger gerekli ise N, sayisina kadar olan n ler i¢in

M, <rn0+l M, < Un, .

rno—l rn0 rno—l qno—l

Mot _ Ty fng-1 _ Gn,1,

my-2 Thy-1 Thy—2 Gn,-2

olsun. Bu takdirde n > 0 igin

m chaa T Gn

-1 T T Ona

f
olur. p, = olarak tamimlayalim. Bu takdirde
fo
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~0 Pn+l 5 _Pn 1 Pn_ dn (n>0)
Pn Pn-1 Pn-1 Una

Po=1 pPn
saglanir. Dolayisiyla p,, Ny =0 06zel hali i¢in hipotezdeki kosullart saglar. ny =0
icin ispat yapildigindan

Sn —>s(Np) =8, —>s(Ng)
dir. Ayrica p,, nin tanimi geregi
Sp = s(Nr)=S,, —>s(Np)
dir. O halde
Sp —>$(Np)=Sn —>s(Ny)
oldugu gosterilirse ispat biter.
I =Pp +8, (N=01...,ny 1)

ile tanimlayalim 6yle ki

0 no—l
rod= > rnx"=pGl+ > "
n=o0 n=0
no—1
olsun. 8(x)= Y §,x" olmak iizere
n=o

r(x)=p(x)+8(x)

o0
olur. Lemma 3.2.3’¢ gore Z Cj, <1 olmak iizere

n=1
3o = 3"
——=1- > C X =) yyX
p(X) n=1 " n=0 "
oldugundan
o0 e}
D a1+ ). Ch<2
n=0 =1
dir.

;((_))(()): > byx"

n=0

b(x) =

olarak tanimlayalim. r(x)=p(x)+8(x) oldugu kullanilarak,
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n=o0 p(X) n=o0 n=0
ve buradan da
0 ng—1 o0 ng—1
Do lbn <1+ D 8y D Jyn|<1+2 D] 8, =H
n=0 n=0 n=0 n=0
elde edilir. O halde
> lby|<H
n=0

dir. Dolayisiyla b, =0(1) (n —>o) olur. Ustelik Rp=ry+n+..+1; =0

oldugundan b, =0(R}) (n—o) bulunur. Béylece Teorem 3.2.2’nin b) kosulu
saglanir. Diger taraftan,

[bo]|Pn|+ - +[bn][Po| = [bo| Py +-..+|bn |Po <HP, <HR|,
olur ki bu ise i) kosulunun saglandigini gosterir. O halde Teorem 3.2.2°ye gore

Sn —>S(Np) =S, —s(Np) dir.

Asagidaki Teorem 3.2.5°de, (pn) ve (qn) dizilerine karsilik gelen Np ve Nq

Norlund metotlarinin denk olmasi i¢in gerekli kosullar verecegiz.

Teorem 3.2.5. Np ve Nq regiiler Norlund metotlar olsun. Bu takdirde Np ~ Nq

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

22—3: > apz", gz—zz > byz"

n=0 n=0

o0 e 0]
olmak iizere ) [ap|<oo ve Y |by|<oo olmasidir[7].
n=o n=o

Ispat. “Gerekli Kosul”: Np~ Nq olsun. Bu takdirde Np< Ng ve Ngc Np dir.

Np < Nq oldugunu g6z 6niine alalim.
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(NQ)nV =< Qp (Qn =0 t+--t0p i0)

1 o0
ve —— =k(z)= > k.z" olmak iizere
p(z) nZ:‘E) n

kn_\P v<n
-1 _J®™n=viv _
(Np )nv_{ 0 ven (Pn—p0+...+pn¢0)

olmak {iizere ((Nq)nv) ve ((Ngl)nv) matrislerine alisilmis matris  ¢arpimi

uygulanarak,

=X > dn_pkp_y (v<n) (3.2.3)
elde edilir. Yeteri kadar kiigiik |z| ler i¢cin, Cauchy ¢arpimi kullanilarak

k(2)-q(z)= i b,z"

n=0

n=0

n=0

00 n n 0
n

Z Z An—vKy = Z bz
n=0\v=0
bulunur. Kuvvet serilerinin 6zdesliginden,

n

by = Z dn-vKy

V=0

olup
n
anVpp anpv (3.2.4)

dir. (3.2.3), (3.2.4) da yerine yazilirsa,

1y By
(Nqu )nV_Q—n-bn_v (v<n)
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elde edilir. Teorem 321 gore, Ny Ng oldugundan ((NqNgl)nv) matrisi

yakinsaklik korur. Dolayisiyla, ((NqNBl)nv) matrisi Teorem 2.3’iin (iii) kosulunu

saglar. Yani;

o0

1) | w|P ~
\Z:‘)(Nqu )nv _\/Z:C)Q_\:1|bn_\/|_0(l) (n - o)
n
> |Py|[bn-y|=0(Qp) (n—0)
V=0

bulunur. v = n i¢in P, =0(Qn) (n —o0) olur. Aym diisiince ile Nq c Np oldugu

gdz oniine alinir ve benzer islemler yapilirsa Qn =0(P,) (n—<0) bulunur.
Np = Ng oldugundan

Ny P
2. [bvl=5+
V=0 Pn n

= O(%J <K (0<ng <n; K, ny ven den bagimsiz) (3.2.5)

dir. Diger taraftan, regiiler bir Nq-metodu i¢in % —1 (n — o) oldugu goz dniine
n

alinirsa;

I:)n—v _ I:)n—v _Pn—v+1‘Pn—v+3mPn—1 —>(n—>o)
Pn Pn—v+1 I:>n—v+2 I:>n—v+3 IDn

dir. Ayrica her ne N i¢in P, #0 oldugundan

I:)n -1

Pn

Pn
Pn

Po
Pn

#0

dir. O halde (3.2.5) dan;
n 00
Zol|bv|£K ve (n—>o0) igin D" |by|< oo
V=0 V=0

elde edilir.

o0
Benzer islemlerle z |av| <o oldugu goriiliir.
V=0
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o0

00 e 0]
“Yeterli Kosul”: q(Z) Z A @: Zanzn olmak izere ) las|<o ve
92 = n—o

o0
Z|bn|<oo olsun. Once Np c Nq oldugunu gosterelim. Bunun i¢in de Teorem

3.2.1°e gore,
1 M <n
(Nqu )m,= Qn
0 , v>n

matrisinin regiiler oldugunu gostermek yeterlidir.

p(z)=q(z)- ianz“

n=0

{2 2]

© o (n
Z pnZn = Z [Z an—vaj z"
n=0

n=o\v=0
dir. Kuvvet serilerinin 6zdesligiden

n

Pnh = z an—vdy

V=0

bulunur. A=a,+a;+...+a, olmak iizere

=240 +(2100 +a0q1)+...+(anq0 +...+8,0p )

=0o(ag +..+ap ) +..+0nag

=(oAn +...+0nA

n
Z An_vdy

V=0

|Pn|=
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n
< 2 [Anvllav]
V=0
n
<M- D ay| (M=sup|A,_y|)
V=0

n
dir. Ng-metodu regiiler oldugundan »|q,|=0(Qy) (n—>o) dir. Dolayisiyla

|

n \
3 [|bnv|- » \pu\]
V=0 =0

IPa|=0(Qy) elde edilir. O halde

V=0

n n
Z |PV||bn—V|: Z [|an|
V=0

\"
2. Py
n=0

:|bn||po|+|bn—l|(|po|+|p1|)+---+|bo|(|po|+---+|pn|)

=|p0|(|bn|+...+|bo|)+|p1|(|bn_1|+...+|b0|)+...+|b0||pn|

n n
=2 \pu\Z bnv|
p=0  v=p

=0(Py)
=0(Qn)
olur. Béylece Teorem 2.3’{in (iii) kosulu saglanir. Ote yandan (3.1.1) den;
n
Z van—v
v=0 1
Qn

o0
dir. Dolayistyla Teorem 2.3’lin (ii) saglanir. Z|bn|<°° oldugundan b, =0(2)
n=0

(n—o0) dir. Ayrica Ng-regiiler oldugundan Q, #0(1) (n— o) dir. O halde

b, =0(Qp )(n —o0) olur. Buradan da bn‘—"P"—>O(n — o0, Vv sabit) olur ki bu ise
n

Teorem 2.3’lin (i) kosulunun saglandigini gosterir. O halde Teorem 2.3’ln (iii), (ii)
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ve (i) kosullar1 saglandigindan ((NqNgl)nv) matrisi regiilerdir. Boylece Np < N

dir. Ayni diistince ile Ng < Ny oldugu elde edilir. O halde Np~ Nq dur.
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4. NORLUND TOPLANABILME METODUNUN KONVOLISYONU

Oncelikle bu boliimdeki teoremlerin ispatinda kullanilan asagidaki Lemmayi

verelim.

Lemma4.l. R, #0 (n=0, 1, 2,........ ), 'n, (2.9) ile tanimlanan, C satir sonlu matris

olsun. (o), (Sy) nin bu durumda bir (N, ry) déniisiimii olmak iizere

(N, 1) =1limS,, = o iken M, n’den bagimsiz olmak iizere

k k

, n n -
C-limSy =0 < > Ry D Chk rk-v[<M (4.1)
v=0 k=v

K, _
lim > cp rk—v =3, VV igin (4.2)
n—o0, -, '

kn
lim > ¢y =38 (4.3)
n—0, =, '

saglanir. Buna ek olarak ¢' = 8o + Z R0y (cy —o) dir[13].

Sonu¢ 4.2. Co(N,r,) olmasi1 igin gerek ve yeter sart &, =0, 8=1 glmas:

durumunda (4.1), (4.2), (4.3)’iin saglanmasidir[14].

Sonu¢  43. P, Q,#0 , p)=>px" . ax)=Dgx" ve h, |

h(x) = Zhnxn =((x)/ p(x) olarak tanimlansin. Bu durumda

n
(N,dp) =2(N,pp) < Z|thn—v|zo(|Qn|) (4.4)
v=0
ve VYV sabiti i¢in

lim (h,_,/Q,)=0 (4.5)
n—oo

olmasidir[14].



Sonug 4.4. Eger Sonug 4.3’de P, >0, h,, >0 ise bu durumda (N,q,,) = (N,p,) dir

< (4.5) saglanir.

Eger (N,pr). (N,d,), (N,ry) verilen ii¢ Norlund metodu ise:

Pn(¥) = pix', p(x) = pg(x)
i=n

seklinde yazilabilir.

dp (X) icin benzer olarak; ¢y \, =vy —0n vy —Pp vy olmak iizere

pPO)A(x) /1(x) = D yyXx"

v=0
Pn+1(X)a(x) /1(x) = z 0Ln,vxv (4.6)
v=0
P(X)dn41(X) 1 1(X) = z Bn,vxv
v=0
- {pO)G0) =P 1 (0G0) ~ PO 11003 = 3 6y X" (4.7)
r(x) v=0
(I)n,v =Yv —On,v _Bn,v (4.8)
oldugundan
0<Vv<N jein Ony =Pn,v =0, (4.9)
oldugu agiktir.

Yukaridaki her bir kuvvet serisinin yakinsaklik yarigap: sifir olmast durumunda vy, ,

Op vs Bnv, §n v ifadelerini, bu serilerin formal uygulamasi olarak tanimlayabiliriz.

Simdi Lemma 4.1’i iki Norlund metodunun konvolisyonuna C=(N,pg)*(N,d,)

seklinde uygulayalim. (2.5) ve (2.8) ifadelerinden,

1 min(k,n)

Cnk =5 Y. Pn-itnk+i, ko=2n (4.10)
nQn i=max(0,k—n)

dir. Ayrica,
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2n

fov = z Cn,kl_’k+v—2n , (n,v=0) (4.11)
i=max(0,2n—v)
dir.
Lemmad.5. P,Quf,y =dny » (0<v<2n+1]) (4.12)
dir[14].

Ispat. (4.10) ve (4.11)’den

2n

o0 o0
PnQn = Z fn,vxv =PhQn z xV. Z Chn,k Mev—2n
v=0

v=0  k=max(0,2n-v)

2n o0 V-
:PnQn ch,k' Z X rk+v—2n

k=0 v=2n-k
2n
_ IDnQn X2n—k

C
rx) =5 n.k
1 2n ~ min(k,n)
:m x2n “ Z Pn-idn—k+i
k=0 i=max(0,k—n)
i+n on—k
r(x) Z Pn-i Z X On—k+i
r(x)zpn " 'ZqJX’
T ){p( ) = Pn+1COHAX) — dn 11 (0}
X X
- Z ¢n,vXV + pn+1(r2)(j)n+l( )
yazabiliriz.
pn+l()r(zj)n +1(X) “in agilimi x°™ile basladigindan (4.12) elde edilir.

Teorem 4.6. Kabul edelim ki P,,Q,,R,; #0 (n=0,1,2,....... ) ve Oy, (4.7)deki
gibi olsun. Bu durumda (N,r,)—1imS, iken (N,p,)*(N,q,)-limS, vardir <

Her v i¢in
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2n

Z ‘RZn—v¢n,v‘:o(|PnQn| (4.13)
v=0
lim (¢n,2n-v / PaQn) =38y, (4.14)
n—oo
dir[14].

Ispat. Bu (4.11) ve (4.12) yi, (4.1) ve (4.2)’de yerine koyarak Lemma 4.1 ve Lemma
4.5’den goriiliir. Lemma 4.1°in (4.3) sart1, (2.6)’y1 kullanarak 6 = li¢in saglanir.

Sonu¢ 4.7.(N,pp) * (N,g,) 2 (N, ;) olmast i¢in gerek ve yeter sart 8, =0 ile

(4.13) ve (4.14)’lin saglanmasidir[14].

Sonu¢ 4.8. Eger (N, py), (N, qy,) regiler ve limr, =0 ise bu durumda (4.14),

8y =0 ile saglar. Oyleki (N, p,) * (N, g,)2(N, 1) dir < (4.13) saglanir[14].

Ispat. (4.14)in (4.2) orjinal seklini kullanalm. Ciinkii  (2.7)’den

C=(N, pn)*(N, ) bu durumda regiilerdir ve f, —0 dir. Bu durumda her v igin

c—limr, =0 olacak sekilde 38, =0 vardir ve sonucu Sonug 4.2°den elde edilir.

Asagidaki teorem, Teorem 4.6’nin yeterli kisminin 6zel bir durumunu ortaya

koymaktadir.

Teorem 4.9. Kabul edelim ki Py, Q, #0, Ry, >0 ve yy, Bpy, apy, ¢ny de (4.6)

ve (4.7)’deki gibi tanimlansin. Eger

N — o0, v sabiti i¢in ¢p on_y =0(PyQp); (4.15)
ya da
¢n,v =0 her ve n igin; (4.16)
Yv 20, any 20, By, =20 hernve v igin, (4.17)
POQZH +...+P2nQ0 ZO(PnQn); (418)
Yvs Qp v By 'lerin her biri her n ve v igin sabit gosterimlerdir. (4.19)
Ph11Qn-1 +---+PanQo| =0(|PaQn ). (4.20)
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ve
|Qn+1Pn—1+---+QZnPO|=0(|PnQn|) ise (4.21)

bu durumda (N, pp )*(N, a,) 2 (N, 1) dir[14].

ispat. Sonug 4.7 ile eger (4.16), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20) ve (4.21) durumlari

(4.13)’1 saglamasi igin yeterli ise teorem dogru olacaktir.

P(x) =Y P,X" olsun. Q(x) ve R(x) de P(x)’e benzer olarak p(x) = (1 — x) P(x) elde
edilir. Oyle ki,

R(X) p(x) q) / 1(x) = p(x) QX) = P(x) q(x) , (x2") nin katsayist olur. Benzer
sekilde

2.Ran_v¥v =PoQ2n +P1Q2n-1+--+P2nQo (4.22)
2 Ron_van,y =Pn1Qn-1+Pn+2Qn—2 +---+P2nQo (4.23)
ve kismi toplamla

2-Ron-vBnv =0n+1Pn-1+dn2Pn-2 +--+d2nPo

= pOQZn +..t ann - PnQn (4-24)

elde ederiz.

Simdi eger Ry, >0 ve (4.16) saglanirsa, bu durumda (4.22) — (4.24) esitliklerinden

> IR2n-vQn.v| < X Ran-v (Tv —ny —Bn,v ) = PaQn elde edilir.

Alternatif olarak eger R, >0 ve (4.17), (4.18) sartlar1 saglanirsa, bu durumda

Z|R2n—v¢n,v| <2 Rony <(ry+apy +PBn,v)
= 2(pOQZn tot p2nQ0) - I:)nQn

=0(P.Q,)
dir.

Alternatif olarak eger R, >0 ve (4.19), (4.20) ve (4.21) saglanirsa, bu durumda
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Z‘RZn—v(I)n,v S‘ZRZH—VYV +‘ZR2n—van,v +‘ZR2n—an,v
S2|ann—1+---+pZnQO|JrZ‘qn+1pn—1+---JFanPO‘WL|PnQn|
:0(|PnQn|)

dir.
Boylece (4.13) her durumda saglanir ve teorem ispatlanir.

4.1. Norlund Matrislerinin Baz1 Ozel Stmiflar1 Uzerine Norlund Metodlarimin

Karsilastirilmasi

fop >0, 1, >0 sartin1 saglayan (1) dizisi verilsin.

n
AK =(k+D(k+2)...(k+n)/n! olmak iizere n>1igin RK = > AKTr, dir. Ayrica
v=0

AE =1 dir. Boylece eger r(x)=>r,x" ise RK(x)=> Rfx" (1= r(x) ve
bu durumda Rﬂ =1, Ry =Ry =rg+...+1, dir.

(N, RE) Norlund metodu REH # 0 sartiyla tanimlidir ve bu, kesinlikle k> -1 igin
olan durumdur.

Teorem 4.1.1. Eger 1>0 , 1,20 ve K'>k>-1 ise bu durumda

(N, RK) o(N, RK) dirf14].

Ispat. Teorem 4.17 nin K'>K >0 icin Hardy (5)’deki ispat metoduyla sonug cikar;

ve K'>K>-1 i¢gin h(x) = rRK x)/ RK(X) secip Sonug 4.4. kullanilarak istenen

sonu¢ elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2. Eger baz1 K> -1 igin (N, R:]() regililer ise bu durumda K’'>K igin

(N, RL(’) regilerdir[14].
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4.2. Konvekslik Saglayan Norlund Metodlari

(r,) artmayan ve logr, konveks olmak iizere (r,) dizilerinin simfim 9

gosterecegiz. Yani;

zm:{rn o Inid o >o} (4.2.1)
-1 i

dir.

(4.2.1) saglandigi zaman r =(r, )€ 9N yazilir; eger r=r,, re M ise bu durumda

R, = nr, olup boylece (2.11)’den (N, I‘n) nin regiiler oldugunu soyleriz. Norlund

metodlarmin bu smifinin ilging 6zellikleri, 0 <K <1, (C, K) Cesa’ro matrislerini
icermesi ve (N, rn) nin karsilastirilmas: hakkinda iyi bir bilgi aligverisinin elde

edilebilmesidir.

Lemma 4.2.2. Kabul edelim ki re 9t ve (a), (2.9)’daki gibi tanimlansin. Bu

durumda 1; >0, 1, <0 (n>1) ve ry+..+r, >(n>0) dir. Ayrica eger R, — o ise

%+...+a — 0 dir[12].
Ispat. Bu lemmanin ispat1, Szegé (12) tarafindan verildi.

Teorem 4.2.3. Eger rem ve K>-1 ise bu durumda

(C, K) (N, RK) = (C, K+1) duf14].

Ispat. Lemma 4.2.2 ve Ty < [r—oj kullanarak Sonug 4.4’{in sartlarinin saglandigini
m {r

gosterebiliriz. Burada sol taraftaki ifade h(x)=r(k) ve sag taraftaki ifade
h(x) =r(x)/(1-x)"dir.

Uyan 4.2.4. K=0 durumunda I=(C,0)c(N, r,)=(C1) olup bu Hardy (7)

tarafindan gosterilmisti[14].
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Teorem 4.9 ve Teorem 4.1.1°den eger re M ise bu durumda, K=-1 igin

dlimr, =(>0 oldugunu da goriiriiz; eger (>0 ise (N, Rﬁl)~I'd1r , (=0 ve
R iken (N, Ry1

n = iken N, R,™)c 1 dir.
4.3 Satirlar1 Azalan Diziler Olan Norlund Matrisleri

Bu baglik altinda,
O<r,<r,1 (n=012,..) (4.3.1)

sartint1  saglayan (N, rn) matrislerini  gézoniine alacagiz. Bununla birlikte

uygulamalarimizda r,, monoton artan olmayacaktir.

Ornegin; Teorem 4.3.12’de r,/Rp, = O(n_l) sartt konulmalidir. Bu, hoo 1

R, 2¢n

olmak {lizere ry =e\/H gibi ornekleri icermez. 1,/R, ~%n_2 deki r, =e\/H gibi

ornekleri hari¢ tutacaktir; ve r,, artarsa (N, I‘n) regiiler bile olamaz, bu asagidaki

teoremde gosterildigi gibidir.

Teorem 4.3.1. Eger 1, >0 ve lim(r,,1 /1) >1 ise (N, r,) regiiler degildir[14].
Ispat. Hipotez lim(r,/Ry,)>0 olmasini gerektirir.

Uyan 4.3.2. Eger Teorem 4.3.1’in hipotezinin yerine I, >0, ﬁ(rn+1/rn)>1
alinirsa im(r,1 /1 ) =2 iken /R, =0 (n1) icin,
=1, r=2" (P<n<2”tp=01,..)
ornegin de goriildiigii gibi sonug basarisizdir[14].
Teorem 4.3.3. Eger
i) K>0 igin 0<r, <ry,q, I /Ry =01
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veya

i) 1<K <0 i¢in O0<r, <ryqve r, /Ry =0(nk)

sartlarin dan biri saglaniyorsa bu durumda (N, RE) >(C, k+1) dir[14].

ispat. hy =ty 1,120 oldugunda h(x) =R/, /@)™ * ™ =@-r(x) ar.
K>0 igin REP>R, ve h, ,/REM<r/R,=0(1) dir; -1<K<0 igin
RS AKR,, ve h,_, /RE <1 1AKR, =0 (1) dir; ve bdylece Sonug 4.4°den

teorem ispatlanir.

Sonu¢ 4.3.4. Eger 0<r,<r,,q Ve /R ~0(n™?) ise bu durumda K> -1 i¢in

Teorem 4.3.3’lin (i) ve (ii) sart1 saglanir[14].

Teorem 4.3.5. Eger pe9t, qe 9 ve t,=pyd, +...+Ppdp ise bu durumda

(N, ) * (N,Gn) 2(N, t) , (N, t) 2(N, pn)ve (N, ty) (N, q,) dir[14].

Ispat. r,=t, icin Teorem 4.9”u uygulayahm. Aligilmis notasyonla,
t(x) =p(x)q(x), t(x)=p(x)q(x) olsunlar ve Lemma 4.2.2’den dolayr Y |p,| ve
Z‘an‘ yakinsak ve boylece t, — 0 iken Z|En| de yakmsaktir. Ayrica (N, pp),

(N, qy,) regiilerdirler o halde Sonug 4.3’den (4.15) saglanur.

Tamm 4.6°dan ) y,x" =M=1 Yo=1,7,=0 (v=1);

t(x)
A pn+l(x)q(x) _ pn+1(X)
3o, X" = oo e (4.32)
o, =S PP, (vznil) (4.3.3)

dir. Buradaki o, ifadesi Lemma 4.5°den A >0 i¢in P_XP <0 oldugundan (4.9)

V- —
dan o,, >0 dir. Benzer sekilde her n ve v igin B, >0 dir ve bdylece (4.17)

nv =

saglanir. Daha sonra n > 0 i¢in (pp,) nin artan olmadigindan,
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i_PnJrl:p0+(p1_pn+l)+---+(pn_pn+l)>0 (4.3.4)
n n+l n(n+1) -

olup boylece (P,/n) dizisi azalandir. Bu yilizden P,, <2P, ve benzer seki
Qon <2Qp dir. Ciinkii (Qn) artan oldugundan
PoQan +--+P2nQo < (Po +--+P2n ) Q2n =P2nQ2n <4PQ,  dir. Boylece (4.18)
saglanir ve dolayisiyla (N, py)*(N,adn)2(N,ty) dir. Ifadedeki kalan iki

kapsama sonuglar1 Sonug 4.4’{in uygulamalaridir ve bdylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.3.6. Eger Pe 9, Qe M (4.3.5)
ve
th =Podn +-.-+Ppdo olmak iizere eger T, >0, Tp+...+ T, > © (4.3.6)

ise bu durumda

(N, p) * (N, an)2(N, ty) (4.3.7)
ve

(N, Pn)2(N. th), (N, dn)2(N, ty) (4.3.8)
dir[14].

Ispat. r, =t olmak iizere (4.17) ve (4.18)’in yerine (4.16)’y1 kullanarak Teorem
4.9’u kullanacagiz. P € 9 oldugundan Lemma 4.2.2°den E)n =Po +...+ Pn olmak

lizere E)(X) =P(x)/(1- x) oldugundan n >1igin

Pop>0, Ph <0 (4.3.9)
n>0 igin
0<pp.g <Py (4.3.10)
elde edilir. Burada (4.3.3) saglandigindan V>n+1 i¢in toplamadaki her bir terim
v—-n-1_
pozitif olmadigindan o, , = Z PyPy_y <0 dir. Benzer sekilde B, <0 dir ve
A=0

dolayisiyla (4.16) saglanir.
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Kismi toplam ile (4.3.9)’dan

0>apy =—Pv-nP,+ > PiP,_y
A=0

— V —
>—Py-nP, + > PiaPy_;
A=0
olup
[otn,v| < Pv-nPy (4.3.11)
dir. Ayrica Q(X) =p(X)T(x) oldugundan (4.3.6) ve (4.3.10) den

<Pn Polot..#Poln 1 g0y (4.3.12)
Qn Qn(To+..+Ty) To+..+T, Q,
dir.
Ayrica Q e M oldugunda Qn_/Qy, <(Qp/ Q)" (4.3.13)

dir. (4.3.11) — (4.3.13) birlestirerek herhangi bir v sabiti igin N — oo iken

‘an,Zn—v‘ < Pn-v _ Pn-v Qny

PQn  Qn  Qnv Qn

50 (4.3.14)

1 . .
olur. n >EV igin ¢pon_y =% 2n—y —Pn2n-y  oldugundan  (4.15)’in

saglanmasindan dolay1 B, | i¢in benzer sonug saglanir.

Bu (4.3.7)’yi ispatlar ve (4.3.8), (4.3.10) ve (4.3.14)’l kullanarak Sonug 4.4’{in bir
uygulamasidir.
Uyan 4.3.7. (4.3.5) saglandiginda an ve an serilerinin her ikisi de yakinsak

ve T(x)=P(x)q(x)=p(x)Q(x) oldugundan (4.3.6) icin gerek sartlar,
Po+..+P, > o ve Qp+..+Q, > (4.3.15)

olmasidir[14].
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Fakat bunlar (4.3.15), (4.3.6)’y1 elde etmek igin gerekli sartlardir; bunlar (4.3.6)’nin
dogrulugu i¢in yeter sart degildir. Ciinkii Teorem 4.3.6’daki (4.3.6) sart1 yerine

(4.3.15) sart1 konulamaz. Bunu asagidaki 6rnekle gosterelim.

Ornek 4.3.8. 0<i <1, O<p<1, A+p>1 olmak iizere p, = Ag* L, g, =As 2

olsun. Boylece n>v igin (4.3.3)’den v sabit n — oo iken

dn2n_y ! PaQn A TS AL T ATEARH ~ KL s 00 iken
n-v-1

| -1
On.2n—v = =0y 2n_y = Z A?(‘ A2r7;—v—k > ‘AZZ{_V‘A?{_V_l dir. Bu nedenle (4.14)
k=0

saglanmaz. Boylece (4.3.7) yanlistir[14].

Ayrica Uyari 4.3.7°den P e 0 ve Py+...+P, > oiken (N, py) <1 dir; ve bu da

daha ziyade Teorem 4.3.6’nin hipotezleri altlnda(N, pn)ve (N, qn) metodlarinin

yakinsaklikta kullanilacagini gosterir.

Teorem 4.3.9. t, =pgd, +...+Ppdo olmak iizere

Ped, geM (4.3.16)
To+.t Ty —> 00 (4.3.17)
ve

Ton =0(PyQn) (4.3.18)

ise bu durumda (N, pp) * (N, qn)2(N, t,) ve(N, a,)2(N, t,) dir[14].

Eger Py+...+P, >0 ise bu durumda (N, t,)=(N, p,) dir ve (4.3.17) ihmal
edilebilir.

Ispat. Alternatif olarak (4.19)-(4-21)’i kullanarak r,=t, ig¢in Teorem 4.9°u
uygulayalim. T, >0 oldugu icin (4.3.11) ve (4.3.12)’ye gotliren tartigmalar hala
gegerlidir, bu ylizden oy, <0 dir ve bu durumda Q, artan oldugundan, n — oo

iken (v sabit)
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‘an,Zn—v‘ < Pn-v < Pn-v 50
PaQn Qn  Qnv
dir.

(4.3.19)

Ayrica Teorem 4.3.5’in ispatinda oldugu gibi, B,, >0 dir. Bu yiizden (4.19)
saglanir, fakat (4.3.18)’den

|Pn-1Qn-1 + - +P2nQo| +|An+1Pn—a + -+ d2nPo|
:|QOP2n +...4+0,Py _PnQn|+|Qn—1Pn—l+---+QZnPO|

<Ton +PnQn =0(P,Qp)
dir, boylece (4.20), (4.21) saglanir.

Simdi (4.15)’1 inceleyelim. $imdi q € 9 iken, ¢, artmayan oldugundan ve Lemma

4.5’1 kullanarak A >1 i¢in ak <0 dir. Boylece

v-n-1_ v-n-1_

0<Bphyv= Z 4, Av-» =0y z a, (4.3.20)
A=0 1=0

dir. Ayrica T,, >0 igin Ty +...+ T, artan oldugundan

n _ n _
Po+.Pa=> 0 (To+tThp)=(To+..+Ty) D ay (4.3.21)
A=0 A=0

dir. Ayrica,

Tn =Poln +..+Pydo 20 (Po +...+Py) (4.3.22)
ve

On_v/dn <(a0/ay)" (4.3.23)
dir. (4.3.20) — (4.3.23)’1 birlestirerek, (4.3.17) ve (4.3.18) ifadelerini kullanarak

n — oo iken

OS—Bn’Zn_V <(q—ojv Ton_ 1 —0
PnQn ql PnQn TO +...+Tn_v_l

elde edilir. Bu sonug (4.3.19) ile birlikte ¢, on_ =0(P,Qp) oldugunu gosterir ve
bundan dolayr Teorem 4.9°dan (N, p,) * (N,q,)2(N, t,)dir. (N, g,)2(N, t)
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kapsamasi (4.3.10) ve (4.3.19)’u kullanarak Sonu¢ 4.4°den elde edilir; ve
Po+..+Py —> o oldugunda (4.3.22) ve (4.3.23) ile birlikte Sonu¢c 4.4

(N, t,)2(N, py) oldugunu verir. Bu da teoremi ispatlar.

Uyan 4.3.10. Ry, =0(P,Qp) sarts, (N, py) * (N, dp)2(N, 1) olmasi i¢in gerek

sarttir. Boylece Teorem 4.3.9’un dogrulugu i¢in (4.3.18) gerek sarttir ve bu teoremde
(4.3.18) sart1

Ton /PQp > K, /log, >, P,gep ve To+...+ T, 2PyQ,, ~logn — o i¢in

P, =1/(n +1)%, d, =1/(n+1) 6rnegiyle gosterildigi gibi diger sartlar tarafindan
belirtilemez. Teorem 4.3.9’un son ifadesiyle ilgili olarak eger P, qe 91 ise bu

durumda Ty +...+ Ty >0 dir < Py+...+P,, Q, lerden en az biri sonsuza gider.

Fakat bu son sartlardan biri olmaksizin (4.3.17)’yi her v igin A, :% ve (4.13), (4.14)

saglayan Pn=qn=2_n orneginde gosterildigi gibi ((4.3.16) ve (4.3.18)’i
saglayarak) teoremin hipotezinden ayr1 tutamayiz. Bodylece Sonug¢ 4.2°den

(N, pn) * (N, qn)Q(N, tn) yanlis olur[14].

Teorem 4.35°de (N, pp), (N, q,) ve (N, t,)'lertotal regiiler oldugundan, Total
regiilerlik Teorem 4.3.6 ve Teorem 4.3.9’da s6z konusu olmayabilir. Uyar1 4.2.4’den,
eger (N, pn) yakinsamaya denk ise P € 91 oldugunda sadece regiiler olabilir. Bu

Teorem 4.3.5 ve Teorem 4.3.9 arasindaki marjinal durumu saglar ve bu bize
asagidaki sonucu verir.

Sonu¢ 4.3.11. Eger PeM, qe M ve limP, >0 ise bu durumda (N, p,)~1,
(N, an)~(N, ty) ve (N, pp) * (N, an)2(N, t) dir. Ozellikle eger q € M ise bu
durumda 1% (N, qn)Q(N, qn) dir. Tx* Ao>A kapsamasi, I*(C, G)¢ (C,0)

olmak iizere Teorem 4.5.1°’in p=0, o >1olmasi 6rnegindeki gibi her Norlund A

matrisi i¢in kesinlikle dogru olma gerekliligi yoktur[14].
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Asagidaki iki teorem birlikte ispatlanacaktir.

Teorem 4.3.12. Eger Pe M, 0<0g, <0n41 (4.3.24)
ve

qn(Po +..+ Pn):O(PnQn) (4.3.25)
ise bu durumda

(N, pn) * (N, aq) 2(N, Py) (4.3.26)
dir. Ayrica t, =pgQdy, +...+Ppdg olmak iizere

(N, pn)=(C)=(N, dy) =(N. th)=(N. Q) (4.3.27)
ve

(N, P,)=(C, 2) (N, Qq), (N, Py)=(N, tp) (4.3.28)
dir[14].

Teorem 4.3.13. Eger Pe 9N, 0<qg, <41 (4.3.29)

ve 0 (Po+...+Py ) =0(P,Qp) ise bu durumda(N, p, ) * (N, dy ) 2 (N, P, )'dir.[14]

Ispat. r, =P, alarak Teorem 4.6 veya (Sonug¢ 4.2)’yi uygulayalim. Boylece

r(x)=P(x)=p(x)/(1-x) olup bu yiizden

> XY =1-x)q(x)

D BryXY =(1=x)gp41 () (4.3.30)
Do XY =1=x)q(x)py4q (P (X)

dir.

Béylece vy =0y —Qy_120, By =7y (v>n+1)

N>V+1 igin dn 2n_y =—0n 2n_v (4.3.31)
®n,n+1="0n ~%n,n+1="9n ~Pn+190/Po (4.3.32)

ve bu yiizden I, =P, olmak lizere

57



2n n 2n
Z R2n—v|¢n,v| < Z Ron—vYv +Rnaln + Z R2n—v|0°n,v| (4.3.33)

v=0 v=0 v=n+1

elde edilir.
Eger ppg (X)p(x)=>"ay, x" ise, bu durumda

O,y =AgOn,y + M0t y_1 + .+ Ay _n 100 n-1 (4.3.34)
dir. Ayrica teoremin her ikisinde de (N, P,) regiiler oldugunda
Pn/(PO +...+Pn)—)0 (4.3.35)

dir ve (N, regiiler oldugundan (4.24), q,,/Qp — 0 oldugunu gosterir.
On ) reg g On /n gunu g

Simdi Teorem 4.3.12°de (N, pn) Ve(N, qn) regiiler ve Lemma 4.2.2°den ZISn

yakinsak, boylece dzel olarak rp=Pp =Pn—Pn-1—0 ise Sonu¢ 4.8’den o, =0

igin (4.14) saglanir. Ayrica (4.3.3)’den ay, ,, >0 ve dolayisiyla oy, >0 dir.

Teorem 4.3.13’de —E)OPn <opy<0 ((43.10) ve (4.3.11) karsilastirildiginda
goriiliir) olup; boylece (4.3.34)’den

020y 2 —50Pn (vo++Yyon-1) = _Bopnqv—n—l
dir ve (N,qn) regiiler oldugu igin bu ve (4.3.31)’den anlasilacagi gibi her v sabiti

icin, N — oo iken

‘(I)n,Zn—v‘ _ ‘an,Zn—v‘ < 5oqn_v_1 N

PnQn PlQn ~ Qn
dir; yani §,, =0 i¢in (4.14) saglanir.

0

Simdi p € 9t oldugundan (4.3.4)’den,

IPop —Py|=Pon —Py <P, veP e M iken|P,y —P,| <Py, her iki durumda da (4.23) ve

Qp, 'in artan olmasindan,

2n
> Rony |O°n,v| =[Pn+1Qn—1 +---+P2nQo| < Qn [P2n —Pa| < PaQn (4.3.36)

v=n+1
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dir. Ayrica 1, =P, oldugunda, pe 9t ise (4.3.4)’den ry,_3<fp, <2, dir ve
bundan dolay1 RZI"I—V < RZn =y +(r1+ r2)+...+(r2n_1+ n ) < 4Rn dir. PedN

iken (4.3.4), Ro,_y <2R, oldugunu gosterir. Her iki durumda da bu nedenle
(4.3.25)’1 kullanarak

n
> Ron_y¥v +Rn_10n <504Rp =0(P,Qp) (4.3.37)

v=0

elde ederiz.

(4.3.34), (4.3.36), (4.3.37)’den (4.13)’tin her iki durumda sagladigi anlasilir. Bu
Teorem 4.3.12 ve 4.3.13’iin ispatin1 tamamlar. Sonug 4.4’{in kolay uygulamalartyla
birlikte Teorem 4.4 ve 4.6’dan dogrudan elde edilen Teorem 4.3.12’nin (4.3.27) ve
(4.3.28)’deki sonuglart Sonu¢ 4.4’tin uygulamasiyla beraber Teorem 4.2.3 ve
4.3.3’den direkt olarak elde edilir.

Uyan 4.3.14. Teorem 4.3.12 ve 4.3.13in her ikisinde (4.13)’de v=n+1 alarak
gortlebildigi gibi, aslinda (4.3.25) sart1 (4.3.26)’y1 saglamak i¢in gerek sarttir. Bu

(4.3.32y’den Ry_1|0n +Pns10o/Po [=0(PaQy )i verir. pe M oldugunda p, >0,
Rn_1~Rp'i elde ederiz ve bu yiizden qnR,=0(P,Qp) dir; PeM iken ise
P, — 0 dir, bdylece q,, >0 oldugunda p,,1/d, =0(1) elde ederiz ve bundan
dolayt Ryy_1|dn +Pn1do/Po| ~ dnRp dir[14].

R, =Py +...+P, oldugundan (4.3.25)’in her iki durumda da gerekli oldugunu
gosterir. (4.3.24) ya da (4.3.29)’un (4.3.25)’i gerektirmeyecegi p, =1, q, :e‘ﬁ;

P, =1/(n+1)?, q, =1 rneklerinden goriilebilir.

4.4. Alt Yar1 Matrise Doniisen Degisimli Konvolisyon

(10)’de Vermes ve (11)’de Moustafa tarafindan kullanilan A*B konvolisyonu

asagidaki islemin 6zel bir seklidir. (i), (jn) negatif olmayan iki tamsay1 dizileri

olsun. Verilen A ve B matrisleri i¢in A, B doniistiiriilmiis matrisler
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an k =aj_k» bnk=Dbj (4.4.1)

ile tanimlanir.

O halde, AxB ile belirtilen, C=AxB konvolisyonunu ele alalim. A, B alt yari

matrisler ise 0 zaman;

A min(k,iy )

Cnk = Z ain,pbjn,k_p (4.4.2)
p=max(0,k—jp )

ve K>ip + J icin (A:n,k =0 dir. Boylecen=0, 1, 2, ... i¢in iy + j, =n ise  (4.4.3)

C alt yar1 matristir.

Ayrica A ve B normal matrislerse (ap, , #0, b, , # 0 olacak sekilde), bu durumda

Cnon =2aj j b #0 ve C normaldir.

" Pl dn

Lemma 4.4.1. (i), (J,) negatif olmayan herhangi iki tamsay1 dizileri olsun. A, B

herhangi iki normal matrisler olsun ve A, B, (4.4.1)’deki gibi tanimlansin. Bu

durumda A ~ A ve B~ Bolmasi i¢in gerek ve yeter sart

in > ©, jp >o (4.4.4)
Ve ip, jn nin her birinin hemen hemen n=0, 1, 2, ... degerlerini almasidir.

A~Ave B~B (4.4.5)
olur[14].

Ispat. Eger ,,, Y, sirasiyla, bir (S,)) dizisinin A, B doniisiimleri ve on, Yn de
A, B doniisiimleri ise, bu taktirde on =oj , Yn = Yj_dir. Boylece A~A, B~B

dir & oy »>s<on=0; >S ve Y3 >S5 Y —S dir ve bdylece lemma

ispatlanir.

Uyan 4.4.2. Eger iy, jn (4.4.3) ve (4.4.5)’1 saglar ve A, B de normal matrisler ise; o

zaman A~ A, B~ B ve A X% B normal bir matristir. Ayrica A, B T — matrisler ise,
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AXx B de T — matristir. A% B nin degismeli konvolisyonu (4.4.3) — (4.4.5)’i

saglayan i, =n— H%nﬂ, in = H%nﬂ olmasi durumudur[14].

Bu ¢alismanin kalan kism1 boyunca (4.4.3), (4.4.4), (4.4.5)’e ilaveten,

O<a=Ilim(i, /n)<lim(i, /n)=b<1 (4.4.6)
oldugunu varsayalim. Boylece, jn = n — i, de aymi 6zellige sahip olur. Bu, A * B
konvolisyonuna, kesin bir simetri 6l¢iisii verir. A % B ile ilgili bir teorem, (4.4.4)’
deki 6zel a, b ig¢in bagimsiz olarak saglanirsa, bu durumda bu teorem B * A i¢in de
saglamir. (N, p,) * (N, g,) nin yerine (N, p,)*(N,q,) aldigimizda Teorem

4.3.5 ve Teorem 4.3.13 arasinda benzerlikler olur ve bu teoremler sirasiyla Teorem
4.3.5 — 4.4.4 seklinde isimlendirilecektir. in, Jn (4.4.3) — (4.4.6) verilen &zelliklere
sahip oldugu zaman bu teoremler, Teorem 4.3.5 — 4.3.13’e benzer hipotezler altinda

ispatlanabilir. Benzerlikler oldugu gibi farkliliklarda vardir.

Teorem 4.4.3. (4.3.18), Tn=0(R, ,Q; ) ile degistirilebilir[14].

Teorem 4.4.4. Teorem 4.3.’in (i) ve (ii) hipotezleri ile degistirilebilir. Bununla

birlikte Teorem 4.3.5 ve Teorem 4.3.6’nin sonucunu genelleyebiliriz[14].
Lemmay1 vererek baslayalim.

Lemma 4.4.5. Eger E bir alt T — yar1 matrisi ve

n-1
lim {‘en,n‘— > ‘en,v‘} >0 (4.4.7)
n—oo v=0

ise bu durumda E yakinsamaya denktir[14].

Sonug 4.4.6. Eger E reel degerli bir T alt yar1 matrisi ve hemen hemen her v igin
enyv <0 (v#n) ise bu durumda E yakinsamaya denktir[14]. (4.4.8)
Sonuc¢ 4.4.7. Eger E reel degerli bir T alt yar1 matrisi ve hemen hemen her v i¢in
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eny =0, lime, >% ise E yakinsamaya denktir[14]. (4.4.9)

(N, pp). (N, an), (N, ry) verilen ii¢ Norlund metodu yy, oy, Bpy de (4.6) daki

gibi tanimlanmak tizere
On,v =Yy =% v —Bj, v (4.4.10)

olsun.

Bu durumda eger C=(N,p,)* (N,qy), D=(N,r,), E=CD" ise Lemma
4.5’deki ayni yontemle; e, =Rydp n_y / P, Q j, oldugunu gosterebiliriz. Ayrica

eger E yakinsamaya denk ise C, D’ye denk olacaktir. Lemma 4.4.5’1 ele alinarak

Teorem 4.6°nin bir benzer teoremi verilebilir[14].

Teorem 4.48. P,, Q,, Ry #0(n =0, 1, 2, ...) ve ip, jn (4.63) — (4.66) sartlarimni
saglasm ve ¢, (4.4.10)°daki gibi tanimlansin. Bu durumda n—oo ve v sabit

olmak tzere

n
(N.pn) * (N,dy ) 2(N,ty ) dlir < > [Rn_yn y|=0 (|PnQjn) (4.4.11)
v=0
ve
On,n-v =0(R, Qj, ) (4.4.12)
dir. Ayrica
n
lim #{|Rny0|— Z‘Rn_v¢n7v‘}>0 (4.4.13)
n—>oo‘ in Jn‘ v=1

ise bu durumda (N, pp) * (N, a,)~ (N, 1) dir[14].
Sonug 4.4.6 ve 4.4.7’yi uygulayarak, asagidaki sonuglari elde ederiz.

Sonuc¢ 4.4.9. P, Q, Ry, > 0 olsun. Eger

1<v<n igin ¢, <0 (4.4.14)

n — oo iken (v sabit) ¢ ,_, =0(P; Qj, ) (4.4.15)
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Ry =0(R Qj, ) (4.4.16)

ise bu durumda (N, pp) * (N, a,)~ (N, 1) dir[14].

Sonug 4.4.10. P, Q, #0, R, >0 olsun. Eger her n ve v igin ¢, , >0 ise N — o0
. . . 1 .

iken (v sabit) ¢, n_y :O(P,n Qj. ) h_m(RnyO IR Qj )> 5 s bu durumda
(N, pn) * (N, dn )~ (N,ry) dirf24].

Simdi asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 4.4.11. Eger p, q € 9T Ve iy, jn (4.4.3) — (4.4.6) sartlarin1 saglarsa, bu durum
th =Poln +-.-+Pnlo olmak iizere (N, p,)*(N, a,)~(n,a,)*(N,py)~(N,t,)
dir[14].

Ispat. Teorem 4.3.5’in ispatindaki gibi

Yo=1, yy=0 (v=1), any=20, Bhy=0 olup, dolayisiyla 1<v<n igin

dny =—0i vy —Bi v -Bj v<O0 dr. (44.15), {(N,py)*(N,q,)}-limtn=0
ifadesine denktir ve bu, t, —0 ve (N, pp),(N,qp) oldugundan saglanir.
(4.4.16) icin (4.4.6) ve (4.3.4)’yi kullanarak

Ry =Ty =poQn +...+PnQo <PaQn <(nPj /in)(nQj, /in)=0(R,Qj, )

elde edilir.
Bu nedenle Sonug 4.4.9’dan ve Uyar1 4.4.2’nin son ifadesinden teorem ispatlanir.

Ayn1 ispat metodu, matrislerden biri birim matris olmak {izere Teorem 4.4.11°in

marjinal durumunda saglanir.

Teorem 4.4.12. Eger pe9N Ve iy, jo (4.4.3) — (4.4.6) sartlarim1 sagliyorsa, bu
durumda 1% (N,pp)~(N,py) *I~(N,p,) dir. Teorem 4.3.6’nin bir

kombinasyonu ve Sonug 4.4.10 asagidaki teoremi verir[14].
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Teorem 4.4.13. Eger (4.3.5), (4.3.6) saglanur, ip, jn (4.4.3) — (4.4.6) sartlarin1 sagliyor

ve

. 1

Il_m(Tn / Pi. Q. ) > > (4.4.17)
ise bu durumda (N,p,) * (N,q,)~ (N, t,) dir[14].
Uyar1 4.4.14. A, B gibi iki normal matrisin denkligi i¢in basit bir gerek sart

0<My<|agn/bpp|<Mp <o (4.4.18)

olmasidir[14].

A, B normal oldugunda aﬁ,ln =1/a, p, bﬁiln =1/bp |y sartlarmi saglayan A ve B’nin
bir tek iki yonlii A veB ™ tersleri vardir. Ayrica eger A ~ B ise bu durumda AB~!

ve BA™L nin her ikisi de T — matrisleri olmalidir ve kismen bu (4.4.18)’1 verir.
4.5. Cesa’ro Metodlarinin Konvolisyonu

Onceki boliimlerde verilen Norlund metodlarina ait teoremlerin her biri, 6zel bir

durum olarak Cesa’ro metodlart ile ilgili denk teoremi ihtiva eder.

Teorem 4.5.1. p, s, Y>-1 olsun. Bu durumda (C,p)*(C,c) =(C,Y) olmasi igin

gerek ve yeter sart

Y<p+l Y<o+l1 Y<p+o (4.5.1)
olmasidir[14].

Ispat. Bu teorem kismen Moustafa(11l) tarafindan ispatlanmistir. Teoreminin p,

o, Y>0 ic¢in verilen gereklilik kismimin ispatt p, o, Y>-1 i¢in gecerli kalir.
Yeterlilik ispati sadece p>1, o>1, min(p,c) bir tamsayr iken yapilmistir.

Yeterlilik kismi1 aslinda p, o>-1 sarti disinda da saglanir. Eger 6rnek olarak

pp =ARL 9, =A%t . r,=A"1  secersek  bu  durumda

ty =PoUn +...+Ppdo =ARTC™1 dir ve simetriden p<c kabul edilebilir. Bu
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durumda Teorem 4.3.5, 0<p<oc<l i¢in; Teorem 4.3.6, -1<p<oc<0 ’la
p+oc>-1i¢in, Teorem 4.3.9, —-1<p<0<M <1 ve Teorem 4.3.12 ve 4.3.13’de
-1<p<1<o icin ele alinmistir. Bu sadece 1<p <o durumu birakir. Aslinda
Teorem 4.9’dan simdiki teoremi ispatladiysak, -1<p<oc<0, -1<p<0<oc Ve
0<p<o ’deki durumlar1 ele almak gerekir. Son durumda p,c>0, t>-1
oldugunda (N,p,)=(C,p) ve (N,q,)=(C,0) regilerdir ve rn=A;"* -0

boylece (4.15) saglanir; (4.5.1)’den (4.17) ve (4.18)’in saglandigimi gostermek
kolaydir.

Teorem 4.5.2. p,c, t>-1 olsun ve iy, jn (4.4.3) — (4.4.6) sartlari1 saglasin. Bu

durumda (C,p) * (C,c) 2(C,t) olmasi igin yeter sartt=p+1, t=c+1, 1<p+oc

olmasi ve t<p+0c olmasi ise gerek sarttir. Eger ek olarak k — oo iken

ink—Jnk =00 (4.5.2)
olacak sekilde (ny) dizisi varsa bu durumda t<p+1 ve t<oc+1 de gerek
sartlardir[14].

Ispat. Yeterlilik kismini ispat1 Teorem 4.5.1°e benzerdir ve t < p+c nin gerekliligi
(C.p) * (C,5) o (C,1) ise AY = o(A;)n A ) olmasindan © < p +o elde edilir ki bu
gereklilik ispatidir.

ppn=AP, g, =A%, r, =A%l ile (4.71)in solundaki v=i,-1 ve v=j,—1

terimlerini ayr1 ayri alarak asagidaki sartlarin gerekli oldugunu buluruz.

Rin_l‘(l)n’jml‘ - O(Piann )’ Rjn—l ‘¢n1in+1 - O(Pin QJn ) (4.5.3)

vy = AL "L oldugundan Ri, 1 Vina Ve Rj, %y, 'In herikisinin de o(P Qj )

oldugunu buluruz ve bdylece o j . = P _i v B i :A?_i olmak iizere
7 n+ ' n+

(4.4.10)’dan (4.5.3),

Rin—l ‘ain vjn+1 +Bjn vjn+l ‘ - O(Pin QJn ) (454)

ve
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Rjn—l ‘ain dna +Bjn dn ‘ - O(p'n QJn )Ie (4-5-5)

denktir.
Simdi eger sonsuz n i¢in i, < j,, ise bu durumda bu degerler igin 3 ininag = 0 ve

(4.5.5), t<oc+1 iken A} 1AF_i = O(Af A? ) oldugunu gosterir. Benzer sekilde
n-. N+ n n

sonsuz n igin iy, > j, ise bu durumda t < p+1'dir. Hemen hemen her n i¢gin i, < j,
oldugunu varsayalim; bu durumda sonsuz n’ler igin i, < j, dir. (Hemen hemen her
n’ler i¢in i, = j, olmasi imkansizdir. Ciinkii i, + j, =n dir.) Boylece 1< c+1 dir

Ve ayrica

jn i

nzn Ac—r—lAp—l p+1
A jn —A+1

A=0

< max AV+1

‘O‘in 'Jn+1‘: i <v<
n—=—Y—=Jn

jo i
nzn A;j\‘—’[—l
%=0

dir.
In, jn’nin (4.4.3) — (4.4.6) genel 6zelliklerine ek olarak, eger (4.5.2) sartin1 koyarak

1< 6 +1 oldugundan, bu durumda n=ny icin K > oo iken

R /R, Q;, =0(ngPt/nf*e)=0(0)

. o
Infl‘ Inidha

dir.
Dolayisiyla (4.5.4), t<o+1 i¢in

R ‘[3 i ‘ = O(Pin Qj. ) ifadesine denktir. Benzer sekilde eger hemen hemen her

n icin iy = j, ve (4.5.2) saglanirsa bu durumda t<c+1 ve t<p+1 dir ve teorem

bdylece ispatlanir.

Uyar14.5.3. (4.4.6)’dan (4.5.2)’nin saglanmasi igin gerek sart a=b = % olmasidir.

Her n icin 0<i,—]j; <1 oldugundan A * B doniistiiriilmiis konvolisyonu

(4.5.2)’yi saglar[14].
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Teorem 4.5.4. Eger 0<p <1, 0<c <1 ve birlestirilmis i, J, dizileri (4.4.3)-(4.4.6)

y1 saglarsa bu durumda,

AN
(C,p)*(C,0) ~ (C,p+0) (4.5.6)
dir. Eger p>1,6>-1ya da c>1p>-1 ve iy jy (443), (44.6), (452)yi

AN
saglarsa bu durumda (C,p)*(C,0),(C, Y)'e denk olmaz[14].

Ispat. p, =Aﬁ_1,qn =Aﬁ_1,tn =Aﬁ+c_1 alirsak ilk sonu¢ Teorem 4.4.11 ve
AN

4.4.12°den elde edilir. Simdi eger A =(C,p)*(C,0),B=(C,1) ise, bu durumda

p—o —p-o

ann/bnn =An /A?nAi dir ve bu yiizden Kl.nr_ <apn/bpn <K2.nT

Gn,n

dir: ve K{.n"P7% < <K,.n"P7% | (4.4.18) sadece t=p+oc igin saglanir.

n,n

Uyart 4.4.14, (4.5.7)’nin bu konvolisyon i¢in tek denklik formu oldugunu gosterir.

VAN
Fakat eger p>1ya da o>1 ve (4.5.2) saglanirsa Teorem 4.5.2, (C,p)*(C,0) nin

(C,p+0) y1igermedigini gosterir ve ikinci sonug bdylece elde edilir.

Teorem 4.5.4, (4.5.6)’nin 1’den biiylik en kii¢iik p ve o lar i¢in saglanmadigini
gostermesine ragmen, Teorem 4.4.13’i kullanarak baz1 pvec negatif degerleri igin

denkligin saglanabilecegini gosterebilir; Boylece asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.55. Eger -1<p<0,-1<6<0,p+06>-1 iy, j, , (44.3) - (4.4.6)

sartlarini saglar ve

aP(1-b)°T(p+c+1) <2l (p+1)I'(c-1) (4.5.7)

ise bu durumda,

(C.p)*(C.0) ~ (C.p+0) (45.9)
dir[14].
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A™* B genellemesin de oldugu gibi ,6rnegin eger a="b :% ve p=cise bu durumda
(4.5.7) ifadesi p>pg=-0.30057... igin saglanan F(p+%)/l‘(p +1) <2y olur.

(4.5.8), —%<p£po icin saglansa da saglanmasa da belirsiz kalir. (4.5.8)1n,

-1<p<1l, -1<c<1, p+o>-1 den baska kisitlamayla saglanmayacagi gibi
goriintir, fakat Teorem 4.5.4 ve 4.5.5, bu baglamda elde edilebilecek en iyi

sonuglardir. Moustafa(11) asagidaki soruyu sorar.

H(p,G):(C,p)*(C,G) olsun. Verilen pozitif bir o tamsayisi ve p>oc sartini

saglayan p pozitif tamsayist i¢cin H(p+1, o) >H(p,0) kapsamast dogru mudur?

Eger pozitif tamsayilar i¢in kisitlama yapmazsak, soruya kismi bir cevap Teorem

4.5.2 ve 4.5.4°den verilebilir. Yani,
eger 0<p <1, 0<o<1, py <p, ise budurumda H(p,, o) 2 H(py,0) dir.
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5. SONUC

Bu ¢alismada, 6zel bir toplanabilme metodu olan Noérlund Toplanabilme Metodu
incelendi. Buna ek olarak bazi Norlund tipi metodlarin denkliligi, uyumlulugu
arastirildi. Norlund Toplanabilme Metodunda ele alinan (p,) dizisi {lizerine pozitif

olma sart1 konulmasinin ¢alismada 6nemli bir rolii oldugu gézlemlendi.

Ayrica metodun regiiler olmasi kosulu altinda elde edilen teoremler arasindaki

iligkiler aragtirildu.

Kuvvet serilerinin yardimiyla Norlund Toplanabilme Metodunun uyumlulugu ile
ilgili teoremlerin ispati incelendi. Buna ek olarak, her regiiler ve reel Norlund

metodlarinin uyumlu olduklar1 goriildi.

Kapsama ve denklik yardimiyla herhangi iki regiiler Norlund Metodu arasindaki
teoremlerin ispati incelendi. Bu ispatlar1 yaparken ele alinan kuvvet serilerinin
yakinsak olma kosulunun 6nemi goriildii. Herhangi iki Norlund Metodunun denk

olmasi icin gerek ve yeterli sartlar1 veren teoremlerin ispati incelendi.

Son olarak ise, Norlund Toplanabilme Metodunun C=A*B konvolisyonu tanim
yardimiyla C=(N,pn)*(N,qn) olusturularak C=(N,p,)*(N,q,) toplanabilme metodu ile

ilgili teoremlerin ispat1 incelendi.

Norlund matrislerinin - baz1  6zel smiflar1  {lizerine Norlund metodlarinin
karsilastirilmast incelendi. Ozel Norlund Toplanabilme Metodu olan Cesa’ro
matrisleri ile Norlund matrisleri arasindaki kapsama bagintisim1 elde etmek ic¢in
konvekslik sartinin kaldirilamaz sart olacag: goriildii. Buna ek olarak satirlar1 azalan
olan Norlund matrisleri ve matrisler arasindaki iliskiler konvolisyon tanimi da

kullanilarak incelendi.
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