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ÖZET 

Dört bölümden oluşan bu çalışmanın amacı, (N,p) - Nörlund toplanabilme Metodunu 

incelemektir. Bu nedenle birinci bölümde; bir toplanabilme metodu olan matris 

dönüşümleri ile ilgili açıklamalar, ikinci bölümde ise çalışmamızda kullanılan temel 

tanımlar ve teoremlere yer verilmiştir. 

Üçüncü bölümde ise; temel kavramlar ve teoremler bölümünde tanımladığımız özel 

bir limitleme metodu olan Np - Nörlund metodununa ait teoremlere ve ispatlara yer 

verilmiştir. 

Dördüncü bölümde ise; Nörlund Toplanabilme Metodunun Konvolisyonu ile ilgili 

teoremler ve ikinci bölümde verilen teoremlere ait uygulamalar ile Cesa’ro 

Metodlarının Konvolisyonuna ait teoremler incelenmiştir. 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Nörlund Toplanabilme, Cesa’ro Toplanabilme, Konvolisyon, 

Regülerlik 
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Thesis Supervisor: Assoc. Yrd. Doç. Dr. Abdullah SÖNMEZOĞLU 

 

ABSTRACT 

The purpose of this study which composed of four parts, is to investigate (N,p) - 

Nörlund Summability Method. The descriptions of matrix transformations as a 

method of summability are in the first chapter, the basic definition and teorems used 

in this study are given in the second one. 

In the third chapter; teorems and proofs are given of Np - Nörlund Method which is a 

summability method, described at the basic concepts and teorems part. 

The convolution of teorems on Nörlund Summability Method is given in the fourth 

and the application on given teorems of Cesa'ro convolution are studied in the second 

chapter.
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1. GİRİŞ 

 nkA a ;   n, k N 0,1...   satır ve sütun sayısı sonsuz olan kompleks terimli 

bir matris ve U, V; bütün kompleks terimli dizilerin oluşturduğu S uzayının alt 

cümleleri olan 

  0 k k k
k

C s S : lim S 0, S


    , 

  k k k
k

C s S : lim S var, S


   , 

 p k k k
k 0

s S : S p , S




  
     
  

  

  k k ks S : M 0 öyleki  k N için S M, S          

dizi uzaylarından herhangi ikisini temsil etsin. Buradaki her bir cümle  kompleks 

sayılar cismi üzerinde birer lineer uzay olduğundan her  ns S U   dizisini, 

0

1

S

s S

 
 


 
  

 vektörel formda yazabiliriz. Böylece  nkA a  sonsuz matrisi ile  nS  

dizisine bildiğimiz klasik matris çarpımını uygulayarak, 

  

0k k
k 0

00 01 02 0k 0

1k k10 11 12 1k 1
k 0

n

n0 n1 n2 nk k

nk k
k 0

a S

a a a a S

a Sa a a a S

A s

a a a a S

a S













 
 
 
    
    
    
      
    
    
       
 
 
 
 







 

dizisini elde ederiz. Burada n   için  
n nk k

k 0

A s a S




   serilerinin yakınsak 

olduğunu kabul ediyoruz. Bu şekilde elde edilen   nA s  dizisine,  ns S  

dizisinin A matrisi ile yapılan dönüşüm dizisi denir. Her  ns S U   için her bir 
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terimi bir sonsuz seri olan   nA s  dizileri V dizi uzayının elemanları ise, 

 nkA a  sonsuz matrisine U dan V ye bir matris dönüşümü tanımlar denir ve 

 A U,V  ile gösterilir. 

Çalışmamız süresince  nkA a  matrisi ile kompleks terimli bir matris ve  ns S  

dizisi de kompleks terimli bir dizi olarak alınacaktır. 

Yukarıda tanımladığımız biçimde bir dönüşüm için özel dönüşümler olan matrisler 

yerine, neden genel bir lineer dönüşüm alınmadığı sorusu aklımıza gelebilir. 

Matrisleri seçişimizin nedeni, çoğu hallerde iki dizi uzayı arasındaki en genel 

dönüşümün bir matrisle verilebilmesindendir. 

Dizilerle matris dönüşümleri arasındaki ilişki, toplanabilme teorisiyle bulunan bazı 

özel sonuçlarla doğmuştur. Toplanabilme teorisindeki temel amaç, Cauchy 

anlamındaki yakınsaklık kavramını genişletmektir. Bu durumu, Euler’in verdiği şu 

klasik örnekle biraz daha açıklayalım: 

Euler,   1 2 31 x 1 x x x ...


       formülünde x 1  alarak, 
1

1 1 1 1 ...
2

      

garip sonucunu elde etti. Biz biliyoruz ki yukarıdaki formül x 1  için geçerlidir. 

 n

n 0

1 1 1 1 1...




     serisi veya kısmi toplamlar dizisi olan    ns S 1,0,1,0,...   

dizisi Cauchy anlamında ıraksaktır. Bu durumda bildiğimiz (Cauchy anlamındaki) 

yakınsaklık tanımına göre  s 1,0,1,0,...  dizisinin limiti 1/2 olamaz. Euler’in 

yaptığı işlem garip görünmekte ise de bizim için başka bir yakınsaklık fikrini ortaya 

çıkarmaktadır. 

Şimdi  n

n 0

1




  serisinin toplamını    
n

k
n

k 0

S 1



 
  
 
 
  dizisinin limiti olarak değil 

de, 



3 
 

 
n

n kn
k 0

n

k
S

2

  
  

   
 
 
  

dizisinin n   için limiti olarak tanımlarsak,  n

n 0

1




  serisi bu yeni tanıma göre 

yakınsak ve limiti 1/2 olur. Gerçekten; 

                           

n

n kn
k 0

n1
S

k2 

 
   

 
  

                                 
0 1 nn

n n n1
S S ... S

0 1 n2

      
         

      
 

                    
n n

n n n1
...

0 2 p2

      
          

      
    ;     

n , n çift
p

n 1 , n tek


 


 

                                            n 1

n

1
2

2

   

                                
1

2
  

dır. Yukarıdaki işleme dikkat edilirse  n  dizisi,    ns S 1,0,1,0,...   olmak 

üzere  nS  dizisinin, 

nk n

n

k
a , k n

2

0 , k n

  
  
   

 

 

şeklinde tanımlanmış  nkA a  matrisiyle, başta tanımladığımız biçimde 

dönüşümden ibarettir. Yine başta verdiğimiz gösterimlere göre  ns S   , 

  nA s C  olduğundan özel bir A matrisiyle sınırlı (fakat ıraksak) bir diziyi, 

yakınsak bir diziye dönüştürmüş olduk. Bu durumda bizim esas amacımız ortaya 

çıkmış olmaktadır. Bunun için ilgili temel teoremleri Bölüm III’de vereceğiz. 

Bir  nS  dizisi ile bir s sayısını birleştirme amacını oluşturan ve bilinen yakınsaklık 

kavramının yerini alabilen pek çok sayıda tanım vardır. Bunların her biri daha önce 
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ifade ettiği anlamı koruyarak diğerinden ayrılır. Yukarıdaki örnekte olduğu gibi, 

Cauchy anlamında ıraksak olan en az bir dizi yeni tanımla yakınsak olmaktadır. 

Diğer taraftan; Cauchy anlamında yakınsak olan her  nS  dizisi, yeni tanımla da 

yakınsaktır. Yani;  

n
n
lim S s



 

 ise  

nk n

n

k
a , k n

2

0 , k n

 
 
  

 

 

olmak üzere  nS  dizisininin A–dönüşümü olan  
n

n nk k
k 0

a S



 
   

 
 
  dizisi için  

n

n knn n k 0

n1
lim lim S s

k2  

 
   

 
  

dır. Gerçekten;  nS  dizisi Cauchy anlamında yakınsak olduğundan, 

0   için  N N : n N       için nS s    dır. Ayrıca 

 
n n

n kn n
k 0 k 0

n n1 1
S s s

k k2 2 

   
       

   
 

                                                (1.1)

 

şeklinde yazılır.  
n

n kn
k 0

n1
U S s

k2 

 
  

 
  ile tanımlansın. 

N n

n k kn n
k 0 k N 1

n n1 1
U S s S s

k k2 2  

   
      

   
   

N n N

n n
k 0 k 0 k 0

n n n1 1
M

k k k2 2  

      
            

       
   ;  k

k

M sup S s     

          

 
N

k 0
n n

n
M

k
U

2



 
  

 
  


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bulunur. O halde n
n
lim U 0


  dır. Öte yandan 
n

n

k 0

n
2

k


 
 

 
  olduğu (1.1)’de 

kullanılırsa, n
n
lim s


   elde edilir. 

Böylece bu yeni tanımla Cauchy anlamında yakınsak olan her dizi yine yakınsak 

olmaktadır. Yani yeni tanım, bilinen yakınsaklık tanımından daha geniş bir uygulama 

alanına sahiptir. 

İşte bu durum bize, Cauchy anlamında ıraksak olan bu tip dizileri yakınsak yapabilen 

ve üstelik Cauchy anlamındaki yakınsaklığı da koruyan tanımları tanımlama fikrini 

vermiştir. 

Genel olarak, tanımlanacak yeni metodların aşağıdaki özelliklere sahip olmaları 

gerekir: 

1) Cauchy anlamında yakınsak ve limiti s olan bir dizi, yeni metod anlamda da 

yakınsak olmalıdır. Özellikle aynı s limitine yakınsaması gerekir. 

2) Cauchy anlamında ıraksak olan en az bir dizi, yeni metodla yakınsak olmalıdır. 

3) Eğer bir  nS  dizisine farklı iki metod uygulanır ve bu dizi bu iki metodla da 

yakınsak ise her iki metod için  nS  in limiti aynı olmalıdır. 

1) ve 2) koşulları temel koşullardır fakat bütün metodlar 3) koşulunu sağlamak 

zorunda değildir. Ancak biz bu üç koşulu sağlayan metodları ve bunlara ek olarak 

Cauchy anlamında yakınsak serilerin cebirsel işlemlerinin temel kurallarının; yani; 

1 n n
n 0 n 0

A ) a s a s
 

 

        (her sabit   için) 

 2 n n n n
n 0 n 0 n 0

A ) a s, b t a b s t
  

  

         

3 n n 0
n 0 n 1

A ) a s a s a
 

 

      

aksiyomlarını sağlayan toplama metodlarını inceleyeceğiz. 
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Bilinen yakınsaklık tanımına göre açıklık getirilmemiş bazı problemler, yeni tanıma 

göre açıklığa kavuşturulmuştur.  

Şöyle ki; n
n 0

a A




 , n
n 0

b B




  ve bu iki serinin Cauchy çarpımı 
n

n n k k
k 0

C a b


   

olmak üzere n
n 0

C




  serisinin ne zaman yakınsayacağı, önemli güçlükler arz eden bir 

problemdir. Fakat 1890 yılında E. Cesa’ro, “Cesa’ro Teoremi” olarak bilinen Teorem 

2.4’ü ispatlamıştır. 

Görüldüğü gibi Cesa’ro burada Cauchy anlamında yakınsaklık tanımını 

kullanmamış, adına “Aritmetik Ortalama” diyeceğimiz yeni bir toplama metodu 

kullanmıştır. 

Ünlü Alman matematikçisi O. Toeplitz (1881 – 1940) bize her toplanabilme 

metodunun özel bir matris dönüşümü olduğunu göstermiştir. Toeplitz, yakınsak 

diziler uzayını kendisine resmeden ve her bir yakınsak dizinin limitini değişmez 

bırakan bütün  nkA a   n,k 0,1,...  sonsuz matrislerini karekterize etmiştir. 

Toeplitz, başta tanımladığımız biçimdeki  
n nk k

k 0

A s a S




   serilerinin her bir 

n=0,1,2,… için yakınsaması durumunda  
kS k   olduğunda 

   
nA s n   olması için A üzerindeki gerekli ve yeterli koşulları (Teorem 

2.3) araştırmıştır. Böylece matris dönüşümleri ile toplanabilme metodları arasındaki 

ilişki, 1911 yıllarında 0. Toeplitz tarafından kurulmuştur. 

Şimdi yukarıdaki örnekte tanımladığımız 

nk n

n

k
a , k n

2

0 , k n

 
 
  

 
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şeklindeki  nkA a  matrisini göz önüne alalım. Herhangi bir  nS  dizisinin A–

dönüşümü  n  olmak üzere n nk k
k 0

a S




    idi. Dolayısıyla 
n

n kn
k 0

n1
S

k2 

 
   

 
  

dır. Bu metod, Euler metodu  1E toplama metodu  olarak adlandırılır. Başta 

verilen örnekte bu metodun    nS 1,0,1,0,...  dizisini 1/2 ye limitlediğini 

görmüştük. 

Aslında bu 1E – toplama metodu, adına Nörlund ortalaması diyeceğimiz başka bir 

toplama metodunun özel bir halidir. Şöyle ki;   p nk
N  ile göstereceğimiz Nörlund 

matrisi şu şekilde tanımlanır: n 0 nP p ... p 0     olmak üzere 

 
n k

np nk

p
, k n

PN n,k 0,1,...

0 , k n




 
 

 

dır. k   için k

n
p

k

 
  
 

 seçilirse 
n

n
n

k 0

n
P 2

k


 
  

 
  olacağından, 

 
n k

nP nk

p
, k n

PN

0 , k n




 
 

 

n

n

k
, k n

2

0 , k n

 
 
  

 

 

                                          
 1 nk
E  

elde edilir. Bu ise 1E – metodunun, Np–Nörlund metodunun özel bir hali olduğunu 

gösterir. Np–Nörlund metodu üçgensel bir matristir (  nkA a  matrisinde, her 

k n  için nka 0  ise A matrisine “alt üçgensel matris” denir). Bu çalışmanın temel 

konusu olan Nörlund Ortalamaları veya toplanabilme metodu incelenecektir. 
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Benzer şekilde,  nkA a  sonsuz matrisi değişik şekilde seçilerek başka toplama 

metodlarıda elde edilir. 

Ayrıca A ve B gibi iki sonsuz matrisin C A*B  şeklindeki konvolisyonu Vermes 

(10) tarafından tanımlanmış ve Vermes (10) bu genellemenin birçok özelliğini de 

ispatlamıştır. Moustafa (11), Cesa’ro metodunun konvolisyonu için bazı kapsama 

teoremlerini elde ederek 1 2A B ’nin değişmiş konvolisyonu 1 2A *B şeklinde 

göstermiştir. 1 2A * B
 
şeklinde ifade ettiğimiz ve alt yarı matrise dönüşen daha genel 

bir yaklaşım ortaya koymuştur. Cesa’ro metodunun konvolisyonu için kapsama 

teoremlerini elde edip değişimli konvolisyonu göstermiştir. Ayrıca A, B ve D 

Nörlund matrisleri olmak üzere A B D   şeklindeki Nörlund metodlarının 

konvolisyonu içim kapsama teoremlerini elde etmiştir. 

A *B


değişmeli konvolisyonu için bazı benzer teoremleri Bölüm IV’te ortaya 

koyacağız; bu durumda 
2A*B D



şeklinin denk bir sonucu da ortaya konacaktır ve 

Cesa’ro matrislerini özel bir durum olarak ele alarak Nörlund matrislerinin belirli 

sınıfları için yapılacaktır. Cesa’ro yöntemlerinin konvolisyonu üzerine iki teorem 

verilecektir.  

 

 

 

 

 



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

Tanım 2.1.  nkA a  sonsuz matrisi verilsin. Bir  nS  dizisi için n nk k
k 0

a S




    

olmak üzere n
n
lim


  mevcut ve s ye eşit ise  nS  dizisi s ye A–limitlenebilir denir 

ve  
nS s A  veya  n

n
A lim S s


   şeklinde gösterilir. Bu durumda A matrisine 

de bir “limitleme metodu” denir. Ayrıca  nS  dizisi n
n 0

a




  serisinin kısmi toplam 

dizisi ve  nS  bir A–metodu ile limitlenebilirse n
n 0

a




  serisi A–toplanabilir denir 

ve  
n

n 0

a s A




  şeklinde gösterilir. Bu takdirde A matrisine de bir “toplama 

metodu” denir[1]. 

Tanım 2.2. f(x) ve g(x) kompleks veya reel değerli fonksiyonlar ve a da sabit bir 

nokta olsun (a reel veya kompleks). 

(i) 
 

 x a

f x
lim 1

g x
  ise f(x) ile g(x) “asimtotik”tir denir ve     f x g x x a  

şeklinde gösterilir. 

(ii)      
 

 x a

f x
f x 0 g x x a lim sup

g x
      

(iii)      
 

 x a

f x
f x o g x x a lim 0

g x
     

dır. Özellikle 

 
x a
lim f x 0


  ise     f x o 1 x a   

ve 

 
x a
lim sup f x


   ise     f x 0 1 x a   

yazılır[4]. 
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Yukarıdaki tanımlar x   için de geçerlidir. 

Teorem 2.3. (Silverman–Toeplitz Teoremi): 

n
n
lim S s


  olan  nS  dizisi verilsin. Bu durumda nk k
n k o

lim a S s


 


 

olması için 

gerekli ve yeterli koşul 

i) nk
n
lim a 0



      

k 0,1,2....   

ii) nk
n k o

lim a 1


 

  

iii) nk
n k o

Sup a M





   

(M 0)  

olmasıdır[2]. 

Teorem 2.4. (Cesa’ro Teoremi): 

n
n 0

a A




 , n
n 0

b B




 olsun. Bu iki serinin Cauchy çarpımı,
n

n n k k
k 0

C a b


 

olmak üzere n
n 0

C




 olsun. Bu takdirde, 
n

n k
k 0

T C



   olmak üzere,  

 
n

k
k 0

1
T A B n

n 1


  

  

dır[8]. 

Tanım 2.5. Diziden diziye dönüşümleri (2.1) de sonsuz matris şeklinde ifade etmek 

istiyoruz. 

n n,k k
k 0

c S




                                                                                                      (2.1) 

dır. 

Burada kullanılan matrisler genel olarak satır sonlu olacaktır. Yani k > n için cn,k=0 

olur. Eğer (2.1)’deki seri n  için yakınsak ve (Sn)’de nlimS    olacak şekilde 
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yakınsarsa, bu durumda nS (C)  veya nC limS    dır. Eğer D ikinci bir 

sonsuz matris ve nS (D)   nS (C)  oluyorsa, bu durumda C’nin D’yi ihtiva 

ettiğini söyleyebiliriz ve C D  yazabiliriz. Eğer her biri diğerini içeriyorsa C ve D 

matrislerine denk (C D)  matrisler denir[3]. 

Tanım 2.6. Kısmi toplamlar dizisi  ns S  olan n
n o

a




  serisi verilsin. 

n 0 1 nP p p ... p 0        n 0,1,2,...   ve 

n
n o n 1 1 o n

n n v v
n n v o

p s p s ... p s 1
p S

P P






  
     

olmak üzere n
n
lim s


   ise  nS  dizisi s değerine Np veya (N,pn)-limitlenebilir 

(Nörlund limitlenebilir) denir ve  n pS s N  şeklinde gösterilir. Ayrıca, 

n

n v
v o

S a



   ve  n pS s N  ise n
n o

a




  serisi s ye Np–toplanabilir (Nörlund 

toplanabilir) denir ve  n
n o

a s Np




  şeklinde gösterilir. Bu gösterim yerine 

n nS s(N,p ) veya n n

n 0

a s( (N,p )




 gösterimleri de kullanılır. 

Tanımdan da görüldüğü gibi,   nv
Np  Nörlund matrisi, 

 
n v

nnv

p
, v n

PNp

0 , v n




 
 

 

ile verilir. 

 np  dizisi özel seçilmek suretiyle Nörlund metodundan, başka adlarla anılan 

metodlar elde edilebilir. Örneğin; her n  için np 1  seçilirse nP n 1   olur ki, 

bu 1C metodu  (1. Mertebeden Cesa’ro metodu) olarak bilinir. 1C metoduna  aynı 

zamanda “Aritmetik Ortalama” da denir. Aynı şekilde özel olarak, her n  için 
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n

n k 1
p

k 1

  
  

 
,  k 1, k    seçilerek kC metodu  (k. mertebeden Cesa’ro 

metodu) elde edilmiştir. Girişte sözü edilen 1E metodu  (1. Mertebeden Euler 

metodu) da her n  için n

n
p

v

 
  
 

 seçilerek elde edilmiştir. 

Bundan başka,   nv
Np  Nörlund matrisiyle aynı yapıda olan fakat başka adlarla 

anılan bir takım limitleme metodları vardır. Bu tür metodlara “Nörlund Tipi 

Metodlar” denir[3]. 

Tanım 2.7. (R,pn) veya Rp ile gösterilen Riesz metodunun tanımı şu şekildedir. 

Kısmi toplamlar dizisi  ns S  olan n
n o

a




  serisi verilsin. 

n 0 1 nP p p ... p 0         n 0,1,2,... olmak üzere 

 
n

0 0 1 1 n n
n k k

n n k o

p s p s ... p s 1
t p s s n

P P


  
     

ise  nS  dizisi s değerine Rp–limitlenebilir denir ve  n pS s R veya 

n nS s(R,p )  şeklinde gösterilir. Ayrıca  n pS s R  ise n
r o

a




  serisi s–ye pR –

toplanabilirdir denir ve  n p
n o

a s R




 veya s(R, pn)  şeklinde gösterilir. 

Tanım 2.7’den görüldüğü gibi,   p nk
R , matrisi, 

 
k

np nk

p
, k n

PR

0 , k n




 
 

 

ile verilir.   p nk
R

 
matrisi üçgensel bir matristir[3]. 
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Tanım 2.8. Eğer  I birim matris ve C I ise, C regüler olur; yani C her yakınsak 

diziyi onun limit değerine dönüştürür. Çok iyi bilinir ki C’nin Regüler olması için 

gerek ve yeter şart: 

n,k
k 0

c M




        n= 0,1,2,3,…                                                                             (2.2) 

 k 0,1,2,3...   sabiti için                 

n,k
n
lim c 0


                                                                                                         (2.3) 

n   için                    

n n,k
k 0

C c 1




                                                                                                   (2.4) 

dir. 

 (2.2.)’yi sağlayan matrise Kr matrisi denir[10]. 

Tanım 2.9. A ve B gibi iki sonsuz matrisin C konvolisyonu  

k

n,k n,i n,k i
i 0

c a b 


   (n,k =0,1,2,...)                                                                      (2.5) 

şeklinde tanımlanır ve kısaca C=A*B ile gösterilir. 

Vermes (10), aşağıdaki özellikleri ispatlamıştır. 

(i) Eğer A ve B’nin her ikisi satır sonlu veya her ikisi de Kr matrisse C de 

satır sonlu olur veya Kr matris olur ve sırasıyla An, Bn, Cn satır toplamları 

Cn =  An. Bn                                                                                                              (2.6) 

koşulunu sağlar. 

(ii) Eğer Ave B regüler ise C regülerdir.                                                     (2.7) 

(iii) İki alt yarı (üçgen)  A ve B matrislerinin konvolisyonu satır sonlu, 

fakat genelde bir alt yarı matris değildir. Fakat, A1, A’nın birincisi hariç her bir 

satırının tekrarlanmasıyla elde ediliyorsa ve B2, B’nin her bir satırının 

tekrarlanmasıyla elde ediliyorsa, bu durum da A1 ~ A, B2 ~ Bve 1 2A B  bir alt yarı 

matristir. 
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Nörlund toplanabilme metodu (N, rn) aşağıdaki gibi tanımlansın. (rn) reel ve 

kompleks sayılarının herhangi bir dizisi olmak üzere, 

Rn = r0+r1+…+rn  0  (n = 0,1,2,…) 

olacak şekilde kabul edelim; bu durumda D =(N, rn)  matrisi  

n k

nn,k

r
, 0 k n

Rd

0 , k n


 

 
 

                                                                                  (2.8) 

dır. 

n(r )


,  n
n

n 0

r x
 



  ve 
n n

n 0

r x




  yakınsak olmak üzere 

00r r 1 , n n 1 00 1 nr r r r .... r r 0       (n 1)                                              (2.9) 

veya 
n n n 1

n

n 0 n 0

r(x) r x ( r x ) 1 / r(x)
 



 

   
 

yazılabilir.  

Örneğin; 

k 1
n nr A k(k 1).......(k n 1) / n!      , k 1

0 0r A 1                                  (2.10) 

olması durumun da  k

n nR A  ,  k 1
n nr A  , kr(x) (1 x)   ve (N, rn), (C, k) Cesa’ro 

matrisidir. Ayrıca çok iyi bilinmektedir ki, 0r 0 , nr 0 olduğunda  (N, rn) regüler 

olması için gerek ve yeter şart  

n nr / R 0                                                                                                          (2.11) 

dır[11]. 

Tanım 2.10.  nvA a  ve  nvB b  iki metod olsun.  
nS s A  ve  

nS s B  

olan her  nS  dizisi için s s  oluyorsa “A ve B metodlarına uyumludur” denir[6]. 

 

 



3. NÖRLUND VE NÖRLUND TİPİ METODLAR 

Bu bölümde temel kavramlar ve teoremler bölümünde tanımladığımız özel bir 

limitleme metodu olan Np = (N, pn) Nörlund metodunu inceleyeceğiz. 

 
n k

n n o 1 nnv

p
, v n

PNp ; P p p ... p 0

0 , v n




     
 

, 

ile verilen   nv
Np  Nörlund matrisi, üçgensel matristir. 

Bir  nkA a  matrisi üçgensel ve her n  için nna 0  ise A matrisine “normal 

matris” denir. O halde her n  için   o nnn
Np p / p 0   olduğundan,   nv

Np  

matrisi normal matristir. Her n  için np   ise, bu şekilde seçilen Np–

metoduna “Reel Nörlund Metodu” denir. Benzer şekilde, her n  için np 0  

seçilirse, bu durumda Np–metoduna “Pozitif Nörlund Metodu” denir. 

Şimdi Nörlund ortalamasına ilişkin bazı kuvvet serilerini inceleyeceğiz. 

Np–metodu regüler ise, n
n

n o

p z




  ve n
n

n o

P z




  kuvvet serileri z 1  için 

yakınsaktır. Gerçekten; 3.1’de vereceğimiz Teorem 3.1.1.’e göre, Np–metodu regüler 

olduğundan   
n np o P n   dır. Buna göre, 

   n n 1 n 1 n 1

n 1 n 1 n 1

P P p p
1 1 o 1 n

P P P

  

  


       

olduğundan n
n

n o

P z




  serisi z 1  için yakınsaktır. O halde   n
n

n o

P z P z




   olsun. 

Diğer taraftan, z 1  için 

    n
n

n o

1 z P z P z




    
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olduğundan n
n

n o

p z




  serisi de z 1  için yakınsaktır. O halde   n
n

n o

p z p z




   

olsun. Dolayısıyla, 

 
 

 
n

n
n o

p z
a z a z

q z





   

 
 

 
n

n
n o

q z
b z b z

p z





   

 
 

n
n

n o

1
k z k z

p z





   

olarak tanımlanan serilerin her üçü de, yeteri kadar küçük |z|’ler için yakınsaktır. 

Nörlund matrisi normal matris olduğundan tersi vardır. Şimdi   1
nv

Np


,   nv
Np  

matrisinin tersini göstermek üzere ispat edeceğiz ki    n
n

n o

k z k z 1/ p z




   olmak 

üzere, 

  n v v1
p nv

k P , v n
N

0 , v n

 
 


 

dır. 

Verilen bir  nS  dizisine   nv
Np  matrisi uygulandığında 

                                       
n

n p vnv
v o

N S



    

ve  

 
n

1
n p vnv

v o

S N



   

olur. 
n

n v v v
v o

k P


  gözönüne alınırsa, 
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n n v

n v v v n v v
v o v o 0

k P k p S   
  

 
   

 
 

    

   n o o n 1 1 o o 1 o n o n 1 1 o nk p s k p s p s ... k p s p s ... p s        

 

 o n o o n n o os k p ... k p ... s p k      

n n

n v v
o v

s k p  
 

 
  

 
 

                 (3.1) 

olur. Öte yandan    k z p z 1   olduğundan 

n n
n n

n o n o

k z p z 1
 

 

  
  

  
  
   

ve böylece Cauchy çarpımı ile 

n
n

n v v
n o v o

k p z 1



 

 
 

 
 

   

elde edilir. Dolayısıyla kuvvet serilerinin özdeşlik özelliğinden 

n

n v v
v o

1 , n 0
k p

0 , n 0





 


  

dır. Bu son eşitlik (3.1)’de kullanılırsa 

n

n v v v n
v o

k P S


                                    (3.2) 

bulunur. Bu ise isteneni verir. 

Şimdi aşağıdaki şekilde seçilen Nörlund metodu için Np–limitlenebilen dizileri 

karakterize edeceğiz. 

Nörlund matrisini op 1 , 1p 2  , n 2  için np 0  olarak seçelim. Bu durumda 

bir  nS  dizisinin Np–dönüşümü  n  olmak üzere 

 
n

n n v v n 1 n
n v o

1
p S 2 S S

P
 



     

olur. Üstelik, 



18 
 

   
n nS s n s n      

olduğundan metod regülerdir. Diğer taraftan yeteri kadar küçük |z|’ler için, 

  n
n

n o

p z p z 1 2z




    

ve 

 
 

n n n
n

n o n o

1 1
k z 2 z k z

p z 1 2z

 

 

   


   

dır. Kuvvet serilerinin özdeşlik teoreminden n
nk 2  ve açık olarak n v

n vk 2 
   

dır. Dolayısıyla (3.2)’den 

n
n v

n v v
v o

S 2 P



   

                            

n
n v

o v
v 1

2
2

 
   

 
 


  

 n 1  

bulunur. Bu şekilde seçilen Nörlund metodu için Np–limitlenebilen bütün dizilerin 

kümesi E ile gösterilirse, 

     n v
n n o nv

v 1

E S :S 2 n 1 , yakınsak
2





   
        
   

  

dır. Öte yandan 

n n vv
n o vv

v 1 v n 1

S 2 2
2

 


  

 
     

 
 

                             (3.3) 

dır. Ayrıca  
n 0 n    ise 

n v

nv
2 , v n 1

a
0 , v n 1

  
 

 

 

ile tanımlanan  nvA a  matrisi regüler olduğundan 

 n v
v

v n 1

2 0 n




 

                                (3.4) 

dır. Dolayısıyla (3.3) ve (3.4) den, 
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  n
n n nS 0 Np S C.2 C    ; C sabit, n

n
lim C 0


  elde edilir. Buradan açık 

olarak  n2 0 Np  dir. 

3.1. Nörlund Metodlarının Regülerliği ve Uyumluluğu 

Önce Nörlund metodunun regülerlik koşullarını belirleyen aşağıdaki Teorem 3.1.1’i 

verelim. 

Teorem 3.1.1. Np–metodunun regüler olması için gerekli ve yeterli koşul 

   
n

v n
v o

p 0 P n ,



   

   
n np o P n   

olmasıdır[7]. 

İspat. “Gerekli koşul”: Np–metodu regüler olsun. Bu takdirde Silverman- Teoplitz 

teoreminin (i) ve (ii) koşulları sağlanır.  

     
n

n v
vnv

n nv o v o v o

p 1
Np p 0 1 n

P P

 


  

       

         

   
n

v n
v o

p 0 P n



  , 

(i)’den; 

   n v
nv

n

p
Np 0 n , v sabit

P

    

           
n np o P n   

elde edilir. 

“Yeter Koşul”:    
v n

v o

p 0 P n




   ve    
n np o P n   olsun. 

     

n

vn
n v v o

nv
n nv o v o

p
p

Np 0 1 n
P P


 

 

   


   
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 

n

vn
n v v o

nv
n nv o v 0

p
p

Np 1
P P


 

 

  


   

   
nv

n v 0

lim Np 1 n


 

   

 n np o P  olduğundan, 

 n 1 n 1 n n

n n 1 n

p p P p
0 n

P P P

 




     

 
 n n n 1n 2 n 2

n n 2 n

P p pp p
0 n

P P P

 



 
     

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

          

 
 n n n v 1n v n v

n n v n

P p ... pp p
0 n

P P P

  



  
     

dır. Dolayısıyla Teorem 2.3’ün (iii), (ii) ve (i) koşulları sağlanır. Silverman- Teoplitz 

teoremine göre Np–metodu regülerdir. 

Pozitif Nörlund metodunun regülerlik koşulu ise, Teorem 3.1.1’in bir sonucu olarak 

verilir. 

Sonuç 3.1.2. Her n  için np 0  seçilirse, 

Np–metodu regülerdir     
n np o P n  [7]. 

İspat.      
n

n v
nv nv

nv o v o v o

p
Np Np 1

P

 


  

      

olduğu göz önüne alınırsa ispat açıktır. 

Reel ve regüler Nörlund metodlarının uyumluluğu, aşağıda vereceğimiz Teorem 

3.1.3’ün önemli bir sonucudur. 
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Teorem 3.1.3. Np bir reel ve regüler Nörlund metodu ve  nS s Np  olsun. Bu 

takdirde   n
n

n o

s z s z




   pozitif bir yakınsaklık yarıçapına sahiptir. Bir 0   vardır 

öyle ki s(z) fonksiyonu 1 z 1    için regülerdir ve    
x 1

lim 1 x s x s


   

 1 x 1    dır[7]. 

İspat.  nS s Np  ise  
n n v v

n v o

1
p S s n

P






     dır. Np–metodu regüler 

olduğundan  n

n 1

P
1 n

P 

   dır. O halde 

   n n
n n n o n

n o n o

1 z P z p z P p ... p 0
 

 

        

eşitliği göz önüne alınırsa  
n s n    ve  n

n 1

P
1 n

P 

   olduğundan 

n
n

n o

p z




  ve n
n n

n o

P z




  serileri z 1  için mutlak yakınsaktır.   n
n

n o

p z p z




   

ve   n
n n

n o

T z P z




   olsun. Diğer taraftan, yeteri kadar küçük |z| ler için Cauchy 

çarpımı ve  
 

n
n

n o

1
k z k z

p z





   olmak üzere 
n

n n v v v
v o

S k P


   olduğu 

kullanılırsa, 

n
n n

n n v v v
n o n o v o

s z k P z
 


  

 
  

 
 

    

                   

n n
n n n

n o n o

k z P z
 

 

  
   
  
  
   

                                                           k z T z   

                                                        

 

 

T z

p z
  
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elde edilir. T(z) ve p(z), z 1  için yakınsak dolayısıyla regüler olduğundan, s(z) 

fonksiyonu kutup noktaları dışında z 1  için regülerdir.  
op 0 p 0   olduğundan 

s(z) fonksiyonu z 0  da regülerdir. Öte yandan, 

 
n

v n
v o

p 0 P



  

ve  

 n

n 1

P
1 n

P 

   

olduğundan N  , 0   öyle ki n   için 

nP 0    veya  n nP 0 P     

dır. 

n N   için nP 0   , 0 1 x 1     ise bu durumda; 

N
v v v

v v v
v o v 0 v N 1

P x P x P x
 

   

     

             

N N
v v v v

v v v v
v o v o v o v o

P x P x P x P x
 

   

       

                  

N
v v

v v
v o v o

P x 2 P x


 

    

olur. n N   için nP 0   , 0 1 0 1     ise bu durumda; 

N
v v v

v v v
v o v o v N 1

P x P x P x
 

   

     

                               

N N
v v v

v v v
v o v o v o

P x P x P x


  

      

                  

N
v v

v v
v o v o

P x 2 P x


 

    

dır. Sonuç olarak her iki durumda da 0 1 x 1     için 

N
v v v

v v v
v o v o v o

P x P x 2 P x
 

  

     
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bulunur. Buradan, 

   

N
v v

v v
v o v o

P x P x

1 2
P x P x



  

 
 

dır.    P x x 1   olduğundan 

 
   

v
v

v o

P x

1 o 1 x 1
P x



   


 

dır. Ayrıca 0 1 x 1     için  1 x     P x p x  olduğundan 

     
 

 

T x
1 x s x 1 x

p x
    

         

 

 

T x

P x
  

                    
 

v
v v

v o

P x

P x










 

dır.  
 

v
v

v
P x

a x
P x

   0 1 x 1     olmak üzere 

       
v v

v o

1 x s x a x 0 1 x 1




        

dır. Şimdi  
n s n    olduğundan   vA a x  in koşulları sağladığı 

gösterilirse ispat biter. 

(iii)        
 

   

v
v

v o

P x

1 o 1 x 1 'den
P x



   



 

     
v

v
v

v o v o

P x
a x 0 1 x 1

P(x)

 


 

     

 

(ii)  
v

v
v

xv o v o

P x
a x 1

P

 

 

    
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(i)         v n
v n

n o

P x o P x




 
  

 
 
   

olduğundan 

   va x 0 x 1 , v sabit   

dır. 

O halde      
x 1

lim 1 x s x s 0 1 x 1


       dır. 

Teorem 3.1.4. Her regüler ve reel Nörlund metodları uyumludur[7]. 

İspat. Np ve Nq herhangi iki regüler ve reel Nörlund metodu olsun. Bir  nS  dizisi 

için 

   n nS s Np ve S s Nq s s      

olduğu gösterilirse ispat biter. Teorem 3.1.3’ye göre, 

     
n

x 1

S s Np ise lim 1 x s x s


    

     
n

x 1

S s Nq ise lim 1 x s x s


     

dır. Bu ikisinden s s  elde edilir. 

Regüler ve pozitif Nörlund metotlarının uyumlu olmaları, aşağıda vereceğimiz 

lemmanın bir sonucu olarak kolayca görülür. 

Lemma 3.1.5. Np ve Nq regüler, pozitif Nörlund metodu ve 
n

n n v v
v o

r p q


   olmak 

üzere Nr–metodunu tanımlansın. Bu durum da Nr–metodu regülerdir ve 

   
n nS s Np ise S s Nr   dır[7]. 

İspat . Önce Nr–metodunun regüler olduğunu gösterelim. 

                                        n o 1 nR r r ... r     

                                              
   o o 1 o o 1 n o n 1 1 o np q p q p q ... p q p q ... p q         

                                          
   o o 1 n 1 o n 1 n oq p p ... p q p ... p ... q p          
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                                              o n 1 n 1 n oq P q P ... q P     

                                     

n

n v v
v o

q P


                  (3.1.1) 

dır. Diğer taraftan  
n n nR P Q n   olduğu kolayca görülür. O halde, 

n n
n v vn

n v v
n n n n n vv o v o

p qr 1
P q

P Q P Q P Q




 

      

olur. Np ve Nq metodları regüler olduğundan  

 
n v

nnv

p
, v n

PNp

0 , v n




 
 

 

olmak üzere   nv
Np  matrisi regüler ve Sonuç 3.1.2’den    

n nq o Q n   dır. 

Dolayısıyla 

 n n

n n n

r r
0 n

R P Q
   

elde edilir. Yine Sonuç 3.1.2’den Nr–metodu regülerdir. 

Şimdi    
n nS s Np ise S s Nr   olduğunu gösterelim. 

   
n

n n n v v
n v o

1
S s Np ise p S s n

P




      

 dır. 

n

n n v v
n v o

1
H r S

R




   

olarak tanımlayalım. 

                 

o n 1 n 1 n n
n

n

r s r s ... r s
H

R

  
  

              

    o o n 1 o 0 1 n 1 0 n n o o
n

1
p q s p q p q S ... p q ... p q S

R
          

                       

   o 0 n 1 n 1 n o n 1 o 1 1 o n o o
n

1
q p s p s ... p s ... q p s p s q p s

R
            
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 o n n n 1 1 1 n o o
n

1
q P ... q P q P

R
        

                       

n

n v v v
n v o

1
q P

R




 
 

dır. 

n v v

nnv

q P
, v n

RC

0 , v n




 
 

 

olmak üzere 
n

n nv v
v o

H C



   olarak yazılır.  
n s n    olduğundan  nvC  

matrisinin regüler olduğu gösterilirse n
n
lim H s


  elde edilir. 

Her n  için np 0  ve nq 0  olduğundan nvC 0  dır. Dolayısıyla (3.1.1) 

kullanılarak, 

n

n v v
v o

nv nv
nv o v o

q P

C C 1
R

 


 

  


   

elde edilir. Böylece koşullar sağlanır. 

n v v
nv

n o n 1 1 n v n v o n

q P
C

q P q P ... q P ... q P



  


    

 

                                     

n v v

n v v n v 1 v 1 o n

q P

q P q P ... q P



   


  

 

                                    
 

n v v

o n v n v 1 o

q P

p q q ... q



  


  

 

                                    

n v v

n v o

q P

Q p





  

dır. qN metodu  regüler olduğundan 

 n v v
nv

n v o

q P
C 0 n , v sabit

Q p





     

dır. Dolayısıyla  nvC  matrisi regülerdir. O halde  n rS s N  elde edilir. 
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Teorem 3.1.6. Regüler ve pozitif Nörlund metodları uyumludur[7]. 

İspat. Np ve Nq pozitif ve regüler herhangi iki Nörlund metodu olsun. Bunlar 

yardımıyla 
n

n n v v
v o

r p q


   Nr–Nörlund metodunu tanımlayalım. Bu takdirde 

Lemma 3.1.5’den, 

   
n p nS s N S s Nr    

ve benzer şekilde 

   
n nS s Nq S s Nr     

dir. O halde s s  elde edilir. 

3.2.  Kapsama ve Denklik 

Bu kısımda “kapsama” ve “denklik” kavramlarını tanıtıp, Nörlund metodunun bu 

kavramlarla ilgili özelliklerini vereceğiz.  nvA a  ve  nvB b  iki metod olsun. 

Eğer  
nS s A  olan her  nS  dizisi için,  

nS s B  oluyorsa bu durumda “B 

metodu A yı kapsar” denir ve A B  şeklinde gösterilir. Eğer A B  ve B A  

oluyorsa “A ve B metodlarına denktir” denir ve A B   veya A B  şeklinde 

gösterilir. Burada şunu ayrıca belirtelim ki, A B  fakat A ve B metodları denk 

değilse bu takdirde “B metodu A dan daha kuvvetlidir” (veya “A metodu B den daha 

zayıftır”) denir. 

İki matrisin değişik şekilde çarpımları tanımlanabilir. Bunlardan bir tanesi aşağıdaki 

gibidir. Bu çarpıma “alışılmış matris çarpımı” diyeceğiz. 

   nk nkA a , B b   iki matris olsun. 

 nk ni ik
i o

C a b n, k 0,1,...




   
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olmak üzere tanımlanan  nkC C  matrisine A ile B nin çarpımı denir ve A B C   

şeklinde gösterilir. Burada her bir n  için ni ik
i o

a b




  serilerinin yakınsak olduğu 

kabul edilmiştir. 

Şimdi Teorem 3.2.1’de A B  olması için gerekli ve yeterli koşulları vereceğiz. 

Teorem 3.2.1.  nkA a  normal ve  nkB b  üçgensel matris olsun. Bu takdirde A 

metodunun B tarafından kapsanması için gerekli ve yeterli koşul 1C B A   

matrisinin yakınsaklık koruyan matris olmasıdır[7]. 

İspat. “Gerekli Koşul” : A B  olsun. Bu takdirde bir  nS  dizisi için  
nS s A  

ise  
nS s B  dır. Buna göre, 

 
n

n nk k
k o

a S s n



     

ve 

 
n

n nk k
k o

b S s n



     

dır. A bir normal matris olduğundan  1
nkA a   ters matrisi vardır. Buradan, 

n n

n nk k n nk k
k o k o

a S ise S a S

 

     

olur. O halde 

  

n

n nk k
k o

b S



    

       

n k

nk ki i
k o i o

b a

 

 
  

 
 

   

       
     no oo o n1 1o o 11 1 nn no o n1 1 nn nb a b a a ... b a a ... a                    

  
   n o no oo n1 1o nn nn 1 n1 11 n2 21 nn nnb a b a ... b a b a b a ... b a                

n nn nn... b a   
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n n

o nk ko 1 nk k1 n nn nn
k o k 1

b a b a ... b a

 

   
         

  
  

   

         

n n

i nk ki
i o k i

b a

 

 
   

 
 

   

dır.  nkB b  ve  1
nkA a   matrislerine alışılmış matris çarpımı uygulanırsa, 

n

ni nk ki
k 1

c b a



  

olmak üzere  1
niB A C c    dır. O halde, 

n

n ni i
i o

c



    

olarak yazılır. Böylece,  
n s n    ve  

n s n    olduğundan  niC c  

matrisi yakınsaklık korur. 

“Yeterli Koşul”: 1C B A   matrisi yakınsaklık korusun. Bu durumda A B  

olduğunu gösterelim:  

Bir  nS  dizisi için  
nS s A  olsun. Bu takdirde 

 
n

n nk k
k o

a S s n



     

dır.   1
nkc C BA   matrisi yakınsaklık koruduğundan 

 
n

nk k
k o

c s n



    

dır. O halde ispat için 

n n

nk k nk k n
k o k o

c b S

 

      

olduğunu göstermek yeterlidir. 

n n n

nk k ni ik k
k o k o i k

c b a

  

 
   

 
 

    
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n n

ni io o ni i1 1 nn nn n
i o i 1

b a b a ... b a

 

   
           

  
  

   

               no oo o n1 1o o nn no o n1 11 1 n2 21 1b a b a ... b a (b a b a                 

                  nn n1 1 nn n1 1 nn nn n... b a ... b a ) ... b a            

              n0 n0 0 n1 10 0 11 1 nn n0 0 n1 1 nn nb (a ) b (a a ) ... b (a a ... a )                    

              no o n1 1 nn nb S b S ... b S     

              
n

nk k n
k o

b S



    

Teorem 3.2.1’i reel ve regüler Nörlund metotlarının denkliğini veren Teorem 

3.2.4’ün ispatında kullanacağız. Bundan sonra A yerine Np, B yerine Nq–metotlarını 

alarak kapsama ve denklik kavramlarıyla ilgili teoremler vereceğiz. 

Teorem 3.2.2. Np ve Nq herhangi iki regüler Nörlund metodu olsun. Bu takdirde 

 
 

 n n
n o

q z
b z b z

p z





   olmak üzere,  nS s Np  olduğunda  nS s Nq  olması 

için gerekli ve yeterli koşul, 

a) o n 1 n 1 n o nb P b P ... b P HQ     

olacak şekilde n den bağımsız bir H sayısının var olması 

b)   
n nb o Q n   

olmasıdır[7]. 

İspat. “Gerekli Koşul”:  nS s Np  olduğunda  n qS s N  olsun. Bu takdirde 

 nS  dizisinin Np ve Nq dönüşümleri, sırasıyla  n  ve  n  olmak üzere, 

 
n

n n k k
n k o

1
p S s n

P




     

ve 

 
n

n n k k
n k o

1
q S s n

Q




     
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dır. Ayrıca Np ve Nq metotları regüler olduğundan n
n n

n o

Q z




  ve n
n n

n o

P z




  

serileri z 1  için yakınsaktır. O halde z 1  için   n
n

n o

s z S z




   olmak üzere 

Cauchy çarpımı kullanılarak, 

n
n n

n n n k k
n o n o k o

Q z q S z
 


  

 
   

 
 

    

                        

n n
n n

n o n o

q z S z
 

 

  
   
  
  
   

    
   q z .s z  

bulunur. Benzer şekilde z 1  için, 

   n
n n

n o

P z p z s z




    

elde edilir. Dolayısıyla z 1  için 

   n
n n

n o

Q z q z s z




    

                             

 

 
   

q z
p z s z

p z
    

                                           

n n
n n n

n o n o

b z P z
 

 

  
   
  
  
   

                                        

n
n

n k k k
n o k o

b P z



 

 
  

 
 

   

ve kuvvet serilerinin özelliğinden, 

n

n n n k k k
k o

Q b P


    

bulunur. 

n k k

nnk

b P
, k n

Qc

0 , k n




 
 
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olmak üzere 
n

n nk k
k o

c



    olarak yazılır.  
n s n    ve  

n s n    

olduğundan  nkc  matrisi regülerdir. O halde Teorem 2.3’e göre (iii) ve (i) koşulları 

sağlanır. (iii) koşuluna göre; 

   
n

nk n k k n
k o k o

c b P 0 Q n



 

     

bulunur ve a) koşulu sağlanır. Teorem 2.3’ün (i) koşuluna göre; 

 n k nQ Q n , k sabit   olduğu göz önüne alınırsa sabit her k için 

n k k n k k n k
nk k

n n n nn n k n k

b P b P b
lim c lim lim P lim

Q Q Q

  

    

    

 n

n n

b
0 lim

Q
  

olur ve b) koşulu sağlanır. 

“Yeterli Koşul”: a) ve b) koşulları sağlansın. Bu takdirde ispat için 

n k k

nnk

b P
, k n

Qc

0 , k n




 
 

 

olmak üzere  nkc  matrisinin regüler olduğunu göstermek yeterlidir. Hipotezden 

Teorem 2.3’ün (iii) ve (i)  koşulları sağlanır. (ii) koşulunun sağlandığını gösterelim: 

z 1  için Cauchy çarpımı kullanılarak, 

     q z p z b z   

n n n
n n n

n o n o n o

q z p z b z
  

  

   
    
   
   

    

          

n
n

k n k
n o k o

p b z



 

 
  

 
 

   

ve kuvvet serilerinin özdeşliği teoreminden 

n

n k n k
k o

q p b 


                             (3.2.1) 

bulunur. Ayrıca, 
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n n k

n k i k i
k o k o i o

Q q p b 
  

 
   

 
 

    

   o o o 1 1 o o n 1 n 1 n op b p b p b ... p b p b ... p b         

                        
   o o 1 n 1 o n 1 n ob p p ... p b p ... p ... b p         

                       o n 1 n 1 n ob P b P ... b P     

             
n

n k k
k o

b P


                      (3.2.2) 

elde edilir. Dolayısıyla, 

n n
n k k

nk
nk o k o

b P
c 1

Q



 

    

olup buradan (ii) sağlanır. Bu üç koşul sağlandığından Teorem 2.3’e göre  nkc  

matrisi regülerdir. 

Lemma 3.2.3.   n
n

n o

p x p x




  , x 1  için yakınsak ve op 1 , np 0 , 

 n 1 n

n n 1

p p
n 0

p p





  ise nC 0 , n
n

C 1  olacak şekilde 

  
 

1 2
1 2

1
p x 1 C x C x ...

p x


     

dır. Eğer n
n

p    ise n
n

C 1  dir[7]. 

Teorem 3.2.4. i) Np ve Nq regüler Nörlund metodlar; 

ii)  n 1 n
o n

n n 1

p p
p 1, p 0, n 0 ;

p p





     

iii) nq 0;  

iv)  n n
o

n 1 n 1

p q
n n ;

p q 

   

olsun. Bu takdirde    n nS s Np ise S s Nq   dır[7]. 
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İspat. on 0  özel hali için ispat edelim. Bu durumda iv) koşulu her n > 0 için 

sağlanır. Lemma 3.2.3.’e göre, yeteri kadar küçük x ler için 

 
n n

n n
n 1 n 1

1
1 C x x

p x

 

 

      

dır.  
 

 
n

n
n o

q x
b x b x

p x





   olmak üzere Cauchy çarpımı kullanılarak, 

n n n
n n n

n o n o n o

b x x q x
  

  

    
     

    
    
    

                

n
n

n k k
n o k o

q x



 

 
  

 
 

   

ve kuvvet serilerinin özdeşliğinden, 

                                  o ob q , 

n n o n 1 1 o nb q q ... q        (n > 0) 

bulunur. o 1   ve  n nC n 1,2,...    olduğu göz önüne alınırsa 

n n 1 n 1 2 n 2 n ob q C q C q ... C q       (n > 0) ; 

                          

on n 1 n 2
1 2 n

n n n n

qb q q
1 C C ... C

q q q q

          (n > 0) 

dır. Ayrıca  


n

n k k
k 0

1 , n 0
p

0 , n 0



 

  

eşitliğinde op 1  ve n nC    (n = 1, 2, …) olduğu kullanılırsa 

n 1 n 1 n op C p ... C p 0     (n > 0) 

elde edilir. Diğer taraftan iv) koşuluna göre, 

                                   

n n n 1 n 1

n 1 n 1 n n

p q q p
;

p q q p

 

 

    

n 2 n 1 n 2 n 1 n 2 n 2

n n n 1 n n 1 n

q q q p p p

q q q p p p

     

 

      

 ……………………………………………. 
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elde edilir. O halde 

on n 1 n 2
1 2 n

n n n n

qb q q
1 C C ... C

q q q q

          

on 1 n 2
1 2 n

n n n

pp p
1 C C ... C 0

p p p

           

elde edilir. nq 0  olduğundan her n  için nb 0  dır. Şimdi Teorem 3.2.2’deki 

a) ve b) koşullarının sağlandığını gösterelim. 

(3.2.2)’den; 

a) o n n o o n n o nb P ... b P b P ... b P Q      ; 

ve (3.2.1) dan da; 

b) o o n o o n nb p b p ... b p q     

dır. Nq regüler olduğundan, Sonuç 3.1.2.’den 

     
n n nb 0 q o Q n    

elde edilir. O halde Teorem 3.2.2’ye göre  nS s Np  ise  nS s Nq  dır. Böylece 

on 0  özel hali için ispat biter. Şimdi genel durum için ispat edelim. 

 n n o or p n n , n 1,...    

ve eğer gerekli ise on  sayısına kadar olan n ler için 

o o o o

o o o o

n n 1 n n

n 1 n n 1 n 1

r r r q
, ;

r r r q



  

   

o o o o

o o o o

n 1 n n 1 n 1

n 2 n 1 n 2 n 2

r r r q
, ;

r r r q

  

   

   

………………………………… 

1 2 1 1

o 1 o o

r r r q
,

r r r q
   

olsun. Bu takdirde n > 0 için 

n n 1 n n

n 1 n n 1 n 1

r r r q
,

r r r q



  

   

olur. n
n

o

r

r
   olarak tanımlayalım. Bu takdirde 
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 n 1 n n n
o n

n n 1 n 1 n 1

q
1, 0, , n o

q



  

  
      

  
 

sağlanır. Dolayısıyla n o, n 0   özel hali için hipotezdeki koşulları sağlar. on 0  

için ispat yapıldığından 

   n n qS s N S s N     

dır. Ayrıca n  nin tanımı gereği 

   n nS s Nr S s N     

dır. O halde 

   n p n rS s N S s N    

olduğu gösterilirse ispat biter. 

 n n n or p n 0,1,...,n 1      

ile tanımlayalım öyle ki 

   
0n 1

n n
n n

n o n o

r x r x p x x



 

      

olsun.  
on 1

n
n

n o

x x





    olmak üzere 

     r x p x x   

olur. Lemma 3.2.3’e göre n
n 1

C 1




  olmak üzere 

 
n n

n n
n 1 n 0

1
1 C x x

p x

 

 

      

olduğundan 

n n
n o n 1

1 C 2
 

 

      

dır. 

 
 

 
n

n
n o

r x
b x b x

p x





    

olarak tanımlayalım.      r x p x x   olduğu kullanılarak, 
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 

 

on 1
n n n

n n n
n o n o n 0

x
b x 1 1 x x

p x

 

  


          

ve buradan da 

o on 1 n 1

n n n n
n o n o n o n o

b 1 1 2 H

  

   

             

elde edilir. O halde 

n
n o

b H




  

dır. Dolayısıyla    
nb o 1 n   olur. Üstelik n o 1 nR r r ... r 0      

olduğundan    
n nb o R n   bulunur. Böylece Teorem 3.2.2’nin b) koşulu 

sağlanır. Diğer taraftan, 

o n n o o n n o n nb P ... b P b P ... b P HP HR        

olur ki bu ise i) koşulunun sağlandığını gösterir. O halde Teorem 3.2.2’ye göre 

   n r n pS s N S s N    dir. 

Aşağıdaki Teorem 3.2.5’de,  np  ve  nq  dizilerine karşılık gelen Np ve Nq 

Nörlund metotlarının denk olması için gerekli koşulları vereceğiz. 

Teorem 3.2.5. Np ve Nq regüler Nörlund metotlar olsun. Bu takdirde Np Nq  

olması için gerekli ve yeterli koşul 

 

 

 

 
n n

n n
n o n o

p z q z
a z , b z

q z p z

 

 

    

olmak üzere n
n o

a




   ve n
n o

b




   olmasıdır[7]. 

İspat. “Gerekli Koşul”: Np Nq  olsun. Bu takdirde Np Nq  ve Nq Np  dir. 

Np Nq  olduğunu göz önüne alalım. 
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 
n v

nnv

q
, v n

QNq

0 , v n




 
 

   n o nQ q ... q 0     

ve 
 

  n
n

n o

1
k z k z

p z





    olmak üzere 

  n v v1
p nv

k P , v n
N

0 , v n

 
 


  n o nP p ... p 0     

olmak üzere   nv
Nq  ve   1

p nv
N  matrislerine alışılmış matris çarpımı 

uygulanarak, 

                                        

 
n

n1
q p v vnv

no

q
N N k P

Q






   

      

 
n

v
n v

n v

P
q k v n

Q
 



                     (3.2.3) 

elde edilir. Yeteri kadar küçük |z| ler için, Cauchy çarpımı kullanılarak 

    n
n

n o

k z q z b z




    

                              

n n n n
n n

n o n o n o

k z q z b z
  

  

  
  

  
  
    

                                          

n
n n

n v v n
n o v o n o

q k z b z
 


  

 
 

 
 

    

bulunur. Kuvvet serilerinin özdeşliğinden, 

n

n n v v
v o

b q k


 
 

olup 

n v n

n v n v n v
o v

b q k q k


     
 

                           (3.2.4) 

dır. (3.2.3), (3.2.4) da yerine yazılırsa, 

 1 v
q p n vnv

n

P
N N b

Q


    v n  
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elde edilir. Teorem 3.2.1’e göre, p qN N  olduğundan   1
q p nv

N N  matrisi 

yakınsaklık korur. Dolayısıyla,   1
q p nv

N N  matrisi Teorem 2.3’ün (iii) koşulunu 

sağlar. Yani; 

     
n

1 v
q p n vnv

nv o v o

P
N N b 0 1 n

Q





 

     

                                 

   
n

v n v n
v o

P b 0 Q n


   

bulunur. v = n için    
n nP 0 Q n   olur. Aynı düşünce ile q pN N  olduğu 

göz önüne alınır ve benzer işlemler yapılırsa    
n nQ 0 P n   bulunur. 

Np Nq  olduğundan 

on
n v n

v
n nv o

P Q
b 0 K

P P





 
  

 
  o(0 n n;   K, on  ve n den bağımsız)                 (3.2.5) 

dır. Diğer taraftan, regüler bir Nq–metodu için  n 1

n

P
1 n

P

    olduğu göz önüne 

alınırsa; 

 n v n v n v 1 n v 3 n 1

n n v 1 n v 2 n v 3 n

P P P P P
... n

P P P P P

      

     

      

dır. Ayrıca her n  için nP 0  olduğundan 

on n 1

n n n

PP P
, ,..., 0

P P P

   

dır. O halde (3.2.5) dan; 

 
on

v v
v o v o

b K ve n için b


 

     

elde edilir. 

Benzer işlemlerle v
v o

a




   olduğu görülür. 
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“Yeterli Koşul”: 
 

 

 

 
n n

n n
n o n o

q z p z
b z , a z

p z q z

 

 

    olmak üzere n
n o

a




   ve 

n
n o

b




   olsun. Önce p qN N  olduğunu gösterelim. Bunun için de Teorem 

3.2.1’e göre, 

 
v n v

1
nq p nv

P b
, v n

QN N

0 , v n







 
 

 

matrisinin regüler olduğunu göstermek yeterlidir. 

    n
n

n o

p z q z a z




   

                     

n n
n n

n o n o

q z a z
 

 

  
   
  
  
   

   

n
n n

n n v v
n o n o v o

p z a q z
 


  

 
  

 
 

    

dır. Kuvvet serilerinin özdeşliğiden 

n

n n v v
v o

p a q


   

bulunur. o 1 nA a a ... a     olmak üzere 

n n v

n v v
v o v o o

P p a q 
  

 
   

 
 

    

                               
   o o 1 o o 1 n o o na q a q a q ... a q ... a q        

  
 o o n n oq a ... a ... q a      

                                              o n n oq A ... q A    

                                              

n

v n v
v o

q A 


 
 

                                         

n

n n v v
v o

P A q


 
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n

n v v
v o

A q


   

                      

n

v
v o

M q



     n vM sup A   

dır. Nq–metodu regüler olduğundan    
n

v n
v o

q 0 Q n



   dır. Dolayısıyla 

 n nP 0 Q  elde edilir. O halde 

n n v

v n v n v
v o v o 0

P b b p  
  

 
 
 
 

    

                       

n v

n v
v o o

b p 
 

 
  

 
 

   

                       
   n o n 1 o 1 o o nb p b p p ... b p ... p        

   o n o 1 n 1 o o np b ... b p b ... b ... b p         

                       

n n

n v
o v

p b 
 

    

                       
 n0 P  

                       
 n0 Q  

olur. Böylece Teorem 2.3’ün (iii) koşulu sağlanır. Öte yandan (3.1.1)’den;  

n

v n v
v o

n

P b

1
Q


 


 

dır. Dolayısıyla Teorem 2.3’ün (ii) sağlanır. n
n o

b




   olduğundan  
nb o 1  

 n   dır. Ayrıca Nq–regüler olduğundan  
nQ o 1   n  dır. O halde 

  
n nb o Q n   olur. Buradan da  n v v

n

b P
0 n , v sabit

Q

    olur ki bu ise 

Teorem 2.3’ün (i) koşulunun sağlandığını gösterir. O halde Teorem 2.3’ün (iii), (ii) 



42 
 

ve (i) koşulları sağlandığından   1
q p nv

N N  matrisi regülerdir. Böylece qNp N  

dır. Aynı düşünce ile qNq N  olduğu elde edilir. O halde Np Nq  dır. 

 

 

 

 

 



4. NÖRLUND TOPLANABİLME METODUNUN KONVOLİSYONU 

Öncelikle bu bölümdeki teoremlerin ispatında kullanılan aşağıdaki Lemmayı 

verelim. 

Lemma 4.1. nR 0  (n=0, 1, 2,……..), nr


, (2.9) ile tanımlanan, C satır sonlu matris 

olsun. n( ) , n(S )  nin bu durumda bir (N, rn) dönüşümü olmak üzere 

n n(N,r ) limS  
 
iken M, n’den bağımsız olmak üzere 

'
nC limS   

n nk k

k vv n,k
v 0 k v

R c r M




 

                                                      (4.1) 

nk

k vn,k v
n k v

lim c r



 

  , v  için                                                                        (4.2) 

nk

n,k
n k v

lim c
 

                                                                                                     (4.3) 

sağlanır. Buna ek olarak 
ı

v v vR ( )       dır[13]. 

Sonuç 4.2. nC (N,r ) olması için gerek ve yeter şart v 0  , 1  olması 

durumunda  (4.1), (4.2), (4.3)’ün sağlanmasıdır[14]. 

Sonuç 4.3. n nP ,Q 0 , 
n

np(x) p x , 
n

nq(x) q x  ve nh , 

n
nh(x) h x q(x) / p(x)   

olarak tanımlansın. Bu durumda  

n n(N,q ) (N,p ) 
n

v n v n
v 0

P h O( Q )


                                                      (4.4)                                                                                   

ve v  sabiti için  

n v n
n
lim (h / Q ) 0


                                                                                              (4.5) 

olmasıdır[14]. 
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Sonuç 4.4. Eğer Sonuç 4.3’de nP 0 , nh 0  ise bu durumda n n(N,q ) (N,p )  dir 

 (4.5) sağlanır. 

Eğer n(N,p ) , n(N,q ) , n(N, r )  verilen üç Nörlund metodu ise: 

i
n i

i n

p (x) p x




  , 0p(x) p (x)
 

şeklinde yazılabilir.
 

nq (x)  için benzer olarak; n,v v n,v n,v       olmak üzere 

v
v

v 0

v
n 1 n,v

v 0

v
n 1 n,v

v 0

p(x)q(x) / r(x) x

p (x)q(x) / r(x) x

p(x)q (x) / r(x) x
















  





  


 









                                                                        (4.6) 

 v
n 1 n 1 n,v

v 0

1
p(x)q(x) p (x)q(x) p(x)q (x)} x

r(x)



 


                                (4.7) 

n,v v n,v n,v    
    

(4.8) 

olduğundan 

0 v n   için n,v n,v 0    ,                                                                            (4.9) 

olduğu açıktır. 

Yukarıdaki her bir kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapı sıfır olması durumunda 
v , 

n,v , n,v , n,v  ifadelerini, bu serilerin formal uygulaması olarak tanımlayabiliriz. 

Şimdi Lemma 4.1’i iki Nörlund metodunun konvolisyonuna n nC (N,p ) (N,q ) 
 
 

şeklinde uygulayalım. (2.5) ve (2.8) ifadelerinden,  

min(k,n)

n,k n i n k i
n n i max(0,k n)

1
c p q

P Q
  

 

  ,    kn = 2n                                               (4.10) 

dır. Ayrıca, 



45 
 

2n

k v 2nn,v n,k
i max(0,2n v)

f c r  

 

  ,  (n,v 0)                                                    (4.11) 

dır. 

Lemma4.5. n n n,v n,vP Q f     ,  (0 v 2n 1)                                                   (4.12) 

dır[14]. 

İspat. (4.10) ve (4.11)’den 

  

k v 2n

2n
v v

n n n,v n n n,k
v 0 v 0 k max(0,2n v)

P Q f x P Q x . c r
 

 

   

     



k v 2n

2n
v

n n n,k
k 0 v 2n k

2n
2n kn n

n,k
k 0

min(k,n)2n
2n k

n i n k i
k 0 i max(0,k n)

n i n
2n k

n i n k i
i 0 k i

n n
n i j

n i j
i 0 j 0

n 1 n 1

P Q c . x r

P Q
x c

r(x)

1
x p q

r(x)

1
p x q

r(x)

1
p x q x

r(x)

1
p(x) p (x)}{q(x) q (x)}

r(x)

 



  






  

  




  
 




 

 











  



 



 

 

 

v n 1 n 1
n,v

v 0

p (x)q (x)
x

r(x)


 



 
 

yazabiliriz. 

n 1 n 1p (x)q (x)

r(x)

  ’in açılımı x
2n+2 

ile başladığından (4.12) elde edilir. 

Teorem 4.6. Kabul edelim ki n n nP ,Q ,R 0  (n = 0,1,2,…….) ve  n,v , (4.7)’deki 

gibi olsun. Bu durumda n n(N, r ) limS  iken
 n n n(N,p ) (N,q ) limS   vardır  

Her v için 
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2n

2n v n,v n n
v 0

R O( P Q


                                                                                  (4.13) 

n,2n v n n v
n
lim ( / P Q )


   ,                                                                                (4.14) 

dır[14]. 

İspat. Bu (4.11) ve (4.12) yi, (4.1) ve (4.2)’de yerine koyarak Lemma 4.1 ve Lemma 

4.5’den görülür. Lemma 4.1’in (4.3) şartı, (2.6)’yı kullanarak 1  için sağlanır. 

Sonuç 4.7.      n n nN,p N,q N, r  olması için gerek ve yeter şart v 0   ile 

(4.13) ve (4.14)’ün sağlanmasıdır[14]. 

Sonuç 4.8. Eğer  nN, p ,  nN, q  regüler ve nlimr 0  ise bu durumda (4.14), 

v 0   ile sağlar. Öyleki      n n nN, p N, q N, r  dir   (4.13) sağlanır[14]. 

İspat. (4.14)’ün (4.2) orjinal şeklini kullanalım. Çünkü (2.7)’den 

   n nC N, p N, q  bu durumda regülerdir ve nr 0  dır. Bu durumda her v için 

nc limr 0   olacak şekilde v 0   vardır ve sonucu Sonuç 4.2’den elde edilir. 

Aşağıdaki teorem, Teorem 4.6’nın yeterli kısmının özel bir durumunu ortaya 

koymaktadır. 

Teorem 4.9. Kabul edelim ki nP , nQ 0 , nR 0  ve v , n,v , n,v , n,v  de (4.6) 

ve (4.7)’deki gibi tanımlansın. Eğer 

n  , v sabiti için  n,2n v n n0 P Q  ;                         (4.15) 

ya da  

n,v 0   her ve n için;                                     (4.16) 

v 0  , n,v 0  , n,v 0   her n ve v için,                                  (4.17) 

 0 2n 2n 0 n nP Q ... P Q 0 P Q   ;                        (4.18) 

v , n,v , n,v 'lerin  her biri her n ve v için sabit gösterimlerdir.               (4.19) 

 n 1 n 1 2n 0 n nP Q ... P Q 0 P Q     ,                        (4.20) 
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ve  

 n 1 n 1 2n 0 n nq P ... q P 0 P Q      ise                       (4.21) 

bu durumda      n n nN, p N, q N, r  dir[14]. 

İspat. Sonuç 4.7 ile eğer (4.16), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20) ve (4.21) durumları 

(4.13)’ü sağlaması için yeterli ise teorem doğru olacaktır. 

  n
nP x P X  olsun. Q(x) ve R(x) de P(x)’e benzer olarak p(x) = (1 – x) P(x) elde 

edilir. Öyle ki, 

R(x) p(x) q(x) / r(x) = p(x) Q(x) = P(x) q(x) ,  2nx  nin katsayısı olur. Benzer 

şekilde 

2n v v 0 2n 1 2n 1 2n 0R p Q p Q ... p Q                              (4.22) 

2n v n,v n 1 n 1 n 2 n 2 2n 0R p Q p Q ... p Q                                (4.23) 

ve kısmi toplamla 

 2n v n,v n 1 n 1 n 2 n 2 2n 0R q P q P ... q P          

                       0 2n n n n np Q ... p Q P Q                                                             (4.24) 

elde ederiz. 

Şimdi eğer nR 0  ve (4.16) sağlanırsa, bu durumda (4.22) – (4.24) eşitliklerinden 

 2n v n,v 2n v v n,v n,v n nR Q R P Q        elde edilir. 

Alternatif olarak eğer nR 0  ve (4.17), (4.18) şartları sağlanırsa, bu durumda 

2n v n,v 2n v v n,v n,v)R R (         

                       0 2n 2n 0 n n2(p Q .... p Q ) P Q     

                                                       n n0(P Q )  

dır. 

Alternatif olarak eğer nR 0  ve (4.19), (4.20) ve (4.21) sağlanırsa, bu durumda 
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2n v n,v 2n v v 2n v n,v 2n v n,vR R R R              

0n n 1 2n 0 n 1 n 1 2nP n n2 p Q ... p Q 2 q P ... q P Q          

                      
 n n0 P Q  

dır. 

Böylece (4.13) her durumda sağlanır ve teorem ispatlanır. 

4.1. Nörlund Matrislerinin Bazı Özel Sınıfları Üzerine Nörlund Metodlarının 

Karşılaştırılması 

0 nr 0, r 0    şartını sağlayan (rn) dizisi verilsin. 

    k
nA k 1 k 2 ... k n / n!     olmak üzere 

n
k k 1
n n 1 v

v 0

n 1 için R A r




    dir. Ayrıca

k
0A 1  dir. Böylece eğer   n

nr x r x  ise    kk k n
nR (x) R x 1 x r x


    ve 

bu durumda 0
n nR r , n n 0 nR R r ... r     dir. 

 k
nN, R  Nörlund metodu k 1

nR 0   şartıyla tanımlıdır ve bu, kesinlikle k 1   için 

olan durumdur. 

Teorem 4.1.1. Eğer 0r 0 , nr 0  ve K k 1     ise bu durumda 

   K K
n nN, R N, R

  dır[14]. 

İspat. Teorem 4.17 nin K K 0    için Hardy (5)’deki ispat metoduyla sonuç çıkar; 

ve K K 1     için 
'K Kh(x) R (x) / R (x)  seçip Sonuç 4.4. kullanılarak istenen 

sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.1.2. Eğer bazı K 1   için  K
nN, R  regüler ise bu durumda K K   için 

 K
nN, R


 regülerdir[14]. 
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4.2. Konvekslik Sağlayan Nörlund Metodları 

 nr artmayan ve nlog r konveks olmak üzere   nr dizilerinin sınıfını M  

göstereceğiz. Yani;  

n n 1
n n

n 1 n

r r
r : 1, r 0

r r





 
    
 

M                          (4.2.1) 

dir. 

(4.2.1) sağlandığı zaman  nr r M  yazılır; eğer nr r , rM  ise bu durumda 

n nR nr  olup böylece (2.11)’den  nN, r  nin regüler olduğunu söyleriz. Nörlund 

metodlarının bu sınıfının ilginç özellikleri, 0 K 1  , (C, K) Cesa’ro matrislerini 

içermesi ve  nN, r  nin karşılaştırılması hakkında iyi bir bilgi alışverişinin elde 

edilebilmesidir. 

Lemma 4.2.2. Kabul edelim ki rM  ve  nr , (2.9)’daki gibi tanımlansın. Bu 

durumda 0r 0 , nr 0   n 1  ve  
0 nr ... r n 0     dır. Ayrıca eğer nR   ise 

0 nr ... r 0    dır[12]. 

İspat. Bu lemmanın ispatı, Szegö (12) tarafından verildi. 

Teorem 4.2.3. Eğer rM  ve K 1   ise bu durumda

     K
nC, K N, R C, K 1    dır[14]. 

İspat. Lemma 4.2.2 ve 

v

n v 0

1

r r

m r


 

  
 

kullanarak Sonuç 4.4’ün şartlarının sağlandığını 

gösterebiliriz. Burada sol taraftaki ifade    h x r k  ve sağ taraftaki ifade 

     h x r x / 1 x 'dir.   

Uyarı 4.2.4. K 0  durumunda      nC,0 N, r C,1     olup bu Hardy (7) 

tarafından gösterilmişti[14]. 
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Teorem 4.9 ve Teorem 4.1.1’den eğer rM  ise bu durumda, K 1    için 

nlimr 0    olduğunu da görürüz; eğer 0  ise  1
nN, R 'dır  , 0  ve 

nR   iken  1
nN, R    dır. 

4.3 Satırları Azalan Diziler Olan Nörlund Matrisleri 

Bu başlık altında, 

n n 10 r r     n 0,1,2,...                                                                                   (4.3.1) 

şartını sağlayan  nN, r  matrislerini gözönüne alacağız. Bununla birlikte 

uygulamalarımızda nr  monoton artan olmayacaktır. 

Örneğin; Teorem 4.3.12’de  1
n nr / R 0 n  şartı konulmalıdır. Bu, n

n

r 1

R 2 n
 

olmak üzere n
nr e gibi örnekleri içermez.  

1

2
n n

1
r / R n

2


 deki n

nr e  gibi 

örnekleri hariç tutacaktır; ve nr  artarsa  nN, r  regüler bile olamaz, bu aşağıdaki 

teoremde gösterildiği gibidir. 

Teorem 4.3.1. Eğer nr 0  ve  n 1 nlim r / r 1   ise  nN, r  regüler değildir[14]. 

İspat. Hipotez  n nlim r / R 0  olmasını gerektirir. 

Uyarı 4.3.2. Eğer Teorem 4.3.1’in hipotezinin yerine nr 0 ,  n 1 nlim r / r 1   

alınırsa  n 1 lnlim r / r 2   iken  1
n nr / R 0 n  için,  

0r 1 , p
nr 2   p p 12 n 2 ; p 0,1,...    

örneğin de görüldüğü gibi sonuç başarısızdır[14]. 

Teorem 4.3.3. Eğer  

i) K 0  için n n 10 r r   ,  
n nr / R 0 1    
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veya                                                                                                                        

ii) 1 K 0    için n n 10 r r   ve  k
n nr / R 0 n  

şartların dan biri sağlanıyorsa bu durumda    k
nN, R C, k 1   dır[14].  

İspat. n n n 1h r r 0    olduğunda  
 

 
 

   K 1K

x
h x R / 1 x 1 x r x

 
    dır. 

K 0  için K 1
n nR R   ve  K 1

n v n n nh / R r / R 0 1
    dir; 1 K 0    için 

K 1 K
n n nR A R   ve  K 1 K

n v n n n nh / R r / A R 0 1
    dir; ve böylece Sonuç 4.4’den 

teorem ispatlanır. 

Sonuç 4.3.4. Eğer n n 10 r r    ve  1
n nr / R 0 n  ise bu durumda K 1   için 

Teorem 4.3.3’ün (i) ve (ii) şartı sağlanır[14]. 

Teorem 4.3.5. Eğer pM , qM  ve n o n n 0t p q ... p q    ise bu durumda 

     n n nN, p N,q N, t  ,    n nN, t N, p ve    n nN, t N, q  dir[14]. 

İspat. n nr t  için Teorem 4.9’’u uygulayalım. Alışılmış notasyonla,  

     t x p x q x ,      t x p x q x  olsunlar ve Lemma 4.2.2’den dolayı np  ve 

nq  yakınsak ve böylece nt 0 iken nt  de yakınsaktır. Ayrıca  nN, p , 

 nN, q  regülerdirler o halde Sonuç 4.3’den (4.15) sağlanır. 

Tanım 4.6’dan v

v

p(x)q(x)
x 1

t(x)
   0 1  , v 0   ( v 1 ); 

v n 1 n 1

n,v

p (x)q(x) p (x)
x

t(x) p(x)

                                                                          (4.3.2) 

v n 1

n,v v

0

P P
 

 



        ( v n 1  )                                                                            (4.3.3) 

dır. Buradaki  n,v  ifadesi  Lemma 4.5’den 0   için vP P 0    olduğundan (4.9)  

dan n,v 0  dır. Benzer şekilde her n ve v için n,v 0   dır ve böylece (4.17) 

sağlanır. Daha sonra n > 0 için n(p )  nin artan olmadığından, 
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   
 

0 1 n 1 n n 1n n 1 p p p ... p pP P
0

n n 1 n n 1

      
  

 
                                           (4.3.4) 

olup böylece n(P / n)  dizisi azalandır. Bu yüzden 2n nP 2P  ve benzer şeki

2n nQ 2Q dir. Çünkü (Qn) artan olduğundan 

 0 2n 2n 0 0 2n 2n 2n 2n n np Q ... p Q p ... p Q P Q 4P Q        dir. Böylece (4.18) 

sağlanır ve dolayısıyla      n n nN, p N, q N, t  dir. İfadedeki kalan iki 

kapsama sonuçları Sonuç 4.4’ün uygulamalarıdır ve böylece teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 4.3.6. Eğer P , Q M M              (4.3.5) 

ve  

n 0 n n 0t p q ... p q    olmak üzere eğer n 0 nT 0, T ... T                         (4.3.6) 

ise bu durumda 

     n n nN, p N, q N, t                                   (4.3.7) 

ve 

       n n n nN, p N, t , N, q N, t                                   (4.3.8) 

dir[14]. 

İspat. n nr t  olmak üzere (4.17) ve (4.18)’in yerine (4.16)’yı kullanarak Teorem 

4.9’u kullanacağız. PM  olduğundan Lemma 4.2.2’den  0n
p P ... n    olmak 

üzere      p x P x / 1 x  olduğundan n 1 için 

0P 0 , nP 0                                     (4.3.9) 

n 0  için 

n 1 n0 p p                          (4.3.10) 

elde edilir. Burada (4.3.3) sağlandığından v n 1   için toplamadaki her bir terim 

pozitif olmadığından 
v n 1

n,v v
0

P P 0
 

 


     dir. Benzer şekilde n,v 0   dır ve 

dolayısıyla (4.16) sağlanır. 
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Kısmi toplam ile (4.3.9)’dan 

v n

v nn,v n v
0

0 P P P P


  


       

               

v

v n n v
0

P P P P  


     

olup   

v nn,v nP P                           (4.3.11) 

dir. Ayrıca Q(x) p(x)T(x)  olduğundan (4.3.6) ve (4.3.10) den 

 
n 0n 0 n

n n 0 n 0 n

P T ... P TP 1
0 0

Q Q T ... T T ... T

 
   

   
 olup 

n

n

P
0

Q


     

                   (4.3.12) 

dır. 

Ayrıca QM  olduğunda  
v

n v n 0 1Q /Q Q /Q            (4.3.13) 

dır. (4.3.11) – (4.3.13) birleştirerek herhangi bir v sabiti için  n   iken 

n,2n v n v n v n v

n n n n v n

QP P
0

P Q Q Q Q

   




               (4.3.14) 

olur. 
1

n v
2

  için n,2n v n,2n v n,2n v       olduğundan (4.15)’in 

sağlanmasından dolayı n,v için benzer sonuç sağlanır. 

Bu (4.3.7)’yi ispatlar ve (4.3.8), (4.3.10) ve (4.3.14)’ü kullanarak Sonuç 4.4’ün bir 

uygulamasıdır. 

Uyarı 4.3.7. (4.3.5) sağlandığında np  ve nq  serilerinin her ikisi de yakınsak 

ve          T x P x q x p x Q x   olduğundan (4.3.6) için gerek şartlar,   

0 nP ... P    ve 0 nQ ... Q                                                         (4.3.15) 

olmasıdır[14]. 
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Fakat bunlar (4.3.15), (4.3.6)’yı elde etmek için gerekli şartlardır; bunlar (4.3.6)’nın 

doğruluğu için yeter şart değildir. Çünkü Teorem 4.3.6’daki (4.3.6) şartı yerine 

(4.3.15) şartı konulamaz. Bunu aşağıdaki örnekle gösterelim. 

Örnek 4.3.8. 0 1   , 0 1   , 1   olmak üzere 1
n np A , 1

n nq A  

olsun. Böylece n>v için (4.3.3)’den v sabit n   iken    

1 1
n,2n v n n 2n v n v 1 n n/ P Q A A / A A Kn    

      iken 

n v 1
1 1 1

n,2n v n,2n v k 2n v k 2n v n v 1
k 0

A A A A
 

   
      



      dır. Bu nedenle  (4.14) 

sağlanmaz. Böylece (4.3.7) yanlıştır[14]. 

Ayrıca  Uyarı 4.3.7’den PM  ve 0 nP ... P   iken  nN, p    dır; ve  bu da 

daha ziyade Teorem 4.3.6’nın hipotezleri altında  nN, p ve  nN, q  metodlarının 

yakınsaklıkta kullanılacağını gösterir. 

Teorem 4.3.9.  n 0 n n 0t p q ... p q    olmak üzere 

PM , qM               (4.3.16) 

0 nT ... T                 (4.3.17) 

ve 

 2n n nT 0 P Q               (4.3.18) 

ise bu durumda      n n nN, p N, q N, t  ve    n nN, q N, t  dir[14]. 

Eğer 0 nP ... P    ise bu durumda    n nN, t N, p  dir ve (4.3.17) ihmal 

edilebilir. 

İspat. Alternatif olarak (4.19)-(4-21)’i kullanarak n nr t  için Teorem 4.9’u 

uygulayalım. nT 0  olduğu için (4.3.11) ve (4.3.12)’ye götüren tartışmalar hala 

geçerlidir, bu yüzden n,v 0   dır ve bu durumda nQ  artan olduğundan, n   

iken (v sabit) 
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n,2n v n v n v

n n n n v

P P
0

P Q Q Q

  




                          (4.3.19) 

dır.  

Ayrıca Teorem 4.3.5’in ispatında olduğu gibi, n,v 0   dır. Bu yüzden (4.19) 

sağlanır, fakat (4.3.18)’den 

n 1 n 1 2n 0 n 1 n 1 2n 0p Q ... p Q q P ... q P         

        0 2n n n n n n 1 n 1 2n 0q P ... q P P Q q P ... q P         

                               
 2n n n n nT P Q 0 P Q    

dir, böylece (4.20), (4.21) sağlanır. 

Şimdi (4.15)’i inceleyelim. Şimdi qM  iken, nq  artmayan olduğundan ve Lemma 

4.5’i kullanarak 1   için q 0   dır. Böylece 

v n 1 v n 1

n,v v v
0 0

0 q q q q
   

 
 

                           (4.3.20) 

dır. Ayrıca nT 0  için 0 nT ... T   artan olduğundan 

   
n n

0 n 0 n 0 n
0 0

P ...P q T ... T T ... T q 
 

                                      (4.3.21) 

dır. Ayrıca, 

 n 0 n n 0 n 0 nT P q ... P q q P ... P                                      (4.3.22) 

ve 

 
v

n v n 0 1q /q q /q                                     (4.3.23) 

dır. (4.3.20) – (4.3.23)’ü birleştirerek, (4.3.17) ve (4.3.18) ifadelerini kullanarak 

n   iken 

v
n,2n v 0 2n

n n 1 n n 0 n v 1

q T 1
0 0

P Q q P Q T ... T



 

  
       

 

elde edilir. Bu sonuç (4.3.19) ile birlikte  n,2n v n n0 P Q   olduğunu gösterir ve 

bundan dolayı Teorem 4.9’dan      n n nN, p N,q N, t 'dir.    n nN, q N, t  
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kapsaması (4.3.10) ve (4.3.19)’u kullanarak Sonuç 4.4’den elde edilir; ve 

0 nP ... P    olduğunda (4.3.22) ve (4.3.23) ile birlikte Sonuç 4.4 

   n nN, t N, p  olduğunu verir. Bu da teoremi ispatlar. 

Uyarı 4.3.10.  2n n nR 0 P Q  şartı,      n n nN, p N, q N, r  olması için gerek 

şarttır. Böylece Teorem 4.3.9’un doğruluğu için (4.3.18) gerek şarttır ve bu teoremde 

(4.3.18) şartı 

2n n n n nT / P Q K / log  , P, q  ve 0 n 0 nT ... T P Q logn     için 

   2
n nP 1/ n 1 , q 1/ n 1     örneğiyle gösterildiği gibi diğer şartlar tarafından 

belirtilemez. Teorem 4.3.9’un son ifadesiyle ilgili olarak eğer P, qM  ise bu 

durumda 0 nT ... T    dır  0 n nP ... P , Q   lerden en az biri sonsuza gider. 

Fakat bu son şartlardan biri olmaksızın (4.3.17)’yi her v için v
1

4
   ve (4.13), (4.14) 

sağlayan  n
n nP q 2   örneğinde gösterildiği gibi ((4.3.16) ve (4.3.18)’i 

sağlayarak) teoremin hipotezinden ayrı tutamayız. Böylece Sonuç 4.2’den 

     n n nN, p N, q N, t  yanlış olur[14]. 

Teorem 4.3.5’de  nN, p ,  nN, q  ve   nN, t 'ler total regüler olduğundan, Total 

regülerlik Teorem 4.3.6 ve Teorem 4.3.9’da söz konusu olmayabilir. Uyarı 4.2.4’den, 

eğer  nN, p  yakınsamaya denk ise PM  olduğunda sadece regüler olabilir. Bu 

Teorem 4.3.5 ve Teorem 4.3.9 arasındaki marjinal durumu sağlar ve bu bize 

aşağıdaki sonucu verir. 

Sonuç 4.3.11. Eğer PM , qM  ve nlimP 0  ise bu durumda  nN, p  , 

   n nN, q N, t  ve      n n nN, p N, q N, t  dir. Özellikle eğer qM  ise bu 

durumda    n nN, q N, q   dır. A A   kapsaması,  C, (C, )     

olmak üzere Teorem 4.5.1’in 0  , 1  olması örneğindeki gibi her Nörlund A 

matrisi için kesinlikle doğru olma gerekliliği yoktur[14]. 
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Aşağıdaki iki teorem birlikte ispatlanacaktır. 

Teorem 4.3.12. Eğer PM , n n 10 q q                        (4.3.24) 

ve  

   n 0 n n nq P ... P 0 P Q                           (4.3.25) 

ise bu durumda 

     n n nN, p N, q N, P                                                                             (4.3.26) 

dır. Ayrıca n 0 n n 0t p q ... p q    olmak üzere                      

         n n n nN, p C,1 N, q N, t N, Q                                                  (4.3.27) 

ve  

         n n n nN, P C, 2 N, Q , N, P N, t                        (4.3.28) 

 dır[14]. 

Teorem 4.3.13. Eğer PM , n n 10 q q             (4.3.29) 

ve    n 0 n n nq P ... P 0 P Q    ise bu durumda      n n nN, p N, q N, P 'dir.[14]  

İspat. n nr P  alarak Teorem 4.6 veya (Sonuç 4.2)’yi uygulayalım. Böylece 

       r x P x p x / 1 x    olup bu yüzden 

   

   

       

v
v

v
n,v n 1

v
n,v n 1

X 1 x q x

X 1 x q x

X 1 x q x p x P x





  



   


   







                                (4.3.30) 

dır. 

Böylece v v v 1q q 0    ,  n,v v     v n 1   

n v 1   için n,2n v n,2n v                (4.3.31) 

n,n 1 n n,n 1 n n 1 0 0q q p q / p                    (4.3.32) 

ve bu yüzden n nr P  olmak üzere 



58 
 

2n n 2n

2n v n,v 2n v v n 1 n 2n v n,v
v 0 v 0 v n 1

R R R q R   
   

                (4.3.33) 

elde edilir. 

Eğer     v
n 1 n,vp x p x x    ise, bu durumda 

n,v 0 n,v 1 n,v 1 v n 1 n,n 1...                        (4.3.34) 

dır. Ayrıca teoremin her ikisinde de  nN, P  regüler olduğunda  

 n 0 nP / P ... P 0                  (4.3.35) 

dır ve  nN,q  regüler olduğundan (4.24), n nq /Q 0  olduğunu gösterir. 

Şimdi Teorem 4.3.12’de  nN, p  ve  nN, q
 
regüler ve Lemma 4.2.2’den nP  

yakınsak, böylece özel olarak n n n n 1r P P P 0     ise Sonuç 4.8’den v 0   

için (4.14) sağlanır. Ayrıca (4.3.3)’den n,v 0   ve dolayısıyla n,v 0   dır. 

Teorem 4.3.13’de n n,v0p P 0     ((4.3.10) ve (4.3.11) karşılaştırıldığında 

görülür) olup; böylece (4.3.34)’den 

 n,v n 0 v n 100 p P ...           n v n 10p P q     

dir ve  nN,q  regüler olduğu için bu ve (4.3.31)’den anlaşılacağı gibi her v sabiti 

için, n   iken 

n,2n v n,2n v 0 n v 1

n n n n n

P q
0

P Q P Q Q

   
 

    

dır; yani  v 0   için (4.14) sağlanır. 

Şimdi pM  olduğundan (4.3.4)’den, 

2n n 2n n nP P P P P     veM  iken 2n n nP P P   her iki durumda da (4.23) ve 

nQ 'in  artan olmasından, 

2n

2n v n,v n 1 n 1 2n 0 n 2n n n n
v n 1

R p Q ... p Q Q P P P Q  
 

              (4.3.36) 
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dır. Ayrıca n nr P  olduğunda, pM  ise (4.3.4)’den 2n 1 2n nr r 2r    dır ve 

bundan dolayı    2n v 2n 0 1 2 2n 1 2n nR R r r r ... r r 4R          dır. PM  

iken (4.3.4), 2n v nR 2R   olduğunu gösterir. Her iki durumda da bu nedenle 

(4.3.25)’i kullanarak 

 
n

2n v v n 1 n n n n n
v 0

R R q 5q R 0 P Q 


              (4.3.37) 

elde ederiz. 

(4.3.34), (4.3.36), (4.3.37)’den (4.13)’ün her iki durumda sağladığı anlaşılır. Bu 

Teorem 4.3.12 ve 4.3.13’ün ispatını tamamlar. Sonuç 4.4’ün kolay uygulamalarıyla 

birlikte Teorem 4.4 ve 4.6’dan doğrudan elde edilen Teorem 4.3.12’nin (4.3.27) ve 

(4.3.28)’deki sonuçları Sonuç 4.4’ün uygulamasıyla beraber Teorem 4.2.3 ve 

4.3.3’den direkt olarak elde edilir. 

Uyarı 4.3.14. Teorem 4.3.12 ve 4.3.13’ün her ikisinde (4.13)’de v n 1   alarak 

görülebildiği gibi, aslında (4.3.25) şartı (4.3.26)’yı sağlamak için gerek şarttır. Bu 

(4.3.32)’den  n 1 n n 1 0 0 n nR | q p q / p | 0 P Q 'i    verir. pM  olduğunda np 0 , 

n 1 nR R 'i  elde ederiz ve bu yüzden  n n n nq R 0 P Q  dir; PM  iken ise 

np 0  dır, böylece n 0q q  olduğunda  
n 1 np /q 0 1   elde ederiz ve bundan 

dolayı n 1 n n 1 0 0 n nR q p q / p q R   dır[14]. 

n 0 nR P ... P    olduğundan (4.3.25)’in her iki durumda da gerekli olduğunu 

gösterir. (4.3.24) ya da (4.3.29)’un (4.3.25)’i gerektirmeyeceği np 1 , n
nq e ; 

 2
nP 1/ n 1  , nq 1  örneklerinden görülebilir. 

4.4. Alt Yarı Matrise Dönüşen Değişimli Konvolisyon 

(10)’de Vermes ve (11)’de Moustafa tarafından kullanılan A*B konvolisyonu 

aşağıdaki işlemin özel bir şeklidir. n(i ) ,  nj  negatif olmayan iki tamsayı dizileri 

olsun. Verilen A ve B matrisleri için A,B dönüştürülmüş matrisler 
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n
n,k i ,ka a , 

n
n,k j ,kb b                                                                                    (4.4.1) 

ile tanımlanır. 

O halde, AxB  ile belirtilen, C AxB  konvolisyonunu ele alalım. A, B alt yarı 

matrisler ise o zaman; 

 

 n

n n

n

min k,i

n,k i ,p j ,k p
p max o,k j

c a b 
 

                (4.4.2) 

ve n nk i j   için n,kc 0  dır. Böylece n = 0, 1, 2, ... için n ni j n   ise     (4.4.3) 

C alt yarı matristir. 

Ayrıca A ve B normal matrislerse ( n,n n,na 0, b 0   olacak şekilde), bu durumda 

n n n n
n,n i ,i j , jc a b 0   ve C  normaldir. 

Lemma 4.4.1. n n(i ), ( j )  negatif olmayan herhangi iki tamsayı dizileri olsun. A, B 

herhangi iki normal matrisler olsun ve A , B , (4.4.1)’deki gibi tanımlansın. Bu 

durumda A A  ve B B olması için gerek ve yeter şart  

ni  , nj                                                             (4.4.4) 

ve in, jn nin her birinin hemen hemen n= 0, 1, 2, ... değerlerini almasıdır.  

A A ve  B B                                                                                                   (4.4.5) 

olur[14]. 

İspat. Eğer n , n  sırasıyla, bir n(S )  dizisinin A, B dönüşümleri ve nn ,   de 

A, B  dönüşümleri ise, bu taktirde 
n

n i   , 
n

n i   dir. Böylece A A , B B  

dir  nn is S       ve 
nn iS S     dir ve böylece lemma 

ispatlanır. 

Uyarı 4.4.2. Eğer in, jn (4.4.3) ve (4.4.5)’i sağlar ve A, B de normal matrisler ise; o 

zaman A A , B B  ve A B  normal bir matristir. Ayrıca A, B T – matrisler ise, 
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A B  de T – matristir. A B  nin değişmeli konvolisyonu (4.4.3) – (4.4.5)’i 

sağlayan n
1

i n n
2

  , n
1

j n
2

  olması durumudur[14]. 

Bu çalışmanın kalan kısmı boyunca (4.4.3), (4.4.4), (4.4.5)’e ilaveten, 

   n n0 a lim i / n lim i / n b 1                  (4.4.6) 

olduğunu varsayalım. Böylece, jn = n – in de aynı özelliğe sahip olur. Bu, A B  

konvolisyonuna, kesin bir simetri ölçüsü verir. A B  ile ilgili bir teorem, (4.4.4)’ 

deki özel a, b için bağımsız olarak sağlanırsa, bu durumda bu teorem B A  için de 

sağlanır.    n nN, p N, q  nin yerine    n nN, p N, q  aldığımızda Teorem 

4.3.5 ve Teorem 4.3.13 arasında benzerlikler olur ve bu teoremler sırasıyla Teorem 

4.3.5 – 4.4.4 şeklinde isimlendirilecektir. in, jn (4.4.3) – (4.4.6) verilen özelliklere 

sahip olduğu zaman bu teoremler, Teorem 4.3.5 – 4.3.13’e benzer hipotezler altında 

ispatlanabilir. Benzerlikler olduğu gibi farklılıklarda vardır. 

Teorem 4.4.3. (4.3.18), 
n ni jTn 0(P ,Q )  ile değiştirilebilir[14]. 

Teorem 4.4.4. Teorem 4.3.’ün (i) ve (ii) hipotezleri ile değiştirilebilir. Bununla 

birlikte Teorem 4.3.5 ve Teorem 4.3.6’nın sonucunu genelleyebiliriz[14].  

Lemmayı vererek başlayalım. 

Lemma 4.4.5. Eğer E bir alt T – yarı matrisi ve 

n 1

n,n n,v
n v 0

lim e e 0


 

  
  

  
                (4.4.7) 

ise bu durumda E yakınsamaya denktir[14]. 

Sonuç 4.4.6. Eğer E reel değerli bir T alt yarı matrisi ve hemen hemen her v için  

n,ve 0   v n  ise bu durumda E yakınsamaya denktir[14].          (4.4.8) 

Sonuç 4.4.7. Eğer E reel değerli bir T alt yarı matrisi ve hemen hemen her v için  
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n,ve 0 , n,n
1

lime
2

  ise E yakınsamaya denktir[14].           (4.4.9) 

     n n nN, p , N, q , N, r  verilen üç Nörlund metodu v n,v n,v, ,    de (4.6)’daki 

gibi tanımlanmak üzere 

n nn,v v i ,v j ,v                                       (4.4.10) 

olsun. 

Bu durumda eğer    n nC N, p N, q ,  nD N, r , 1E C D  ise Lemma 

4.5’deki aynı yöntemle; 
n nn,v v n,n v i je R / P Q   olduğunu gösterebiliriz. Ayrıca 

eğer E yakınsamaya denk ise C , D’ye denk olacaktır. Lemma 4.4.5’i ele alınarak 

Teorem 4.6’nin bir benzer teoremi verilebilir[14]. 

Teorem 4.4.8. nP , nQ , nR 0  (n = 0, 1, 2, ...) ve in, jn (4.63) – (4.66) şartlarını 

sağlasın ve n,v  (4.4.10)’daki gibi tanımlansın. Bu durumda n   ve v sabit 

olmak üzere 

     n n nN,p N,q N,r  dir   
n

n v in jnn,v
v 0

R 0 P Q


          (4.4.11) 

ve  

 n ni jn,n v 0 P Q                                                             (4.4.12) 

dır. Ayrıca 

n n

n

n 0 n v n,v
n i j v 1

1
lim R R 0

P Q


 

  
    

  
                      (4.4.13) 

ise bu durumda      n n nN, p N, q N,r  dir[14]. 

Sonuç 4.4.6 ve 4.4.7’yi uygulayarak, aşağıdaki sonuçları elde ederiz. 

Sonuç 4.4.9. Pn, Qn, Rn > 0 olsun. Eğer 

1 v n   için n,v 0               (4.4.14) 

n   iken (v sabit)  n ni jn,n v 0 P Q             (4.4.15) 
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 n nn i jR 0 P Q               (4.4.16) 

ise bu durumda      n n nN, p N, q N,r  dir[14]. 

Sonuç 4.4.10. n nP , Q 0 , nR 0  olsun. Eğer her n ve v için n,v 0   ise n 

iken (v sabit)    n n n nn,n v i j n 0 i j
1

0 P Q , lim R / P Q
2

     ise bu durumda 

     n n nN, p N, q N,r  dır[14].  

Şimdi aşağıdaki teoremi ispatlayabiliriz. 

Teorem 4.4.11. Eğer p, qM  ve in, jn (4.4.3) – (4.4.6) şartlarını sağlarsa, bu durum

n o n n ot p q ... p q   olmak üzere          n n n n nN, p N, q n,q N,p N, t  

dir[14]. 

İspat. Teorem 4.3.5’in ispatındaki gibi 

0 1  , v 0    v 1 , n,v 0  , n,v 0   olup, dolayısıyla 1 v n   için 

n n nn,v i ,v i ,v j ,v 0       dır. (4.4.15),      nn nN, p N, q limt 0   

ifadesine denktir ve bu, nt 0  ve    n nN, p , N,q  olduğundan sağlanır. 

(4.4.16) için (4.4.6) ve  (4.3.4)’yi kullanarak 

    n n n nn n 0 n n 0 n n i n j n i jR T p Q ... p Q P Q nP / i nQ / j 0 P Q        

elde edilir. 

Bu nedenle Sonuç 4.4.9’dan ve Uyarı 4.4.2’nin son ifadesinden teorem ispatlanır. 

Aynı ispat metodu, matrislerden biri birim matris olmak üzere Teorem 4.4.11’in 

marjinal durumunda sağlanır. 

Teorem 4.4.12. Eğer pM  ve in, jn (4.4.3) – (4.4.6) şartlarını sağlıyorsa, bu 

durumda      n n nN,p N,p N,p   dir. Teorem 4.3.6’nın bir 

kombinasyonu ve Sonuç 4.4.10 aşağıdaki teoremi verir[14]. 
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Teorem 4.4.13. Eğer (4.3.5), (4.3.6) sağlanır, in, jn (4.4.3) – (4.4.6) şartlarını sağlıyor 

ve 

 n nn i j
1

lim T / P Q
2

                                                                                         (4.4.17) 

ise bu durumda      n n nN,p N,q N, t  dir[14]. 

Uyarı 4.4.14. A, B gibi iki normal matrisin denkliği için basit bir gerek şart 

1 n,n n,n 20 M a / b M                (4.4.18) 

olmasıdır[14]. 

A, B normal olduğunda 
1 1

n,n n,n n,n n,na 1/ a , b 1/ b    şartlarını sağlayan A ve B’nin 

bir tek iki yönlü 1 1A veB   tersleri vardır. Ayrıca eğer A B  ise bu durumda 1AB  

ve 1BA  nin her ikisi de T – matrisleri olmalıdır ve kısmen bu (4.4.18)’i verir. 

4.5. Cesa’ro Metodlarının Konvolisyonu 

Önceki bölümlerde verilen Nörlund metodlarına ait teoremlerin her biri, özel bir 

durum olarak Cesa’ro metodları ile ilgili denk teoremi ihtiva eder. 

Teorem 4.5.1. p, , 1     olsun. Bu durumda      C,p C, C,    olması için 

gerek ve yeter şart 

p 1, 1, p                      (4.5.1) 

olmasıdır[14]. 

İspat. Bu teorem kısmen Moustafa(11) tarafından ispatlanmıştır. Teoreminin p, 

, 0    için verilen gereklilik kısmının ispatı p, , 1     için geçerli kalır. 

Yeterlilik ispatı sadece p 1 , 1  ,  min ,   bir tamsayı iken yapılmıştır. 

Yeterlilik kısmı aslında p, 1    şartı dışında da sağlanır. Eğer örnek olarak 

1
n np A

,
1

n nq A , 1
n nr A seçersek bu durumda 

1
n 0 n n 0 nt p q ... p q A     dir ve simetriden p    kabul edilebilir. Bu 
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durumda Teorem 4.3.5, 0 1      için; Teorem 4.3.6, 1 0      ’la 

1   için, Teorem 4.3.9, 1 0 1     M  ve Teorem 4.3.12 ve 4.3.13’de 

1 1       için ele alınmıştır. Bu sadece 1     durumu bırakır. Aslında 

Teorem 4.9’dan şimdiki teoremi ispatladıysak, 1 0      , 1 0       ve 

0     ’deki durumları ele almak gerekir. Son durumda , 0   , 1    

olduğunda    nN,p C,p  ve    nN,q C,   regülerdir ve 1
n nr A 0   

böylece (4.15) sağlanır; (4.5.1)’den (4.17) ve (4.18)’in sağlandığını göstermek 

kolaydır. 

Teorem 4.5.2. , , 1      olsun ve in, jn (4.4.3) – (4.4.6) şartlarını sağlasın. Bu 

durumda      C, C, C,     olması için yeter şart 1   , 1   ,     

olması ve      olması ise gerek şarttır. Eğer ek olarak k   iken 

 
n,k n,ki j 0 1                  (4.5.2) 

olacak şekilde k(n )  dizisi varsa bu durumda 1    ve 1    de gerek 

şartlardır[14]. 

İspat. Yeterlilik kısmının ispatı Teorem 4.5.1’e benzerdir ve     nın gerekliliği 

     C, C, C,     ise  
n n

n i j
A 0 A A

   olmasından     elde edilir ki bu 

gereklilik ispatıdır. 

1
n np A , 1

n nq A , 1
n nr A  ile (4.71)’in solundaki nv i 1   ve nv j 1   

terimlerini ayrı ayrı alarak  aşağıdaki şartların gerekli olduğunu buluruz. 

 n n nn 1i 1 i jn, jR 0 P Q
   ,  n 1 n nn 1j i jn,iR 0 P Q

 
             (4.5.3) 

1
v vA  olduğundan 

n 1 n 1i jR
 
  ve 

n 1 n 1j iR 'in
 
  her ikisinin de  n ni jo P Q  

olduğunu buluruz ve böylece 
n n 1 n 1

p 1
i ,i i

A
 


  , 

n n 1 n 1

1
j , j j

A
 

   olmak üzere 

(4.4.10)’dan (4.5.3), 

 n 1 n n 1 n n 1 n ni i , j j , j i jR O P Q
  
                (4.5.4) 

ve 
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 n 1 n n 1 n n 1 n nj i ,i j ,i i jR O P Q 'e
  
                (4.5.5) 

denktir.  

Şimdi eğer sonsuz n için n ni j  ise bu durumda bu değerler için 
n n 1j , j 0


   ve 

(4.5.5), 1    iken   
n 1 n 1 n n

p 1
j i i j

A A 0 A A
 

    olduğunu gösterir. Benzer şekilde 

sonsuz n için n ni j  ise bu durumda 1'dir.    Hemen hemen her n için n ni j  

olduğunu varsayalım; bu durumda sonsuz n’ler için n ni j  dir. (Hemen hemen her 

n’ler için n ni j  olması imkansızdır. Çünkü n ni j n   dir.) Böylece 1    dir 

ve ayrıca  

n n n n

n n
n n

j i j i
p 1 p 11 1

i n 1 v 1j 1
i v j0 0

, j A A max A A

 
  

  
  

     

dir.  

in, jn’nin (4.4.3) – (4.4.6) genel özelliklerine ek olarak, eğer (4.5.2) şartını koyarak 

1    olduğundan, bu durumda kn n  için k    iken 

   
n 1 n n 1 n n

p 1 p
i i , j i j k k

R / P Q 0 n / n 0 1
 

  
    

dır. 

Dolayısıyla (4.5.4), 1    için 

 n 1 n n 1 n ni j , j i jR 0 P Q
 
   ifadesine denktir. Benzer şekilde eğer hemen hemen her 

n için n ni j  ve (4.5.2) sağlanırsa bu durumda 1    ve 1    dır ve teorem 

böylece ispatlanır. 

Uyarı 4.5.3. (4.4.6)’dan (4.5.2)’nin sağlanması için gerek şart 
1

a b
2

   olmasıdır. 

Her n için n n0 i j 1    olduğundan A B  dönüştürülmüş konvolisyonu 

(4.5.2)’yi sağlar[14]. 
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Teorem 4.5.4. Eğer 0 1   , 0 1    ve birleştirilmiş n, ni j  dizileri (4.4.3)-(4.4.6) 

yı sağlarsa bu durumda,  

(C, )*(C, ) (C, )


                                                                                         (4.5.6) 

dır. Eğer 1, 1      ya da 1, 1      ve n, ni j  (4.4.3), (4.4.6), (4.5.2)’yi 

sağlarsa bu durumda (C,p)*(C, ), (C, ) 'e


   denk olmaz[14]. 

İspat. 1 1 p 1
n n n n n np A ,q A , t A      alırsak ilk sonuç Teorem 4.4.11 ve 

4.4.12’den elde edilir. Şimdi eğer A (C, )*(C, ),B (C, )


      ise, bu durumda 

n n
n,n n,n n i j

a /b A / A A
   dir ve bu yüzden 

p p

1 n,n n,n 2K .n a / b K .n
   

   

dır: ve
n,n

1 2
n,n

K .n K .n
b

 
  , (4.4.18) sadece     için sağlanır. 

Uyarı 4.4.14, (4.5.7)’nin bu konvolisyon için tek denklik formu olduğunu gösterir. 

Fakat eğer 1   ya da 1   ve (4.5.2) sağlanırsa Teorem 4.5.2, (C, ) *(C, )


   nın 

(C, )  yı içermediğini gösterir ve ikinci sonuç böylece elde edilir. 

Teorem 4.5.4, (4.5.6)’nın 1’den büyük en küçük   ve   lar için sağlanmadığını 

göstermesine rağmen, Teorem 4.4.13’ü kullanarak bazı ve   negatif değerleri için 

denkliğin sağlanabileceğini gösterebilir; Böylece aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 4.5.5. Eğer n n1 0, 1 0, p 1; i , j           , (4.4.3) - (4.4.6) 

şartlarını sağlar ve  

a (1 b) ( 1) 2 ( 1) ( 1)                                                                  (4.5.7) 

ise bu durumda, 

(C,p)*(C, ) (C,p )


                                                                                       (4.5.8) 

dır[14]. 
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A*B genellemesinde olduğugibi ,örneğin eğer 
1

a b
2

   ve    ise bu durumda 

(4.5.7) ifadesi 0 0.30057...      için sağlanan 
1

(p ) / (p 1) 2
2

       olur. 

(4.5.8), 0
1

p p
2

    için sağlansa da sağlanmasa da belirsiz kalır. (4.5.8)’ın, 

1 p 1   , 1 1    , p 1    den başka kısıtlamayla sağlanmayacağı gibi 

görünür, fakat Teorem 4.5.4 ve 4.5.5, bu bağlamda elde edilebilecek en iyi 

sonuçlardır. Moustafa(11) aşağıdaki soruyu sorar. 

     H , C, C,     olsun. Verilen pozitif bir   tamsayısı ve     şartını 

sağlayan  pozitif tamsayısı için    H p 1, H p,     kapsaması doğru mudur? 

Eğer pozitif tamsayılar için kısıtlama yapmazsak, soruya kısmi bir cevap Teorem 

4.5.2 ve 4.5.4’den verilebilir. Yani, 

eğer 0   1 , 0 1   , 1 2    ise bu durumda    2 1H , H ,      dir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5. SONUÇ 

Bu çalışmada, özel bir toplanabilme metodu olan Nörlund Toplanabilme Metodu 

incelendi. Buna ek olarak bazı Nörlund tipi metodların denkliliği, uyumluluğu 

araştırıldı. Nörlund Toplanabilme Metodunda ele alınan (pn) dizisi üzerine pozitif 

olma şartı konulmasının çalışmada önemli bir rolü olduğu gözlemlendi.  

Ayrıca metodun regüler olması koşulu altında elde edilen teoremler arasındaki 

ilişkiler araştırıldı. 

Kuvvet serilerinin yardımıyla Nörlund Toplanabilme Metodunun uyumluluğu ile 

ilgili teoremlerin ispatı incelendi. Buna ek olarak, her regüler ve reel Nörlund 

metodlarının uyumlu oldukları görüldü. 

Kapsama ve denklik yardımıyla herhangi iki regüler Nörlund Metodu arasındaki 

teoremlerin ispatı incelendi. Bu ispatları yaparken ele alınan kuvvet serilerinin 

yakınsak olma koşulunun önemi görüldü. Herhangi iki Nörlund Metodunun denk 

olması için gerek ve yeterli şartları veren teoremlerin ispatı incelendi. 

Son olarak ise, Nörlund Toplanabilme Metodunun C=A*B konvolisyonu tanım 

yardımıyla C=(N,pn)*(N,qn) oluşturularak C=(N,pn)*(N,qn) toplanabilme metodu ile 

ilgili teoremlerin ispatı incelendi. 

Nörlund matrislerinin bazı özel sınıfları üzerine Nörlund metodlarının 

karşılaştırılması incelendi. Özel Nörlund Toplanabilme Metodu olan Cesa’ro 

matrisleri ile Nörlund matrisleri arasındaki kapsama bağıntısını elde etmek için 

konvekslik şartının kaldırılamaz şart olacağı görüldü. Buna ek olarak satırları azalan 

olan Nörlund matrisleri ve matrisler arasındaki ilişkiler konvolisyon tanımı da 

kullanılarak incelendi. 
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